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SUR LES SERIES DE POLYNOMES A UNE VARIABLE COMPLEXE. 77

Sur les séries de polynomes ¢ une variable complexe;

Par N. ABRAMESCO.

1. Considérons unc série de M. Appell (*),

a,

l)n(x),

(n
. @
ol les @, sont des quantilés données ct ot les polynomes donnés P, ()

onl leurs racines intéricures a une courbe (C). Proposons-nous de
trouver la région de conpergence de ces séries, quand les polynomesP ,(x)
sont liés par des relations données.

2. Considérons le cas ot les polynomes I',(x) sonl donnés par une
relation récurrente de Poincaré (*)

(2)  Bp(a)Pppr(e) + Ry () Prsioi (2) + oo Ro (@) Py(2) =0
(n==0,1,2,3,...),

k ¢tant unnombre donné et R () des fonctions données qui dépendent
de x et du rang n. "

P . .
Posant ¢,= 7=, la relation (2) s’écrit
n
] [t ‘v..i_li/'_':.p 4 (S _*_.E_l_‘) +_0—0
Rrh=t Onefemd o 0 v Py R, wrlk=2Vnel—g oo Yt R, " R,™ 7

(Y) Voir P, Areeei, Sur les développements en série suivant les inverses de:
polynomes donnés (Comptes rendus, t. 157, p. 5 et 1042; Bulletin des Sciences
mathématiques, novembre 1913; Bulletin de la Société mathématique de
France, t. 58, 1920, p. 1). — N. Asranesco, Comptes rendus, t. 172, 1921,
p. 649. '

(%) Poixcare, Sur les équations linéaires aux différentielles ordinaires et
auwx différences finies ( American Journal, vol. VII),
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et si, pour 1=, le rapport v, a une limite, cettc limile est unc racine
R , . \
de I'équation

(3) . F(),)E)/"—I-A/.-__l).k“"-i-...+:\o:u,‘
ol
. R
A=

’

‘Par un procédé analogue & celui employé par Poincaré (') pour le
Plli—l
P,
racine a(x) de plus grand module de I'équation (3).

La série de Poincaré,

. ) Zampn(m);

qui est une série de polynomes P,(x) li¢s par la relation (2), @ sa
région de convergence (*) limilée par la courbe

cas k=3, on moutre quc le rapport

tend, en genéral, vers la

|a(g'v)|=.o,

a(x) élant la racine de plus grand module de I’équation (3), et

<
1= T1im Vi,
P n—>®

3. Considérons une serie de M. Appell,
’ O a, .
. 2
_les polynomes P,(x) étant liés par la relation (2), ct les poly-

nomes P,(«) ayant leurs racines intérieures & une courbe (C). Pour
trouver la région de convergence de celte série, considérons la séric

a,

-2
s

. a -
e = L,

-
~

: a
A4) (’0+—,1+

convergente i U'extérieur du cercle [z]=p =lim Vja,]|.

n—>=

() Poincare, loc. cit. — Voir aussi Picann, Traité d’Analyse, t. 111, p. 420.
(%) Picaro, Traité d'Aralyse, 1. 111, p. 420.
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Laissant de cdté certains cas exceptionnels, nous supposerons que
I'équation (3) a toutes ses racines distinctes et que a.(x) est la racine
de plus grand module de cette équation.

Supposons premiérement || > o et considérons un nombre p,, tel
que p < p, < |e|. Nous avons

])
l im 41

n—»aw ‘[’ll

> 0> 0;

El

et si, pour lixer les idécs, nous supposons que l'on a cette inégalité en
‘partant de » = o, nous aurons

])

1
)
P

>

2
:

>Pn~

= py, ey I>P1a
/tl

1 Ia,,|.
[Po| o%

DAL PR

Done, si|2|> g, la série de M. Appell est valablé, comme ayant les
modules de ses termes plus petits que ceux de la série conver-
gente (4) (¢, > ¢). '

Supposons, au contraire, que |«|<p et que |a| < p,<< p. Nous
aurons

|P/1I<“)0'|ol-zl7

7
P,

Donc, si |a| < p, la série (1) est divergente comme ayant les modules
de ses termes plus grands que ceux d’une série divergente

>4 (<

Il en résulte que la courbe de éonvergence de la seérie de M. Appell, o
les polynomes P, (x) sont lies par la relation (2), est donnée par l'équa-
tion |o(z)|=p, a(x) étant la racine qui a le plus grand module de
’équation (3). '

La courbe (T), |z|=¢, (x =X + 1Y), du plan XOY, sépare le

”
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plan en deux régions, 'une intérieure a la bourbp, et 'autre extérieure
ou se trouvent les points a l'infini. Pour une de ces régions, on-
ala(x)| — p>oel, pour l'autre, |a| — ¢ < 0; done, d’aprés ce que
nous avons vu, dans la premiére région, |a(x)| —p> o, la séric de
M. Appell converge, dans’autre clle diverge. Or, la série (1) converge
pour  tendant vers I'infini, qui est dans la région extéricure a la
courbe (I') et donc la série de M. Appell sera convergente dans la région
extérieure a la courbe |a(x)| = p, qui est en méme temps e.xtérieure a la
courbe (C) ot se trouvent les racines des polynomes I, (x).

Exemples. — 1° P,(r)= (2 — a)". Larelalion (2) et I'équa-
tion (3) sont .
' Py(a)=(2 —a)P,_(2), b=z —a.

Lasérie de M. Appell est dans ce cas 2 T .» et la région de con-

vergence est le domaine extérieur au cercle }ov l =p,0u I.I —al=g,cl
'on retrouve les résultats conunus,
2° Supposons que P, («) soit le polynome de Legendre,

. p 1 dr (1)
w@)= =

)

qu1 a toutes ses racines véelles et sur le segment (=1, +1). La rela-
tion (2) et I'équation (3) sont

nP,—(2n—1)zP, +{n—nP,_,=o, W—o2dr 4+ 1==o0.

Faisant la transformation conforme

' 1/, 1
7‘—;(54—,—&:)’

les racines A’ et A" de I'équation (3) sont £ el—.'é' Dans Phypothése

|| > 1, la région de convergence est le domaine extérieur 4 Pellipse

)

i

m:%({ﬁ-{-

o] -

de foyers — 1, + 1.
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SUR LES SERIES DE POLYNOMES A UNE
3° Considérons les polynomes orthogonaux (') P,(x), qui généra-
lisent les polynomes dc Legendre et qui sont définis par les relations

Vb .
/ o(z)P, ()P, (x)dxr =0 (m#n);

Y
4
f o(x) Pi(e)dr =1, == const..,

ot g(.r) est une fonction positive et intégrable dans l'intervalle (a, b)

Al 'I:
‘On sait que les polvnomes I”,(.x') ont leurs racines réelles et sur le
segment (a, b). Danslecasa = —1,b =1, 9(x) =1, on a les poly-

nomes de Legendre.
Posant, dans le cas général,

Sa S
D,(2) "’
=2, D,(ey=| """ = nakl vs:f (&) 5 dt
D._i(o) )= "0 T B
gn. .é’ n+1 . 5’21;
le polynome P, (x) est donné par
ZLy— 1 Ty — X Cn 01— Sn
1 Toy— 9 U Qy— 2y XLy = Zn+t
y

..........................................

Plao)= —n—
I),,_|(?)
Tln—1—8n LEn—Kn+1

a— (F .
/1(1/)—__—_]1(5% l“::(.L'——/)C_)(/),

b 13
g‘j_,_,:[ (x—l)’.p(t)t-*‘dt:[ F(e)e de,

&Y —

et l'on voit que 1, ,(I') et D,_, (%) sont respectivement les détermi-

(') Voir Darsoux, Mémoire sur l'approximationdes fonctions de trés grands
nombres, et sur une classe étendue de développements en série (Journal de

Mathématiques pures et appliqguées, 1. 1V, 1878, p. 411)
Journ. de Math. (4 série), Lome 1. — Fasc. I, 1922, I
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hants des formes (') quadratiques

b . . '
/ (2 —=0@(O) (Yot yil+vctyn ") dl =22 (28 pra—8p+a+1) VoY >

Y u

A b
j () (Fortont yag P 2AL=3 N gpeq ¥y [Py q=0,15 0 (n—1)].

La relation de récurrence connue (*), entre trois polynomes con-

sécutifs, est
1

r o .
Poa— (x~— “n) P,+ ]—‘I n—1=— 0,
n—1

et, avec les notations employ¢es, on trouve

So St Sl S n+1 So of Su-2 Sn
. — Sn Snvet oo San-1 Sownr Sn—1 8u -+ Sz Sw—y
n— - = - : ’
Dn((?) . D, (@)

et pour n—, I"¢quation (3) devient

s

.
)\g—b‘ 1 a&x-——a-:b>)\+l:—.o.

(') Etudiées par M. Szegé dans son Mémoire A Hankel-féle formdakrol (Les
formes de Hankel) dans le bulletin hongrois Mathematikai és Termeszettudo-
manyi értesité, 1918, p. 4g7. M. Szego considére les polynomes P, () qui sont
égaux aux déterminants des formes de Hankel et démontre que ces polynomes satis-
font aux conditions des polynomes orthogonaux ; il obtient une relation (incom-
pléte) de récurrence (d’ailleurs trouvée par Darboux en 1878) entre trois. poly-
nomes consécutifs (sans dire un mot des grands géométres Stieljes et Darbouz,

qui ont étudié ces polynomes) ; il démontre que la limite pour n — w0 de /P, ()

est égale a
['log(x-—-l) —'I’——
f ‘/(l—m =1
e 3

et enfin, que les courbes de convergence des séries Ecn P ,(2) sont des ellipses
de foyers a et b, '

(). Voir aussi le Cours d’Analyse supiricure fait, a la Sorbonne, par
.M. E. Picard, en 1918, :
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La région de convergence de la série (') de M. Appell est le domaine
extérieur i I'ellipse

a4+ b—a 1 _
= 5 -+ 7 0!—}-; ’ |oz]_p,

de foyers a et b.

4° Considérons les polynomes électrosphériques P,(x) qui admettent
la fonction génératrice

T
—_— np .
1— 2t + 2 _ZI Pu(z).

Ces polynomes ont ¢té rencontrés par MM. Guillet et Aubere (') dans
leurs recherches surI'attraction mutuelle de deux spheéres électrisées ou
d’une sphére et d'un plan; la capacité commune des deux armatures
en présence est donnée, & un facteur prés, par lasérie de M. Appell

i |
() Z_P,l(x).
La velation (2) est -

B . R
Ppoy—22P,+ P, ;=o.

On voit, de cette relation, que la suite de Sturm : P,(z), P, (x), ...,
P,(x), devient respectivement pour — 1, + 1, ’

1, —2, 3, ..., (—0*(n+1); L o2, 3, ..., (np+1);

donc la suite perd, entre — 1 et-+1, n variations, et donc les poly-
nomes P,(x) ont leurs racines réelles sur le segment (— 1, +1).
L’équation(3)est A* — 2Ax + 1= o, etlarégion de convergence de

lasérie (5),0tp = limy[a,| = 1, estlimitée parle segment (— 1, +1),

e=1 (e 5) HETS

ct donc cette série est valable dans tout le plan XOY (2 == X + 1Y),
sauf sur la coupure (—1, 4+ 1). : -

(') Comptes rendus, 1. 183, 1912, p. 139, 204, 708, 820; t. 137, 1913, p. 367.
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8. Considérons la série . -
. L ﬂ ) -
(6) ‘ Zl’n(x) +z b, Py (),

qui généralise la série de Laurent. Larégion de convergence decette série,
quand les polynomes P, (x) sont liés par la relation (2), est le domaine
intericur & la courbe |a(x)| =¢, et cxtérieur a la courbe |a ()| =, et
qui est en méme temps extérieur ala courbe (C) ou se trouvent les racines
des polynomes P,(x); a(x) étant la racine de plus grand module de

> . - n, T 1 —_—nS5
Uequation (3) et p = ll‘m V]a,l, o= lim y/|b,].

Exemple. — Dans le cas des polynomes orthogonaux, le domaine de
convergence de la série (6) est une couronne formée par dcux cllipses
homofocales. ‘ :



