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Sur les systémes de relations singulicres entre les périodes
TN . . : .
U vde fonctions abéliennes ¢ trois wariables

(suite et fin);

Par Pavr LEVY.

CHAPITRE 1.

LES RELATIONS SINGULIERES DE L'OPRRATION 5

13. Les relations singulicres et le tableau des coefficients. —
Considérons, d’une part, letableau | T'| formé par les quinze coefficients

o, p’ 7’ )\’ -y

« By N

oy BLY N
d’autre part, le systéme (T) formé par les trois relations singuliéres
=0y NI NI 4y G B G  (B — y) I+ o H — @' W p =,
B =237+ X (' + NI +a'G —yG + (y —a )+ H'—B H+p'=o,
=230 + N3 4+ 2 " +BG — ' G 4 (& — B) W+ y U —y' I 4 p'=o.

La donnée du tableau | T | définit parfaitement le systéme (T). Mais
I'inverse n'a pas lieu; comme nous 'avons déja remarqué, on peut,
sans changer le systéme (T), ajouter une méme constante aux coeffi-
cients «, §’, ¥, qui n’interviennent que par leurs différences dans les
équations du systéme (T).

Nous désignerons par p|T|+ o,|T,| le tableau déduit des deux
tableaux|T| et | T,| en ajoutant les coeflicients correspondants mul-
tipliés respectivement par p ct o,. Nous emploierons dans une acception
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256 PAUL LEVY.

analogue la notation o (T) + p,(T,) concernant les systémes. Nous
désignerons par | 7| le tableau pour lequel

a:ﬁ’:y”:l.

tous les autres coefficients élant nuls.
Avec ces notations, les tableaux qui corrcspondent & un méme sys-
teme (T') sont représentés par la formule

(25) ITj+a]=|
et ceux qui correspondent aux systémes p(T) sont représentés par
(25") p|T|+a|r].

Ces tablcaux sont bien distincts, en ce sens que les transformations
singuliéres de coeflicients a;; auxquelles ils correspondent par les
formules (11) sont différentes, et que de méme les fonctions intermé-
diaives singuli¢res auxquelles ils correspondent par les formules du
n° 11 sont différentes.

Parmi les tableaux (25) qui correspondent au systéme (T), il nous
arrivera de considérer spécialement le tableau

. o+ B+
(26) |||—‘——%——/—|7|-

pour lequel la somme remplacant @ + " + y” est nulle. Nous I'appel-
lerons tableau moyen du systéme (T). Son introductlion nous per-
mettra de définir des invariants qui ne dépendent que du systéme el
non du tableau correspondant & ce systéme que 'on considére. Bien
que ses coefficients puissent ne pas étre enliers, nous introduirons
dans les formules des coefficients numeériques tels que les invariants
soient entiers.

14. L’interprétation géométrique du n° 8 montre bien lc sens de la
différence entre le tableau | T'| et le systéme (T).

Le tableau | T|, ou plus exactement I'cnsemble des lableaux g} T/,
¢ étant une constante, correspond 4 un complexe I'. Le tableau | 7|
correspond au complexe C. Les tableaux rentrant dans la formule (25)
définissent une famille linéaire de complexes contenant le com-
plexe C. '
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Or les relations singuliéres expriment que la droite correspondant
4 un systéme de périodes, c’est-d-dire unc droite du complexe C,
appartient au complexe T. Elles ne changent donc pas si I'on rem-
place T' par tout autre complexe du faisceau considéré (4 I'exception
bien entendu du complexe C lui-méme). Le systéme (T) correspond,
non au complexe I, mais & la famille linéaive définie par Cet I,

18. Formation des tableaw.x dérivés. — Nousappellerons tableau
dérivé d’un tableau [T} tout tableau tel que les transformations qui lui
correspondent par la formule (11) s'appliquent a tout systéme de
périodes auquel s’appliquent les transformations correspondant au
tableau | T|. En d’autres termes, un tableau sera dérivé de |T | si le
systeme de relations singuliéres qui lui correspond résulte algébri-
quement du systeme (1),

Les tableaux (25") sont donc des tableaux dérivés du tableau |'T'|.
Nous allons voir qu'’il y en a d’autres, dont I'existence a été découverte
par M. Humbert.

Pour la mettre en évidence, formons d’abord, entre les équations
du systéeme | 'T|, les combinaisons

\ F =G E+ WE 4 11 == o,
1" =H"E+ G'I1& + H 1V == o,
=ll'll + 1l E'+ G"E" = o.

(27)

En appelant toujours D le déterminant des périodes, il vient

F=)D+4 ,// (‘:/ . l@rl('»/l___(s/_./u) je — :‘3 Je! -+ v JC’/%—‘U. G _+_(J'r “//_*__‘u// H= 0,
B/ e M Do (e — (g ) 3C — 137 2 0C I ! G M = 0,
F=dD+3 (G —o ('—(a0 —f")IC— 2" - 3" - W' ' H +p" G = 0.

0 ) . .
ormons maintenant les combinaisons

/

\ By = M B — M e 2l o 1 2 1 == 0,
(28) CEj e M F — 21 4 R B 4 BT,
Bi=A ' —NF +yk 4y By I =o.

En développant ces expressions, on conslate sans peine que ces
équations constituent un systéme (T, ) de relations singuliéres corres-
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pondant au tableau | T, | de coefficients

oy =A p— (a), (31 =4 p—(a"), h = A P'y"'(a”)s
A=Np—(B), Pi=Np—(p) yi=Vp"— ()
) a’::)\”l‘,‘_—'(y)g ﬁ’;:}\llpl__‘(y/)’ Y"’:)-”IJ'”'_(Y”);
h=la +2f3 + 1y, po= o el el
M=l + VB Ny pl =B B
\ )\I{:)\all+)‘lﬁll+ )\”7”, lJ’I; o HY + (J’Iyl + lJ-"}‘”:

(29)

en désignant par («), (), ..., (y") les mineurs du déterminant

o al a(l
=l & &
y 71 yll

correspondant respectivement aux éléments a, @, ..., y".
Le systtme (T,), et par suite tous les systémes p(T) + o, (T)),
résultant algébriquement du systéme ('), tous les tableaux

(30) p| T+ p | T +0o]=)|

sont des tableaux dérivés du tableau | T'|. Nous désigncrons le tableau

| T, | par le symbole
| T =F(IT)s

I'opération F(.) étant la transformation d’un tablecau par les for-
mules (29,).

16. Il existe une relation linéaire & coefficients constants cntre les

six équations des systémes (T) et (T,). Les formules (28) donnent en
effet

(31) AEy -+ NE - M, =2, K+ ¥ B W T,

A7. Reépétition de Uopération F. — La formule (30) donne-t-elle
tous les tableaux dérivés du tableau | T |? En particulier, 'opération F
effectuée sur le tableau | T, |, ou sur un tableau quelconque rentrant
dans la formule (30), en donne-t-elle de nouveaux?

On peut répondre a priori en observant qu'il n'est pas possible en
général d'éliminer & la fois G, H”, H' entre les équations (T); I'¢limi-
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nation de G donne en effet les équations
E=o, E{=o,

entre lesquelles I'élimination simultanée de H” et H' n’est pas possible
en général. Or, si 'on pouvait déduire de (T) un nouveau sysiéme de
relations singuliéres (T,) qui ne soit pas de la forme p(T) + ¢, (T,),
on pourrait éliminer G, H”, H' entre les équations de ces systémes.

Nous ne développerons pas ces calculs; il est plus intéressant
d’étudier les substitutions résultant de P'opération I effectuée sur les
tableaux de la forme (30).

Commencons par effectuer cette opération sur les tableaux

T =|T|+o|<]|

correspondant & un méme systéme (T). Il résulte sans difficulté des
formules (29) que

(32) T =F(TD)=|T)|+a|T|—[*+a(a+ L +y)]]z]|

Effectuons maintenant 'opération F sur le tableau | T, |. Un calcul
facile donne
(33) F(T.)=F(T|)=K|T}|,

en posant
K=2p, +dp|+ 0 —09,
S WYy S Y

Appliquons cette formule en remplacant |T| par |T'|. Tenant
compte de la formule (32), il vient

(34) F(IT,]) =K'|T'],

K’ étant ce que devient K quand on ajoute ¢ aux coefficients «, §', y",

c'est-d-dire

(35) K'=K + (&, + 8} -+ 70 — (& + '+ y")a* — g%,

~ La combinaison des formules (32), (34) et de la formule évidente
F(p| T)=p*F(|T])

permet de former
FeITI+p|Ti| +a]=).
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La substitution considérée est donc parfaitement définie par ces
formules.

18. L'opération §. — Nous allons mettre en évidence des quantités
qui soient des fonctions du systéme (T). Pour cela nous représenterons
ce systéme par son tableau moyen, pour lequel

(Sb) 3(-*—@'—}-7";;0,

qui se déduit d’un tableau quelconque | T| correspondant au méme
! N
systéme en retranchant °f—i%i—’- | 7]. Le tableau

/ _R! i .
|G*l=3[“\l'l‘|—°ij£3—ulrl> =F(|T))

correspond a un systéme, a coefficients entiers, que nous représente-
rons par )
(&) =7[(D)].

Les formules relatives & 'opération § se déduisent sans difficulté
de celles relatives & I'opération F, en supposant que le lableau | T’
vérifie la condition (36). Remarquons d’abord que, dans ce cas,
K prend la forme

: o3 L
(37) R'= e +30 ¢?,
les coefficients
(38) J=2K, 1=3(,+f\+7))

étant des entiers, toutcs les fois que le tableau considércé est dérivé par
la formule (26) d’un tableau & coefficients entiers, Si d’ailleurs le
systéeme (T) est défini par un tableau |T| ne vérifiant pas la condi-
tion (36), on rameéne sans difficulté Pexpression (35) & la forme (37)
par le changement de variable

-+ B+ ,

g'=q
+ 3

et les expressions de I et J en fonction des coefficients de ce tableau
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1=3(a,+ B+ y) + (2 + B+ 7y,
J=a3K —g(@ + '+ ¢") (0 + B+ 7)) —2(a+F + ¥

Ayant écrit les expressions de I et de J dans le cas général, revenons
au cas ott 'on définit le systéme (T') par son tableau moyen. On a daus
ce cas, par définition de P'opération §,

AT+ 1T =30 ()1 + o 1) = AR o),
—3¥ [l'r, -%—al'l‘l—c’]:l—l»—(c*—%)ltl].

En tenant compte des formules (32) et (34), et négligeant les termes
en| <], on trouve comme expression de ce tableau

SN 2 '.3 13 o I T .3 1 N J R A m
ol\lll+o(a—;—))(\ld»ko‘“l):a(a ——5 | T+ §+§Ia)|l|.

Passant de ce tableau au systéme correspoudant, remplacant (T,)
par % (8,) et la lettre o par la lettre p, on trouve

.o a4 a ),, l)_

3 [g(%)**-?(”] = ((') + §l.°' (T)+ (P’—;)' (&),
puis, en tenant compte de 'homogénéité des formules (29) et intro-
duisant un parameétre p,,
(h0) FLo(TY ++ o ()] = (alppy+ T o3) (T) -+ (p*— lo}) (&),

Cette formule montre bien les substitutions résultant, parmi les
systémes

e s p(T) + pu (&),
de P'opération §.

19. Formules concernant les entiers 1 et 3. — Appelons 1, et I,
ce que deviennent | et J lorsqu’on remplace le systéme (T) par son
transformé (,), et I et J’ ce qu'ils deviennent lorsqu’on remplace le
systeme ('T') par le systéme

() =p(T) + 0:(&).

La formule (40) permet de calculer ces quantités.
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Pour p =0, p, =1, cette formule devient
(41) ‘ (8:) =9(6,)=I(T) — 1(&:).

Nous pouvons maintenant avoir deux expressions de (&, ), 'une
en remplacant ¢ et o, par J et —1I dans la formule (40), I'autre en
remplacant (T) par (&, ) dans la formule (41); il vient ainsi

§(By) =—BI(T) + (I~ 1) (&)
=J,(8;) = Li(&:) =— LI(T) + (L + 1L) (&)).

Or les systémes (T) et (&, ) sont distincts, en ce sens qu'un systéme
© ne peut étre mis que d'une seule maniére sous la forme

C(T) -~ CI(GI)'

(Nous reviendrons plus loin sur-ce point; il est évident que dans les
cas exceptionnels ol il n’en est pas ainsi, opération § n’introduisant
pas un nouveau systéme, toutes les formules ¢crites deviennent sans
intéeét. ) En comparant les deux expressions de $(&,), on a donc

(42) L=13, J,:J’——:}F.

On peut opérer de méme en partant du systéme (8). La formule
(40) donne son transformé (s, ). On peut calculer §(s,), soit en rem-
placant p par p, dans la formule (40) par 2@pp, + Jp] et p* — lp}, soit
en remplacant (T), (8,), 1 et J dans la formule (41) par (3) (s,), I’
et J. Remplacgant encore dans cette formule (8) et (s,) par leurs expres-
sions en fonction de (T) et (&,) et identifiant les deux expressions
trouvées pour §(5,), il vient, tous calculs faits,

3) V'=1p} +Jppi+ 1,
(3 3 J'=(J*—2al®)p? + 3Wpp} -+ 61%p%p, + Jp%

Le discriminant de 'expression (37) est, au facteur numdérique 27
pres, J2— 412, D’aprés les formules précédentes, il se transforme par
I'opération & en

(44) (I —61%) = (J1—41) (Jpi + 3lppt — p*)",
Q2. Les systémes ewceplionnels. — En général, le systéme (s,),

quoique équivalent algébriquement au syst¢me initial (T), est distinct
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de lui, en ce sens que les coeflicients de ces deux systémes ne sont pas
proportionnels. Lorsqu'ils le sont, nous dirons que le systéme (T) est
exceptionnel.

La formule (32) montre que, parmi les tableaux correspondant & un
systéme exceptionnel, il y en a un et un scul qui, transform¢ par
Fopération 1Y, donne un tableau multiple du tableau |7|. On démontre
aisément qu'il est & coefficients entiers. Ul suffit évidemment de le
démontreer dans Phypothése ou les coeflicients du systéme (1) sont
premiers enire enx. Dans ce cas, si |'I"] est un quelconque des
tableaux corvrespondant & ce sysitme, on a évidemment

FQT) = e T+l 2,
¢, et ¢, ¢lant entiers. Le tableau & coeflicients entiers
ITI=1T" | —a =l
d’aprés la formule (32), est alors tel que
FTH =cl=].

La vépétition de Uopération I, d’aprés la formule (33), donne un
tableau K |T| multiple de | T'|; mais le second membre, transformé par
cette opération, donne — ¢3| <], comme on le voit en faisant | T | = o,
o = ¢ dans la formule (32). La comparaison de ces deux résultats
entraine e = K = o.

Parmi les tableaux covrespondant & un systéme cxceptionnel (1),
il y en adone un et un seul qui, transformé par Uopcération 17, donne
un tableau identiquement nul. Nous Pappellevons tableaw excep-
tionnel corvespondant au systeme (). Tl est & coefficients entiers sile
svsteme est & coeflicients entiers.

Les expressions de LetJ, et laformule de définition del’opération g,
en tenaul comple toujours de la formule (32), deviennent, daus le
cas d'un systéme exceptionnel,

1

SICE T £ AL EYPRE JICY

(4%) !
(4 FTY == (2 30 ") (T,
a, B’y v ctant les cocflicients du tableau exceptionnel correspondant

Jouran. de Math., tome 1. — Fasc. UL, 1922, ) 5({
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au systéme considéré. On en déduit

(47) B_flr=o.

23. Les systémes cxceptionnels dérivés d’un systéme donné, —
Soient (') un systtme non exceptionnel, |T| son tableau moycn. Son
transform¢ (&, ) par l'opération & est distinct de Ini. La formule (40)
montre alors que la condition pour qu’un systtmedérivé de (T), c’est-
a-dire de la forme

(8) =p(T) - o (&),
soil exceptionnel, est
alpp-dpy et o
? al

c'esl-d-dire

(48) Joi + 3lpp} — pP=o.

Ce résultat peul se déduive des formules des n™ 17 et 18 saus
utiliser la formule (40). Le systéme (s) est en elfel, & un facteur
constant prés, d’apres la formule (32), celui qui correspond au tableau

™o e " e n 3y - — 4

TU=PQTD =P T el (o= )
La répétition de Popération Ify d'apres la formule (33), donne le
tablean K'|'1"|, correspond certainement & un systéme distinet de
celui auquel correspond |'I" |, sauf si K’ == 0. La condition nécessaire
ct suffisante pourque le systéme () soit exceptionnel est done

W .= % -+ -;l—;a'—o"‘.' SO,
En remplacant ¢ par sa valeur, on retrouve la condition (48).
Parmi les systtmes dérives de (1), il y en a douc trois, déterminés
chacun & un facteur constant preés, ui sont exceptiounels. La condi-
tion pour que deux soient confondus est

(49) Ji— 410,
Daus ce cas, le systéme (8), correspondant & la racine double de

P'équation (48), sera dit systéme cxceptionnel double dévivé de (T).
Les systémes dérivés de (') étant les mémes que ceux dérivés d'un
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quelconque des systémes (8) autres que les sysiémes exceplionucls, la
formule (49) entraine la formule analogue -

(50) J2— j1%=o.

C’est bien ce que mountrait d’une maniére plus précise la formule (44).
Cette formule, ou la formule (47) applicable & tout systéme excep-
tionnel, montre de plus que I'égalité (50) est vérifiée, méme si
'égalité (49) ne lest pas, pour les trois sysiémes exceptionnels
dérivés de (T).

Dans le cas ot la condition (4¢) est vérifiée, on a pour le systéme
exccptionnel double dérivé de ('I')

(5]) I'=J:=o.

Ces formules se déduisent en cffet, en tenant compte des expres-
sions (43) de 1/ et ), du faiv que pﬁ st unc racine double de I'équa-
§

tion (48). Inversement, si la condition (51) cst vérifiée pour un
systéeme cuceptionnel (3) dérivé de (1) (cela ne fait qu’unc condition

uisque J'* — 41’3 est nul de toute facon), on vérific aisément que la
p ’

valeur deé’- correspondant it (8) estune racine double de 'équation (48).
. t

La condition (51) est donc nécessaire et suffisante pour qu'un systéme
exceptionnel (3), dérive de ('T'), soit double. Il est i remarquer qu'elle
ne dépend que du systéme exceptionnel considéré, et non du sys-
teme (T) dont il est dérivé, ce qui n’était nullement évident a priori.
On peut donc employer sans ambiguité I'expression systéme excep-
tionnel double,

D’apres Pexpression (45) des entiers I et J relatifs & un systéme
cxceptionnel, la condition (51), qui indique gu'un tel systéme 2st
double, indique aussi que son tableau exceptionnel est identique & son
tablcau moyen, c’est-a-dire, d’aprés la délinition méme de Popé-
ration ¥, que son transformeé par cetle opération estidentiquement nul.

1l peut arriver que les trois syst¢mes exceptionnels dérivés de (1)
soient confondus. Ltant donnée la forme de 'équation (48), la con-
dition pour qu'il en soil ainsi est

l=J=o.
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Dans ce cas, il y a un systeme exceptionnel triple derivé de (T), pour
lequel la condition (31) est certainement vérvifiée. Mais on ne peut pas
reconnaitre d’aprés les coceflicients de ce systéme s'il en cst ainsi.
Nous verrons qu'étant donné un systéme exceptionnel double quel-
conque (8), on peut loujours trouver des systtmes (1) tel que (8) soit
un systeéme exceptionnel triple dérivé de (T).

QA. Recherche directe des systémes exceplionnels. — Chaque sys-
téme exceptionnel étant représenté d'unc manicre unique par son
tableau exceptionnel, il nous suffit de trouver la forme générale d’'un
tel tableau. Les conditions pour qu’un tableau |T| soit exceptionnel
s'obtiennent, d’aprés la définition méme, en annulant les coefficients
de son transformé | T, |, donnés par les tormules (29).

Ll résulte d’abord des neuf premicres de ces formules que le, déter-

*minant ¢ a pour adjoint

~

’
I STR

v

~1 7

(92)

[~
[
L

&

’
he
b

~ o~

) '
A3 u
- &

~7

Il est donc nul. A cette condition pres, nous pouvons choisir d'unc
maniére quelconque les cocflicients x, 8, v, «, 8, ¥/, «”, 8, v". Choi-
sissons ensuite A et u. de manitre que

Aw ().

[}

Les autres coeflicients 2’y 1", w’, u” sont déterminés par les formules

sr == (8. A= (7 )

A= (a"), W= (a").

Dans ces conditions, on vévific aisément que toutes les autres
formules obtenues en annulant les coefficients de | T, | sont vérifiées.
Ainsi on a

2]

= 0,

[T TS A AT S —l;\-[ot(.z) +a'(2') 2" (2")] =

-

h

I

. ()

puisque («)(8") — (8)(x') = 37" = .

=W (3= ‘\," 2 _(a)(ﬁ) = o,
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On voit donc que, pour former un tableau exceptionnel, on peut
choisiv arbitrairement par excmple huit des cocfficients du dcéter-
minant g, et le cocfficient A. Les formules qui donnent les six autres
coeflicicnts sont d'ailleurs rationnelles et homogénes. Les tableaux
exceplionnels dépendent donc d’une manicre vationnelle et homogene
de neuf paramétres.

Le mode de formation qui précide suppose que () ne soit pas nul.
Si ce minear ¢tait nul, on pourrait choisirc & la place un quelconque
des mineurs de ¢. Enfin, si le déterminant ¢ a tous ses mineurs nuls,

il est de la forme
e ! A"

Lo 'm! U

Um o Um' U

[it des groupes de coellicients A, A’y A" et w, w’, ’, Pun est identique-
ment nul (soit le premicr), laulre vérifiant une relation (soit
m g+ m' w4’ 0" =0). Comme on ne restreint rien en supposant
par exemple [ =1, les tableaux ainsi formés dépendent d’'une maniére
homogcne de sept paramctres, soit deux de moins que dans le cas
géncral. On vévilie d'ailleurs sans peine que lous les tableaux pour
lesquels (&) est nul s'obtiennent comme limite du cas général. 1l en
résulte que, si nous considérons les coeflicients d’un tableau comme
des coordonndes homogenes dans un espace I8,, & 14 dimensions, les
points correspondant & des tableaux exceptionnels constituenl une
vari¢té unicursale V' it 8 dimensions.

Les coefficients d’un sysiéme peuvent de mime {tre considérés
comme les coordonnées homogénes dans un espace E,, & 13 dimensions,
dont chaque point correspond & une droite de U'espace E,,. Comme
deux tableaux exceptionnels distincts donnent nécessairement deux
systémes exceptionnels distincts, les points de I'espace E,, correspon-
dant & des sysiémes exceptionnels, que nous appellerons poinis
exceptionnels, constiluent ¢galement une variété V unicursale a
8 dimensions ('), qu’on peut considérer comme la projection de V| si
on considére I'espace E,, comme un plan dans I'espace E,,. Tandis

(') Les calculs qui préceédent ne sont d’ailleurs pas nécessaires pour trouver
ce nombre de dimensions (voir la note du n° 2%7).
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que la variét¢é V' a toutes ses équations du second degré, celles de la
variété V sont du troisiéme degré. Pour le voir, représentons chaque
point A de 'espace II,, par le tablecau moyen correspondant, soit | T|.
A sera cxceptionnel sil’'on peul détermincer o de manicére que le tableau
F(]T| + ¢|T]) ait ses cocfficients «, 8', ¥ ¢gaux et les autres nuls
(car alors il sera de la forme ¢|z|, avec ¢ = o, daprés le n° 22). Les
équations ainsi obtenues sont du second degré parrapport & I'ensemble
des coefficients ct de @, et {ineaires en o3 Pélimination de o donne
bien des équations du troisiéme degré.

Au point de vue arithmétique, nous devons chercher les lableaux
exceptionnels a coefficients enticrs. Lorsqu’on a choisi les ncuf pre-
miers cocfficients cntiers el annulant le déterminant &, tous les
éléments du déterminant (52) sont connus. S'ils sont premiers enlre
" eux dans leur ensemble, les six derniers coefficients A, ', A7, @, v/, v
sont déterminés au signe pres; s'ils admettent un plus grand commun
diviseur ayant n diviseurs, il y a (¢n tenant compte du signe) 27 sys-
témes de déterminations.

23. Nomdbre de relations distinetes d’un systéme exceplionnel. —
Soit un systtme exceptionnel (8), représenté par son tableau cxcep-
tionnel | S|. L'opération 19, consistant & combiner les équations de ce

c "apres les | s (2 28 gquations iden-
systéme d’aprés les formules (27) et (28), donne des équations iden

tiquement vérifiées. On a donc
AW =AW+ )B4+ H VG 4+ay '+ (A G+ A" +a") =0,
(33) | (WG — X1V - BYK - (VI 1L B B+ (I — A G - B") B == o,
Aan -G -{-“/) I+ G’ —-—l’ll”—{—‘/') DI N TR e | +7") | = o,

Les équations du systtme (S) ne sont donc pas indépendantes.
Cela ne veut pas dire d'ailleurs que deux de ccs équations, par
exemple

(54) =1=o0.

entrainent la troisi¢me. En effet, d'aprés les identités (53), on peut
conclure quc ’on a, soit E” = o, soit

(A55) VG —Al +a"=AH —AG"+ " =21 — V' + y"=o,
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.

Ces dernitres équations se réduisent a deux distinctes, en vertu de
M=k +NB"+ 2"y =0,

et 'on vérifie aisément, en tenant compte de ce que le tableau | S| est
exceptionncl, qu’elles entrainent les équations (54). \

‘n utilisant la représentation des périodes dans 'espace & 6 dimen-
sions, on énonce lc résultat obtenu en disant que 'intersection des
quadriques (34) sc décompose. Une partic est la variété linéaire
4 4 dimcensions définie par les équations (55). L’autre est située sur la
quadrique "= o, dc sorte que ses points correspondent i des sys-
t&mes de périodes vérifiant le systéme (S). Ces systémes de périodes
dépendent done de 4 paramétres, et non de 3, comme ce scrait le cas
pour un systéme non exceptionnel.

, CHAPITRE L1L.

GEOMETRIE DE L'BSPACE 14,

26. Définition des droites D) dans Pespace B, — Considérons de
nouveau l'espace I, défini au n® 24, dans lequel nous avons défini la
variété 'V, lica des points cxceptionnels. Les systémes de périodes
dérivés d'un systéme donné non exceptionnel sont ¢videmment repreé-
sentés par tous les points d’unc droite. Nous dirons qu'une telle
droite est une droite D. On peul dire encore qu'une droite 1 est une
droite joignant un point non exceptionnel & son dérivé par 'opéra-
tion 7.

On retrouve la méme droite si I'on part d'un quelconque de ses
poiuls qui ne soit pas exceptionnel. Donc par tout point non excep-
tiouncl passc une droite D el une seule; ces droites dépendent évi-
demment de 12 paramétres.

Sur une droite D sont situés trois points exceptionnels, distincts ou
non. Une droile joignant deux points exceptionnels n’est pas en
geénéral une droile D. Un couple de points exceptionnels dépend en
cffet de 16 paramétres; il y a donc quatre conditions i vérifier pour
que la droite qui les joint soit une droite D. Nous dirons dans ce cas
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que les deux points considérés sont associables (1), el que les sysiémes
(ou les tableaux) exceptionnels qui leur correspondent sont associables.
Sur la droite qui les joint cst alors situé un troisiéme point excep-
tionnel associable aux deux précédents.,

Ll est évident que deux systémes exceptionnels associables ne cous-
tituent que trois relations distinctes entee les périodes, puisqu’ils
sont dérivés d’un méme systéme non exceptionnel. Au contraive, deux
systémes cxceptionnels non associables constitnent en  géndral
4 relations distincles (nous verrons plus foin un autre cas d’exception
ou clles se réduisent & 3).

27. Définition et classification des variétés L. — Cousidérons un
systéme de périodes, vérifiant certains systtmes de relations singu-
liéres, représentés dans I'espuce I, par des points A, A’y .... Par
Popération ¢ ct par des combinaisons lincaires, ces opérations pouvant
étre répétées, on peut oblenir de nouveaux systémes de relations sin-
guliéres vérifiées par les périodes données. Géométriquement, les
points correspondant & ces systémes s’obticunent en considérant les
droites D passant par les points A, A/, ..., puis la variété linéaire & 2,
3, ..., dimensions définies par les droites ainsi obtenucs, ct recom-
mencant ces opéralions. On augmente ainsi le nombre de dimensions
de la variété obtenue, jusqu’i ce qu’on arrive & une variété jouissant
des deux propriéiés suivantes : 1° &tre linéaive; 2° contenir toutes les
droites D dont elle contient au moins un point non exceptionnel; en
d’antres termes, si B est un point non cxceptionnel de la variété
obtenue, la droite D passant par ce point est contenue dans cetle
variété. Nousappellerons cette variété variéié L (lincaire) déterminée
parles points donnds A, A, . ... '

En posant le probléme sous forme géométrique, on est conduit &
élargir un peu les termes du probltme initial, et chercher & étudier la
variété L. définie par des points en nombre (uelconque, sans se

“demander si les systtmes de relations singuli¢res correspondants sont
compatibles on non, c'est-ii-dire sans se demander s’il existe une

(') Nous dirons d’une maniére géncérale que deux points, exceptionnels ou
non, sont associables, st la droite qui les joint est une droite D.



FONCTIONS ARELIENNES A TROIS VARIABLES. 271
varicté s qui lui corresponde daus Pespace ;. Cest & ce point de vue
que nous nous placerons dans le présent Chapitre.

Nous diviscrons ces variétés en plusicurs catégories.

Une premiére calégoric comprendra les variétés L dont tous les
points sont cxceplionnels ; ces variétés peuvent ¢tre définies aussi
comme variétés linéaires situées sur la variété V. Elles jouent un réle
tout & fait particulier, étant déterminées en partant de certains de
leurs points sans faire intervenir I'opération ¥.Nous les appellerons
des plans Il. Nous appellerons droites A celles qui n’ont qu'une
dimension, et pour les autres nous indiquerons le nombre de dimen-
sions par un indice (qui pourra {tre 2, 3 ou 4).

Si une variété L. & n dimensions contient des points non excep-
tionnels, clle est un lieu de droites I) dépendant de n—1 pavamdtres .
el contenant chacune trois poiants exceptionnels. Le lieu des points
exceplionnels se compose alors de trois nappes ('); chaque point
exceplionnel pouvant étee obtenu une infinité de fois, ccs nappes
peuvent avoir moins de 2 — 1 dimensions; appelons 7,y 1y, n, leurs
nombres de dimensions respectifs.

Ln admettant, ce qui sera démontré plus loin (n° 28), que toule
droite qui coupe les trois nappes (et a pav suite au moins trois points
exceplionnels) est une droite D, on obtient aisément la relation (*)

ny=- Ny ng== 20 — 2.

Nous diviserons les varviétés considérécs en trois nouvelles caté-
gorics suivant que 1, 2 ou 3 des nombres n,, n,, n, sont intérieurs

(') Gertaines droites A peuvent, comme nous le verrons, dtre obtenues
comme limites de droites D. 1 peut arviver que des droites de celte nature
constituent une nappe spéeiale, en plus des trois nappes qui existent toujours
dans une variéte L.

(*) Les droites qui joignent un point de la premiére nappe & un point de la
seconde dépendent de -+ n, pavamétres; il y a n—1—n; conditions a
rempliv pour qu'une telle droite coupe la troisicme nappe, et lc nombre de
parametres restants est évidemment égal & » — 1. La formule obtenue est
applicable en particulier & Pespace E;; tout entier, qui est une variété L, et
montre, la variété V ne pouvant se décomposer en nappes algébriquement
distinctes, que celte variété est bien & 8 dimensions.

Journ. de Math., tome [. — Fasc. II, 1ga», : 35
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a n — 1, c'est-a-dire suivant que 1, 2, ou 3 des nappes formécs par les
points exceptionnels sont composées de points obtenus chacun une
infinité de fois.

Dans le premier cas, on a

n,=o, ny= n3== 0 ~—1;

la variété L est alors composée de droites D passant par un point fixe.
Nous appellerons unc telle variété un plan ¢.
Dans le deuxiéme cas, on a

Ny~ Ny Ry== N — 1

loute droile joignant un point de la premicre nappe & un point de la
seconde est alors une droite D; cn d’autres termes, chaque point de la
premic¢re nappe est associable & tous les points de la scconde; nous
dirons que ces deux nappes constituent deux variétés associables.
(Nous dirons aussi qu’unc variété est associcée & une aulre si elle est,
soit'le licw de (ous les points associables & tous cenx de I'autre, soit
le lieu de tous les points exceptionnels jouissant de ladite propriété.
La variété L considérée, licu de droites s'appuyant sur deux variétés
associables, sera appelée variéec ¢ .

Dans le troisiéme cas, L variété . scra appelée variété on. On a

dans ce cas
WA=ty g ==a2n--2:30—06;

n est donc au moins égal & 4.

Nous indiquerons toujours le nombre de dimensions de ces variétés
en affectant Ics lettres ¢, » et o1 d’un indice.

Nous définirons d’une maniére compléLe tous les Lypes de variétés I,
¢ et £. Pour les variétés oL, qui sont plus complexes, nous nous con-
tentcrons d’indiquer des exemples.

Nous utiliserons autant que possible des raisonnements géomé-
triques, ne faisdnt appel au calcul que pour donner au raisonnement
géometrique le point de départ indispensable. Les caleuls deviennent
d’ailleurs rapidement compliqués, ct il nous arrivera de prendre des
exemples numériques pour savoir, entre plusieurs éventualités, que le
raisonnement géométrique aura montré comme logiquement possibles
a I'exclusion de toutes autres, laquelle est réalisée.
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28. Variété L. déterminée par deux points exceptionnels. —
Considérons d’abord deux tableaux quelconques |S| et |S'| corres-
pondant & des systémes représentés par des points distincts A et A’
Les tableaux o| S|+ o'|S'| correspondent de méme aux points de la
droite AA’. Les cocfficients du tableau transformé par 'opération F
sont des fonctions homogcnes ¢t du second degré des coefficients de ce
tableau, de sorte que

F(p|SI+p'|S')=p*Sil+pp' VUS| IS']) -+ "8} |,

F(...) désignant une nouvelle opération définie par cetle formule
méme. Le tableau obtenu par cette opération a évidemment ses
coefficicnts linéaires et homogénes par rapport & ceux des tableaux
composants. S'il est identiquement nul, nous dirons que les tableaux
composanls sont conjuguds. Les tableaux conjugués d'un tablean
donné sont représentés par les points d’un plan dans U'espace E,,, ct
par suite aussi les points d’un plan dans l'espace I,, (plan désignant
une variété linéaire & un nombre quelconque de dimensions). Mais les
tableaux conjugués des différents tableaux correspondant & un méme
point de I'cspace I, ont pour lieu, non un plan, mais des plans
différents.

Supposons maintenant les tableaux |S| et | S/ exceptionnels. La
formule précédente devient
(56) o [S]-+p'| SN =p0'| T|.

en posant | T| =F (]3], [3'|). Montrons que ce tableau cst excep-
tionnel. En effet, la vépcétition de Popération | I conduit, étant donnée
la formule (33), & un tableau de la forme

K(p|®

oIS = pro F(| T).
Le second membre représente un tableau correspondant & un point
indépendant du 1‘apport§o 1l en est donc de méme du premier, ce qui

n’est possible que si K =o. Le second membre est alors nul aussi,
c’est-i-dire que | T | cst excepticnnel.
Trois cas sont alors possibles, exclusifs Pun de autre.

Premier cas. — Le tableau | T | est identiquement nul; en d'autres
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termes, | S| el | S| sont conjugués. La formule (56) montre alors que
tous les tableaux p|S|+ o’|S’| sont exceptionnels, c’est-a-dire que
tous les points de la droite AA’ sont exceptionnels. Cette droite est
une droite A. , ’

Deuxiéme cas.— l.e tableau |T| n'¢tant pas nul, et n’¢tant pas non
plus multiple du tablcau || puisque ce dernier n’est pas exceptionnel,
correspond & un point B situé sur la droite AA’. Ce point, d'aprés la
formule (56), peut &tre obtenu par l'opération IF en partant de
n'importe quel point M de la droite AA’ autre que A et A’. La
droite MB, c’est-a-dive la droite AA’, est donc une droite 1) dont les
points exceptionnels sont A, A\’ ct B.

Troisiéme cas. — Clest le cas général; les points A et A’ ne sont ni
associables ni conjugués. Le tableau | T | correspond alors & un point
exceptionnel B izon situé sur AA'. Comme dans le cas précédent, M
étant un point de AA" autre que A el A', on voit que la droite M3 est
unc droite D. '

Remarquons d’abord que le point B, déduit de M par Popération F,
étant distinct de lui, le point M ne peut étve exceptionnel. la
droite AA' ne conticent pas d’autres points exceptionnels que A ct A’.
Une droite qui n’est ni une droite D ni une droite A conticut donc
au plus deux points exceptionnels.

Le plan (& 2 dimensions) défini par les points A, A’ et B est un lieu
de droites D passant par B (toutefois il ne résulte pas encore de ce qui
précéde que les deux droites AB et A’B sont des droites D). 1l cons-
titue donc la variéi¢ L cherchée, ou plan ¢,, dont on ne peut sortir
par P'opération (J); cela est évident lorsqu’on part d’un point non
situé sur AB et A’B, et vrai & la limite pour les points de ces deux
droites, quisont des droites D) ou dans certains cas des droites A. Ce
plan, dont tous les points sonl associables & B, cst associable a B.

Quel est, dans ce plan @,, le lieu des points exceptionnels? Nous
savons qu'une droile passant pav B le coupe cn B et en deux autres
points; une droile ne passant pas par B le coupe en deux points au
plus, ou bicn fait partie du lien. Il en résulte que le lieu se compose
du point B, point isolé, et d’une conique C. Cette conique peut
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d'ailleurs, comme nous le verrons plus loin, soit se décomposcr en
deux droites, soit passer par le point B,

On retrouve évidemment le méme plan ¢, en remplagant A et A’
par deux points non associables sur cette conique; rien ne distingue
ceux choisis initialement. Le choix des points A et A’ introduisant
16 paramétres, et chaque plan ¢, étant obtenu une double infinité de
fois, ces plans diépendent de 14 paramétres. Ceux associables & B
dépendent donc de 14 — 8 = 6 paraméLres. ‘

29. Nowvelles formules relatives a U'opération §. — Avant de
continuer 'étude des variétés L, indiquons quelques conséquences
de la formule (56), dans le cas ot les tableaux |S| et |S’| sont asso-
ciables, de sorte que le tableau | 'T|, que nous désignerons ici par | §”|,
corrcspond au Lroisi¢ine point exceplionnel A” de la droite AA’. Sup-
posons ces trois points exceplionnels distincts. Les sommes o + 3'+ v
relatives aux lableaux | S|, |, | 8”| ne sont pas nulles; on peut les
supposer ¢gales i 1, & condilion de multiplicr ces tableaux par des
facleurs constants, de sorte que la formule (56) et les formules ana-
logues obtenues en ¢changeant les points A; A’ct A” s’écrivent

CE(|S' ] 1ST]) = elS),
(37) F(S"LIS]) = ¢S],
F(IS] [8])=¢"]S"].

¢, ¢', ¢” étant des facteurs constants.

On déduit de ces formules et de 1a formule (32)

l"(lsl,p' S,|+P”l5”|):P’IC"IS,l‘f‘P!C"IS”‘.
F(S) — plSI-- [2])=|8 | —|=|.

Or, pour des valeurs convenables de p, o', 0", on a

(58) PIS|+p|S" | +p"|8"|=]=|.

L’identification des deux formules précédentes donne alors
/7 1,n

J— [T JL—
p=1 pld=—p,  plc'=—p,

d’ou, en permutant les indices,
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Les formules (57) et (38) s’écrivent donc

| FUS | |8']) =181,

(59) ‘ F(|S"],|S])=—1S'].
F(IS], |S])=—18"],
(60) SIS+ S =)

Introduisons maintenant 'opération §. On a, d’aprés la définition
de cette opération, la formule (32) ct les formules (59) :

j[PIlSIl+plllsﬂ|l:3Ftpllsl!+P’I‘SI’I_%(pl_*_Pll)‘,:\]

=3F (|8 | —0o" |8 ) — (p'+p") (p'|S |+ p"|S"|) +C| 7|
:_301 //Iql (OI“*“P”)(P"SII+P”lS”I)+C|T|’

et par suite, en tenant compte de la formule (60),

(61) FLp'(S') +p"(8") 1=p'(2p"— p) (8') -+ p"(2p"—p") (8"),

formule qui comprend comme cas particulier les suivantes :
F(8) =—(8), FL(S") —(8M)1=3(8),

F(S) =—(8), TS —(S) |=3(8),
F)=— (8",  A[S) —(9)]=3(S").

Ces formules montrent bien la substitution résultant de l'opé-
ration (&) pour les points d’une droite D dont les trois points excep-
tionnels sont distincts. On voit en particulier qu ’un de ces trois points
peut étre obtenu par I'opération (§), soit, ainsi qu'il est évident, en
partant de ce point lui-méme, soit en partant de son conjugué harmo-
nique par rapport aux deux autres.

Les quantités I et J relatives aux systémes (8), (8'), (8") sont,
d’apreés les formules (45), égales & 1 et 2. Par suite, celles relatives au
systéme o'(S') + 0" (5") sont

| — Pl-_w_l_ plla_ P' o,
J=—2p—ap"™+ 3p"p"(p'+p") + ap'p"(p'—
a étant un coeflicient convenable. Pour le déterminer, il suffit d’ap-

pliquer la formule (42), qui donne les relations entre les quantités I
et J relatives & un systéme et son transformé par l'opération ¢, au
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systéme (S') — (8") par exemple. Il vient a = o et, par suite,

‘ | = ple+ Pl/e__ PIP",

(62) -l :___2913___2?!/3._"_ 3Plpr/(pr+ P”)‘

Il est & remarquer que les formules (61) et (G2) n’ont que des coef-
ficients numériques bien déterminés. Aucun coefficient ne dépend de
la droite D considérée.

30. Si l'on transforme des systémes de rclations singuliéres par
une transformation d’Hermite d'ordre 1, il est bien évident que les
systemes (S), (S'), (3”) correspondant aux trois points exceptionnels
d’une droite D auront pour transformés les systémes (T), ('T"), (T")
correspondant aux trois points exceptionnels d'une autre droite D.

Nous avons vu au n° L) qu’au tableaa | S| correspond, par une telle
transformation, un tableau | T| quis’en déduit par une formule linéaire
et homogctne, et pour lequel « + 8'+ y” a la méme valeur, soit 1; on
déduit de plus aistment des formules du n® 10 que | T|, qui correspond
évidemment au systéme exceptionnel (T), est le tableau exceplionnel
de ce systéne.

Dans ces conditions, il résulte évidemment des formules (61)
et (62): ‘ ‘

1° Que Popération § et la transformation considérée sont permu-
tables;

2° Que les quantités [ et J sont des invariants.

La somwe a + 8"+ %7 ¢tant invariante dans la transformation des
coefficients par la formule (22), nous voyons de plus :

1° Que Popération I¥ et lu transformation considérée sont permu-
tables;

.2° Que les quantités «, + 3, + v, et K sont des invariants.

Si la transformation d’Hermite considérée n’était pas d’ordre 1, au
lieu d'invariants absolus on aurait des invariants relatifs, et de méme
le produit de cette transformation et des opérations I ou § donnerait

un résultat indépendant, & un facteur constant prés, de l'ordre des
opérations.
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34. Lieu des points associables & wn point exceplionnel B, —
Nous avons montré au n° 28 D'existence de plans ¢,, formés de
droites D passant par un point B. Cela nous conduit & chercher d’une
maniére générale le lieu de toutes les droites D passant par un point
exceptionnel donné B, ou en d’autres termes le lieu des points asso-
ciables 4 B.

Nous savons déja que ces droites D dépendent de 12 — 8 = 4 para-
métres. D’autre part, les plans @, associables & B dépendent de
6 paramétres. En faisant la section de la figure par un plan ne passant
pas par B, les traces des droites D passant par B constituent donc une
variété i 4 dimensions, comprenant des droites dépendant de 6 para-
métres; ce ne peut étre qu’une variété linéaire ou sc décomposant
en plusieurs parties, dont une plane. Le lieu des droites D passant
par B est donc un plan @5, & moins qu'il nc se décomposc en plusieurs
parties, dont 'une serait un tel plan.

Nous allons montrer qu’une pareille décomposition est impossible.

Soit P le plan @; qui fait en lout cas partie du lieu. Lorsque le
point B se déplace infiniment peu sur la variété V, ce déplacement
dépendant de 8 pavamétres, les points du plan P voisins de B
dépendent linéairement de 8 + 5 = 13 paramétres. Ils sont tous dis-
tincts, puisque par chaque point (autres que ceux de la variété V) ne
passe qu’une droite D. Ils constituent donc toute la portion d’espace
voisine de B. Dans cette portion d’espace, il ne peut évidemment
exister d'autres droites D que celles obtenues (puisqu’il n’en passe

“qu'une par chaque point). Par le point B ne passe donc aucunc autre
droite que celles dont le lieu constitue le plan @;.

Ce plan sera dit plan &, associé @ B. Dans ce plan sont situcs évi-
demment des plans @ ct &, dépendantres pectivement de 6 et 4 para-
métres, associables a B.

De ce qui précéde, résulte qu'il existe un point exceptionnel B et
un seul associable & deux points exceptionnels donnés A et A’, qui ne
sotent pas conjugués. Les points A et A', et par suite deux points non
exceptionnels quelconques M et M’ de la droite AA’, sont en effet dans
le plan @; associé au point cherché B; ce point est alors hien défini, si
Aet A’ ne soat pas associables, comme intersection des deux droites D
déterminées respectivement par les points M et M’; si A et A’ sont
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associables, ces deux droites D sont confondues avec AA’, et B estle
troisiéme point exceptionnel de cette droite.

32. Quadrique Q associée au point exceptionnel B. — Le lieu
des points exceptionnels associables 4 B est la méme chose que le lieu
des points exceptionnels autres que B dans le plan @, associé & B.
Nous savons que sa section par un plan @, associable a B est une
conique. C’est donc une guadrigque (variété & 4 dimensions définie
a l'intérieur du plan €; par une équation du second degré). Nous I’ap-
pellerons quadrigue Q associée @ B.

Il est important pour la suite de savoir si le discriminant de cette
quadrique est nul. Nous allons montrer qu'il ne l'est pas en général;
il suffit pour cela de former un exemple numérique dans lequel il ne le
soit pas.

Partons du tableau | T'| de coefficients

a =1, B8 =o, v =1, } = o, po=2,
al = —1, 8 =3, 7' =75, A=, p=—13,
=2, B'=r, 4=, ANE=—n, p'=o,

qui n'est pas exceptionnel, puisque 8 = 8 5 o, mais dont le trans-
formé |T,|=F(|T|) est exceptionnel, puisque K = 0. Appelons A
et B les points de l'espace E,; correspondant aux tableaux [T |et|T,|,
et cherchons & définir le plan @, associé a B, qui comprend évidem-
ment le point A.

A chaque point non exceptionnel de ce plan correspondent des
tableaux dépendant d’une maniére linéaire ct homogéne de 2 para-
métres, tableaux dont un (ou ‘plutdt deux, égaux et de signe con-
traire), transformé par I'opération I¥, donne le tableau |T,|. Au
plan @, correspondent ainsi des tableaux dépendant d’une maniére
linéaire et homogéne de 7 paramétres, que nous regarderons comme
des coordonnées cartésiennes dans un espace 4 7 dimensions. Dans
cet espace, les tableaux qui, transformés par 'opération IY, donnent le -
tableau |T,|, constituent une variété & 5 dimensions; ces tableaux
sont définis par les formules (29), si I'on remplace dans ces formules
les seconds membres «,, ..., u} par les coefficients de |T,|. Le plan
tangent & cette variété au point qui représente le tableau| T| s’obtient
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aisément par différentiation, et I'on peut exprimer les tableaux cor-
respondant aux différents points de ce plan en fonction de 5 para-
métres, soit par exemple les coefficients A, A, A" et deux autres para-
métres ¢ et . On trouve ainsi :

a—==¢t, o == 30 — 4N — 2¢,
=1, B'=3A—3N—2t,
y=hA—N4+U—a, Y=ok 4 3N 4+ 20 — a2t + 4,
' = h N — 3N — 1,
Br=4r—N =1, .
Y= O6h N 42— ' 2,

=10k — 9} — 22—t — 51" — 10,
p.’:: _/l)\— ,’|)a'/+l~— 3¢ —8,
pr=—3k + 3N =31+ '+ 6,

Ces tableaux correspondent dans l'espace Ii, a des points du
plan @, associé & B. En rendant les formules homogénes par I'intro-
duction d’un nouveau paramétre g> el ajoutant un septiéme para-
métre «' aux expressions de «, ', ¥", on a ’expression générale des
tableaux qui correspondent aux points du plan ¢; associé a B.

En écrivant que ces tableaux sont exceptionncls, on a des équations
du second degré. Pour avoir des équations ne faisant intervenir que
les coefficients du systéme, il suffit d’¢liminer «’; les six autres para-
métres peuvent étre considérés comme des coordonnées homogénes
dans Uespace E,,. Les équations obtenues, comme il fallait s’y
attendre, ont un facteur commun du second degré qui, égalé a zéro,
donne 'équation de la quadrique Q; les autres facteurs ne donnent
aucun autre point que le point B. On trouve ainsi, comme équation
de la quadrique Q,

MM+ MR =N +—u)=0.

Le premier membre de cette équation est une somme ou différence
de 6 carrés indépendants, ce qui établit le résultat énoncé.
Chaque quadrique (Q contient alors :

1° Des droites A, dépendant de 5 paramétres; celles qui passent
par un point donné dépendent de 2 paramétres; on peut se repreé-
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senter leur disposition en remarquant que le céne qu’elles forment,
coupé par une variété linéaire & 3 dimensions, donne une quadrique
(donc une quadrique d’un espace ordinaire);

2° Des plans II,, constituant deux séries simplement infinies; ceux
qui passent par un point donné constituent deux séries simplement
infinies; il y en a deux qui contiennent uue droite donndée.

33. Propriétés spéciales aux points éxceptionnels doubles. —
Nous savons qu'il y a une condition a vérifier pour qu'un systéme
exceptionnel soit double. Les points exceptionnels doubles, corres-
pondant aux systémes exceptionnels doubles, forment donc sur la
variété V une variété W & 7 dimeunsions. Les droites A ou plans II
situés sur cctte variété seront appelés droites A doubles, plans 11
doubles. Les points exceplionnels, droites A, plans II qui ne sont pas
doubles, seront dits simples.

En général, la quadrique Q associée & un point B ne contient pas
ce point, qui est alors un point exceptionnel simple sur les droites D
passant par ce point. Les deux autres points sont alors en général dis-
tincts et viennent se confondre pour les droites touchant la qua-
drique Q. Le lieu des points exceptionnels doubles sur cetie quadrique
est donc son intersection avec le plan polaire de B. Une droite A
simple située sur Q ne contient donc qu’un tel point; de méme un
plan II, contient une droite de points exceptionnels doubles. 1l existe
un nombre fini de plans II, de chaque systéme dont tous les points
sont exceptionnels doubles.

Il peut arriver que la quadrique Q contienne le point B. Le plan
tangent & Q est alors un lieu de points M, en général non exception-
nel., et tels par suite que la droite MB soit une droite D ayant ses
trois points exceptionnels confondus en B qui est alors un point excep-
tionnel double. Daprés le n°® 23, on a dans ce plan I =J = o, et par
suite son intersection avec la quadrique Q a tous ses points exception-
nels doubles; c’est lelieu d’une double infinité de droites A doubles ou
de deux séries simplemerit infinies de plans II, doubles. Les autres
points de la quadrique Q sont simples.

Donc, dans les deux cas, le lieu des points exceptionnels doubles
situés sur cette quadrique est son intersection avec le plan polaire de B.
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Dans le premier cas, oi B est un point exceptionnel simple, les
droites D passant par ce point ne peuvent y toucher la variété V (qui
est d'ordre 3; or une telle droite ne peut étre située sur la variété V
et la coupe déja en trois points dont deux, situés sur Q, ne peuvent
venir en B). Donc le plan ®; qui contient la quadrique Q n’a aucune
droite commune avec le plan tangent en B & la variété V. Au con-
traire, si B est un point exceptionnel double, le plan @, est tout entier
dans ce plan tangent. En effet, toute droite de ce plan passant par B
estune droite D admettant ce point comme point exceptionnel double
el un autre point exceptionnel A ; elle touche en B la quadrique Q
associée & A, ct par suite la variélé V, qui contient cette quadrique.

On peut se demander si les droites A sont des cas particuliers des
droites D (d’une maniére précise : si chaque droite A st une position
limite de droites D). Si une droite A passant par un point B est une
position limite de droites D, elle doit étre dans le plan @; associé & B
(puisque le plan ¢, associé & un point exceptionncl varie d’une maniére
continue avec ce point); elle est évidemment dans le plan tangent en B
a lavariété V. D'aprés ce qui précéde, ces deux conditions ne sont
compatibles que si B est un point exceptionnel double, ¢’cst-a-dire,
puisque c’est un point quelconque de la droitc considérée, si cette
droite est une droite A double.

Par contre, une droite A passant par un point exceptionnel double B
et située sur la quadrique Q associée & ce point est évidemment une
position limite de droites D (il en vésulte unc nouvelle démonstration
du fait que tous ses points sont exceptionnels doubles). Les autres
droites A passant par B ne sont pas dans le plan @, associé a B et ne
peuvent pas, par suite, étre obtenues comme limites de droites D dont
un point exceptionnel tende vers B.

Nous verrons plus loin que les droites A doubles que 'on peut
obtenir ainsi comme limites de droites D ne constituent pas toutes les

*droites A doubles, mais dépendent d’un paramétre de moins. Elles sont
alors sur la quadrique Q associée & n’importe lequel de leurs points.

34. Relations entre U'espace B, et Uespace E,,. — Sil’on passe
de Vespace E,, & l'espace E,,, au plan ¢; associé a B correspond un
plan P, 4 6 dimensions, et & la quadrique Q une quadrique Q’, & 5 di-
mensions, de ce plan. Si I'on représente chaque point de Q, non par
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un tableau quelconque qui lui corresponde, mais par son tableau
exceptionnel, on obtient sur Q' un lieu de points dépendant de 4 para-
métres; nous allons montrer que c’est une section plane.

Soit en effet une droite D passant par B et ayant ses points excep-
tionnels A, A’ et B distincts; soient [S], [S'], [S”| les tablcaux excep-
tionnels correspondant & ces trois points multipliés par un facteur tel
que « -+ '+ y” devienne égal & 1, de maniére & pouvoir appliquer les
formules du n° 29. Le tablcau

IS|+ |8 =]z —|8"]

étant un tableau qui corvespond a B, le tableau |S|--|S/| estle tableau
moyen correspondant au point B’ conjugué de B par rapport a AA’.
Les tableaux moyens correspondant & tous les points du plan polaire
de B dans la quadrique Q, et le tableau || — | S”|, qui est indépendant
de la droite AA’B choisie, définissent alors dans le plan P4 une variété
linéaire P; & 5 dimensions qui contient tous les tableaux |S|+|S/|
et | S|—|S’], et par suite tous les tableaux | S|et |$’], ce qui démontre
le résultat annoncé. .

Le raisonnement précédent suppose que le point exceptionnel B
soit simple; le résultat est évidemment vrai & la limite si cc point est
double. ' '

Le plan P, contient, en dehors du plan I’;, un seul point & représen-
tant un lableau exceptionnel, celui qui correspond & B. Si ce point est
double, le point  lui-méme est situé dans le plan P;.

Le vésultat obtenu n’était nullement évident @ priori. Sil'on repré-
sente certains tableaux exceptionnels d’une part dans U'espace E,,,
d’autre part dans 'espace 1, ,, la°pl‘emié1‘e figure, qu'on peut cousi-
dérer comme la perspective de la seconde, n’en donne 'image exacte
que si celle-ci est dans un plan ne contenant pas les projetantes. Cest
le cas pour les quadriques Q; c’est aussi le cas pour les droites A (qui
sont sur les quadriques Q ; on le déduit aussi aisément du n° 28, les
tableaux exceptionnels correspondant aux points d’une telle droite,
étant de la forme ¢|S| + o’|S'|), et par suite pour tous les plansII. La
condition & + '+ y"= o, qui exprime qu’un tableau exceptionnel est
double, étant linéaire, on s’explique que les points doubles d’une qua-
drique Q constituent une section planc et que ceux d’un planII soient
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donnés par une équation linéaire. Mais sur 'ensemble de la variété V,
les points exceptionnels sont définis par I'équation I = o, qui est du
second degré.

38. Détermination directe des droites A. — 1.’¢tude des variétés L
nousa conduit, dés le n° 27, a prévoir I'existence possible dedroites 4,
situées tout entiéres sur la variété V. Les résultats du n° 32 nous
montrent que ces droites existent effectivement, et que ’ensemble
d’une quadrique Q et d’une droite A située sur clle dépend de
8 -+ 5=13 paramétres. Mais nous ne savons pas encore de combien de
paramétres dépendent les droites A. Nous allons montrer qu’clles
dépendent de 11 paramétres, et il en résultera que chacune d’elles est
située sur une double infinité de quadriques Q.

Pour obtenir une droite 4, il suftit, d'aprés le n* 28, de prendre les
tableaux exceptionncls | S| et |S'| correspoudant & deux de ses points,
et d’écrire que |

(63) V(p|S|-p'[S']) = po' F(|S],

S"):O.

Le tableau | S| étant un tableau exceptionnel donné, et ne tenant
pas compte d’abord de ce que | S'| est exceptionuel, cela impose & pre-
miére vue aux coefficients du tableau |S'| quinze relations, qui se
déduisent aisément des formules (29); mais elles ne sont évidemment
pas distinctes. En effet, ces rclations indiquent que le point représen-
tant le tableau p|S|+ o|%’| dans I'espace E,, décrit, lorsque s varie,
une droite tangente pour 9’= o a la variété V' lieu des points excep-
- tionnels; en d’autres termes, elles indiquent que le point représentant
le tableau | 5| est dans une variété linéaire tangente a la variélé V' et
ayant par suite comme celle-ci 8 dimensions; elles ne constituent donc
que six relations distinctes. (Nous supposons que le point considéré
est un point ordinaire de la variété V. Nous verrons au n® 40 que des
circonstances différcntes se présentent si le tableau |S| est excep-
tionnel double. ) '

Nous allons montrer que, en tenant compte des six relations qui
expriment que | 3’| est exceptionnel, elles se réduisent & trois relations
seulement.

Désignons par a, b, ¢, [, m, ..., m” les coefficients du tableau (S),
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par«, 8, v, u, ..., u" ceux du tableau | S'[. Parmi les équations déduites
des formules (29) qui expriment que le systéme o|S|+ p'| S| est
exceptionnel, prenons par exemple Ies six équations obtenues en annu-
lant les coefficients =,, 3,, vi, &, &), u] relatifs a ce systéme. En les
développant, il vient

(pm+o'p)(pa—+p'a)+ (gm' +p'p')(oad +p'a') + (pm"+ o' ") (pa’+p'a") =,
(pm + ') (pb +0'3) + (om'+ o' ) (00" + 0'B") + (pm"+p'p") (p 0"+ p'B") =,

6 (om+o'p)(pe-+o'y)+(om' +p' ) pc' +p'y)+(am"+p'u")(pc"+p'y") =04
64
(pl+o'M)(om +po'p ) =(ab'+0'3")(ac"+0'y") — (pb"+0'B") (pc' +p'¥'),

(el +o"2) (pm' + "1 )= (p0"+0'3") (9¢ +0'y ) — 00 +0'B ) (o +0"y"),
Vol o) (o + 2"V = (o0 +0"3 ) (p¢" +p'y") —(pb'+0"B") (pe +p'y ).
En tenant compte de ce que |S| et |S,| sont exceptionnels, les
termes en g el p'* disparaissent, et 5o’ vient en facteur, comme le
montre d’ailleurs la formule (63). Ces équations sont donc en réalité
indépendantes de ¢ ct ¢’ et nous pouvons en profiter pour choisir les
valeurs de g et g’ qui simplifient le plus les formules, soient p =,
¢’ =—1; nous pouvom d’ailleurs, en raison de I'homogénéité des
formules, supposer { ="\ =1 sans diminuer la généralité du résultat.
11 vient ainsi

(m—p)(a—2) 4+ ' —uw)(a'—a')+ (m"—p")(a"— a") = o,
(63) « (m—u)(b—3)+m' —p )y (0 — 3"+ (m"—p") (b" —8") =0,
(m—w)(c—y)+(m' =) (=7 )+ (m"—u") (" — y") == 0;

o b—3 V=353 b -3
(“);)) - = ! ‘I —= n lll.
c—y =y " —y

Il s’agit de wontrer que ces équations, réduites déja & cinq dis-
tinctes, se réduisent & trois en tenant compte de celles qui expriment
que | S| et | S| sont exceptionnels, notamment des relations

m==0c¢—-0b"¢, p=8y—-p"Y,
m'=0"¢c —b ¢, w=38"r —B7"
m'=0c—Vbc, =37 -8

Soient OB dans I'espace ordinaire le vecteur de composantes b,
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U, 1"; OU celui de composantes ¢, ¢/, ¢’; OM celui de composantes
m, m', m", produit vectoriel des précédents. Désignons par OB,
OC’, OM' les vecteurs analogues relatifs au tableau |S’|. Les rela-

tions (65’) expriment que BB’ et CC’ sont paralléles. On a alors géo-
métriquement

——

OM'=0OB'.0C'= (OB + BB') (OC + CC') = OM + BB'.0C -+ CC'.0B.

De cette formule résulte que MM’ est perpendiculaire 4 la direction

commune de BB’ et CC/, c’est-a-dirc que les deux derniéres formules
(65) sont vérifiées. Les formules (65) et (65") se réduisent bien
a trois formules distinctes seulement. '

Les tableaux exceptionnels conjugués a |S| dépendent donc de
8 — 3 =5 paramétres. Ils représentent dans 'espace E,, une variété
4 5 dimensions, évidemment non décomposable, située comme nous
’avons vu dans une variété linéaire & 8 dimensions (représentant tous
les tableaux conjugués a |S|), et définie dans celle-ci par des équations
du second degré. Il en est de méme dans I'espace E,, pour les points
correspondants, puisque le passage de U'espace E,, 4 'espace E,, peat
ici étre considéré comme la perspective d’une variété linéaire & 8 di-
mensions sur une autre.

Le choix du point A’, tel que AA’ soit une droite A, dépend donc
de 8 — 3 =5 paramétres. Le choix de deux points exceptionnels AA’
tels que AA’ soit une droite A, en d’autres termes le choix d’une
- droite A et de deux points situés sur elles, dépend donc de 8 + 5 =13
parameétres.

Les droites A dépendent alors de 13 — 2 =11 paramétres, comme
nous l'avions annoncé. Celles qui passent par un point donné A
dépendent de 4 paramétres. Chacune est située sur une infinité de
quadriques Q dépendant de 13 — 11 =2 paramétres.

36. Détermination générale des tableaux conjugués. — Ce qui
préceéde résout la question de la recherche de deux tableaux conjugués,
dont un au moins est exceptionnel. 1l reste a traiter le cas ot aucun
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des tableaux considérés |T| ct | T’| (') n’est exceptionnel. Le raisonne-
ment que nous allons faire est d’ailleurs applicable lorsqu'un des

tableaux est exceptionnel, mais non lorsqu'ils le sont tous les deux.
|'T] et |'T’| éant conjugués, on a

(66)  F(fT]+p T =V T|—p|T]) =0T

e

Le tableau ainsi obtenu, vésultant par I'opération I de deux tableaux
distincts, et n'étant pas nul, est exceptionnel (puisque la répétition de
Popération I” doit donner un tableau multiple & la fois des tableaux
T|+¢'|T| et 5| T T’|. et par suite nul). Soit B le point de
I'espace E,, correspondant & ce tableau. Les tableaux g|T |+ ¢'|T'|
et || —&'|'T"], qui conduisent au point B par 'opération I, corres-
pondenl donc & des points du plan @, associé a Bj les tableaux | T
et |'T"| correspondent donc a deux points M et M’ de ce plan, qui est
alors ainsi que B indépendant de p et de o'.

La droite MM’ contient alors deux points exceptionnels A et A,
antres que B. Supposons-les distincts, le résultat obtenu étant vraia la
limite s’ils sont confondus (*). Désignons par |S| et |S'| les tableaux
exceplionnels correspondants. Le tableau I (| S|, | S'|) est, d'aprés le
n® 28, un tableau exceptionnel correspondant & B, et les tableaux |T|
et |'T'| sont de la forme

’
o} ~
~ ~
) \

oS|I+ o184+ 0"l= ofS|+a|S | +a|z].

D’aprés la formule (66) ces tableaux, transformés par lopération F,
donnent un tablean correspondant a B, ce qui entraine ;"= ¢"= o. La
condition pour qu’ils soient conjugués est ensuite

Fo[S]-+ o8], o[ S[+a'|S']) = (po' -+ 0'a) (IS [8']) = o,

c’est-a-dire que M ct M’ sont conjugués par rapport & A et A’, c'est-
a-dire par rapport & la quadrique Q associée a B.

(') Nous véservons les lettres S et S’ pour les tableaux ou systemes excep-
tionnels. '

(*) Remarquons qu'une droite ayant deux points exceplionnels confondus se
distingue d'une droite n’ayant qu’un point exceplionnel parce qu’elle touche la
variété V et parce que les droites D passant par ses différents points sont con-
courantes, de sorte qu'elle est dans un plan ¢,.
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On a alors la régle suivante, qui donne la maniére la plus générale
de former deux tableaux conjugués : prendre dans un méme plan @,
associé @ un point B deux points A et A’ conjugués par rapport ala
quadrique Q située dans ce plan, et choisir, parmi les tableaux
correspondant & ces points, ceux qui conduisent au point B par
lopération I,

[l est & remarquer qu'une droite D est située dans les trois plans @,
associés respectivement & ses trois points exceptionnels B, B’, B”. En
prenant deux points de cette droite conjugués par rapport 8 BB” ou
& BB, on aura deux points conjugués (c’est-a-dire auxquels on pourra
faire correspondre des tableaux conjugués); mais, bien qu'ils soient
dans le plan ¢; associé & B, on ne pourra les obtenir par application
de la régle précédente qu'en remplacant B par B’ et B.

On peut déduire de la régle précédente le lieu des points conjugués
d’un point donné A.

Si A estexceptionnel, ce lieu comprend deux parties : d’une part,
le plan (4 8 dimensions) tangent en A & la variété V; a chaque point
de cc plan correspond un tableau conjugué du tableau cxcep-
tionnel | T| qui correspond & Aj d’autre part, le plan polaire de A
dans la quadrique (Q associée a A ; & chacun de ses points correspond
un tableau conjugué du tableau | T| — |t | (d’aprés le n° 29, | T | étant
déterminé, comme a ce numéro, par la condition & +8'+ y" =1).

Si A n’est pas exceptionnel, il y a trois points exceptionnels, dis-
tincts ou non, dérivés de A. A chacun de ces points correspond une
partie du lieu cherché, qui est le plan polaire de A dans la quadrique
associée a ce point. Pour obtenirces trois plans, il suffit de représenter
A par les trois tableaux correspondant & ce point et conduisant par
I'opération I aux trois points exceptionnels; les tableaux conjugués
de ces Lrois tableaux correspondent respectivement & ces trois plans.

87. Détermination générale des varictés associables; plans =,
et w,. — Soient A et A’deux points exceptionnels donnés. S'ils ne
sont pas conjugués, qu’ils soient associables ou non, nous avons vu
(n° 31) qu’il n’existe qu'un point qui leur soit associable. Suppo-
sons-les maintenant conjugucs, c'est-a-dire que AA’ est une droite A,
et cherchons le lieu des points exceptionnels B associables & A et A’.
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Remarquons d’abord que, A et A’ étant dans le plan @; associé & un
point du lieu, la droite AA’y est situéc tout entiére, et les points
cherchés sont associables & tous ceux de cette droite. De méme, si B
et B" sont deux points du lieu, ils sont conjugués (sinon il ne pourrait
exister deux points A et A’ associables & ces deux points), et la
droite BB, située tout entiére dans le plan ¢, associé 4 n'importe quel
point de AA’, a tous ses points associables & ceux de AA’ et appartient
au lieu. Le lieu est donc unc variété linéaire associable & AA".

Or nous avons vu, n° 35, qu’une droite A est située sur une double
infinité de quadriques Q, ce qui revient & dire que le choix d'un point
du lien dépend de 2 paramétres. Ce lieu est donc un plan II,, associé
a la droite AA’, évidemmentsitué sur la quadrique Q associ¢e & n'im-
porte quel point de AA’.

On peut étre tenté de penser, d’aprés cela, qu’il existe une corres-
pondance biunivoque cntre les droites A et les plans II, associés a ces
droites. Ce n’est pas le cas. De cette hypothése résulterait en effet
quc le choix d'un plan 11, et d'un point A de la droite associce, ou, ce
qui revient au méme, d'un plan Il, et d'une quadrique Q le contenant,
dépendrait de 11+ 1 =12 paramétres. Or, chaque quadrique Q ne
contenant qu’une triple infinité de plans 1I,, ce choix ne peut dépendre
que de 11 paramétres.

Cette circonslance nous oblige & conclure qu'un plan II,, associé
A une droite A, I'est & une infinité; le licu de ces droites, associé & n'im-
porte quelle droite du plan considéré, est un plan analogue. Nous
voyons ainsi que les plans en question s’associent deux-a deux, de
maniére que chaque point de I'un soit associable a chaque point de
I'autre. Nous appellerons deux tels plans plans =, et ©, associés, et
nous réserverons désormais la désignation de plans II, aux plans qui -
ne peuvent étre ainsi obtenus comme associés d’une droite A et ont,
par suite, un seul point qui leur soit associable et sont sur une seule
quadrique Q.

Un couple de plans =, et «, associés, évidemment bien déterminé
par n'importe quelle droite d’un des deux plans, ct contenant une
double infinité de telles droites, dépend de 11 — 2 = ¢ paramétres.

Ce qui précéde résout complétement le probléme de la délermina-
tion des variétés associables. A moins que I'une d’elles ne se réduise a
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un point, deux varletcs associables sont situées respecllvcment dans
deux plans =, et 7, associés.

38. Plans =, et plans 11,. — 1l existe des plans II,, au sens restreint
que nous venons de donner & celte désignation. Iin effet, chaque
droite A est située sur un seul plan =, associé & un plan = ; d’autre
part elle est sur une double infinité de quadriques Q, celles associées
aux points de =, qui contiennent ¢videmment «,. Chacune de ces qua-
driques contient un plan, autre (ue =,, passant par la droite A. C’est
donc un plan II,, et, comme un tel plan n’est situé que sur une qua-
drique Q, la droite A est sur une double infinité de p]ans II,, tous
distincts.

Ces plans dépendent de 11 paramétres (chacjue qmduque Q en
contenant une triple infinité).

Sur chaque quadrique Q, les plans =, et les plans II, sont évidem-
ment les plans des deux syst¢mes différents. Donc le plan @;, déter-
miné par un point B et un plan de la quadrique () associée & ce point,
coupe cette quadrique suivant ce plan, et un autre appartenant &
I'autre catégorie. On remarque également «ue, sur une (uadrique Q
associée a un point exceptionnel B, il existe deux séries de plans pas-
sant par ce point; les uns sont des plans =, doubles; les autres des
plans II, doubles.

On peut se demander si, outre les plans II, dont nous venons d’éta-
blir 'existence, il en existe ui-ne soient sur aucune quadrique (). La
réponse est négative. Remarquons d’abord que si deux droites d’un tel
plan étaient sur une quadrique Q, le plan toul entier, composé de
points exceptionnels du plan ¢; contenant cette (uadricue, serait aussi
sur elle. Il suffit donc de montrer (ue deux droites A, (ui se coupent,
sont sur une méme quadricue Q.

Or, d’aprés le n° 3%, les droites A passant par un point donné
dépendent de 4 paramétres et conslituent un céne non décomposable.
Si donc, par un procédé (uelconque, on Ltrouve des couples de droites A
passant par B et dépendant de 8 paramétres, on est siir de les obtenir
tous. Or B est situé sur une quadruple infinité de quadriques Q (asso-
ciées aux points de la (uadrique associée a B), et sur chacune d’elles,
le choix de deux génératrices se coupant en B dépend de 4 paramétres;
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ces deux génératrices, n’étant pas en général dans un méme plan =,,
ne sont ue sur une quadrique Q et ne peuvenl étre obtenues u’une
fois. On a donc des couples distincts de droites A se coupant en B,
dépendant de 8 paramétres; ce sont tous ceux existant, et chacund’eux
est bien sur une (uadrique Q.

39. Variciés ¢, déterminées par deux plans =, et «, associds. —
Les droites qui coupent ces deux plans sont des droitesD et dépendent
de 4 parametres si ces deux plans sont distincts. Elles contiennent des
points non exceptionnels, tous distincts (puisque par un tel point ne
passe qu’une droite D), qui dépendent de 5 paramétres. Les plans =,
ct =, sont donc deux plans qui ne se coupent pas dans une méme
variélé ¢ ; 4 5 dimensions. Par chaque point non exceptionnel de cette
variété passe une droite D ct unc seule, celle qui coupe les plans =,
et 7,

Quclle est, dans la variété ¢ ;, la troisi¢éme nappe du lieu des points
exceptionnels? C’est (d’apreés le n® 27) une variété & 4 dimensions.
Toutc droite ¢ui n’est ni une droite D ni une droite A ayant au plus
deux points exceptionnels, celte variété n’est coupée (u’en un point
par une droite rencontrant I'un au moins des plans =, et @, ou bien la
contient tout entiére. C’est donc un plan II,, que nous appellerons
plan de base de la variété .

On a vu que le lieu des points exceptionnels doubles dans un plan II
est défini par une ¢quation du premier degré. 11 en résulte évidemment
(ue le lieu des points cxceptionnels doubles dans la variété £, est un
plan 1T, contenu dans le plan de basc et déterminé par les intersections
de ce plan avec les plans 7, et @, ().

Nous savons (u’une droite qui coupe =, et 7, est en général une

(') Ce résultat est un défaut dans un cas particulier. Si les plans 7, et 7} sont
confondus, il existe une variété {; lieu de droites D joignant le plan double
ainsi obtenu aux points d’un certain plan de base II,. 11 en passe naturellement
toujours une seule de ces droites par les points du plan de base, et une double
infinité par les points du plan 7,. Le lieu des points exceptionnels doubles com-
prend alors ce plan 7, et un plan 1l dans le plan de base. Nous dirons que la
variélé £ ; ainsi définie est spéciale. L'existence de ces variétés sera éta-
blie n° 43.
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droite D, 1l y a évidemment exception pour celles (ui sont situéesdans
le plan de base, et par suite dans le plan II, lieu des points exception-
nels doubles. Nous retrouvons alors ce résultat, déja obtenu n° 35,
que certaines droites A doubles sont des limites de droites D.

40, Les variétés £, el £,. — D'aprés le n° 37, deux variétés asso-
ciables, dont aucune ne se réduit & un poinl, appartiennent d'une
maniére unique a deux plans =, et 7, associés; ce sont soit ces deux
plans eux-mémes, soit I’un de ces plans et une droite de I'autre, soit
deux droites. L'étude de la variété £ définie par les deux variétés asso-
ciables s’effectue dans les deux derniers cas comme nous I’avons fait
au numéro précédent pour le premier cas. On trouve des variétés £,
ou £,, ayant comme plans de base des plans 1I, ou II,. Chacune est
située dans une variété £, et une seule. Il n’y a pas d’autre type de
variété £,

U n’y a pas non plus évidemment d’autre sous-variété L. dans une
variété £y que les sections planes des plans =,, ©, et II,, les varictés
L5 et £, que nous venons de définir, les droites D el les plans £, ou ¢,
définis par un point d'un des plans =, et ©, et par une droite de I'autre
ou ce plan lui-méme.

Toutes ces variétés ont pour base une section du plan de base II,. 11
est important de remarquer que, pour les variétés conlenant au moins
un point non exceptionnel, et par suite au moins une droite D passant
'par chaque poini exceptionnel simple, cetle base n'est pas une section
quelconque du plan II,.

Choisissons en effet dans ce plan deux points exceptionnels simples
B et B,. Par chacun de ces points, dans la variété {,, passe une
droite D bien déterminée, que la variété cherchée doit contenir.
Soient AA'B et A,A| B, ces deux droites, les points A, A’, A,, A|
étant ceux ou elles coupent les plans «, et ©,. En général A et A, sont
distincts, B et B, de méme, et la variété L cherchée, appartenant a £,
et contenant B, B, et au moins un point non exceptionnel, contient
toute la variété £, déterminée par les droites AA, et A, A'. Elle con-
tient donc aussi le plan 1I, qui en est la base, el pas sculement la
droite BB,. ‘

De méme, si 'on se donne trois points B, B,, B, dans le plan II,, et
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s'ils ne vérifient pas certaines conditions particuliéres, il n’y aura en
général aucune sous-variété de la variété _; qui contienne ce point et
au moins un point non exceptionnel. Si l'on veut par exemple qu'il y
ait une variété £,, comme la donnée de B et B, suffit pour déterminer
cette variéLé et, par suite, son plan de base 1I,, il faudra que B, soit
dans ce plan, ce qui conslitue deux conditions.

AL, Lieu des drottes A passant par un point cxceptionnel B. — Nous
appellerons ce licu céne V' de sommet B. Nous savons déja que c'est
une variété & cinq dimensions, non décomposable, située dans le
plan tangent en B & la variété V, que noas appellerons plan &,. Ses
géndératrices passant par B, é¢tant chacune dans un plan =, et un seul,
sc groupentl en unc triple infinité de plans 7, Nous allons montrer que
lecone T est aussi le lieu d’une simple infinité de plans 1I,..

Soit une droite D passant par Bj appelons A et A’ ses autres
points exceplionnels. Il existe une simple infinité de plans «,, passant
par A, sur la quadrique ) associ¢e & A’, ¢t par suile une infinité de
couples de plans w, el &, associés conlenant respeclivement A ct A'.
Chacun de ces couples délermine une variélé g, dont le plan de base
contient B. Ces plans sont bien distinels, car inversement, chacun
d’cux, avee le point A, détermine ta variéié ¢, et par suite les plans =,
el w,. On a done une inlinité de plans Hj, passant par B, Le cone T,
qui n'est pas décomposable, est déerit toul entier par ces plans.

Chaque droite A est done dans un plan I, ; inversement, elle est
dans un seul plan 11,. 1L résulte en effet du n® 38 quelle ne peat étre
sur dautres variétés lindaives i deux dimensions qu’un plan =, unique
associ¢ & un plan «,, ct une double infinité de plans II, (situés respec-
tivement sur chacune des quadriques QQ associées aux points de =)
dont le lieu est évidemment le plan Il, déja trouvé. La droite A n’est
donc située dans aucun autre plan II,, et par suite dans aucun autre
plan IL,.

Une droite A peut donc étre considérée, d'une maniére et d’une
seule, comme |'intersection d’un plan =, et d’un plan II;. 1l en résultc
une définition trés précise du cdne T, décrit par ses deux sortes de plans
comme une quadrique par ses deux sérics de génératrices : deux plans
de systémes différents, sur ce cone, ont une droite commune; deux
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plans d'un méme systéme n’ont qu’un point commun, le sommet du
cone,

Deux remarques résultent aisément de ce ui précede :

1° Une droite D et un planll, se coupanten un point B déterminent
toujours une variété ¢;. Kneffet, en considérant des variétés ¢; conte-
nant cette droite, nous avons trouvé pour leurs plans de base tous les
plans IT, contenant B.

2° Les plans 11, constituent une famille non décomposable dépen-
dant de cinq paramétres (le choix d’un point de la variété V, et d’un
plan II, le contenant dépend en effet de  paramétres). Deux deces
plans ont un point commun et un seul. Nous savonsdéji en effet qu’ils
ne se coupent qu’en un poiat; les plans II, coupant un plan 11, déter-
miné dépendent alors de cing paramélres el sont bien tous distincts;
ils constituent donc tous les plans II, existants.

42. Casod B est un point cxceptionnel double. Plan &, tangent
en B a la variété V. — Lcs raisonnements précédents subsistent si le
point B est exceptionnel double. Sur une droite D passant par B,
un seul point exceptionnel est distinct de B. Prenons ce point pour le
point A du raisonnemecnt précédent. Par ce point, sur la quadrique Q
associée & B, sont situés une simple infinité de plans =, ; chacun d’eux
a pour associé un plan =, conlenant B et un plan II, conlenant égale-
ment ce point. Si le plan =, varie, A restant fixe, le plan =, décrit le
cone intersection de la quadrique associc¢e a A el de son plan tangent
en B, et le plan IT, décrit toul le cone T,

Dans les variétés ¢, définies par ces plansll; et le point A sontsituées
une triple infinit¢ dz droites D contenant A, Chacune de ces droites
est obtenue deux fois et deux seulement. Lille admet en elffet deux
points cxceptionnels A’ ¢t A”, autres (ue A, situés sur le cone I'. Le
plan =, doit comprendre un de ces points; on a alors le choix entre les
plans =, définis, Pun par BA’, lautre par BA”, ct chacun d’eux déter-
mine un plan w, associé contenant A et situé sur la quadrique Q etune
variélé ¢, répondanl aux conditions du probléme. ,

Faisons maintenant décrire & A la quadrique Q; le plan =, est alors
un plan ©, quelconque sur cette quadrique; le plan associé ), est un
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plan =, quelconque passant pav B. Les variétés 5 déterminées par ces
plans dépendent de trois paramétres. Leur lieu est une variété a huit
dimensions, lieu de droites 1) dépendant de sept paramétres (chacune
de ces dvoiles, quia un seul pointexceptionnel A situé sur la quadrique
Q etnon surlecone T, n’étant obtenue que deux fois). Or nous savons
que le plan @, tangent en B a la vari¢té B contical la quadrique Q3 il
conticnt évidemmentlc cone I, et par suite toutes ces droites D) (puis-
qu’il conticnt leurs points exceptionnels). C'est donc le lieu des droites
D considérées; c¢’est par suite une variété L, du type oi4.

Dauns cette variété, les trois nappes de points cxceptionnels sont
¢videmment constituces, 'une par la quadrique (), les deux aulres
par le cone T" qui cst, d’une part le licu des plans «), des variétés «,
d’autre part le lieu de leurs plans de base.

43. litudions la répartition des droites A doubles sur le coneT.
Remarquons d'abord que chaque plan =, simple contient une droite
A double et que, d’autre parl; il existe des plzins =, doubles; tl en existe
en ellet une simple in(init¢ passant par B et situés sur la quadrique Q
associée a ce point. Les droites A doubles se répartissent donc en deux
cal¢gories, suivant que le plan =, contenant la droite considérée cst
simple ou double. La premiére catégoric est évidemment la plus
générale; les droites de la seconde catégorie seront dites droiles A
spéctales.

Un plan =/, passant par B ne peult ¢ire double que s’il est confondu
avec le plan =, associ¢, qui est nécessairement sur la quadrique Q.
Lex plans %, doubles passant par B sont donc ccux situés sur cetle qua-
drique; il ne peut en exister d'autres. Les droites spéciales passant
par B sont donc de méme celles situées sur la quadrique ( associée &
ce point; il en exisle une double infinité.

Il existe d’autre part évidemment sur le cone I' une triple infinité
de droites A doubles non spéciales, passant par B;il ¢n existe une
dans chaque plan =, simple et celles situées dans chaque plan 11, y dé-
crivent un plan 11, double. Chacun de ces plans 11, et par suite chacun
de ces plans II, doubles, contient évidemment un plan I, double situé
sur la quadrique ), lieu des droites spéciales situées dans ce plan ct
passant par B.

Journ. de Math., tome I. — Fasc. III, rgaa. : 38
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A4&. Propriétés des droites A spéciales. — Une propriété caracté-
ristique des droites A spéciales est que ce sont des cas particuliers, ou
plus exactement des positions limites, de dvoites D. Sien effet une
droite D tend vers une droite A, ses points exceplionnels onl an moins
un point limite B sur cette droite, qui apparait a la limite comme une
droite I) passant par B, par suile située dans le plan ¢; associé a ce
point. Or les droites A situées dans ce plan el passant par B sont des
droites spéciales.

Inversement, une telle droite est ¢évidemment limite de droite D
passant par n’importe quel B choist sur clle.

Iitudions maintenant la répartition des droiles spéciales dans un
plan I1,. Elles sont ¢videmment dans son plan 1, double.

Choisissons d’abord dans ce>'plan unc droite non spéciale, soit A,
Elle définit un plan =, la contenaunt. La variélé =, déterminée par ce
plan ct le plan = associé a pour plan de¢ basc un plan coupant =, sui-
vant une droite double; c’est donc le plan Il -contenant la droite A,
Il coupe de méme =, suivant une dvoite double A’. Les droites A et A
sont donc deux droites du plan M, double, liées par une correspon-
dance biunivoque ct ¢videmment réciproque. Toute droite les coupant
est ¢videmment position limite de droites D coupant =, el ,; ¢’est
donc une droite spéciale.

De ce qui précéde résulte que les droites spiciales forment un
complexe dans chaque plan 1, double. Les droites A et A" doublex de
deux plans =, ct =, associds sont conjugucées dans ce complexe. Fn
chagque point B, le” plan du complexe est le plan commun au plan I,

_et & la quadrique associée a B.

Lorsque =, et w, sont confondus, la variété ¢, devient une variété
spéeiale. On voit qu’il existe de telles variétés; celles qui ont un plan
de base donné¢ dépendent de trois paramétres. On peut en définir une
en choisissant par exemple la droite du complexe, intersection du plan
w, double et du plan de base; la donnée de cette droite définit le plan
7, double.

On remarque qu'un plan I, ct un plan w, double se coupant, se
coupent loujours snivant une droite spéciale, et déterminent unc
variété ¢;. Chaque plan =, double est donc dans une double infinité
de variétés ¢, (dont les plans de base sont ceux passant par n’importe



FONCTIONS ABELIENNES A TROIS VARIABLES. 297

quelle droite de ce plan) tandis qu'un plan =, simple n’est que dans
une seale variété .

Les résultats précédents nous permetient de préciser la propricté
des droites spéciales d’¢tre limiles de droites D. Sur une telle droite,
choisissons arbitrairement trois points A, A’, A”. Je dis qu'on peut
choisir les droites D de maniére que leurs Lrois points exceptionnels
tendent respectivement vers A, A’ et A”. En effet, dans le plan II,
double contenant la droite donnée, on peut choisir, et méme d’une
inlinité de maniéres, deux droites A ct A, contenant respectivement A
et A’, et conjuguéesdans le complexe des droites spéciales; elles déter-
minent deux plans w, et @, associés, et une variété £;. Dans son plan
de base, choisissons un point exceptionnel simple, tendant vers A”.
La droite D bien déterminée, passant par ce point et coupant 7, et =,

tend vers \ \"A", et scs points exceplionnels tendent bicn vers les
trois'points A, A’ et \".

A8. Variété o, licwdes variétés v, ayant méme plan de base. —
IFaisons tout d’abord trois remarques évidentes, qu'il est utile pour la
suite d’avoir présentes a 'esprit :

1° Une variété linéaire, lien de variétés L, est une variété L;

2° [intersection de deux variétés L est une variété L;

3° Si deux variétés lin¢aires ayant respectivement N et N’ dimen-
sions onl pour intersection une varicté & » dimensions (prendre
n = —15s’il n’y a pas de point commun, n =os’itn’y en a qu'un), la
variété linéaire qu’clle détermine est & N + N — o dimensions.

Cousidérons maintenant le lieu des variétés ¢ ayant méme plan de
base II,. Onestsiird’obtenir loules ces variéiés en choisissant dans ce
plan un poinl exceptionnel simple A, et faisant décrirc.a une droite D
le plan ¢, associé a B; chacune de ces droites détermine avecle plan 1I,
une variélé £, et toutes ces vari¢lés sont distinctes (chaque variété g,
ayant le plan de basc donné contenant une droite D et une scule pas-
sant par A. Le lieu cherché est donc la vaviété linéaire déterminée par
le plan de basc et le plan @, associé¢ i ce point. Clest alors une variéte L,

du type dr,. Le plan de base constitue une nappe du licu des points
exceptionnels dans celte variété.
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Remarquons que pour un point exceptionnel double B du plan I,
ce plan et le plan ¢, associé 4 B ont un plan II, commun et nc déter-
minent par suite qu’une variété linéaire & sept dimensions. Clest le lieu
d’une double iufinité¢ de plans I, ayant méme plan de base, et par
suite une variété oL, contenue dans la variété oi,. Elle est évidemment
aussi conlenue dauns le plan &, tangent & B a la variété B, qui apparait
comme décrit par les différentes variétés av, obtenues en laissant B
fixe et faisant varier le plan 1I,. De plus, elle constitue toute I'inter-
section du plan &, et de la variété o, 5 dans ce plan Ty, en cffet, d’apreés
le n° 42, les droites D qui ont un point exceptionnel dans le plan 1T,
considéré, et parsaite peuventappartenir i la variété o, ne dépendent
que de six paramétres.

4G6. Intersections de plusicurs variélés on,. — Etudions d'abord
'intersection de deux variétés o, et o, dont nous appellerons les
plans de base 11, et 1, Deux cas sont a distinguer, suivant que le point
exceptionnel B commun i ces deux plans est simple ou double.
Supposons-le d'abord simple. La variété lincairve déterminée par 11,
et I, qui n'ont qu’un point commun, est lc plan &, & 8 dimensions
tangent & la vari¢lé V qui n’a lui-méme qu’un point commun avec le
plan Py associ¢ & B. La variété linéaire déterminée par oi, ct i, con-
tient alors ces plans &4 et @4, et pav suite comprend lout I'espace I,
et U'intersection de or, el 91 a cinq dimensions, et ne comprend que
le plan @, associé & B. Ce cas nc nous conduit done a délinir aucun
nouveau type de variéié Jit. '
Supposons maintenant le point B double. Les variétés or, et o,
contiennent alors respectivement des variétés oL, et o situces dans
le plan &, tangent en B a la variété V_ qui se coupent donc suivanl une
variété oit,. Chacune des variétés o, et o', définic dans &, par une
seule équation linéaire, coupe le plan de base suivant un plan
(10, et IT}) appartenant a la variété ai,. Le licu des points exception-
nels de cette variété est donc constitué par les plans Il et 1T} et la
quadrique associée a B. |
D’ailleurs la variété o, constitue bien toute I'intersection de o,
et a,. En effet, cette interscction est un licu.de droites D ayant un
point exceptionne! sur U'intersection de I, et oI, point dont le lieu
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est le plan II,; de méme un denxiéme point exceptionnel de ces
droitesa pour lieu le plan 1T} ; les droites D de I'intersection, coupant 11,
el IT,, sonl dans la variélé an, (méme si elles les coupent en leur
poinl commun B, car o, comprend le plan @, associé & B).

Remarquons qu'une telle variéié o, est parfailement délerminée
par la donnée d’un des plans Il ou II}, par exemple II,. Ce' plan est
d’abord dans un plan I, bien déterminé, ayantunplanll, doubledéter-
miné. Le plan IT; donné coupe la quadrique*Q associée & B, suivant
un plan qui est conjugné¢ de B dans le complexe des droiles spéciales
de 11, ; ce plan ¢tant déterminé comme lieu des points doubles du plan
II, donnd, cetie condition détermine B. La variété o, est alors déter-
minée par IT; et le plan @ associ¢ & B.

Le plan I, donné¢ doit bien entendu ne pas ¢ire un plan II, double.

Si le plan 1T, varie en contenant le méme plan II, double (il reste un
paramétre), le point B reste fixe, el le plan II| est mobile autour de ce
point. Donc les vari¢iés o, dont les plans de basc Il décrivent le cone
[ de sommet B, coupent le plan I, suivant.un faisceau de plans II,
ayanl en commun le plan II, intersection de II, el de la quadrique
associce a B.

A7. Ewndions mairitenant l'intersection de Lrois variéiés oy, o, i)
Le seul cas inléressant est celui on leurs plans de base se coupentdenx -
a deux en des points cxceptionnels doubles B, B, B” (B situé
sur I, et I, B” sur I’ et 1L,). Dans les autres cas, en effet, Pintersec-
lion, appartenant a un plan @, serail d’un Lype déja connu.

Le triangle B B'B”, dont les trois cotés sont des droites A doubles,
est un plan w, double ou un plan I, double. Comme il coupe le
plan 1I; suivant une droite, c’cst un plan =, double. C'est alors un
triangle quelconque dans un plan =, double quelconque, car les cdtés
d’un tel triangle déterminent trois plans 1T, I, 1 qui remplissent la
condition indiquée.

Le plan II, coupe les variétés oi, ct o, suivant deux plans II,
distincts, et contenant des plans 1l, doubles distincts, puisque les
points B’ et B” qui sont leurs conjugués dans le complexe sont dis-
tincts. Ces deux plans II, se coupent donc suivant un plan 1T, qui n’est

pas double, et qui n’est pas non plus un plan II, quelconque, puisque
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la droite B'B", lien des points doubles de ce plan, est spéciale. Ce
plan II,, intersection de 1I, par o) et aiLy, constitue une nappe du
lieu des points exceptionnels de la variété L intersection de o, o),
et oiL;. Les deux autres nappes sont de méme des plans IT, et IT, situés
respectivement dans I, et 1I;, contenant B"B et BB’. La variété
étudiée est alors une variété on,. Outre ces trois nappes de points
exceptionnels, elle contient le plan BB'B”, qui constitue une nappe
spéciale. '

On voit comment une nappe spéciale peut apparaitre lorsqu’on
coupe par diL, la variété or ;, intersection de i) et 91, qui n’en con-
tenait pas. Dans cette variété o, une nappe ¢tait constituée par la
quadrique Q associée & B, et contenail le plan BB'B”; la section con-
sidérée, contenant BB'B”, coupe Q) suivant ce plan et le plan II,, et ne
contient aucune droite D ne se réduisant pas & une droite spéciale et
ayant un point exceplionnel dans ce plan BB'B”.

Remarquons que i, est aussi U'intersection des trois plans &, &,
&;, tangents cn B, B’, B” i la variété V. Llle appartient en effet & trois
variétés di g, I, AL, situdes respectivement dans ces trois plans.

A8. Lieu des points cxceplionnels dans la variélé av,. — Reve-
nons & la variété oL, pour y étudier le lieu de scs points exceptionuels.
Les deux nappes aulres que son plan de base sont ¢videmment cons-
litudes par une variélé unique @ 6 dimensions (ue nous appellerons
surface X.

Si l'on définit o, comme licu d’une quadruple infinité de variétés £,
ayant méme plan de base, X apparait comme le lica d’unc quadraple
infinité de plans =, et =, associés, donl unc triple infinit¢ de plans =,
doubles. Les seuls points doubles sur X sont d’ailleurs ccux de ces
plans doubles; ceax situés sur les autres plans =, ct =, considérés sont
en effet dans le plan de base, et par chacun d’cux passent une simple
infinité de plans w, doubles situds sur X.

Mais il existe d’autres plans 7, ct ©, sur cette surface. On le voil
aisément en considérant Jii, comme licn des plans € associdés aux
points B dec son plan de base, et par suite ¥ comme le licu des qua-
driques Q associ¢es & ces poinls. Dans”celle généralion, chaque
point A de T est oblenu unc double infinité de fois; il est en effet
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situé sur la quadrique Q associée & au moins un point B du plan de
basc, c'est-a-dire que la quadrique qui lui est associée & lui-méme
conlient au moins un tel point B; elle en contient alors une double
infinité (les différents plans 11, passant par B et situés sur cette qua-
drique appartenant aux différents plans II, passant par B; 'un d’eux
est dans le plan de base considérd).

Les plans w, situés sur les quadriques associées aux points B sont
associés & des plans =, conpant le plan de base suivant une droite;
chacun d’cux est donc oblenu une infinité de fois, pour tous les
points B de cetle droite. Les plans =, situés sur les quadriques consi-
dérées et par suite sur X dépendentdone de § + 3 —1 = 6 paramétres.
Par chaque point M de X, il en passe une double infinité. 11 ne peut y
en avoir d’autres, car si ¢’était le cas ¥ contiendrait tout le cone T de
sommet M, el contiendrait des plans 11, ; ce n’est pas le cas.

En dchors de ces plans, il peut y avoir sur X des plans IT, ou IT,
situés sur des plans II). Les plans I, ¢qui coupent II; en un point
simple B ne coupent i, ¢n aucun autre point, ct par suite ne coupent
pasX, Les plansII, qui coupent IT, en unautre point double coupent o1,
et par suite ¥, en un plan [T, non double. Il y a donc sur X une gua-
druple infinité de ces plans IT,. Par chaque point M il en passe une
simple infinité.

L’intersection de X avec son plan tangent ¢n M comprend donc une
triple infinité de droites A passant par Mj elles se répartissent en une
simple infinité de plans 1l et unc double infinité de plans =,. Si M est

“double, il y a évidemment par ce poinl une double infinité de droites A
doubles, dont une simple infinité¢ de droites spéciales, constituant un
seul plan =, double.

49. Sous-variéiés de la variété si,. — 1l est facile de déterminer
systémaliquement toutes les sous-variétés 1. d’une variété on,. En
dehors des plans =, ou II, que nous venons de déterminer, ce sont des
lieux de droites D, dont un poi'nt exceptionnel décrit une section du
plan IT, de base, que nousappellerons hase de la sous-variété L.

Il peut arriver que la base soit constituée par le.plan II, tout entier.
Une section quelconque de oi, contenant ce plan, et au moins un autre
plan, est évidemment soit une variélé 1’5, soit une variété a,, oM, ou
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Oy lieux des variétés £;. Ces variétés coupent I suivant des variétés
a 3, 4 ou 5 dimensions.

Si la base ne comprend pas tout le plan II,, on ne peut pas prendre
n'importe quelle section ayant cette base. Ce ne scrait pas en général
une variété L. On trouve saus peine que :

1° Si la base se réduit 4 un point, simple ou double, on ne peut
prendre comme section que le plan ¢ associé & ce point ct ayanl cetle
base, ou uune de ses sections; :

2° Si la droite se réduit 4 une droite A’ simple ou double, mais non
spéciale, on ne peut prendre comme section que la variété ¢, déter-
minée par A’ et le plan =, associé, ou une section de celle variété. Le
plan =, coupe II, et par suite dity, suivant cette droite &', et le plan de
base de celte variété ¢, est un des plans dont nous venons de voir
I'existence sur X;

3° Si la base sc réduit & une droite A spéciale, on ne peul définir
aucune sous-variélé L, autre que le plan double la contenant, ct ayant
cette base, ou le plan ¢, déterminé par cette droilc el unc autre
droite spéciale la coupant (plan associé & leur point d’intersection, et
tangent & la quadrique associée & ce point.

Il reste & traiter le cas ol la base est un plan1l, ouII,. Commengons
par ce dernier cas, en supposant que ce ne soit pas le plan II; double
du plan II,.

Nous savons déja qu’il exisle une variélé ow,, et par suile une
double infinité de variétés o, et autant de variélés £, seclion de la
précédente, ayant ce plan II, pour base. Or dans chaque variéié
n’existent qu'une double infinité de variétés ¢ ,, déterminées chacune
par un des plans =, ou =, el une droite de I'autre. Les variétés g,
oblenues en faisant varier ¢; dépendent sevlement de 6 paramélres.
Nous venons de les Lrouver toutes, puisque le choix de II, dans II,
dépend de 4 paramétres. Comme une variété o ; ou o1t ; de base I est
nécessairement un lieu de telles variéiés, il ne saurait en cxister
d’autres que celles déja connues.

Remarquons que les variétés o, déduiles de ce qui précéde con-
liennent des poinls exceplionnels constituant un plan 1I, dans II,, un
plan II; dans un plan IT;, et une variété a trois dimensions, section
plane d’une quadrique Q.
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En intervertissant les roles des plans II, et II,, on oblient des
variétés oy dont chacune a pour base, dans 1I,, un plan II, simple
contenant une droite spéciale. Un raisonnement analogue a celui fait
ci-dessus dans le cas ou la base est un plan II; montre qu’a cette base
nc correspond aucune autre sous-variété L que les variétés o que
nous venons de trouver ou leurs sections 9, ou .,. Les sections o,
peuvent éire du Lype étudié n® 47 ou non, suivant que la seclion de
la quadrique constituant dans 9 ; une nappe de points exceplionnels
se décompose ou non; la nappc spéciale obtenue au n° 47 n’existe bien
enlendu que dans le premier cas.

Enfin, si 'on prend pour base un plan II, simple dont la droite
double n’est pas spéciale, on n’obtient aucune autre sous-variété que
le plan @, contenant ce plan, etsi 'on prend un plan II, double, on
n'obtient que les plans @, déterminés chacun par ce plan et une droite
spéciale, non située dans II, le coupant au point B qui estson conjugué
dans le complexe des droites spéciales de II,. Un tel plan, tangent a la
quadrique Q associée a B, est bien un plan ¢,.

80. Autres exemples de variétés . — Nous n’avons défini jus-
qu’ici que des types de variétés L dans lesquelles au moins une nappe
du lieu des points cxceptionnels était algébriquement séparée des
autres. Les trois nappes ne peuvent évidemment constituer une méme
surface algébrique que pour les variétés o1y, 9L, ou JIL,,, et cette
surface est alors une variété a 2, 4 ou 6 dimensions.

Ces variétésa 10, 7 ou 4 dimensions sont précisément celles quel’on
obtient en imposant aux relations singuliéres d’étre vérifiées pour 1, 2
ou 3 systémes de périodes. 11 est évident que ’on doit s’attendre, si les
systémes de périodes considérés sont quelconques, & ce que dans la
variété obtenue les trois nappes ne puissent étre distinguées algébri-
quement; mais pour certains choix particuliers de ces systémes, elles
pourront I'étre, et il pourra méme arriver que les systémes corres-
pondants de relations singuliéres dépendent d’un plus grand nombre
de paramétres que dans le cas général.

Il est facile de définir géométriquement, dans 1'espace E,,, des
variétés de la nature considérée.

Pour former une variété or,, considérons un pentagone dont les

Journ. de Math., tome L. — Fasc. III. rg22. 59
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cOtés soient des droites D; on peut former un tel pentagone en choi-
sissant d’abord quatre sommets, A,, A,, A, et A,, de maniére que
A A,, A,A,, A A, soient des droites D. Le sommet A est alors bien
déterminé par la condition d’étre associable 8 A, et A,. .

Le plan des deux cotés conséeutifs est un plan €,. Ainsi A;A, A,
est un plan &,, associable & A,. Le cas général est évidemment celui
ou dans chacun de ces plans la conique de points exceptionnels ne se
décompose pas. En considérant le plan A, A,A,, on voit ainsi que
seule la nappe contenant A, peut étre distincte des deux autres; mais
cn considérant de méme le plan A,A,A,, on voit qu’elle n’est pas
distincte.

Cela suffit pour affirmer que la variété L déterminée par les cinq
poinls considérés est une variété O & 4, 7 ou 1o dimensions. 1l est
facile de voir qu'elle est 4 4 dimensions, c’est-a-dire qu’elle n’est aulre
que la variété linéaire déterminée par ces cinq points.

Un point quelconque de cette variéié est représentable en effet par
un tableau de la forme

[Ty =] Ty 4 %] Ta] 4on .+ X| Ts ),

T,|, ..., | T;| représentant les tableaux exceptionnels correspondant
aux points A, ..., A;. Il suffit de montrer que I'opération F, effectuée
sur ce tableau, conduit a un tableau de méme forme. On a en effet

FOT =20 F(| T, | T,

et nous savons que I¥(| T;|, | T;|) représente le point exceptionnel asso-
ciable & la fois de A; et A; (n° 28), c’est-a-dire un point de la droite A,
et A; si ce sont deux sommets consécutifs, el le sommet intermédiaire
dans le cas contraire. De toute facon, il est dans la variété considérée,
etil en est de méme du point représenté par (] T|). La variété consi-
dérée est donc bien une variété aw,.

#1. Pour obtenir une variété or,, nous n’avons qu’'a chercher la
variété L déterminée par deux points quelconques A et B. Le lieu des
points exceptionnels ne saurait évidemment se décomposer dans le cas
général en nappes distinctes, puisqu’on ne peut obtenir par des opé-
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rations rationnelles aucun des points exceptionnels de la droite D
déterminée par A.

Désignons ces points par A,, A,, A,, ceux dérivés de B par B, B,,
B, le point associable & A, et B, par C,, celui associable a A, et B,
par C,. Le pentagone A, C, B B,C, détermine une variété an, du type
que nous venons de définir. La droite A, A, A\,, droite D quelconque
dans le plan ®; associ¢ &4 A4, n’est pas en général dans cette variété.
La variété déterminée par A et B, contenant d’une part le pentagone
considéré, d’autre part ia droite A, A,A,, est donc au moins une
variété or.,. ‘ '

D’autre part, les systémes de relations singuliéres représentés par
A et B constituent 6 équations non linéaires, et sont vérifices pour
deux systemes de périodes au moins ('). Or les systémes de velations
singuliéres vérifiés pour un systéme de périodes dépendentde 1o para-
meétres, et ne sont tous vérifiés pour aucun autre systéme de périodes.
Ceux vérifiés pour deux systémes de périodes ne peuvent dépendre de
10 parameétres.

La variété étudide est donc une variét¢ an,. Le choix de deux
droites D dans cette variété dépendant de 12 paramétres, et celui de
deux droites D dans I'espace dépendant de 24 paramétres, ces variétés
dépendent de 24—12 paramétres. Elles constituent bien toutes celles
représentant les systémes de relations singuliéres vérifiées pour deux
systémes de périodes donnés, a I'cxception des cas particuliers ol les
systémesde relationsen question dépendraient de plus de 7 parameétres.

82. Nous verrons au Chapitre suivant que la variété ox,, corres-
pondant & un scul systéme de périodes peut {tre définie comme lieu

(') On peut d’ailleurs dire exactement deux. Dans la variété JIL,, les points
représentant des systeémes de relations singuliéres linéaires (A=1=2%") =o
dépendent de 4 paramétres. Ils ne sont pas tous exceptionnels, au moins en
général, comme on le voit par exemple en supposant linéaire le systéme repré-
senté par le point A (d'ailleurs si ces systémes élaient exceptionnels, la condi-
tion A = o définivait un plan I, qui serait une des nappes du lieu des points
exceptionnels; or ce lieu ne se décompose pas en général). Ces sysiémes linéaires
constituent alors cing relations distinctes, et la sixiéme constituant les systémes
donnés est du second degré.
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des plans &, tangents & la variété V aux points B d’'un méme plan =,
double. Observons seulement ici qu'il est bien ¢vident que dans le lien
ainsi défini les points exceptionnels constituent une surface unique,
décrite une fois par la quadrique Q associée a B (premiére nappe dans
chaque plan &,) et une infinité de fois par le cone I' du sommet B (qui
constitue les deux autres nappes) dans chaque plan &,.

En effet, deux des quadriques Q associces & deux des points B, et
B,, c'est-a-dire le plan =, double donné. Les autres points de ces
quadriques Q sont tous distincts el décrivent une variété X a 6 dimen-
sions. -

Chaque quadrique Q est enti¢rement décrite par les plans II, situés
sur elle et coupant le plan =, double. La variét¢ X appartient donc au
lieu des plans II, coupant ce plan, qui est aussi évidemment le lieu
des cones T' de sommet B. D’ailleurs, chacun de ces plans 1I, et le
plan =, double délerminent une variété ¢ 5 spéciale; par chacun des
points de ces plans passc donc une droite D et une seule coupant le
plan =, double, c’est-a-dirc que chacun de ces points est sur la qua-

drique associée & un point B et un seul. Ce lieu coincide bien avec la
surface X.

CHAPITRE 1IV.

ETUDE DES PERIODES VERIFIANT UN OU PLUSIEURS SYSTEMES
DE RELATIONS SINGULIERES.

83. Définition des variétés . — Un systéme de périodes peut étre
représenté par le point de I'espace E; de coordonnées G, G', G, H,
H’, H”. Un systéme de relations singuliéres, suivant qu’il est excep-
tionnel ou non, définit dans cet espace une variété a 4 ou 3 dimen-
sions; nous désignerons une telle variété par la notation s, dans le
premier cas, 8, dans le second. Ces deux sortes de variétés corres--
pondent évidemment aux points exceptionnels de I'cspace E,; et aux
droites D.

Une variété L, qu’on peut considérer comme un lieu de droites D si
‘elle contient des points non exceptionnels, un lieu de points excep-
tionnels dans le cas contraire, correspond a un faisceau linéaire de
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variétés s, et s,. Les points communs a ces variétés constituent ce que
nous appellerons la variété s correspondant & la variété L considérée.

L'objet de ce Chapitre est I'étude des variétés 8. Nous commence-
rons naturellement par I'étude des variétés s, et s,.

Les variétés 3, ont déja été étudiées par M. Humbert qui a montré
‘notamment P’existence sur ces variétés de trois séries de génératrices
liées aux racines de 'équation en ¢ (n° 23), qui se conservent par une
transformation d’Hermite, et qui jouissent de cette propriété que
toutes les génératrices d’un systéme qui coupent une génératrice
donnée d’un autre systéme en coupent une infinité.

BA. Cénes ¢4, e, et 5. — Les variétés 3, sont définies par les
trois relations d'un systéme exceptionnel. Rappelons que, d’apres le
n® 23, les « quadriques » définies par deux de ces relations ont pour
intersection la variété s,, ct en outre une variété linéaire. La variété s,
est donc d’ordre 3. Si on la coupe par une variété linéaire a 3 di-
mensions, c’est-a-dire par un « espace ordinaire », la section est une
cubique gauche, intersection d'une double infinité de quadriques.
De méme, la variété 8, est I'intersection d’une double infinité de qua-
driques, dont les équations s’obtiennent en combinant linéairement
les trois relations singuliéres.

Les cubiques gauches de I'espace ordinaire élant unicursales, les
coordonnées d'un point de 8, s’expriment en fonction rationnelle de
quatre parametres.

Si, dans un systéme de relations singuliércs, exceptionnel ou non,
on ne conserve que les termes du second degré, c’est-a-dire si I'on
annule les coefficients autres que A, X', 1", le systéme obtenu

< LG 4+ N4+ NI =o,
(67) AR+ NG+ X —o,
? )J(’.'-{-)\’JC -I“ )\Ilgll —0

est exceptionnel. Les résultats obtenus pour les variétés s, s’appliquent
donc au cone défini par les équalions précédentes, que nous appelle-
rons céne €,. Clest un cone d'ordre 3, lieu d’une triple infinité de
génératrices, et situé sur une triple infinité de cones de dimension 5 et
du second degré (définis chacun par une seule équation du second
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degré, combinaison linéaire des précédentes). Les variétés s, ont
~ évidemment pour cOnes asymptotes des cOnes €,
On remarque que :

1° Tous les cones e,, obtenus en faisant varier les valeurs relatives
de A, X', \”, sont situés sur le cone ; d'équation

G H' H
(68) . D=|H G H |=o.
H H G

En effet, le déterminant des équations (67), nécessairement nul
pour les points des cones ©,, n’est autre que l'adjoint du détermi-
nant D et s’annule en méme temps que lui.

2° Tous les cones e, ont en commun les points d’'un céne g,
d’équations '

H'H” _nrn 3118

I v "
(69) -—~T’ (J——I-l,—) G ___H—”-

En effet, ces équations entrainent
§=¢=0"=H=90N'=H"=o.

Le cOne e, peut se représenter paramétriquement par les formules

‘ G =2, G'=1{'?, G'=1",

(70) |H=0ve, W=y H'=u];

nous appellerons génératrice (¢, ¢', (") la génératrice contenant le
point ¢, U, 1",

85. Cherchons l'intersection de deux cones ¢,, de coefficients A,
N, A" pour I'un, et A,, A}, A} pour I'autre. La premiére équation (67)
donne

AG+ NI+ F =o,
(71)

| 3G+ N3 10 =o.
D’autre part, le déterminant (68) étant nul, on a

Gg +H'H'4+UIH'=o,
(72) H'3} "+ G ¢ +~HI —=o,
H'3¢ 4+ 13 + G”gu —=o,
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Ces cinq équations peuvent étre vérifiées de deux manieéres :

1° Il peut arriver que tous les déterminants d’ordre trois déduits
du tableau
o4, G MW
X VR | N e
MoNOIWH G

solent nuls. On a ainsi une premiére partie de l'intersection, qui est
un plan P, & trois dimensions.
2° Pour les points n’appartenant pas & cclle intersection, on a

évidemment
G = H'=I"=o,

cl en raisonnant sur les dcux derniéres équations (67) comme nous
venons de le faire pour la premiére, on trouve

('= 13 =o, ("= o.

La deuxi¢me partie de l'intersection est donc constituée par le céne ;.

Les deux parties de cctie intersection ont d'ailleurs un céne
commun €,. En écrivant en effet que la génératrice (¢, ¢, ¢”) du
cone &, est dans le plan P, on a I’équation

Y N
(73) VoA U | D+l =0,
P VR

linéaire en ¢, ¢, ¢, qui définit un cdne du second degré situé dans le
plan P,. Il contient en particulier les génératrices (A, X', A”) et
(hyy oy A1).

D’aprés la forme des équations (67), la donnée d’une génératrice
n’appartenant pas au cone 2, détermine un faisceau linéaire de
cones g, et par suite détermine parfaitement le plan P, qui leur est
commun; les coefficients u, «', «” relatifs & ce plan sont proportion-
nels aux mineurs d’'une méme ligne du déterminant D. La donnée
d’une seconde génératrice détermine parfaitement le cone e,.

En faisant varier A,, X, X}, on voit que le cone 2, est le lieu d’une
infinité de plans P, contenant la génératrice (A, X', 1”). C'est donc,
non seulement un cone, mais un cylindre, décrit par la translation du
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cdne ¢, parallélement a cette génératrice; dans cette translation chaque
cOne €,, se déplacant parallélement i une de ses génératrices, décrit
complétement le plan P, qui le contient. La génératrice (A, X', 1),
axe de symétrie, et lieu de points singuliers, sera dite aze du cone €,.

56. Représentation géométriqgue. — Il nous sera commode de
représenter, soit la génératrice (A, X', A") du cone e,, soit le cone &,
dont clle est 'axe, par un point A, de coordonnées homogénes A, X',
A", dans un plan (4 deux dimensions). La droite AA, joignant
deux points représente alors un plan P,, intersection des cones e,
représentés par ses différents points, et contenant le cone ¢,, lieu des
geénératrices représentées par ccs mémes points.

' 87. Transformation des relations singuliéres par un change-
ment d’origine. — Nous allons montrer qu'une variété s, ou s, se
transforme, par une translation, en une variété analogue. De plus, les
invariants I et J ne sont pas modifiés par cette opération.

Il suffit évidemment de vérifier ces résultats pour le changement
de G en G + ¢ et pour celui de H en H + ¢. Indiquons par cxemple le
premier de ces calculs.

Par le changement considéré, les équations singuliéres

Pt
(&)

) =FE=E"—o

deviennent
- E =o,

E +cedVG"—cVH +ca"=o,

E'"—c¢VH + ¢NG' —c¢a' =o.

Clest bien un systéme de méme forme, formé avec les coefficients

o, BAcd, y—ck, b p,
al’ BI, 7’, )xl, H, + CO(”,
0!’,, ‘6//’ 7//’ )‘//A’ "‘L”—-VCO('.

De ces valeurs, on déduit sans peine que les quantités o, 8, v,, &,
et par suite I et J, ne sont pas modifiées.

Il est, de plus, évident qu’une variété s, ne pouvant se transformer
par une translation en une variété §,, un systéme exceptionnel le reste
par le changement d’origine considéré.
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Considérons en particulier les variétés s, obtenues par translation
du céne 2,. Les systémes correspondants sont des systémes excep-
tionnels doubles, puisque I =J = 0. On sait que les systémes excep-
tionnels doubles dépendent de'7 paramétres. On les obtient tous par
le procédé indiqué (le cone 2, dépend de 2 paramdtres; la translation
en introduit 6; mais d’aprés le n° 34 chaque cone obtenu l'est une
infinité simple de fois, de sorte qu'on a bien des céncs dépendant de
7 paramctres). Un systéme exceplionnel double définit donc toujours
une variété s, déduite de e, par Lranslation.

La forme générale d'un tel systéme est alors

PN | S Y ¥ Ly ¥
N oG —4 H—h

¥oU—h G g '
G—g » W=/ G—g H =L 2
= W= ¥ H—h |={1I"=A G—=g ¥ |=o.
W—r a G'—g' W~ H—hnr ¥

IEn dehors de ces cOnes, les seules variciés s, ou s, admeltant des
centres de symétrie s’obticnnent évidemment en égalant les détermi-
nants précédents & trois constantes ., u’, u”. Ces varié¢tés dépendent
de 10 paramétres. Sauf les cones qu’on vient de définir, ce sont toutes
des variétés s,. Ll suffit de le vérifier dans le cas ol le centre est a
origine, et dans ce cas les formules qui expriment qu’un systéme est
exceptionnel donnent . = v/ = ' = o.

Remarquons qu’il peut arriver que le centre de ces variétéss’éloigne
a linfini. On a alors comme variété limite de celle étudiée, soit une
variété linéaire 4 4 dimensions représentant un systéme exceptionnel
double, soit une variété linéaire & 3 dimensions représentant un sys-
téme non exceplionnel.

58. Plans tangents aux variétés s,. — Soit &, un tel plan. On ne
restreint rien d’aprés le numéro précédent, en supposant le point de
contact a l'origine, c’est-a-dire en supposant

p=p=p"=o.

Les équations du plan &, s’obtiennent alors en ne conservant dans
Journ. de Math., lome 1. — Fasc. 1II, 1g22. 40



312 PAUL LEVY.

les relations singuliéres que les termes du premier degré. 11 vient

. yf Gf/_ ﬁ"G'I _+A (ﬁl — Y”) Il + “l l]l — a// l_[l/: 0’
(74) G —y G+ (9 — a )l +B"H"—B H =o,
BG —a'G +(x —fHYH'+yH —y 1II'=0.

De ces équations, on déduirait cclles de la variété s, cn ajoutant aux
premiers membres les termes du second degre, c'est-a-dire les pre-
miers membres des équations du cone e,.

En remarquant, d’une part que les coefficients «, §’, ¥" n’inter-
viennent que par leurs différences, d’autre part que les systémes de la
forme (74) se groupent par séries simplement infinies représentant un
méme plan, on voit que les plans ¢, dépendent de 6 paramétres. Leur
orientation n’est donc pas quelconque.

Nous allons obtenir aisément une propriété géométrique qui les
caractérise en cherchant leur intersection avec le cone e,. Prenons &
cet effet les coordonnées d'un point de ce céne sous la forme (70) et
écrivons qu'elles vérifient les équations (74). Il vient

YR =B (=)' " —a"t U =o,
At — Y (P —a )+ B —B U "=0,
Brr—d (=Pl +yt't"—yUt't =o.
. . y e
equations qu'on peut ecrire

5 dl-}-ﬁl'—{—‘/l” Ot'l—l—l.r)”ll—l—yll” (Z”l-\—f)”tl—%”/’/v
(73) : - 7 - G )

ou encore, en appelant — sla valeur commune de ces rapports,

(a+s)t+ B¢ + yt' =o,
a't + B+ YT =o,
a't  + ‘Bl’l' +(~/"+s)t":o.

On voit alors qu’a chaque valeur de s racines de I'équation

a+s B ]
(76) : «  B'4+s ¥ |=o
all f)" Y”“—S

correspondent des valeurs de ¢, ¢, ¢’ définies a un facteur commun
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prés, et par suite des points décrivant une génératrice du céne ,. On
a ainsi (rois génératrices, en général distinctes, constituant l'intersec-
tion cherchée.

Le choix de ces trois génératrices surle cone e, définit parfaitement
le plan &;, et introduit bien 6 paramétres. Il en résulte qu'un plan &,
peut étre défini géométriquement comme étant une variété linéaire
a trois dimensions déterminée par trois génératrices quelconques du
céne &,.

L’équation (76) développée s’écrit, en reprenant les notations du
n° 13,

s34 (ot -+ B+ :‘/”)Sz—'f‘ [(a)+ (") +(y")s]+d=no.

On remarque que, u., ¢, u” étant nuls, c'est & cette forme que se
réduit I'équation étudiée Chapitre II dont dépend la recherche des
systémes exceptionnels dérivés du systéme étudié (le systéme étudié
étant, soit celui qui définit le plan &,, soit celui qui définit n’importe
quelle variété tangente & ce plan; cela revient au méme, puisque, .,
w', w” étant nuls, A, X', N disparaissent de I'équation). Rappelons

qu’en posant .

o + ! + o
$+ ﬁg V. = g,
cette équation s’écrit
(77) s— tlo— ~J=o.
3 27
39. Cas particulier divers. — 1l peut arriver qu'a une méme

valeur de s correspondent une infinité¢ de génératrices. Comme on ne
change rien en ajoutant une méme constante & o, §, ¥’, on peut sup-
poser cette valeur nulle. On voit alors que la circonstance indiquée
se produit lorsque le déterminant & a tous ses mineurs nuls, ¢’est-a-dire
ses éléments représentables par les formules

( o == ue, l@ —_ ”,’(»7 7 — “I/(,’
(78) (Z/:u(", ﬁ’:“’('l’ 7!: u//‘.l,
o' = uv’, "=u'v’, Y =u"v"

Ces conditions sont précisément nécessaires et suffisantes pour que
le systéme (74 ) soit exceptionnel et représente, non un plan &,, mais
un plan &,. Donc un plan &, contient bien trois génératrices du

s
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cone o, (distinctes ou confondues) ct ne saurait en contenir une
infinité. S
Dans le cas d'un plan &, les équations (75) prennent la forme

! ) "

¢ f f v
" (Wt uw'l+u't")y= y (tt-+u't' 4 a"t"y = 7,,—( wt 4wt u"t’),

de sorte que I'on a, ou bien

(79) wt +u'l'+ w't'=o,
ou bien
(80) - = e = e

Dans la représentation considérée n° 86 de la génératrice (¢, (', ")
du cone €, par le point de coordonnées homogeénes ¢, ¢, ¢, on voit
que les génératrices situées dans un plan &, sont représentées par le
point ¢, ¢', o’ et ceux de la droite (79). Le plan &, est représenté par
ce point et cette droite. Ce plan est la variété linéaire déterminée par
un plan P, quelconque et une génératrice (v, ¢', ¢") quelconque du
cone ;.

Un plan &, est défini par les trois points qui représentent ses géné-
ratrices. Si ces trois points tendent vers trois points en ligne droite, le
plan @, tend évidemment vers le plan P, représenté par celte droite.
Mais chacun des systémes de relations singuliéres correspondant au
plan P, se réduit & la limite & deux relations distinctes, définissant,
non le plan Py, mais un des plan &, (en nombre doublement infini)
qui le contient.

Nous savons que, parmi les systémes de relationssinguliéres dérivés
d'un systéme donné, trois sont exceptionnels. Cela revient & dire que
toute variété s, est sur trois variétés §,. On le vérifie immédiatement,
par ce qui précéde, pour les plans &,. Chacun de ces plans étant repré-
senté par trois pointsest, sur les plans &,, représenté par un des points
et la droite joignant les deux autres. On voit de cette maniére com-
ment chacun de ces points, représentant une génératrice de I'inter-
section du cone 2, et du plan &,, est lié & 'un des systémes excep-
tionnels dérivés dusystéme (74); on s’explique que larecherche de ces
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génératrices et celle'de ces systémes exceptionncls ait conduit 4 la
méme ¢quation du troisiéme degré.

Inversement, chaque variété s,, et en particulier chaque plan &,,
contient une quadruple infinité de variélés 5, (cela revient & dire que,
dans I'espace E,;, chaque point exceptionnel est sur une quadruple
infinité de droites D). Mais toutes les variétés 5, situées.dans &, ne
sont pas linéaires; on ne trouve en effet qu'une triple infinité de
plans &, dans un plan &,, ou ce qui revient au méme une double
infinité passant par l'origine [représentées par le point o, ¢', ¢” et deux
points arbitraires de la droite (79)].

60. Le fait que les équations (74) représentent un plan &, ne suffit
pas pour que le sysi¢me non homogéne dont ces équations sont
déduites soit exceptionnel. Pour qu’il le soit, il faut de plus, comme
cela se déduit immédiatement des formules (29) et (78), que

(81) b -=Neo' + 2" =o.

Ov A, X, %" sont les valeurs de ¢, ¢, ¢ définissant la génératrice du
cone 2,, lignes des centres du cone ¢,. Cette condition exprime donc
que la relation (79) est vérifiée pour cette droite, c'est-a-dire qu’elle
est dans le plan P,.

Pour définirune variété s, passant par l'origine, il faut doncprendre
des termes du second degré, définissant un cone 2, d’axe ®, puis des
termes du premier degré représentant un plan &, dont le plan P, con-
tienne cette génératrice ®. Une translation paralléle & ® ne modifie
donc ni les termes du premier, ni ceux du second degré. Les variétés s,
passant par l'origine, ct par suite loutes les variétés 8,, sont donc
des surfaces de Lranslation, c’est-a-dire des cylindres.

D’aprés cette génération, on voil que I'intersection du plan &, et du
cone g, est décrite dans celte translation par 'intersection du méme
plan et du cone 2,. Cette dernitre contenant le cone €, et une géné-
ratrice isolée, l'intersection de &, et de €,, lorsque la relation (81) est
vérifiée, comprend le plan P, situé dans &,, lieu du cone e,, et le
plan P,, lien de cette génératrice, c’est-a-dire la variét¢ linéaire a
2 dimensions déterminée par les génératrices du cone e, définies,

"

I'une par A, A/, A", Pautre par v, ¢, ¢".
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61. Placons-nous maintenant dans le cas oy, le systéme (74) étant
exceptionnel, la condition (81) n’est pas vérifice. La variété étudiée
est une variété sy, et son plan tangent en un point quelconque est un
plan &,. Mais, & I'origine, les termes du premier degré égalés a zéro
définissent un plan &,. L'origine est donc un point singulier.

Pour obtenir I'équation du cOne tangent, il suffit de combiner les
équations singuliéres de mani¢re & éliminer les termes du premier
degré. Il suffit de les ajouter, aprés les avoir multipliées respective-
ment par ¢, ¢, ¢". On obtient une équation homogéne du second
degré qui définit, dans le plan &,, le cOne cherché.

Les variétés s, ayant ainsi I'origine pour point singulier dépendent
de 6 paramétres (chacune est représentée par une infinité de systémes,
et ces systémes introduisent 7 paramétres). Par une trauslation, on
obtient des variétés s, a points singuliers dépendant de 12 paramétres.
Donc toutes les variétés s, (non linéaires) ont un point singulier.

1l en existe que sont des cylindres et ont par suite une ligne de
points singuliers. Pour qu’il en soit ainsi, l'origine étant un de ces
points de sorte que «, ..., Y sont de la forme (78), il faut et il suffit
que la génératrice du cone e,, qui définit la direction de la translation
engendrant le cone e,, soit située dans le plan ¢,, et cela sans étre sur
son cOne €, (car alors on serait dans le cas desvariétés s,). 11 faut donc
que ce soit sa génératrice isolée, c'est-i-dire que X, N, " soient pro-
portionnels & ¢, ¢/, ¢’. Les variétés remplissant ces conditions
dépendent de 10 paramétres.

62. Intersection d’un plan &, et des cénes e, et 2;. — Considé-
rons un plan &,, et désignons par ®, ®' et ®" les génératrices du
cone 2, situées dans ce plan. Le plan 4 2 dimensions défini par deux
de ces droites, par exemple ® et @', appartient au cone ¢, décrit par
la translation du cone 2, parallélement 4 ®, et par suite au cone €.
Ce cone contient donc les trois plans (®', ®"), (®", ®) et (®, ®")
définis par les droites ®, @', ®” assemblées deux 4 deux. Comme il est
d’ordre 3, ces plans constituent toute son intersection avec le plan &,.

Considérons maintenant un cone 2,. Ilest situé sur €; et contient ,.
Donc son intersection avec &, comprend certainement les droites ®,
®’, ®" et est tout entiére située sur les trois plans définis par ces
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droites deux a deux. Le cone &, étant d’ordre 3, celte intersection ne
peut comprendre une droite autre que ®, ®’, ®" sans en comprendre
une infinité, et par suite un des plans en question.

On voit alors qu'il y a trois cas possibles :

1° L’axe de translation du cone €, est une des droites ®, ®', ®";
par exemple ®. L'intersection comprend les deux plans (®, &) et
(B, ®"). _

2° L’axe de translation du cOne g, est sur l'un des cones &, déter-
minés par deux des droites @, @', ®”; parexemple @’ et ®”. Le cone €,
contient alors le plan I, contenant ®' et ®”. L’intersection de ce cone
ct de &, comprend alors la droite ® et le plan (®, ®").

3° I’axe de translation du cone €, n’est sur aucun des cones €,
considérés. Autrement dit, dans la représcntation du n° 86, les
droites ®, @', ®" étant représentées par trois points A, A/, A’, le
point A, X', X" qui représente le cone e, n’est sur aucun coté du
triangle AA’A”. Alors U'intersection ne contient que les droites ®,
®, o,

Ce dernier cas est évidemment le cas général.

63. Géneratrices des variélés s, et 3,. — Nous savons déja qu’un
cone £, contient une infinité simple de plans P, ayant une droite
commune. 1l n’existe pas d’autres droites situées sur ce cone que celles
situées en entier dans un de ces plans.

Pour les autres Lypes de variétés 8, et 5,, nous emploierons la
méthode qui consiste & chercher leur intersection avec leurs plans
tangents. Placant l'origine au point de contact, nous avons donc a
annuler séparément les termes du premier degré et ceux du second
dans leurs équalions, c'est-i-dire & chercher I'intersection du cone 2,
défini par les équations (67) et du plan &, ou &, défini par les équa-
tions (74). Nous sommes sirs d’obtenir ainsi, non seulement toutes les
génératrices, mais méme toutes les variétés linéaires situées en entier
sur la variété s, étudiée.

1° Cas d’une variété 8,. — Nous supposerons qu’elle représente un
systéme exceptionnel simple (sans quot elle se réduirait a un codne e,
ou a un plan &,). '
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Nous savons que c’est un cylindre. Soit ® la direction de ses géné-
ratrices. L'intersection cherchée du cone ¢, et du plan &, peut sire-
ment se déduire par une translation parallélement & ces génératrices
de l'intersection du cone ; et du plan &,. D’aprés le n° 54, cctte
intersection se compose d’une génératrice isolée ® et d’un céne €,
contenant la droite ®. Dans une translation parallelea ®, la droite ®’
décrit un plan P,, etle cone 2, décrit le plan P, qui le contient. On
obtient donc un plan P, et un plan P, se coupant suivaut la droite ®.

Le cylindre s, est bien défini par une section plane par un plan ne
contenant pas ®. Celte section apparait, d'aprés ce qui précéde,
comme le lieu d’une simple infinité de plans & 2 dimensions ou d’une
double infinité de droites. On peul la définir, soit comme lieu des
droites'coupant trois plans donnés 4 2 dimensions, soit comme licu des
plans & 2 dimensions coupant quatre droites.

2° Cas d’une variété s,. — D’aprés le n® 62, l'intersection du
plap &, et du céne ¢, comprend de toute facon troisdroites, ®, ®', ",
situées sur le cone e,. Elles sont liées aux trois racines de Iéqua-
tion (77), et les coefficients I et J de cette équation sont indépendants
du point choisi sur la variété s,. On a donc sur celte variété trois sys-
témes bien distincis de génératrices, dont chacun peut étre défini
rationnellement quand on connail la racine correspondante de I'équa-
tion (77).

Soit 3, la variété représentant le systéme exceptionnel, dérivé de
celui étudié, et correspondant & la méme racine de I'équation (77)
que les génératrices ®. Il est facile de définir géométriquement la
relation entre s, et ce syst¢me de génératrices. Soil &, le plan tangent
a cette variété & l'origine; il coupe le cone ¢, suivant ®, génératrice
isolée, et le cone 2, déterminé par ' et ®”. Par suite, d’aprésle n® 60,
son intersection avec 2, comprend le plan P, déterminé par ®' et ®’,
et un plan P, contenant ®. L'origine étant prise d'une maniére quel-
conque sur 8,, on voit qu'en chaque point de 3,, la variété s, corres-
pondant au systéme de génératrices & contient le plan P, déterminé
par ® et ®", tandis que ® appartient au plan P, situé sur §,.

64. Premier type de variélés 8, : cylindres. — L'intersection du
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plan &, et du cdne ¢, peut comprendre d’autres génératrices que ®,
@', ®", de sorte qu’il peut exister sur 8, d’autres génératrices que celles
des trois systémes obtenus.

La question se pose de savoirsi le choix entre les trois cas distingués
n° 62 dépend du point considéré sur la variété s, ou seulement du
choix de cette variété. La résolution de cetle question est immédiate
en ce qui concerne le premier cas.

En effet, la condition nécessaire et suffisante pour ue s, soit un
cylindre, c'esl-a-dire puisse étre engendrée par une translation, est
que I'axe de translation du cone €, appartienne au plan &,, coincidant
ainsi avec ®, ®', ou ®’, c’esl-i-dire qu’on soit dans le premier cas
considéré. Cette condition nc dépend pas du point choisi sur §,. Done,
dans ce cas, par chaque point de §;, passent deux plans P, & 2 dimen-
sions situés sur cetle variélé. Dans le cas contraire, il est impossible
que deux tels plans aient un poinlt commun.

Cetle propri¢lé esl liée & une autre propriélé des surfaces s, qui
soni des cylindres. La direction de translation cst définie par A, A’, A",
Ces coeflicients ont donc des valeurs velatives bien déterminées, les
mémes pour tous les systémes dérivés par I'opération F du sysiéme de
relations singuli¢res considéré initialement. Il existe un de ces sys-
temes pour lequel A = A’ == A" = o3 1l est linéaire. Commeil ne saurait
élre ¢quivalent au systéme proposé, il esl exceptionnel. Le cas consi-
déré eslL donc caraclérisé par celle circonslance qu’une des trois
variéiés s, a laquelle appartient la variéle s, étudiée est linéaire.

Cela cst facile & vérifier analytiquement. En ajoutant au besoin une
constante & o, ', ¥", ce qui ne change pas la variéié s,, on peut rendre
nulle la racine de ’équation (76) qui conduil d celle des droites ®,
®', ©” qui est axe de translation de 2,, c’est-a-dire & des valeurs de ¢,
/', t" proportionnelles a A, X', 1. Les rapports (75) sont alors nuls
pour ces valeurs, c’est-d-dire, d'aprés les formules (29), que 'opé-
ration I conduil & un systéme linc¢aire (A,, X\, X’ étant nuls).

Appartenant & un plan &,, la variété s, y cst déterminée par une
seule des relations singuliéres. C’cst un cylindre du second degré dans
un plan &,. La seclion plane eslL une quadrique (QQ), dans une variété
linéaire 4 3 dimensions; elle contient deux séries simplement infinies
de génératrices reclilignes, qui donnent dans la translation les deux
séries de plans I, dont nous avons déja établi 'existence.

Journ. de Math., \ome L. — Fasc. III, 1g22. 41
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Si ® est la droite d'intersection de <, et &, qui est axe de trans-
lation de ,, prenons comme plan de seclion le plan P, défini par &’
et ® [qui est bien dans &, et ne contient pas ®, dans le cas général ou
"équation (76) a ses racines distincles]. La quadrique (Q) a alors
évidemment comme cdne asymplote le cone €, de ce plan. Le cone
asymptote de 8, est alors défini par la translation du cone €, conle-
nant ®' ct ®” paraliclement & ®.

68. Remarque. — Le fait que 'équation (77) ait ses racines dis-
tinctes ou non ne dépend que des coeflicients du plan tangent &g,
c’est-a-dire, dans le cas considéré ol I'origine est au point de centact,
dea,a’, ..., v, etnonde?d, X', X", La distinclion enlre les trois cas
considérés n® 62 dépend de A, X’ et 2”. Ces deux distinclions sont
donc indépendantes. En particulier, dans le premier cas du n° 62,
. que nous venous d’étudier, il peut arrviver que '¢quation (77) ait
deux ou trois racines égales, ce qui donne lieu aux Lrois cas suivants,
en appelant toujours ® celle des directions ®, @', ®” qui est axe de
translation de g,.

Premier cas. — Les directions @ et ®” sont confondues, mais dis-
tinctes de ®. Dans ce cas la quadrique Q est développable. C’est un
cone 2,. La variété s, est décrite par la translation d’un tel cone
parallélement & une droite W non située sur lui.

Deuxiecme cas. — Les directions ® et ®' sont confondues, mais
distincles de ®”. Dans ce cas le plan &, contenant 8, n’est pasun plan,
quelconque, ais 1l est tangent au cOne &, suivant la droile ®; son
intersection avec 2, comprend un cone 2, et la génératrice isolée qui
existe en général est ici la droite ® situce sur ce cone.

Dans ce plan &,, le cone asymptole de 8, se décompose en deux
~ plans; I'un est le plan P, qui conlicnt le cone ©,; I'autre est le plan
tangent a 2, le long de . La variéié s, est du type paraboloide.

Troisiéme cas. — Les directions ®, ® et ®” soni confondues. Les
deux plans précédents sont alors confondus; la variéié s; est un
cylindre parabolique.

66. Variétés 8, qui ne sont pas des cylindres. — Dans ce cas, le
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premier cas de la discussion dun® 62 n’est réalisé¢ en aucun point, et
la variété s, n’est située dans ancune varic¢té c,.

Par suite, parmi les systémes de relations singuliéres dérivés les
uns des autres qui représentent cette variété 5;, aucun n’est linéaire.
Si donc nous en considérons deux distincts, les valeurs de A, A’y A"
correspondant & ces deux systémes ne sont pas proportionnelles;
les termes du second degré de ces deux systémes, égalés 4 o,
définissent deux cones 2, distincts. Les directions asymptotiques de 8,
évidemment situées sur ces cones, sont sur leur intersection, composée
du coéne e, et d’un plan P, (ce qui ne veut pas dire que toutes les
directions de ¢, et P, soient certainement des directions asympto-
tiques de s,).

Le cOne 2, ne contenant aucune variété linéaire & 2 dimensions, les
variétés de cette nature situées sur $, sont certainement toutes paral-
léles au plan P, considéré.

Supposons qu'il existe une telle variété, soit par exemple un
plan (®', ®"). La variété s, est alors le lieu des droites ® coupant ce
plan. Il ne peut alors exister sur 8, aucun plan (®, ®") ou (®, ®"), Si
en effet un tel plan existait, il couperail le plan (®', ®”) suivant une
droite et, pour les points de cette droite, le premier cas dun® 62 serait
réalisé¢; cela n’est pas possible. On voit donc que si le deuxiéme cas
du n° 62 est réalisé en certains points de la variété s, c’est-a-dire §'il
existe sur cette variélé des plans (@', ®"), (®", ®) ou (®, ®'), il ne
peut en exister que d'un seul de ces trois systémes.

67. Le cas général est évidemment fourni par le troisicme cas du
n® 62. Nous allons préciser ce point, en montrant que le cas général
est celui de variétés s, ne contenant aucun plan (®', ®"), (®", ®)
ou (®, ®).

En effet, s'il en existait, ils appartiendraient & un méme sysiéme,
soit par exemple (0, ®"), et la racine de I'équation (77) correspon-
dant aux droites ® pourrait élre distinguée des autres par des opéra-
tions rationnelles; il n’en est pas ainsi en général.

On a ainsi des variétés, du (roisiéme type (correspondant au troi-
sitme cas du n° 62), ne contenant pas d’autres génératrices que les
droites ®, ®', ®",
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Si une variété s, contient deux plans (®', ®"), elle est décrite tout
entiére par des droites ® coupant ces deux plans; elle est donc tout
entitre dans la variété linéaire & 5 dimensions contenant ces deux
plans. Si elle contient un troisi¢me plan (®', ®”), elle peut étre définie
dans cette variété comme lieu des droites coupant ces trois plans; elle
contient alors une infinité de tels plans et peut étre définie comme lieu
des plans & 2 dimensions coupant quatre droites. Pour qu'une telle
variété soit une variété s,, il faut évidemment que tous ses plans (@', ®")
soient paralléles & un méme plan P, et que toutes ses génératrices ®
soient paralléles 4 des génératrices du cone 2,. On a alors des
variétés s, du second Lype (correspondant au second cas du n°® 62).

On peut se demander s'il existe, en outre des iypes énumérés, des’
variétés 8, contenant un ou deux plans (®', ®"), sans en contenir une
infinité. Cela ne parait pas probable.

Il résulte évidemment du n° 62, indiquant les conditions pour qu’on
soit dans I'un ou l'autre cas, que les variétés 8, des trois types
dépendent respectivement de 10, 11 et 12 paramdtres.

G8. Propriéeés des transformations d’' Hermite. — 1l est possible
de simplifier la variété s, a étudicr par une translation, ou par une
transformation d’Hermite. ~

On peut d'ailleurs remarquer que la translation n'est qu'un cas
particulicr de la transformation d’Hermite. Ainsi, considérons la
translation ayant pour effet de remplacer G, G’, G” respectivement
par G + ¢, G'+¢', G" + ¢’, sans changer H, H', H”, qui suffit pour
amener I'origine sur 8,. On vérifie sans peine, par les formules (14")
et (22), qu’elle n’est autre chose que la transformation d’Hermite de
coeflicients tels que

tous les autres coefficients étant nuls.
Considérons d'autre part la transformation de coefficients tels que

Ay, =Ays=Q3 =1,

i1 == Q50 = Qo3 =1,
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tous les autres coefficients étant nuls. On constate immédiatement
qu'elle échange les coefficients B;; et By, jx;, ¢'est-a-dire en parti-
culier les coeflicients A, A’, X" d'une part, et «, &', u” d’autre part.
Elle transforme donc une variélé s, passant par l'origine en une
variété s, linéaire et réciproquement.

[’emploi successif de ces deux transformations permet évidemment
de transformer une variété s, quelconque en une variété linéaire &,
et méme, si 'on veut, en une variété &, passant par l’origine.

On peut montrer que la méme réduction est possible au point de
vue arithmétique, c’est-d-dire qu'une variété s, a coefficients entiers
peut étre réduite par une transformation d’Hermite d'ordre 1 en une
variélé linéaire & coefficients entiers (ayant mémes invariants I et J,
comme nous I'avons vu au n° 30). Nous n’insisterons pas sur ce point
de vue.

69. La transformation d’Hermite est une transformation ponctuelle,
et par suite de contact. A l'cnsemble des surfaces s, tangentes en un
point M & un plan &, correspond donc un ensemble analogue. Or ces
surfaces ont en commun les génératrices rectilignes ®, ®', ®” inter-
section du plan &, et du cone £, du sommet M. Il ¢n résulte immédia-
tement que les droites ®, parall¢les aux génératrices du cone g, sont
transformées en droiles analogues.

Appelons pscudo-sphére une quadrique située dans un plan P, et
ayant pour cone dirccleur le cone 2, de ce plan. Ces pseudo-sphéres
sont les seules quadriques ayant toutes leurs génératrices paralltles au
cone 2,. Une telle pseudo-sphere est transformée par une transforma-
tion d’Hermite en une surface doublement réglée dont les génératrices
sont aussi des droites ®; c’est donc aussi une pseudo-sphére.

Une droite AB, située sur le cone g, sans I'éire sur le cone e,
appartient, comme nous I’avons vu, & un plan P, et un seul. Il en
résulte aisément que le plan P, qui contient une pseudo-sphére peut
étre défini comme lieu des points d’ott 'on peut mener plus d’une
droite ® rencontrant cette pseudo-sphére. Il résulte immédiatement de
cette définition qu’un plan P est transformé par une transformation
d'Hermite en un plan P,

Des cones <,, 2;, S, et &5 de méme sommet M sont alors évidem-
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ment transformés en cones analogues ayant un méme sommet M'. Si
'on représente, comme nous I'avons fait & plusieurs reprises, une
droite ® passant par M par un point de m de coordonnées homo-
geénes ¢, ', ¢, et la droite ® correspondante passant par M’ un point
analogue m’, la correspondance entre m et m' esthomographique. En
effet, des points /n décrivant une ligne droite représentent des droites ®
décrivant un cone 2,, et cette circonstance se conserve dans la trans-
formation d'Hermite.

Mais il est essentiel de remarquer que la correspondance homogra-
phique entre m et m’ dépend du point M, deux droites ® paralléles
n’ayant pas en général pour transformées dans la transformation
d’'Hermite deux droites paralléles (de méme que dans I'inversion &
deux droites isotropes paralléles correspondent en général deux
droites isotropes non paralléles).

Il est enfin évident que la transformation d’Hermite transforme les
variétés §, et s, en variélés analogues, et qu'il en est de méme pour
tous les types de variétés s, correspondant au sens du n° 33 aux
différents types de variétés ¢ définis dans I'espace E ;.

70. Conséquences relatives aux variétés 8,. — Considérons une
variété &,, pour laquelle I'équation (77) ait ses racines distinctes. Son
intersection avec le cone 8, définit trois droites ®, @', ®" qu'on peut
prendre comme axes de coordounées obliques. Nous désignerons les
coordonnées correspondantes par &, ¢, «wv.

Par une transformation d’Hermite, une variété s, quelconque (sous
la seule condition que J* — 41I° ne soit pas nul; ce vas d’exception peut
ensuite s'étudier comme cas limite) peut se ramener a une telle
variété &,. Il en résulte immédiatement que :

1° Les coordonnées d’un point M de s, s’expriment rationnellement
en fonction de u, o, w;

2° Les courbes obtenues en laissant deux des coordonnées cons-
tantes et faisant varier la troisiéme sont des droites ® des trois
systémes ®, ®', ®"3

3° Les droites ® de la variété 8, coupant une méme droite ® en
coupent une infinité; clles définissent une surface w = const., qui
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peut étre définie d’une maniére analogue en échangeant les roles des
droites @ et des droites ®'. Cette surface est une pseudo-spheére ;

4° Toute varicté s, est, de trois maniéres différentes, le lieu d'une
série simplement infinie de pseudo-sphéres.

En tous les points d’une pseudo-sphére w = const., le plan P, déter-
miné par les génératrices @ ct ' est évidemment le méme; c’est celui
qui contient cette pseudo-sphére. Lorsque «w varie, ce plan P, reste
évidemment paralléle 4 une droite [ixe, qui est la direction des géné-
ratrices du cylindre s, contenant la variété s, correspondant ala méme
racine de I'équation (77) que les génératrices du systéme @” (d’aprés
la correspondance indiquée & la fin du n° 63).

Dans la représentation géométrique du n° 56, les trois droites
®, ®', ®” passant par un méme point M de la variété s, sont repré-
sentées dans un plan par trois points A, A/, A”. Les résultats préce-
dents s’expriment en disant que le coté AA’ de ce triangle ne dépend
que de w, et passe par un point fixe. De méme A’A” et A”A ne
dépendent respectivement que de « et ¢ et passent par des points
fixes.

Dans la suite, lorsque nous parlerons de génératrices d’une variété
8, ou 8, nous parlerons de celles qui sont paralleles & une génératrice
de 2, ou'g,, particuliérement intéressantes 4 cause de leur invariance
par une transformation d'Hermite, e¢t non des autres génératrices
rectilignes pouvant exister sur ces variétés, qui se transforment en
pscudo cercles (interscctions de deux pseudo-sphéres). De méme il n’ y
a pas intérél a distinguer les plans I, des autres pseudo-sphéres.

7. Variétés s autres que s, et s Corrcsj)ondance entre les
plans P et les plans 1T,. — Proposom-nous maintenant d’ (,l;l](lle[‘
les autres types de variétés s.

Aux diftérents points communs d'une des variétés L étudiées dans
Pespace E,; correspondent des systémes de relations singuliéres qui
représentent des variétés s, ou s, constituant un faisceau linéaire; les
points communs & ces vari¢tés constituent la variété s correspondant
a la variété L considérce. Cette variéié 8 peut étre composéc de points
dépendant de 1, 2 ou 3 paramétres, ou réduite & un point; elle peut
aussi étre composée de plusieurs parties algébriquement distinctes. -
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Il peut étre intéressant d’énumérer tous les types dec variétés s,
intersection de variétés 8, et $,, et d’examiner leurs correspondances
avec les différents types de variétés L. Nous nous contenterons d’indi-
quer les cas les plus simples.

Considérons d’abord un plan P,, qu'on peut supposer passer par
P'origine. Ce plan P, est situé sur une infinité de plans ¢, ; d’aprés le
n° 39, en effet, les cocflicients du plan &, étant définis par les
formules (78), si u, «’, &’ sont donnés, on a une double infinit¢ de
plans contenant un méme plan P’;. Si nous tenons compte maintenant
des termes du second degré, en introduisant les coeflicicnts A, A', A",
on obtient une variété 8, contenant lc méme plan P, pourvu quc

e +2u 4+~ N u"=o.

On obtient donc des variétés 8,, dépendant linéaircment de 4 para-
métres, contenant un méme plan P’;. Les poinls correspondants de
I'espace E,; forment donc un plan & 4 dimensions, licu de points
exceptionnels; c’est un plan II,. Le plan P, est donc la variété s cor-
respondant a un plan II,.

Les plans II, dépendent de 5 paramétres. 1l doit donc en ¢&ire de
méme des plans P,. En effet, ceux passant par P'orvigine dépendent

de 2 parameétres (% et -lf;), et les plans paralléles dépendent ¢videm-
ment de 3 constantes de plus, (@, p' et u”).

Nous savons que, dans un plan II,, les points cxceptionnels doubles
dépendenl de 3 parameétres. Le plan P, doit donc ¢tre sur une triple
infinité de cones 2. En effet, il existe unc simple infinité¢ de cones &,
ayant un sommel donn¢ el contenant P,; le choix du sommet introduil
trois paramétres. Mais chaque céne ¢, ayant une ligne de sommets,
est oblenu une infinilé de fois, de sorle que les cones ¢, conlenant P,
dépendent bien de 1 -+ 3 — 1 = 3 paraméLres. '

72. Correspondance cntre les cénes ¢, et les plans =, doubles. —
Chaque cone ¢, est situé sur une double inlinité de cones =, ayant
méme sommel que lui. Les points correspondants dans I'espace E,,
constituent des points exceptionnels doubles, dépendant linéairement
de 2 paramétres, et non situés dans un méme plan LI, (puisque les
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cones ¢, considérés n’ont aucun plan P, commun). Leur lieu est donc
un plan =, double. '

Les plans =, doubles, comme les cones 2,, dépendent de 6 para-
métres. La variété s correspondant & un plan ‘w, double est donc
loujours un cone &,.

13. Varidiés s correspondant a une variété ¢, spéciale, ou a une
droite spéciale. — Considérons un cone 2,, intersection d’un cone &,
par un plan P, contenant son sommet. Il est silué sur une infinité¢ de
variétés s, dont on obticnt les équations en prenant des valeurs quel-
conques pour les coeflicients &, ', A" des termes du second degre,
ceux du premicr degré devanl représenter un plan &, contenant P,.
On a ainsi des systémes de relations singuliérves dépendant de 5 para-
métres, représentant des variétés 8, dépendant de 4 paramélres. Le
cone €, est donc la variété 8 correspondant & une varicété L.

D’auatre part, ce cone apparienant au plan I’; et au cone 2,, la
variété L; considérée comprend le planll, et le plan =, double qui leur
correspondent. (Uesl donc une variélé © ; spéciale.

A la droite spéciale, intersection du plan 1L, et du plan =, double,
correspond une variété 8 comprenant ¢videmment le plan D, et le
cone &,.

Les droites spéciales d'un méme plan =, double, dépendant de
2 paramdélres, corvespondent bien toules i des variélés 8 consli-
tuées par un méme cone 24, et un quelconque des plans P, contenant
son sommet. De méme, la variété s, correspondant & une variable ¢ ;
spéciale, esl toujours un cone 2,.

74. Variétés s correspondant a une variélé 1 ; non speciale, ou
a une droite A non spéciale. — Considérons une pseudo-sphére, dans
un plan Py, et prenons pour origine un point de la pscudo-sphére. Le
plan tangent & 'origine & une variéié s, la conlenant, devant conlenir
ses deux géncratrices, ne dépend plus que de 2 paramétres, et les
systemes correspondant dépendent de 3 paramétres. En prenant
quelconques les coefficients A, ', A" des termes du second degré, on
obtient une variéi¢ 8, coupant P, suivanl une pseudo-sphére tangente
a lorigine a celle donnée. Il y a une condition a vérifier pour que ce
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soit la m¢me. La pseudo-sphére est donc la variété s correspondant &
une variété L;. Comme elle est dans un plan P’,, la variéié correspon-
dante comprend un plan II,. C’est une variété ¢ ;.

Les points des plans w, et ), correspondent & deux séries de
variétés s, contenant la pseudo-sphére sans contenir son plan P,. En
chaque point M de la pseudo-sphére passent deux génératrices @ et ®'.
Sur les variéiés s, d'une des séries considérces sont situées la droite @,
géndratrice isolée, et un cdne 2, contenant ®’. L’aulre série s’oblient
en interverlissant les roles de ® et ®'.

Considérons une droite 4, intersection d’un plan II, et d’un plan =,
non double, et par suite intersection du plan II,, et de la variété ¢
déterminée par le plan =, et le plan %, associ¢. La vari¢té s correspon-
dant a cette droite comprend un plan I’; et une pseudo-sphére qui ont,
comme nous le verrons, une généralricc commune.

Si la droite A est double, sans {tre spéciale, le plan II, qui la
contient est dans la variélé ¢ ; considérée. La psendo-sphére est donc
dans le plan P,. Les cones ¢, correspondant aux points de cette droite
ont alors en commun le plan P, et se touchent suivant une pseudo-
sphére de cc plan. On voit par cetl exemple que la variété s correspon-
dant & une droite A double non spéciale ne conlient aucun point de
plus que celle qui correspond a son plan II,; mais en considérant
la variété s comme !'intersection des variétés s, ou s, d’une famille
linéaire, la distinction entre ccs deux types de variéiés s devient trés
nette.

75. Relation avec la transformation de Lie. — Ce qui précéde
montre l'existence d’une relation entre les poinls exceptionnels
doubles de I'espace E,, et les paralléles aux génératrices du cone g,
dans 'espace E;. La variété 8 correspondant & un point exceptionnel
double A est, en effet, un cone €,, bien déterminé par son axe ®. Si
'on ne considére que les points A d’un plan IT, double, les droites ®
correspondantes sont, dans un plan P; déterminé, les droites qui
coupent une conique située a U'infini. Nous allons voir que cette cor-
respondance entre les points A et les droites ® est une transformation
de Lie.

Si, en effet, on considére les points A d’une droite A du plan II,
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double, les cones 2, correspondants se touchent (d’aprés le n° 74),
suivant une pseudo-sphére du plan P,. Or, les points singuliers de
certains d’entre eux, puisqu’il s’agit d’un faisceau linéaire, sont cer-
tainement des points de contact de tous les cines ¢, considérés. Les
axes ® de ces cones décrivent donc la pseudo-sphére. Si A décrit une
droite A, la droitc ® correspondante dans la transformation ¢tudiée
décrit donc une pseudo-sphére, qui est, d’aprés le n° 74, la variété s
correspondant & la variété £ ; dont le plan =, contient A. 81 A décrit
la droilc A" conjuguée de A par rapport au complexe des droites
spéciales, la variéi¢ £; est la méme, et I'on trouve pour les droites ®
les génératrices de I’autre systéme de la méme pseudo-sphére. Si enfin
la droite A appartient au complexe des droites spéciales, la pseudo-
sphére correspondante est de rayon nul.

Ces propriétés sont caracléristiques de la transformation de Lie.
La correspondance entre les points A d'un plan II, double et les
axes ® des cones &, correspondants est bien une transformation
de Lie.

Unc transformation d’Hermite conservant 1I, ‘définit, dans le
plan II; double, une transformation homographique conservant le
complexe des droites spéciales, et dans le plan P, une transformation
ponctuelle transformant les droites ® en droites analogues. Ces deux
transformations sont évidemment celles qui se correspondent dans la
transformation de Lie considérée.

76. Variétéss contenant un plan P, donné. — Elles correspondent
évidemment aux sections d'un méme plan II,. Nous connaissons déja
celles qui correspondent & un point, simple ou double, et & une droite,
simple, double, ou spéciale.

Considérons maintenant un plan II, non double, contenant une
droite spéciale. A ses points correspondent les variétés s, d’un réscau
(famille linéaire doublement infinie); ce réseau est bien déterminé
par le faisceau linéaire de cdnes ¢, correspondant aux points de la
droite spéciale, et une autre variété s;. Ces cénes ¢, onl en commun
le plan P; et un céne ¢, de sommet M situé dans D, ; celte variété s,
contient P, et M, et coupe par suite le cone ¢, de sommet M suivant
un cone g, situ¢ dans P, et une génératrice isolée ®. L'intersection
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de toutes les-variétés 8, du réseau comprend donc le plan P, et la
droite ® qui le coupe en M; leur ensemble constitue la variéié s.cor-
respondant au plan II, considéré. '

Le cas d’un plan II; double se traite d’'une maniére analogue, ou
comme cas limite du précédent. La variété¢ 3 correspondante com-
prend le plan P, et une droite ® de ce plan considérée comme droite
double; cette droite est celle qui correspond par la transformation de
Lie au plan II, double, ou au point A commun aux droites spéciales
de ce plan.

Considérons maintenant un plan II,. 1l contient une double infinité
de plans II, contenant des droites spéciales qui ont un point com-
mun Aj; & ces plans correspondent des variétés $ constituées par le
plan P; et des droites ®’, dont on ne peut rien dire, si ce n’est qu’elles
coupent une méme droile © de P, celle qui correspond a A. La
variété 8 cherchée représente donc l'intersection d’une famille triple-
ment infinie de variélés 3,, sans autre point commun que ceux de P’,,
et sans point de contact fixe; mais deux variétés de cette famille, cor-
respondant & deux points A, et A,, se touchent en un point mobile de
la droite ®, celui qui correspond par la transformation de Lie & la
droite spéciale du plan AAA,.

Parmi les plans II, contenant des droites spéciales passant par A,
considérons ceux qui contiennent une droite A simple contenant A. Il
leur correspond des droites ® coupant la droite ® du plan P,. Leur
lieu est évidemment la pseudo-sphére qui, avec le plan-P,, constitue
la variété 8 correspondant a la droite A. Nous voyons que, comme
nous P’avons énoncé au n°® 74, cette pseudo-sphére et le plan P, ont
une génératrice commune.

77. Variété s constituée par une droite ® et une pseudo-sphére
ayant un point commun. — Par une transformation d’Hermite, on
peut ramener la pseudo-sphére a étre un plan P,. La variété.s étudiée
est alors dans un plan &, bien déterminé, représenté d’une infinité de
maniéres par un systéme de relations singuliéres, c'est-a-dire que les
coefficients du premier degré, dans les équations d’une variété s,
contenant 8, dépendent d’un paramétre. Les coefficients A, X, A" véri-
fient une relation, puisque le cone e, qu'ils définissent doit contenir le
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plan P, (et par suite le plan P, contenant P,). La variété s, contenue
dans des variétés 8, représentées par des systémes dépendant de
3 paramétres, correspond a un plan €; ou g,.

Cherchons les variétés 3, contenant §, qui correspondent aux points
cxceptionnels de ce plan. Le plan tangent &, a une telle variété, au
point M commun & ® et P,, peut étre celui déterminé par ®, et le

.plan P, contenant P,; les coefficients A, X', A" doivent étre alors tels
que la génératrice (A, L\, ") soit dans P, (sinon on aurait une
variété §,, et non 8,); cela leur impose une condition, et I'on a une
double infinité de variétés s,. On peut, d’autre part, pour déter-
miner &,, prendre comme génératrice isolée une génératrice ® du
plan P,, et comme plan P, celui déterminé par ® et l'autre généra-
trice ®” du plan P,; il faut alors que la génératrice (A, X', 1) soit la
droite ®”, et I'on n’a qu’une simple infinité de variétés s, ; on oblient
une autre famille analogue en intervertissant ® et ®”.

Cela montre que la variété s étudiée correspond & un plan ¢ ,, dans
lequel les points exceptionnels constituent un plan II, et deux droites
A et A". La pseudo-sphére contenue dans cette variété correspond 4 la
variété £ 5 contenant £ ;. '

78. Variété s constituée par trois droites ®, ®', ®" se coupant en
un point M et non situées dans un méme plan P,. — Pour une
variété 8, contenant §, le plan tangent en M est bien déterminé; les
coefficients A, A', A" sont quelconques. On a ainsi une triple infinité
de variétés §,, correspondant aux droites D d’une variété L,.

La variélé s est située sur le céne e, de sommet-M; la variété L,
comprend donc un plan «, double.

En dehors des cones ¢, contenant ce cone €,, les variétés s, conte-
nant $ sont obtenues de la maniére suivante : le plan &, tangent en M
est défini par une des droites ®, ®, ®" et le plan P, des deux autres;
les coefficients A, A’, A" sont ceux d’une génératrice de ce plan P,. On
a ainsi trois séries doublement infinies de variétés s,.

La variété L, a laquelle correspond s comprend donc un plan
7, double, nappe spéciale, et trois plans II,. Clest la variété on,
étudiée n° 47.
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79. Variété s constituée par un pseudo-cercle. — Le pseudo-
cercle est 'intersection d’une simnple infinité de pseudo-sphéres dans
un méme plan Py. Il correspond donc a la vari¢ié oi,, lieu d’une simple
infinit¢ de pseudo-sphéres ayant méme plan de base.

Le pseudo-cercle peut se réduire en particulier, soit 4 une droite qui
ne soit pas une droite ®, mais qui soit dans un plan P, et, par suite,
paralléle a une génératrice du cone €, soit & deux droites ® et & qui
se coupent. Dans ce dernier cas, il y a décomposition entre les deux
séries de variétés 8, qui le conliennent sans contenir le plan I, ; les
unes admettent ®, les aulres ®', comme génératrice isolée. La
variété an,, & laquelle correspond le couple de droites (w, ®'),
conlient alors, en dehors du plan de base, des points exceptionnels
constituant devux nappes & trois dimensions algébriquement distinctes;
elles ont en commun le plan =, double auquel correspond le cone 2,
de sommet M.

En dehors de ce cas, un pseudo-cercle est situé sur deux cones <,;
la variété a trois dimensions, qui constitue avec le plan de base le lieu
des points exceptionnels dans la variété o, conlient donc deux
plans wt, doubles.

80. Variété s constituée par une droite ®. — Les variétés s,
contenant § sont assujelties a4 cing conditions (trois pour écrire
qu’elles contiennent un point choisi sur ®, deux pour que le plan
tangent en ce point contienne ®); elles correspondent donc & des
droites ) décrivant une variélé ow,.

Chacune de ces variétés contient deux pseudo-sphéres contenant ®.
La variété o, est alors le lieu des variétés £, auxquelles corres-
pondent ces pseudo-sphéres. Or, la droite ® est dans une simple
infinité de plans P, appartenant au cone ¢, d’axe ®, et dans chacun
de ces plans P, est située une double infinit¢ de pseudo-sphéres conte-
nant ®. Les variétés £ ; considérées ont une infinité de plans de base
distincts, contenant un méme point exceptionne! double A (celui
‘auquel correspond le cone ¢, d’axe ®, celui par conséquent que la
transformation de Lie transforme en la droite ®); 4 chacun de ces
plans de base correspond une double infinité de variétés ¢ ;.
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La variété o, contenant une infinité de plans II, contenant A, et,
par suite, le cone T’ de sommet A, n’est autre que le plan &, tangent
en A & la vari¢té V. Aux points duconeI correspondent des variétés s,
dans lesquelles & appartient & un cone 2, situé dans 8,, tandis qu’aux
points de la quadriquc Q associée a A correspondent des variétés s,
ayant ® comme génératrice isolée.

Aux points de la variété aw,, lieu des droites ® situces dans &, et
coupant un plan II, bien dé¢terminé du cone T', correspondent évidem-
ment des variétés 8, contenant ®, et pour lesquelles une des pseudo-
sphéres contenant ® est daus un plan P; bien déterminé.

On remarque que les variétés s correspondant, d’une part, au point
exceptionnel double A, d’autre part, au plan &, tangent en A a la
variété V, sont l'une le cone <, d’axe ®, l'autre la droite ®. Du pre-
mier de ces résultats, on peut aisément déduire le second. La droite ®,
lieu des points doubles de 2, est ¢videmment I'intersection de &, et
de toutes les variétés s, qui en different infiniment peu. La variété ov
correspondante comprend donc A et tous les points infliniment voisins
sur la variété V, et, comme elle est linéaire, tous ceux du plan &, tan-
gent & cette variété.

81. Variété s constituée par un point M. — Elle correspond
évidemment & une variété o, ,. Or, toutes les variéiés 8, ou s, contle-
nant M contiennent des droites ® passant par ce point, et M est 'inter-
section d'une double infinité de droites ®, dont le lieu est un cone e,.
La variété o, , est donc le lieu d’une double infinité de plans &,, dont
les points de contact décrivent un plan «, double. On voit ainsi que ce
licu, étudié n° 52, est bien une variété o, _

Aux poinls du plan =, double correspondent les cones d’axes ® pas-
sant par M. Par suite, & l'intersection de deux ou trois plans tan-
gents &, dont les points de contact sont sur un méme plan =, double
correspondent donc ’ensemble de deux ou trois génératrices d'un
méme cone &,. On retrouve ainsi aisément des résultats obtenus

n° 78 et 79.

82. Variété s constituée par deux points M et M'. — Elle cor-
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respond & U'intersection des variétés ow,, et o, auxquelles corres- -
pondent M et M'. Trois cas sont & distinguer.

Premier cas. — La droite MM' est une droite ®. Les plans =,
doubles dont les variétés o, , et 9, sont déduites ont un point com-
mun A, celui auquel correspond le cone e, d’axe ®. Les variéiés
My, et I, ont alors en commun le plan &, tangent en A a la
variété V, et la variété s comprend, non seulement M et M', mais
toute la droite MM'.

Deuziéme cas. — La droite MM’ est paralléle & une génératrice du
cone 2;; elle est alors dans un plan P,. Les variétés o, et o', ont
alors un plan II, commun. Leur intersection est une variété o, ayant
ce plan pour plan de base; les deux autres nappes de points excep-
tionnels y constituent une surface unique 4 4 dimensions, contenant
une simple infinité de plans =, doubles (puisque l'ensemble des
points M et M’ d'un méme plan P; est dans une simple infinité de
cones ©,, et, par suite, de cones € Sy dont les sommets decnvent un
pseudo cercle)

Troesze‘rr(e cas. — La droite MM’ est quelconque. Les variétés
»mu.o et My ont pour intersection une variété o, dans laquelle le lieu
deF bofnis &XOeptlonnels n’est pas décomposable.
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