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LIS FORMES D HEUMITE TERNAIRES. 3

Sur les formes d' Hermite terncires dans un corps

|

quadratique imaginaire (champs v —1 ety —2);

Par G. HUMBERT.

I. — Généralités,

Soit la forme d'lermite

() f(e,y3) g+ ey, + 0y U

@y )y by y 3o+ by s + " 5304 b 38, + ' 5,
a, a’, a’ étant desentiers récls, b, b, ... des entiers conjugués du corps
quadratique y — 1 ou y - 2, ainsi que @, a, ....

[.a forme / est dile primitive lorsque les coefficients «, 0], ... n’ont
aucun diviseur, entier rvéel, commun. Lorsque, de plus, a, @', @’ ne
sont pas pairs 4 la fois, la forme est dite proprement primitice.

I.e déterminant

a U, U
D= 10" o 0,
blu b a’

esl appelc déterminant de la forme. Son développement est
Dz wa’ a4 bbb - by by by — abby— o' U b, —a" 0" b,
Sil'on pose

@ &2y by ye--b 5o =N a @+ by 4 b5 =X,

'yt d yy - byse= Y, by +ay--bs ==Y,

by eg-+ b Yot-a"zy =Ly by +a s =,
on a

S(v, yys) =X ¥\ -3 ~~lu\o+)’ Yo+ 5.

La forme obtenuc cn remplagant dans la forme donnée 2, v, =
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(et aussi @,, y,, 5,) par leur valeur cn fonction de X, Y, Z, \,, Y, /,(.,
s'appelle la Jorme adjointe de la forme f(z, v, ).
Son expression est

a b, O X
b” «I 1) [} Y 7\ ]

— Wb a7 = XXp(a' @’ ——bby) ..
Xo Y, 7, O

On désigne par Q le plus grand commun diviseur (entier ordinaire)
des coefficients de I'adjointe; on prend Q> o si la forme fest définie
et Q <o sielle est indéfinie. La forme adjointe peut s’écrire QI
I est appelée la forme réciproque de /.

Les coefficients de 'adjointe sont

AN=aa"—b by, B, =b, b, —a’ ",
AN=aa -0, B = U, b\, —a' ',
Az a' — 0", By= U, 0, —ab.

Comme on a A’A” — BB, = Dua, ..., Q* divise Da, D', ..., c'est-
a-dire divise D, car les coefficients de la forme / n’admetient aucun
diviseur, enticr réel, commun.

On pose alors

b= Q24

Les formes /(a,y,s), pour lesquelles Q et A sont les mémes,
forment un ordre.

Les formes / et I' sont définies ou indéfinics en méme temps (cela
résulte des conditions pour qu’une forme soit définie).

On démontre, comme dans lc cas des formes ternaires ordinaires,
les deux relations Jondamentales.

La premiére est

J(xy yy 35 @0y Yo 30) Sy s ) = Ll QF (' y"—y'a" ..0)

(la seule différence avec les formes ordinaires est que H? est rem-
placé par HH,).

Dans les formes d'Hermite, il n’y a pas de genres, ce qui simplifie
beaucoup la théorie.
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Il. — Mesure du nombre des représentations d'un entier,
premier a >4 par les formes de 'ordre (£

L. Représentations propres. — On passe, comme dans la théorie des,
formes ordinaires, par la représentation d’une forme I)mau-('
Si, dans la forme /(x, y, ), on pose

&= ol 4 aln, &y = 0ty + &, 1y,
y =i+ pf'n, Yo=Boko+ B0,
< :}’E) +}"71, '307:}'050""‘ }"u"lm

™ R

24
les &, o', ... étant des entiers complexes, tels que les mineurs | 8
7

~2

soient premiers entre eux ( duns le sens de Gauss), et si
S(x, y, ) =o0(3,n) = ml,+ n"don + 0y Eny+ m'ang,
on dit que f(x, y, ) représente proprement g (%, 7).
Soit D = n"n!, — mm’ le déterminant de (%, n); ona
D =—QF(By — B, ...).

D est donc de la forme D = — QM”,
La represem.luon de o par f dépend de congruences, dont il suffit
d’écrire celle-ci (mconnues N, N,, conjuguées) :

NN, -+- Am = (mod M"),

Etudions d’abord le cas du champ y— 1.
On sait, par Hermite, que si M” est impair et premier & QA, cas dans
lequel nous nous placerons, ct si
M = pep’® L

le nombre de solutions de la congruence est

-G 5

Supposons Q ct A impairs; Loutes les formes F sont, dans ce cas,
proprement primitives.

On conclut, comme dans la théorie ordinaire, que « la mesure du
nombre des représentations propres de M”, premiers a 2QA, par les &,
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proprement primitives, d’'un méme ovdre (£, 3) (QA impair), cst
O\ O\ " - _;l) _'_— .
[1(— QM) 4 1, (— QM) N [. (,) )5

H(—QM") étant la mesure des classes de formes (positives, pro-
prement primitives) binaires d'Hermite, de déterminant —QM”,
II, la méme mesure pour les classes de formes improprement pri-
mitives ».

2. Conséquence. — On déduit du théoréme précédent I'équation
N N ey (e O (1.
A‘/ﬁﬁ‘(t, o zm‘[ll( Qm) - Ny ( ..()L)Jl;tll,, ‘l ( ; )l’,
Au premier membre, X parte :

1° Sur les § proprement primitives de I’ ordre (Q, .\),

2° Sur les , y, 5, entiers complexes du champ y—1, premiers
cntre eux, rendant § premier & 2 QA.

k cst le nombre de transformations, & déterminant 4 1 de § cn
clle-méme.

Au second membre, ¥ porie sur les m, culiers ordinaires premiers
4 2QA; p, py ... sont les facteurs premiers de m.

Or, d’apres une formule de M. Fatou,

ll(-—Qm)'—gm l[(-)[ (T_)!\)()J "p[l—{ (_I\)[I)}

o désignant les facteurs premiers > 1 de Q, et, d’autre part,
M (—Qm)=o si Qm =1 (mod)}),

2 .
H, (- Q) = 3 (- Q) si Qm =3 (modj).

Le second membre s’¢erit donce

— 1\ U 1
S = § [+ ()| (- 7):

Fp==1o00 g, selon que Qm=1 ou 3 (mod 4), c’cst-a-dire
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4 .
Prenons d’abord dans 2, le terme —‘,; la partie correspondante du

second membre est, en faisant m == = p /;
4 1 1 |
l . _—_—— e —= L= — ] e e
l“a 2‘“' PR plats VAN PE ’

Py P’y .. parcourent les nombres premiers impairs, 1 compris;
N
pour p ==1, on pose <| - F) =1I.
On voit de suite que X est un produit par rapporta p, p', .... La
somme des termes qui répondent, pour p, A x==0, 1, 2, ..., est

N I 1 Pt
e Z (l B i7> PR o T

[.)" 2
Donc, la premiére partic du second membre est

42y |
3 g"ml 3) ) ) l l"

I)‘

‘ .
/ parcourant tous les nombres premiers réels impairs premiers & QA.
Prenons maintenant dans A, le terme
m

b
3 (Qm '
1 —\) —1 °‘<——| @
Q P ps
L.a seconde partie du second membre est donc

(U >s-u(,,u,,§.+z “‘*‘*’(?)T"‘,ﬁ)f

c’cst-a-dire, cn sommant la progression géomélrique,

(@) S

On peut Iécrire

p /P
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L.e second membre total devient

)]

. —1\ 1
d3m,—2 () S R <_’_)7 :

3. Formule fondamentale. — \ppliquonsa laforme(5,v)="5%+ 92,
de déterminant — 1, la formule de Dirichlet du champ réel, on a

. 14—

1 - I)\
(1) 2= B
| p/e

Dans le premier membre, ¥ porte sur les nombres % ct v premiers
entre eux, tels que 52 + 4 soit premier & 2QA; dans le deuxi¢me, p est
premier, >1, premier & 2QA. On ne prend dans X" qu’une représen-
tation par série (c'cst-d-dire que si I’on a pris £, 7 on ne prend pas 13
n' déduits de &, n par unc des transformations de £*+ v* en elle-
méme). Autrement, il faudrait multiplicr le second membre de la
relation (R) par 4.

Multiplions membre & membre la relation obtenue précédemment
et R; on obtient au premier membre

2 1 Ql 1
0 oy L)
k& (@, y, ) = (3 +n?)
c’est-d-dire, en 52 *=— nu
a-dire, en posant §* + 7* = uu,,

= k]
AFs(vu, yu, su)

u="=5+ 7t est un entier complexe premier & 2Q4; Eet 7 sont pre-
miers entre eux dans le champ récl (cela exclut § ; entier récl >1
et v = o). Grice & la convention faite sur £, v, lout systéme £, v con-
venable figure une fois et une seule au premier membre, + désigne
toujours le nombre des transformations & déterminant +1de § en
elle-méme.

Le second membre est

1 1
1= — 1+ —

S — 0 s
1L, 11, P - ')::n m,———L

}
R == R

wl &~
el =o
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Transformons les termes du produit I, :

» I_,'z.v
1\ t ) t |> 1
I — — 1 - —_ 1 - — —
) CRl )=
l.e second membre devient, par une transformation connue,
y 1 S\ - -1 L ‘1 1 v C e 1
(9] 15 e \ nt ( |> Q 1 — .'Tx e n et
o n

]
§ NI 3 B )
i 1% 2-—

ot n, dans les X, pavcourt les nombres enticrs impairs positifs, pre-
miers a 2 QA,

~ . s I . [ .
I'aisons passer 2‘ —3 au premier membre; celui-ci devient

\1 1

ol o )
dnd [ F(ttiry nuy, nus)

c'est-d-dire
\ !

- FNY, 1Y

o X, Y, 7 ne sont plus premiers entre cux, mais sont tels quc
(X, Y, Z) cst premier a 2 QA,

P’ar les conventions faites sur £, v, chaque systéme X, Y, Z conve-
nable ne ligure qu’une fois.

On obtient ainsi I’équation fondamentale :

o, | o+ (:) 1]
2 [ . 0) |
R, Y, 7)) fa’;

AN \——l>l_“—l 'ﬁl_ﬂ—-l\l-.
t i 7 < no)u Q 24 n Z ( n ) ne
Au premier membre, X porte :

1° Sur les §; proprement primitives de 'ordre (A, Q);
2° Sur les X, Y, Z cntiers complexes tels que 7,(X, Y, Z) soit pre-
mier & 2QA.

Journ.de Math. (8" série), tome 1V. — Annce 1921, 2
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Au second membre, w désigne tout facteur premier, impair, >,
de Qj n, dans les X, parcourt les enticrs ordinaires positifs premiers
a 2QA,

A. Représentation ’un enticr. — En égalant dans les deux membres
] 3 ' e . ] . ' )
de I'équation précédente les coefficients dc —, on obtient le théoréme
suivant:

La mesure du nombre des représentations, propres ow non, de m,
posief, premier a 2QA, par les formes & proprement primilices de
lordre (Q, A) (Q, A impair), est

o [+ (2)3] [ ()] 2+(3):

la somne T étant étendue aux décompositions m = nn'.
Application. — Soit f = wa, + yy,+ 55,. Ona
Q=A=, F=f
Il n’y a qu'une classe proprement primitive de I'ordre (1. 1). Pour
cette classe, £ = g6. On a, par suite, le théoréme :

Le nombre de décompositions d’un nombre vinpar en une somme de

St carreés est
[4=(Z)| Z ()

X étant étendu aux décompositions m = nn’.

#. Cas de AQ pair. — On démontre que, si f est proprement pri-
mitive, elle ne peut représenter proprement des formes binaires impro-
prement primitives. Supposons donc f et § proprement primitives,
c’est-a-dire prenons toutes les f; proprement primitives del’ordre (QA)
dont les réciproques §; sont proprement primitives. Il n’y a pas i
introduire dans la formule les formes improprement primitives,
binaires, de déterminant — QM”; on fera donc A, = 1. Il vient

Sewrs =T 2= )
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les w étant les diviseurs impairs, premiers, > 1 de Q. On en conclul :

La mesure du nombre des représentations (propres et unpropres) par
les § de m impair, premier a 2QA, est

1, ) (e 1 of = 1
'§ S!l]m [l -+ (—;)—) ;)J 2 Il‘(*-,T-> ’

X étant étendu aux décompositions m = nn’.
Applications. — 1* Soient
Sy - ye 123, F o=y 1 2) Y+ 330, Q=1, A= o,

Les classes corvespondantes sont uniques dans leurs ordres respectifs;
k == 32 pour f ct§. On obtient le théoréme suivant :

Le nombre des représentations primitives ou non, de m impair, par
lcapression
2(w) + wy) + o)+ a}) -+ -

O L ]
.'.Z u*( —-,—) .
.0

20 [y Y Yy 35 F b VY, 235,

est

A=1.

-~

(g

b
¥

On obtient, de la mcéme facon :
Le nombre des représentations de m impair puar

@t el + 2l 4 2] + 2 (@l +x?)

83 e (%) :

Ces deux théorémes ont été.donnés, sans démonstration, par Liou-
ville (Journal de Mathématiques, 2° série, t. 9).

est

30 f=axaydyy+333, Fmdeay+3yye+ 53, QL=1, A=3,

1l y a une autre forme proprement primitive, du méme ordre, non
équivalente :
JSI= w2y yy -k ¥ 3 yos 4+ 2353,

'

La forme ¢'= 2vy,+yz,+ ¥,5 + 223, admet 6 automorphies;
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J' en admet donc 4 =< 6 = 24; f admet 32 automorphics. 1’ou le
théoréme :

Sotent N,, et N, les nombres des representations de m, impatr, premier
a 3 par les expressions

R e I SIS AR S 7L S TR
cl

Ty 4 234w A 2t a4 2o 4 20
On a, entre N,, et N, la relation

: N =87 :_"\“-.-’:_'>.
3N/:l+~lN/l!~Sl-l+("‘>- /d" (,LI,

1ll. — Représentations d’un entier (champ \/—2).

L. Cas de AQ impair. — Les formes f et § ont lcur discriminant
impair, et sont par suite proprement primitives. Le nombre des
" représentations propres par les § de m positif, premier 4 2Q4,
est (m=p*'p®...)

EM(Qm) + M(Qum ) m [

el

Or, par la théorie des formes binaires, on a :

2 [l -+ ( 0) ] |+ ( ’) L |,
R @) o) 14 /'»

M (Qm)=pM(Lm) el o= (l) | 0—<—)>l

Qm

')

M(Qm) ==

De méme que pour le corps  — 1,

N\ — 2\ 1
2 /”‘”(T 7 -~> 7’;| M(&m) 4+ M (Qm)mll, -l— <-—/; /\)I’] .
Au premier membre, a, ¥, 5 sont des enlicrs, premiers entre cux,
du corps y2, tels que  soit premic &l °$2A° les § sont les formes (pro-
prement primitives) d’invariants A, (). La somme du second membre
porte sur les z2 premiers a 2QA.
Le second membre s’écrit

E;n:—:["—_<7;;g>ll)]'~-— - | |
< gl (S2) ][ (55 o= () )
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La quantité sous le signe ¥ est

o [ (2 =) - ) ]

Pour m =1, on a dans cettc expression le terme

| , Q[ =2\ =2\
M(82) - M'(£) ou E“mb*(??)BJP*KTT>

que nous mettrons en évidence en écrivant (¢) de la fagon suivante :

—o\
umﬂl+<——)—‘
(1) (3]

A

24

<ol (=) e |- () (- ) (7 ]}

Sommons les progressions géométriques & = 1 &%} on a

%ll,,,ll,, 1 - (I — L,> P
7

)
[)5—2

(5 )

iHM(—n) < :) P\ p
- 7 \TO ]lp t-+{t1— — —_—
‘.),/l Q P’ |——<:)_.'__§
pp

1 — 2\ 1
I— — - I — —
ng" > Qum<—2)np (,,)p

0

ou encore

()

”] _1_—‘ 2 \ Q : —2\ 1
7 7))

p parcourt, dans1l,, tous les nombres premiers impairs, premiers & QA.

On a, d’autre part :

|
R

y )
11— —
)5
£2 4 aq? premier 4 2Q4, § et 1 plemlers entre eux.
Multiplions (1) et (5) membre a membre, en remplacant le second

”

| 1

3) P
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membre de (1) par (2); on trouve

N 1 Q ) f—2\ 1~ P
_ =<1 ol B R d ‘ ' -
z /\A:',S(‘l.“’v‘."‘ :“) 9 © _l—L ( [} >(ﬂ_lnl (l — ‘_ )\ | — (_ .l) l ‘
Q —°> »r
- == Nl -
G\ l_(-—?)_'_
/)

[,,c--z

. . ~— . : . B r
w st un entier du corps /2 premier & 2QA(u =% +n\2, fety
premiers dans le champ réel).
Le second membre s’écrit

I3

W | Y —_— lv ] S\ \ ]
ZIQ;"ZQH;E' n ¢ '-2)" ZI—_ZK PRUNTEEE

Q. , )
3 s+ il S ’
' 1% ﬂu'

n culier quelconque positif, premier & 2QA.
Chassant 2 —»0n a

Q gt
2 /“————'—5\(‘: \’7') = ;;Zum [ ( o ) ';,-)I
N —_a\ 1. 2 O ]
’% -\:in“’2l<‘)i j;-:—‘ﬂ( S.’.)Z}%Ekn)#i’

X, Y, Z sont des entiers quelconques du corps Zy'2, tels seculement
que $(X, Y, Z) soit premier & 2Q1; « est un diviseur premier im-
pair > 1de Q, n un entier quelconque, positif, premier & 2Q A.

2. Cas de QA pair. — On démontre, comme pour le corps y — 1
que M’'(L21) n'a pas a intervenir; il reste (les formes f et & élant
proprement primitives) pour la formule fondamentale :

O i Qoo | /=a2\1]g 1 —2\ 1
2#/;5&(\,\',:)“?""’ l'*‘(“?) 5_‘).-;»-‘—“2 ( n )7

3. Représentations d’un entier. — Dans le cas de QA impair, on
a le corollaire suivant :
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Le nombre total des représentations de m, entier positif, premier a 2QA
. ’ . 1
par les F;y une representation par g; comptant pour = est
. v i

%lllu‘IA ml SVd ‘ ““‘)“‘( Q >qu( )3

\

les sommes étant etendues aux décompositions m = dd', ou encore

S| (S0 2 (%) (- (3)

4. Application. — Soit Q = A = 1.
Ies formes &; sont alors :

Fim e+ yyo+ 330 (k= 24).
Fimaxg+2yyo+ (= iVa) sy + (= iVa)syy+ 253, (ka==48)
[car la forme 2y v, + (1 -+7y2) 5, 4+ (1 = i\2) 2y, + 223, a 21 au-

tomorphies, on en conclut que g, en a 48].
F, donne des représentations par 'expression

- e S 2 (0 2 02),

2y ¥, 5, 4, 1ty ¢ étant réels. Soit N, le nombre de ces représentations.
L.es représentations pour &, sont de la forme

mz= @i E oy H iyl s s (Vin— e n) F st 4
ce que l'on peut écrire
M=k axy b (2 53— 31 (S )R B2y R 5)

ou encore
’ M=%+ 202 4 0?4 2 Ty g2

avec la seule condition

) ) 1AW= 0 (mod 2)
ou &, impair. -
Soit N, le nombre de ces représentations.
LLa formule du n° 3 donne

(3 2e(),
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On en déduit une formule de Liouville, en distinguant différents cas,
1° m==5(mod8). — N, est le nombre des décompositions
(1) m=ar+ 2wt 20
ol ¢ et u ont méme parité, c'est-d-dire olt @ + ¥ + = est impair. Or,
les décompositions (1) sont de trois espéces :
1. Celles ol ¢ est pair, x, v, 3, ¢, © impairs. Soit X leur nombre;
2. Celles ou v est pair, un seul des z...uimpair. Soit Y leur nombre;

3. Celles ou v estimpair, trois des x...w impairs. Soit Z leur nombre.
Quelles sont celles de ces décompositions ol ' + y + 5 est impair?
D’abord, toutes les décompositions 1, en nombre X; parmi les décom-
positions 2, celles ou le carré impair figure parmi les trois premiers;

leur nombre est %Y.

Parmi les décompositions 3, il faut prendre celles ot un ou trois
’
carrés impairs figurent parmi les trois premiers; leur nombre est %)Z.

On a done

Ny=X 4+ oY o Lo
) J

Quant a N,, c’est le nombre des décompositions (1) ot 2 est impair.
I.a relation entre N, et N, est

(o N,=o N a2 (= 05

Nit+sNe=9 2 d ( 3

- ;v) . - ]

D’autre part, Y = = X. Soit, en effet, Y’ le nombre des décompo-
sitions 2 ot le carré impair cst le premier; Y'==. Ona X\ =2Y’,
car dans une décomposition 1 on peut remplacer la somme des quatre
carrés impairs qui suivent le premier par une somme de quatre carrés
pairs, et I'on sait que le nombre des décompositions de 8M + 4 en
quatre carrés impairs est double de celui des décompositions en quatre

v . b . - 2 \r
carrés pairs. On en conclut X = 2 Y, et, par suite, X = = Y.
On a ainsi Z'=35X. Prenons, en eflet, les décompositions 3 ¢

r . . v e . . ’ 1 ~
nombre Z’, ot les Lrois carrés impairs sont les premiers; Z'= =%
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S»it une de ces décompositions :
m=fi--fisit @i+ w2t (f: impair, @; pair).
Puisque me==5(mod 8) il faut que |

W, = 2n,. Wy T 20, avec n, + n, pair,
Alors,
m= o =) 2 (g n) 2y,
ou "
Mo e g Y (= R O (e g — ) (e e )

Ce qui est unc décomposition 1. Une Z’ donne ainsi deux décom-
positions 1. D’ot
. . ',
\ = aZ el X = ;.—)/4.

Il'y a ainsi entre \, Y, Z, N,, N, cinq relations qui permettent de

déterminer ces quantilés.
On trouve

S, 34 A NN [ — 2,
On a dongc le théoréme :
Le nombre des décompositions de m (== 5 mod 8) en

oty et B et - 20t

| %‘- Zdi (-:6—2-) (Liouville).

20 m-—=7(mod8). — Méme démonstration et mémes formules.
7
Soilent :

est égal a

X le nombre des décompositions (1) o1 ¢ est impair, ... impairs ;

Y le nombre des décompositions (1) ot ¢ est impair, un seul des z...«
impair;

Z. le nombre des décompositions (1) ol v est pair, deux des ... u pairs,
trois impairs.

Journ, de Math. (8 sévie), tome IV
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On a les mémes rclations entre les Netles X, Y. Z.
D’otl le théoréme:

Le nombre des décompositions de m == >ouy (mod8)en

Nz= 0t )kt (P 0t 0f)

' 62113(—62)-

3° m==1 (mod 8). — On considérc les décom[:ositions

.

os!

mz=nd -+ .+ d e 2t
et lex divise en:
a. ¢ pair; un des a; impairs, quatre pairs (en nombre X)) ;
b. ¢ impair, trois des x; impairs, deux pairs (cn nombre ).

H vienl
No= X 2,
A SR SR I
l\l::\—i—— —__':.\"1'7\
JD 10 I N}
e AN = S (22,
SR XIC

“n ¢liminant N, el N,, on obtient :
Le nombre des décompositions de m:-:1 (mod 8) en

L R e oR S S AR S (R S T
st
— ot : . .
lo?d'—' (—-—-) (Liouville).
sl 0

4° m=3(mod 8). — Méme démonstration et méme résultat.
On ¢tablit ainsi la formule de Liouville :
Le nombre des représentations de m, imparr, par

m=np 1t @ 2 a3t

i[o- ()| 2 (%)

la somme portant sur les décompositions m = ds.

est égal a
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X

IV. — Mesure des classes proprement primitives ternaires,
d’invariants €, A.

1. Traitons d’abord le cas du corps \ —1, et supposons, pour
instant, QA impair. Sotent /|, /,, ... des représentations des classes
proprement primitives (positives) ternaires, d'invariants Q, A (une
par classe), #,, &,, ... leurs recxproques. Les 7 sont propremeunt pri-
mitives, car leur déterminant A*(Q est impair.

On désiguera ici par :

w, tout facteur premier, impair. > 1 de Q ne divisant pas 4;
r, tout (acteur premier, impair, > 1 de L} divisant A;
3, tout facteur premier, impair, > 1 de A ne divisant pas .

Partons de I'équation fondamentale, que I'on peut écrire

1+( m\(’ lll IH— ——' --‘

V__'__T

i & (e, vo o 'l

LEEE

dmnd 105
—|> LN -x) -
Q Nt amd \

Posons s == 3 + &, multiplions les deux membres de 'équation par ¢
ct cherchons leurs limites, quand g tend vers zéro, par valeurs posi-
tives (décroissantes).

Limite du second membre. — Dans le crochet, la limite du
terme

' ) N -—I\) 1
—K“ -du“‘PAi n ate

est zéro. Cette limite est, en cffel, celle de

_WV 1. | AN ”——1) 1
— — — lim —_— ) —
( 2 .’-ln“l L‘oﬂ( n Jnrtve ?__.,,’
[

e e 3 3 S .. P 1
et la limite indiquée cst nulle, d’aprés Dirichlet, car }_‘ (——"—) — est

n
une quantité finie.
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La limite du second membre est donc
—1\ 1 S/ —1\ 1 0(284)
g“m[l+<w> ]]l|l+ r )7]2(”>E§‘.?‘QA ’

car, d’aprés Dirichlet, la limite de & Y} ——

~5 O 2 parcourt les entiers

positils premiers & 2QA est il ’:,f) Daus 2 <—> -0 1 parcourt ces

méues eutiers. D'ailleurs,

o(2Q4) a1 /0 1 .~<_|
2QA m;]l"‘ l m) "I'<IMI'> 1 (s 8)

L’expression de 2 <——) # a été donnée par Cauchy et Stephen

Smith. Posons
Q= Hyoll,.rlil;d,

Le nombre de décomposition de Q* en sommes de 7 carrés est

1Y —1N
Npos 41805 — % L
v 4184 r‘-a-i( w )

\

n parcourant les entiers premiers & 2(), cest-a-dive & 2 QA.
D’autre part (Smirw, t. I, p. 522), ona

Np== j'Q:‘ﬂ(,,[l - > II[ | 1—‘ —_ ]
d’oll
> — 1\ i ) —\
2 (5) = e [' (7]

Celte [ormule peut étre établie autrement.

L —D
Smith (t. I, p. 517) calcule 2 <———> ”'J, m parcourant les entiers

m
positils premicers a 2D.
Posons
—_ D o , .. .
—E vl (m lf“‘“'r premier & 2D,)

D=1,V (V* plus grand carré divisant D).

et
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2(""))_'_“:; \’ll,l[l-—( l)l) IJ
m m q q

¢ désignant un facteur premicr, impair, >1 de V.

IFaisons
b =0Q3 Q= 1L, 11, “5;
on a
b, =1, V=0Q;
de plus,

2(5)m=2(F)w

\

n parcourant les entiers premiers & 2Q4.

V est égal a 2!(1)1 > ;> ot /' est un entier positil, impair, quel-

conque; on sait que V' = -;—,, d’on

3k -5l (7))
La limite linale du-second membre est donc
e (23] G MC- - (33
S O | R )

3. Linu’lc du premier membre. — La linite des termes provenant

.I;L

Qe
&
el-

am

de §; sera o lun —!— pour { = =, ot T est le nombre des
Fi(x,y, 3)_ Ve

Or, 5;(w, ¥, 5) devaut &tre premier & 2Q4, il faut donner a X,
Y, 7 les valeurs complexes

X=a+20Q&  Y=8+2Qn Z=y+208

comprises dans un certain nombre N de séries (c’est-a-dire qu’il y a
N systémes «, 3, v). Q est toujours 1, 11, ;.

.
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Pourles X, Y, Z d’une série posons

:J):'——*‘Q() feae

37T sera Lrois fois le volume V de l’elllpsmde g, v, 3)z1, divisé
par le volume de la maille, qui est (—‘7 - Ainsi
Ve
3V 3T 1BV

D'ailleurs, V se calculerait aisément; il vaut mieux le prévoir
a priori. Prenons la forme

réciproque de
[=QAzri+ Qry,+ 33,
d'invariants Q ct A. Le volume de la sphére
Xi+. . +Ni=@?
est = a'; pour lellipsoide
AR Y P

g Ay, + Qd sz, — .
ce sera
3

I
(

1 .
5 m}(:\)-

La limite du premi~r membre est donc
NP A
k;) 6RQ8 G QA

YA b
N(2«/‘3 128 Q223

)
AN

ou

ct tout revient & calculer \.

Palcttl de N. — On établit, comme pour les formes ternaives
r(,ellus que g, d’invariants 4, Q, vcnﬁc la congruence

(<) F=a axx, -+ 5Ayy,+ g Q2453 (mod 224),
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ol «, . v sont trois entievs ordinaires vérifiant
25y w1 (mod 2247,
Au premier membre, § est 3(, y, 5), et la congruence a lieu quels
que soient x, y, 3 du corps y—1, les mémes dans les deux membres.
1l faut étudicr dans quels cas (c’est-a-dire pour quels z, y, ) § est
premier a 2Q4, c’est-a-dire aux (acteurs 7, ¢, w, 2.
1° Pour que & soit premier & r, il faut et il suftit, d'aprés (<),
que cx, soit premicr a r,, y et z ¢lant quelconques. Or, la congruence

XXGTEN, 2y ey (1—1) (mod r)

a, quel que soit le second membre choisi,

r (—,—L) solulions (Hermite).

(r—1) [,. —— (_I_'>] solutions (mod r),

pour x, y ¢t s étant d'ailleurs quelconques. y et s peuvent prendre
chacun (wmiod ') un nombre de valeurs égal & r#; donc, le nombre
des systémes de valeurs de w, ),, = (modr) tels que & soit premier a

ool =]

2° Méme résultat avec ¢; pour que § soit premier & ¢, il faut donner
aa (i el 3 élant quelconques)

)

De mémec que précédemment, le nombhre des systémes de valeurs
‘de x. y, 5 (mod¢), tels que 7 soit premier & 9, est

o= [=(F))

3° Pour que ¢ soit premier & w, distinguons deux cas :

On a donc

‘valeurs (mod o).
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a. Supposons yy,==o0 (1nod w). Combien cela donne-t-il de valeurs
(mod w) pour y?

Le nombre total des valeurs de y (mod w), puisque y =y, + iv,
est w?; le nombre des valeurs de ¥ (mod w) telles que ¥y, 0 (nod o)

est (d’aprés 1°) o
oo (]

Donc, le nombre des valeurs cherchées de y (mod w) est

sG] w0 pe@) ()

y ayant une de ces valeurs, pour que 7 soit premier & w, il faut donner
ax un nombre de valeurs égal, par ce qui précéde, &

ol ()

Combinant ces valeurs de « et de y, et donnant & 5 une valeur quel-
conque (mod w), on trouve ainsi, pour «, y, 5, un nombre de systémes
égal &

e (G )] G

A

b. Supposons yy,= o (mod w) Cela donne, |)0ll| y (mod w), un

o= ()

nombre de valeurs égal & (o — I) par

D’autre part, la congruence

oty +BAyyz==0  (modw)
a, enx,

(-1 . .
6) - ( ) solutions (Hermite);

6)
I'incongruence
axr,+ BAyy,# o (mod »)

1
en a donc un nombre égal & w* — w + ( = )

On trouve ainsi, en tenant compte de z, qui est quelconque, un



o
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\

nombre de systémes 2, v, 5 (wmod w) égal :

R e e |

La somme de (w') el (") est

e fo- (@) - 2]

Wt (o — 1) (00 1),

ou

Tel est le nombre des systémes ., y, s (mod w) pour lesquels 5 est
premier i .

4° Reste le facteur 2. Puisque «, 3, v sont impairs, pour que & soit
impair, il laut ct il suffit que wx, + yy, + 3, le soit, d’otlt 32 sys-
temes «, y, 5 (mod ).

Il résulte de la que le nombre des systémes .z, y, s (mod 2Q)). tels
cquc & soit premier & 2(), est

N == dall, o (m 1) (w?--1)

e (@ o (3]

8. Fupression de la mesure. — En remplacant N par sa valeur,
on obtient pour la limite du premier membre :

. 4
(2 ‘/.L/) ma = J2 ",.) {yl:‘(/n I) (h)")—— I)

< 165 — 1) [a_ (“)'ﬂ W (r —1) |:,‘~ (:,1>|

D’ailleurs,

O=U,0oll.r1l;d,

o

lgalant & la limile du second membre on trouve, tous calculs faits,

3= g [' _ <—“—|> 76l (:6“') 5| |- (:,—'> ,ll | + (=)1] |
~T; T |- <_T)|> i—)‘ I [. <_—)_') 5 ll,.ll _ C_l) ;‘I

On a ainsi U'expression de la mesure de ’ensemble des classes pro-

Journ. de Math. (8 série), tome IV. — Année 1921, /l
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prement primitives, positives, d’'Hermite (corps v— 1) d'invariants
QA impairs :
]

M(R, A) = %sawnm[, + <—_'> L '_“|

o) ) m?

—ai\ 1 A — N\, f-\ 1 ]
<l = (F)a [l F)E[w - ()0
w, lacteur premier (impair) >1 de Q, ne divisant pas A;
¢, facteur premier (impair) > 1 de A, ne divisant pas Q;
r, facteur premier (impair) > 1, commun & Q et 4 A.
On remarque que M(Q, A) =M(4A, Q), ce qui était évident, a
priori.

6. Vérifications. — 1° Q = A =1. On trouve
1
M(® 8)= .
La classe wx, + ¥y, + 53, admet un nombre d’automorphies égal
a4.4.1.2.3 =0b.
C’est la seule classe (1, 1).
2° Q =1,A =23. On trouve
=9 (Lt =2
M= & (- g+ >_ :

On a les deux classes

XLy Yo+ 353, " (k= 39),
LLy+ 2YYy 4 PIat+ YoS + 2535 (k =24)
et
— =2,
2 24~ 96

7. Cas de QA pair. — Les calculs sont analogues. On a, au second

membre de la formule initiale, au lieu de f—d’ c'est-a-dire de % le fac-
teur %, en vertu de 'expression obtenue plus haut dans le cas QA pair.

Donc, la formule ci-dessus subsiste, mais avec ,—39—0 ou T;'§ au lieu
) 4y g

1
de 5’ au second membre.
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Verifications :

1o Q=1, A=a, M(.,g):%.

La classe ww, + yv,+ 235, a 32 automorphies. C’est donc la seule
classe (1, 2).

16 1
29 Q= a, A=>, M(:z.a):m—:g.
On a les deux classes
ZLy+ 2V + 433, (h=10),
&L+ 2 )y + (14 ) yse+ (1 — ) yse+ 3535, (h=10)

(le nombre des automorphies de
230+ (V) y3 -+ (1— ) 5o+ 3335,

est en effet A’ = 4).
D’ott la conclusion :

« Le nombre de représentations de 2 (m impair) par
am =3+l 4ei et 45+ 45 (ol 5, -+ z, est pair)
et .
am =i vibdal - fal g5+ 45 (ol 3y 4+ 54 est impair ),

¢'cst-d-dire le nombre total des représentations

2= Vi A el e 45,

‘-’&2 da? <_;} l) ’

¢lendu aux décompositions m == d¢.
Cette formule est connue (démonstration par le développement
de 70}).

cst

8. Corps y— 2. — Le calcul de z Q—)-—:—, ol n parcourt les

nombres impairs, cst donné par une formule de Stephen Smith (t. I,
p. 518). On trouve
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La formule de la mesure, dans le corps i y2, pour les formes d'Her-
mite ternaires, positives, proprement primitives, d'invariants Q et A
impairs, premiers entre eux, est

1

|- -
M, 4) = g < ottt —— Lo

¢ étant un [acteur premier, positif, > 1 de QA.

9. Remarque. — La formule M(Q, A) est plus simple pour les
formes d’Hermite que pour les formes ternaires du champ réel; cela
tient & ce qu'il n’y a pas de genres pour les formes d'Hermite.

V. -— Mesure des classes, primitives ou non, mais propres,
positives, de déterminant donneé.

L. Mesure des classes proprement primitives de déterminant
donné. — Supposons donné, au lieu des invariants Q ct A, le détermi-
nant D(= Q*A), et D impair.

Considérons toutes les décompositions

= QA,

Pour l'une d'clles, les w, ¢, 1~ sont les facteurs premiers (1) de D
appelons-les p. Appelons toujours 7 les facleurs premiers >1 com-
muns i Q et A; nous avons

1 I
- _ (7)_) LT AN
oML, &) == D2l — Ll K“‘) i

Sommons pour toutes les décompositions D = Q*4A; il vient

96 M(D) = i, ¥ Iy | . <—I—'j ,l l

Q:

Or, soient
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Le facteur p est commun & Q et Asig>o0eta-—2p>0;il nel'est
passig=oousi2p = .

Calculons la somme 2, en distinguant les cas de & impair ct % pair.

1° % impair; 2p ne peut étre 23 on a donc

P
0 == 0,

N cee

I
Alors, dans ,, I}, on a, provenant du facteur p, les termes

vl SANE N A I - 1\ 1
oot ﬁJ’ _/7.["}’ (7)7\ o /)“"["l_(—/_f)ﬁ\'
On voit aisément quez estun produit étendu aux facteurs p, p', ...

Si = est impair, le terme du produit qui répond & p est la somme des
(uantités (1), c'est-a-dire

ou
| 1 : (’—— AW ] i
) L Lo o —)—5 ’ _,':-“»T
A [k, c'est-i-dire L rsr r_..
A 1 - I) }
— [— I — —
( ! ) ! ( roop
s o pair:
I
= 0, I, . oy )

| |
d’ot, dans ; I, provenant de p, les termes

1 | a1 1}
S AR O P R |

de somme
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1 1 . ( - 1) 1 l t ( (> .
pr_ N\ ) p T o %1
L P, Qest-i-dire |V prp

gRuCE gL

On a donc ainsi

AN L AN . B . 4

. i '—'(T P (T) ppt e
961\'(])):|)'l][; SN 1 1 |
()5 ()i

7 €étanl 1 si o est impair, el < p > si % cst pair; donc, en général,

ou

1 il
- — Tt

%14
1 = (T’]> et finalement

. (l\ I

N=) = r . SN

()ﬁ;\l(ID_):':‘:I)‘ZII’I,T——-——I)—L&.—; 1- L h"l’. : (-’I“) ’

o (=9 Ly VN A ANV

=55
(D ==p2p"* 05 D impair).

formule assez compliquée, qui donne la mesure de l'enscmble des
classes ternaircs d’Hermite, positives, proprement primitives, de
déterminant D, impair.

2. Passage aux classes primitives ow non. — Soit (a, o'y a’, ...)
une réduite proprement primitive (une réduile par classe) Lernaire
de déterminant

aa’ @000 hapair,

Soit & lec nombre de ses automorphies; nous aurons la relation fon-
damentale (déduite de la mesure)

of N = . \1 |)

-l (qd a" l)‘

X . W ' \ ' . ’ ”
Au premier membre, 2‘ s'étend 4 Loutes les réduites («, @', «’, ...)

ternaires d’Hermite, positives, proprement primitives, des détermi-
nants (aa’a”+...) impairs; & est le nombre d’automorphies de la
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réduite («, ', «’, .. .);ausecond membre,z s'étend & tous les entiers
positifs impairs D, et 1) = p*p'*

Remplagons au second membre D par p*p'*. .., on voit de suite que
ce sccond membre est un produit étendu aux nombres premiers im-
pairs p, p' et que le facteur qui répond & p est

’

1y
« 1 (.._)-‘ . . &t
l P 1z B W | ! 1 el
| |";ll)a(,\~—2) ’ ‘ (_l \) l \2 ‘N‘ : Q—‘/_;_) ;; - })—_7 T I)Tﬂ-i <T)

) . PP,

Sommant les progressions géométriques, on trouve pour ce facletr

On a ainsi

AN 1 _ p¥ )
9“24 L{aaa” 00 0) =1L R cr —y
v | R | R ol

Le second membre s’écrit, n parcourant les entiers positifs impairs,

4/ lj t
— ——— — @
pE ne \ noJ) st

nh

a relation

O S AT =2 2 2 ()

Chass



32 G. HUMBERT,

Au premier membre, 2 s'étend & toutes les réduites lernaires

(A, A', A7, ...) positives d'Hermite (des déterminants A \'A"+...)
primitives ou non, mais propres, c¢’est-d-dire que AA’ \” ne sont pas
pairsa lafois; A estlenombred’automorphiesdelaréduite(A, A A”%,...).
\usecond membre, # parcourt, dans les}:, les enticrs positifs impairs.

3. Mesure des classes primitices ow non. - ligalant dans les deun

N

. ] -
membres les coefficients de D’ ona la formule suivante :

« La mesure des classes d'Hermite ternaires, positives, primitives
ou non, mais propres, de déterminant I donn¢, impair, est

! ("
9—“2d ( y >d,

Xl » " ) "
la}_‘ s'¢tendant aux décompositions ) = d d'd" ou

s e, (2! Nl A Y U /—N
w1V (@] o () (G0

S s’étend aux diviseurs d de D, et , n) désigne la somme des carrés
) *2 . ] R
des diviseurs de noov o

On peut écrire aussi

O (D) 1 1 1=
2T T g A X (“\

D impair, # impair quelconque (positifs).
Pour les classes binaires, avec les mémes notations, on a trouvé

:)'Lg(l))_.lv_l_ﬂ AN
2o =52 (5w

v.‘)l'\.,(l)) SRR NI 2 '-_——_[ !
dami VTS e 52 n /st

On en conclut :

ou

Iy (D) = T';E(z;xnte(az),

la somme étant étendue aux diviseurs d de D,
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VI. — Evaluation arithmétique du volume du domaine
de réduction ternaire (corps y—1).

Reprenons la formule

1 v 1 N 1
2/. AA \” S 97) -I—S‘ ‘_23 ( )n“

Au premier membre, la 2 s'étend & toutes les réduites positives ter-
naires d’Hermite, de lordre propre (A, A’, A”, ...) des déterminants
AA'A”+... impairs; k est le nombre d’automorphies de la réduite
(A, A’y A7y ...) (une seule réduite par classe). Au second membre,
n est un nombre positif impair quelconque.

Taisons s = 3 + p, multiplions par p et faisons tendre p vers zéro
par valeurs positives décroissantes.

La limite du second membre est

t)bEn‘Z( n )7:'

Cherchons la limite du premier membre.

Nous prendrons seulement les termes ol &k =1; nous verrons
ensuite que les autres n’ont effectivement pas 4 intervenir.

Les inégalités de réduction sont

F;(A,A"A",...)S0;

elles sont linéaires et homogénes en A, A’, A”; B, B,, ...; en posant

B=B,+ (B, et AZo, A'Zo, A"Zo.

Les A, B prennent au premier membre toutes les valeurs entiéres

réelles vérifiant
F;<o, A,A" A" 20,

A, A’; A" non pairs & la fois, et AA’A” +... impairs.

Cherchons combien il y a de systémes de valeurs (mod2) des A, B
vérifiant ces deux derniéres conditions.

Journ. de Math. (8¢ série), tome V. — Aunnée 1921, 5
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Le déterminant est

AN N 4+ BB'B"+ BB B — ABB,— A'B'B;— A"B"Bj.
Sa pavité est celle de

ANA — A (B4 B3) — A/(BZ -+ B2) — A"(B' + B2).

Distinguons différents cas :

a. A, A, A impaivs.— Il faut B, + B, + B + B, + B’ 4 B, pair.
D’ou, pour les B, 32 systémes (mod 2).

h. A pair, Ay \impairs. — I faut B|, + B, + B, + 3, impair.
D’ot, pour B, B, ..., 8 systémes (mod=2), 2 pour les B,, 2 pour
les B,, en tout 32.

e. B pair, Ay A" impairs. — On trouve de méme 32 systémes pour
les 3.

d. A" pair, ', A" impairs. — On trouve de méme 32 systémes
pour les B.

e. A impair, \’, A” pairs. — 1l faut B+ B} impair; d’ou 2 sys-
temes (mod 2) pour B et B,; les, ..., B; étant quelconques (mod 2).
Cela fait 2.2* = 32 systémes pour les B, ..., B".

f- A’ impair, A’, A” pairs. — Méme résultat.

g. A”impair, A, A’ paivs, — Méme résultat.

Iin tout, on obtient 32 X< 7 systémes (mod2) pourles A, ..., I”
Prenons un de ces sysiémes; on a

.

A=a+oa,  By=0]+abj,

les «, 2, élant fixes, les a, ..., b, entiers réels quelconques.
Lalimite de la somme des termes correspondants du premier membre

I o .
est celle, pour / = % de ~37’ ol T est le nombre des AA’A”+... qui

PR Faed
sont S /.
Posons
A ® 2a

== =t
Ve Vi Vt’

On aura
Fijaaa”y by oooy b3) 20,
aa’a” Z o,

T RTINS
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et limite
3T aV

t ;‘3"’

Ny

V= / duedn', | dby,

[y

Pintégrale ¢tant étendue au volume dsfini par

Filaa' o ]S (a0, 0" 20, 0" 20), .
an'a’ 4. .. -t

La limite totale du premicr membre est donc

DRV

Ta ¢ R
\\‘3 > = —
S

*0.1l.ml d celle du second membre, nous avons

_310\ _rIg \ﬂ’—l)
‘ Pt

at gh 2 1O\ 12 y
d’oti

S S AR
1.03 sl 108 e \ 2 [ 02

-l . eosp e .
n, dans les}_‘, parcourant les entiers positifs impairs.

Nota. — Les termes ot k > 1 corvespondent & des réduites dont le
point représentatif (A, A\’, ..., B}) est, dans I'espace & g dimensions,
sur une face (ou une arcle) du volume V. Donc, il n’y a pas lieu d'en
tenir compte dans le calcul de V.

Remarque. — Si P'on désigne par & le volume de réduction de
I'espace a4 ¢ dimensions des formes ternaires positives d’llermite,
c’est-a-dire la région de 'espace ot est le point (a, ', a’, ..., b)), la
réduite étant (a, @', @*, ..., b)), K est un volume conique ayant l'ori-
gine pour sommet. Dans &, oun prend la région ou sont les points
(@, @, ..., b)) qui répondent aux réduites de déterminant S1; le
volume de cette région est V.



