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Sur les systèmes de relations singulières entre les périodes 
de fonctions abcliennes à trois variables; 

PAU PAIX LÉVY. 

INTKODUCTI ON. 

I. Notions générales. — l^'objet du présent travail est l'étude, 
clans le cas des fonctions abéliennes à trois variables, des relations 
singulières entre les périodes. Ces relations, déjà étudiées dans le cas 
de deux variables par M. G. Humbert (Journal de Mathématiques, 
1899 et 1900), sont nécessaires et suffisantes pour que les fonctions 
considérées admettent des transformations (au sens d'Hermite) 
autres que celles qui existent quelles que soient les périodes. Elles 
sont aussi nécessaires et suffisantes pour qu'il existe des fonctions 
intermédiaires, admettant les périodes considérées, autres que celles 
qui existent quelles que soient les périodes et qui sont réductibles aux 
fonctions thêta. 

Dans le cas de trois variables, les relations singulières constituent 
un système de trois équations du second degré. 

Notre point de départ est un résultat de M. Humbert, d'après 
lequel on peut déduire algébriquement d'un système de relations 
singulières un autre système de même forme, et, par des combinaisons 
linéaires, une simple infinité de systèmes nouveaux. Quoique équiva-
lents au système initial, ils décèlent l'existence de transformations et 
de fonctions intermédiaires autres que celles qui semblaient d'abord 
résulter seules de ce système. 

En considérant comme distincts les systèmes dérivés les uns des 
autres par l'opération indiquée par M. Humbert, que nous appellerons 
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opération #, un système de relations singulières dépend d'une manière 
linéaire et homogène de ι f\ paramètres, et peut être représenté par un 
point A de l'espace E

n à i3 dimensions. Les systèmes dérivés les uns 
des autres par l'opération $et par des combinaisons linéaires sont repré-
sentés par des points d'une même droite, quenous appellerons droite D. 

D'autre part, le système de périodes peut être représenté par un 
point M de l'espace E0 à G dimensions. Un système de relations singu-
lières est un système de trois relations entre les points A et M. 

Le point de vue auquel nous nous placerons est le suivant. De 
points A, A', A", ... résultent, par l'opération S et par des combinai-
sons linéaires, de nouveaux points. On arrive ainsi à définir une 
variété linéaire, que nous appelons variété L, d'où l'on ne peut pas 
sortir par l'opération $. 11 arrive quelquefois que, des systèmes donnés 
initialement, résultent algébriquement, mais pas par l'opération 
des systèmes représentés par des points non situés dans cette variété L, 
mais dans une variété analogue plus étendue. Cette circonstance est 
exceptionnelle et ne se produit jamais pour les variétés L déduites 
d'un seul point A (qui sont des droites D);elle ne sera signalée 
qu'accidentellement dans le dernier Chapitre de celle étude. 

Si un point M de l'espace E„ est lié par les relations singulières aux 
points A, A', A", ..., donnés dans l'espace E

u
, et par suite à tous 

ceux de la variété L déterminée par ces points, il décrit une variété, 
que nous appelons variété 8 correspondant à la variété L. 

L'objet de ce travail est l'étude des variétés L, des variétés s et de 
la correspondance entre ces deux sortes de variétés. 

Les relations singulières devant être à coefficients entiers pour être 
intéressantes au point de vue d'Hermite et de M. Humbert, cette 
étude peut être entreprise au point de vue algébrique et au point de 
vue arithmétique. Nous ne nous sommes placés qu'au premier point 
de vue, de sorte que cette étude peut apparaître comme devant servir 
d'introduction à d'autres recherches de nature arithmétique. Nous 
pensons toutefois qu'elle peut présenter en elle-même quelque intérêt. 

2. Résumé des principaux résultats; géométrie de Vespace Ε,
 3

. — 
Une notion fondamentale, dans l'étude de l'espace En, est celle de 
point exceptionnel. Nous appelons ainsi un point confondu avec celui 
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qu'on déduit de lui par l'opération 3. (Les systèmes de relations singu-
lières correspondant à de tels points seront dits systèmes exception-
nels.) 

L'étude de la substitution résultant de l'opération § effectuée sur 
les points d'une même droite D montre aisément qu'une telle droite 
contient trois points exceptionnels. Ce résultat a été obtenu par 
M. Humbert, qui a formé l'équation du troisième degré définissant 
ces points et qui introduit deux invariantsI et J. Si J2 — 4l3 = °> deux 
de ces points sont confondus, en un point exceptionnel double. 

J'ai complété ces résultats en montrant que les points exceptionnels 
constituent une variété V à 8 dimensions. Par chaque point excep-
tionnel passent une quadruple infinité de droites D. La propriété d'un 
point exceptionnel d'être double ne dépend que de ce point, et non de 
la droite D considérée. Au contraire, la propriété d'être triple dépend 
de la droite D. Tout point exceptionnel double est triple pour une 
triple infinité de droites D. 

L'étude des droites ou plans (variétés linéaires à un nombre quel-
conque de dimensions), situés sur la variété V, joue un grand rôle. 
Nous appelons ces droites!. Elles dépendent de 11 paramètres. Chaque 
droite Δ peut être considérée d'une manière et d'une seule comme 
l'intersection de deux variétés linéaires, l'une à 4 dimensions, l'autre à 
2 dimensions, situées sur la variété V. On a ainsi sur cette variété deux 
séries distinctes de pians, dépendant respectivement de 5 et 9 para -
mètres, que nous appelons plans 11, et plans Il n'en existe pas 
d'autre ( '). 

Dans ces plans, les points exceptionnels doubles sont définis par 
une condition linéaire. Dans un plan IIn on a ainsi un plan Π8

 double 
(l'indice désignant toujours le nombre de dimensions); dans un plan π

2
, 

on a en général une droite Δ double, et sur une droite Δ qui n'est pas 
double, on a un seul point exceptionnel double. Il peut arriver qu'un 
plan soit double, c'est-à-dire ne contienne que des points excep-

(') Par un point À de la variété V passent une quadruple infinité de droites Δ, 
qui se répartissent en une simple infinité de plans IL, et en une triple infinité 
de plans 772. Si le point A est double, une infinité simple de ces plans ττ2 sont 
doubles; ils sont situés sur la quadrique Q associée à A (voir plus loin dans le 
texte). 

Journ. de Math. (8· série), lome IV. — Faso. IV. uj.h. 46 
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tionnels doubles. Les droites d'un tel plan ne sont pas des droites Δ 
doubles quelconques; nous les appelons droit es Δ spéciales. Dans un 
plans II., double, ces droites constituent un complexe linéaire. Elles 
jouissent d'une autre propriété caractéristique : ce sont les seules 
droites Δ qui puissent être considérées comme limites de droites D. 

Ces droites Δ, plans ou II,, sont évidemment des variétés L. En 
dehors de ces variétés dont tous les points sont, exceptionnels, une 
variété L à h dimensions est évidemment un lieu de droites D dépen-
dant de // — ι paramétres, dont les points exceptionnels décrivent 
trois nappes ayant des nombres de dimensions //,, η.,. η.

Λ
 au plus 

égaux à η — ι. Il peut arriver (pie, parmi les droites l) qui décrivent 
la variété L, certaines se réduisent à des droites Δ spéciales qui ne 
soient situées sur aucune des trois nappes; on a alors une nappe 
spéciale. 

On démontre aisément que n
x
 /l, -+- //., == 2// — 2. On a alors 

trois cas à distinguer suivant que la valeur maxima η — ι est atteinte 
par ο, 1 ou 2 des nombres //,, n., etR3 

Premier cas : />, = //2 — /t — 1, //., = <>. — La variété L sera dite 
dans ce cas un plan Φ. C'est un lieu de droites D passant par un point 
exceptionnel fixe A. Le plan li le phis étendu est un plan à 5 dimen-
sions, lieu de toutes les droites D passant par A. Les deux nappes 
autres que celles constituées par le poiol A constituent une qua-
drique Q, à discriminant non nul, dite f/uadrique () <tssoci(:<· à A; 
elle contient A ou non suivant que ce point exceptionnel est double 
ou non. (Si ce point est double, il est alors triple pour les droites D 
tangentes à la quadrique; celles situées sur la quadrique, en nombre 
doublement infini, sont des droites Δ spéciales.) Cette quadrique 
contient deux séries triplement i 11 tinies de plans à 2 dimensions; les 
uns sont des plans τ:.; les autres sont des plans IL situés dans des 
plans ÏÏ,. Sur la quadrique Q, le lieu des points exceptionnels doubles 
est son intersection avec le plan polaire de A. 

Deuxième cas : n{ — n >-h //.,= // — 1. — La variété L sera dite 
dans ce cas variété 4^.· La variété 4^la plus étendue est une variété .r

5
 à 

δ dimensions, définie par deux plans t.., et associés, c'est-à-dire 
tels que toute droite joignant un point de l'un à un point de l'autre 
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soit une droite D; les plans π
2
 s'associent tous deux à deux de cette 

manière. La troisième nappe de points exceptionnels est un plan II,, que 
nous appelons plan de hase de la variété £Le lieu des points excep-
tionnels doubles est le plan II., double dans ce plan; il contient les 
droites Δ doubles des plans π» et qui sont conjuguées par rapport 
au complexe des droites Δ spéciales du plan ll

;(
 double. 

Il peut arriver que t.., et πί, soient confondus en un plan τ:
2
 double, 

lin tel plan, cl un plan 11, quelconque le coupant (en un point au 
moins, et par suite suivant une droite), déterminent une VariétéL2 
spéeialr. 

Troisième cas : //,, //., sont inférieurs à η. — ι. La variété L sera 
dite dans ce cas variété ;Ml. Les variétés de ce type peuvent être plus 
complexes que celles des deux premiers types. Signalons : 

La variété OU,,, à <) dimensions, lieu des variétés ^5, ayant même 
plan de base ; 

Le plan &
8

, à 8 dimensions, tangent à la variété Y en un point 
exceptionnel double A ; la quadrique () associée à A constitue une 
nappe de points exceptionnels dans è

s
; les deux autres sont constituées 

par le cone, lieu des droites Δ passant par A ; 
La variété Oli)0, à ιο dimensions, lieu des plans S

s tangents à la 
variété aux différents points d'un plan double; 

La variété 0)l„, à 6 dimensions, intersection de deux variétés on0 

dont les plans de base se coupent en un point exceptionnel double B; 
les points exceptionnels y constituent deux plans IL, se coupant en Β 
el la quadrique Q associée à B; 

La variété oit,, à 4 dimensions, intersection de trois variétés OIL0 

dont les plans de base se coupent deux à deux en des points exception-
nels doubles B, B,, IL. Les nappes de points exceptionnels sont trois 
plans IL, à ί dimensions, appartenant respectivement aux trois plans 
de base; il y a en outre une nappe spéciale, constituée parle plan 
Β, B,, B

2
, qui est un plan IL double. 

5. Géométrie de Γ espace Ε
β

. — D'après les notations adoptées 
pour les périodes, les coordonnées d'un point de l'espace E0 sont 
désignées par G, G', G", 11, IL, 11". Nous appellerons cônee^ le cône 
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défini paramétriquement par les équations 

G =/s, G'=r-,G8=C2 
11 "—ΙΊ\ 1Γ — Il "=11'. 

La génératrice joignant l'origine au point /, tt" scia dite généra-
trice (/, t") du cône ©

3
. Nous appellerons cône 8., (ou encore 

cylindre 3»), de coefficients t, /', le lieu décrit par le cône 8„ dans 
une translation parallèle à la génératrice (/, t', l'). On peut représenter 
soit la génératrice (/, l'

}
 t"), soit le cône 8, correspondant, par le 

point a défini dans un plan par les coordonnées homogènes /, L". 
Quand le point a décrit une droite la génératrice (/, l") 

décrit un cône du second degré 82
 dans un plan P

3
 à 3 dimensions. 

La translation de ce cône parallèlement à n'importe quelle de ses 
génératrices lui faisant décrire tout le plan P

3
, ce plan est situé sur le 

cône 8.j représenté par n'importe quel point de la droite α, a.,. Ces 
cônes constituent un faisceau linéaire ; leur intersection est constituée 
par le cône 8

;
, et le plan IV On peut considérer que la droitea1, a2 

représente soit ce faisceau linéaire, soit le plan P3
 commun aux 

cônes 8, de ce faisceau, soit le cône 82
 intersection de ce plan et du 

cône e3. 
Le lieu, soit de tous les cônes 8n

 soit de tous les plans P
3

, est un 
cône d'équation 

G =/
s
, G'=r-,G8=C2 

Nous appellerons pian la variété linéaire à trois dimensions 
déterminée par trois génératrices du cône 83, représentées par trois 
points α, a', a" non en ligne droite (s'ils étaient en ligne droite, ce 
serait un plan P

3
). Le plan e

;
, ne contient pas d'autre génératrice que 

celles introduites par sa définition. Il est donc représentable d'une 
manière unique par trois points a, a\ a". 

Nous appellerons plan la variété linéaire à quatre dimensions 
déterminée par un plan P

3
 et une génératrice du cône 8

3
. 11 ne con-

tient pas d'autre génératrice du cône 8
3
 que la génératrice isolée 

introduite dans sa définition et celles qui, situées dans P
3

, y décrivent 
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un cône ε2. f-.e plan G, est représentable par un point a et une 
droite «, α2· 

Un plan e3 est évidemment situé sur trois plans représentés 
chacun par un sommet du triangle act!a" et le côté opposé. Inverse-
ment, chaque plan G., contient une double infinité de plans g

3
, obtenus 

en choisissant deux points à et a" sur la droite at «2
. 

Nous avons considéré dans ce qui précède des cônes ayant l'origine 
pour sommet, ou des plans contenant l'origine. Nous désignerons par 
les mêmes notations ε3, ε3, ε5, l3;,, G,, g5 les différentes variétés 
déduites des précédentes par un changement d'origine. 

Un système de relations singulières définit une variété a, ou <s
3

, 
à ou 3 dimensions, suivant qu'il est exceptionnel ou non. S'il est 
exceptionnel double, la variété s., est un cône ε

ν
 S'il est exceptionnel 

simple, la variété .s, est un cylindre, dont la section plane est le lieu, 
d'une part d'une simple infinité de plans à 2 dimensions, d'autre 
part d'une simple infinité de droites. Le cylindre s, lui-même est 
donc le lieu d'une infinité simple de plans à 3 dimensions, qui sont 
des plans P

3
, représentés par des droites a» pivotant autour d'un 

point fixe; la génératrice représentée par ce point est parallèle à 
celles du cylindre. Le cylindre peut se réduire en particulier à un 
plan Gj. 

Une variété i>
3

, qui peut en particulier se réduire à un plan G3, 
peut se représenter paramétriquement de manière que les trois séries 
de lignes coordonnées soient des droites (0, génératrices de cônes e

3
. 

Les trois séries de surfaces coordonnées sont des quadriques, dont 
chacune est située dans un plan P

;l
, et a pour cône directeur un 

cône ε.,; nous appellerons une telle quadrique une pseudosphère. 
Les plans P

3
 correspondant à une même série de surfaces coor-

données sont parallèles à une mcrne droite du cône e3; par une 
translation parallèle à cette droite, chaque pseudosphère engendre 
un plan P

3 et la variété S
3
 engendre une variété s». On trouve ainsi 

les trois variétés .s., contenant une variété g
3

, représentant les trois 
systèmes exceptionnels dérivés par l'opération ê d'un système donné 
de relations singulières; chacune de ces variétés est liée à une série 
de génératrices rectilignes sur

 e
s
3

, et la recherche analytique des 
génératrices passant par un point de

 t
s

3
 correspond par suite à une 
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même équation du troisième degré, indépendante du point choisi, 
qui est celle indiquée au n° 2. 

Il peut d'ailleurs arriver qu'une variété ,s
a contienne d'autres géné-

ratrices tpie celles que nous venons de considérer; elles ne sont pas 
parallèles aux génératrices du cône s

a
. Il peut arriver aussi que les 

trois systèmes de génératrices parallèles à celles du cône 8
;
, se 

réduisent à deux distincts, ou même un seul, et ne puissent pas être 
prises comme lignes coordonnées. Ainsi, un plan G-, peut se réduire 
à un plan tangent au eône ε

3
; les trois points a> a'> a" qui le repré-

sentent sont alors confondus. 
Une variété S est évidemment une intersection de variétés ou £,. 

Indiquons la correspondance des principaux types de variétés £ avec 
les types de variétés L définis dans l'espace E

la
. 

Un plan P., est situé sur une quadruple infinité de variétés dont 
une triple infinité de cônes 8,. C'est la variété £ correspondant à un 
plan II,. 

Un cône 8
;
, est commun à une double infinité de cônes 8, ayant 

même sommet; c'est la variété è correspondant à un plan IL double. 
Chaque cône s., a d'ailleurs une infinité de sommets, et contient une 
infinité de cônes €

;)
, ce qui correspond au fait qu'un point excep-

tionnel double est sur une infinité de plans li
2
 doubles. 

Une droite Δ spéciale est l'intersection d'un plan 11, et d'un plan IL 
double. La variété correspondante comprend le eône 8

S
 et le 

plan P., correspondant à ces plans IL et JI
4

. Ce cône 8
3
 et ce plan IV, 

ont pour intersection un cône 8
a

, qui est la variété «s correspon-
dant à la variété £

;
, spéciale déterminée par le plan π

2
 double et le 

plan II,. 
A une variété non spéciale correspond une pseudosphère, dont 

le plan P., correspond au plan de base de la variété £
5

. 
A un pseudocercle, intersection de deux pseudosphères d'un même 

plan IV,, et par suite de toutes celles d'un faisceau linéaire, corres-
pond une variété Oll„, lieu d'une série simplement infinie de va-
riétés 4^

5
 ayant même plan de base. Si le pscudocercle se réduit à 

deux droites concourantes (nécessairement génératrices d'un même 
cône 8

3
), les deux nappes de points exceptionnels dans autres 

que ceux du plan de base, qui sont de toute façon des variétés à 
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trois dimensions, sont algébriquement distinctes, et ont en commun 
le plan IL double qui correspond au cône Sa. 

L'ensemble de trois generatrices du cone εΛ
 correspond à la va-

riété ;>ll
n
 intersection des trois variétés aux plans de base 

desquelles correspondent les plans P., définis par ces génératrices 
assemblées deux à deux. 

Au plan <?„, tangent à la variété Y en un point exceptionnel 
double B, correspond la droite <o, ligne des points coniques du 
cone C, correspondant à l>. 

A la variété ;Tv.,
0

, lieu des plans p
s
 tangents à Y aux points d'un 

plan tt.j double, correspond un point, sommet du cone C
3
 correspon-

dant au point -
a double. 

Si le point exceptionnel double Β décrit un plan lï
a
 double, la 

droite ligne des points coniques du corn» C, correspondant, décrit 
un plan P

:
, en restant, parallèle au cone de ce plan. La correspon-

dance entre 1> et cette droite <,0 est une transformation de Lie. 

4.Transformation d Uermitc. — La transformation dVllermite, 
qu'on peut envisager soit comme une transformation ponctuelle dans 
l'espace K„, soit comme une transformation ponctuelle dans l'es-
pace K,

a
, est utile à considérer dans la géométrie de ces espaces. 

Dans l'espace K
ia

, la transformation d'Hermite est une transfor-
mation bomograpbiquc, qui conserve la variété V, et transforme les 
variétés L des différents types en variétés analogues; elle transforme 
aussi les complexes de droites spéciales en complexes analogues. 

Dans l'espace K„, c'est une transformation ponctuelle, transforme 
une droite ni, parallèle à une génératrice du cone 0S

 en une droite ana-
logue, une pseudospbère en une pseudospbèrc et, d'une manière 
générale, une variété 8 en une variété analogue. Llle comprend comme 
cas particulier la translation et aussi une transformation permettant 
de transformer les variétés

 t
s

3 passant par l'origine en variétés
 t

s
3 

linéaires, c'csl-à-dirc en plans e.,. Par ces transformations, une 
variété

 t
S

3
 peut toujours cire transformée en un plan 0., passant par 

l'origine. Cette réduction permet d'obtenir aisément les propriétés 
des génératrices des variétés s3. 

On remarque l'analogie entre le passage d'un espace à l'autre, et la 
transformation de Lie, qui transforme une transformation bomogra-
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phique conservant un complexe linéaire en une transformation 
ponctuelle conservant les angles (transformant une droite isotrope en 
une droite isotrope). D'après le résultat final du n° 3, il y a plus 
qu'une simple analogie. 

3. Le Chapitre I du présent travail a pour objet la formation des 
systèmes de relations singulières. 

Dans le Chapitre II, nous étudions l'opération
 r
f de M. Humbert, et 

introduisons la notion de système exceptionnel. Dans le Chapitre III, 
nous étudions la géométrie de l'espace E,

3
; dans le Chapitre IV, la 

géométrie de l'espace Ec et la correspondance entre les deux espaces. 
J'indique maintenant quels sont les principaux résultats dus à 

M. Humbert : ce sont la formation des systèmes de relations singu-
lières, l'opération la détermination des systèmes exceptionnels 
dérivés d'un système donné, la formation des invariants 1 et J et leur 
invariance par une transformation d'Hermile d'ordre ι ; l'existence 
sur les variétés $

3
 de trois séries de génératrices rectilignes, dépendant 

de la même équation du troisième degré que les trois systèmes excep-
tionnels dérivés du système étudié; le groupement de ces génératrices 
en variétés à deux dimensions qui sont de deux manières le lieu d'une 
série simplement infinie de génératrices. 

Même dans l'exposé de ces résultats, il m'est arrivé de m'écarter de 
la marche suivie par M. Humbert. Pour la formation des relations 
singulières, l'introduction de notations symétriques m'a permis de 
simplifier l'écriture des principales formules. Pour le reste, les chan-
gements ont été plus importants, notamment en ce qui concerne les 
propriétés des variétés que j'ai liées à celles des autres types de 
variétés 8. 

Je veux, en terminant celte Introduction, adresser mes remerciments 
à \1. Humbert qui, ayant obtenu les résultats que je viens de rappeler, 
ayant fait notamment la découverte si féconde de l'opération a bien 
voulu me confier ses calculs et m'a encouragé à poursuivre l'étude de 
cette question ( '), 

Je rappelle que les principaux résultats des Chapitres I el II ont été 

(') Ces lignes ont été écrites avant la mort de M. Humbert, enlevé à la Science 
et à l'a flection des siens, alors que l'on pouvait espérer encore la continuation 
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énoncés dans une Note présentée à 1 Académie des Sciences le 8 juin 
n)i.'l par M. Humbert et moi. J'avais commis quelques erreurs en 
rédigeant le n° de cette Note. I.a géométrie de l'espace l\ls< connue 
cela résulte du résumé qui précède, est plus complexe que ne l'indique 
le passage en question. 

Les principaux résultats du Chapitre III ont été exposés le 28 avril 
1920 à la Société mathématique de l'Yanee. Ceux du Chapitre l\ sont 
inédits. 

CHAIMTKK l. 

10ΚΜΛΤΙ0Ν uns SYsrfcMKS la: kki.atioxs sint.i uIîkks. 

I. Votat/ons. — Soit un premier:νysfème de fonctions ahéliennés 
à trois variables U. V, W . admettant comme périodes normales 

Γ : ι. ο. ο. C. Il", It': 
\ : ο, ι. «>. Il ', (ι*. II : 

W : ο. ο. ι, IΓ. Il, (Γ. 

Nous désignerons aussi ces périodes par 

IV IN IV 

ρ;. .P; iv 
Ρ" Ρ" Ρ 

et représenterons symboliquement par le système de périodes 
simultanées I*,·. P-, PJ. Cn système quelconque tie périodes pourra 
être représenté par 

II) ΓΠ \tl V) -?■ Χ^\ίΑ r-. . . ·N6(P6). 

les \, étant des entiers positifs, nuls, ou négatifs. 
Nous poserons U — Ι', + ίΙί,. cl emploierons des notations ana-

logues pour désigner les parties réelles et imaginaires de V, W. C, 

de ses beaux travaux, ti m'avait manifesté notamment l'intention d'étudier le 
point de vue arithmétique, que j'ai laissé de côté au cours de ce travail (voir 
dernier alinéa du n° 1). 

Jour». <lt' Moth. ^S' sôruO. t*uno IV. — Faso. IV. uvm. l7 
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G', G", II, H', II". Si, dans l'expression (i), on donne aux X,· des 
valeurs réelles quelconques, on Irouve, au lieu d'un système de 
périodes (y?). un système de valeurs complexes des variables 

' υ,+ ί = + -+- Χ
;;
1Ι"-Η X

t;
 II', 

(M) ν = ν ι -t- / ν,- χ, p; -h. . .-η \Λν[,—\,-\- x.,\\'-r \sr.' + χ«ιι, 
[ w - w,-h i\v.,r= χ, ι»; + ...-h xj»;--\

;t
+ \,ιι -+- \3ιι + \(îr>". 

Ces valeurs sont d'ailleurs quelconques, puisqu'on sait qu'il n'existe 
entre les six systèmes de périodes aucune relation linéaire et homo-
gène à coefficients réels. VY,. W., I ,, \ ... W2

 sont donc six fonc-
tions linéaires indépendantes des X/. Leur déterminant fonctionnel, 
qui se réduit à 

i W t" utu" c ~\~ n" w\ 

n'est donc pas nul. On a ainsi une représentation des trois valeurs 
complexes !J. \ . W dans l'espace réel à six dimensions E„ parle point 

. de coordonnées X,,X
a

, ..., X„. L'ensemble des points représentant 
des systèmes équivalents de valeurs de IT. \ . XV (c'est-à-dire ne dif-
férant, que par les trois composantes d'une période (y?)] constitue un 
réseau cubique; nous dirons que ces points sout équivale/ifs. 

Considérons un deuxième système de fonctions abéliennes à trois 
variables u. e, ce. Nous désignerons par (m,·) le système de périodes qh 

(/]. (j], et désignerons pour le reste, par des petites lettres, les quantités 
analogues à celles qui. à propos du premier système, oui été désignées 
par les majuscules correspondantes. 

2. Le problème de lu transformation. — Le problème de la trans-
formation, an sens d'Ilermile, est le suivant : 

Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'on.puisse 
établir entre les deux groupes de variables des relations de la 
forme 

I U —· / u -H tu ν -H il M', 

(31 V — /' // -t- m' ν -\- n'w, 
i W t" utu" c ~\~ n" w\ 
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et telles (jue les fonctions abclienn.es du premier système s'ex-
priment rationnellement en fonction de celles du second. 

Nous dirons que la transformation (>) fait passer des variables U, 
V, W aux variables u, c, sv; ou du premier système de périodes au 
second. 

Γ». Mise en er/nation du problème. — Pour que les conditions du 
problème pose soient vériliées, il faut et il su fi i t que, toutes les lois 
(pic u. w or augmentent respectivement des trois composantes d'une 
période (arV l!, \, W augmentent des trois composantes d'une 
période (Ό. A chaque période (π,·) correspond ainsi une période 

( I ) "i. ι {ιΛ'ι ) 4- f//.s ( '-C·. ) -i ... 4- «/.,·, ( UV, ). 

les Ujj étant des entiers. Λ la période 

tRÙ -- >C| {πτ, ) -i- .c2
(sr

2
 ) -r- . . .-i- a afiO 

correspond alors la période 

Γ-C) V. \,ré,) -i- -r. . .·!·· Χ^γΛ 

les \, étant donnés par la formule 

t ·*» ) (/(.y.C, i- Ui.j.T., , . . . 4- (J .. I. <>1. 

Pour avoir les relations entre les coefficients a,\/ et les périodes, 
égalons les composantes de la période (70 aux valeurs fournies par les 
formules (3). Il vient ainsi, en remplaçant, les Ρ, Ρ'. P" par leurs 
valeurs, 

^ l - i tu 'li 4' " u"i "i.\ ·'· "i.; t · : ll"-r H . 
^ l - i tu 'li 4' " u"i "i.\ ·'· "i.; t · : ll"-r H . 

( /" </, . m"ι/] -ι- ιι" >/] -- ηi e/,.,11' i- u4
-,sU :^ l - i tu 

Désignons les seconds membres par bh Λ··, (>]. Pour if — ι, ·.», 1, il 
vient 

l //,. Ill (t.,, /I ~b2 
/' !> |, t)l //' ' h'

s
, 

i " i..,; b ]. m " :z~ h J, ti ' rzz ty. 
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Les formules (G), pour / /|, .">, G, deviennent alors 

(7) 

Λ, :::: Λ, 7,+ fh-A </" , 
h] - //, 7,·+ />'2 7/ -v · /■>·, 7/ , 

b"1«Ϊ V/-I- '/!'/" H- !>WII 

soit neuf rclalions entre les coeflieienls a
tl
 et les périodes des deux 

systèmes. 

■4. La transformation adjointe. — lin développant le système pré-
cédent, on vérilie aisément qu'on ne le change pas en effectuant simtil-
lanémenl les opérations suivantes : 

i° Sur les périodes : permuter les deux systèmes de périodes; 
•2" Sur les coeflieienls : remplacer chaque coefficient d'indices/, y 

par celui d'indice yzh 3, / ±3 (le signe ± ne peut donner lieu à 
aucune incertitude puisque les indices varient de ι à G) et changer en 
outre de signe les coeflieienls ayant un indice égala i, 2 ou 3 cl l'autre 
à Γ>, G. 

Si l'on range les coefficients en un tableau carré, divisé en quatre 
carrés de neuf elements, l'opération indiquée revient à ceci : rem-
placer chaque carré partiel par son symétrique par rapport au centre 
du tableau; remplacer ensuite chaque élément par son symétrique par 
rapport à la diagonale principale; changer le signe des éléments des 
carrés partiels traversés par la seconde diagonale. 

Si une transformai ion de coeflieienls a,· 
Ί
 fail passer du premier sys-

tème de périodes au second, il lui correspond, par l'opération préeé-
• dente, une transforma lion faisant passer du second système de périodes 
au premier. Ces deux transformations sont dites adjointes l'une de 
l'autre. 

Knlrc les neuf équations (7) nous pouvons éliminer les périodes 
d'un même système. On obtient ainsi deux nouveaux systèmes de trois 
équations qui se déduisent l'un de l'autre en permutant les deux sys-
tèmes de périodes, en changeant leurs signes, et en remplaçant chaque 
coeflicient par le coefficient correspondant de la transformation 
adjointe. Il suflit de former l'un d'eux; nous allons par exemple 
éliminer les périodes du deuxième système. 
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i». Elimination, des périodes du deuxième système. — Pour i = Li, 
les équations (7) donnent 

A, = A, - -+- A, h" - ι- Α., A'; 
A', = A', a' -t- A'4 A" -f- A', A', 
A'!, — A", a -4- A5 A"H- Aï, A'. 

I/élimination de a' donne les équations 

1 (A', A"),.
v
 ( A', b")

Ui
/t" ! (A\ A") ,.

3
 /#*« 

(«)/.'/= ahJakJ— O/iJ «kJ, 
( (Λ, //),,,/<" -h (ft,b').a h', 

où l'on a posé 
(A', t/')

f
j— A',·A} — A1;//,. 

t A". A — A} A/ — A, A,·, 
tA, A'),·.,■= A,· A}— A-Ay. 

De même, en faisant / = 5 et / = 6 dans les équations (7), on trouve 

( S' ) 

(· A', i,·' ( A'. A" )s<3 A -h ( A', A" )s<, A", 

(A", A : ( A , A ),.,3A+ ( A", A )o,i A'', 
(A. A')».;;-' '(.A, A')2ijA i · (A, A')o.|A". 

ts' > 
(A', A")

:L<LI
= (,A', A")

:M
A' i- (A'< ADA.SA, 

(A", A ~ (A", A )
;M

 A' -1- ( A", A )
;1
,
2

A, 

(A, A'(A, A')J,, A'-·- ( A, A');,., A. 

I^n ajoutant les équations de même rang- des systèmes (S), ( 8 ) 
cl (8 ), les périodes du deuxième système disparaissent; il vient 

(!>) 

(A', A"),.., ·+* (A'. A''H" ( A', A");·.,;— 

(A", A A )
2
,
;|

-|- (A", A O. 

(A, A' A, A')S.3"H(A, A' — O, 

équations qui ne contiennent plus que les coefficients aLj el les 
périodes du premier système. Ce sont donc les relations cherchées. 

Pour les développer, introduisons les notations suivantes : 

(10) 
(«)/.'/= ahJakJ— O/iJ «kJ, 

^i,j — (a) ij + ( a ) ij + (a) ij 

(les Aitj formant un tableau symétrique gauche), et appelons cj, (J', 
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if, ne, ne', ne" les mineurs correspondant respectivement à (i, G', G", 
II, H', II" dans le déterminant 

00 
G, ir, ir 

n= il", G', 11 . 

Il', II. G" 

K11 développant (//, on trouve 

(«)/.'/= ahJakJ— O/iJ «kJ, 

On en déduit aisément l'expression développée de la première équa-
tion (9). Calculant de même celle des deux autres équations, il vient : 

(12s) 
Λ;;.1ΐ

(|>

 +
A

i;
..nev+A.,

;i
ne'4-A2.rtG"-A;t.;iG'+(A2.5-A;(

,;)ll -ι-Λ, , ΙΓ — A
;i
 II -ί-Λ,. 1 <». 

A;;.c,ne -(- Α,-,., (|' 4 Α.·,,,·; ne η- α;(ι·, g —a^g· ■ —ι—( a 3. β—a ι. ) 11 α
 ;;

 ■ 11 —Αι
 ;i

ii -κΑ:ι,ι >>, 

As.«ne'-i-A6.,ne ^A^tf-ï-A^G'-A^G -ΗΛ,..-A, Α,ΙΓ-κ\,.,ΙΙ —Α.,.,·, ΙΓ-i-Α,..,-. Ο, 

ces trois équations se déduisant de la première par permutations cir-
culaires des indices 011 quantités 

(1.2,3); (-i.à.ti): (G. G', G"): (H, ΙΓ. II"). 

Appelons système de relations singulières entre les périodes un 
système de la forme 

^ Κ —λ(| -+-λ'nC'-Hy' Ci"—p"("i '-H(p' —/") Il 4-a' H' — y." ΙΓ-ί-,α ..·<>. 
(|3) > lî'-s/nC+À'i," 4-À'ne+^"G —y G"-t-(y"—a )11'-i-5" ΙΓ-,ί II ... 

( K"-Ant'4-/.'ne +>.■'(,· ·' + Î G'— y G -H* —y)trc-y 11 -/ ir-i-^o. 

On voit que, pour que la transformation de coofiicienls α,-j puisse 
faire passer du premier système de périodes au second, il faut que les 
périodes du premier système vérifient un système de relations singu-
lières de coefficients 

Ci) 
« = A,.}» ~ A|.

:>
. y — A|.,, λ Γ- A μ — A

2
.
:t

. 

a'=Aâ..„ μ — A J.;;, '/ A.,.,;. λ'=Α
β

..,. μ' A;,.,. 

?· ~ A3.·,, /— Λ;,.,!, V— A.
ti

;;, >J." — A ,.
 2

 , 

les Aij étant définis par la formule (10). De même, en utilisant la 
notation de transformation adjointe, on voit que les périodes du 
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second système vérifient un système de relations singulières de coef-
ficients 

l α = H,... β = H, ,, y = B
;1>v

, λ = Β,,», μ = H3,6 
ρ',') «' = 13,.,, β' = Β,;ϊι · / = B3,j. λ' — B3j1, /α' = ΒΜι 

( Β 1.1,, „3"= B,.,„ y" = B
:
«

>(

„ λ" — Β, ,u''rrr. B
4
.
8

, 

avec 
»/./ = (*)M + <«)& + («»/.. 

(î. Transformations ordinaires et singulières. — Les étani 
des entiers, il en est de même des A, y. On voit alors qu'il y a deux 
cas à distinguer: 

Premier eas. — Les coefficients du système (12) sont tous nuls, 
c'est-à-dire que 

(.5) 2 = ,3'=/\ 

tous les autres coefficients du tableau (i4) étant nuls. 
Dans ce cas, la transformation (5) aussi bien que la transformation 

inverse s'applique à tout système de périodes. Le système de relations 
singulières déduit du tableau (ι/j) est donc identiquement vérifié en 
même temps que celui déduit du tableau (i/f)· Une telle transfor-
mation est dite transformation ordinaire ou transformation 
di II ermite. 

Deuxième cas. — Les coefficients du tableau (i/j) ne sont pas tous 
nuls. La transformation définie par les coefficients aitj est alors dite 
transformation singulière. Elle ne s'applique qu'aux systèmes de 
périodes vérifiant les relations singulières. 

On remarquera que, si les périodes sont quelconques, non seule-
ment elles 11e vérifient pas le système formé avec les coefficients consi-
dérés, mais elles 11e vérifient aucun système analogue à coefficients 
entiers. Il n'existe alors aucune transformation singulière Rappliquant 
à ces fonctions. 

7. A partir du Chapitre 1 1, nous nous attacherons principalement 
à l'étude des relations singulières au point de vue algébrique, consi-
dérant des systèmes de relations à coefficients quelconques. A chacun 



374 PAUL LKVV. 

de ces systèmes correspondent, par les formules (10), des systèmes 
de coefficients «

(</
 (dependant de 21 paramètres), à chacun desquels 

correspond une transformation homographiquo (;>); mais une telle 
transformation, n'étant pas à coefficients entiers, ne correspond pas 
à une solution du problème de la transformation des fonctions abé-
Γι en nés. 

Ilemarquons (pic, même au point de vue algébrique auquel nous 
nous plaçons, il ne faut considérer (pie les systèmes de coefficients a

Lj 
dont le déterminant ne soit pas nul. Or ce déterminant, que nous 
désignerons par A, s'exprime en fonction des coefficients a

( r
 On a, 

en effet, 

(0,1 <0.2 .·· «|.« (0,1 «,.3 «l.il — «ι.ι — <0,2 — "i.t 
A2 = χ 

««,t <0i,2 ··· <0,11 «1·.,'. «11.;, «,1.11 —<0.1 —«,;.·>- a66+ 

ou, en faisant le produit par lignes, 

A |, | · · · A |, 
A-' ~ . 

A 11. I ... A j; 

11 n'y a donc à considérer que les tableaux de coefficients Au dont 
le déterminant ne soit pas nul. Or les coefficients 

3. A,,
4 A ; J > A

 <

 ;; A
 (

 2 til A ;j g A ,.
 <

 -j 

n'interviennent dans les relations singulières que par leurs dillé-
rences; on peut leur ajouter une même constante σ sans changer le 
système (i3). 

Le déterminant A2 est de degré (i en cr, le terme de plus haut degré 
étant σ°. Parmi les tableaux de coefficients A,-j correspondant à un-
même système de relations singulières, il y en a donc six au plus ne 
convenant pas, même au point de vue algébrique auquel nous nous 
plaçons. 

Dans le cas des transformations d'Hermite, l'expression de A2 se 
simplifie. Appelons A la valeur commune des coefficients (1 f>). On a 

3. A,,4 A ; J > A < ;; A ( 2 til A ;j g A ,. < -j 
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les autres coefficients Aétant nuls, et, par suite, 

Δ2 = lé', Δ = ±: /Λ 

Comme il s'agit d'une identité entre deux fonctions algébriques 
entières des coefficients a,j, le signe qui convient 11e peut changer, 
et il suffit d'une vérification sur un exemple numérique pour s'assurer 
que c'est le signe -κ On a donc 

Δ = /Λ 

De l'expression de Δ- résulte évidemment que les six tableaux de 
coefficients A,·,,· que nous avons considérés comme ne convenant pas, 
sont ici confondus; cela ne peut évidemment pas se produire pour une 
transformation singulière. 

Qu'il s'agisse de transformations ordinaires ou singulières, on peut 
remarquer que le déterminant Δ ne change pas si l'on remplace une 
transformation par son adjointe (il eu est, par suite, de même de X* 
pour une transformation ordinaire), et qu'on peut toujours le supposer 
positif en changeant au besoin le signe des périodes (Ί, G', G", 
M, II , II ; c' est ce que nous ferons. 

Dans le cas où les coefficients aLj sont entiers, ce déterminant a 
alors une signification simple. Par les formules (;">), à un cube de 
côté 1 dans l'espace correspond dans l'espace E„ un volume égal 
à Δ, contenant exactement Δ points équivalents à tout point donné. 
Il leur correspond alors inversement Δ points de l'espace e

(1
, situés 

dans un môme cube de coté 1 et en général distincts, par suite non 
équivalents, lin raison de la relation entre les espaces E

e et e„ et les 
systèmes de variables IJ, Y, W et u, r, or, on voit que Δ indique le 
nombre de systèmes de valeurs de w, 0, w non équivalents, correspon-
dant à un môme système de valeurs de U, V, W. C'est ce qu'on appelle 
Vordre île la transformation considérée. 

8. Representation géométrique dans l'espace Es ('). — Consi-

(') L'intérêt île celle représentation, ou de la représentation analogue dans 
le cas des fonctions abéliennes de deux, variables, a déjà été signalé par 
M. G. Humbert (Cours de 190S-1909 au Collège île France; voir sur ce sujet la 
Thèse de G. Colty). 

Jour», de Math. (8' série), tome IV. — Fuse. IV. iqu. 48 
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dérons mainlenanl les X, comme des coordonnées homogènes dans 
l'espace à cinq dimensions. Les expressions (i), égalées à o, repré-
sentent trois plans, dont l'intersection est ce que nous appellerons une 
droite, (l)ans la géométrie des espaces à 2//-4-1 dimensions, il est 
souventcoinmode d'appeler droite une variété linéaire à η dimensions.) 

Mais ce n'est pas une droite quelconque, puisqu'il existe lrois rela-
tions entre les périodes Q,, O,, (T.. Les équations d'une droite pouvant 
être résolues en général par rapport aux coordonnées \

(
, \

2
, X :i* et 

écrites sous la forme 
1 x, + \4g +χ5ιΐ" + χ,ιι; = ο, 

(16) ) x,4- x,\\\ -+- xsc.' 4- \r,u — 
( X

:J
 4- X; M' 4- Xj tt 1 4-X^i" —(», 

les conditions pour que les premiers membres puissent être identifiés 
aux expressions (i) sont évidemment 

(17) 11=11,, 11"= 11",. 

Nous appellerons complexe l'ensemble des droites dont les coefli-
cienls vérifient Irais relations linéaires. Les conditions considérées 
peuvent s'exprimer en disant que les droites appartiennent au com-
plexe C défini par les relations (17). 

Considérons maintenant les formules (5), qui définissent les relations 
entre les X et les x; elles représentent une transformation homogra-
phique dans l'espace Par les formules (:>) équivalentes aux 
formules (:">), on voit que la droite D 

υ - ν — ΛΥ = ο, 

qui définit le premier système de périodes et appartient au complexe C, 
a pour transformée la droite d 

Il — ~ IV = o. 

Pour que celte droite corresponde à un système de périodes, il faut 
qu'elle appartienne au complexe C, c'est-à-dire que les expressions 

it — ,r, 4- -h .rji" 4-+x6h1 
ν — .ra 4- h'\ 4- .î'sA'-' 4- ./γ, /<, 

•e rr χ.
Λ
 -h .r. //' 4- -ι-r6g" 
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obtenues en transformant les équations de la droite l) par la transfor-
mation homographique (soient telles que 

U — h j, h' fi \, h " — h"j. 

C'est précisément en écrivant qu'il en est ainsi que nous avons 
obtenu le système (12). Dans notre interprétation géométrique, 
les relations singulières déduites du tableau ( 14 ) sont donc celles 
qni expriment que ta transformée de la droite D par la transfor-
mation (;>) appartient au complexe C. 

De même les relations singulières déduites du tableau (i4') 
expriment que la droite I) est la transformée <Γ une droite de C. 

î). La différence entre les transformations ordinaires et les transfor-
mations singulières a alors une signification évidente : 

Le complexe C peut se correspondre à lui-même par la transforma-
tion homogrnphique considérée. Toute droite de C a alors pour 
transformée une droite de C, correspondant à un système de périodes. 
On est (du moins si les coefficients sont entiers) dans le cas des trans-
formations dTIermite. 

Dans le cas contraire, le complexe C se transforme par la transfor-
mation ^0) en 1111 autre complexe C,, et par la transformation inverse 
en un complexe C_

(
. Les seules droites correspondant à un système de 

périodes dont les transformées correspondent aussi à un système de 
périodes sont les droites appartenant à la fois à C et à C_t; leurs 
transformées appartiennent à la fois à C et à C,. On est dans le cas des 
transformations singulières. 

Les relations singulières déduites du tableau (q4) sont alors celles 
qui expriment qu'une droite de C appartient à C_,. Celles déduites du 
Tableau (14') expriment qu'elle appartient à C,. 

On échange évidemment les roles de C, et C_, en remplaçant la 
transformation (0) par son adjointe. 

10. Transformation des coefficients BM. — Il peut être utile de 
savoir ce que devient le tableau des coefficients (14) lorsqu'on trans-
forme les périodes par une transformation de la forme (5) autre que 
celle à laquelle il est lié par les formules du n° <5, en particulier lorsque 
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cette transformation est une transformation d'Hcrmite. Géométrique-
ment cela revient à transformer le complexe C par une transformation 
homographique 

(.8) Xy — + V.2J-ÏÏ + . . . + ae.y.r« (./ ~ 1,3, . . . , 6), 

analogue à la transformation (5). 
Traitons ce problème en définissant d'abord le complexe C par la 

transformation corrélative qui lui est liée; elle est de la forme 

(■9) U ,· — l«v,, X, 4- A-.s x 2 -h. . . -H 11!«,·,« X « (1 = 1, .··,<>), 

les U, étant des coordonnées langentielles et les niv ; constituant, un 
tableau symétrique gauche. D'autre part, la transformation (18) 

s'écrit, en coordonnées Langentielles, 

(iS#) 111— ot,-
yX

 L'i -h Us ~t~ · · · ■+"
 α

/',ι; 1 ι; ( ' —
 1

 >
 2i · · · > tî). 

Des formules (18), (18') et (19), on déduit 

— 2 2 2 α/,Λ·^Λ,/,·α>,
Α
..ΐ7-- ̂  Ht\·,,.*.7, 

en posant 

(ao) \iW/j =
 α

'
ν
'

,,ivu
" 

Dans ces formules, tous les indices varient de 1 à 6. 
Cette formule résout le problème de la transformation des coef-

ficients ni>,·,·. Il reste à établir les relations entre les coefficients ni.,,/ 

et IJ,y relatifs à un même complexe. 
Je dis d'abord que les coefficients m»/,; relatifs au complexe C sont 

(iG) ) x,4- x,»«»S,;î= A».«=G "'Vi,l= *Ki = — — « » 

tous les autres étant nuls. Cela revient à dire que toute droite de C, 
c'est-à-dire toute droite de la forme 

(•7) 

X, + X4G Η-Χ
5

Η" + Χ
ΰ
ΙΙ' = ο, 

X2 + X, JI"h- X5G' + X„li=o, 

X3 + X% 11' H- XB11'
 +

 xfiG" = o, 



FONCTIONS AltKLlKNNKS A TltOlS VAIUAIU.KS. 3 79 

est transformée en elle-même par la transformation 

( U, = X4t U.= X3, 1'»= \r,. 

\ lh--\„ U;,= -X,. U, = -X„. 

lin eliet, les trois plans (17) ont pour transformés, par cette trans-
formation, les points <le coordonnées 

G, II". Il\ I. o. O. 

Il", C.', II. ... I, O, 

11', II. (i", ·>, o, 1, 

qui sont situés sur ces plans. 
Les coefficients ιu»,· ;· relatifs au complexe Ct, transformé de G par les 

formules (5), se déduisent des précédents par la formule (20). il vient 
ainsi pour ces coefficients 

\Wv.y = («)V.\ "H «)».'« "■= lî<> 

Les deux systèmes de coefficients I»,, et ut»/./ relatifs à un même 
complexe sont donc identiques, et la formule (20) donne 

(·>·>.) !"*/./ —^ί/',Λ I*/»./.·· 

Il suffit d'utiliser la notion de transformation adjointe pour avoir la 
formule analogue relative aux \,j. 

De la formule (22) résulte sans difficulté que, si la transformation ( 18) 
est une transformation d'ilermitc d'ordre 1 : 

i° Le déterminant des coefficients lï,, est un invariant; 
20 La somme α + β'-+-γ"= l>

( i-t- IL.s-H est un invariant. 

Un calcul un peu plus long, mais sans difficulté, montre que 
l'expression 

[î'y"— χ~ -η y" a — '2h- 3,5' — y "2— λμ — λ'μ'— λ"μ" 

est aussi un invariant. 

11. Les fondions intermédiaires singulières. — Il existe un autre 
moyen de parvenir aux relations singulières. 
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On appelle fonction intermédiaire toule lone lion entière de //, r, tv 
qui se reproduit, multipliée par une exponentielle de la l'orme(iG) ) x,4- x,\\\ -+-
quand t/, e, w augmentent d'une période, lin désignant par f(n, e, «·) 
une telle fonction, onji ainsi 

/( II -I- qh f I- tj'iy «' 4- fj] ) :: + II, Γ, te) 

(i = i, G). 

Jill multipliant f(tt, e, m) par une exponentielle à exposant du 
second degré en tt, r, m, on peut s'arranger de manière que le produit, 
que nous désignerons par e, w), vérifie les relations 

(a3) 

φ(ιι H- ι, r, »e) =r φ(//, r,(iG) ) x,4 
φ ( //, e -r ι, »v) = φ(>/, e, ir)e0"", 

φ (//. e, «e 4- ι ) — φ(ί/, e, tv) t*0''. 

Les trois autres relations s'écriront 

(?4) 

φ( ιι H- g, e 4- h \ *v 4- h') — c "»· o( »·, u·), 

9(// -i- h\ e + g', le4- h) — c' 7',,-,,λμ ,,»·
 Γ)

 „.), 

?(« 4- h'y e -l- Λ, ie 4- g") = """'9(//, e, «·)· 

Les coefficients 0, /, m, /i ne peuvent d'ailleurs pas être quelconques. 
Il faut qu'on ajoutant successivement deux périodes, on obtienne un 
résultat indépendant de l'ordre des périodes. 

lin combinant deux à deux les équations (iî3), on trouve ainsi 

0 — ·.>. - A, 0' — 0'—(iG) ) x,4 

λ, λ', λ étant des entiers positifs, nuls ou négatifs. 
lin combinant chacune des équations (û3) avec chacune des équa-

tions (2/1), il vient 

/ ■ " ·>.τ:ί(α 4- λ' II')» — "'~i(£ -l- λ Hi ), η ·.— ■.>,-/(// 4- λ M"), 

Ι'~ ·>.γ/(«' -4 λ'ΙΙ ), λ" 11''), /é — ·>.-/( y'4- ÀG'), 

/■'= (ο"4- λ'Ο"), ·,>.-((ρ"+ λ"II'), y"-4λΙΙ), 

α, 3, γ, α'. ..., γ" étant 9 entiers. 
lin combinant enlin deux à deux les équations (2/1), et appelant 
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«χ, p.', u." de nouveaux entiers. 

I" IΓ 4- m" Ci' 4- η" Il — /' 11' -i- m' Il 4- /(' Ci" 4- ·>.τ.ίμ, 
l II'4-m II 4- «('."= ("G 4-/«ΊΙ"4-/ίΊΙ'4-·.*-/>', 

ί'G -h nt' II" 4- //'II' Ml" 4- m G'-h a II ■+■ ·>.~ιμ.'\ 

c'est-à-dire, en tenant compte des valeurs de /, ///, //, .... //", et appe-
lant toujours (f, .x" les mineurs du déleriuinanl des périodes 

).(, 4- λ'χ"-ι- λ"Χ'4- •/G'-- β"(Γ 4- ( ,3' — y") 11 4- τ! II' — α" II" ! μ - ο, 

λHC" 4- λ'(ι" 4- λ"ne 4 · y."11 — y Cl"4- (y" - - y. ) 11 4- y." 11" — y II -\- μ' - ο, 

λ ne' -ι- /.'Χ -ι - λ" (ι'" 4- 3 (ί'—α G -1- ( y —5')ΙΙ'4-2 II y \\" \-μ"·--ο. 

Ce système n'est aulre que noire système de relations singulières, 
sous la forme (i j). 

12. Les deux cas distingués au n° (> sont encore à distinguer ici. 

Premier cas. — Tous les coefficients des relations singulières sont 
nuls, de sorte que les périodes peuvent être quelconques. Posons 
encore 

α = ^:=y"=/,·. 

Les relations (22) et (23) deviennent 

9 ( U 4- ι, V, \Y) = 9 ( U, W W), 9(IJ -hG. ν-μ||",\ν-ι-ΙΓ)^Τ: 9( U, V. \\). 

■J( υ, V ι-1. \Y)9(U, V, W), o(U 4-11", Y 4-Ci', W4-II ) t:CV*'*v
 φ

( υ, \ , \\ ). 

9(U, V, W 4- I ) = 9( U, Y, W), 9( U -1- 11 ',. Y 4-11, W 4-G") = C V3*"w 9 ( l \ Y, W ). 

La fonction 9 est alors une fonction tJicfa. Ainsi, dans le cas où il n'y 
a pas de relations singulières entre les périodes, les seules fonctions 
intermédiaires sont les fonctions thêta et leurs produits par des expo-
nentielles à exposant du second degré en U, V, W. 

Deuxième cas. — Les coefficients des relations singulières ne sont 
pas tous nuls, de sorte que les périodes ne sont pas quelconques. On a 
un nouveau type de fonctions intermédiaires, qu'on appelle fondions 
intermédiaires singulières. 

L'existence d'un système de relations singulières à coefficients 
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entiers, vérifié par un système de périodes donné, est donc la condi-
tion nécessaire et suffisanlo pour qu'il existe des fonctions intermé-
diaires, autres que les fonctions thêta, admettant ces périodes. 

Il était évident à priori que les deux propriétés que nous avons 
considérées successivement, l'existence de transformations singulières 
et l'existence des fonctions intermédiaires singulières, sont toutes les 
deux invariantes lorsqu'on transforme un système de périodes par une 
transformation d'Ilermite. Mais celte remarque ne suffisait pas pour 
affirmer la simultanéité de ces de^x^^jp^rétés. Les deux calculs que 
nous avons faits sont donc bien /q&bssaircs;.'' \ 

( I sfft'rrc.) 


