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FONCTIONS ABELIENNES A TROIS VARIABLES. 357

Sur les systemes de relations singulicres entre les périodes
de fonctions abélicnnes ¢ trois wariables

Par Pavr LEVY.

INTRODUCTION.

1. Notions générales. — [lobjet du présent travail est I'étude,
dans le cas des fonclions abéliennes a trois variables, des relations
singuliéres entre les périodes. Ces relations, d¢ji étudiées dans le cas
de deux variables par M. G. Humbert (Journal de Mathématiques,
1899 el 1900), sont nécessaires et suffisantes pour que les fonctions
considérées admettent des (ransformations (au sens d’Hermite)
autres que celles qui existent quelles que soient les périodes. Elles
sont aussi nécessaires et suffisantes pour qu'il existe des fonctions
intermédiaires, admettant les périodes considérées, autres que celles
qui existent quelles que soient les périodes ct qui sont réductibles aux
fonctions Lhéta.

Dans lc cas de trois variables, les velations singuliéres constituent
un systéme de trois équations du sccond degré.

Notre point de départ est un vésultat de M. Humbert, d’aprés
lequel on peut déduire algébriquement d'un systéme de relations
singuliéres un autre systtme de méme forme, ct, par des combinaisons
linéaires, une simple infinité de systémes nouveaux. Quoique équiva-
lenls au systéme initial, ils décélent I'existence de transformations et
de fonctions intermédiaires autres que celles qui semblaient d’abord
résulter seules de ce systéme.

En considérant comme distincts les systtmes dérivés les uns des
autres par 'opération indiquée par M. Hlumbert, que nous appellerons
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opération $, un systéme de rclations singuliéres dépend d'une manitre
linéairc et homogéne de 14 paramétres, et peut étre représenté par un
point A de 'espace E,, 4 13 dimensions. Les systtmes dérivés les uns
desautres par I'opération §et par des combinaisons linéaires sont repré-
sentés par des pointsd'une méme droite, que nous appellerons droite D.

D’autre part, le systéme de périodes peut é&tre représenté par un
point M de P’espace I, & 6 dimensions. Un systéme de relations singu-
licres est un systéme de trois relations entre les points A et M.

Le point de vue auquel nous nous placerons est le suivant. De
points A, A’, A", ... résultent, par Popération & et par des combinai-
sons linéaires, de nouveaux points. On arrive ainsi & définir une
variété linéaire, que nous appelons variété L, d’ott I'on ne peut pas
sortir par I'opération . 11 arrive quelquefois que, des syst¢mes donnés
initialement, résultent algébriquement, mais pas par I'opération ¢,
des systémes représentés par des points noun situés dans cette variété L,
mais dans une variété analogue plus étendue. Cette circonslance est
exceptionnelle et ne se produil jamais pour les variélés L. déduites
d’un seul point A (qui sont des droites D); elle nc sera signalée
qu’accidentellement dans le dernier Chapitre de cette ¢tade.

Si un point M de 'espace I%, est li¢ par les relations singuliéres aux
points A, A’, A”, ..., donnés dans I'espace Ii,,, et par suite & tous

“ceux de la variété L. déterminée par ces points, il décrit unc variété,
que nous appelons variété s correspondant a la variété L.

I’objet de ce travail est 'étude des variétés L, des variétés s et de
la correspondance entre ces deux sortes de varictés.

Les rclations singuliéres devant étre & coefficicnts entiers pour étre
intéressantes au point de vue d'Hermite et de M. Humbert, cetle
étude peut étre cntreprise au point de vue algébrique et au point de
vue arithmétique. Nous ne nous sommes placés qu’au premier point
de vue, de sorte que cette étude peut apparaitre comme devant servir
d'introduction & d’autres recherches de nature arithmétique. Nous
pensons loutefois qu’elle peut présenter en elle-méme quelque intérét.

2. Résumé des principaux résultats; géoméirie de 'espace . —
Une notion fondamentale, dans I'étude de I'espace E,,, est celle de
point exceptionnel. Nous appelons ainsi un point confondu avec celui
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qu'on déduit de lui par Popération 7. (Les systémes de relations singu-
licres correspondant & de tels points seront dits syst¢mes exception-
nels.) ‘

[.’étude de la substitution résultant de I'opération § effectuée sur
les points d'une méme droite D montre aisément qu'une telle droite
contient lrois points exceptionnels. Ce résultat a été obtenu par
M. Humbert, qui a formé Péquation du troisicme degré définissant
ces points et qui introduit deux invariantsI et J. Si J* — 41° = o, deux
de ces points sont confondus, en un point exceptionnel double.

J’ai complété ces résultats en montrant que les points exceptionnels
constituent une variété V a 8 dimensions. Par chaque point excep-
tionnel passent une quadruple infinité de droites D. La propriété d’un
point exceptionnel d’¢tre double ne dépend que de ce point, et non de
la droite D considérée. Au contraire, la propriété d’étre (riple dépend
de la droite D. Tout point exceptionnel double est triple pour une
triple infinité de droites D.

L’étude des droites ou plans (variétés linéairves & un nombre quel-
conque de dimensions), situés sur la variété V, joue un grand role.
Nous appelons ces droites A. Elles dépendent de 11 paramétres. Chaque
droite A peut étre considéréc d'unc maniére ct d'une seule comme
I'interscction de deux variétés linéaires, 'une & 4 dimensions, l'autre &
2 dimensions, situées sur la variété V. On a ainsi sur cette variété deux
séries distinctes de plans, dépendant respectivement de 5 et g para-
métres, que nous appelons plans 1, ct plans =,. 1l n'en existe pas
d’autre ().

Dans ces plans, les points exceptionnels doubles sont définis par
une condition linéaire. Dans un plan 11, on a ainsi un plan II, double
(Vindice désignant toujours le nombre de dimensions); dans un plan =,
on a en géncéral une drorte A double, et sur unce droite A qui n’est pas
double, on a un seul point exceptionnel double. Il pecat arriver qu’un
plan =, soit double, c’cst-a-dire ne contienne que des points excep-

(") Par un point A de la variété V passent une quadruple infinité de droites A,
qui se réparlissent en une simple infinit¢ de plans II,, et en une triple infinité
de plans 7,. Si le point A est double, une infinité simple de ces plans 7, sont
doubles; ils sont situés sur la quadrique QQ associée & A (voir plus loin dans le
texte).

Journ. de Math. (8° séric), tome 1V, — Fase. 1V, 1921, 46
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tionnels doubles. Les droites d’un tel plan ne sont pas des droites A
doubles quelconques; nous les appelons droites A spéeiales. Dans un
plans IT; double, ces droites constituent un complexe lin¢aive. Elles
jouissent d'une autre propriété caractéristique : ce sont les seules
droites A qui puissent étre considérées comme limites de droites D.

“Ces droites A, plans =, ou I, sont évidemiment des variétés L. En
dehors de ces variétés dont tous les points sonl exceptionnels, une
variété L & n dimensions est évidemment un lieu de droites D dépen-
dant de » — 1 paramétres, dont les points exceptionnels déerivent
trois nappes ayant des nombres dc dimensions 2,, #,. n, au plus
¢gaux & n — 1.l peat arriver que, parmi les droites D qui décrivent
la variété L, certaines se réduisent & des droites A spéciales qui ne
soient situées sur aucunc des trois nappes; on a alors une nappe
spéciale.

On démontre ais¢menl que 7, + ny,+ ny, =20 — 2. On a alors
trois cas & distinguer suivant que la valeur maxima n — 1 est alleinte
par o, 1 ou 2 des nombres n,, n, el n,.

Premier cas:ny=n,=n—ri, n,=o. — La varicté L. sera dite
dans ce cas un plan €. C'est un licu de droites D passant par un point
exceptionnel fixe A. Le plan & le plus étendu est un plan & 5 dimen-
sions, lieu de toutes les droites D passant par A. lL.es deux nappes
autres que cclles conslituées par le poipl A constituent une qua-
drique Q, & discriminant non nul, dite quadrique () associce @ A
elle contient A ou non suivant que ce point cxceptionnel est double
ou non. (i ce poinl esl double, il cst alors triple pour les droites
tangentes a la quadrique; celles situces sur la quadrique, en nombre
doublement infini, sont des droites A spéciales.) Cette quadrique
contient deux séries triplement infinies de plans & 2 dimensions; les
uns sont des plans =,; les autres sont des plans 1, situés dans des
plans IT,. Sur la quadrique Q, le lien des points exceptionnels doubles
est son intersection avec le plan polaire de A.

Deuxiéme cas : ny=n,+n,=n—1. — La variélé L sera dite
dans ce cas variété £. La variété ¢ la plus étendue est une variété ;&
5 dimensions, définie par deux plans =, el =, associds, c'est-d-dire
tels que toute droite joignant un point de I'un & un point de l'autre
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soit une droite D; les plans =, s’associent tous deux a deux de cette
manicre. La troisitme nappe de points exceptionnels est un plan 1, que
nous appelons plan de base de la variété & ;. Le lieu des points excep-
tionnels doubles est le plan 11, double dans ce planjil contient les
droites A doubles des plans =, et =, qui sont conjuguées par rapport
au complexe des droites A spéciales du plan 11, double.

1l peat aviiver que =, et @, soient confondus en un plan =, double.
Un tet plan, et un plan 1, quelconque le coupant (en un point au
moins, el par suile suivant une droile), déterminent une variété g,
speciale.

Trocsiéme cas :n,, n,, n, sontinféricurs & n -- 1. La variété L sera
dite dans ce cas rariéié o, Les variétés de ce Lype peuvent élre plus
complexes (ue celles des deux premiers types. Signalons :

La variéte ory,, & g dimensions, licu des variétés (5, ayanl méme
plan de base;

Le plan &, & 8 dimensions, langenl & la- variété V en un point
exceptionnel double A la quadrique Q associée & A conslitue une
nappe de points exceptionnels dans &3 les deux aulres sont constituées
par le cone, licu des droites A passant par A ;

La variété oo, & 10 dimensions, lieu des plans &, tangents & la
vari¢té anx diffévents points d'un plan =, double;

La variété or,, & 6 dimensions, intersection de deux variétés o,
dont les plans de base se coupent en un point exceptionnel double B;
les points exceptionnels y constituent deux plans 1I; se coupant en B
el la quadrique () associée & B;

La variclé oy, & 4 dimensions, intersection de trois vari¢tés o,
dont les plans de basc se coupent deux & deux en des points exception-
nels doubles B, B,, B,. Les nappes de points exceplionnels sont trois
plans I, & 2 dimensions, appartenant respectivement aux trois plans
de basc; il y a en outre unc nappe spéciale, constituée par le plan
B, B,, B,, qui cst un plan U, double.

3. Gdomélrie de U'espace li,. — D’aprés les nolations adoptées
pour les périodes, les coordonnées d’un point de I'espace E; sont
désignées par G, G', G”, L, 11, ", Nous appellerons céne 2, le cone
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défini paramétriquement par les équations

G =2, A=, Gr=1¢",

We=2u¢, I'=1¢"¢, W=

La génératrice joignant I'origine au point ¢, ¢, ¢" seia dite géndra-
trice (4 Uy ') du cone e,. Nous appellerons ¢éne ¢, (ou encore
cylindre 2,), de cocfficients ¢, ', ¢, le lieu décrit par le e¢dne ¢, dans
une translation paralléle a la génératrice (¢, ', ¢*). On peut représenter
soit la génératrice (¢, ¢/, ("), soit le cone €, correspondant, par le
point @ défini dans un plan par les coordonnées homogenes ¢, ¢, ¢'.

Quand le point @ décrit une droite a, a,, la génératrice (¢, ¢, ¢")
décrit un eone du second degré <, dans un plan P, & 3 dimensions.
La translation de ce cone paralléelement & n'importe quelle de ses
génératrices lui faisant décrire tout le plan I’y, ce plan est situé sur le
cone &, représenté par n'importe quel point de la droite @, a,. Ces
cones constituent un faisceau linéaire j leur inlersection est constiluée
par le cone ¢, et le plan P,. On peut considérer que la droite a,a,
représente soit ce faisceau linéaire, soil le plan I’, commun aux
cOnes ¢, de ce faisceau, soit le cone €, inlersection de ce plan et du
cone z;.

Le lieu, soit de tous les cones ¢, soit de tous les plans I’;, est un
céne e; d’équation

G now
I G N | =o.
nw n G

Nous appellerons plan &, la variété linéaire & trois dimensions
déterminée par trois généralrices du cone €, représentées par trois
points a, @', @’ non en ligne droite (s'ils étaient en ligne droite, ce
serait un plan P,). Le plan &, ne contient pas d’autre génératrice que
celles introduites par sa délinition. Il est donc rveprésentable d’une
maniére unique par trois points a, a’, a".

Nous appellerons plan &, la variété linéaire a quatre dimensions
déterminée par un plan ', et une génératrice du cone €4. 1l ne con-
tient pas d'autre génératvice du cone &, que la génératrice isolée
introduite dans sa définition et celles qui, situées dans I;, y décrivent
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un coébne <,. Le plan &, est représcntable par un point @ et une
droite a, a,.

Un plan &, est évidemment situé sur trois plans &,, représentés
chacun par un sommet du triangle aa'a” et le coté opposé. Inverse-
ment, chaque plan &, contient une double infinité de plans &,, obtenus
en choisissant deux points @’ et a” sur la droite @, a,.

Nous avons considéré dans ce qui précéde des cones ayant P'origine
pour sommet, ou des plans contenant I'origine. Nous désignerons par
les mémes notations ¢,, ¢,, €,, &5, Py, &,, &, les différentes variétés
déduites des précédentes par un changement d’origine.

Un systéme de relations singuliéres définit une variété s, ou sy,
& 4 ou 3 dimensions, suivant qu'il est exceptionuel ou non. S'il est
exceptionnel double, la variété s, cst un cone €. S’il est exceptionnel
simple, la vaviété s, cst un cylindre, dont la section plane cst le lieu,
d’une part d’unc simple infinité de plans & 2 dimensions, d'autre
part d’une simple infinité de droites. Le cylindre s, lui-méme est
donc le lien d'une infinité simple de plans & 3 dimensions, qui sont
des plans Py, représentés par des droites a,, a, pivotant autour d’un
point fixe; la génératrice représentée par ce point est paralléle &
celles du cylindre. Le cylindre 8, peut se vréduire en particulier & un
plan &,.

Une variété s;, qui peut en particulier se réduive & un plan &g,
peut se représenter paramétriquement de maniére que les trois séries
de lignes coordonnées soient des droites ®, génératrices de cones €.
Les trois séries de surfaces coordonnées sont des quadriques, dont
chacune cst située dans un plan P, et a pour céne directeur un
cone e,; nous appellerons une telle quadrique une pseudosphére.
Les plans P, correspondant & unc méme série de surfaces coor-
donndes sont paralleles & une méme droite du céne e,; par une
translation paralléle & celte droite, chaque pseudosphére engendre
un plan P, et la variété $; engendre une variété s,. On trouve ainsi
les trois varictés s, contenant une variété s,, veprésentant les trois
systémes exceptionnels dévivés par 'opération § d’un systéme donné
de relations singuliéres; chacune de ces variétés est liée & une série
de génératrices rectilignes sur §,, et la vecherche analytique des
géndratrices passant par un point de s, correspond par suite a une
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méme c¢quation du troisiéme degré, indépendante du point choisi,
qui est celle indiquée au n° 2.

1l peut d’ailleurs arriver qu’une variété s, contienne d’autres géné-
ratrices que celles que nous venons de considérer; elles ne sont pas
paralléles aux géncratrices du cone ,. Il peul arriver aussi que les
trois systémes de gcénératrices paralléeles 4 celles du cone ¢, se
réduisent & deux distincts, ou méme un seul, et ne puissent pas ¢tre
priscs comme lignes coordonndes. Aiusi, un plan &, peut se véduire
aun plan tangent au cone ¢€,; les trois points «, «, @ qui le vepré-
sentent sont alors confondus.

Une variété s est ¢videmment unce intersection de variétés s, ou 8.
Indiquons la correspondance des principaux types de varviétés 8 avee
les types de variéiés L délinis dans Uespace B, ,.

Un plan P, est situé sur une quadruple infinit¢ de varviétés $,, dont
une triple infinit¢ de cdnes £,. Clest la variété s correspondant & un
plan II,.

Un céne g, est comman & une double infinit¢ de cones €, ayant
méme sommet; c’est la variélé s correspondant & un plan 11, double.
Chaque cone ¢, a d’ailleurs une infinit¢ de s‘ommcls, et contient une
infinité de coénes €,, ce qui correspond au fait qu'un point vxcep-
tionnel double est sur une infinit¢ de plans U, doubles.

Une droite A spéciale est l'intersection d’un plan 1, et d’un plan W,
double. La varict¢ s correspondante comprend le cone &y et le
plan P, correspondant & ces plans 1I, ct Il,. Ce cone €, et ce plan P,
ont pour interscction un cone €,, qui est la variclé s correspou-
dant & la variété g ; spéeiale déterminée par le plan =, double et le
plan 1I,.

A une variété £ ; non spéciale corvespond une pscudosphére, dont
le plan P, correspond au plan de base de la variété ¢ ;.

A un pseudocercele, intersection de deux pseudosphéres d'un wméme
plan P, et par suite de toutes celles d’un faisceau lindaive, corres-
pond une variété di,, lieu d’une séric simplement iunfinie de va-
rictés £y ayant méme plan de base. Sile pscudocercle s¢ réduit &
deux droiles concouranles (nécessairement génératrvices d'un méme
cdne 2,), les deux nappes de points exceptionnels dans 9k, autres
que ceux du plan de base, qui sont de toute fagon des variétés a
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trois dimensions, sont algébriquement distinctes, et ont en commun
le plan 1, double qui correspond au cone €,.

L'ensemble de trois géndratrices du cone £, correspond a la va-
PCLE AR, intersection des trois varidlés ar,, aux plans de base
desquelles correspondent les plans I, définis par ces génératrices
asscmbldées deux d deux. :

Au plan g, tangent & la vavicté V en un point exceptionnel
double B, corvespond la dvoite v, ligne des points coniques du
cone ¢, correspondant & B.

A la variéte oiy, hien des plans &, tangents @ V aux points d'un
plan =, double, corvespond un point, sommet du cone &, correspon-
dant au point =, double.

Si le point exceptionnel doubie B décvit un plan 1I, double, la
droite o, ligne des points coniques du cone 2, corvespondant, déerit
un plan Py en vestant paralléle au coue 2, de ce plan. La correspon-
dance entre B et cette droite w est une transformation de Lie.

A. Transformation d Hermite, — La transformation d’llermite,
qu’on peut envisager xoit comme une transformation ponctuclle dans
P'espace 15, soit comme une transformation ponctuelle dans I'es-
pace E,,, est utile & considérer dans la gétométrie de ces espaces.

Dans Pespace 15, la transformation ’Hermite est une transfor-
mation homographique, qui conserve la variéie V, et transforme les
variétés 1. des différents types en variétés analogues; elle transforme
aussi les complexes de droites spéciales en complexes analogues.

Dans Uespace I3, c’est une trausformation ponctuelie, transforme
une droite @, paralléle & une génératrice du cone ¢, en ure droite ana-
logue, une pseudosphére en une pseudosphére et, d'une maniére
générale, une variété s en une variété analogue. Elle comprend comme
cas particulier la translation et aussi une transformation permettant
de transformer les variélés sy passant par Uorigine en variétéds s,
linéaires, c'est-a-dire en plans &, Par ces transformations, une
variéle s, peut toujours étee transformdée en un plan &, passant par
Porigine. Cette réduction permet d'obteniv aisément les propriétés
des génératrices des variélés s;.

Oun remarque lanalogic entre le passage d'un espace a lautee, et la
transformation de Lic, qui transforme une transformation homogra-
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phique conservant un complexe linéairc cn une transformation
ponctuelle conscrvant les angles (transformant une droite isotrope en
une droite isotrope). D’aprés le résultat final du n° 3, il y a plus
qu'une simple analogie.

. Le Chapitre 1 du présent travail a pour objet la formation des
systémes de relations singuliéres.

Dans le Chapitre 1I, nous étudious 'opération 3 de M. Humbert, et
introduisons la notion de systéme exceptionnel. Dans le Chapitre Ill,
" nous étudions la géométrie de I'espace L,,; dans le Chapitre IV, la
géomeétrie de 'espace E, et la correspondance entre les deux espaces.

J'indique maintenant quels sont les principaux résultats dus &
M. Humbert : ce sont la formation des systémes de relations singu-
licres, V'opération ¢, la détermination des systémes exceptionnels
dérivés d'un systéme donné, la formation des invariants 1 et J ct leur
invariance par une transformation d’Hermite d’ordre 1; Pexistence
sur les variétés s, de trois séries de génératrices rectiiignes, dépendant
de la méme équation du troisicme degré que les trois systémes excep-
tionnels dérivés du systéme étudié ; le groupement de ces génératrices
en variétés a deux dimensions (ui sont de deux manicres le lieu d’une
série simplement infinie de génératrices.

Méme dans 'exposé de ces résultats, il m’est arrivé de m’écarter de
la marche suivie par M. Humbert. Pour la formation des relations
singuliéres, 'introduction de notations symétlriques m’a permis de
simplifier I'écviture des principales formules. Pour le reste, les chan-
gements ont été plus importants, notamment en ce qui concerne les
propriétés des variétés 8, que j'ai lices a celles des autres types de
variétés s.

Je veux, en terminant celle Introduction, adresser mes remerciments
a M. Humbert qui, ayant obtenu les résultats que je viens de rappeler,
ayant fait notamment la découverte si féconde de I'opération §, a bien
voulu me confier ses calculs et m’a encouragé a poursuivre 1'étude de
cette question ('),

Je rappelle que les principaux résultats des Chapitres I et Il ont été

(') Ces lignes ont é1é écrites avant la mort de M. Huwbert, enlevé i la Science
et a uflection des siens, alors que 'on pouvait espérer encore la continuation
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¢noncés dans une Note présentée & I'Académie des Sciences le 8 juin
191 par M. Humbert et moi. Favais commis quelques erveurs en
rédigeant le n* 8 de cette Note. La géométrie de Pespace 14, comme
celacedsulte du résumé qui préecde, est plus complexe que ne Pindique
le passage en question.

Les principaux résultats du Chapitre T ont ¢ exposés le 28 aveil
1920 4 la Soctété mathématique de France. Ceux du Chapitre 1V sont
inédits.

CHAPITRE 1.

FORMATION DEN SYSTEMEN DE RELATIONS SINGULIRRES.

L. Notations. — Soitun premider systéme de fonetions abéliennes
ateors vavtables UL VW, admettant comme p("l'imlvs norrales

U e o0 o0 Gy I N
A RSN YRR SOV | R A | I
Woeooo oo, LW, W

Nous désignerons aussi ces périades par

Pl Pa ol P
(L SO

» » »
(R ENRNURR L

et veprésentevons symboliquement par (@) le systéme de périodes
simultandes Po Py, P70 Un systeme quelconque de périades pourra
Mre représentd par

(o 0 T WR PR B WUV IS W R A N

les \; ¢tant des entiers posttifs, nuls, ou négatifs.
¢ byl
Nous poserons U = U + 7li,, el emploierons des notations ana-
logues pour désigner les parties réelles et imaginaives de V, W, G,

de ses beaux travaux. H m'avait manifesté notamment Uintention d'étudier le
point de vue arvithmétique, que j'ai laissé de coté an cours de ce travail (voir
dernier alinéa du nt 1),

-
~J

Jowrn, de Math, (¢ sévie) tome IV — Fase, IV
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G'. G, H, H', II". Ni, dans P'expression (1), on donne aux X; des
valeurs réelles quelconques, on trouve, au lien d’un systéme de
periodes (€). un systéme de valeurs complexes des variables

; U= U= U= NP 0+ N e = Ny = NG G+ NGT = NG
(2) ) V= Vi Vo= Xy Pk NP = N N - NG 6T - NG
( W W= e W= NG P e N P = N N T+ NG HE = NG

Ces valeurs sont d’ailleurs quelconques. puisqu’on sait qu'il n’existe
entre les six systémes de périodes aucune velation linéaire et homo-
géne & coeflicients réels. U 0V OW ., Uy, V0 W, sont done six fone-
tions linéaires indépendantes des \;. Leur délerminant fonctionnel.
qui se réduit & 4
Gy Il
WG, |
n, u, o

()(.\;, .\;p -\l‘.) -

n’est donc pas nul. On a ainsi une représentation des trois valeurs
complexes U, V. W dans espace réel & six dimensions E, parle point
de coordonnées X,. X, ..., \,. [’ensemble des points représentant
des systémes équivalents de valeurs de UL VNV | c'est-a-dire ne dif-
férant que par les trois composantes d’une période (¢)] constitue un
réseau cubiquey nous dirons que ces points sont équivalents.

Considérons un dewviéme systéme de fonctions abéliennes i trois
variables w. ¢, w. Nous désignerons par (m;) le systéme de périodes ¢,
;- ¢;-cldésignerons pour le veste. pardes petites lettres. les quantités
analogues & celles quis & propos du premiersystéme, ont é1é deésignées
par les majuscules correspondantes.

2. Le probléme de la transformation. — e probléme de la trans-

formation, an sens d'Hermite, est le suivant :

Trouver les conditions néeessaires et suflisantes pour qu'on puisse
établiv entre les dene groupes de variables des relations de la
Sorme
‘ U=l umv+n "W
(3) V==l e nay

W = e -0
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. Ly . N y o
el telles que les fonctions abélicnnes dw premier systéme s ex-
priment rationnellement en fonction de celles du second.

\ous dirons que la transformation (3) fait passer des variables U,
V. W aux variables «. ¢, &'; ou du premier systéme de périodes au
second. '

5. Mise en équation du probléme. — Pour que les conditions du
probléme posé soient veérilides, il faul et il suffit que. toutes los fois
que «. v w augmentent respectivement des Lrois composantes d'une
période (@), Ul N, W augmentent des trois composantes d'une
période (). A chaque période (@) correspond ainsi une période

(N W U)o i (W) e e ().
les «;; ¢tant des entiers. A la période

() =m0 (B)) =i e () =i o womi g ()
correspond alors la période

U NG ) - N UEY) et N
les \; ¢tant donnés par la formule

() N o=y o0y ity 1t (J o oooon
Pour avoir les velations entre les coellicients «;; et les périodes,
égalons les composantes de la période (4) aux valeurs fournies par les
formules (3). U vient ainsi, en remplacant les P, PO P par leurs
valeurs,
Logisimgy == gl == ai iy G g U= e U
( A o TV S T M- R TN B | R 7o SRRy |

Uy, om" gy - Wi mmacg o ai W sa it TR L

Désignous les seconds membres par by, 67 b Pour =1, 2,1, il
vient

Lo by m oz by, no== by,

b, m'b. w'oo b

U= b. m' = by, no= by
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Les formules (6), pour 7 == 4, 5, 6, deviennent alors

S bizzz i+ by g+ by g7,
(=) ? by =i Oy qi == Uy

KA " . n n " "
biz=aqi-t- Uy qi - by o

soil neuf rvelations entre les coeflicients a;, et les peériodes des deux
syslémes.

. La transformation adjointe, — Ko développant le systéme pre-
cédent, on vérilie aisément qu’on ne le change pas en effectuant simul-
tanément les opératious suivantes :

1° Sur les périodes : permulter les deux systemes de périodes;

2" Sur les coellicients : remplacer chaque cocflicient d’indices 7,/
par celui d’indice j==3, /43 (le signe == ne peut donner lieu &
aucune incertitude puisque les indices varientde 14 6) et changer en
outredesigne les coeflicients ayant un indice ¢galé 1, 2 ou 3 et lautre

U4, O, 0.

Si on range les coeflicients en un tableau carré, divisé en quatre
carrés de neal éléments, Popération indiquée revienl a ceci @ rem-
placer chaque carré partiel par son symétrique par rapport au centre
du tableau; remplacer ensuite chaque él¢ment par son symétrigque par
apporl & la diagonale principale; changer le signe des él¢ments des
carrés partiels traversés par la seconde diagonale. .

Si une transformation de coeflicients «,, fait passer du premier sys-
Leme de pérviodes au second, il lui covrespond, par Popération preéee-

“dente, une transformation faisant passer du second systéme de périodes
au premicr. Ces deux transformations sont dites adjointes I'une de
Pautre. '

lntre les neaf équations (7) nous pouvons éliminer les périodes
d'un méme systéme. On obtientainsi deux nouveaux systémes de trois
¢yuations qui se déduisent 'un de 'autre en permutant les deux sys-
témes de pcériodes, enchangceant leurs signes, et en remplacant chaque
coeflicient par le coellicienl correspondant de la transformation
adjointe. 1l suflit de former I'un d’eux; nous allons par exemple
éliminer les périodes du deuxiéme systéme.
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B. Elimination des piériodes du dewsiéme systéme. — Pour i =4,
les équations (7) donnenl

by =0, a4+ by h"-1- by I
D,=b, g+ U0+ U,
e N LN A

1.’¢limination de & donne les ¢quations

W 6" Yoy e U DYl (/,', b7yl
(N) \\ (b". b))y, '(//" byl == (07, 0 ) s
O A )),.:,/4,
ot 'on a pose
(0 0y = by /r-—-/; ;.
(B b )iy = b b= g,
Oy W)y =bibi— by

De mcme, en faisant / = 5 et / = 6 dans les équations {7 ), on Lrouve

== N /S IO I AN L PR /N
(8 (h", b ).: Sz (DD Yagh - 00" b )a I
L h b yase by b Yagh o (b B)a, I

s (h'. "

~ ', /;")1 s = (O DY i (D7 )y
(N /AN I - /L /I PR I B W N B Y/ N
[ (b 0= (by By == by &' Yya e
I'n ajoutant les ¢quations de méme rang des syélémcs (8), (8)
et (87), les périodes du deuxic¢me systéme disparaissent; il vient
\l( N (DD ) 4= (B DY)y == 0,
(9) (b b “.-}-(li,[;),.;-i (" b Yaw = o,
E (b, N0y O )y (0, )y u==0,

équations qui nc conticnnent plus que les coefficients «,; el les
périodes du premier systeme. Ce sont donc les relatlions cherchées.
Pour les développer, introduisons les notations suivantes :

(a )" /'———a/: Qg j— Ap ALy
(”’) Al',j—"(a)/'.j ( /)/),jl"i—((l)‘ Vi

(les A;; formant un tableau symétrique gauche), et appelons ¢, ¢’,
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(", 3¢, 3¢’, 3¢” les mineurs correspondant respectivement a i, G, G”,
H, H’, 1" daps le d¢terminant
G. 1,
(1) D=1, G, N
i, . «
lin développant (', "), , on trouve
(@)= ()i G'— ()i G+ (@) i — (g [+ (@) W= (e 1
Fa)gd i+ (@) 987+ ()3 e,
Ou en déduit aisément Pexpression développée de la premiére équa-
tion (9). Calculant de méme celle des deux antres équations, il vient :
Aisl +A .,Je"+,\.,,33e'+.a\2d;c"--;\;,_:;G'+(.4\._,_3~.«\;L.;)u A | (A T O
AT AL 4 AT+ G =N G (A=A O I A =N G RN o)
.L\:;.Gnc ~,-:\G.;J\. A A G = A G (A A ) I A=A Ny o,

(12)

——

ces trois équations se déduisant de la premic¢re par permutations cir-
culaives des'indices ou uantités

(o2, 3)s (4, 0.6): (G.G', G"y: (I 1, 1),
.
Appelons systéme de relations singulicres entre les périodes un
systéme de la forme

\ Fo=sng +3 W r W+ G'—=5"C (5 —" ) 4o’ W —a W o
IR NI +2"G —y GTH(p = ) ST =5 T e =,
I I 2G5 G =2 G oA (2 =3 ) ey =y 2z 0,

On voit que, pour que la transformation de cocfficients «;; puisse
faive passer du premier systéme de périodes au second, il faut que les
périodes du premier systeme vérifient un systéme de relations singu-
lieres de coefficients

(22N 3=\ =M hE A p=A
() o2 =A,, =4\ 7= A M=\, v A
/ "= Ay, 57= Ny YARE TS K= A n = A,

les A;; é¢ant définis par la formule (10). De méme, en utilisant la
notation de transformation adjointe, on voit que les périodes du



FONCTIONS ABELIENNES A TROIN VARIABLES. 373

second systéme vérifient un systéme de relations singuliéres de coef-
ficients

g a =1, 5 =B, 7 =B, 1. = Ba., =B,
U’l’) a' = By, .3,———"2::;, ’ '/’= Ba.a; V= Ba.n {-L':Bn\'.»

8 2" = By S'=R8., 7' =B, M= By, "= By,
avee

By = (a)eh -+ ()i + ()i

6. Transformations ordinaires et singuliéres. — Les a; ; étan
des entiers, il en est de méme des A, ;. On voit alors qu’il y a deux
cas & distinguer:

Premier cas. — Les coefficients du systéme (12) sont tous nuls,
c'est-d-dire que

(1d) 1:3’:*/",

tous les aulres coeflicients du tablcau (14) étant nuls.

Dans ce cas, la transformation (5) aussi bien que la transformation
inverse s’applique & tout systéme de périodes. Le systéme de relations
singuli¢res déduit du tableau (14) est donc identiquement vérifié en
méwme temps que celui déduit du tableau (14"). Unc telle transfor-
malion est dite (ransformation ordinaire ou transformation
' Hermite. ‘

Dewxiéme cas. — Les coefficients du tableau (14) ne sont pas tous
nuls. La transformation ddéfinie par les coefficients a,; est alors dite
transformation singuliere. Ylle ne sapplique qu’aux systémes de
pcriodes vérifiant les relations singuliéres.

On remarquera que, si les périodes sont cuelconques, non seule-
“ment elles ne vérifient pas le systéme formé avec les cocflicients consi-
dérés, mais clles ne vérifient aucun systéme analogue & coeflicients
entiers. 1l n’exisle alors aucune transformation singuliére s’appliquant
i ces fonclions.

7. A partir du Chapitre LI, nous nous attachcrons principalement
a I'étude des relations singuliéres au point de vue algébrique, consi-
dérant des systémes de relations & coeflicients quelconques. A chacun
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de ces systémes correspondent, pav les formules (10), des systimes
de coefficients @;; (dépendant de 21 paramétres). & chacun desquels
corvespond une transformation homographique (5); mais une telle
transformation, n’étant pas & cocflicients entiers, ne correspond pas
a une solution du probléme de la transformation des fonctions abé-
licnnes.

Remarquons (ue, méme au point de vue algéhrique anquel nous
nous plagons, il ne faut considérer que les systémes de coefficients «;;
dont le déterminant ne soit pas nul. Or ce déterminant, que nous
désignerons par A, s’exprime en fouction des coefficients «; ;. On a,
en cffet,

ayy iy L. g Ay, Qs (G —— @ — Wy iy
s e O 0 [P I
Uop Mg oo Uy i s Ui =~ dgp =ty gy

ou, en faisant le produit par lignes,

Moo A
A= ... e .
“\u.l ce f\u:.ﬁ

1l n’y a donc & considéver que les tableaux de coefficients A, ; dont
le déterminant ne soit pas nul. Ov les coefficients

a=A ==, S= Ay == — Ay, et YN = — Ay

92

n’interviennent dans les rvelations singuliéres que par leurs diffé-
rences; on peut leur ajouter une méme conslante ¢ sans changer le
systéme (13).

Le déterminant A2 est de degré 6 en s, le terme de plus haut degré
étant o°. Parmi les tableaux de coefficients A;; correspondant i nn
méme systéme de velations singulicres, il y en a donc six au plus ne
convenant pas, méme au point de vue algébrique auquel nous nous
placons.

Dans le cas des transformations d’Hermite, Pexpression de A* se
simplifie. Appelons /A la valeur commune des cocfficients (15). On a

AMa=As=N == N =— A, =— A= 4,

4
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les autres coefficients A, ; étant nuls, et, par suile,
A= /8, A==/

Comme il s’agit d'une identité entre deux fonctions algéhriques
entiéres des coefficients «;;, le signe qui convient ne peut changer,
et il suffit d’nne vérification sur un exemple numérique pour s'assurer
que c'esl le signe +. On a done

A= A%

De I'expression de A* résulte ¢videmment que les six lableaux de
cocfficients A;; que nous avons considérés comme ne convenant pas,
sont ici confondus; cela ne peut évidemment pas se produire pour unc
transformation singulicre.

Qu'il s'agisse de transformations ordinaires ou singuli¢res, on peut
remarquer (ue le déterminant A ne change pas si 'on remplace une
transformation par son adjointe (il en est, par suile, de méme de 4
pour unc lransformation ordinaire), et qu’on peut toujours le supposer
positif en changeant au besoin le signe des périodes G, G, G,
LI, H', H"; c’est ce qque nous ferons.

Dans le cas ou les coeflicients @;; sonl entiers, ce déterminant a
alors une signification simple. Par les formules (5), & un cube de
¢olé 1 dans Uespace ey correspond dans I'espace I, un volume égal
a4, contenant exactement A poinls équivalents & tout point donné.
Il leur correspond alors inversement A points de 'espace ¢, silués
dans un méme cube de colé 1 et en général distincts, par suile non
¢quivalents. Iin raison de la relation entre les espaces 15 et e, el les
systémes de variables U, V, W ct «, v, «, on voit que A indique le
nombre de systémes de valeurs de «, ¢, w non ¢quivalents, correspon-
danti un méme systéme de valeurs de U, V, W, Clest ce qu’on appelle
Pordre de la transformation considérée.

8. Représentation géométrique dans Pespace 15, ('), — Consi-

(') L'inlérét de celle représentation, ou de la représentation analogue dans
le cas des fonctions abéliennes de deux variables, a déja été signalé par
M. G. lHumbert (Cours de 19goS-19og au Collége de France; voir sur ce sujet la
Thése de G. Cotty).

Journ. de Math. (¥ série), tome 1V, — Fase. IV, igac, 48
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dérons maintenant les X; comme des coordonnées homogénes dans
Pespace IS, & cing dimensions. Les expressions (1), égalées & o, vepré-
scntent trois plans, dont I'intersection est ce que nous appellerons une
droite. (Dans la géomdtrie des espaces & 2n + 1 dimensions. il est
souventcommode d’appeler drorte une variélé linéaive & n dimensions.)
Mais ce n’cst pas une droite quclconque, puisqu’il existe trois vela-

tions cntre les périodes (), (), (). Les équations d’une droite pouvant
étre résolues en général par rapport aux coordonnées \,, \,, \,. et
ecrites sous la forme

(X 4 Ny G X H - X1 = o,
(16) o+ N W+ NG - NG = o,

? Xy N U+ G, + NG =,

les conditions pour que les premiers membres puissent étre identifiés
aux cxpressions (1) sont évidemment

(17) H=1l, W=, HW=I.

Nous appellerons compleae 'ecnsemble des droites dont les coefti-
cients vérifient (rois relations linéaires. Les conditions considérées
peuvent s'exprimer en disant que les droites apparticnnent au com-
plexe G délini par les relations (17).

Considérons maintenant les formules (5), qui définissent les relations
ciatre les X et les & ; clles représentent une transformation homogra-
phique dans Pespace ;. Par les formules (3) ¢quivalentes aux
formules (5), on voit que la droite D

U=V=W=—o,
qui définit le premicr systéme de périodes ctappartient au complexe (),
a pour transformée la droite d

u : =W =0,
Pour que cette droite corresponde & un systéme de périodes, il faut
qu'elle appartienne au complexe G, c'est-d-dire (ue les expressions

=g b2y Rt
¢ o=y e Y g gl A= phy

Wz oy ke ey Iy e g”
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obtenues cn transformant les équations de la droite D par la transfor-
mation homographique (3), soient telles que

fo = hy, W=zhi, =M.

Clest précisément en écrvivant qu'il en est ainsi ue nous avons
obtenu le systeme (12). Dans notre interprétalion géométrique,
les relations singuliéres déduites du tableaw (14) sont done celles
qui cxpriment que la transformée de la droite D par la transfor-
mation (3 appartient aw complexe C.

Deméme les relations singuliéres déduwites de tableaw (14")
eopriment que la droite D est la transformée dune droite de G,

9. La différence entre les transformations ordinaires ct les transfor-
maltions singulicres a alors une signilication évidente :

L.e complexe C peut se correspondre a lui-méme par la transforma-
tion homographique considéréz. Toute droite de C a alors pour
transformée une droite de (, correspondant a un systéme de périodes.
On est (du moins si les coefficients sont entiers) dans le cas des trans-
formations d’'Hermite.

Dans le cas contraire, le complexe C se transforme pav la transfor-
mation (3) en un autre complexe C,, et par la transformation inverse
enun complexe C_,. Les scules droites correspondant & un systeme de
périodes dont les transformécs correspondent aussi & un systéme de
périodes sont les droites appartenant a la fois & G et a C_;; leurs
transformées appartiennent & la fois it Cet & (). Onestdans le cas des
transformations singulicres.

Les relations singulicres déduites du tableau (14) sont alors celles
(qui expriment qu’une droite de C appartient & C_,. Celles déduites du
Tableau (17") expriment qu’elle appartient a (.

On ¢change ¢videmment les roles de G, et C_, en remplacant la
transformation (5) par son adjointe.

10. Transformation des coeflicients B, ;. — 11 peut étee utile de
savoir ce ue devient le tablcau des coefficients (14) lorsqu’on trans-
forme les périodes par une transformation de la forme (3) autve que
celle a laquelle il est lié par les formules du n° 3, en particulier lorsque
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cette transformation est une transformation d’'Hermite. Géométrique-
ment ccla revient & transformer le complexe (. par une transformmation
homographicue

(18) Xj= oy jy— oy gy - oo 2y 2% (f=1, 2, ..., 6),

analoguc & la transformation ().
Traitons ce probléme en définissant d’abord le complexe € par la
transformation corrélative qui lui est liée; clle est de la forme

(Ig) U,': 1|!>,-,|X,+ 1l'.»,32_\’.=+. e 'lﬂ\,“ﬂ\“ (l.::l. Dy ey (i),

les U, élant des coordonnées tangentielles ct les w,; ; constlituant un
tableau symeétrique gauche. D’autre part, la transformation (18)
s'¢crit, en coordonnées tangenlielles,

(18") wi=ot; Uy 2ot e Ug oo, U (f=1,2,...,0).

Des formules (18), (18") et (19), on déduit

N N\ Y ~
;== L Z izl"h'“l)/,‘/,-O(./‘J‘..l'j - L l|!\,",,l.‘j,
hokg
en posant
O\
(20) l‘.k’,‘j e 2‘ 2‘ I IS
h h

Dans ces formuales, tous les indices varient de 1 6.

(Cette formule résout le probléme de la transformation des coel-
ficients wy; ;. 1l reste & établir les rclations entre les coeflicients w,
et BB, ; relatifs & un méme complexe.

Je dis d'abord que les cocfficients wy ; relatifs au complexe C sont

Why = by = by =1, Why == by oty

tous les autres ¢tant nuls. Cela revient & dire que toute droite de C,
c’est-a-dire toute droite de la forme

Ni+X,G + X, H X, 1l =o,

(17) Xo+ Xo W+ X;G' + X H = o,
X+ X W4+ X W+ X;G"= o,
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est transformeée en clle-méme par la transformation

{ Ui=X\,, U.= X\, Uy= 2\

(1) 2 U, :-—\., U;=— N, Ui=—\,.

kin cffet, les trois plans (17) ont pour transformeés, par cette trans-
formation, les points de coordonnées

G, I ., . o0 o,
I, G . o, a1, o
i, . G" o, oo 1,

qui sont situés sur ces plans.
Lies cocflicients wy, ; velatifs au complexe Gy, transformé de C par les

formules (5), se déduisent des précédents par la fornule (20). H vient
ainsi pour ces cocfficients

\‘a,j_((l)" - ((I)" . (1)“ = Bi_j.
Les deux systémes de coefflicients B, ; ot w,; velatifs & un méme
complexe sont donc identiques, et la formule (20) doune
B Y
() . B/.I:Z\»dzai.h-zj‘/.'“h./."
k&

H suftit d’utiliser la notion de transformation adjointe pour avoir la
formule analogue relative aux A\, ;.

Dela formule (22) résulte sans difficulté que, si la transformation (18)
est une transformation d’tlermite d'ordre v :

t° Le déterminant des cocflicients B, ; est un invarviant;
2° Lasomme o + 3+ "= B, -+ B, ; + B, ; est un invariant.

Un caleul un peu plus long, mais sans difficulté, montre que
I'expression

By =2y = 3 a3 = — W —

¢sl aussl un invariant.

VL. Les fonctions intermédiaires singulicres. — [l existe un autre
moyen de parvenir aux relations singuliéres.
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On appelle fonction intermédiaire toute fonction entiére de u, v, o
(jui se reproduit, multipliée par une exponentielle de la forme ce"+"+™,
quand w, ¢, &w augmentent d'une période. in désignant par /(u, v, w)
unc telle fonction, on g ainsi

S A= Gy 0 = iy W e ) oz gpelitE e flgg e )
(f=1,2,...,0).

Su wmultipliant /e, ¢, o) par une exponenticlle & exposant du
second degré en v, v, w, on peut s'arranger de maniére que le produit,
(ue nous désignerons par 2(w, v, w), vérifie les relations

’ c?(” —(—l.(', ‘\'):@(U ¢ )("J\\"
(23) e cp(u,v~;-1,;\'):9(11,",(\')('0 "

ou vy w--1) = o(u, v, w)edv,
l.es trois aulres relations s'¢eriront

U - gov = AT W - By = el (e,
(9"") : ?(” N S gl’ 0 e /,) = ¢ el rmte-enw TR \‘.),
Q(ll - /,” ¢ - /" W 5,.") — (;!"_,/‘u-wu"u'y "”"'?(”, , ”.)_

Les coefticients O, £, m, n ue peuvent d’ailleurs pas étre quelconques.
Il faul qu'en ajoutant successivement deux périodes, on oblienne un
résultat indépendant de U'ordve des périodes.

15n combinant deux & deux les équations (23), on Lrouve ainsi

"

0=o2zik, § == i, O ==,

h, W'y A7 clant des entiers posilifs, nuls ou négatifs,
Isn combinant chacune des C(lll‘ll.lOllb (23) avee chacunc des équa-
tions (24), il vient

Lozami(a-- 2 1), mo= (3 - 4G, no=ani(y -i-n 1),
U= mi(a -+ 11, m' == ami(3'i- 11, n'==ami(y'4 kG,
l'=oni(a"+4 WG, m'=ani(3"+ 2", n'=ami(y - 1),

ay 3, vy &'t ol ¥ ¢lant g entiers,

En combinant enfin deux & deux les équations (24), et appelant
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&, 'y 4" de nouveaux entiers,

W "G " W = W -’ 1A 0 G o o,
CW e B4 == "G - m W "WV ami
UG =m0 W e W e G U4 2miny

c'est-i-dire, en tenant comyple des valeurs de 4, mey ny .oy 0", et appe-
lant toujours ¢, ..., 3" les mincurs du déterminant des périodes

)-(J‘ -+ ).'.-IL'”-% }"'fIC' -+ ‘/IGI/“_ ﬁu(‘lr + (.:')’ - Y”)“ 4+ /7./ “l i .’/.”“LI.-I.- IU. S o,
P4 G 0TI 2 G =y G () e 2 T a He y
A2 0GB G = G (= SO e 1 s U s o

Ce systéme n'est autre (ue nolre systéme de relations singulicres,

sous la forme (11).

12. Les dcux cas distingués au n° 6 sont encore & distinguer ici.

Premier cas. — T icients des relations singuli¢res son
Premier ca I'ous les coefficients des relat gul L
nuls. de sorte que les périodes peuvent étre quelconques. Posons

encore

YR
a=73=y'=4/I

Les velations (22) ct (23) deviennent

2(U -1, V, W)= (U, V, W),
S(U, V- 1, WY = o (U, V, W),
S(U, VW o) = o (U, VW),

o(U Gy Vo Wk 1) = C ettt 5 (U, VW)
(U 17V G Wk 1) = Gy o (U, VWY
GOU 1,V 0 1, W G 2= Gt W o (U, VWYL

La fonction % est alors une fonction théta. Ainsi, dans le cas ou il n’y
a pas de velations singuliéres entre les périodes, les seules fonctions
intermédiaires sont les fonclions théta et leurs produits par des expo-
nentielles & exposant du second degré en U, V, W,

Dewxiéme cas. — lies coeflicients des relations singuliéres ne sont

y e 2
pas tous nuls, de sorte que les périodes ne sont pas quelcongues. On a
un nouveau type de fonctions intermédiaires, qu’on appelle fonctions

intermédiaires singuliéres.

L’existence d’'un systéme de velations singuliéres a coeflicients
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entiers, vérifié par un systéme de périodes donné, est done la condi-
tion nécessaire et suffisante pour qu'il existe des fonctions intermd¢-
diaires, autres que les fonctions théta, admeltant ces périodes.

Il était évident @ priori que les deux propriétés que nous avons
considérées successivement, U'existence de transformations singulicres
et Pexistence des fonctions intermédiaires singuliéres, sont toutes les
deux invariantes lorsqu’on transforme un systéme de périodes par une
transformation d’llermite. Mais celle remarque ne suffisait pas pour
aflirmer la simultandéité de ces dey mﬁjgekes Les deux calculs que
nous avons faits sont donc l)icn/n@sgniré‘sf ™

ey

~ \ . . .
! Bk : ".I (A suivrel
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i : ~ ]
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