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Sur Uhoméomorphic de dewr figures

et de leurs voisinages;

Parn Louvis ANTOINE.

INTRODUCTION.

bu powt de vue de P Analysis Situs, on ne considére pas comme
distinctes deux ligures I et f 871l est possible d’établiv entree ces
figures une correspondance ponetuelle qui soil univoque et con-
tinue dans fes deux sens. On dit alors que ces figures sont homéo-
morphes. Mais Pidentité des deux ligures I' et f apparait comme
plus parfaite, forsqu’il est possible d’étendree la corvespondance
enlre ces figures a des points qui n'en font pas partie. Dans cet
ordre d’idées, en supposant que I est située dans un espace E et f
dans un espace e, nous chercherons & détermmer deux nouvelles
figures I et fy, situées respectivement dans E et e et ayant les
propriétés suivantes :

. 17y contient I7 f; contient f5 19 et £y sont homéomorphes et la
correspondance entre I' el fest un cas particulier de la corvespon-
dance entre 195 et fq;

b. Tout point de I est centre d’une hypersphére de rayon nou
nul, dont tout l'intérieur appartient & I'; et tout point de [ est
centre d’une hypersphére de rayon non nul, dont tout intéricur
appartient a f;. _

En raison de P'invariance du nombre de dimensions d’un espace,
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T \ ’ . 1 A
ce probléme v’a de sens que st les espaces et e ont le méme
nombre de dimensions. Tvois cas sont alors possibles

t© On peut prendre pour Iy toul Pespace 1 et pour fy tout
Pespace e. Nous dirons alors que la corvespondance entre I et f
s’étend & la votalité de lears espaces;

20 On peual déterminer Iy el fi, mais on ne peal pas prendee
pour ces figures tout I el tout e. Nous divons que la corvespondance
entre I* et f «’¢tend & leurs volsinages, mais pas a tout Pespace;

30 11 est impossible de déterminer deux ligures 19, f, satisfai-
sanl aux conditions @ et b ci=dessus. Nous divons que la corves-
pondance entee I el f ne peat s"élendre & aueun voisinage, ou
encore que ces ligures sonl homéomorphes seulement en elles-mémes.

Ftant domnées deux fligures homéomorphes situces dans des
espaces ayant le méme nombre de dimensions, le probléme fon-
dameutal qui se pose consiste & cheveher dans lTequel de ces trois
cas se trouvent les deux ligures. Lobjet de ce travail est Pétade
de ce probléme dans quelques cas particuliers simples. Nous nous
bornerons & Pespace & deux el a Pespace & trots dimensions el aux
figures formdées soit de courbes de Jordan sans point mltiple,
soit d’ensembles parfaits partout discontinus bornés.

La premicre Partic est consacrée aux courbes de Jordan sans
point multiple. On appelle courbe de Jordan dans Uespace a n di-
menstons, I'ensemble des points dont les n coordonnées xy, @y, ..., ¥,
sexpriment en fonetions continues d’un paramétre ¢ qui prend
toutes les vadewrs d'un eertain inteevadle (a, %) (extrémités com-
prises), quion peul tougours supposer étee Pintervalle (o, ). (Cest
ce que nous fevons dovénavanl.

Une courbe de Jordan est dite ouperte el sans point muliiple, ou
encore est dite un arc de Jordan si, quels gue soient ¢/ et 7 dis-
tinets dans Pintervalle (o, 1) les deux points de,la courbe corves-
pondants sont distinels, La courbe est dite fermée el sans point
multiple, si les mémes conditious sont véalisées, saufl pour le point
de paramétre o et le point de paramétre 1 qui sont confondus.

Deux aves de Jordan sans point multiple sont homéomorphes.
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Car, pour véaliser Ia correspondance, il sullit d’associer les points
dounés par une méme valear de (.

On défintt de méme la corvespondance qui prouve 'homéo-
morphie de deux courhes de Jordan fermées sans point maltiple.

Le Chapitee T étudie les courbes planes. Je démontre que deux
Lelles courbes (toutes deux ouvertes ou toutes deux fermées) sont
dans Te cas 10, ¢’est-d=dive que leur correspondance peut s”étendre
Al totadité de leurs plans. Cette propriété a déja été établic par
plusieurs: Auteurs et fa correspondance a méme ¢té véalisée par
représentation conforme (). La méthode que Pemploie a Pavan-
tage de ne faire interveniv que des considérations tout & fait ¢lé-
mentaires, comme celle des chatnes qui ont ¢¢ délinies par M. de
kv Vallée Poussin et dont je rappelle Tes propriétés & la Section L
L considération de ees chaines n’améne & réaliser des corvespou-
dances entre polygones plans el ce sonl ees correspondanees ¢ue
Vétudie tout d’abord & la Section I Jindique & Ta fin du Chapitre
diverses applications immédiates des résultats obtenus. En parvti-
culier, je prouve que, étant donndes, dans un méme plan, deux
courbes de Jordan sans point multiple (toutes deux ouvertes ou
toutes deax fermées), on peat passer de Fane & Pantre par une
déformation continue du plan n’altérant qu’une végion bornée de
ce plan. Cette propriété sera feéquemment utilisée dans la suite.

Le Chapitre IT est consacré aux courbes de Jordan de Pespace
A trois dimensions. Iei, chacun des trois cus prévus peul effectivement
se présenter. Si I'on considére des courbes ouvertes Leacdes sur un
plan, une sphéve ou un tore, on est toujours dans le eas 19, 1 en est
de méme st Pon consid@re des courbes fermees planes ou sphériques,
St Pon constdeve une courbe fermde G teacde sur un tore ot une
courhe ¢ tracée sur un plan, une sphére ou un tore, on se Lrouve au
moins dans le cas 29 mais on n'est pas Loujours dans le premier

() Voir les travaux de M. Carathéodory (Math. Ann., Bd 72, 1912, p. 107, et
Bd 73, 1913, p. 307 et 323). Au sujel de la correspondance homéomorphe entre
domaines plaus et des déformations homéomorphes du plan, on pourra consulter
des travaux de M. Tietze (C. R. Acad. Se., t. 157, 1913, p. Sog; Rend. del Cire.
Mat. di Palerma, 1. 3%, 1014, p. 249).

Journ. de Math. (8 séviey, tome 1V, — Fase. U1, g, 29
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cas. Si nous prenons pour ¢ une circonférence, el que nous cher-
chions les conditions néeessaives el suflisantes pour que la corres-
pondance entre G et e s'¢lendle a Lout Pespace, nous devons faive
intervenir les coellicients d’enlacement « ¢t 8 de G avee Paxe et le
licu des centres des mévidiens du tore qui porte G. Nous Lrouverons
alors que la condition cherehée est que Pun aw moins des nombres «
et B soit égal &co ou & 1. Quand les nombres o, § sont différents de
o ¢l de 1, ces deux nombres sont premers entre cux.

Lovsque deux des courhes dont il vient d’8tre parlé sont dans le
méme espace et que fear corvespondance peui s'étendre & la tota-
lite de Pespace, on peut encore passer de Fune & Paatre pac une
déformation  continue  w’intéressant  qu’une  eégion  bornée de
Pespace, .

De laconstdération des courbes Lracées sur le tore, je déduis
(Seetion V) un ave de Jordan I' dont la corvespondanee avee un
segment de droite ne s’étend & aucun voisinage. Getle propricié
est due & la Torme de 1" au volsinage d'un poil remarquable; et
je montre que tout are de Payanl ce point cemme point inl éricur
(au sens striel) ne peut pas e teace sur une surface sans point
multiple; en domant au mot surface le sens qu’il aovdinaivenment
en Analysts Situs.

Jindigque enfin & ta Section Voune autee singulavild : Peatstence
de deux courbes non enlacées el telles cependant que chacune soil
coupée par loule calotle stmplement connexe suns point multiple ayant
Uaulre pour frontiére.

Les démonstrations données dans e Chapitee s"appuient sur
quelques remarques velatives aux courbes enlacées et aux surlaces
simplement. connexes. Ces remarques s'étendent 20 un o espace
quelecongue et je Jes étabiis a fa Section |dans toute fear généralité.

Dans la deuxicme Partie, jétudic fe méme probléme pour les
enseibles parlaits partout discontinus bornés.

Le Chapitee 1 est une élude des proprictés  générales  des
ensembles fermés discontinus. J’y indique un procédé peermettant
de définiv teés simplement tout ensemble de cette nature dans un
espace quelconque. [T en résultera immédiatement @ 12 gu’un

ensemble parfait borné, partout disconiinu, est loujours situé sur un
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arc de Jordan sans point mulliple: 20 que deua tels ensembles sont
homéomorphes (). Le fait qu'un cnsemble parlait discontinu est
sttad sur un are de Jovdan Lisse prévoir tes dilférences profondes
qui existent entre ces ensembles; an peint de vae da probléme qui
nous oceupe, suivant qu’on fes considére dans un espace & deux ou
dims un espace & trois dimensions.

Dans le cas des ensembles plans (Chap. 1), la correspondance
peul s'étendre a tout le plan el peut Stre véalisée par des procédés
analogues & ecux déevits pour e cas des courbes de Jordan.

Pour le cas de I'espace & trots dimensions (Chap. ULl), je donne
des exemples réalisant les trois cas possibles. Je définis un ensemnble
discontinu P dont fa corvespondance avee un ensemble situé sur
une drotte ne peul s’¢lendre @ avean voisinage. Ge fait tient a ce
que P jouit dPune propri¢té assez curvicuse et dCalluee paradoxale :
Fensemble discontinu 1 est coupé par loule surface sumplement con-
nexe sans pornt multiple, qui contient, @ son intérieur, des points
de P sans les contenir tous.

de déduis cucore de P deux ensembles discontinus Py, Py dont
e corvespondance peat s’étendee a lears voistnages, mals pas a
toul. Pespace.

Hoen eésudte des mémes propriétés pour les aves de Jordan qui
contiennen! ces ensembles Py P Py Nous avons ainst un nouvel
exemple de deax ares homéomorphes seulement en eux=mémes
cloun exemple de deux ares Lels que L covrespondance ne puisse
s'étendre qua leurs vorsinages et pas & tout Pespace,

Eufin, de la propeicté énoneée sur Py je déduis un exemple,
plus frappant encore de faosingulacité signalée a la fine de la pre-
micre Parctie : une eieconféeence G et un are de Jordan €7 tels que
toute cadotte stmplement connexe sans point multiple, ayant G
pour frontiére, coupe Gr il v une inlinité non dénombrable de
points d'intersection qui sonl situés sur Pensemble discontinu P,

(1) Ces deux propridtis ont déja été signalées, il y a une dizaine d’années, par
M. Denjoy. Sa démonstration differe légérement de celle que Jindique. Celle
démonstration n’a pas ¢l publide, mais M. Denjoy a bien voulu me la commu-
niquer. Je ticns & 'en remereier ici.
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Les singularités signalées montrent des différences trés pro-
fondes entre 'espace & deux dimensions ct 'espace a trois dimen-
sions. On voit pourquoi des problémes, trés simples dans le cas
de deux dimensions, deviennent tout de suite trés compliqués
quand on les aborde dans toute leur généralité pour Uespace
& trois dimensions.

I me reste en terminant & Lémoigner ma bien vive gratitude a
M. Lebesgue, qui a bien voulu ovienter les débuts de ce travaill et
qui ne m'a jamais ménagé ses précieux conseils,

PREMIERE PARTIE,

ILES COURRBES DI JORDAN,

CHAPUTRE 1.

LES COURBES PLANES,

I. — Correspondance entre les polygones plans.

l. Je vais démontver élémentairement le théoréme suivant :

Soient deux polygones plans P et p linatés vespeetivement par
deux contours polygunaux Let [ sans poinl muitiple et ayant le
méme nombre de sommets, P et p sont homéomorphes ¢l la cor-
respondance entre P et p peut étee véahisée de mamere gue :

10 1, et I se correspondent cété & cété, sommet & sommet, la corres-
pondance enire deux colés étant une similitude ;

20 P et p peusvent élve décomposés en un nombre fini de iriangles
se corvespondan! par homographie,

Ui cas particulics trés simple, auquel je vamenerai fe cas général,
est celui ou L et { nont que trois sommets. P et p sont alors des
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triangles. 1l existe une correspondance homographique (et dCailleurs
une scule) faisant corvespondre ces triangles sommet a sommet,
coté & co6Lé, la correspondance entre c¢6tés étant une similitude.
Cette correspondance homographique donne la solution du pro-
bléme,

2. Supposons maintenant P et p quelconques. Pour simplifier
je considére un polygone convexe p' limité par un contour I’ ayant
autant de sommets que 1oet I 81 je peux établiv la correspondance
ndiquée au n® 1 entre P (qui est queleongue) et p’, elle pourva ausst
s’établiv entre p et p’ et il en vésultera la corvespondance cherchée
entre P et p. '

Jemonteerai dans un instant que st P plus de trois edtés, on
peutyen joignant deux points My, Mg, convenablement choisis sur L,
le décomposer en déux polygones Py, Py ayant chacun moins de
eOtés que P, La dvotte joignant les deux points m,, m), de I qui
sonl. homologues de My, My, décomposée p’ en p') et p).

I sulliv de véaliser Ja coreespondance demandée pour Pyoet p
d'une pavt, pour Py et p, d’autee part, pour que la corvespondance
entre Poet p' en vésalte,

On est ainsi vamené au cas de polygones d'un nombre moindre
de edtés ety en continuant ainsiy, on aboutiva au cas des triangles,

3. St P a quatre ¢dlés au momns et sl est convexe, on peut
prendree pour My el My deux sommets non conséeutifs de L. Si P
n'est pas convexe, il a au moms un angle supéricur a deax droits,
soit Pangle AL Eusoient AVB, G D, 0, NJY, 7 A les sommets suce-
cessils de L. La demi-dvoite Az, prolongement de BA au-dela de A,
rencontre Py osoit N Ie premier des points de vencontre quand on
vade A vers z. N n’appartient ni & BC) ni & ZA. S’il n’appartient
pas non plus & YZ, je peux preudre My en A et My en N,

§'il appartient & YZ, et si le segment AY ne contient pas de
points de Ty je prends My en A, M, en Y. Sinon, en faisant tourner
une demi=droite, & pavctiv de Aa, vers Y, 0l y aura une premicee
position Ay telle qu’en partant de A on vencontre L avant de
rencontrer YZ, soit Q le premier point vencontré par Ay & partiv
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de Ajje puis prendre My en Ay et My cn Q, car Q est un sommet de
la ligne CD ... XY.

Ceel conduit parfois & des polygones ayant des ediés conséeutils
portés par unce méme dieoite, mais ces polygones ne sont nutle-
ment exclus de nos considérations. De soele que nous aurions pu
supposer que les deux fignes Loet I n’avaient pas intialement le
mé&me nombre de e6tés, o1, en subdivisant les ediés de Fane dlelles,
revenir an eas que nous avons Cludic e,

II. — Définition et propriétés des chainons et des chaines.

4. M. de la Vallée Poussin o introduit fa notion de chainon et
de chaine en vue d’une démonstration du théoréme de M. Joedan (3).
Jutiliserat ces notions, Je vais vappelee der les définttions et
énoncer fes proprictés qui me seront utiles,

DiriNTrrons. Nous appelicvons ehainon une région du plan
Cun o seul tenant, hmitée par un contour polygonal  extévier
unique  sans  point multiple; et éventuellement. pereée d’un
certaan nombre de vides fimités par des contours de méme nature
que le premier,

Considérons un certain nombree de chatnons conséeulifs, désignis
par feavs numéros dCovdee (1), (2), <., (7). Ges ehainons cons-
tituent wne chaine st deax chatnons conséeutifs ont des points ou
des parties communes, tandis que deux chainons non conséeutifs
ne se Louchent pas. Sides chainons (1) of (#) ne se touchent pas,
cost=d=dire sonl constdéets comme n’étant pas conséeutils, la
chaine est dite ouverte, (1) el () sont aioes les chainons eatrémes.
St (1) et (n) se touchent, Cest=d=dive sont considérés comme con=
séeutifs, L chaine est dite fermée. 1H 'y o plus adors de chainons
extrémes,

Le domaine comprenant tous les pomts Cune chaine ouverte
(ou, en abrégé, ta chaine) esty comme les chainons cux-mémes, un

(M De a Varuie Poussix, Cowrs & Analyse infinitésimaley 1.1, Chap. X111,
P 374 et sulv,
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domaine ’un seul tenant, hmité par un contour polygonal exté-
vieur unique, el pereé Cun certain nombre de vides. Nous divons,
en abrégé, quiune végion du plan est intévienre & un chainon ou a
une chaine ouverte, st elie est enfermée dans leur contour extérieur,

Une chatne seva dite régulicre, st an chainon ne peut étee enlermé
dans un auwtve, ni dans un groupe de deas autees pits dans la chaine;
lesquels seraient néeessairement conséeulils,

8. Tuoniwe L SO wne chaine Jernée est ireégulicre, elle est
tntérieure @ une chaine Jormée de quatre aw plus de ses chailnons.

Tutorine b, Tout vide dune chaine ouverte est dans Uinté-
riewr dun groupe de dewa chatnons conséeutifs.

Twitovine T Le contowr extériear uniyee o une chaine régu-
licre ouverte touche @ tous les chainons, tandis que le contowr d’un
pide en touche au plus quatre.

Tutoriene IND — Dans wne chaine réguliére ouverie de criy
chainons aw moins, un vide ne peat toucher en méme temps awx dewy
clueinons extidmes.

Tutontne N - Une chadne fermde, végulicre formée de cing chad-
RORS Al mots, est constiludée per un anneate (rtérienr @ wie conlowr

polygonal 1. et extéricur @ un coniowr polygonal 1. contenu dans
Uintériewr du premier.

Cet anneau peut &tre pered de vides. Mais ces devniers sout
chacun mtévieurs & un on deux chainons conséeutils el en tou-
chent quatre au plus. Nu conteaire, les régions tévicure el exté-
vieure & Fanneau touchent chacune, Fane pae L, Paatee par V|
Lous es chainons.

6. Complétons les théovcmes IV et Vopar les remeques suis
vaunles

Tutorine. Swr le contowr extériewr 1. dune chaine régulicre
fermée G Jormée des chainons G, Gy, ..., G, (R73), on peul

marquer des points S, TS, Ty oo appartenant respectieement @
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G,, G, ... se succédant dans Uordre S, 'T',, S, U\, 5, Uy 1o,
S,y Tu_iv S, et tels que tous les points de Gi qui sont sur L appar-
tiennent @ la portion S; Ti, N, Ti de L. Sur le conlowr intérieur L.,
on peut trouver des points analogues S, 'I",, ...z tl i a accord enlre
les sens 5, T, S, de 1. et 71,8, de L.

Déevivons le contour extéricur de Gro Nous Lrouverons au moins
* A A N . r W AL
une portion allant de Loa L er une allant de L7 a0 L. Sotent 8, 5]

et 1T, ces deux parcties. Elles ne se coupent pas: elles divisenl ia
chaine en deux morecaux, dont Pun, que yJappelle yest da méme
¢Oté que Gy par vapport a5, 5. est linaté par 5, S

.
de LS T, ebun aee Ty S de L,

un awe NF

G, est tout enlier dans Uy, puisquiil a des points dans 1) oet gqu'il
ne traverse pas le contour de o A Pintérieur de 1y, la fronticre
de G, ne contient aucune autre partic joignant Loet /) puisqu’une
telle ligm' ne ]N,m'ra‘ail ¢lre traversée par G et cependant parta-
geratl I en deux parties contenant toutes deux des points de Gy,

La fronticee de Gy se compose done, outre S¢S et TT, ) de deux

parties, Fune jorgnant S a 17, Fautee joignant Ty a0 S 2 da pre-
micre ne contient ancun point de Ly leseconde ne contient aneuan
point de L. Les portions de I, qui n’appartiennent pas & G, n’onl
done jamais a la fois comme frontiére des parties de L et des par-
ties de L. '

II en yésulte que G,, G, ..., G, , ronl aucun point dans |,
puiscue, ne contenant aveun point de Gy, ils devreaient se trouver
dans ces parties de I') qui ne touchent pas a la fois Loet L', Ni G,
m G, west complétement intévieur & I, earal v a par exemple des
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points de G, appartenant & G,. Les deux régions U, et U, cons-
truites comme I}, ne sont done pas mtérieures a 1.

Supposons que T, qui appartient & G, ou a G, appartienne & G..
Sinou, on devrait appeler ce point S| et raisonner sur G, comme
nous allons le faive suv G,. Déevivons T 1", Nous resterous dans G,
tanl que nous ne rencontrerons pas une feonticre de G. Supposons
que nous arvivions en A& la fronticre ¢ d’un vide de G. Ce vide
Ltouche au plus & quatre chainons conséeutifs de G (n° 3, V) et
comme A appartient & G, et & G,, ¥ appartient au plus & quatve
chainons conséeutils de lasuite G,—,, G, G, G,, G,, G,. Déerivons y
a partiv de A dans le sens qui nous fait quitter 1" T, jusqu’a ee que
nous revenions en B sue I, T, et soit ' Pave ainsi déerit. ¥/ ne con-
tient aucun point de G, (saul ses extrémités A et B). La portion
de v voisine de A appartenant comme A a G, tout y' apparvtient
exclusivement a Gy, Gy, G,. Mais B appartient a G,, done ne peat
apparteniv & Gy, nta Gy, Done la partie de ¥ voisine de B appar-
tient & Gy, done aussi B. Bn continuant & déevive T7T, & partiv
de B, on areive inalement en T, sue G,

De méme, S, et 8 apparticunent tous deux soit a Gy, soit a G,
Je dis qu’ils apparticnnent a G,. Supposons le contraive et consis
dérons la végion Uy; solent Sy, T, les exteémités de Pave déecoupé
par I', dans Lo S, et T, appartenant a Ty, Pun des deux aves 5, T,
de 1o appartient tout entier a I'y. Ce ne peut &tee Pare extérieur
AU, car tout pomt de L appartenant soit a Iy, soit a 1y, G, qui
n’a aucun point dans ', et I'y, ne toucherait pas L. Ge ne peuat étre
Pave 5, T, de T',. Car les deux points S,, T, seraient extéricurs & 1,
et, par suile, appartiendraicnt & Gget Pun des deux aves S, T, de 1,
appartiendrait & Iy, Ce ne peut pas étre Pave de Ty, puisqu’il con-
tient des points de G,. Ce ne peut pas étre non plus Pautre ave S, T,
de 1., car tout point de L appartiendrait alors soit a Ty, soit & 1,
et G, ne toucherait pas L. 11y a done contradiction et par suite S,
S, appartiennent a G,

Ainsi, si Pon parcourt 1. et L' dans le méme sens, on rencontre
d’une part S,, T,, S,, T, dans cet ordve, ct d’autee part S, T,
S, T, dans le méme ordre, ce qui justifie Pénoncé. Remarquons
que S, et T, peuvent étre confondus, ainst que S, et T,.

Journ. de Math. (8¢ série), tome IV, — Fase, I, 1921, 3o
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Pour la suite, remarquons encore que la couroune limitée par L
et L/ se trouve divisée en des morceaux ', U, '), 17, ... par les
lignes 8, §; T, T;8,8,; T, T,;; 8,8, ...

Soient P et Q deux points de L. (ou de L/). Soient p et ¢ les
rangs des chainons qui contiennent P et Q. La discussion préed-
aente montre que I'un des deux arcs PQ de |, n’emprunte de points
qu'aux chainons numérotés p— 1, p, p+ 1, p+ 2, .... ¢ —2,
q- 1, q, q+ 1 et Pautre arc aux chainons ¢ —1, ¢, 941,942, ...,
p--2, p= 1, p, p+ I (dans ces suites, le nombre 1 doit &tre
considéré comme consécutif de n).

e cas d’une chaine ouverte se raméne immédiatement a celui
qui vient d’étre traité. Il sullit d’ajouter un chainon tout entier
extérieur & la chaine saul deux portions de son bord, dont 'une
appartiendrait au bord du premier chainon (et & ce chainon scu-
lement) et Iautre au bord du n*™ chainon. On auvait des dispo-
sitions analogues avee cette différence qu'il faut considérer les
chainons comme sc suivant dans Pordre

o203, e iy =2 N — L Ry R — 1y R— 2, o 3,2, 002,

au lieu de Pordre
102,03, coii =1 Ny 12y o

1. Correspondance entre les plans de deux courbes
fermées.

7. Solent, dans les plans E et e, deux courbes de Jordan lermées
sans point multiple C et ¢, dont les coordonnées sont des fonc-
tions continues d’un paramétre ¢ variant dans U'intervalle (o, 1).
En associant les points de C et ¢ donnés par une méme valeur de ¢,
je réalise 'homéomorphie de ces courbes. Je me propose d’étendre
celte correspondance a la totalité des plans E ete. 1l suflit, d’aprés une
remarque déja utilisée, de prendre pour ¢ une courbe particulidve.
Je prendrai pour c le contour d’un carré de centre, 'origine, de cdtés
paralléles aux axes de coordonnées et de périmétre égal a 1. Le
paramétre ¢ d’'un point de ¢ sera son abscisse curviligne complée
a partir d’un certain sommet de c.
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La méthode que pemplote est la sutvante : J’enlerme G dans une
suite de chaines régulicres fermées Gy, Gy, Gy, ..., G,y ... telles
que la chaine G, soit totalement intérieure & la chaine G,—,. bies
contours polygonaux L,—,, L—,, l,, L, qui limitent ces chatnes
déterminent deux couronnes A,_,, A'—, ¢t G,—, ost la somme de
ces deux couronnes et de G,. Je décompose chacune de ces cou-
vonnes en polygones en nombre égal & celui des chainons de G,_,.
Je fais des constructions analogues pour e. Jétablis ensuite entre
les polygones obtenus la corvespondance indiquée au n® 1. Jétablis
des corvespondances analogues entve les extérieurs de L, et [, ¢t
les intérvicurs de L, et I,. Moyennant quelques précautions, ces
correspondances véalisent la correspondance cherchée entre B et e.

Dans Pexposition de cette méthode, jénonceral quelques résul-
tals déja établis par M. de la Vallée Poussing mais J emploierai des

»

procédés dilférant des siens et appropriés au but que je poursus.

8. Tugonkmu. - Etant donnés une courbe fermée C suns point
multiple et un nombre posttif A,, je puis enfermer C dans une chaine
régulicre fermée G, d’aw moins cing chatnons et dont chacun a un
diamélre inférieur a A,.

Partageons Pintervalle (o, 1) de vaviation -de ¢ en 2F parlies
¢gales. Cecel partage C en 2% trongons. Soit g, le maximum du dia-
meétre de ces trongons. Couvrons d’autre part le plan d’un pavage
constitué pav des carrés égaux de edtés paralléles aux axes et soit v,
un nombre supérieur au diamétre (diagonale) de ces carrés. A\
chaque trongon Jattache un chainon formé de ceux des carvés du
pavage qui touchent ce trongon, H s’agit de choisie & et 7, de fagon
a salisfaire aux conditions imposées.

Deux chainons conséculifs se touchent; car ils ont en commun le
arré qui contient le point commun aux deux trongons dont ils
proviennent. Pour que deux chatnons non conséeutifs ne se
touchent pas, il sulliva de prendre v, inférieur & la moitié de Uéeart
minimum  de deux  trongons non  conséeutils. l{(\,lilm‘qunns
qu’alors 4, est mfévicur & la moitié de Pécart des extrémités d'un,
méme trongon, done a -, Dautre part, le diamétre d’un chainon

|
R
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est au plus égal & celut du trongon augmenté de 2,3 il est done
inlérieur & 2 ¢,.

La chaine sera régulic¢re st (n° &, 1) elle n’est pas intérieure & un
groupe de quatre chainons conséeutifs. Ce groupe a un diamctre
nféricur & 8 ¢,. Comme C appartient & la chaine, il sulliva que ¢,
soit inférieur au huitiéme du diamétre de C.

Il suffira donc de prendre I >> 2 (pour avoir au moins cing chai-
nous) et asses grand pour que c, soit inférteur au huiticme du dia-
métre de C et & la mottié de A,. Ceci lait, la courbe est partagée cn
trongons et Pon prendra v, injérieur a la mottié de Uécart de deux
trongons non consécutifs. Tout ceci est possible puisque g, tend
vers o quand k augmente indéliniment.

C est intérieure a cette chaine G, ¢t ne touche pas & ses deux
bords L, L ; car tout point de G est intéricur & un carré ou & un
groupe de deux ou quatre carrés du pavage.

St Lon ne fize pas A, on pourra déterminer la chaine pav les
autres conditions et Pon sera assuré que chaque chainon a un dia-
metre < 2g,,.

& Supposons que G, ait ¢L¢ construite & Pade d'un eertain
partage de G en trongons et d’un certain pavage du plan pav des
carrés. Pour construive G, je partage Pintervalle qui donne chaque
trongon du partage précédent en deux parties égales. Soit g, le
maximum du diamétre des trongons obtenus. Chaque trongon
ainst obtenu dlant une fraction de Pun des précédents, g, ne peut
pas augmenter et tend vers o quand n augmenie indéfintment. Soit 7,
un nombre mféricur + 12 & la moitié de I'éeart de deux trongons non
conséeutils; 20 & Péeart de € avee chacun des contours polygo-
naux L, ., L, qu lmitent G, . Je partage chaque careé du
pavage qui a donné G, en un nombre (le méme pour tous) assez
grand de carrds égaux pour que ces caveés atent un diameétre infé-
ricur & v,. Ce partage en trongons et ce pavage permettent de
définir la chaine G,. Elle rempliva les conditions voulues, car
le diamétre du carré du pavage vemplit les conditions imposées vis-
a-vis de ¢, ¢t comme ¢, n’est pas supérieur a g, i vérifie les mémes
inégalités de condition que g,. De plus, la deuxiéme condition im-
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posée & w, montre que cette chaine n’a pas de points sue L, ,,
ni L)_,, done est bien intévieure & G,_,.

Remarquons enfin que le diamétre maximum A, des chainons
de G, est inférieur a 2¢, ct que chacun des dewx chainons de G, qui
proviennent &’ un trongon ayant servt @ la formation de G, _,, est une
parite du chainon correspondant de G,—, en raison de la construe-
tion des pavages.

Les chaines alnst constrattes détinssent bien les anneaux A\, A,
annoneés au n0 7. A, est compris entre L, et L, et A, entre L,
et 14:,4_'.

10. Décomposttion des anneaux A, A, en polygones.— Dans ce qui
suit, ) aural & considérer des éléments de méme nature, en nombre

’

égal & ceux des chatnons de chaque chaine G,. Je désignerat tous

ces ¢léments par une méme lettee affectée de deux indices : un
indice intéricur, celui de la chaine G, ; unindice supérieur qui sera le
’ ) A ™ . 20) 2

numéro d’ovdre du chainon de G, auquel correspond I'élément.

Proposons-nous de décomposer en polygounes les deux anncaux
A, Al déterminés pae les deux chaines G, G, et limités respee-
uvement par les contours Ly, L, et L, L. (fig. 2). Pour cely,
divisons la couronne Ly, L, en morccaux Ty, et 1, par des

lignes Sypey S Toper Thpvy comme il ac été dit au n® 6. Pour sim-

Ilig. 2.

Gq

plilier les notations, les moreeaux seront notés Uy, 15, oo, et
les hignes 5}, S, 5; S, , ....

Considérons une des lignes S5’ ainsi construites. S est extérieur
aL,. etal),,tandis que S est intérieur & ces contours. Done 55’
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CY

coupe chacun de ces contours. Parcourons 88’ de 8 vers 8. S appel-
lerat X le premier point de rencontre avec 1.,., et X' le dernier point
de rencontre avec L.,.. lLes lettres X, X' seront naturellement
affectées des mémes indices que les lettres S, 8. Nous ne conser-
verons de chaque ligne S8’ que les arcs SX et 8/Y'. Ces lignes ne se
coupent pas. Elles partagent donc les anneaux A, et A, en po-
lygones que je désignerai par la lettre A avee deux indices évi-
dents et un accent 8’1l s’agit de A),. Par exemple, A, aura parmi scs
sommets les points S, 83 X)) X2,

Ces polygones A et A’ réalisent la décomposition des anncaux A,
A, en polygones : ils se présentent comme des chainons ne se tou-
chant que par des parties de leurs frontidres, la chaine qu’ils
forment n’ayant pas de vides.

11. Faisons unc remarque qui nous sera utile plus loin, sur la
disposition des polygones A par rapport aux ghainons. (.’:. Consi-
dérons le polygone Af et étudions son contour. La défintion de ce
contour dépendant de la parité de «, nous distinguerons deux cas.

19 o impair. -- Le contour ZZSIS¥T'ER' appartient aux
contours des trois chainons « — 1, &, & 4+ 1 (n° 6). Il est donce inté-
rvieur & Pensemble de ces trois chainons. Les points ¥4 I3+ appar-
tiennent au chainon G donce ne peuvent appartenir qu’a ces trois
mémes chainons. Il en résulte que ces points ne peuvent appar-
tenir qu’aux chaluons 23, 2 -2, ..., 2 + 2 de G, , sans
quoi ils apparticudraient & d’autres chatnons de G, (n® 9). Done
le contour E3X3" ne peut emprunter que les chainons 2.« -4, ...,
2o+ 3 de G,y (n°6), et par suite appartient aux chainons o — 2,
-1, & o+ 1, « + 2 de G,. Tout le contour de A% et par suile
tout ce polygone est intéricur au groupe de ces cing chainons de G,.

20 « pair. — Rien n’est changé pour fa premiére partic du con-
tour. X% appartient au chainon a-—1, done peut appartenir & I'un
des trois chainons & — 2, @ — 1, a. De méme ;' peut apparteniv
a Pun des trois chainons o, « 4 1, @ + 2 et pas & d'autres. Le
méme raisonnement montre que tout Fave EXEX' appartient au
groupe des sept chaluons a3, ..., & 4+ 3 de G,
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Done, dans tous les cas, A% est intérieur a un groupe de sept chai-
nons conséculifs de G, dont le chainon moyen est le chainon G3.
Par suite, A? ne peut toucher qu’a neuf chainons consécutifs de G,,
G ¢tant toujours le chainon moyen.

I en résulte ausst qu'un chainon de G, ne peut toucher aw plus
que neuf polygones conséculifs de A,,.

Les résultats sont évidenument les mémes pour A

12. Passons & la courbe edu plan e; ¢ est le périmétre d’un cavré
de edtés paralléles aux axes, de centre Povigine o des coordonnées
et ¢ a pour longueur 1. Le paramcétee t d’un point de ¢ est son
abscisse curviligne comptée a partie d’un sommet,.

Pour construide une chaine g, contenant ¢, je considére d’abord

Fig. 3.

san

deux contours carrés homothétiques & ¢ et concentriques, I'un [,
extérieur, Pautre 1) intéricur. Puis je partage ¢ en 2F trougons
égaux ct je meéne les demi-droites allant de o aux extrémités de
ces trongons (les sommets de ¢ sont parmi ces points). Les quadri-
latéres [ormés par ces droites et I, I, seront les chainons de la
chaine g,, leurs sommets seront désignés sur I, par s} et sur [,
pav s et le chainon g% sera le quadrilatére s% s& ¢+ s

D’une maniére générale, supposons g,_, définic et limitée par
deux carrés [,_,, I,_,. Pour définir g, je construis deux carrés [,
I, homothétiques a ¢ et concentriques el respectivement équisdis-
tants de l,_, et c et [,_, et ¢. Je partage en deux trongons égaux
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chacun des trongons qlu A SerVI & construive g gu— Ot ]o }mm 0 aux
extrémités. Ceer me donne les chainons de g, dout je désignerai
les sommets par la lettre s ou s alfectée de Pindice inféricur n et
d’un indice supéricur dont la détermination est immédiate. le
chainon g} aura ‘pmn' frontiére le contour §% &%+ .s'“"c,,“.

Jappelle a,, @, les anneaux vespectivement compris entre 1,
llH-l et lm ln-H'

Revenons au plan E. Soit X% un point X sur L, . St ce pond
est confondu avee un point S,,,, soit S5, je noterai aussi le
point b, par la lettre o, Si X% est situé entre deux points consé-
cutifs S,., d'indices supéricurs A, k + 1, je marqueral sur .,
entre les deux points s,,, d’indices &, k 4 1, un point que jappel-
lerai 6%. Remarquons que st les points S,.,, X, se présentent sur 1.,
dans un certain ordre, les points s, g, se présenteront sur 1., dans
le méme ordre.

Or, puisqu’on peut joindre les points S,, X, dans Fanneau A,
sans que les chemins se coupent, on pourra J()Hldl(‘ les points s,
s, dans @, par des chemins ne se coupant pas, ceci paree que les
ordres de succession des pointq de méme indice sont les mémes
dans E ct e. Comme chemin s%a%, je prendrai, quand ee sera pos-
sible, le segment rectiligne ayant ccs points pour extrémités e,
dans le cas contraire, une ligne brisée ayant ses sommiels unique-
ment sur les diagonales de ¢. a, sc trouve ainsi décomposé en po-
lygones et j’appelle af celui de ces polygones qui contient les
points s%, %, sa*', aut, ‘

Je ferai les mémes constructions sur les anncaux a, (fig. 3).

Nous avons vu que Pare XX de l.,,, ne contient que des
points appartenant aux seuls chainons de 206 & 2a -+ 5
de Gn—H'

Donc cet arc est compris entre les deux points S,., d'indices
quperleurq 2a—7, 20+ 6. L’are ¢%¢** de l,,, est done com-
pris lui aussi entre les points s, ayant ces indices, ¢’est-a-dire qu'il
est intérieur aux chainons de g,, « — 3, ..., & + 3. Done:

Un polygone a; est intérieur a un groupe de sept chainons consé-
cutifs de g, et en louche au plus neuf, le chainon moyen étant gi. De
méme un chainon g touche au plus neuf poly gones conséculifs de a,.
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13. Considévons une ligne polygonale X28% ct la ligne ofs?.
S ces lignes n’ont pas, initialement, le méme nombre de sommets,
je marque sur I'une d’elles des points qua joueront le véle de som-
niets. J’établis ensuite entre ces lignes une correspondance con-
tinue, laisant corvespondre les sommets, et faisant corvespondre
les ¢otés par similitude. Les points S,.,, ¥, partagent L, en
trongons. Je fais de méme pour chacun de ces trongons et pour le
troncon correspondant de [,.,. La corvespondance entre les
contours de A% el a est alors celle indiquée au n® 1 et par suite
je peux étendre cette correspondance a la totalité de ces polygones
comme il a ét¢ dit & ce numéro, 1 en est de méme pour I'intérieur
de L, et Vintéricur de 7.

Pour les extérieurs de 1., et 1y je considére deux contours carrés
auxiliaive I, [ égaux el assez grands pour contenir respectivement
& lewr intéricur tout L, ou tout I,. Je joins un sommet de I, & un
sommet de Ly et un sommeg de £ au sommet corvespondant sur [,
d Paide de lignes polygonales ayant le méme nombre de sommets.
La couronne comprise entee Let I, et celle comprise entre L et L,
se présentent alors comme deux polygones auxquels japplique
les considérations du n® 1. Enfin, pour les extérieuwrs de L. et I,
yenvisage deux axes de coordonnées portés par deux cotés de L
et les deux axes portés par les cotés correspondants de I. Je fais
correspondre les points qui ont méme coordonnée.

La correspondance sur € et ¢ a été définie. Elle lie les points
qui ont méme pavametve. Elle fait correspondre en particulier les
poinls M3, m%; M2 ¢tant le point commun aux deux trongons qui
ont fourni les chainons «--- 1, a de G, el m¢ étant commun aux
deux trongons qui ont fournt les chainons & - - 1, & de g,. Ces points

. . [~4
onl en effet pour paramétre

aqk tn *

1A, Je dis que la correspondance ainsi établie donne la solution

du probléme posé. Pour le montrer il me faut d’abord prouver qu’elle

atteint tout point de F et tout point de e et qu’elle est biunivoque.

1l est manifeste que tout point de e est atteint. Cela est manifeste

aussi pour tout point de E qui appartient & C ou qui est extérieur
Journ. de Math. (8 série), tome IV, — Fase. I, 1g21. 31

N
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a une chaine G,, car un tel potat appartient & un des anncaux A,
ou est extérieur a L,, ou intéricur & L. Il sullit done de prouver
que tout point M de E non situé sur C est extéricur & une des
chaines G,. Ceci résulte du théoréme suivant :

Tutorime., — - Soit Ay le mavimum du diamétre des chatnons
de G,. Tout pont intériewr a G, a, avec C, un écart inférieur a A,.

Tout point mtéricur & G, appartient soit & un chainon, soit &
un vide intéricur & un groupe de deux chainons conséeutifs (n© 8, V).
Si M appartient @ un chatnon, le théoréme est vérilié, car co
chainon contient au moins un pomnt de G, et la distance de ce point
a M est inféricure au diamétre du chainon. St M appartient & un
vide, appelons A Te contour de Pensemble des deux chatnons qui
contiennent ce vide et N le point de G commun aux deux tron-
¢ons qui ont donné naissance a ces chainons. N étant intéricur
aux decux chainons, est intérieur & A. M étant aussi intéricur & A
une demi-droite issue de M et opposée & MN coupe A en un point I,
P cst sur un des deux chainons et ce chainon contient aussi N qui
appartient aux deux. Done NP <A, et par suite MN < A, puisque
M est par construction entre N et P. Le théoréme est démontré,

Soit alors M un point de E non sur C. Il a avee € un écart non
nul e. Considérons un nombre n assez grand pour que le maxi-
mum ¢, du diamétre des trongons de C qui [ournissent les chai-
1

\

nons de G, solent inféricurs & -z A, est inféricur & 2¢,, done & ¢

)
M ayant avec C un écart supéricur a A, est extérieur & G,.

La correspondance s’étend done bien a la totalité de B et e.
Elle est biunivoque, car les polygones A (ou a) n’ont en commun
que des points frontiéres et que ces [ronticres se correspondent.

A5. Il reste enfin & prouver que cetie correspondance est continue
dans les deux sens. Elle est manifestement continue en tout couple
de points homologues M, m qui n’appartiennent pas a C et c. [l
suflit alors de faire la démonstration en supposant M et m sur G
et c.

Un point M de C est intérieur au contour extérieur de I'un au
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moins des chainons de la chaine Gy soil par exemple, au chainon G
Tous les points de G} suffisamment voisins de M ont leurs homo-
logues délinis par la considération de polygones Af,,, olt p est
positil. Chacun de ces Af,, contenant des points de G} contient
au plus des poinls de 7 chainons conséeutils de la chaine Gy,
dont Pun au moins provenant de la subdivision de Gj; done
ces 7 chainons sont Intéricurs & % chainons consécutils de Gy,
Pun d’cux étant Gi. Finalement, tous les A, considérés appar-
tiennent aux 13 premiers chainons de G a GY de la chaine G,
Les af,, corvespondant font done parctie de la ligure formée par
les 13 chalnons gb & gf el le diamétre de cette ligure tend vers
zéro avee %

Ceel prouve la continuité de la corvespondance quand on passe

\

de B & e Le passage de e & B s’¢tudiera de méme; daillears,
apres un résultat de M. Joedan, une corvespondance biunivoque
el continue dans un sens est continue dans les deux sens.

16, L résumé, le probléme posé au n® 7 se trouve résolu. Si
nous envisageons deux courbes fermées quelconques sans point
multiple, ¢tant donnée une corvespondance biuunivoque et con-
tinue entre les points de ces courbes, on peut Pétendre a la tota-
Lt de Teurs plans au moyen d’une mfinité dénombrable de corves-
pondances  homographiques. La corvespondance  entre  régions
homologues ne contenant pas de points des courbes est oblenue
par un nombre fini de telles correspondances.

IV, -~ Correspondance entre les plans de deux courbes
ouvertes.

V7. Etant données dewr courbes de Jordan ousertes C el ¢ sans
potnt muliiple des plans I et e, nous allons élendre & tout 13 et ¢ la
correspondance entre C el c.

Pour cela, appelant Ay B «, b les extrémités de G el ¢, jo vais
construire un aie G sans point multiple joignant A a B et n’ayant
que ees points en commun avee G el un ave analogue ¢!, Je lervais
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correspondre C 4 C' avee ¢+ ¢ en conservant la correspon-
dance donnée de C avee ¢. La correspondance entre ces courbes
ferinées s’étend a la totalité de leurs plans et cette extension
résout le probléme posé pour C et c.

Comme courbe ¢, je prends le segment (o, 1) de Oz et pour ¢
je prends le reste ap, ¢, b du périmétre d’un carré de c¢6té ¢ La
construction de C' va cncore résulter des propriétés des chaines
réguliéres ouvertes enlermant C. Ce sont ces propriétés que j’étudie
maintenant.

!

18. Tutorime. -— Soit C un arc de Jordan sans point multiple
dextrémités A, B. Je peux enfermer C dans une chaine réguliére
ouverte G, d’au moins sept chainons, et dont chacun a un diamétre
inférteur ¢ un nombre A, donné.

Partageons I'intervalle (o, 1) en 2F parties égales, ce qui par-
tage C en un méme nombre de trongons. Appelons ¢, le maximum
du diamétre de ces trongons. Considérons d’autre part un pavage
du plan a Paide de carrés égaux ayant un diamétre inféricur a un
certain nombre v, que je déterminerai ensuite. Pour constituer
le premier chainon, je prends un arc AA; de C somme des «, pre-
micrs trongons et je garde ceux des carrés qui touchent cet ave.
Ils forment un chainon que jappelle (A,). Je construis de méme
le chainon (B,) a4 'aide de I'arc BB, somme des B, derniers Lron-
cons. Je constitue les chainons intermédiaires chacun a 'aide d’un
des troncons restants de C.

T.es chainons ainsi construits forment unc chaine ouserte si ¥,
¢st inféricur & la moitié de écart de deux trongons non consé-
cutifs. On a alors v, < éao (n°8).

La chaine sera réguli¢re (n°® 4) si aucun chainon n’est téricur
a aucun groupe de deux chainons consécutifs. Pour écarter le cas
contrairve, je distinguerai deux cas suivant que le groupe en ques-
tion ne contient pas ou contient un des chainons extrémes.

PrEMIER cas. — Supposons que le chainon de rang z soit inté-
ricur au groupe des deux chainons intermédiaives A, A 4 1. Sup-
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posons pour fixer les idées » < A, Le chainon x — 1 ne touche
aucun des chainons A, A 4 1 qui ne lul sont pas conséeutifs. 11 a
des points & Pintéricur de leur groupe, ceux quil a en commun
avec (x). 1 est done toutl entier intérieur a ce groupe. 1l en est
de méme des chainons » — 2, »— 3, ... (A,). Dans ce cas, 'un
des chainons extrémes est intéricur & un groupe de deux chainons
intermédiaires conséeutils. Ce cas ne pourra pas se produire si
chaque chainon extréme a un diamétre- supérieur au double du
maximum du diamétre des chainons intermédiairves, ¢ est-a-dire
supérieur & 4¢,, puisque chaque chainon intermédiaire a au plus
le diamétre 2¢, (n® 8). Pour véaliser cette condition nous pren-
drons o, et B, juste assez grands pour que les diamétres des arcs AA,,
BB, surpassent 4¢,. On peut alors préciscr les limites entre les-
quelles sont compris les diamétres de (A,) et (B,). Si Pon dimi-
nuait a, d’'unc unité, on aurait un trongon de diamétre au plus
¢gal & 4¢,; done AA, a un diamétre au plus égal a 5¢, et par
suite (A,) a un diamétre inférieur & Ge,. Il en est de méme pour (B,).

Deuxiime cas. = Le chainon (%) est intéricur au groupe loriné
de (A,) ct de son conséeutil [le raisonnement serait le méme pour
(B,)]. Le chainon (x + 1) scrait aussi intéricur a ce groupe ct par
suite le chainon (B,). Or B est intéricur a (B,), B scrait done inté-
ricur au groupe en question qui contient aussi A, Ce groupe a un
diamétre au plus égal & Ge, + 2¢, = 8¢,. Si Pon appelle D la dis-
tance AB, ce cas ne se produira pas si e < —é D.

Enfin écvivons qu’il y a au moins sept chainons (1), ¢’est-a-dire
au moins c¢inq chainons intermédiaires. Les ares AA,, BB, ont
chacun un diamétre inféricur & 5¢. Si done D > 10¢,, les aves
AA,, BB, v’empiétent pas et Pave A B, a un diunétee supéricur
a D 10g. I sullit alors que D--10g, > 5¢ ou 1he, <D
pour &tre assuré que cel are comprend au moins eing Lrongons,
Cette condition est plus restrictive que celle trouvée plus haul.

Si enfin on veut que chaque chainon ait un diamétre inférieur

(1) Ce nombre a éLé choisi en vue des applications ultévieures. On ferait des rai-
sonneinenls analogues & partiv d’'un nombre queleonque.
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A, il sulliva qu’il en soit ainst pour les chainons extrémes, ¢est-
d-dire que 6g, < A,.

En résumé, on prendva k assez grand pour que g, soit inféricur
. D A, .. . .
& 7z et & 5+ G étant ainsi partagée en trongons, on prend 4, infé-
vicur & la moitié de Uéeart de deux trongons non conséeutifs. On
choisit enfin a,, B, juste assez grands pour que les ares AA,, BB,
alent un diamétre supéricur a 4e,.

Si I'on ne fixe pas A, on supprimiera la condition correspon-
dante. On scra assuré que chaque chatnon aura un dicinétre infé-
rieur a 6¢,.

Soient Gy la chaine ainsi construite et b, son contour,

19. Enfermons maintenant C dans une suite de chaines G,
Gy, ..., Gy .... Nous imposerons a ces chaines la condition que
les contours L, Ly, ..., L,, ... qui les limitent sotent intéricurs
chacun aux contours qui les précédent. Supposons G-, cons-
truite a Paide d’éléments qui sont : un partage de C en trongons
dont le diamétre maximum est ¢, ,; un pavage du plan & laide
de carrés égaux; deux nombres o,—,, 8, jusle assez grands pour
que AA,_, et BB, , aient un diamétre supéricur a 4e, . Pour
déterminer G, je partage chaque intervalle du paramétie ¢ ayant
fourni un trongon du partage précédent en deux parties égales.
Soit ¢, le diamétre maximum des trongons ainsi obtenus. ¢, st
au plus égal & ¢,—,. Je partage chaque carré du pavage précédent
en un nombre (le méme pour tous) de carrés égaux dont Jappelle
le diamétre v,. Je prends ce nombre de carvés assez grand pour
que : 190, soit inlérteur & la moitié de I'écart minimum des groupes
de deux trongons non conséeutils de G; 20 a Pécart de C avee 1, _,.
inlin je chowsis o, B, juste assez grands pour que le diamétre
de AA, eL de BB, soit supéricur a 4 ¢,.

Comme g, est au plus égal & ¢, , done & g,y g vemplit les con-
ditions exigées pour g, ¢l ces éléments fournivont unce chaine G,
ayant les propriétés de G,. De plus, la deuxi¢me condition imposée
a 1, montre que tout point des chainons de G, est intéricur a G, ,,
donc que G, est intéricure & L., ,. Le diamétre des chainons de G,
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est inférieur a 6s,, done tend vers zéro quand n augmente indé-
{iniment. ‘ .

Faisons encore quelques remavques. L’are AA,_, a un dia-
métre supérieur & 4 ¢,_,, done & 4 ¢,. Par suite, A, ne peut pas éire
en dehors de cet arc. De méme B, est sur Pare BB,_,. Un chainon
inteemédiaive de G, provient d’un trongon de C qui en fournira
deux dans la division suivante et qui, par suite, donnera naissance
a deux chainons de G,,. Ces deux chatnons sont entiérement intérieurs
au chatnon considéré de G, . L.e troncon AA,_, fournira le trongon
AA, et éventuellement d’autres troncons. Les chainons qui en
résultent pour G, sonl entiérement intéricurs & (A ).

20. Construerion ni G (fig. 4). — €' sera obtenue comme
image continue de ¢’ (ap, ¢, O)lau moyen des vemarques suivantes :

Sur le contour L, de G, il y a quatre points P, P/, Q,, Q' tels
que les deux ares P, Q,, P,Q, empruntent chacun tous les
chainouns, les points P, P, étant les sculs qui appartiennent au
chainon (A,) et les points Q,, Q) ¢tant les seuls qui appartiennent
a (B,) n°6). L'un des ares P, P, du contour de (A,) est alovs
tout entier intéricur & G,. Cet ave et la portion P, P, du contour
de G, lorment un contour X qui enferme tout (A,), done A. Mais B
esteoxtérieur a X, Par suite, L., qui emprunte des points de (A,
intéricur a (A,), done a X, et des points de (B,.,,) extérieur a A,
coupe X, Il ne coupe pas la partic appartenant a L, donc il coupe
Pave P,P,. Soit I, le premier point de rencontre avee I.,., a
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partir de P,. Je formerai un are P, P, en ajoutant & P, 11, celui
des deux ares I[,P,,, de L., qui n’emprunte pas de points au
chainon (B,.,).

Remarquons dés maintenant que 1, appartenant au chainon (A,)
ne peut pas apparteniv aux chainons de rang supérvieur a 2 de G,
Soit 24 + 1 le nombre des chainons de G, qui sont entidrement
intérieurs au groupe des deux premiers chainons de G, (n® 19).
1T, ne peut alors apparteniv qu’a ces chainons de rang au plus égat
a 2A 4~ 1. Le chemin 11, P,,, emprunte done des. parties appar-
tenant uniquement aux 2 A 4+ 2 premiers chainons de G, ot
pav suile est intérieur au groupe des trois premiers chatnons de G,
(nos 6 et 19).

Ceci étant, je marque sur le cdté ap, de ¢’ les points py, p, ...,
Pas - - - définis par ap, = %’ Je fais corvespondre les pomts P et p

de méme indice. Je fais de méme corvespondre le segment p, p,.,
a la ligne polygonale P, 1I, P,_, par exemple par similitude des seg-
ments homologues. Je lais des constructions et j’etablis des cor-
respondances analogues pour les éléments désignés par la lettre Q.
Je fais encore correspondre le edté p,gq, a Parc P, Q, de 1., ct
enfin je fais correspondre A & a et B a b. Je vais montrer que
Pensemble des points ainsi construils et coriespondant aux poinls
de ¢’ constitue I'arc C' cherché. 1l fTaut montrer pour cela:

~
4

10 C' ”a que les points A el B sur C. -— Ceei vésulte de ce que
Pave P, P, de € est, quel que soit n, extérieard G, done ne
coupe pas C.

20 C' r’a pas de pocnt mulliple. —- Par leur construction méme, les
ares P, P, et P,P,., nesecoupent pas. De méme pour Q, Q,, ot
Q.. Quyy. U sullit done de prouver que P, P,., ne coupe pas
Q. Qusr. Or P, P, est intéricur au groupe des trois premiers
chainons de G,, donc au groupe des trois premiers de G,. De méme
Q. Qusy est intérieur au groupe des trois derniers chainons de G,.
Comme G, a au moins sept chainons, ces arcs ne se coupent pas.

30 Les coordonnies d’un point M de C' sont fonctions continues
du paramétre qui fize la position du point m correspondant sur ¢'.
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- Ceci est manifeste si m n’est ni en @ wi en b, 11 sullit done de
prouver qu’étant donné 11 on peut trouver & tel que am < h
entraine AM < 11 Pour cela remarquons que P, P, dtant inté-
. . . A ~ .
ricur au groupe des Lrois premiers chainons de G, il en est de
A . | 9 ) ~ M ) . e * 3
méme pour toul Pare AP,. Ce groupe a un diamétre inlérieur &
10 ¢,. Prenons noassez grand pour que 1o, < H. 1l sulliva alors
de prendre b < ap, pour réaliser les conditions imposées.
G étant ainsi constraite, Lo proposition énoneée au n® 17 se
Lrouve ¢tablie,

V. — Généralisations et applications.

21. Des faits que nous venons d’établiv résulte immédiatement
la propriété suivante @ si une circonférence (ou un segment de droite)
posséde dans son plan e une certaine propriélé qui se conserve quand
on fail une représentation biunivoque el continue du plan e sur un
aulre plan, celle propriété est aussi vérifiée dans son plan par une
courbe de Jordan C fermée (ou ouverte) sans point multiple.

On en déduit, en particulier, le théoréme de M. Jordan :

Une courbe de Jordan fermée sans point multiple partage son
plan en deux régions, une région intéricure bornée et une région
extéricure non bornée, Deux points d’une méme région penvent
¢lre joints par une ligne continue ne coupant pas la courbe; deux
points, pris chacun dans une région différente, ne peuvent pas &tre
joints par une telle ligne. La courbe est frontiére de chacune des
régions. Ces propriétés sont en effet veaies pour une circonférence
¢t se conservent dans la veprésentation indiquée,

De méme, un are de Jordan sans point multiple ne partage pas
con plan en régions : deux points queleongues non situés sur Pare
peuvent ére joints par une ligne continue ne le coupant pas.

Une courbe de Jordan (fermée ou non) sans point multiple ne
remplit aucun domaine. Supposons; en clfet, que la courbe C vem-
plisse un domaine et soit M un point intérieur & ce domaine. Il
existe uné circonférence de centre M et de rayon H dont I'intévieur
appartient a C. Faisons une représentation du plan de C sur le plan
d'une eirconlérence ou d’un segment de droite et soit m Phomo-

Journ. de Math. (8¢ série), tome 1V, — Fase. HIL g, 32
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logue de M. T existe un nombee b tel que mp < b entraine MP < 11,
Tout Fintérvicur de T civeonférence de centee ne et de vavon feappar-
tiendrait done & ¢, ce qui n'est pas.

Entin, toul point M d'une courbe C sans point multiple est acces-
stble, ¢’ est-a=dire qu’il existe une ligne polygonale dont les sommels
ont M pour seul point limite et qui ne touche G qu'en M. Faisons
la méme représentation et menons par moun segment de droite
wayant que ce point en commun avee ¢. Lhomologue de e seg-
ment seea la ligne cherchée, Tout segment de cette ligne qui e
contienl pas ae se teansforme en effet en une ligne polygonale avant
un nombre fini de sommets, puisgue dans toute région ne conte-
nant pas de points des courbes Ta corvespondanee se décompose
en un nombre fini de corvespondanees homographiques,

22. Voici une généralisation & plusicurs couwrbes. Kile vésulte
de la remarque suivante :

Litant donné dans un plan un nombre fini de courbes sans
pornt multiple et sans poind commun, on peul enfermer chacune
dans un ow dewa contours polygonaux, suivant qu'elle est ouverte
on fermée, de facon que st une courbe G est intériewre G une courbe C,,
les polygones qui enferment Cy solenl inlériewrs a ceux qui enfer-
ment Cy. Je divai que ces polygones ont méme disposition que les
courbes.

Soit 2 un nombre infévieur & Péeart des courhes, W sullit o en-
feemer chaque courbe dans une chaine régulicre ouverte on fermeée,
swivant sa nature, et dont chaque chainon ait un diamétee inféeieur

1 \ . . ;o . .
e Toul pomt mtériear & une des chaines a, avee T courbe cor-

\
a -
2

, C o e . ,
respondante, un dearl inférienr & ~c (). La propeiété en vésulte
de suite,

Soient, dans un plan I, un nombre fini de courbes C,,C,, ...,C,
sans point multiple el sans pornt commun (levmées ou non). Soient,
dans un plan e, un méme nombre de courbes c,,c,, ...,c, de méme

(1) Ceei a été démontré pour une courbe fermée {n® 14). La démonsiration serait
Fa méme ponr une conrbe ouverte,
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nature. Je suppose que les courbes C;, ¢; sont loules deux ouverles
ou loules deux fermées. Je suppose de plus que ces courbes ont la
méme disposilion, c’est-a-dire, par exemple, que si G, est intérieure
@ Gy, ¢y sera intérieure a c,. Je dis que je pewx élabliv entre 13 el ¢ une
correspondance qui fasse correspondre les courbes de méme ndice.
Je peux me borner au cas ot les courbes ¢ sont des carvés ou des
segments de droite, Enlermons les courbes G et les courbes ¢ dans
les contours polygonaux indiqués au début de ce numéro.
Considévons d'abord une courbe fermée Goenlermée dans une
chaine Gy imitée par deux contours L, L) el courbe corvespon-
dante ¢ enfermée de méme dans une chaine g, lunitée par 1, 1

S0

It
supposerat, quitte & changer Cen 1 £ pour ¢, que st Pon déertt 1,
en vencontrant suceessivement les chainons (1), (2), ..., (1) el si
Fon déerit £, de la méme facon, les sens de rolation sont les mémes
pour tes deux plans 1et oo J'étabhs alors entee Gy el g, T corrves-
pondance du no 13,

Supposons mamtenant Get ¢ ouvertes. Sotent boet £ les contours
qui les enferment. Je Teeme C par un ave G intérieur & Lot ¢ par
un contour ¢ que je peax ausist supposer éee un eareé, a condition
de prendee e assez petits Je suis vamend an cas préeédent. les po-
tvaones oot £ jouant e vole des contours 1ot fdu n® 43, Pour
avor comme toul & Fheare e méme sens de deseription sure et 4,
thne sera pas nécessaire de changer de paramétee pour e, il sulliva,
UeTest néeessaire, de remplacer ¢ par son symétrique par rapport
ala drotte e

Fes portions du plan qui vestent sont alors dex domaies polygo-
nanX deux & deax de méme connexité et himtés par des contours
secorvespondant avee des sens de deseription concordants, Par
PFadjonetion de lignes convenablement choisies comme il a été
it au n® 43, je les ranene & des polygones auxquels Japphique la
coreespondance du no b, ce qui établit la proposition. :

En partieulier, si les courbes C et ¢ sont towles ouvertes. on pourra
atnst étendre @ la lolalité des deuwx plans lowe corvespondance entre
ces courbes, puisque; dans ce cas. nous n'avons pas ¢é obligé de
changer de pavametee, 1 pourra ne plus en étre de méme st cer-
taines des courbes sont fermées et Pon ne pourra étendre que cer-



250 -~ LOUIS ANTOINE.

taines correspondances, mais il en existe toujours de cette sorte,

Si les courbes n'ont pas méme disposition, Uextension est encore
posstble a un votstnage (U'intérieur des chaines constraites parv
exemple), mais ne peul pas s'élendre a la totalité des plans. Suppo-
sons par exemple Cy intérieure & C, cl e, extéricure a ¢, et admettons
que la correspondance entre ces courbes s’étende a la totalité des
plans E et e. Solent M et m deux points homologues sur €, et ¢,
Soient P, p deux points homologues quelconques. La distance
mp = h (P) est fonction continue des coordonnées de P, Définis-
sons cette fonetion pour toutes les positions de P intéricures & C,
ou sur C,. Ce domaine étant borné et fermé, o () a un maximum A
fini. Si mp > I, P sera extéricur & C,. Or daus la végion non bornée
qui contient ¢,; 1l y a des points p qui peuvent étee joints & m par
un chemin ne coupant pas ¢, et tels que mp > h. Le point P homo-
logue serait done extéricur a G,. Ceel est impossible puisque ’homo-
logue du chemin mep joindrait M et P sans couper G,.

23. Je me borne a ¢énoncer la généralisation suivante dont la
démonstration est immédiate,

Soit dans E une infintté dénombrable de courbes sans poinl com-
mun G, Cy, ..., C,, ..., cL daus ¢ une mliné dénombrable de
courbes ¢y, €4y « 1y €4y oo o Supposons que €, soil extéricure & une
circonlérence de centee O et de rayon R, et ¢, extéricure & une '
“circonférence de centre o et de rayon r,. Supposons que R, et 7,
croissent indéfiniment avee n. On pourra étendre la correspon-
dance entre les courbes C et ¢ dans les cas suivants :

12 Les courbes C et ¢ sont toules ouvertes;
29 ,es courbes C et ¢ sont toutes [ermées et extéricures les unes
aux autres;
30 Les courbes C et ¢ sont fermdées, €, est intéricure & G, ¢t ¢
) Uly AN JUD 4 B [ A S % 2 Bis Y "' Y Ul l”_’_‘ n
est intéricure & ¢,4, quel que soit n.

24. SiCet ¢ sont dcux courbes de Jordan ayant des points mul-
tiples et homéomorphes, leur correspondance peut, selon les cas,
s’étendre & tout le plan, s’étendre seulement a leurs voisinages,
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ow méme ne peut s’éLendre & aucun voisinage. Voict deux exemples
(l(‘v ces (l(}]'ni(.‘l's ¢cas,

Premier exemple. - G est constitué par une civeonlérence U et
par deux segmients de droite G, G, (AB, et AB,) ayant une extré-
mité commune A sur 1" et extéricurs & I ¢ est constitué de méme,
mais les deux segments ¢, ¢, sont intéricurs & ¥ (fig. 5). C el ¢ sont

Iig. 9.

homéomorphes et il existe une correspondance entee ces aves qui
s’étend & leurs voisinages. Je dis qu'il v’existe pas de corvespon-
dance entre C et ¢ s"étendant & tout le plan. Une telle covrespon-
dance doit abord faive correspoundre les seuls points multiples A
¢l e el aussi les points fronticres, B, avee by par exemple et B,
avee by, Elle feva done correspondre Vet vy, G, et ¢y, G, et ¢y Soit 1Y
une portion de G, ne contenant pas A, done extéricure a I 11 lui
correspond une portion ¥ de ¢, done intérieure a y. Par suite v
et 1Y wont pas méme disposition que ¥ et ¥'. On ne peut done pas
étendree leur correspondance a tout le plan (n°22). On ne peut done
pas ¢tendre a tout le plan la correspondance eutre G et e,

Deuxiéme exemple. — Lies courbes C et ¢ sont constituées de la
méme maniére, saul que G, est mtérieuve a I' (fig. 6). Une corves-
pondance entre G et ¢ ne peut s’étendre & aucun voisinage. Sup-
posons qu’il existe une correspondance entre C et ¢ pouvant
s’étendre & leurs voisinages. Elle fera corvespondre, comme tout &
Pheure, ' et v, G, et ey, Gy ebeyy, A eta, By et by, By et by, 11 existe
une circonlérence v, de centre a, coupant ¢, et ¢, en des points d,
¢t d, et appartenant au voisinage de ¢ auquel peut s’étendre la
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correspondance, Soit ¥ Pave dy dy de v, qui ne coupe pas y. 1 doit
Jui cotrespondree un are 1Y ne coupant pas 1 ¢t joignant un point D,

Fig. 6.

de G doun point Dy de €y Mais ceci est impossible puisque G, est
extérienr ot G, intévicur a b,

28. Conune application de la propriété du n022 nous donnerons
les propriélés sulvanles, qui nous servivont souvent :

Tuiowime, - - Sotent, dans un plun ¥, deva cowrbes fermiées sans
potnt muldtiple G, C, (ntériewres a une méme cowrbe fermée sans
pornt neulteple C et ne la touchant pas. On peul passer de C, & G par
une déformation homéomorphe de ¥, w'altérant que Pintérieur de (.

Par déformation homcéomorphe d'un espace ou d'une vaviété
il faut entendee Tes déformations continues de ¥V oau cours desquelles
des points distinets de Vovestent distinels,

Supposons d’aboed que Gy et G ne se touchent pas el gue G
estintérieure & G, Nous pouvoens alors faire une veprésentation
de 1S sur un plan e de fagon que les trois courhes GG, G sotent
représentées par trois civeonférences ¢, ¢y, ¢, avanl méme cenlre 0
¢, ¢tant mtérieure a ¢, ot ¢, mtérreure & ¢ (n® 2L) {fig. =). W sullic
alors de prouver la possibilité de Ta déformation indiquée pour les
courbes du plan e. Nous allons déling eette déformation.

Nous indiguerons les divers stades de Lo déformation par les
différentes valeurs d'un paramétve 0 variant de o a 1, la valeur o
correspondant au stade inttial et la valeur 1 au stade linal,
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Soient m, un point de ¢y el m le point.onla demi-droite om, coupec,.
Pour le stade 0 nous prendreons pour transformé de m, le point m

min e .
du segment mym, tel que —= = 0. Soit. p, un point quelconque

» mym,
de Timtérienr de e, La demi-droite op, coupe ¢, enun point m,, ¢,

Fig. -.

en i poind ey el e enun poind g, SEp, est enlee g el my,. e prendrai
' e JO

pour position de p, au stade 0 le point p de og tel que £L =221,

Poy Ny
me dant le point défini préeédemment. Siop, est entee o eb my, je
prendrear potel que I%)u—n‘; :T';%.%' Quannd on fant varier 0 de o dva,
Fintérienr de e se déforme et cette déformation véalise manifeste-
ment les conditions inposées,

SEGy nfest pas itértear a Gy, nous nous vaménerons & ee eas
en passaul par Fintermédiaire dCune courbe G (dont nous allons
prouver Uexistenee), mtérienve & G et avant G, el Gy & son inlé-
vieur. On déformera dabord Fintévicur de € de Tacon & amener G
sur G, puis de facon & amener G/ sur G0 Pour prouver Pexistence
de G/ Tatsons une représentation de K sur an plan e de fagon que G
soil représentée par une civeonférence ¢, G, et G, sont alovs vepreé-
sentées par deux courbes ¢, ¢, ne touchant pas e. Ces courbes onl,
un écart non nulavee ¢; done on peut construive une cicconlérence ¢f
concentrique & ¢. intérieure & ¢ et ayant ¢, et ¢, & son intérieur.
L’image de ¢ est L courbe G chevchée, Le théoreme est démonteé,
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6. La méme propriété a liew si les courbes C,, C, sonl ousertes.
Si C, et G, ne se coupent pas, nous fevons la veprésentation de E
sur un plan e de fagon que Csoit veprésentée par une circonférence ¢,
Cyy C, par deux aves de civconférences ¢, ¢, ayant méme ceatre
que ¢ et homothétiques par rapport & ce centre. St nous com-
plétons les circonférences ¢, ¢, ¢l que nous fassions la déforma-
tion du plan e indiquée au numéro précédent, elle véabisera les
conditions exigées,

Si G, et G, se coupent, nous passerons par Pintermédiaive d’un
ave G itévienr & G et ne coupant mi G, ni G,. Un tel are existe,
puisque ni G, nt G, ui par sutte fewr ensemble, ne peavent rempliv
Pintévieur de C.

7. Soient dans un plan T une courbe fermée sans point mul-
tiple C et deux courbes ouvertes sans poind nldtiple C,, C, intérieures
a G, sauf leurs extrémutés Ay B qui leur sont communes el qui appar-
tiennent @ C. On pewt passer de C, a G, par une déformation homéo-
morphe de T r’altérant que Uintériewr de C.

Désignons par T, 17" les deux aves de C déterminés par A et B,
Supposons d’abord que €, et G, n’ont en commun que leurs exteé-
mités A et B. L'intérvieur de € est divisé en trois végions ayvant,
respectivement pour frontiéres les courhes U4 C,, G, + G, G, 4 17,
Cousidérons dans un plan e une cuwconférence ¢ sur laquelle nous
marquons deux points diamétralement opposés «b. Joignons ces
points & Pintérieur de ¢ par deux aves decevele ey, ¢, Appelons v+
les deux ares de ¢ déterminés par @ ot b (fig. 8). L’intéricur de ¢ est
partagé en teois régions ayant pour fronticres vespeetives v, + e,
¢ + ¢, ¢, + . Faisons une veprésentation de E sur e faisant cor-
respondee Iy 4 Gy & v+ ¢4y A ot @, B et b et conservons de cetle
veprésentation ce qui coneerne les intéeicurs de ces courbes. Faisons
de méme pour les courbes G, 4- G, ¢, 4 ¢,, en ayant soin que la
correspondance entre G, el ¢, soit la méme que celle obtenue dans
la corvespondance précédente. Enfin opérons de méme pour C, 4 17
et ¢, + v avee la méme précaution pour C, ¢,. 1l ne nous reste
plus qu’a délormer Pintévieur de ¢ de facon & amener ¢, sur c,.
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Il en résultera la déformation chevehée. La déformation de Pinté-
rieur de e s'obtiendra par un procédé analogue & celut du 1w 23,
I sulliva de faive déevive & chague point une portion de fa perpen-
diculaive au diametre @b et d'éevive les mémes égalités ot les

Fig. S.

b

Y

v

points o et ¢ auraient été vemplacés par les deux points de ven-
contre de cette perpendiculaire avee e.

Si G,y G, se coupent, il me sulliva de passer par Uintermédiaive
dun are G dextrémités A B, intéeteur & G et ne touchant G, G,
quien A el B. Prouvons Pexistenee d'un tel are,

Pour cela, faisons une veprésentation de K sur un plan e de fagon
que G osoit veprésentée par une cieconférence ¢, G, G, sont alors
représentées par deux ares de Jordan ¢, ¢, aboutissant aux deux
points ¢, b homologues de A, B, Partageons Pundesares ab de ¢ en
deux parties égales par un point m,. Partageons Uave ame, en deax
pariies cgales purun point e Flave my, my acun éeart non nul
avee ¢, ¢f ¢ On peat done constrnive un are p, ¢, concenlvigue
aomy m, et homothétique el ne rencontrant ni ¢, ni e, 1 en sera
de méme des portions de vayons my p, et my g, D'une fagon géné-
rale, jo partagerai Fave am,, en deax parties égales par un point m,,
et 3'en déduis un are homothétique et concentrique & m,—, m,,
SO Py, 4 Gy QUi nEe coupe pas ¢, et e Je Tais les mémes construe-
tions pour Pave bm,. La courbe ¢/, somme des aves p,_, ¢, et des
segments rectilignes p,, ¢,, véalise les conditions exigées. Le théo-
reme est démonted,

-~
[

Journ, de Math. (> série), tome IV, — Fase, HI g,
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Remarquons que comme courbe auxilivive €' nous pouvous
prendre une ligne polygonale dont Fensemble des sommets a pour
seuls points imites Tes points A et B 1 sullit quil en soit de méme
pour ¢, La coreespondance entre et ¢ se décompose.en ellet en
un nowhbre fini de corverpondances homographiques powr toute
région qui ne contient pas de points de € ow ¢ (n® 16). Or, on peul
manifestement prendee pour ¢ une telle hignes il sallic de vem-
placer les aves p, 1, ¢, par des lignes polygonales voisines,

CHAPITRE 1.

LES COURBES DE JORDAN DANS, L'ESPACE A TROIS DIMENSIONS,

l. — Remarques sur les variétés enlacées et les surfaces
simplement connexes.

28. Jaurai & utiliser, dans ee Chapitee et dans le Chapitee 1
de Ta deuxicme Partie, cevtaines propriétés des courbes enlacées
relativement aux surfaces simplement connexes. Ges propriétés
se généralisent & un espace quelconques: je vais les ¢tabliv dans
toute leur généralité, Je vappellerar d’abord les définttions et les
propriéiés des variétés enlacées, donndes par M. Lebesgue (1) e
par M. Brouwer (2).

La notion de eartétés enlacées a é1é introduite par M. Lebesgue,
qui Pa utilisée pour démontrer qu'une variété fermée & n--x
dimensions partage en végions Uespace & n dimensions. En voiet Ia
délinition : Soient dans Pespace & p 4 ¢+ 1 dimensions deux va-
riétés fermées T, T, & p et ¢ dimensions, Ces variétés sont enlacées
si, 1, et 1, dant deux vaviétés polvgonales trés voisines de T, ot
de T, et leur corvespondant, au cours de la déformation continue
réduisant ¢,, par exemple, & un point non situé sur 4,, il ¥ a un
nombre impair de traversées de ¢, par t

UM
P

(" H. Lesescus, Co R, dlead, Se., Paris, 27 mars g,
(®) Brouwer, On looping coefficients { Koninklijke Akademie van \Vetenschappen
te Amsterdam, 25 juin g, pages 113-raa).
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M. Brouwer a vepris cette définition et a délini en méme temps
un nombre entier dit coefficient Penlacemeni des deux variétés,
Sa valeur absolue ne dépend que des vaviétés, Le signe dépend de
ke délinition du sens positil sur chaque vaviété (1) et de Pordee
dans lequel on les considerve, Les variétés enlacées, dCapres la déli-
nition de M. Lehesgue, ont un cocflicient d'enlacement impair.

29. Soient Vy, Vo, deux vaviétés fermées & et b1 di-
mensions dans Pespace E, & 0 dimensions. M. Brouwer démontre
sur leur coellicient d’enlacement les propridtés suivantes que nous
pouvons prendee pour définition dé ce coellicient.

Le coellicient d’enlacement ne change pas si Pon délorme de
fagon continue Fune d’clles sans toucher Fautee. Il ne change pas
non plus s1 on remplace chague variété par une variété polygo-
nale lui corvespondant et teés voisine, On peut préeiser les mots
trés voisines en disant que les points homologues ont une distanee
mfévicure & la mottid de Féeact des deux vartétés,

Pour te caleul du coellicient d'enlacement, tl nous sullica done
de considérer deux variétés polygonales ¢, ¢, ,_,. Construtsons
une calotte v, , de vaviété polygonale & n - b dimenstons avant
pour fronticee v, , . Choisissons v, 4 de facon que (ee qui est
toujours possible) v, et v, o, nfaient qu'un nombre lint de points
communs, ¢, et v, dlant décomposées en tétracdroides; nous
supposcrons en oulre que ces poinls appactiennent pas a leurs
frontiéres. Soit me un poinl commun intérieur aux deux tétrad-
deoides 4, Ut o 0l 0, 4, (el par suile o) ¢lanl orienlées,
ces téetraddroides e sont. Hen résulte v ordre pour Teurs sommets,
SO e @ty o octteUby by by oo by cos ordies, Menons par O
fes veeteurs ON L ON, o0 O, OB OBy, Ll OB, dyuipol-
fents & aguy, agay, o0 bybyy oo, by by ST le tétraddroide &
nodimensions de sonets O A, o0 AL B, By Lo B, dont
Jes sommiets sont pris dans cet ordee, oviente Pespace conme les

o, . . . . . o N
A bes varkités dont i sera gquestion sont tonjowes hilateres, Clest a cette seale

conditivn quion peut délintr sur elles un sens positil,
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axes de coordonnées, nous divons que v, traverse positivement e,
enome el nous représenterons celte traversée par le nombre <= 1.
St les orientations sout IVErses, nous aurons une traversée néga-
tive représentée par - 1. Le coellicient d’enlacement est la somume
algébrique de ces nombres pour tous les points tels que ne,

Favisageons une déformation continue de ¢, véduisant ¢, & un
poinl non situé sur ¢, 4o, On définit de méme un nombre aliceté
& chaque point de traversée de o, par ¢, au cours de lacdélor-
malion., Sa délinition Tait interveniv les tétracdroides gqui se
touchent et le veeteur veprésentant e déplacement du poinl com-
mun. On démontre encore que le coellicient. d’enlacement est la
sonmme algébrique de ces nombres. Ceel n’est pas autre chose que
I définition de M. Lebesgue. .

St Uon peut véduive Pune des variéids & zévo en coupant Pautre
un nombre fini de fois, ou st une ealotte limitée pae Pune coupe
Pautre en un nombre find de points, il ne sera pas néeessaire de
faive appel & des variétés polygonales @ ces points, en nombee fini,
permettront de ealeuler e coellicient d’enlacement. B parti-
culier, si Pon peut véduive Pune des variétés & un poinl non situé
sur Pautre saus couper celle-ei, les deux varviétés ne sonl pas
enlacées,

30, SURFACES SIMPLEMENT CONNEXES DE LESPACE A 2 DIMEN-
stons. - On appelle ainst une vaviété fermée homéomorphe & une
hypersphére & n- ¢ dimensious, Elle peut done ¢tee regardée
commie constituée de deax déments de surface el est homéo-
morphe & la fronticee d’un tétraddroide & n dimensions. On appelle
calotte simplement connexe dans le méme cspace une variélé non
feemée & no -1 dimensions constituée par un seul élément. Kile
est homéomorphe & un tétraddroide & - 1 dimensions, ow eneore
& une demihypersphéve & —- 1 dimensions, ou encore & une
hypersphere & n--- 2 dimensions de Pespace & - 1 dimensions et
d son Intéricur.

Soit 8 une surlace simplement connexe de Pespace 15, Etant

homéomorphe & une hypersphére X & n- -1 dimensions de ect
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espace, je peax supposer ctablie une corvespondanee biunivoque
el continue entree 8 et X Pour étudier les propeiétés de S, il sera
commaode de délinie les téraddroides sphériques de X,

Soient &, B deux points de X non en ligne drojte avee le centre O,
Les points O, a8 déterminent un plan & deux dimensions qui
coupe ¥ suivant une hypersphére ¥, 2 une dimension (circonlé-
rence). o, B partagent ¥, en deux parties. Jappelle le tétraédroide
sphérique & une dimension de sommets e, 3, lave de X, limité par
ces points el inférienr & ko moitié de X,

Supposons définis les tétraddroides sphériques jusqu’a la dimens-
ston =1, Soienl o, 3, ..., &, k41 points de X non dans un
méme plan & A dimensions avee O, Ces points et le point O délini-
nissent un plan & A 4 1 dimensions qui coupe ¥ sulvanl une
hypersphéve X, & b dimensions. Les o+ 1 points o, B, ..., A
peuvent former oe-b 1 groupes de b points, chaque groupe délinis-
sand un tétracdroide sphévique & & - - 1 dimensions, Ces b + 1 Lé=
traddroides Torment une variété fermée saus point multiple a
h- v dimensions qui partage X, en deux régions. Jappelle
téiraédroide sphérique a h dimensions de sommels a, B, ..., & celle
des végions de Xy inlévieure & la moitié de X, Ces délinitions sont
valables jusque h=n - 1.

e déduis o délinition de Félément @ b dimensions de S ayant
pour sommels o1 points A, By L L Pappelle ainst le corres-
pondant sur S du tétracdroide sphévique & b dimensions de X qul
a pour somumets les points o, 8, ..., A homologues de A, B, ..., L.

ol. Tutorbae, [stant donné wn nombre A,, i existe un
nombre g lel que tout dlément & h dimensions &' une surface simple-
ment connexe S, dont les sonimels ont des écarls nuutuels inférieurs
a €, sotl intérieur @ une hypersphére a n -~ t denenstons de rayon A,.

Les Tonctions qui définissent la corvespondance de S et X sont
continues et délinies sur des ensembles feemés, done unilormément
continues, Parsuite, &4, je peux faire corvespondre 1 tel que a <1
entraine AB <A, De méme, & 7 je peux laive corvespondre €, Lel
que CD < &y entraine 8 < 7. Ce nombre ¢, est le nombre cherché.
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Sien effet A, B, ..., L ont des distances mutuelles inféricures a ¢,
, B, ..., Aont des distances mutuelles infévieures @ 7. On voit alors
[acilement que tout point m du tétraédroide sphévique o, 8, ..., A
e<t & une distanee de o infévieure a 7, done tout point M de "élé-
ment A, By Lo estdoune distanee de A inféeieure 203,

Le nombre g, est manifestement inféricur &0 A, il est valable
quel que soit le nombre des points Ay B, oL Ljusqulac Ja valear n
de ce nombre,

Tutorime. - Llant donné le nombre A, il existe un nombre ¢,
tel que a, b, ..., L étant b -+ 1 points ayant des distunces mutuelles
inférieures @ &, el chacun ayant avec S un éearl inférieur a &, on
peut amener le tétraédroide 1, ayanl ces poinls pour sommels, sur
un élément Uy, de S par une déformation continue aw cours de laquielle
chaque point de 1), conserve avec S wn écart infériewr a A.

Prenons e nombre ¢ corvespondant par le théorctme préecédent

. ] | -~ e .o .
A =-13 ¢t g, =zg. Lo nombre satisfalt aux conditions -

24

posées, Sojent, en effet, Ay B, ..., Lodes points de S tels que Ag,

Bb, ..., L{ sotent mféricurs a g,

I en vésulte que les points
A By oot des dearts mutuels inféricurs &g, et pae sutte que
tout Pélément T, avant pour sommels ces points est intérviear
une sphéve de centre A el de ravon Ay, done de diamétre A On
ausst Ny, A Dy o, M gy, done ¢, estintérieur & cette spheve. Done
tout e tétraddroide ¢, est intériew & cette sphére. Considérons le
tetraddroide sphérigue 7, avant pour sonmets les points o, 8, .0 4
homologues de A B, (0L 5, et g sont homcéomorphes; done aussi
oot Ty Réadisons I covvespondance entee ¢, ot T, el faisons
déerive &un point m o de ¢, le segment de droite qui fe joint & son
homologue M de Ty Faisons de méme pour tous les pointy tels
que meen supposant quia un méme dustant, les segments els
que meMoseront partagés par la position prise par ae dans un
meéme rapport. Nous anmenons ainsi &, sae 1,0 Mais e segment. M
estantérieny @ la sphére envisagée plus haut. Done Mo << A el e
gavde au cours de Tacdéformation un ¢eart inléricur & A avee M
done avee S
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Remarquons que la délormation continue que nous envisageons
ici pour 4, ne laisse pas £, constamment homéomorphe a lui-méme,
caril se présentera en général des points multiples au cours de cette
déformation. H n'en dait pas de méme pour les déformations
envisagées aux no 25, 26 1 27.

Tutonine, — Le nombre &, du théoréne précédent est tel que toute
eariété polygonale vy, a b dimensions (hzn 2) dont chaque point
avee S un éeart inférieur a g, peul se réduire @ zéro, chaque point de ¢,
gardant, au cours de cette déformation, un écart inférienr a A, avee S,

Décomposons ¢, en tétraddroides tels que pour chacun dleux {es
sommels aient des distanees mutuelles inféricures & g,0 A chaque
sommet « nous faisons corvespondre un point A de S tel que Aa < =,
Faisons corvespondre chaque tétvaédreoide de o, & un élément de S
avee lacondition swivante: Une face & h- 1 dimensions commune
& deux tétraédroides aura pour homologue un élément & b 1 di-
mensions de S, la corvespondance élant la méme quel que soit eelui
des deux tétraédvoides de ¢, auquel on fait apparteniv cette lace.
Cette corvespondance est rendue possible par Uintermédiaive des
tétraddroides sphéviques. La déformation indiquée ci-dessus améne
alors ¢, sur une variécté V, de S en remplissant les conditions im-
poscées,

V, a pour homologues sur X une variété V' formée d’un nombre
lini detéreaédroides sphéviques ayant moins de n o v dimensions,
Done ¥V ne vemplit pas toul. X0 On peut alors ramener Vi zévo
sur ¥ comme on le voit facilement en faisant une inversion ayant
pour pdle un point de X non sur V', Dans cetie inversion, une por-
tion de X contenant tout V' devient Pintévieur d'une sphére &
n -2 dimensions d’un espace & no 1 dimensions. La réduction
A zéro & Pintéricur de cette-sphére est immédiate. Done V peul se
réduire & zéro sur S, La réunion des deux délormations indiquées
démontree le théoréme,

Tutontme. - - fLtant donné A, on peut déterminer ¢ tel que toule
vareété N, a h dimensions (h -n 2) dont chaque point a, avec S,
un écarl inférieur a < peul se réduire G zéro, chacun de ses poinls
gurdant agec S un éeart inférienr a A,
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Nous pouvons prendre &= -¢,, ¢, ¢tant le nombre déterminé
par le théoréme précédent. Prenons en effet une variété polygo-
nale 9, covvespondant &V, et dont chaque point ait avee son homo-
logue sur V, un éeart inféricuy a & Soit M un point de V,, m son
homologue sur ¢, et M un point de S tel que MM’ <. On a alors
M'm < g,, et comme on a ausst MM’ <y, tout point du segment
Mm est & une distance de M inféricure & g, On peut done passer
de V, 4 ¢, de fagon que tout point garde avee S un éeart inlévieur
A gy, done & A, Mais ¢, est dans les conditions du théoréme préeé-
dent. Le théoréme est établi '

02, Tuioniimi. — Soient S une surfuce simplement connexe sans
potnt multiple et d un ensemble de points dont chacun « avec S un
éeart supérieur @ un certacn nombre A. Il existe un nombre < tel que
toute variété NV, a h dimensions (hZn-—2), dont chaque point «
avec S un écart inférieur a g, n’est enlacée avec aucune des variélés
a n-—h-— 1 dimensions qu'on peut constiluer avec les points de d.

Le nombre ¢ déterminé par le théoréme précédent vemplit ces
conditions. On peut en elfet véduire V, & zévo, chaque point de V),
gardant avee S un ¢eart inférieur & 4, done sans couper d.

Ces théorémes sont encore vrais s1 5 est une calotte simplement
connexe sans point multiple, homéomorphe par définttion & une
demi-hypersphére X & n—- 1 dimensions. Le théortme précédent
est méme dans ce cas valable pour = n-- 1. En effet, on peul,
toujours véduive & zéro sur la demishypersphére ¥ une vaeiété
an- 1 dimensions tracée sur clle, Ceer tient & ce que X est homéo-
morphe doun tétracdeoide a1 dimensions,

33. Soient une surface simplement connexe sans point multiple S
cl.d un ensemble de points dont chacun a avee S un deart supérieur
i Al Considérons le nombre ¢ donné par le théoréme précédent.
Envisageons maintenant un pavage de Pespace 15, & Paide de
cubes & n dimensions, égaux et ayant un diamétre inféricur a e,
Conservons ceux de ces cubes qui touchent S, Hs forment un de-
maine D d’un seul tenant, contenant S & son intéviear ot dont
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chaque point a avee S un éeart inlévicur & & Done toute variété
ayant au plus n-- 2 dimeunsions, tracée dans 1), w’est enlacée avee
aucune des variétés extraites de d. D est un domaine limité par des
variétés polygonales & n— 1 dimensions.

Je divan, pour abreéger, qu'en construisant Dy Jai enfermé S
dans un domaine polygonal 1) non enlucé avec d.

La méme définition sapplique si S est une calotte simplement
conuexe sans point multiple. Les variétés envisagées dans 1)
peuvent alors aussi avoir n - 1 dimensions.

34. Comme premicree application de ces propriétés, démontrons
le théoréme suivant :

Tuwionime. - Soient, dansespace & n dimenstons &, une surface
stmplement conneae sans point multiple S et deux variéiés fermées V,,
Voimry @ het n-- I -1 dimensions, sans point commun, enlacées,
el sans point commun avec N. Ces deua variétés sont dans une méme
région de S,

Dans cet énoncé, on suppose 12hn — 2, done n2 3.

Enfermons S5 dans un domaine polygonal D non enlacé avee
Pensemble V4V, y—. Soit Vo nne variété polygonale covrees-
pondant point & point & V,, tees voisine de V,, de sorte qu’elle n’a
pas de points communs avee Do Vet V) sont enlacées, Je dis
que Vo et V) done aussi Vy, sont dans la méme région exté-
ricure & 1, done dans la méme région par vapport & 5. Faisons en
effet passer par V' une calotie pol\wmml(‘ a h 4+ t dimensions W
et modilions-la légérement, si ¢’est néeessaive, de facon qu'une
variété a r dimensions de W one coupe une variété a s dimensions
limitant D que pour » +-s2n. Dans ces conditions, les intersec-
tions de W et de la fronticre de D sont des variétés lmlw‘run:llos
& I dimensions V., V.. ...,V . Nous ne considérons que celles qui
limitent la portion W.. de Wsituée dans la région R extéricure ‘\ D
qui contient V',

Si V, -, nétait pas dans cette région R, W, ne rencontrerait
pas V,_s—. Done (n° 29), la somme des coellicients d’enlacement
des variétés V', V) V), ..., V, avee V, ,_, serait nulle,

Journ, de Math. (8¢ série), tome IV, = tase, I, 1921, 54
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comme Vi, Vi, ..., V|, tracées sur D, ne sont pas enlacées avee
Vi1 il en serait de méme de VY, done de V.

Il faut vemarquer que les vavidtés V, W, Vi, V,, ..., V,
peuvent avoir des points singuliers, Mais cela n’influe & aucun mo-
ment sur notve raisonnement, car, si Pon déecompose ces variélés
en éléments convenablement choisis, ces éléments seront sans
points singuliers; seulement il arvivera que deux éléments aient
des points commuus bien qu’ils ne doivent pas étee considérés
comme contigus, de sorte qu'il faudra parlois considérer des points
géométriquement  confondus comme analytiquement distinets.

Il. — Les courbes planes et les courbes sphériques.

38. Nous allons ¢tendre les vésultats du Chapitee 1 et justifier
énoneé suivant : Soient, dans Pespace Iy, deux courhes de Jordan
sans point multiple € ¢t ¢ (Loutes deux ouvertes ou toules deux
fermées) planes ou sphériques, on peut passer de 'une a Pautre
par une déformation homéomorphe de Pespace, n’altérant qu’une
région bornée, Il en vésultera que la correspondance entre G et ¢
s’étend & tout Pespace.

A6, Tntowtmr, --- Si, par une déformation homéomorphe d’une
surface bornée S en elle-méme, laissant fixes les points frontiéres
de S, §il y en a, on peut transformer une figure IV en une figure V'
on peut ausst transformer ¥ en 1Y par une déformation homéomorphe
d’une partie bornée de Uespace en elle-méme, pourvu que, en chaque
point m de S, il existe une normale & S qui varie de fagon continue
avec m, el poursu que, pour 11 asses petit, le segment N'mN nor-
mal a S, de miliew ni et de longueur 2 11 passe, quand m varie sur S,
une seule fols par chaque point du domaine D qu’il balaie.

Tout point P de D est bien déterminé par le pied m du segment
normal, unique, qui passe par I et par le nombre o, (-=HZAZ 4 H),
qui mesure le segment mP, le sens positil étant cclui des normales
divigées d’un cité déterminé de S. Le point P sera dit le point \m, k|,

La déformation homéomorphe de 8’ est supposée donnée en
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fonetion d’un parameétre ¢ vaviant de o & 13 p [m, t] désigue la posi-
tion, & Pinstant ¢, du point qui, & Pinstant o, est sur S en m.

La déformation homéomorphe de espace est ainst définie @ elle
laisse immobiles les points extérieurs & D. Le point P qui, & Pins-
tant o, ¢tait en jm, k) est; a Pinstant ¢, (05¢<1), en

o= )

37. Soient deux courbes G et ¢ d’un méme plan. Enfermons-les
dans une courbe sans point multiple I’ (une cireonfévence par
exemple). On peut passer de G & ¢ par délormation de Pintéricur
de I (00 23 et 26). Or Vintéricur de 1" remplit les conditions du
théoréme précédent, done on peut passer de C a ¢ par la déforma-
tion indiquée au n® 3.

Le cas des courbes planes non situées dans un méme plan sera
Studié au puméro suivant.

o98. Courpes seHErIQUES. - - Solt G une courbe de Jordan sans
point multiple tracée sur une sphéve 3. Je dis qu’il existe un
point. O de 8 non situé sur G Soit M un point de G, translornmons S
en un plan ¥ par une inversion de centre M et partageons € en
deax aves G/ C7 par deux points situés de part et d’autre de M.
12ave G contient M; nous le supposons assez petit pour que son
transformé 1 soit tout entier exlérieur & une circonférence A
du plan X, Pave I/ transformé de C' ne remplit pas tout A;ily a
done, dans A, un poinl © qui Rappartient ni & 1 ni a 1. Son
transformé O répond & la question.

[ sulliv maintenant de faive une inversion de centre O pour
déduire les propriétés de la courbe sphérique G de celles des courbes
planes et prouver en particulier la possibilité de transformer, de
fagon continue, une courbe sphérique en une autre tracée sur la
méme spheére.

Soient maintenant deux courbes fermées G el ¢ tracées sur des
plans ou spheéres Py p. Coupons P et p par une sphére S qui donne
les intevsections 17 v. Nous savons délformer G en I, puis I' en v,
cufinyen ¢ si C et ¢ étaient onvertes nous pourrions les considérer
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comme des pavties de deux courbes fermées G4 /) ¢ 4 ¢,
L’énoncé du n® 38 est établi,

Ill. — Les courbes tracées sur le tore.

39. Soit T un tore dout nous désignerons les deux vayons pav r
¢t R (r<R). Supposons que Porvigine des coordonnées soil. au
centre du tove et que Paxe des z soit axe du tore. Nous pouvons
alors exprimer les coordonnées @, y, = Cun point M queleonque
de T en fonction de deux pavamétres o, @ par les formules

@z= (R reusang) cosamo,
(1) (TYy { y = (W + rcosury) sinamm,

sz rsinany,

A chaque systeme de valeurs de w, % corvespond, un point el un
scul de T et & chaque point de T corvespond un systeme de valeurs
de w, ¢ dont chacune est définie a un entier prés, .

Soit un plan 1I dans lequel nous avons pris deux axes de coor-
données 0 @, 0. A un point M de T nous ferons corvespondre le
point ne de II qui a pour coordonnées les valeurs w, 9 des pava-
meétees de M. Si Pon prend les divers systénies possibles pour o, ¢,
on obtient les diverses représentations de M sur I1. Ces veprésen-
tations se déduisent de Pune d’elles-par les translations délinies
par des vecteurs dont chacune des projections est enticre. Consi-
dérons dans II les paralléles aux axes d’abscisse ou d’ordonuée
entiere. Ces drottes décomposent 1 en carrés dont chacun repré-
sente une fois et une fois seulement tout T, saul en e qui coneerne
les fronticres de ces carrés pour lesquelles il y o liew de prendre une
précantion évidente.

Soit s une pégion de I limitée par une cowrbe de Jordan sans
point multiple, s veprésente une certaine région S de I Supposons
qull nexiste aucun vecteur de projections entiéres dont les deux
extrémités apparticnnent & ¢ (frontiére comprise). Dans ces condi-
tions la correspondance entre S et s est biunivoque et conlinue. S est
alors unc calotte simplement connexe sans point multiple,
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AQ. Soit € une courbe de Jordan tracée sur . @. ¥, z sont fone-
tions continues d’un paramdétre ¢ que nous supposerons varier de o

a 1. Pour chaque point de la courbe, on peut alors délinir des déter-
minations de o et g fonetions continues de ¢ :

(2) o =w(L), o =0(l).

Lie point veprésentatil sae 1 déerit alors une courbe de Jordan e.
Suient a, B les aceroissements respectils de o, o quand ¢ varie de o
dr:a=ow()  wo),B8=27(1)-2(o) Ces nombres sont évi-
demnent indépendants de la détermination prise pour o, 9.

Si Pon changeait de paramétre en posant ¢t = f ('), les nombres «,
B ne seraient pas non plus changés, sous la réscrve que f soit une
fonction crotssante. Dans le cas contratre, ils seraient changés de
signe. Ces deux nombres a, B sont done parfaitement délinis par
liaccourbe, st on la suppose orientée.

La courbe C est ouperte et sans pocnt multiple, sty @ et b étant
entiers, les deux équations

() —wm(l") = «, o(¢) —o(t')=b

ne peavenl étee vérilices simultanément que pour @ =o, b =o,
t ==U'. La représeniation ¢ de C est alors un arc de Jordan sans point
nmultiple. Deux représentations dillérentes de € sont sans point
communy et il Wy a pas de veeteurs & projections enticres dont les
extrémilés sotent sur une méme représentation de C. L'un au moins
des nombres o, B relatifs & C n’est pas entier.

La courbe G définie par les fonetions (2) est fermée el sans pocnt
malteple, st les mémes équations sont vérifides sculement lorsque
Pona:ouwbient =1, « =0, b =05 oubien t =1, ' =0, auquel
as ao= o, b=8. 8t a ct f sont nuls, la représentation ¢ de C est
une courbe fermée sans poinl multiple. 11 0’y a pas de vecteur a
projections cuticres ayanl ses extrémités sur ¢ et deux veprésen-
tations dilférentes de C ne se coupent pas.

St Pun aw moins des nombres a, 8 n’est pas nul, ¢ est une courbe
ouperte sans point multiple. Le vecteur qui joint ses extrémités
est le seul veeteur de projections entiéres (d’ailleurs égales & « et B)
dont les extrémités sont sur ¢. Ces deux extrémités appartiennent
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chacune & une aalre représentation de G et il v’y a que ces deux
points de ¢ qui apparticnnent & d’autres représentations.

Quand la courbe C est fermée, les nombres «, 8 représentent en
grandeur cl en signe les coefficients d’enlacement de C avec U'axe de ¥
et le lieu des centres des méridiens de T. Par cocllicient d’enlacement
avec axe du tore, )’entends le coellicient d’enlacement avee une
courbe formée par une demi-civconférence concentrique du tove, de
ayon supéricur & R 4 », dont le diamétre est porté par 'axe du
tore, ct le diametre de cette demi=circonfévence. Elle est supposée
orientée de fagon qu’en la déerivant dans le sens positif, la cote
aille en croissant sur la partic vecliligne. Le lieu des centres des
meéridiens est orvienté suivant le sens positif du plan des xy. Nous
supposons C orientée dans le sens des ¢ croissants.

On pourrait démontrer dés maintenaut ces propriétés des
nombres «, B; je les établirai plus tard pour chaque cas.

41. Counrsis ouverres., - - Soit G une courbe de Jordan ouverte
sans point multiple tracée sur T. Les diverses représentations ¢,
¢’y ... de Csuv le plan M sont des arves sans point multiple et sans
point commun. Chacun d’cux a un écart non nul avee les autves.
Soit € un nombre inférieur a cet écart (le fait qu’'il y a une infinité
de représentations n’empéche pas de déterminer € paree quil n’y
en a.qu’un nombre finl dans une région bornée). Enfermons une
représentation particuliére ¢ dans une chaine régulicre ouverte g

dont chaque chainon a un diamétre inférieur & - <. Je dis que g

représente de fagon biunivoque el continue une région de ' Sup-
posons en effet (n°39) qu’il y ait un vecteur pp’ de projections
enticres ayant ses deux extrémités dans g. Il existe deux points mem/

v o tale o I, 1ot ' /.0 10 ST et 4
de ¢ tels que mp <& m'p'<oe (n® 19). Soit me, un point tel

que (nun,) = (pp'). m, représente le méme pomnt que m el se
trouve alors sur une autre représentation ¢ de C. Mais on a

1 . . . .
m, p' = mp, done < 5 € ¢l par sulte m'm, < e Ceel est impossible
putsque ¢ est inféricur a Pécart de ¢ ct ¢
Tracons dans g un segment de droite ¢, paralléle & Paxe ow,
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Il représente un arc de paralléle G, de T. On peut passer de ¢ a ¢,
par une déformation continue de la végion g n’altérant pas la fron-
tiere (n° 26). g étant homéomorphe & une reg‘lon G de T, on peut
passer de C & C, par une délormation continue de T en lui-ménue.
l.e tore T satisfaisant aux conditions du n° 36, on peut passer de
la courbe C a la courbe plane C, par une déformation continue de
Pespace n’altérant qu’une région bornée.

Les courbes ouvertes tracées sur le tore peuvenl donc ltre ajoutées
a celles qui figurent dans I'énoncé du no 33.

42. CounBES FERMEES DONT LA REPRESENTATION EST FERMEE.
== Soit C une telle courbe (« = § = o). Considérons une représen-
tation particuliére ¢ de G et soit ¢ un nombre inféricur a Pécart
de ¢ avee les autves veprésentations de C. Enfermons ¢ dans une
chaine régulitre fermée g dont chaque chatnon a un diamétee infé-

ricur & -z Soient I, U les deux contours de cette chaine (I inté-

|

2
vicur & ). Je dis que Uintéricur s de I veprésente de fagon biuni-
voque et continue une région S de T. II me suflit de prouver qu'’il
nexiste pas de veeteur & projections entiéres dont les extrémités
apparticnnent a s.

Supposons qu’il existe un tel vecteur pp’. Déplagons-le sur la
droite qui le porte jusqu’a ce qu’une de ses extrémités p vienne
sur {; Pautre extrémité p’ appartient encore a s. Elle ne peut pas
apparteniv & g, car le raisonnement du numéro précédent s’appli-
querait encore & la chaine g et par suite il v’y a pas de vecteur
& projections entiéres ayant ses extrémités dans g. Ainsi p’ est inté-
vicur a I, done a ¢. Soient m un point de ¢ tel que mp < -;- cet m'le
point tel que (mp) = (m' p’). mm' est un vecteur & projections
enticres, done m' appartient & une représentation ¢/ de C diffé-
rente de c. m' ne peut pas étre dans g, car il aurait un écart infé-

[

rieur & - ¢ avec ¢; m' ne peut pas étre extérieur a I, car le vec-
teur m' p’ ayant ses extrémités dans deux régions différentes de ¢
couperait ¢ en un point m” et 'on aurait m’ m” < m’ p/, donc

1 . P “ .
encore < ~<. Donc m' est intérieur & I'. La courbe ¢’ qui con-
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tient ' a done ce point & Pintéricur de e. Elle se déduit de ¢ par la
translation (mm'); elle a done des points & Pextéreicur de ¢, par
exemple le point qui se déduit par la translation (mm') du dernicr
point de rencontre avee ¢ de la demi-droite mm’. Done ¢’ coupe ¢,
ce qui est impossible. La propriété est établie.

Soient m un point. de Fintéviewr de Let Mle point de T qu'il vepré-
sente, Tragons de M comme eentre une sphére de rayon assez petit
pour qu’elle coupe T suivant une courbe €, sans point multiple
ct dont tous les points apparticnunent & la végion S de 'I' homéo-
morphe de Pintéricur s de I G, est veprésentée par une courbe c,
intéricurc a I; ¢, est [ermée et sans point multiple. On peut passer
de ¢ a ¢, par déformation homéomorphe de s sans altérver 7, done on
peut passer de C a la courbe sphérique €, par déformation homéo-
morphe de T sur lui-méme et par suite de G & €, par déformation
homéomorphe de Pespace n’altérant qu’une végion bornée.

Les courbes fermées C tracées sur un tore et pour lesquellesow = 3 =0

peusent donc encore étre ajoutées a celles de 'énoncé du n® 3.

o et § sont bien les coellicients d’enlacement de C avee Iaxe
du tore et le lieu des centres des méridiens, cav ¢ peut se réduive
a o a Pintéricur de I, done C peut se véduive & o sur T, ¢’est-d=dire
sans couper ni Paxe, ni le lieu des centres des mévidiens.

43. COURBES FERMEES DONT LA REPRESENTATION EST OUVERTE.
— Nous supposons maintenant que Pun au moins des deux nombres
a, B n’est pas nul. Les représentations de Csont des courbes ouvertes,
Soit ¢ 'une d’elles d’extrémités m,, m,, ayant respectivement pour
coordonnées ®,, 9,; ®,, 9,. Le vecteur m,m, est le scul vecteur &
projections entiéres dont les extrémités soient sur ¢; ses projee-
tions sont d’ailleurs «, 8. ‘

Supposons que nous fassions une déformation homéomorphe de T
en lui-méme. w,, w,, 9,, @, varient de lagon continue; donc v, — w,,
@, — %, varient de fagon continue et par suite restent fixes ct
égaux a o, 3. Au cours d’une telle déformation, ¢ restera done une
courbe ayant la méme propriété que c:le vecteur joignant ses
extrémités cst le seul vecteur a projections entiéres dont les extré-
mités sont sur ¢ et ce vecteur a pour projections «, 3. Nous allons
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envisager dans la suite un certain nombre de telles déformations
que nous définirons chacune par la déformation d’une portion du
plan I représentant de fagon biunivoque et coutinue une région
de T. Nous arriverons finalement & amener ¢ a étre un segment de
droite, qui aura alors pour projections «, § et aucune portion de ce
segment de droite n’aura ses deux projections entiéres,

44. Tracons, ce qui est possible, deux chemins vebant m, et m,
et constituant une courbe fermée y contenant ¢ & son intérieur,
les points m, et m, étant les deux sculs points de ¢ situés sur v.
De plus, ¥y devea &tre telle qu’elle ne contienne que le segment m, m,
qui ait ses deux projections entiéves. Sauf en ce qui concerne m,
et my, I'intéricur de v est une image univocue et continue d’une
région du torve.

Tragons une ligne polygonale ¢, joignant m, et m,, intérieure
Ay et n’ayant que m, el m, pour points limites de ses sommets. On
peut (n® 27) déformer ¢ en ¢, en n’altérant que Pintérieur de v.

Soit m, un point de ¢, aulve que m, et m, et prolongeons ¢,
au dela de m, en effectuant sur Uare my, m, de ¢, la translation mgm,.
Lia courbe ¢ ainst obtenue, m, m', est analogue &7, sculement elle
est polygonale et w’a un nombre infint de ¢dtés qu’au voisinage
du point m. Si done on opére sur ¢ comme sur ¢, on pourra prendre
un contour ¥/ formé d’un nombre lini de segments et une ligne ¢/
polygonale d’un nombre fint de cotés.

Or les opérations qui nous ont ainsi lait passer de ¢ a ¢ sont les
images de déformations continues n’intéressant que le voisinage
de C. Pav de telles déformations, on peut done amener ¢ a étre
formé d’un nombre fini de segments. Pappelle encorve ¢ la ligne
ainst obtenue.

45. La ligne ¢ ayant un nombre fini de sommets, nous pouvons
supposer, quitte a faire une délormation veprésentée par un acerois-
sement de o et de 9, que les sommets de cette ligne n’ont aucune de
leurs erordonnées enticres. ¢ est alors découpé parv les cotés du
quadrnillage de 1T en trongons. Les extrémités de ces Lrongons
appartiennent. chacune a un seul cdté de ¢ el ce cdté traverse en

Journ. de Math. (8¢ sévie). tome IV, — Vase, T 1921, 35
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ce point le ¢6té du quadrillage. Je supposerai encore, ce qui est
également légitime, qu’aucun soinmet du quadrillage n’est sur c.

Considérons le carré ¢ du quadrillage qui a pour cotés les seg-
ments (0, 1) de 0 ® et 0 o, soit oabc son contour. Faisons subir &
chaque trongon de ¢ la translation qui Paméne dans y. Nous avons
une nouvelle représentation ¢, de C. ¢, est [ormé de trongons allant
d’un ¢61é de v & un autre edté. Leurs extrémités en nombre {ini se
correspondent deux a deux : sur oa et c¢b par abscisses égales; sur
ab et oc par ordonnées égales. Il n’y a pas d’extrémité aux som-
nmets o, a, b, ¢ de .

L.cs troncons de ¢, sont de trois sortes :

Premicre catégorie. — Trongons dont les extrémités sont sur un
méme cdté de y. Soit mm’ un trongon de cette nature dont les
extrémités sont sur o, par exemple, S'il v a d’autves extrémités

Fig. 9.
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de trongons entre m et m/, ils ne peuvent étre que de cette nature,
puisque ¢, est sans point multiple. 1l y en a alors un, mm/, tel que
I’are mm’ et le'segment mm’ déterminent une région ne contenant
pas de points de ¢,. Cette région est homéomorphe & une portion P

de T (fig.)
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Par une déformation n’intéressant qu’une portion de T conte-
nant P et différant aussi peu de P que nous le voudrons, nous
pouvons remplacer C par unc courbe telle que la partie nmm' n’
de ¢,, n et n étant trés voisins de m ct m/, devienne le segment nn'.
Par cette opération.répétée nous supprimerons tous les trongons
de ¢, quisont de premiére catégorie.

Deuziéme catégorie. - - les trongons dont les extrénutés sont
sur deux ¢otés de y comprenant un angle de y. Je dirai-qu’un tel
trongon est relatif @ cet angle. il existe un trongon relatif a langle o
il en existera un relatif & cet angle, soit mm/, tel qu’entre 0 ¢t m ¢t
entre o et ', il 0’y ait pas d’autres extrémités de trongons, Sup-
posons alors qu’il existe des trongons relatifls aux angles consé-
culifls 0 et @ el sotent man’, pp' ceux de ces trongons tels que mn
el pp’ sont les extrémités de trongons les plus rapprochées de o ou a.

Fig. 1o0.

(r?

c

>

P o 72

On a alors om’ = ap' (fig. 10). Envisagcons le careé y' contigu & y
le long de oc et dans ce carré le trongon m'p, homologue de pp'
On peut comme tout a '’heuve remplacer un are un peu supérieur
a p,m’m par un ave sans points dans y ¢l ¥’ ¢l coupant en un seul
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point m, le prolongement de co. Dans eette opération nous laisons
disparaitre les quatre extrémités m, m’, p, p’ et nous laisons appa-
altre les deux extrémités homologues de m,, done nous dimi-
nuens le nombre "des extrémités de troncons. Il peut dailleurs
réapparaitre des trongons de la prenmidre catégorie que nous ferons
aussitdt disparaitre comume il a é1é dit plus haut et cela ne peut
que diminuer encore le nombre des trongons.

Nous pourrons répéter une telle opération tant qu'il vestera des
trongons relatils & deux angles conséeutifs. Comme nous diminuons
chaque lois le nombre des trougons, nous aveiverons & ne plus en
avolir de cette sorte, le nombre total des troncons dant lini.

Les trongons de deuxiéme catégorie qui vestent sout alors néees-
sairement relatils & deux angles opposés, supposons, pour lixer les
idées, qu’ils solent relatifs aux angles a et c.

Troisiéme catégorie. - - Les trongons dont les extrémités sont
sur deux cotés opposés de y. 87l ¥ a de tels trongons allant de oa
a be, il ne pourva pas y en avoir qui aillent de ab & oe. Supposons par
exemple que nous soyons dans ce cas.

Supposons qu'il y ait » extrénutés de trongons sur ab et oc et
s sur oa et be. Parcourons & partir de a les deux chemins abe et aoc,
et numérotons sur chacun de ces chemins les exteémités de tvon-
gons dans Pordre ol nous les rencontrons. Les extrémités d'un
méme trongon portent le méme numéro, car les trongous ne se
coupent pas et chacun d’eux passe entre @ et c.

Enfermons un segment un peu inléricur & ab dans un vectangle
homéomorphe a une portion de T et déformons Pintéricur de ce
rectangle de fagon que les extvémités de trongons sur ab viennent
aux milieux des segments obtenus en coupant ab en r pavties
égales. Faisons une délormation analogue relativement & oa. Ceel
fait, nous pouvons par des déformations successives du type envi-
sagé, faire en sorte que les trongons deviennent des segments de
droite joignant les extrémités que nous venons de déterminer. Ces
scgments sont alors paralléles et pav sulte ¢ est un segment de drotte.

Nous pouvons enfin faire une derniére déformation amenant
Pextrémité initiale de ¢ au point o (aceroissement lixe de toutes les
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valeurs de @ et accroissement lixe de toutes les valeurs de @).
Soit ¢/ le segment ainsi obtenu et soit €’ la courbe de T qu’il repré-
sente.

A6. D’aprés la remarque de la fin du n 43, ¢’ a pour projec-
tions «f, les coordonnées de son extrémité sont «, B. 11 en résulte
que ¢' et par suite C' a pour équations

(3 (C) oz AL, o =[3¢ (oz¢. ).

On passe de C & C' par déformation continue sur T, done G ales
mémes coeflicients d’enlacement que C' avee Paxe et le lieu des
centres des méridiens. Caleulons par exemple ce dernter. Le cevele
limité par le lieu des centres des méridiens coupe 1' suivant la cir-

s o 1 . . ’ )
conférence g = = + entier. On aura un point de traversée positive
poe . | . »
chaque fois que ¢ coupera une droite ¢ = — + entier, la coordonnée

o allant en croissant sur ¢/, La somme de ces traversées est mani-
festement 81 ce nombre est done le coefficient d’enlacement de C avee
le licu des centees des mévidiens. On trouve de méme gque a est le
coellicient d’enlacement de G avee axe de T

Nous avois ¢galement remarqué qu’aucune portion de ¢’ n’avait
ses deux projections entiéres. 1l en résulte que si aucun des nom-
bres @, B n'est nul, ces deux nombres sont premiers entre eux. Si
par exemple cst nul, ¢ est porté par laxe ow et la méme remarque
montre que o = = 1. Deméme sia = o, = == 1 (}).

Si Pun au moius des nombres a, 3 n’est pas nul, C est enlacée
soit avee Paxe, sott avee le lieu des centres des mévidiens, Elle ne
peut done pas se réduire & o sans couper une de ces courbes, ¢’est-
a-dire saus quitter T. Je dis de plus que € ne partage pasT en
végious. Il sullit de le prouver pour C'. Les veprésentations de C/
forment des droites paralléles qui découpent 8 segments égaux

(1 Si une courbe fermée C a des points multiples, les accroissements o, 5 de o
et 9, quand on la décrit complétement, sont encore ses coeflicients d’enlacement
avec 'axe et le Heu des centres des méridicus; wais ces nombres ne sont plus néees-
saircnient premiers entre cux.
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sur oa et a sur oc. Soient m,, m, les points de y qui veprésentent
deux points donnés M,, M, de T, non sur C'. Menouns par m, m, des
demi~droites paralltles & 0% et soieut p,, p, les premiers points de
rencontre avee les représentations de C/; p, sera sur une certaine
représentation ¢, et p, sur ¢,. Soit p), le point de ¢, homologue de p,
et construisons le vecteur pim, équipollent & p, m,. Le segment
de droite m, m), représente une courbe qui, sur T, joint M, M, sans
couper (/. Ces points étant queleonques, G/ ue partage pas T cn
régions.

47. Je vais maintenant établiv e théoréme suivant :

TuEoriME. - - Solent C une courbe de Jordan fermée sans point
multiple tracée sur un tore et a, 3 ses coefficients d’enlacement avec
Caxe et le lieu des centres des méridiens. Pour que la corvespondance
entre C el une circonférence puisse s’étendre a tout Uespace, 1l faut
et il suffit que U'un des nombres a, 8 soit égal ¢ o, ¢ + 10w @ - - 1.
Quand cette extension est possible, on peut passer de C @ la ctreon~
férence par une déformation homéomorphe de Uespace 0’ altérant qu’une
région bornée.

48, Montrons d’abord gue ces conditions sont sullisantes. Geel
est déja Tait pour le cas @ = B = o (n° 42). Supposons que Fun au
moins des nombres «, 8 ne soit pas nul, et raisonnons sur la courbe €/
délinie par les équations (3). Si a ou § est nul, ¢/ est un méridien
ou un paralleéle de T, done une civconférence ct la proposition est
évidente. 1l ne reste done & étudier que le cas a3 = o.

Soit d'abord o = = 1. Un demi-plan quelcongque mené pae
Taxe du tore coupe G cn un seul point. Bn ellel, ce denu=plan
coupe T suivant le mévidien @ = o, ot les points de G sue ce méet-
dien ont powr parameétres les vacines de Féquation wy - b — ad,
k étant un entier quelconque. Mais comme @ = 2= 1 ¢l que ¢ est
compris entre o et 1, cette équation a une vacine £ el une seule. La
projection €| de C' sur le plan des ay cst done sans point multiple,
Soit S le cylindre projetant €' sur le plan des ay, limité & deux
courhes T, 1./ de cotes 47 et -2, Nous pouvons passer de (7
a G, par une déformation homéomorphe de S n'altérant pas les
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frontiéves L, L/, qu'on délinivait comme celles considérées précé-
demment, nos 28, 27, .

Comme S vérlie manifestement les conditions du théoréme du
n® 36, on peut passer de 7 & la courbe plane €| (done aussi & une
circonfévence) par une déformation de Pespace n’altérant qu’une
région bornée,

Reste le cas = = 1. Mais il v’y a, en véalité, aucune différence
essentielle entee o et $; une inversion dont le pole est sur le licu des
centres des mévidiens de T, transforme T en un tove 17, les méri-
diens de T en les pavalléles de T/ et inversement, done elle trans-
forme G en une courbe €/ pour laquelle &' = 8, 3’ = a.

Les conditions sont done hien sullisantes.

A9. Pour montrer que les conditions sont néeessaives, supposons
que la correspondance entre G et une circonférence puisse s’étendre
atout espace. I enest alors de méme de la corvespondance entve €/
et laeivconférence. Au cerele limité par la eivconférence, corvespond
une calotte simplement connexe sans point multiple ¥ ayant (7
pour fvouticre. Nous allons montrer que s'il existe une telle calotte X
et st avcun des nombres a, 8 n'est nul, Uun d’euw est, en saleur absolue,
égal a 1.

Considérons une swrface auaiiaire 1", enveloppe d’une sphére
de vayon constant g dont le centre déerit €', .Nous prendrons g
assez petit pour que 17 soit sans point multiple. Alors T est le
heu d’une civconférence G dont le centre déevit €/, qui a g pour
vavon, et dont le plan est normal & C’; par chaque point de T il
passe une circonlérence G et une seule. G, étant petite, coupe T
en deux points M,, M, qui décrivent deux courbes L., L. St le
point M déerit C' dans le sens positif, M, et M, déerwont L, 1,
dans des sens que je prendrai pour sens positifs de ces courbes, Les
trois courbes €/, T,,, 1., étant ainsi orientées, je dis qu’elles ont
deux & deux un coefficient d’enlacement égal a «f, done dilférant de o
dans les hypothéses ot nous nous sommes placés.

Envisageons une représentation de T sur le plan 1l Soient ¢
un veeteur de projections o, § veprésentant €/, et m lareprésenta-
tion sur ¢’ d’un point Mde €', [7ave M, MM, suivant lequel le cercle

!



278 ’ LOUIS ANTOINE.

limité par G coupe T est représeuté par un are m, mm,. Nous sup-
poserons p assez petit pour que mm,, mm, soient toujours inlérieurs
ot . . .. P .
a5+ Soient 1, I, les lieux de m,, m,, quand M décrit C'. Les projec-

tions de [,, I, sont entiéres puisque L, L, sont des courbes fermées.
Mais comme les extrémités corvespondantes de 7, ¢t de ¢ sont dis-

. ot c , )
tantes de moins de -, les projections de 4, sont égales a o et 8,
de méme pour L,. Done les coellicients d’enlacement de 1., et de L,

avee Paxe et avee le lieu des centres de méridiens de T sont a et 8.

Fig. 11.

Déformons C' intérieurement a T (donce sans couper L, et L,)
chaque point de C’ décrivant un rayon de méridien. Nous amé-
nerons ainsi C’ sur le lieu des centres des méridiens, a point de C/
venant en un méme point de cette courbe. D’ailleurs C’ étant
enlacé « fois avec 'axe du tore, nous pouvons dire que nous
amenons C' sur « fois la cicconférence lieu des centres des méri-
diens, I, est enlacé 8 fois avee cette civconférence, done aff fois
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avee G/, Nous aurions pu également par une déformation exté-
ricure 8 T amencr G suwe B {oisune cicconférence concentrique d un
méridien est un peu plus grande. Levésultat est le méme. Onale
méme résultat pour les coeflicients d’enlacement de G avee L,
el de Ly, avee L,

Fixons un systeme decoordonnées wf, 2" sue T Soit M un point
de 17 Hest sur une civconférence G de centre M. Le point M est
déterming sur G par une vadeur du paramétre 4, entee o et [équa-
tions (2)]. Nous prendrons o’ égal & ¢ un entier prés, Ovientons la
civconlérence G, par exemple dans le sens qui v de M, a M, exté-
vicurement 8T, Nous prendeons pourg’levapport d'une détermina-
tion queleonque de Pave M, M & la longuenr de GL g est déterminé
& un entier prés. Lacourbe Ly apour équation 9" = oa unentier
pres. Les courbes G oont pour équations o' ==constante.

Si nous considérons une courbe fermée tracée sur T/, nous pou-
vons lui faive coveespondre deux nombres o, 8" qui seront les
aceroissements vespeetils de o’ et de 2/ quand on déerit la courbe.
Pour les courbes Ly et L, o =1, 8’ = o0 pour les circonlé-
renees Gy, o = o0, 8’ = 1.

Nous pousons faire la représentation de 'l sur un plan 1l' comme
nous avons fait a veprésentation de T sur un plan I Au pont M
de paramétres o', 9/, nous ferons covvespondre le point m’ de coor-
données o'y 2’ Celie représentation aura des propriétés toul a fait

analogues a celles de la représentation du tore.

$0. Je vais monteer que, st X existe, il existe sur T’ une courbe G,
ne coupant pas et pour laquelle 8’ w’est pas nul,
-

¥ dant une calotte simplement connexe sans point multiple
peut se représenter sur un cerele o limité par une circonférence ¢,
I ensemble des points communs & X el 1Y se veprésente alors sui-
vant un ensemble fermé ayant un éeart non nul avee ¢'. Je peux
done tracer une circonférence ¢’ concentrique a ¢’ et telle que dans
Panneau compris entre ces deux civconlévences il n'y ait pas de
points représentant des points communs & X et T'. Soient C” ’homeo-
logue de ¢” et X la calotte simplement connexe sans point mul-
tiple correspondant & Uintévieur de ¢, & a G pour frontidre ot

Jouran. de Math. (3* sévie), tome IV, — Fase. HL g2, 36
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I'on peut passer de G’ & C” sans couper I puisqu’on peut passer de ¢/
4 ¢” sur Panneau queo forment ces deux courhes. €7 est donc enlacée
comume C' avec toute caurbe tracée sur ‘I,

X n’ayant pas de points sur G, nous pouvons enfermer X dans
un domaine polyédreal D non enlacé avee €7 (00 33). Soient D' FPen-
semble des points de Dosue T et I Ly oo les Trontidees de DY,
Lt courbe G, que je cherche est une des courbes |,

Tout d'abord, les courhes L existent, ¢'est=d=dire qu'il y a sue T
des poinls de D et des points n’appartenant pas & DSitoant 1Y
nhappartenail pas & Dooune circonférence Geoétant extérienre & D
ne conperat pas 3 el par suike ne serail pas enlacée avee G, ce
qui n'a pas lieu, puisque Goest enlaeée avee G0 S tont 17 appae-
tenail & D, la creeonférence Goétant mtéricnre & 1) ne seraat pas

“enlacée avee €', ce qui n’a pas lieu. Done les lignes 1 existent.
Remarquons en outre que le domaine D est formé de cubes d’un
pavage de Pospace et que ces cubes satislont a la seule condition
d’avoir un diamétre inférieur & un nombre déterminé & et de
toucher E'. Nous pouvons done choisiv le pavage de fagon qu'au-
cune face ni aucune aréte nesoit tangente a 17 et qu’aucun sommet
ne soit sur 1. Dans ces caonditions, les courbes I seront en nombee
fini, sans point commun et sans point multiple.

Les courbes I appartenant ala [rontiéve de D', done de Dy aucune
d’clles ne touche X', ni X, puisque X est la somme de X et dune
portion intévieure & T, 11 suffit done de prouver que, parmi les
courbes I, il y en a au moins une pour laquelle 8" < 0. Ce seva la
courbe G, cherchée.

Si pour toutes les courbes 1 on avail 8' = o, on durail pour ces
courbes &' =0, 4 1, ou — 1. On ne peul pas avoir, pour une
courbe [, o = 4 1, car eette courbe pourrait se ramence sur 17
a la courbe L., et, par suite, cetle courbe 1 seratt comme 1 enlacée
avee C') cerquin’a pas licu, Lappartenant & D,

Supposons alors que pour toutes les comrbes Lonait o = 3’ = o.

Les veprésentations ¢ des courbes |sur 1 sont alors des courbes
fermées sans point multiple et sans point commun; il y a done
une région A d’un scul tenant extéricure & toules ces courbes et
I'axe o' ' a des points dauns cette végion, car il ne peat tre tout
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entier intéricur & une seule courbe i, Soient « un point de cet axe
appartenant & A et b le point dont Pordonnée est égale a celle de a
augmentée de o b représentant le méme poimt que @ est aussi
dans A, ab veprésente une civconfévence G Tragons dans & un
are y allat de o & b 1 veprésente une courbe Termée T tracée
sur 17 et pouvant avoir des points multiples, Mads y peal se va-
mener sue I au segment @b, « et b ne bougeant pas, done U peuat
se ramener sur T 4 une eiveonférence G, 1 est done enlacée avee U
et €7, Nous areivons & une contradiction par la remavque suis
vante @ si A appartient & D (Cest=a=dive veprésente des points
appartenant Lous & D), VP oappartient & D, done n'est pas enlacée
avee (e qui n'a pas lieus st A nappartient pas & D, 1" ne coupe
pas T') ce qui est encore tmpaossible paisque cette courbe est enlacée
avee (.

H est done néeessaire que, pour une wuw moins des courbes 1, 3" ne
sotl pas nul. Soit C, cette courbe o soient oy 87 les aceroissements
de o' et de 2" quand on L déent. .

Considérons maintenant la courbe G| tracée sur ' et qui a pour
Cqualions  paramétriques

it (G 'z 2t o =5, (55 0),

af et 8 dtant les valeurs qui viennent d'étee dédinies pare G On peut
passer de G, a0 G par une déformation homéomorphe de T sur lui-
méme. done (n© 36) par une déformation homéomorphe de Fespace
naltérant quiune végion hornde. Cette végion peut dalleurs éee
prise assez voisine de 1 pour gque G lat soil extértenre. A la tin de
cette déformation. ¥ devient une ealotte stimplement connexe X,
avant G pour fronticre el gqui n'est pas coupée par G Done

S1. Nl existe une calotte simplement connexe sans point mul-
tiple £ ayant pour fronticre /001 en existe ausst une X de méne
Frontiére el qui n'est pas coupée par une certaine courbe G tracée
sue T et délime par les équations (4) ot 3’ = o (fig. 11).

8" nétant pas nul, G coupe effectivement L, en 3 points
que je désigne par M. M/, ... Elle coupe ausst L, en §' ponts

M, M, ... Je vais prowver qu'id caiste deva points My, M, consé-
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cutifs sur () et pouvant ére joinls swr 'l par une courbe ne coupant
pas X,.

Remarquons d’abord que les points M, M, ... sont des points
de taversée de méme signe de T par G et que My, M, ... sont, des
points de traversée du sigue différent du premier, Ceei résulle
immédiatement de la considération de la représentation de € qui
est un segment vectiligne et qui coupe les droites o' = entier aux
points représentatils des points M,, ¢’ variant toujours dans le
méme sens quand on passe par un tel point. Nous supposerons par
exemple gqu’en déerivant G -on passe de Pintéricar de T & Pexté-
ricur aux points M, M, ... et de Pextérieur a Pinléricur aux
points My, M, ....

€, ne touchant pas X,, enfermons X, dans un domaine polyé-
dral D non enlacé avee € et soit D’ Pensemble des points de D
situés sur T. I 'y a sur T des points de D, par exemple tout € et
des polnts n’appartenant pas & D, par exemple les points M, .. ..
Donc D’ a une frontitre qui, par suite d’un choix convenable de D
(remarque faite au numéro précédent), sera formée d’un nombre
{ini de courbes I, I,, ... sans point multiple et sans point con-
mun,

Les courbes 1 appartenant a D, aucune d’elles n’est enlacde
avee C). De méme les courbes I appartenant & la fronticre de D,
aucune d’elles ne coupe X, done auvcune d’elles w'est. enlacée
avee €. Sotent alors ), 8, les coellicients d’enlacement d’une de ces
coutbes 1y, avee Paxe et le lieu des centres des méridiens de 'L, Cetle
courbe a alors avee C' le coellicient d’enlacement o, = o, 8 (voir
le raisonnement fait au n° 49 sur les courbes ¢ L,, L,). Nous
venons de dire que ce coellicient était nul, et comme « et 8 ne sont
pas nuls, @, et 8, sont nuls. Les courbes ¢ représentant les courbes |
sur I sont done des courbes fermées, sans point multiple et sans
points communs ct chacune d’elles avee son intérieur représente
de Tagon biumiveque et continue une calotte simplement connexe
sur T (n° 42). De plus, il y a dans 1T une région unique d’un seul
tenant extéricure & toutles les courbes ¢ et tous les points que vepré-
sentent les points de cetie végion appartiennent a D, car les droites
indéfinies qui représentent L' ne peuvent étre que dans cette région
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el Cappartient a D. Or les points M, M, . . ., M,, M, ... wappar-
Licnnent pas a D ¢ leurs représentations ey, ..., my, ... sont done
chacune intéricures & une courbe .

Soit m, une représentation particuliére de M, elle est intéricure
aunce courbe £, et, parsuite, située dans une région d’un seul tenant s
limitée extéricurement par ¢, et éventuellement par des courbes ¢,
Lys «+ .y InLéricures & 4,. Chacune de ces courbes n’est pas calacée
avee G et Pintérieur de chacune delles représente de fagon biuni-
voque et continue une région de I, La somme des traversées de T
par G alintéricur de chacane de ces régions est nulle et, par suite,
ily o un nombre égal de poiuls mey, wy, .. el de points m,, n, a
Pintéricur de chacune des courbes (iy Ly bay oo oo B particulier, il y
@al moins un point my, dans s, Ce point e, peut alovs &tre joint au
point m, dans s. Ce chemin représente une  courbe K, allant
de My & un eertain point M, sur I sans couper D) done sans ren-
coutrer X,

St M, et M, ne sont pas conséeutils sur ¢}, soit K l'un des ares
de G ayant pour extrémités M,, M,, la courbe K, + K’ ne coupe
pas 2. Les points de K au voisinage des extrémités M,, M, sont
dans une méme végion de I'. Nous pouvons alors déduive de cette
courbe une courhbe €, ne coupant pas ¥, et formée de : 10 la
courbe K, saul deux petits ares au voisinage des points M,, M,;
29 une courbe déduite de K, par une délormation au cours de
laquelle chaque point déerit un ayon de mévidien de T, du ¢6té des
petits aves supprimés de K5 30 deux petits ares (aisant le raccor-
dement. Cette courbe € coupe 1 en des points qui font partic des
points My, M, ..., M,, M), ..., mais leur nombre est moindre,

Je peuxappliquer & la courbe €, les raisonnements faits sur 1o
et Joindre deux certains points M/, M, par un chemin K, teacé sur T
el ne coupant pas X SUM|, My, ne sont pas conséeutils, yenvi-
sagerai Pare MM, de K/, soit K., ot J¢ recommenceral sur la
courbe K, 4+ K. Le nombre des points tels que M, M, allant cn
diminuant et Popération pouvant se poursuivie lant qu’on n’a
pas obtenu de points conséeutils sur ¢, je finivai par en obtenir,

Appelons M,, M, ces deux points conséeutifs, K Pare qul les joint
sur T et K' Pave de € sur lequel il 0’y a pas de points de I en dehors
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des extrémites My, My, La conrbe K4+ K’ ne coupant pas X, v’est
pas enlacée avee G Cest cetle propridté que je vads maintenant

utihiser,

S2. Constdérons une dernicre couvhe auxtliaire K7 Joignant sue 1
les points M, et M. Pour préciser K7, je supposerai quiun point. M
déerit K’ el qua chaque position de M’ je Tasse corvespondre yn
point M de Pintersection de T par le eevele limité & la eirconféeence G
passant en M K seva Pave déevit pae M que je suppose se déplacer
de fagon continue. Je peux supposer en outee que K coupe ¢
en un seul point My, el il v aurea en ee point, sue T, traversée de
et K7, On pourea dailleurs passer de I 0 K7 dans une seale région
de T, les points My, M, ne bougeant pas. Laccourbe feemée K 4 W
peat avoir des points multiples, mais cela n"aaucune importance,
Sotent «,, 3, ses coellicients d’enlacement. avee Paxe et le liea des
centres des méridiens de T,

Nous distinguerons deux cas suivant que K’ est intérieur ou exié-
rvicur & T Supposons dlabord K’ intévicur & T Amenons K sur K”
par fa déformation indiquée ci-dessus, Puis amenons G intéricure-
went & F, & coinerder avee [al Tois le lieu des centees des mévidiens,
Le coeflicient d'enlacement. de cetie nouvelle position de G avee
K 4 K" est en valeur absolue jaf, | Dautre part, G ot K+ K/
n'étatent pas enlacées. Mais les déformations faites sont en véalité
des déformations de ces courbes, au ecours desquelles il ¥ a une
traversée (et une seude) en M. Le coellicient d'enlacement a done
augmenté d'une unité en valeur absolue. Done [a8, 1 = 1. Cea
exige e = 1.

Un raisonnement analogue montre que, si K7 est extérienr a1,
onal|fl=1.

Done, si la correspondance entre € et une circonférence peut
s’étendre & toul Pespace, ot si aucun des nombres af n'est nul, Fun
de ces nombres est égal & + 1 ou & — 1. TCLQLELD,

#3. I résulte de ceei que la vondition néeessaive el sablisante
pour qu'une courbe G tracée sue an tore sort frontiére & une calotle
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stmplement connexe sans point multiple est que Pun des nombres
, 3 soit égal L 0, & + 1 ou & -~ 1.

Nous venons de prouver que cette condition était nécessaire
pour G/, Kle est également néeessaive pour G, puisque ka correspon-
dance entee G et G $*Cend & toat Pespace. BlHe est sullisante, car,
dans ce casy ke correspondance entee C el une eivconférence s'étend
dtoat Pespace, la calotte sera Fhomologue du cevele limité par la
civconférence,

Remarquons enfin que si la correspondanee entre G et une eir-
conlérence ne peut pas s'étendee 0 tout Pespace, elle s"étend néan-
moins anx vosinages de ces conrbes. Hen est en effer ainsi ponr O/
el onne circonférence s elle Sérend & Fintérienr de T Cane part et
diantre part & Pitériene dCan tore dont lacieconfévence serait. le
ien des centres des mérvidiens,

A Exemple de deux arcs homéomorphes seulement
en eux-mémes.

a4, L'dtude qui vient d'étre Taite des courbes tracdes sur le
tore T vaunous permetirve de constraive un ave 1" dont, la coreespon-
dance avee un segment de droite ¥ ne peut s'étendree & aneun  voi-
sinage.

Cousidérons sur I la courbe G délinie par les équations (3) du
10 46, w = al, 3 = §t, ot L vavie de 0 & 1 et ol nous supposerans o
et B supéricurs & 1 et premiers entee eax. Sur G/, marquons deux
points A, B de paramétres respectivement assez voisins de o et 1
pour que Pundes deax ares AB de G soit YV, ne coupe pas les deax
/f,l-. 9= ;1 de T Ges paeadléles Timitent ehacun
un ceveles Ajoutons a ces ceveles Tes points de T pour lesquels on

paralléles o =

1 1 . . [ .
<y <y Nous constiluans ainsi wne surface simplement
| h
connexe sans potnt melteple O que Putiliserai dans un instant.,
Japnelle Ve second are AB de G
Marquons sur Paxe des z un pont P ode cote supéricure &3 r.
Prenons les homothétiques de G5 A, B, V, V0 Q par vapport & P
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T\" , N PR . . )
dans le rapport (;) » nétant entier positil, et désignons ees homo-

thétiques par la lettre corvespondante affectée de Pindice n. Le
choix du point P est tel que les siurfaces Q, sont extéricures les
unes aux autres. Joignons BA| extévicurement & ces surfaces, ot
prenons encore les homothétiques de cette ligne, La courbe cherchée
I est formée de : 1° les homothétiques de V! quand on doune & n
toutes les valeurs enticres; 20 les homothétiques de BA 5 3° un
segment PP’ de 'axe des z, P avant une cote supéricure i eelle de P,

88, Supposons que la corvespondance entee I et un segment de
drotte y puisse s’é¢tendre & leurs voisinages, Soit p Mhomologue de P
sur y. Il existe une sphéve de centee p et dont toul intéricur appar=
tient au voisinage considéré de y. Dans cetle sphéve, considérons
une courbe ¢ formée d'une demi-eirconférence de centre p et de
son diamétee porté par y. Elle limite dans son plan une calotte
simplement connexe 5. A ¢ corvespond une courbe G fronticre d’une
calotte simplement connexe sans point multiple ¥, homologue de 6.
La courbe € est [ormée d’un ave, portion de I' auquel appartient I’
et d’un arc ayant un écart non nul avee P (homologue de la demi-
circonlérence), done extérieur & une certaine sphéve de centre P,
Mais je peux déterminer n assez grand pour que Q,, soit tout entier
mtérieur & cette sphéve. G comprend done Tave V), et un are exté-
ricur & Q,. Je dis qu’il est impossible quune telle courbe soit fron-
titre d’une calotte simplement connexe sans point multiple. In
raison des homothéties faites, il me sullit de prouver que la courbe C,
somme de V' et d'un arc V" extérieur & (), ne peut pas dtre jronticre
d’une telle calotte.

12

H6. Supposons qu’il existe une calotte X limitée & C. Faisons une
iversion par rapport & un point intéricur 8T et non situé sur X,
T se change en une surface qui lut est. homéomaorphe, par construe-
tion. Mais si 'on fait correspondre aux méridiens les inverses des
paralléles et inversement, la corvespondance peut s’étendre a tout
Pespace, comme on s’en rend compte aisément, car iciil s’agit de
surfaces analytiques simples. Supposons cette extension fate, |
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correspond & C/ une courhe analogue, mais pour laquelle les nom-
bres a, B auraient été permutés, ce qui n’a aucune importance ici.
A Q correspond une surface simplement connexe intéricure a T,
el & V” une courbe intéricure & la surface corvespondant a Q.
La nouvelle courbe C serait frontiére d’une calotte I la corvespon-
dante de celle limitée & Pancienne courbe €. Remarquons d’ailleurs
que nous pouvons supposer que les ares de V7 voisins de A et B
sont. analyticques, et alors, par une délormation de Pespace, walté-
ant que Pintérieur de Q,"nous pouvons amener V7 a étre intéricur
&'l ei & laspheve de diamétre AB. Je peux enlin supposer A, B assez
voisins pour que cetle sphére soit intérieure a la surface 17 définie
an n® 49,

Lu figure obtenue est done la suivante : la sphere de diamétre AB

Fig, 1o,

est intérieure a T'. Elle découpe dans T une calotte U limitée par
une courhe 5 ¢t soit U, la portion de cette sphére intérieure a 7T,
C est une courbe formée de V! et d’un are V/ allant de A a B inté-
rieurement. & la surface Q = U 4 U, 1l $agit de prouver que G

Journ. de Math. (8 série), tome IV, = Fase. 1, 1y, 37
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ne peut pas ftee feonticre dune calotte simplement. connexe sans
point multiple (fig. v2).

#7. Supposons qu’il existe ane calotte X ayant. G pour [ron-
ticre, Comme Q est intéricure 1Y, les raisonnements faits au n® H0
sur G/, T et 2 s"appliquent jei & G, 17 et X0 1 existe alors une calotie
3, de fronticre G qui n’est pas coupée par une courbe G de T qui
a pour équations o' = at, ¢’ = g1 (B’ £ o). '

Enfermons X, dans un domaine polveonal D non enlacd avee
el de fagon que Pintersection de D avee T (et ausst avee e surface
qui 8’en déduit en remplacant U par U) soil constituée par un
nombre fini de courbes | sans point multiple oL sans point. com-
mun. Nous supposerons encore (ue, st une courbe | rencontee 8,
clle traverse S en ce point de rencontre. Les trongons des courbes |
intéreurs & U se répartissent en deux catégories : la premicre est
formée des troncons dont les deux exteémités sont sur le méme
arc AB de 5j la seconde est formée des trongons ayant une extré-
mité sur chacun de ces aves.

Considérons d’abord les trongons de la premudre catégorvie. Un
raisonnement, analogue a celui du n A8, peemet de les faive dispa-

A \
.

aftre, grice & une détormation de T sur lul=méme n’altérant qu’une
portion un peu plus grande que U Cette déformation pourra
d’ailleurs faive sortiv de U des courbes Ltotalement intérieurves & U,
Une telle déformation peut étre réalisée par une délormation de
Pespace n’altérant que le voisinage de U (n® 36), done ne modi-
fiant pas C ni C). Apres cette déformation, D devient un nouveau
domaine non enlacé avee C) et enfermant encore une calotie limitée
a G, cette calotte élant ce qu’est devenu X, apres la déformation. 1l
n’y aura plus de trongons de premicee catégoric dans U et le
nombre des extrémités de troncons aura ¢té diminué.

Si, dans Uy, il y a des trongons de premicre catégorie, je leval
un raisonnement analogue, en remplagant U par U, et je ferai
disparaitre ces trongons, en dimnuant tloujours le nombre des
extrémités sur 8. La déformation pourrail peut-éire faire réappa-
raitre des trongons de premicre catégorie sur U : je vecommenceral
alors Popévation sur U pour les faive disparaitre et ainst de suite,
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Jiueriveral finalement & ne plus avoir de trongons de premiére
wtégorie, ni sur U, ni sur Uy, car chacune des opérations diminue
le nombre des exteémités sue S et ¢e nombre est fini. 11 ne restera
plus que des trongons de seconde eatégorie. 8i je déeris les deux ares
AB de S & partie de A el que je numérote les extrémités de tron-
cons au fur et & mesave de leur rencontee, les extrémités ayant le
méme numéro ne peuvend ¢re exteémités que d'un méme trongon
dans U et d'un méme troncon dans U, Mais ces deux trongons,
Pun dans U, Fautee dans U, Torment une courbe enlacée avee C.
Ceet est impossible puisque les lignes T appartiennent a la fronticee
de D et par suite ne coupent pas £, ceei & tous les stades des défor-
mations [aites, 10’y « done plus & extrémités de trongons sur S.
Sy acdes points des courbes Ta Pintévieur de Uy ils sont sur des
courhes otalement intévicares & UL Je peax alors faive une défor-
mation de Pespace, n'altérant quiune végion teés voisine de U, de
facon que ces courbes ne coupent plus VoV oest alors, comme A
et B, totalement intérieur a D,

Nuus pouvons adors reprendre les vadsonnements des n% 51 et 52
e renouvelant, chaque Tois que eela seva néeessaive, les déforma-
tons indiquées ci=dessus pour le domaine Do Nous en déduirons
une courbe telle que Ko<= W non enlaedée avee G, comprenant une
portion. K’ appartenant & G el une portion K osue T, extérieure
aux divers domaines Dy done ne coupant pas V. Mais V7 ¢tant inté-
vieur Q. on peat passer de V720 Vet par suite de G a G sans
couper K -+ KK 4 K oo'est done pas enlacée avee GLobe ran-
sonnement sacheve comme aw 10 32 el Pon en conelut que 2= 1
ou 3 - 1, ee qui est o contratre aux hypotheses fatles,

Done b corvespondanee entee T ety ne peat s’élendre & aueun
Voisinage, i

w8, Lacpropeicté de 1 dent & fa lorme de cette courbe au voisis
nage du point o Appelons adors T un ave de I queleongue, pourvu
toutefois qui'il contienne Te point, P eamme point intérieny, an sens
steiet, Tout are sans point multiple dont 1 Tait parctie est el que sa
coprespondance avee un segment de droite ne peut s’élendre i
aucun vuoisinage, Cet ave ne peut faire pavtie de la fronticre d'une
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calotte simplement connexe saus point multiple. De méme, la cor-
respondance entre une citconférence et unce courbe fermée sans
point multiple dont T est un are ne peut s’élendre & aucun voi-
sinage. Une telle courbe ne peut pas étre la frontiére d’une calotte
simplement connexe sans point multiple.

Je dis, de plus, que 1" (el par suite toute courbe contenant 1Y)
ne peul pas étre considérée comme lracée sur une surface sans point
multiple. 11 faut entendre dans cel ¢noneé le mot surface avee la
restriction faite habituellement en Analysis situs @ pavmi les modes
de décomposition de la surface en éléments, il en existe au moins
un tel qu’un point donné P de la surface apparticnne & un scul
¢lément.

Supposons qu’il existe une surface contenant 17, Divisous-la en
¢léments de fagon que P apparticnne & un seul élément . P appar-
tenant & X seul, il y a un arc de 1" ayant P comme point intéricur
(au sens strict) qui appartient aussi a ¥ seul.

Décrivons I dans les deux sens & partir de P jusqu’aux premicers
points Q, Q, qui appartiennent & un ¢lément autre que X et appe-
lons T Pare QPQ, de 17, Considérons un des deux ares QQ, de la
frontiére de ¥ (celul qui ne contient pas P, si P est sur la fron-
tiére). Conservons de cet ave la portion Q' Q) qui ne touche 1"
qu’en ses extrémités, Q" étant sur Parc PQ de I ¢t Q| sur Pare PQ'.
La courbe formée de cet arc Q' Q' de frontiére et de Pare Q'PQ,
de I limite sur X une calotte simplement connexe sans point mul-
tiple. Or ceci est impossible, puisque la frontiére de cetie calotie
comprendrait un arc du type de Parc 17,

V. — Correspondance entre les ensembles de courbes.

$9. Pour terminer cette étude, disons un mot du cas ot on cher-
cherait & étendre la correspondance entre deux groupes lormés
chacun de deux courbes, C,, C, d’une part, ¢, ¢, d’autre part, fer-
meées, sans point multiple et sans point commun. Pour que la cor-
respondance entre C,, G, ot ¢, ¢, putsse s’étendre a leurs voisinages,
il faut et il sullit manifestement qu’il en soit ainst pour la corres-
pondance entre C, et ¢, et pour la correspondance entre G, et c,.
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Pour qu’elle puisse s'élendre & lout Uespuce, 1l faul encore qu’il en
soit ainst pour la correspondance entee €, et ¢, et la correspondance
entre Gy et ¢, Mais cetle condition n'est plus sullisante. L’ extension
& Lout Pespuce ne sera, par exemple, pas possible si le coellicient
denlacement de G, ot G, v’est pas égal au coellicient d’enlaceinent
de ¢y et ¢, Méme st ces coellicients sont égaux, il ne sera pas tou-
jours possible de laive cette extension. Volel un exemple olt Pon se
trouve dans ce cas.

60. Comume courbes ¢, ¢, prenons deux civconférences d’un
méme plan, extéricures Pune a Pautre. Comme courbe |G, prenons
une circonférence du plan des ay et de.centre Porigine O des coor-
données.

Pour définir C;, marquons un segment 11 de milicu O, porté
par Paxe Oy et intéricur & C,. Marquons un segment équipol-
lent HII” ayant son milieu H, sur Oz ct extérieur & C,. Construi-

Fig. 13

Q!
o
g
/\\
=
-___7!_ -

sons un rectangle AN B’ B ayant ses cdtés AN/, BB’ équipollents
a 71, leurs milieux A, B, ¢lant dans le plan £ 0z, ct ses cotés AB,
A'B' pavalleles & Oz et ayant pour milicux H, ', Appelons G,
G’ les deux ares de civconfévence AFB ot A’ T 13, Sur le cylindre
de révolution d’axe HII" ¢t de génératrice AA’ tragons les deux
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spires d’hélice ne se coupant pas AB, A’ (soit G,) et BA, B/ (s0il G).
La courbe C, est la réunion des quatee ares G, G/, G,, G, (fig. 13).

La correspondance entre G, et ¢, s’étend & tout espace, ainsi
que la correspondance entre G, L ¢y ¢, el ¢, ne sont pas enlacées.
Gy, G, ne sont pas non plus enlacées, car G, coupe le cevele limité
par G, aux deux seuls points Iy I ol les traversées sont de sens
contraives. Je dis que néanmaoins la correspondance entre le groupe
Gy, G, et le groupe c,, ¢y ne peul pas s’élendre @ tout Uespace.

Retenons les trois propriétés suivantes du groupe ¢, ¢, Le
cerele linaté par ¢, n’est pas coupé par ¢, Le cerele linnté par ¢,
west pas coupé pav ¢,. I existe une sphére contenant ¢, a son inté-
rieur et ¢, & son extérieur. En rapprochant ces propriéiés des
trois théorémes démontrés ci-aprés, nous avons trois preuves de
Pimpossibilité d’étendre la  correspondance considérée a tout
Pespace.

Pour démontrer ces théorémes, jutiliserai une calotte de sur-

Fig. 15.

face 8 ayant Gy pour frontidre et comprenant : 1© une surface eylin-
drique de génératrices paralleles & Oy et de bases G el G'5 20 deux
conoides droits d'axe A, B, et de divectrices respectivement G,
ot G Fa une ligne double A, By, On peut veprésenter S sur Pinté-
riewr s d’une circonférence v, la hgne double ¢lant représentée par
deux segments a, U, @, b, de piet et daatre du diamctee ff' qui
veprésente la génératrice Y (fig. 14).
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Gl Tutonime 1. - Toute calotte stmplement connexe sans point
multiple wyant G, pour [rontiére coupe C,.

Supposons il existe une telle calotte X ne coupant pas C,.
Enfermons ¥ dans un domaine polyédeal D non enlacé avee (G,
(n® 33). Appelons d Uensemble des points de s vepeésentant des
points de S appartenant & D. Je dis que je peux joindre @) ot b
A Pintéricur de s par un are (ligne polygonale) ne touchant pas d.
Sl en ¢ait antrement, by avvait dans Ia frontiére (analytique)
de d une courbe @ ayant ces deux points dans des végions diflé-
rentes, Llintévicur de @ veprésente alors une calotte de S traversée
en un seul point par Gy, et G,y seraat enlacée avee la courbe 1 gue
représente £ Geet est impossible, puisque | appartient & D, non
enlacé avee C,.

Soit alors ¥' le chemun joignant @, b). Cousidérons la courbe I
tracée sur B el représentée par 2 10 Pave b, fa, dey: 20 Pave y' déerit
de @) vers b, Gette courbe est fermée et traverse le cevele limité
par G, en des points sur I, la somme algébrique des traversées
étant 2. Elle est done enlacée avee G,. D’autre part, elle est exté-
cieure 2 Dy done ne coupe pas £ Nous arvivons & une contradic=
Lion,

62. Tuioriime L --- Toule calotte scmplement connexe sans point
mudtiple qui a C, pour frontiére coupe C,.

Supposons (qu’il existe une telle calotte ¥ ne coupant pas C,.
Enlermons-la dans un domaine polyédeal D non enlacé avee
et sott d Pensemble des points de s qui veprésentent des points de S
appartenant & Doa) et b apparticnnent & d, cav ils veprésentent
des points de Gy, done de Do Je peux joindre ¢, b, a Uintévieur de s
par un chemin ¢’ appartenant tout entier & d. Sans cela, il y aurait
sur S une courhe T appartenant & la frontaere de D et qui sevait
enlacée avee Gy, ee qui est tmpossible, car une telle courbe ne coupe
pas X La courbe ' envisagée au numéro précédent est enlacée
avee G, D’autre part, elle est enticeement intévieure & D et ne doit
par saite pas étre enlacée avee G,. Nous avons encore une contras
diction,
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63. TugoriME III. — Soit X une surface stmplement connexe
sans point multiple et sans point commun avec C, et C,. Ces deux
courbes sont dans la méme région de X.

Enfermons X dans un domaine polyédral D non enlacé avee C,
et G, et soit d Pensemble des points de s qui veprésentent des points
de S appartenant & D. On peut joindre @, b, par un chemin ¥’ ne
touchant pas d. Sans cela il y aurait sur 5 une courbe [ apparte-
nant & D et qui serait enlacée avec C,, ce qui est impossible. La
courbe T".du n°® 61 reste extérvicure & D, done ne coupe pas X
D’autre part, clle est enlacée (deux [ois) avee C,. Done C, et U
sont dans la méme végion de T (n® 34). Il en est alors de méme de €
‘et Gy, puisque I' emprunte un ave de C,, Varve G.

64. Les courbes G, G, jouissent done des trois propriétés précé-
dentes, qui appartiennent aussi aux courbes enlacées et qu’on aurait
pu &tre tenté de supposer caractéristiques des courbes enlacées,
Nous rencontrerons dans la deuxiéme Partie, une singulavité de
méme nature, mais plus {rappante encore : nous définirons unc
courbe non fermée qui est coupée par toute calotte simplement
connexe sans points multiples ayant pour [rontiére une eertaine
civconférence. De plus, Pensemble des points d’intersection n’est
pas dénombrable.

Nous verrons aussi, dans la deuxiéme Partie, de nouveanx
exemples de deux ares homéomorphes seulement en cux-mémes,
comme ceux définis au n® 84. Nous définivons ausst deux courbes
non fermées dont la corvespondance pent s’étendre & leurs voisi-
nages, mais pas 2 lout Pespace.
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SECONDE PARTIE.

LES ENSEMBLES .PARFAVIS PARTOUT DISCONTINUS RORNES,

i ‘x CHAPITRE 1.

I/ ] Vl\OI'RIf"‘I’ S GENERALES DES ENSEMBLES FERMES DISCONTINUS.
\

N

\h\)”/p rquo' s. — Considérons un ensemble F de points -dans
l’espacc &7 dimensions. On dit que 'ensemble est mal enchainé
entre deux de ses poinls M,, M,, s’il existe un nombre v non nul,
tel qu’il soit impossible de construire une ligne polygonale ayant
pour extrémités ces deux points M, M,, dont tous les sommets
sont des point% de I'ensemble et dont chaque c6té ait une longueur .
imféricure & 1. Nous dirons encove, pour abréger, que ce nombre 7
est tel qu’il est impossible de chemmer sur Uensemble, de M, a M,
par pas lous tnférieurs a v.

Remarquons que si nous avons déterminé une valeur 7 satis-
faisant & ces conditions, tous les nombres inférieurs & cette valeur
y satisfont aussi. De plus, v ne peut pas étre pris supérieur & la dis-
tance M, M,. Done les valeurs possibles pour v ont une borne supé-
rieure ¢ ayant les propriétés suivantes : Si v < ¢, on ne peut pas
cheminer sur 'ensemble de M, & M, par pas tous inférieurs a v.
Si 1 > g, onpeut cheminer sur 'ensemble de M, & M, par pas tous
inlévieurs a n. C'est ce nombre ¢, que jattacherai désormais au
couple M|, M, st Uensemble est positif mal enchainé entre ces deux
points.

St M,, M,; M|, M, sont quatre points de ’ensemble et si les
distances M, M|, M, M, sont inlérieures a 0, ou bien ¢ (M,, M,)
et g (M, M,) sont tous deux inférieurs & 6, ou bien ils sont égaux;
car on passe de M, & M| et de M, & M, par des pas inférieurs a 0.
Done st M|, et M, tendent vers M, et M,, &(M|, M) tend vers
& (M,, M,). ¢ (M, M,) est une fonction continue des couples de

Journ. de Math. (8 série), tome IV, — Fase. 1V, 1921, 38
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points M, M, de¢ I'ensemble; c’est-a-dire des 2 n coovdonnées de
ces points.

Un ensemble est dit partout discontinu, s’il est mal enchainé
entre deux quelconques de ses points. Nous divons aussi pour
abréger que I'ensemble est discontinu.

Nous allons étudier coux de ces ensembles qui sont feemés, ol
surtout ceux qui sont parlaits et partout discontinus.

66. TutoriMe. — Soit ' un ensemble fermé partout discontinu
et sotent S,, S, deux surfaces sans point multiple (variétés fermées
¢ n— 1 dimensions) dont l'une S, est intérieure & Uautre. On peut
constyuire une surface polygonale V, sans point multiple, ayant un
nombre fint de sommets, intérieure & S, et ayant S, @ son intérieur,
et ne contenant aucun point de I°.

Ce théoréme généralise un énoncé dit & M. Painlevé (1) : Etant
donné un point M d’un ensemble, parfait, partout discontinu et
plan, on peut enfermer ce point dans une ligne (analytique, pav
cxemple) ne contenant aucun point de 'ensemble et dont tous les
points sont & une distance de M inférieure & un nombre douné.

Pour légitimer notre énoncé, considérons tous les couples M,,
M, formés d’un point de F situé sur S, et d’un point de IV situd
sur S,. Ces points forment deux ensembles fermés discontinus I,
et Fy; si, par hasard, 'un de ces ensembles |, par exemple, n’exis-
tait pas, nous adjoindrions & F un point P de S,, alors I, existerait
et se réduirait & P. Les ensembles I, et IF, étant fermés, la fonction
¢ (M,, M,) atteint sa borne inférieure 6, pour un couple M, M,
convenablement choisi et par suite 0, est différent de zévo.

Adjoignons a F tous les points de S, et de S, et considérons, pour
I’ensemble § ainsi obtenu, la fonction e7(M,, M,), M, étant sur S,
et M, sur S,. Cette fonction atteint encore sa borne inférieure 6.
Je dis que 0 est différent de zéro.

Sans quoi, si petit que soit y > o, on pourrait aller d’un point M,
de S, & un point M, de S, par pas inférieurs & n en ne rencon-

() Voir la These de M. Zorertt (Journal de'Mathématiques, 6 série, t. I, 1905,
P- O
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trant que des points de §. Soient m, le dernier point de S, rencontré,
m, le premier point de S, rencontré, p, et p, les points rencontrés
respectivement, immédiatement aprés m,, inmédiatement avant mg.
Py et py sont des points de I, . (p;, pg) est au plus égal & ». Don-
nons a 1 des valeurs décroissant jusqu’a zérvo; de cette suite de
valeurs de v, on pourra toujours extraire unc suite partielle telle
que les points p, et p, corvespondants tendent 1'ospcctivcnwut vers
deux positions limites, m, et m, : ces points limites des points p,
et p, de I* apparticnnent & 175 me, est sur S,, my est sur S,, car p,
¢t p, ¢taient distants de moins de 1 Pun de S,, Pautee de S,. Et
puisque g (M,, M,) est une fonction continue, on aurait

SE(Mmy, M) = v}
ce qui est contradictoive, puisqu’on a nécessaivement

sp{my, my) 7 0, > o,

67. Pavouns Uespace & Paide de cubes égaux de diamétee d,
mférreur 8 71,0. Et cousidérons les domaines lormés par ceux de ces
cubes qui coutiennent, & leur intéeicur ou sur leur fronticre, un
point de 3. Deux points P, Q de # situés dans un méme domaine
sont deux points pour lesquels ¢3 (P, Q) est au plus égal & 2d < 03
done tous les points de S, sont dans un méme domaine D qui
ne contient aucun point de S,. Tous les points de D pouvant dtee
joints & 8, sans sortiv de D, done sans vencontrer 8,, tous ces
points sont intéricurs a S, ot les dilférentes surlaces polygonales
limitant D sont intéricures & 8,. Elles divisent Uespace en véglons
dont une seule est non boenée et celle-el est limitée par une seule
des surfaces fronticres de D, soit V.

V répond a la question, elle est intévicure a 8,, elle contient S,
a son ntéricur, clle ne passe par aucun point de I, 1 est veai que V
peut avoir des points singuliers parce que deux cubes peuvent avoir
en commun, sur V, un sommet, une aréte, ..., unc lrontiére a
n- -2 dimensions; mais alors, il 0’y a pas de points de I sue cette
fronticee n1 dans un certain voisinage de cette frontiére ot, sans
sortiv de ce voisinage, on peut modilier 'V, en augmentant ou
diminuant D, de fagon a faive dispavaitee les singularités
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68. TutorkME. — Soit un ensemble fermé partout disconiinu
borné ¥ et un nombre A. On peut enfermer I' dans un nombre fine de

surfaces polygonales, ne touchant pas I' et dont chacune a un dia-
métre inférieur a A.

Pavons I'espace a I'aide de cubes égaux ct ayant un diamétee
inférieur a4 A. Envisageons ceux de ces cubes qui touchent I et
soit S, la frontiére de I'un d’eux. Entourons S, par unc surface S,
ayant encore un diamétre inférieur & A (une frontiére de cube, par
exemple). Construisons la variété V intermédiaire entre S, et S,
définie par le théoréme précédent. Faisons de méme pour chacun
des cubes conservés, cubes qui sont en nombre fini puisque I¥ est
borné. ) '

Toutes les surfaces ainsi construites, qui se coupent, partagent
I'espace en cellules et tout point de F est intérieur & une de ces
cellules et une seule. Chacune de ces cellules est d’ailleurs unc por-
tion de l'intérieur d’une des surfaces V construites, donc a un dia-
métre inférieur a A.

Considérons une de ces cellules qui conticnt une portion de I
soient F' cette portion de IF et V' la frontiére de la cellule. V' a un
écart non nul avec I'’. Pavons 'espace & P'aide de cubes ayant un
diamétre inférieur & cet écart ct conservons ceux qui touchent V',
lls forment un domaine d’un seul tenant auquel I est extéricur.
Lés fronticres des régions extéricures a ce domaine et contenant
des points de ' peuvent étre vendues sans point multiple et sans
point commun, comme il a été fait pour V au numéro précédent.
Elles constituent une partie des surfaces cherchées. En faisant la
méme opération pour chacune des cellules qui contient des points
de F, J’aurai toutes les surlaces cherchées.

6Y. Ce théoréme va nous permettre d’attacher & Pensemble IF
une infinité dénombrable de surfaces polygonales V telles que IF
coincide avec Uensemble des poinis qui sont tntérieurs a une infinité
des surfaces V.

Donnons-nous arbitrairement un nombre A, et enfermons I' dans
un nombre fini de surfaces polygonales ayant chacunc un diamétre
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infériewr & A, (n° 68). Nous appellerons' ces surlaces polygonales,
les surfaces d’ordre 1. A l'intéricur de chacune d’elles, il y a unc
portion de I' qui est, comme I'; un ensemble fermé partout dis-
continu. 1l peut d’uilleurs arviver que certains de ces ensembles
partiels se réduisent & un point. Envisageons d’abord ceux de ces
ensembles partiels qui ont au moins deux points, et soit 4, un
nombre inféricur au diamcétre de chacun d’cux et a la moitié de 4A,.
Enfermons chacun de ces ensembles particls dans un nombre fini
de surfaces polygonales ayant un dlalm,tre mférieur a A, et tota-
lement intéricures a la swrface d’ordre 1 qui le contient. D’aprés la
premiére condition imposée & A,, nous aurons ainsi au moins deux
variétés pour chacun des ensembles pavtiels envisagés. Quant aux
ensembles pavtiels réduits & un point, nous enfermevons chacun
d’cux dans une surface polygonale de diamétre inférieur a A, ct
intéricure & la surface d’ordre 1 qui le contient. Les surlaces ainsi
défintes constituent les surfaces d’ordre 2.

A p(n'tu‘ de ces surfaces d’ovdre 2, nous construivons dos surlaces
Qordee 3, comme nous avons construit les surlaces d’ordre 2 a
partiv des surfaces d’ordre 15 nous continuerons indéfiniment.
1infinit¢ dénombrable de surfaces ainsi construites sc .répar-
ussent en surlaces d’ordre 1, 2, 3, ..., A, ... et ont les propriétés
sulvantes :

Quel que sott &, les surfaces & ordre N sont en nombre fint et exté-
riewres les unes aux aulres ;

b. A lintériewr de chaque surfuce dordre X, tl y @ au moins une
surface d’ordre 1 4 1, et chaque surface &’ oulw -+ 1 est tntéricure
& une surface d’ordre ')\

. Le:diaméire maximum A, des su faces d’ordre & tend vers zéro
quand A\ augmente tndéfiniment.

kCct‘l;c derniére propriété provient de la scconde condition im-

’ \ 1
posée a A,, A, < 5 A,->

Je dis que I coincide avec Uensemble des points qui sont intérieurs
a une infinité des surfaces ainst défintes. Tout d’abord, chaque
point de I' est intérieur & une infinité de ces surfaces, car il est
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intéricur & une surface (et d’ailleurs une scule) de chacun des
ordres. Soit maintenant M un point intévicur & une infinité des
surfaces V; montrons qu’il appartient a I'. Etant donné A’ quel-
conque, il y a un nombre A > A’ tel que M soit intérieur & une sur-
face d’ordre A, puisque le nombre des surlaces d’ordre au plus égal
a A est finl. M est donc mtérieur 4 une surlace et une seule de
chacun des ordres. Soient V,, V,, V., ..., V;, ... ces surfaces.
Chacune d’elles contient au moins un point de I : soient M,, M,
M,, ..., M,, ... des points distinets, ou conlondus, vespectivement
mtérieurs a V,, V,, Vi, ..., V), ...; Met M; étant intéricurs a Vs,
on a MM, < A,. Or 4, tend vers zéro quand A augmente indéfini-
ment. Par suite, M appartient & F, puisque I est fermé.
La proposition est démontrée.

70. RiciproQuEMENT : Soit une tnfinité dénombrable de swr-
faces V (polygonales on non) satisfaisant aux trots conditions (a, b, c)
du numéro précédent. Je dis que Uensemble I des points intérieurs @
une tnfinité de ces surfaces est un ensemble fermé partout discontinu.

Dans cet énoncé, ainsi que dans les conditions a, b, ¢, les mots
intérieur et extérieur doivent étre entendus au sens strict.

A chacune des surfaces V attachons un point M’ intévieur & cetie
surface ou situé sur elle et soit I Penscible de ces points M/, sup-
posés tous différents (1), ce qui est manifestement réalisable. Je
dis que I est le dérivé de Uensemble 1. Mountrons d’abord que tout
point M appartenant au dérivé de I'" appartient a IY, ¢’est-a-dire
est intérieur & une infinité des surlaces V, ou, ce qui revient au
méme, est intévicur & une surface V d’ordre A, quel que soit A
M appartenant au dévivé de I i, dans son voisinage, une inlinité
de points M’ Mads les points M velatifs aux suelaces V d’ordre au
plus égal & A sont en nombre fini. Done M a dans son voisinage une
infinité de points M’ relatifs aux surfaces dont 'ordre est supé-
ricur & A; 1l appartient donc au dérivé de Pensemble I/ des

(1) Si Pon ne prenail pas les points tous différents, il faudrait, comme toujours
cn pareil cas, convenir qu’un point P qui correspond & unc infinité de surfaces est
considéré comme appartenant au dérivé de 17,
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points M lournis par les surfaces d’ovdre supéricur & A, Mais, pav
construction ot en vertu de la propriété b, I, est intérieur a Pen-
semble des surlaces d’ordre A 4 1. Ces surfaces sount elles-mémes
térieures & Pensemble des surfaces d’ordre A et ont avec elles
un éeavt non nul & Le dévivé de IY) (et par suite M) est done inté-
vicur & Fensemble des surlfaces d’ordee X et tout point de ce dérivé
aun deart au motns égal & ¢ avee ces surlaces. Done M est intéricur
(nu sens stret) & une des suelaces d'ordee A,

luversement, tout point M intérieur & une infinité de surfaces V
appartient au dévivé de 1,

Eu eftet, Mest, quel que soit IF; intévieur & une surface V d’ordre
supérieur & A, done est & une distance inféricure a A, du point M’
corvespondant, El puisque 3, tend vers zéro avee %, M est limite
de points M. F est done bien le dévivé de . Par suite, I' est
fermé.

Remarquons qu'un point M de IV définit une suite de surlaces V
auxquelles Al est intérieur, et quiinversement, toute suite de sur-
faces Vo des ordrees 1, 2, 3, ... cmboitées les unes dans les autres
délinit un point de F. Nous établissons ainsi une correspondance
biunivoque entre les suttes du type considéré (S) el les points de I,

Chaque surlace V peut étee introduite dans une suite S. Done
il y a des potnts de ¥ a Uintériewr de chaque surface V. De plus, chaque
point de IY est mtéeieur & une surface V d’ovdre A; done, quel que
soit A, tout I est enfermé dans Uensemble des surfaces V d’ordre .

Montrons maintenant que I est partout discontinu. Pour cela,
considérons deux points M, M’ de . On peut déterminer un ovdre A
assez ¢levé pour que 4§y soit wférieur & la distance MM'. M et M/
sont alors Intérieurs & deux surfaces distinctes V, V/ d’ovdre A.
Or tout I est contenu dans Pensemble des surfaces d’ovdre & et ces
surfaces sont extérieures les unes aux autres et ont un écart mutuel
non nul v, On ne pourra done pas cheminer sur I, de M & M/, par
pas inlévieurs & . I est partout discontinu.

71. L'enscimble des points intérieurs & une infinité des sur-
faces V qui satisfont aux conditions @, b, ¢ du n® 69 est donc un

-
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ensemble fermé partout discontinu et, inversement, tout ensemble
fermé partout discontinu borné peut étre délini de cette fagon.
Nous appellerons surfaces de définition d’un ensemble fermé dis-
continu, les surfaces V qui lui donnent naissance par ce procédé.
Ces surfaces peuvent étre choisies polygonales, chacune ayant un
nombre fini de sommets.

Dans le cas des ensembles plans, ces surfaces deviennent des
courbes sans point multiple et sans point commun. On peut prendre
comme courbes des lignes polygonales et nous dirons qu’elles cons-
tituent les polygones de définttion de I'cnsemble.

Enfin, pour un ensemble de 'espace & une dimension (ensemble
situé sur une droite), chaque surface devient les deux extrémités
d’un intervalle. Nous dirons que ces intervalles sont les intervalles
de définition de I’ecnsemble.

Le procédé indiqué peut d’ailleurs servir & définiv un ensemble
fermé borné quelconque. 1l sullit de considérer les mots eatérieur
et intérieur au sens large, au lieu de les prendre au sens strict.

72. Comme premiére application de ces propriétés, démontrons
que tout ensemble fermé, partout discontinu, borné est situé sur un
arc de Jordan sans point multiple.

Soit I' un tel ensemble de Pespace & n dimensions. Nous le sup-
poserons donné au moyen de ses suvfaces polygonales de délini-
tion V. Nous désignerons toutes ces surfaces par la méme letire V
affectée d’un indice inférieur désignant son ordre, ct, s’il y a lieu,
d’un indice supérieur distinguant les surfaces d’un méme ordre.
Nous supposerons, comme nous pouvons toujours le faive, qu’il y a
une scule surface d’ordre 1.

Sur chaque surface V marquons deux points A et B que nous
affecterons des mémes indices que cette surface V. Nous construi-
rons 'are de Jordan de la [agon sutvante. Soit Vy une des surfaces V.
Supposons qu’elle contienne x surfaces d’ovdre A 4 1 que nous
désignerons par les indices supéricurs 1, 2, ..., % Joignons les
points Ay, Aj,y; Bl Al Bl AL, o BITDL AL B, By
respectivement, par des lignes polygonales ne se coupant pas,
sans point multiple, chacune de ces lignes étant, saul ses extré-
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mités, intérieure & V) et extérieure aux surfaces V,,, considérées.
Il est possible de construire ces lignes, méme dans le cas de 'espace
a deux dimensions (!), carv il faut, dans ce cas, la totalité de ces
lignes pour partager en régions la portion du plan intérieure a V,
et extérieure aux Vi,,. Les surfaces V ayant chacune un nombre
fini de sommets, je peux aussi imposer aux lignes construites la
condition d’avoir chacune un nombre fim de sommets. Ajoutons a
toutes les lignes construites ensemble I'. Je dis que Pensemble L
ainsi obtenu est un arc de Jordan sans point multiple, qui con=
tiendra naturellement F par sa définition méme.

Pour le prouver, considérons, sur 'axe des ¢, le segment (o, 1) que
Vappelle I et montrons que I'on peut considérer L comme une
image biunivoque et continue de 1.

Aux deux points A,, B,, pris sur la seule surface d’ordre 1, je fais
corvespondre les deux extrémités a,, b, de . Supposons connus les
points @, b, corvespondant aux points A;, B, d’unc méme sur-
face V) et supposons que cette surface contienne x surfaces d’ordre
A + 1. Partageons le segment @, by en 2 x + 1 parties égales par
des points que je note ay,,+1, b, a,, bivis ey @fu B
I'abscisse de 'un de ces points étant supposée inférieure a celles .
des points qui le suivent. La correspondance entre les A, B et les
a, b résulte de leur notation.

Prenons maintenant une des lignes polygonales construites,
A} B}, je hu fais correspondre le segment de I limité par les
points homologues, la correspondance conservant la similitude
des segments homologues. Jusqu’ict la corvespondance est mani-
festement biunivoque et continue.

Pour définir les homologues des points de I, remarquons que les
points @, b de mémes indices sont extrémités d’un intervalle o,
que j’affecte des mémes indices, et que ces intervalles remplissent
les conditions voulues pour définir un ensemble fermé partout dis-
continu f. D’ailleurs les intervalles ¢ ont la méme disposition relative
que les surfaces V de mémes indices. Soit alors M un point de I;
il est intérieur & toutes les surfaces V d’une suite du type (S)

(*) Je n’envisage naturellement pas le cas ol F serait sur une droite.

Journ, de Math. (8 série), tome 1V, — Fasc. IV, 1gor. 39
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(n° 70). A cette suite (S) correspond une suite d’intervalles ¢ définis-
sant un point m et un seul de f que je fevai covrespondre & M. La
correspondance ainsi réalisée entre I' et f est biunivoque et, ajoutée
aux correspondances précédentes, clle donne une correspondance
hiunivoque entre L et L.

Il reste & prouver que cette correspondance est continue. Ceci
a lieu pour les points n’appartenant pas a F et a f. Montrons-le
pour les points de ces ensembles, Soient M, m deux points homo-
logues sur I' et f et M/, m' deux points homologues quelconques
de L et 1. Il faut prouver que, étant donné 1, on peut lui laire cor-
respondre h tel que mm' < h entraine MM'< H. Or je pecux déter-
miner un nombre A assez grand pour que la surface d’ordre A qui
contient M ait un diamétre inféricur & H. Solent A, B les deux
points qui ont été pris sur cette surface. Soient a, b leurs homo-
logues sur I. m est intérieur & ab et I'homologue du segment ab
est intérieur a la surface considérée et par suite la distance de
chacun d’eux a M est inféricure & H. Il suflit donc de prendre A inlé-
rieur & la distance de m & a et & b pour réaliser les conditions
voulues,

L est donc bien ’arc de Jordan cherché.

75. Cas des ensembles parfaits partout discontinus. -- les
résultats qui précédent s’appliquent évidemment aux ensembles
parfaits partout discontinus bornés. On peut cependant imposer
des conditions plus particuliéres aux surfaces de définition de ces
ensembles,

Soit P un ensemble parfait discontinu. Reprenons sur cet
ensemble les raisonnements du n® 6Y. Supposons P enfermé dans
un nombre fini de surfaces d’ordre A. Soit P’ la partie de P inté-
rieure & 'une de ces surfaces. P’ ¢st maintenant un ensemble par-
fait, qui, par suite, a un diamétre non nul. Dans la construction des
surfaces d’ordre A 4 1, on pourra donc faire en sorte qu’il y ait au
moins deux surfaces intérieures a la surface d’ordre A envisagée.
Ainsi, on peut remplacer la condition b par la suivante :

b'. A Uintérieur de chaque surface d’ordre )\, il y a au movns deux
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surfaces d’'ordre N\ + 1 el chaque surface dorclre A+ 1 est inté-
rieure & une surface d’ordre .

Réciproquement, considérons une infinité dénombrable de sur-
faces V satisfaisant aux conditions a, b, c; je dis que Uensemble des
points iniérieurs & une infinité des surfaces V est un ensemble parfait
partout discontinu.

L’ensemble défini par ces surfaces est fermé partout discon-
tinu (n° 70). Il suflit donc de prouver que chacun de ses points est
point limite pour Pensemble. Soit M un tel point. 1l faut montrer
que, quel que soit g, il existe un autre point M’ de Pensemble tel
que MM’ < &, Or.nous pouvons déterminer un nombre A tel que
les surfaces d’ordre A aient un diamétre inférieur & c. Soit V celle de
ces surfaces qui contient M. A Pintéricur de V, il y a au moins deux
surfaces d’ordre A 4 1. Lune d’clles contient M. Les autres con-
tiennent des points de P autres que M. Ces points étant intéricurs
a 'V, la distance de chacun d’eux & M est inférieure a .

C.Q.F.D.

7A. 11 vésulte de cect que deux ensembles parfaits partout discon-
tinus bornés quelconques sont homéomorphes. Il nous suffit de
prouver qu'un tgl ensemble P est homéomorphe a un ensemble
particulier p. Comme cnsemble p nous prendrons I'ensemble obtenu
sur 'axe des ¢ en enlevant du segment (o, 1), le tiers moyen (extré-
mités non comprises), puis de chacun des deux segments restant
le tiers moyen et ainsi de suite indéfiniment. Rangeons dés main-
tenant les intervalles contigus & p; nous les supposerons classés par
ordve de grandeur décroissante, ceux qui ont méme longueur étant
rangés par abscisses croissantes.

Nous supposerons P donné par ses surlaces de délinition V satis-
faisant aux trois conditions a, b’,c. Nous allons chercher & définiv p
par des intervalles ¢ satisfaisant & ces mémes conditions. Nous
établirons en méme temps une correspondance biunivoque entre
les surfaces V et les intervalles ¢, faisant correspondre des intervalles
et des surfaces de méme ordre.

Nous pouvons supposer qu’il y a une seule surface d’ordre 1.
Nous lui ferons correspondre, comme intervalle d’ordve 1, un inter-
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valle un peu plus grand que lintervalle (o, 1). Supposons les cor-
respondances établies jusqu’a Pordre A inclusivement. Soit V,
une surface particuliére d’ordre A et supposons qu’elle contienne
x surfaces d’ordre A + 1, Vi, Vi,,, ..., Vi, (£22). Soient a,
et b, les extrémités de 'intervalle ¢, correspondant & V. Dans la
suite des intervalles contigus & p, rangés comme il a été dit, consi-
dérons les x — 1 premiers qui soient totalement intérieurs a a,, b,.
En dehors de ces intervalles contigus et de ceux qui contiennent a,
et by, il y a, sur @, by, x segments qui contiennent tous les points ’
de p sur ¢,. Enfermons ces x segments dans x intervalles intéricurs
a ¢, et n’empiétant pas les uns sur les autres. Ces intervalles cons-
titueront les x intervalles ¢,,, que je ferai correspondre par une
loi arbitraire, mais de fagon biunivoque, aux x surfaces V. Pour
la construction de ces intervalles ¢,,,, il y aura lieu de prendre une
précaution facile, si 'on veut, comme nous en aurons besoin, que
la longueur maxima ¢, des segments d’ordre A tende vers zéro,
quand A augmente indéfiniment. Il suflira que les extrémités de ¢,
et du segment qu’il enferme aient un écart assez petit, cet écart
tendant vers zéro quand A augmente indéfiniment.

Ceci étant, les intervalles ¢ que nous avons définis remplissent
les trois conditions a, b', ¢ et définissent par suite un ensemble
parfait partout discontinu qui n’est autre que p. En effet, tout
point de p est intérieur & une infinité des intervalles ¢; tout point
intérieur & une infinité des intervalles ¢ est, soit une extrémité
d’intervalle contigu a p, soit un point limite d'une infinité de telles
extrémités, donc appartient & p. La correspondance entre les sur-
faces V et les intervalles ¢ est biunivoque, et les intervalles ont
méme disposition relative que les surfaces qui leur correspondent.
Soit alors M un point de P. 1l est intérieur a toutes les surfaces V
d’unc suite unique du type (S) (n® 70). Aux surlaces de cette suite,
correspondent des intervalles définissant un point unique m de p
que je feral correspondre & M. Cette correspondance s’étend a
tout P et tout p, et est biunivoque.

Il reste & prouver qu’clle est conlinue, ¢’cst-d-dire que, M et m
étant deux points homologues particuliers, M’ et m/, deux points
homologues quelconques :
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1° Etant donné H, on peut déterminer h tel que mm' < h
entraine MM’ < H;

20 Etant donné k, on peut déterminer I tel que MM’ < H
entraine mm' < h.

H étant donné, je peux déterminer A de lagon que le diamétre
des surfaces d’ordre A soit inférieura H. Soient V la surface d’ordre A
qui contient M et ¢ I'intervalle correspondant. ¢ contient m, et tous
les points de p intérieurs a ¢ ont leurs homologucs & 'intérieur de V.
Il sullit donc de prendre h inférieur a la distance de m aux extré-
mités dc ¢ pour étre assuré que mm' << h entraine MM' < H.

La seconde condition sc réalise de fagon analogue ¢n interver-
tissant les roles de P et p. Cette réalisation est possible, puisque la
longueur maxima &, des intervalles ¢ d’ordre A tend vers zéro
quand A augmente indéfiniment.

P et p sont donc homéomorphes (1).

CHAPITRE II.

LES ENSEMBLES PARFAITS PARTOUT DISCONTINUS PLANS.

73. Les ensembles parfaits, partout discontinus, bornés, plans,
sont, au point de vue du probléme qui nous occupe, dans le premier
des trois cas possibles : leur correspondance peut s’étendre a la totalité
de leurs plans. 1l nous sulliva de faire la démonstration dans le cas
ol I'un des ensembles est un ensemble particulier.

Soient alors P un ensemble, parfait discontinu, borné, quelconque,
du plan E, et p 'ensemble utilisé au n° 74. La démonstration faite
a ce numéro a prouvé que P et p sont homéomorphes. Je me pro-
pose d’étendre cette correspondance a la totabité de E et de e.

Nous supposerons P donné par ses polygones de définition V.
Nous supposerons encore qu'il y a un seul polygone d’ordre 1.
La démonstration du n® 74 a fait correspondre a ces polygones des
intervalles de définition de p. Nous en déduisons nnmédiatement

(*) Ce résultat, ainsi que cclui du n° 72, ont été, comme je I'ai déja dit, énoncés
par M. Densoy, C. R. Acad. Sc., t. 149, 1909, p. 1048, et t. 151, 1910, p. 138.
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des polygones de définition de p : il sullit de remplacer chaque
intervalle par le carré dont 1l est la diagonale. Nous appellerons ¢
ces carrés. La correspondance entre les carrés ¢ et les polygones V
résulte de la correspondance établie au n® 74 entre les 'V et les inter-
valles de définition de p. Cette correspondance entraine aussi
’homéomorphie de P et p comme il a été dit au n® 74.

Soient alors V ¢t ¢ un polygone et un carré se correspondant.
Si leurs contours n’ont pas le méme nombre de sommets, je mar-
querai sur I'un de ces contours un certain nombre de points que
jappellerai sommets, de fagon a égaliser ces nombures. J’établis alors
entre ces contours une correspondance continue, les faisant cor-
respondre sommet & sommet, c6té a ¢oté, la corvespondance entre
cOtés étant une similitude. Je fais en outre en sorte que les sens de
description des deux contours soient concordants.

La correspondance entre les contours ainsi établie, sotent V un
polygone d’ordre A et ¢ son homologue. Supposons que V con-
ticnne & son intéricur x polygones d’ordre A 4 1; ¢ contiendra a
son intérieur les » carrés homologues. La correspondance établic
entre les contours s’étend a la région annulaive qu’ils limitent
(n° 22). I.’extension se fait de méme pour les extérieurs du polygone
et du carré d’ordre 1. Ajoutons enfin & ces corvespondances la cor-
respondance entre P et p. J'obtiens aiusi une correspondance biuni-
voque de tout & et tout e. Tout point de I'un des plans n’appartenant
pas & ensemble discontinu a, en effet, avee cet ensemble un éeart
non nul. Il est alors extéricur aux polygones de Pordre A assez
élevé pour que le diamétre des polygones de cet ordre soit infé-
ricur & cet écart. Il entre done dans une des correspondances envi-
sagées. , )

Il reste & prouver que la correspondance est continue. Ceed
manilestement lieu en dehors de P et p. Soient alors M, m deux
points homologues particuliers de P ¢t p, et M/, m/ deux points
homologues quelconques de E ct e. 11 faut montrer que :

1° Etant donné H, on peut déterminer h tel que mm' <h
cntraine MM’ < H;

20 Etant donné k, on peut déterminer 11 tel que MM’ < 11
entratne mm' < h. A
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H étant donné, soit A un ordre assez grand pour que 4;, maxi-
mum du diamétre des polygones d’ordre A, soit inlérieur a H et
soit V le polygone de cet ovdre qui contient M. Son homologue ¢
contient m et tous les points intérieurs a ¢ ont leurs homologues
dans V. Il sullit alovs de prendre & inférteur & écart non nul de m
avee le contour de o

l.a deuxiéme partie se démontre de la méme lagon.

L.a proposition est établie,

76. Comme application, démontrons la propriété suivante :
Sotent, dans un plan B, deuz ensembles parfaits partout discontinus,
bornés, P, P’ sans point commun. On peut passer de P a P’ par une
déformation homéomorphe de L n’altérant qu'une région bornée.
Au cours de cette déformation, les divers points de P décriront des
ares de Jordan sans point mulup]o et sans pomt commun, dont
Pextrémité seule appartient a P’

l.es deux ensembles, étant parfaits et sans point commun, ont
un écart non nul . Supposons que chacun d’eux soit donné par ses
polygones de définition V, V'. Nous pouvons déterminer un ordre A
assez grand pour quo les polygones V et V' de cet ordre aient un

diamétre inférieur :‘1 ~¢. Les polygones V et V/ de cet ordre n’em-

piétent pas les uns sur les autres. Je peux les considérer comme
¢tant les polygones d’ordre 1 de Pensemble parfait discontinu
P+ P

Soit alors, dans un plan e, 'ensemble p porté par 'axe Ouz,
p étant toujours I'ensemble particulier déja défini. Considérons un
deuxiéme ensemble p’ déduit de p par une translation paralléle a
Paxe des y. Je supposerai ces ensembles définis par leurs carrés de
définition, choisis de fagon & établir Phoméomorphie de P et p
d’une part, P’ et p’ d’autre part. Je supposeral d’ailleurs p et p'
assez écartés pour que les carrés d’ordre A de p et p’ ne se touchent
pas. Au moyen des polygones V, V' et des carrés ¢, ¢' d’ordre au
moins égal & A, la correspondance entre P et p et celle entre P’
et p’ s’étendent a la totalité de E et de e. Les raisonnements sont
analogues a ceux du numéro précédent.
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1 suffit alors de prouver sur p et p' la proposition que je veux
établir. Or, dans e, la possibilité de la déformation est manileste. 1l
suffira que, dans cette déformation, chaque point de p-déervive un
segment paralléele & Paxe Oy. On pourrait d’ailleurs, au lieu des
ensembles p et p' considérés, prendre deux ensembles homothé-
tiques sur deux ares de cercle homothétiques et concentriques et

appliquer & ces ensembles la déformation indiquée au n°® 26.

77. Disons enfin un mot de la correspondance entre ensembles
situés sur une droite. Soient P un ensemble parfait, partout discon-
tinu, borné, situé sur une droite E (axe des T) et p un autre ensemble
situé sur une droite e (axe des t). Il y a des correspondances entre P
et p qui s’étendent a la totalité de E et e. Nous supposerons toujours
que p est 'ensemble particulier déja envisagé et que P est donné
par ses intervalles de définition V.

Pour mettre en évidence la propriété que j’énonce, il suflira de
prendre une précaution dans la détermination des intervalles de
définition de p. Soient A, B les extrémités d’un intervalle Vd’ordre A
de P contenant & son intérieur % intervalles d’ordve A + 1 et soit ab
I'intervalle ¢ correspondant de p. Les % intervalles d’ordre A 4 1
que contient ¢ sont déterminés, mais la maniére dont on les lait
correspondre & ceux contenus dans V est arbitraire. Je choisirai
cette correspondance de maniére qu’en décrivant AB d’une part,
ab d’autre part, les intervalles correspondants se présentent dans le
méme ordre. Je fais alors’ correspondre les extrémités de ces inter-
valles dans I'ordre ot elles se présentent. E et e sont alors découpés
cn trongons. Si un trongon de E, ne contenant pas de points de D,
est limité par deux points A, B, les deux points homologues a, b
limitent sur e un trongon ne contenant pas de points de p. Je ferai
correspondre ces trongons par similitude. J'ajoute & ces correspon-
dances la correspondance entre P et p résultant de la construc-
tion des intervalles de définition de p et aussi une correspondance
entre les extérieurs de I'intervalle d’ordre 1 de P et de P'intervalle
d’ordre 1 de p. J'obtiens ainsi la correspondance cherchée entre I
et e. Dans cette correspondance, les points homologues de P et de p
se présentent dans le méme ordre sur E et e.
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Cect s'étend immédiatement aux ensembles parfaits discontinus
situds sur des courbes de Jordan sans point multiple d'un espace
quelconque. Soient P> et p deux ensembles parfaits discontinus
situés respectivement sur des ares de Jordan sans point multiple
' et v, les extrémités de ces aves n’appartenant pas aux ensembles.
Supposons_que les coordonnées d’un point de I' s'expriment en
fonetions continues d’un paramétee T varviant de o & 1. Faisons
correspondre aux points de I' les points de Paxe des ' dont
Pabseisse est leur paramétre. A T covvespond un segment de
droite 1Y et & P un ensemble parfait partout discontinu P’ situé
sur 1Y, Faisons de méme pour p 2 &y corvespond un segment de
droite ¢" et & p un ensemble parlait discontinu p’ sur ¥'. Ov; on peat
étendre a la totalité de 1Y et de y' une certaine correspondance
entre P et p’ et il en vésulte Pextension & la totalité de tout U et
de tout ¥y d’une certaine covrespondance entre P et p. (Ceel ne
sapplique naturellement pas & une corvespondance quelconque
entre P et p.)

La méme propriété a évidemment lieu si I' et y sont des courbes
fermées. Elle a aussi lieu, dans le cas des courbes ouvertes, st cer-
taines extrémités de ces courbes appartiennent aux ensembles
sous la réserve que, si un point de P est extrémité de T, le point cor-
respondant de p sott aussi extrémité de y.

CHAPITRE I11.

LES ENSEMBLES PARFAITS PARTOUT DISCONTINUS
DANS L'ESPACE A TROIS DIMENSIONS,

78. Les résultats ne sont plus aussi simples pour I'espace a trois
dimensions. La correspondance entre deux ensembles parfaits,
partout discontinus, bornés, gauches, peut, soit s’étendre a tout
I'espace, soit s’étendre aux voisinages de ces ensembles, soit ne
s’étendre & aucun voisinage. Nous allons donner des exemples de
ces deux derniers cas. Ils résulteront des propriétés d'un ensemble
particulier, que je désignerai par P et que je vais définir.

P cst donné par ses surfaces de définition (n® 73). Toutes ces sur<
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faces sont des tores, que je désignerai par T. Je suppose qu’il existe
un scul tove d’ordre 1. Si je comsidére un tore quelconque d’un
ordre quelconque A, je suppose qu’il contient & son intéricur k toves
d’ordre A + 1 et que ces tores sont enlacés comme les anneaux d’'une
chaine fermée entourant U'axe du tore d’ovdre A considéré.

Précispns ces définitions. Je dis que deux tores sont enlacés, si,
étant extérieurs un a Pautre, un paralléle de 'un est enlacé avee
un paralléle de Pautre. 11 en seva de méme pour deux parvalléles
quelcongues pris un sur chacun de ces tores, et aussit pour Loute
courbe s¢ déduisant d’un paralléle sans sortir du tore envisagé.
En particulier, si deux toves sont enlacés, les licux des centres de
leurs méridiens sont enlacés. Pour simplifier le langage, jappel-
leral circonférence d’ordre A, intérieure @ un tore d’ordre A, le lieu des
centres des méridiens de ce tore. Je désignerai ces circonlérences par
la lettre C.

Numérotons de 1 a k les &k tores d’ordre A -+ 1 intéricurs a un tore
d’ordre A. Je supposeral que deux tores ayant des numéros consé-
cutils, ainst que les tores k et 1, sont enlacés, alors que deux toves
non consécutifs ne sont pas enlacés. Je suppose enfin que les centres
de ces k tores sont sur la circonférence d’ordre A et qu’en joignant
ces points dans lordre de leurs numéros, on forme un polygone
régulier non étoilé. Ces conditions sont possibles a réaliser. 1l suflit
pour cela que le rayon du méridien d’un tore T soit assez petit, par
rapport au rayon de la circonférvence C de ce tore, et que k soit assez
grand. On peut alors prendre pour tores d’ordre A 4 1 des tores
semblables au tore d’ordre A..La possibilité de la construction a
alors lieu quel que soit A, & étant fixe. Pour simplifier quelques
raisonnements ultérieurs, jc supposerat que ce nombre k est
pair.

Enfin le diamétre d’un tore d’ordre A + 1 est inférieur a la moitié
du diamétre du tore d’ordre A qui le contient. Done le diamétre
maximum des tores d’ordre A tend vers zéro quand A augmente
indéfiniment. Les tores T satislont donc aux trois conditions a, ¥', ¢
(n® 73); ils définissent done bien un ensemble parfait partout dis-
continu P, qui est I’ensemble des points intéricurs a une infinité
des tores T.
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79. Tutorime. — L'ensemble P qui vient d'étre défini et toul

ensemble parfait, discontinu, p situé sur une drotte sont Koméomorphes
seulement en eux-mémes.

Supposons qu’il existe une correspondance entre P et p qui
puisse s’étendre & leurs -voisinages. Soient M et m deux points
homologues de P ¢t p. m est centre d’une sphére s dont tout U'inté-
ricur appartient au voisinage en question de p. Il y a d’ailleurs
dans s une infinité de points de p, p étant pavfait. Soient alors a
ct b deux points de la droite portant p, intéricurs & s, n’appartenant
pas a p, tels que m soit entre a et b et qu’il y ait dans s des points
de p extéricurs a Pintervalle ab. La sphéve o de diamétre ab ne con=
tient alors aucun point de p sur sa surface, elle est intéricure & s,
m est & son intéricur et il y a dans Pintérieur de s des points de p
exlérieurs a c.

¢ étant intéricure & s, 1l lui correspond dans Iespace de P une
surface simplen:ent connexe sans potnt multiple & ne passant pav
aucun point de P ayant des points de P dans chacune de ses régions.
Pour démontrer le théoréme, il me suflit alors de prouver que ceel
est impossible. Cest ce qui résulte du théoréme suivant.

80. Tutonri:meu. - - Toute surface simplement connexe sans point
multiple X qui a des potnts de P dans chacune de ses régions coupe P.

Supposons qu’il existe une surface simplement connexe sans
point multiple ¥, ayant des points de P dans chacune de ses régions
¢t ne coupant pas P. X et P ont alors un écart non nul et 'on peut
déterminer un nombre A tel que tous les tores d’ordre A aient un
diamétre inféricur & cet écart. Or chaque tore d’ordre A contient
des points de P. Aucun d’eux ne coupera donc . De plus, Pensemble
des tores d’ordre A contient tout P, dont 1l y a des tores d’ordre '\
dans chacune des deux régions de L. 1.a méme propr 1616 a lieu pour les
circonférences d’ordre \.

Soient T un tore particulicr d’ordee & —1 ¢t C,, C,y ..., G4
les & circonlérences d’ordre A qu’il contient. C, C, étant enlacées
sont dans la méme végion de ¥, de méme C, ¢t C,, ..., C; et C,
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(n° 34). Nous allons d’ailleurs reprendre la démonstration de cette
propriété et en tirer d’autres conséquences.

Appelons 21 le cercle limité par C,; et A,;., et A, les points
d’intersection de L,; respectivement avee Cy-, et C,y,. Envi-
sageons d’abord le cercle I, et les points A,, A,. Je dis que ces
points peuvent étre joints sur L, par une ligne polygonale ne cou-
pant pas X. Enfermons en effet ¥ dans un domaine polyédral D
non enlacé avec G,, C, ¢t C;. Nous pouvons choisir ce domaine de
fagon que les cubes qui le constituent n’aient aucun de leurs som-
mets dans le plan de C, (n® 80). La {rontiére de I'ensemble des
points de D situés sur T', est alors formée d’un nombre fini de
contours polygonaux I sans point multiple et sans point commun,
ne touchant pas C,. Le point A, n’est intérieur a aucun de ces
polygones. Si, en effet, il était intérieur au contour I, C, serait
enlacé avec I, ce qui est impossible puisque [ appartient & D. De
méme, A, n’est intérieur & aucun des contours L. Donc on peut
joindre A, et A, sur U, par une ligne polygonale a, ne coupant pas D,
donc extéricure & D comme A, et A,. «, ne coupe pas X qui est inié-
ricure & D.

Construisons de méme les lignes «,, &, ..., o ne coupant
pas X (1). Appelons enfin oy, 'un des deux aves Ay, Ay de Gy,
L’ensemble de tous ces aves forme une ligne fermée « ne coupant
pas ¥, intérieure & T et enlacée avee 'axe de T. Je vais prouver que,
par une déformation homéomorphe de Uespace, n’altérant que Uin-
térieur de T, je peux passer de o @ la circonférence d’ordre A — 1
que contient 'I'. '

81. Considérons d’abord larc a,. Appelons 8, le segment de
droite A, A,. On peut passcr de a, & §, par une déformation de Iy
sur lui-méme, n’altérant pas la [rontiére C;. Ceci résulte du théo-
réme du n® 26. Mais la déformation qui est indiquée a ce numéro
ne conviendra pas ici parce que les points A, A, ne restent pas
fixes, alors que cette fixité me sera nécessaire. Mais «, étant une
ligne polygonale, il n’y a pas de difficulté a réaliser cette condition.

(%) Je rappelle que le nombre k est pair.
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Pour cela, remarquons que «, est partagé en trongons par §3,. 1l
y a deux trongons particuliers d’extrémités A, ou A,. J'appellerai
trongon de la premiére catégorie un des trongons restant et tel que le
contour formé par ce trongon et le segment rectiligne joignant ses
extrémités nc contienne a son intérieur ni A, ni A,. Par un raison-
nement analogue & celui du n® 43, je peux définir des déformations
du type envisagé laisant disparaitre ces trongons de premiére caté-
goric et cecl en diminuant le nombre des extrémités de trongons.
Ces délormations faites, parvcourons la nouvelle ligne «, de A,
vers A, ct appelons B le premier point de rencontre avee 3,. Sur le
segment A, B, il n’y a pas d’extrémités de trongons, car une telle
extrémité appartiendrait nécessairement & un trongon de la pre-
micre catégorie, trongon qui serait totalement intérieur au contour
formé par I'are A, B et le segment A, B. Nous pouvons alors, par
une déformation du type envisagé et portant sur un polygone un
peu supérieur & celui limité par ce contour, faire disparaitre I'extré-
mité B (¢f. n® 43). Cette opération ne fait d’ailleurs apparaitre
aucune nouvelle extrémité de trongons et aucun trongon de pre-
nmiére catégorie. Je peux alors la répéter sur les extrémités res-
tantes ct Jarriveral & un are «, n’ayant plus que ses extrémités
A, A, en commun avee B,. Une derniére déformation laissant ces
extrémités fixes aménera finalement e, sur 8,. '

Cecl étant, appliquons a la déformation totale et au cercle T,
la propriété du n® 36. Je la modific légérement en supposant qu’au
licu des normales & Ty, j’envisage une famille d’aves de circonté-
rence jouant le méme réle et dont C, et C, font partie. La déter-
mination d’une telle famille ne présente aucune difficulté. Je peux
donc passer de a, & B, par une déformation homéomorphe de Uespace
r’altérant que le votsinage de Iy, lavssant fizes les points A, A, et pa
suite les circonférences C, et C,. I'aisons des déformations analogues
pour les aves a,, oy, ..., %

Aprés ces déformations, X sera devenue une autre surface simple-
ment connexe ¥'; les portions de ¥ intérieures & T ayant seules
é1é modifiées. Les ares B, B,, . .., Bret lesarcs o, «,, ... ne coupent
pas X' et si, par exemple, les circonférences C; sont intérieures
a Y, ces ares sont intérieurs a X',



316 LOUI$ ANTOINE.

Considérons maintenant le cercle T, limité pav C,. Une délor-
mation homéomorphe de Pespace n’altérant que le voisinage de T,
permet de passer de «, au segment J3,, joignant A, et A,. Je fais
la méme déformation pour tous les ares «,, a,, .... J'obtiens ainst
une surface simplement connexe sans point multiple X' qui n’est pas
coupée par la courbe 3, somme des arcs B;. Si d’aillears les courbes C;
sont intérieures & X, B est intérieur a4 X”. Les parties de ¥ ex-
térieures & T n’ayant pas été altérées, les circonférences d’ordre A
extérieures & T occupent la méme position par rapport & ¥’ ct
a X,

La courbe § différe trés peu de la circonférence d’ordre A — 1
que contient T. Une derniére déformation permet de passer de
a cette circonférence.

L’extérieur de T n’ayant pas été altéré, je peuxrépéter les mémes
opérations sur chacun des autres tores d’ordre A ~— 1 sans modifier
les propriétés acquises. Aprés ces opérations, j’arrive a une surface
simplement connexe sans point multiple X, | ayant les propriétés
suivantes :

Y, ne coupe aucune des circonférences d’ordre A—-1. Il y o des
circonférences d’ordre \— 1 dans chacune des régions de ¥, _,, parce
qu'il y avait des circonférences d’ordre A dans chacune des régions
de X

82. Y, , a done par rapport aux civconlérences d’ordve A— 1 la
propriété qu’avait X par rapport aux circonférences d’ordre A. Les
mémes raisonnements me permettront d’en déduire une surface ¥, ,
ayant les mémes propriétés par rapport aux circonférences
d’ordre A—2 et de proche cn proche jarviverai & une surface
simplement connexe X, ne coupant aucune des circonlérences
d’ordre 2 et en ayant dans chacune de ses régions. Or, ceci est
impossible. En effet, les circonlérences d’ordre 2 sont toutes inté-
ricures au tore unique d’ordre 1 et par suite sont dans la méme
région de X, (n° 30).

Il est donc impossible que ¥ ne coupe pas P, ce qui démontre le
théoréme du n° 80 et achéve la démonstration du théoréme du
n° 79.
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83. Soit 1" un are de Jordan sans point multiple contenant P.
Nous supposcrons cet ave construit, par exemple, par le procédé
indiqué au n°® 72, les polyédres étant remplacés pav les tores T,
1" est un nouvel exemple d’un-arc de Jordan dont la correspondance
avec un segment de droite y ne peut s’étendre & aucun voisinage.

Si une correspondance entre 1" et y pouvait s’étendre, il corves-
pondrait & P un ensemble parfait discontinu p situé sur y et U'on
aurait en particulier une extension de la corvespondance entre P
et p. Nous venons de montrer qu’une telle extension est impossible.

La propriété est d'ailleurs vraie pour tout arc de I' ayant un point
de P comme poinl intérieur au sens strict. St M est en effet un point
de P intérieur & cet ave, il existe un ordre A assez grand pour que les
extrémités de Pave soient extérieures au tove d’ordre A qui con-
tient M. L’are, d’aprés la construction de T, contient alors toute
la partie de P intérieure a ce tove, pavtie qui est un cnsemble sem-

blable a P.

84. De I'ensemble P, je vars déduire deux ensembles Q, Q' dont
la correspondance peut s’étendre @ leurs voisinages, mais pas & tout
Pespace. Q est la somme de deux ensembles Py, P, égaux a P, les
tores d’ordre 1, T,, T,, de ces ensembles étant enlacés. Q' est la
somme de deux ensembles P, P, égaux & P, les tores 1 d’ovdre A,
T, T, de ces ensembles étant extéricurs 'un a 'autre et non en-
lacés. 1y aune correspondance immédiate entre Q et Q' qui s’étend
d leurs voisinages, celle qui résulte de I'égalité des quatre torves
T,, Ty, T, T,, et desensembles qu’ils contiennent. Je dis qu'il n'y a
aucune correspondance entre Q et Q' qui puisse s’étendre a tout
Iespace. Supposons, en effet, qu’il y en ait une. Supposons T/, T,
assez écartés pour que je puissc construire une sphére X' ayant T
a son intérieur et T| & son extérieur. X' contient alors des points
de Q' dans chacune de ses régions et pas sur sa surface. Il lui cor-
respond une surface simplement connexe sans point multiple £
ayant la méme propriété vis-a-vis de Q. Ceci est impossible, les rai-
sonnements du n® 82 nous permecttant de construire une surface
simplement connexe sans point multiple ne coupant pas les deux
circonférences d’ordre ¥ de Q et en ayant une & son intérieur et
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'autre & son extérieur, ce qui est cn contradiction avee le fait que
ces circonférences sont enlacées.

85. Je déduis de Q et Q' deux arcs de Jordan T, 1 dont la cor-
respondance peut s’élendre a leurs voisinages, mats pas a tout Uespace.
I' est la somme de trois aves '), Ty, Uy Llave T} est intévieur & T,
ct contient P,; T, est intéricur & Ty ¢t contient Py; 'y joint une
extrémité de ', et une extrémité de Uy et ¢'est une ligne polygo-
nale. I, T, sont respectivement égaux a I'y et Ly, cette égalité
résultant de celle des ensembles P et des toves T, T, joint une
extrémité de I', & une extrémité de U, ¢t est une ligne polygonale.
La correspondance entre T' et I 8’étend de suite & leurs voisinages.

Supposons qu’il y ait une correspondance entee U et Y qui
puisse s’étendre & tout I'espace. Supposons I, choisi de fagon qu’il
soit coupé en un seul point A’ par la sphére X' envisagéc an n° 84.
La surface I correspondante coupe alors T' en un seul point A.
Mais cette surface coupe Q, done A appartient & Q, puisque tout Q
est sur I'. La méme propriété s’applique a tous les points d’une
portion rectiligne de T, voisine de A’. L’homologuc de ce segment
rectiligne serait donc une partiec de Q, done un ensemble dis-
continu, ce qui est imposstble.

Cet exemple compléte les résultats de la premicre Partie ol
nous avions indiqué une propriété de cette nature, mais pour une
courbe fermée.

86. Le théoréme du n° 80 a une allure paradoxale. Je vais en
établir un autre de méme natuve.

TutorkME. — Soit L une courbe de Jordan extérieure a un des
tores T de définition de P et enlacée avec la circonférence C liew des
centres des méridiens de T. Toute calotte stmplement connexe X
ayant L. pour frontiére coupe P. L'ensemble des points communs a
P et a X n’est pas dénombrable.

Je peux supposer que le tore T envisagé est le tore d’ordre 1,
quitte & ne considérer que la partic de P intérieure a ce tore. Si
Pon veut seulement montrer que P ot ¥ se coupent, on peut em-
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ployer des raisonnements analogues a ceux qui ont servi pour le
théoréme du n® 80. Si P et X ne se coupaient pas, il existerait un
ordre A tel qu’aucune des civconférences d’ordre A ne couperait I,
On en déduirait une autre calotte ayant méme frontiére L et ne
coupant pas C. Ceel est impossible puisque L et C sont enlacées.

Pour démontrer en’ méme temps que Uensemble des points com-
muns a P et X nw'est pas dénombrable, 1l faut cmployer un autve pro-
eédé. Pour la symétrie des notations, j'affecterai de Tindice 1 les
lettres (sauf P) qui ligurent dans Pénoncé. Je vais alors établiv le
lemme suivant.

87. Lemwme. - Il exuste swr X, une courbe 1., extérieure d un des
tores d’ordre 2, soit 'I'y, el enlacée avec la ctrconférence C, d’ordre 2
qu’tl contient.

Supposons qu’il v’existe pas de courbes 1., satisfaisant a ces con-
ditions. A chaque tore T, d’ordre 2, J’adjoins un tove parvalléle et
extérieur T, assez voisin pour que la chaine des tores T, ait les
mémes propriétés d’enlacement que la chaine des tores Ty, Je mon-
treval que je peua déterminer sur chaque tore I, une courbe ne cou-
pant pas X, non enlacée avec la circonférence d’ordre 2 intérieure
a T, et enlacée avec Uaxe de ce tore. Des déformations de 'espace
n'altéraut que le voisinage des toves T, peuvent amener ces courbes
a &tre des paralléles des tores T, La chaine formée par ces paral-
léles est analogue & la chaine des circonférences d’ordre 2 et elle
ne coupe pas la nouvelle surface déduite de X, par ces déforma-
tions, surface qui a encore L, pour frontiére. Ceci est impossible,
car on en déduirait une autre calotte de mméme frontiére ne coupant
pas C,, qut est enlacée avee L.

Il sullit done de prouver que, s’il n’existe pas sur X, de courbe
extéricure & un tore T, d’ordre 2 et enlacée avec la circonférence C,
d’ordre 2 qu’il contient, on peut déterminer sur T, une courbe ne
coupant pas X,, non enlacée avec C, et enlacée avec 'axe de T,.

Si X, ne coupe pas T),, la courbe cherchée est immédiate : ce sera
par exemple un paralléle de T,. Supposons que X, coupe T, et
soit I{ Pensemble de leurs points communs. Soit d’autre part 6
Iécart de T, avec T,. Par des raisonnements analogues a ceux des
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n% 31 et suivants, je peux prouver que : 1° il existe un nombre v
tel que, si M,, M, sont deux points de ¥, distants de moins de 1,
on peut les joindre sur I, par un chemin intéricur a une spheéve de
diamétre 0; 20 il existe un nombre ¢ tel que toute courbe J dont
chaque point a avec I un écart inférieur a4 ¢ peut étre amenée
sur X, par une déformation au cours de laquelle chacun de ses
points garde avee ITun écart nféricur a ). Au cours de cette défor-
mation, on ne renconlrera done pas T, et Pon vestera a lexté-
rieur de T,. Donc le coeflicient d’enlacement de J avee C, ne
change pas. Mais on arrive & une courbe tracée sur X, et exté-
rieure & T, done non enlacée avee C,. Par suite, toute courbe telle
que J n’est pas enlacée avee C,.

¢ étant ainsi déterminé, pavons Uespace & Paide de cubes de dia-
mdtre inférieur a ¢ et gardons ceux de ces cubes qui touchent M.
Ils forment des dom'\mes D et toute courbe de D est non enlacée
avec C,. Jo supposerai D choisi de fagon que sa frontiére coupe T
suivant un nombre fini de courbes I sans point muluplo el sans
poirit commun (n°® 30). Les courbes I existent, sans quoi un méri-
dien de T, serait intérieur & D, ce qui est impossible puisqu’il est
enlacé avee C,. Les courbes I ne touchent pas H, donc X, et ne sont
pas enlacées avec C,. Leur coeflicient d’enlacement avece 'axe de T,
est done o ou 1. Si ce coefficient est 1 pour lune d’elles, cette
courbe sera la courbe cherchée.

Supposons que ce coeflicient soit o pour toutes les courbes 1.
St je fais la représentation de T, sur un plan II (n® 89), les vepré-
sentations de ces courbes sont des courbes fermées . Un raison-
nement analogue a celui du n® 80 montre alors que la région de 11
extérieure & toutes les courbes i représente des points n’apparte-
nant pas & D. Tragons alors un segment de droite ab représentant
un paralléle, @ et b étant dans cette région. Les diverses repré-
sentations d’une courbe I particuliére découpent ab en trongons :
considérons ceux de ces trongons intérieurs aux représentations
de I et reportons-les sur toutes les représentations de I. Il y en a
un dont les extrémités sont consécutives sur i, soit a, b,. a, b, ct
I'arc a, b, de ¢ déhimitent alors une région de II représentant de
facon biunivoque une portion de T, (n® 42). Je peux alors rem-
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placer un segment un peu supérieur a @, b, par un arce trés voisin
de Pare a, b, de ¢ ct extériewr & ¢ de fagon que le nouvel ave ab
représente cncore une courbe sans point multiple non enlacée
avee G, et enlacée avee Paxe de T,. Je ferai de méme pour les
trongons du type de @, b, qui apparaissent alors obligatoirement et
cecl jusqu’d ne plus avoir de points intérieurs aux représentations
de la courbe I envisagée. Je lais de méme pour chacune des
courbes I. La courbe obtenue finalement représente une courbe
ne touchant pas D, done ne touchant pas X,. Cette courbe n’vst
pas enlacée avee G, et est enlacée avee 'axe de T,. C’est donc la
courbe que je cherche sur T, Le lemme est ainsi démontré.

Remarquons que, dans la démonstration, j’avais seulement fait
intervenir la condition gqu'il n’existait pas de courbe L, dans le
potsinage de 'T',. J’amenais en effet la courbe J sur X,, chaque point
de J ayant toujours un écart inférieur a 0 avee H. Done, non seu-
lement L, existe, mais encore il existe des courbes L, intérieures
a'l,.

88. Le lemme précédent peut étre complété awsi: Non seulement
L, existe, mais tl existe une autre courbe 1., ayant la méme propriété,
les deux caloltes X,, X, découpées par ces courbes dans X, n’ayant
pas de point commun.

Au cours de la démounstration de cette proposition, J’mtrodutrat
un certain nombre de courbes fermées tracées sur X,. Jappellerai
intérieur de Lune de ces courbes, la calotte simplement connexe
(quelle découpe dans X, et eatérieur le veste de X,. Ces dénomina-
tions s’appliqueraient, en somme, & une veprésentation de X, sur
un cevele. D'un autee eoté, Fassocierai a chaque tove T, d'ordre 2,
deux tores parvalléles et extéricurs, Fun Q, & la distauce 0 de T,
Fautee R, & L distanee 2 0. 0 est supposé assez petit pour que les
tores R, (et par suite les toves Q,) forment & Pitérieur de T, une
chaine analogue a la chaine des toves T,.

Nous avons vu que nous pouvions choisir L, aussi voisin qu’on
veut de Pun des tores T,. Je choisival cette courhe assez voisine
de Pun des tores Ty pour uielle soit extéricure a tous les toves T,
Je prends alors § inlévieur & la moitié de 'écart de L, et des toves 'T',.
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Je construis une surface polyédrale S,, voisine de X, et lui corres-
pondant, les points homologues de S, et X, ayant toujours un
écart inférieur & 0. Je choisis cette surface de fagon qu’aucune de
ses arétes ni de ses faces ne soit tangente aux tores Q, et qu’aucun
sommet ne soit sur ces tores. Dans ces conditions, 'intersection
de S, et des tores Q, a pour homologue sur X, un nombre fini de
courbes sans point multiple et sans point commun. Aucune de ces
courbes ne coupe L, et si 'une d’elles correspond a I'intersection
de S, et d’un certain tore Q,, elle est extérieure au tore T, covres-
pondant et intérieure au tore R,.

Parmi ces courbes, il peut y en avoir qui ont L, & leur intéricur.
Dans ce cas, il y en a une I qui les contient toutes. Jappelle X’
Pextérieur de I' (Pextérieur de L,, si I’ n’existe pas). Je désignerai
par G une quelconque des courbes restantes, situées sur X'. St lune
des courbes G est enlacée avec une des circonférences C,, ce sera la
courbe L, cherchée. Nous allons montrer qu’en supposant que cha-
cune des courbes G n’est enlacée avec aucune des circonflérences C,,
nous arrivons & une contradiction, c¢¢ qui prouvera lexistence
de L.

Supposons qu’il en soit aiusi. La partie d'un seul tenant de Y/,
extérieure aux courbes G, ne contient aucun povnt des courbes C,.
Cette partie est, en effet, tout entidre extéricure aux toves T, :
Un point de T, est & une distance de Q, égale & 0, done son homeo-
logue sur 5, cst intérieur a Q,; on ne peut atteindre ce point sur 3,
a partir d’'un point de 'homologue de L,, qu’en traversant le
tore Q,; donc on ne peut atteindre un point de T, & partie de L,
sur ¥, qu’en traversant une courbe G. Les [rontiéres L, et G de
cette partie de X' ne sont pas enlacées avee les courbes C,. Done le
reste de sa [rontiére I' n’est enlacé avee aucune des courbes C,.
Ceci prouve déja que I n’est pas la courbe L, qui est enlacée avee
une des courbes C,.

Sott J une courbe tracée sur X' et extérieure a l'un des tores R,.
Je dis quelle w’est pas enlacée avec la circonférence C, que contient R,.
J étant extéricure & R, ne coupe aucune des courbes G qui pro-
viennent'du tore Q, intérieur a R,. La portion de X' intérieure a J
et extérieure a ces courbes G particuliéres est done extéricure a T,
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¢t par suite ne contient aucun point de la circonférence C, inté-
rieure & R,. Les courbes G faisant partie de sa frontiére ne sont pas
enlacées avee C,, de méme que I (dans le cas ot F ferait aussi
partie de cette froutiére). Donc le reste de cette frontiére, c’est-
a-dire J, n’est pas enlacé avece cettc circonférence C,.

Cecl étant, je peux appliquer & X' et aux tores R, les raisonne-
ments faits au n° 87 sur ¥, et les tm-os T,. Il existe sur chaque
tore R, unc courbe ne coupan pas X', enlacée avec Paxe de R, et
non enlacée avee la courbe C, que contient R,. Des déformations
waltérant que le voisinage des torves R, permcttcnt de prendre
pour ces courbes un pm‘allclc C, sur chaque tore R,, ¥’ étant trans-
formée en une autre surlace que J’appelle encore ¥/, ayant pour
frontiére la courbe L, et une cmu‘l)e que j’appelle encore F, qui est
intérieure & I'un des tores Ry, tore que je désignerai par R. J'appel-
lerai de méme C' le pavalltle G, pris sur ce tore et je supposerai
que ¢’est le cercle de gorge de R,

Les courbes G, forment & |’in1ériour de T, une chaine analogue
& la chaine des courbes C,. X @ un éeart non nul avee ces courbes.
On peut déterminer un nombre ¢ tel que toute courbe dont chaque
point a, avee X', un éeart nféricur & ¢ peut étre amené sur X' sans
couper aucuune des courbes €. Mais toute courbe tracée sur ' se
raméne & zéeo, ouw & Ly, done n'est enlacée avee aucune des
courbes C,. On peut donc enfermer X' dans un domaine polyédral
non enlacé avec les courbes C,.

Gréce & ce domaine polyédral, je peux, comme aux n 80 ct 81,
construire une cowrbe @ ne coupant pas ¥, intéricure a T,
colacée avee axe de T,, done avee L,. Prenons une précaution
pour construire une partie de a. Soient A, B les deux points de ren-
contre avee e cerele limité par C' (relatil au tore particulier R qui
contient I') des deux courbes G, enlacées avee C'. Pour former a,
j¢ prendrai d’abord une ligne polygonale joignant AB sans couper X/
et Intéricure au cercle limité par C'. Comme aves des courbes C
enlacées avec C', je prendrai deux aves qui au voisinagede A et B
sont du méme cdté du plan de C'. Grice & cette précaution, je peux
réduire R a un pomt sans couper «. Il en est de méme de I, inté-
rieur & R. Done I n’est pas enlacée avee a.
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La contradiction cherchée rvéside dans le lait que « ne coupe
pas X', n’est pas enlacée avec I' et est enlacée avee L.

L, exuiste donc et peut étre prise parmi les courbes G, donc est,
comme L,, intérieur a T,.

89. Appelons courbe d’ordre 1, la courbe L, et courbes d’ordre 2,
les deux courbes L,, L, qui viennent d’étre mises cn évidence.
L, joue par rapport & un tore d’ordre 2 le role que joue L, par rap-
port au tore d’ordre 1. Je peux done counstruire a P'intérieur de L,
deux courbes L, L, (¢ourbes d’ordre 3) extérieures 'une a Pautre,
intérieures & un tore d’ordre 2 et jouant chacune par rapport & un

- tore d’ordre 3 le role de L, par vapporta'l',. Je [ais de méme pour 1,
et je continue ces opérations indéfiniment.

L’infinité dénombrable des courbes 1. salisfait, par construction
auz conditions a et b’ du n® 73 : toutes les courbes d’ordre A sont
extéricures les unes aux autres; & 'intéricur d’une courbe d’ordre A
i1y a deux courbes d’ordre A+1 et chaque courbe d’ordre A1 est
intéricure & une courbe d’ordre A. De plus, une courbe d’ordre A
est intévieure & un tore d’ordre A —1, donce le diamétre maximum des
courbes d’ordre A tend vers zéro quand A augmente indéfiniment
(condition ¢). En prenant Pintermédiaire d’une représentation
de X, sur un cercle, on en déduit que les courbes L définissent
sur X, un ensemble parfait partout discontinu P’ qui cst Pensemble
des points de X, intérieurcs & une infimté des courbes L.

Je dis que P' appartient a P. En effet, un point M de P’ est inté-
ricur & unc suite de courbes I, comprenant une courbe et une seule
de chaque ordre. Cest le point limite unique d’une suite de points
pris un et un seul sur chacunce des courbes de la suite précédente.
Ov le point pris sur la courbe d’ovdre X est intéricur & un tore
d’ordre A --1. Done M est un point de I,

Il en résulte que, non seulement P et ¥, se coupent, mais que,
parmi les points communs a P et a X, tl y en a formant un ensemble
parfait, donc non dénombrable.

90. Comme courbe L, nous pouvons prendree un méridien ou un
\ } ]
paralléle d’un des tores de délinition de . Si nous considérons Pave
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de Jordan V' qui contient P (ave que je peux supposer ne pas
couper 1.,), toute calotie stmplement connexe sans point multiple
ayant L., pour frontiére coupe U et parmi les points d’intersection, il
y en a une infinité non dénombrable appartenant a Uensemble P.

Cest un fait de méme nature que celui déniontré au n® 61. Nous
avons cependant ici cette civconstance plus paradoxale que la
courbe T (qui joue le rdle de la courbe G, du n® 61) est une courbe
ouverte et que parmi les points d’intersection, il y en a une infinité
non dénombrable appartenant & un ensemble discontinu particulier
sttud sue 1%



