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SYSTEMES D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 65

Sur les systemes d’équations aux dérivies partielles;

Pae Macrice JANET.

INTRODUCTION.

1. Dans la théorie générale des systémes d’équations aux dérivées
particlles, deux cas peuvent étre actuellement considérés comme clas-
sicques :

1° Celui d’un systéme du premier ordre & une fonction inconnue;
2° Celui d'un systéme & auwtant d’équations que de fonctions
(neonnues de la forme de Caucly et de M Kovalewsky.

LLe systéme d'équations aux dérivées partielles le plus général est
susceptible de differentes formes simples :

Toul systéme peut se ramener & un systéme du premier ordre.

Tout systéme peut se ramener & un systéme du deuxiéme ordre &
une seule fonction inconnue (').

Dans un autre ordre d'idées, on peut remarquer que tout systéme
d’¢quations aux dérivées partielles est équivalent a un systéme d’équa-
tions aux différentielles totales : la thé¢orie de ces derniers systémes (*)
fournirait donc une base d’étude pour celle que nous avons en vue.

(') Cette propriété, plus cachée que la précédente, a été signalée par
M. Drach (C. R. Acad. Sc., 1893, p. 598).

(2) Voir en particulicr les travaus de M. Cartan (Ann. Lc. Norm., 1goi-
1904) et de M. Goursat (Ann. Toulouse, 1913) auxquels se¢ rattachent ceux de
M. G. Cerf (C. R. Acad. Sc., 1920).
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Mais si cette méthode éclaire hien des (uestions posées par la théorie
des systémes d’équations aux dérivécs partielles, il en est d’autres au
contraire dont I'étude directe est plus naturelle : citons I'étude des
systemes lincaires.

Dans ce qui suit, nous n’aurons pas  nous servir des remarcues qui
précédent; nous traiterons direclement un syst¢me d’équations aux
dérivées partielles donné sans changer de fonctions inconnues ni de -
variables indépendantes; nous arriverons & une forme canonique entié-
rement générale on le « degré de généralité » de la solution apparaitra
nettement. g

Cette forme canonique générale est due & M. Riquicr, qui a le pre-
mier ('), en 1892, démontré V'existence des solutions d'un systéme
différentiel (*) quelconque.

Elle comprend comme cas particulier la forme canonique adopiée
par M. Delassus : bien que cette derni¢re forme ait un grand degré
de généralité, on doit remarquer qu’il existe des systémes (*) auxquels
elle ne peut s’appliquer méme aprés un changement de variables.

2. Le présent travail a pour objet essentiel I'cxposition simple des
résultats de M. Riquier. Cette exposition nous conduira naturelle-
ment & certains résultats de nature algébrique qui complétent la
théorie des formes donnée par M. Hilbert (). Les développements
que comporterait cette théorie et leur application 4 la théorie des
caractéristiques des systémes seront réservés pour un autre travail : il
nousasemblé qu'il yavaitlicu d’exposer tout d’abord par une méthode
nouvelle aussi simple que possible le théoréme général relatif a I'exis-
tence des solutions d’un systéme quelconque.

Nous commencerons par des remarques de nature arithmétique :
les dérivées d'une fonction de 1 variables (ou les coefficients du déve-

I

(') Voir pour I'historique de la question 'Encyclopédie des Sciences mathé-
matiques, t. U, %, 1, et la préface de POuvrage de M. Riquinn ¢ Les systémes
d’équations awr dérivées partielles (Gauthier- Villars, 19i0).

(?) « formellement » compatible.

(*) Ce fait a été signalé par MM. Guuther et Robinson (C. K. Acad, Sc.,
1gr3, p.1147).

(" Mathematische Annalen, 18go.
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loppement d’une fonction de » variables en série entiére) corres-
pondent aux systémes conslitués par » entiers rangés dans un certain
ordre; nous avons adoplé le langage algébricque : le premier Chapitre
sera consacré a ’¢tude des systémes de « monomes » ¢t en particulier
des modules de monomes; nous mettons en évidence la notion de
systtme de monomes complet qui est fondamentale pour la suite.
Lorsqu’un systéme de monomes est complet, les monomes multiples
de P'un d’eux (au moins) sec répartissent immédiatement en un
nombre fini de classes de formation simple (I). La classification des
monomes d'un systéme complet d’apreés leur « hauteur » conduit 4 une
propriété importante (II) qui est utilisée au Chapitre 1I. Nous en
indiquons immédiatement 'application & ce que 'on peut appeler le
« calcul inverse de la dérivation ».

Le deuxi¢me Chapitre a un caractére algébrique : il est consacré a
Pétude formelle des systémes d’équations aux dérivées partielles;
'attribution de cotes aux fonctions et variables permet de classer
d’une manicre simple les dérivées des inconnues. Pour les systémes
de forme canonique, les deux notions de « systéme complet » et de
« classement des dérivées des inconnues au moyen de cotes » per-
mettent la position d’un probléme « formel » pour lequel le degré de
généralité de la solution est nettement en ¢vidence; dans le cas on le
systtme proposé¢ est complétement intégrable, ce probléeme est équi-
valent au probléme que 'on pose en assujettissant les équations du
systtme & étre simultanément vérifiées quelles que soient les valeurs
des variables. Nous indiquons un procédé régulier pour reconnaitre
au bout d’un nombre fini d’opérationssi un systéme donné est comple-
tement inltégrable. Nous montrons d’ailleurs cue tout sysiéme peut se
ramener par un procédé régulier a une forme canonique complétement
intégrable. Nous donnons cnfin quelques indicalions sur les consé-
quences uc Pon peut tirer de ce qui précéde dans la théorie des
formes algéhbriques.

Les méthodes précédentes donnent le moyen de calculer les coeffi-
cients du développement en série d’une solution dont on suppose
Vewistence etla régularité,lorsque I'on connait les conditionsinitiales
relatives & celte solution. Réciproquement, les coefficients calculés
définissent-ils effectivement une solution? Il suffit, pour démontrer
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qu’il en est ainsi, de démontrer que les séries obtenues pour la solu-
tion sont convergentes (lorsque les variables different assez peu de
certaines valeurs : valeurs iniliales). C'est &4 celte démonstration
qu’est consacré¢ le troisieme Chapitre. Il convient tout d’abord de
généraliser les résultats indigués au Chapitre 1. Lorsque cette géne-
ralisation est faite, la démonstration devient trés simple; nous mettons
en évidence el nous provvons i part trois lemmes de nature algébrique
que nous utilisons. Cette démonstration de convergence n’est pas
seulement plus simple que celle de M. Riquier; elle est aussi plus
compréhensive puisqu’elle prouve en méme temps les résultats plus
généraux trouvés ensuite par le méme auteur ('),

Nous terminons en traitant quelques exemples simples : le premier
illustre & la fois la théorie exposée au premier Chapitre, celle des sys-
témes canoniques de M. Riquier et celle des chaines de systemes de
M. Hilbert; le second est intéressant au point de vue de cetle derniére
théorie; le troisicme enfin indique comment se présentent les cas
singuliers ai échappent aux méthodes de M. Delassus.

Nous adressons ici 'expression de notre respectueuse gratitude &
M. Hadamard, qui a orienté le début de nos recherches, et 4 M. Goursat,
qui a bien voulu nous encourager de ses précieux conseils.

CHAPITRE 1.

MODULES DE MONGMES. — THEORIE GENERALE ET APPLICATIONS.

Le mot monome désignera dans ce qui suit une expression de la
forme ay'23...2% ol les =« sont des enliers posilifs (sens large);

(2)z?...x, devra étre considéré comme un « monome »).

1. TuEOREME GENERAL SUR CERTAINES SUITES DE Moxomes, — Une sulile
de monomes M, M,, ... telle que -chacun d’eur n’est multiple

(1) Signalés aussi par M. Goursat pour 'équation

s=f(x, ¥, 5 s 15 L) lorsque

(50).30).) <

(s étant donnée sur x = o eLsury = o).
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e

d’ancun des précédents ne pewt comprendre qu’un nombre finy de
(rrmes,

Dans le cas d’une variable, la proposition se réduit i celle-ci : Une
suile d’enlicrs positifs décroissants est finie.

Admetlons la proposition dans le cas de 7z — 1 variables, et démon-
trons-la pour . Soit M, = 5%, . 4% le premier monome de la suite
donnée (S); dansun dessuivants, prisarbitrairement, I'exposant d’une
des variables au moins, #; par exemple, est inférieur i I'exposant de
cette variahle dans M,. Appelons (S;) la suite des monomes de (S)
ou x; entre & 'exposant k exactement : (A =o, 1, 2, ..., &, — I); nous
obtenons ainsi &, + ,+...+ 2, suites partielles, dont I'ensemble
renferme (peut-étre avec répétition) flous les monomes de (S) qui
suivent M,. Mais les termes de S, ne sont autres, au facteur prés «/,
que des monomes & 7 — 1 variables (i, &y, +euy Liyy Tisys «ey L)
tels que chacun d’eux ne soit multiple d’aucun des précédents. Chacune
de ces suites est donc finie et il en est de méme de la suite donnée.

2. Conséquences diverses. — Il résulte du théoréme précédent que
d’un systéme quelconque, infini, de monomes, on peut en extraire un
systeme fini (M) tel que tout monome du systeme donné soit multiple
de I'un, au moins, des monomes (M) : il suffit, en effet, de choisir arbi-
trairement un monome du systtme donné, M,, puis, parmi les mo-
nomes du systéme, un monome M, qui ne soit pas multiple de M,,
puis parmi les monomes du systéme qui ne sont multiples ni de M,
ni de M,, un monome M,, ctc.; la suite ainsi obtenue sera finie : tout
monome du systéme donn¢ sera multiple de I'un au moins des monomes
ainsi obtenus M, M,, ..., M. ‘

On peut utiliser la proposition précédente sous différentes formes
que nous allons indiquer :

Sil'on considére une suite infinie de monomes, a partir d’un cerlain
rang r, on n'obtient que des multiples des monomes de rang inférieur
ar.

Sil'on considére une suite quelconque de monomes de degrés non
décroissants, 4 partir d’un certain degré p, les monomes de la suite
sont des multiples de monomes de la suite de degré inférieur a p.

Une suite de systémes de monomes contenant chacun des monomes
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qui ne sont multiples d’aucun de ccux contenus dans les systémes
précidents est finie,

Soit 8,8,...5,... une svite de systémes de monomes oir S, est
constitué par : 1° Jes monomes de S;; 2° des monomes qui ne sont
multiples d’aucun monome de S;; une telle suite est nécessairement
finte (').

Si I'on considére une suite de systémes (*) de monomes E, E; ...,
dedegrésk, i+ 1,...,00 I, contient tous les monomes de degré ( + 1
multiples des monomes de I%; (quel que soit ), dés que i dépasse une
certaine valeur p, I, ne contient gue les multiples(dedegré i+1)de K,

3. Modules de monomes. — Nous dirons qu’'un systéme de
monemes forme un module si toul multiple d’un de ces monomes
apparticut aw systéme. Un module est toujours constilué par les
multiples d’'un nombre fini de monomes. Nous dirons quelquefois
que ces monomes forment une Aase pour le module.

[.’ensemble de tous les monomes en z,, z,, ..., z, forme un module.

. Tout ce qui précéde comme ce qui suivra s’applique, au langage
pres, aux systémes de dérivées d’une fonction.

On pourra dire qu’un systéme de dérivées de « forme un module
si toute dérivée de 'une d’elles appartient au systéme.

I} sera utile, pour la généralité du langage, de considérer # comme
une diéricée (d'ordre zéro).

Le systéme formé par la fonction et toutes ses dérivées (d’ordre Z1)
pourra étre considéré comme un module.

A. Structure d’un module. Généralités. — Lorsqu'il n°y a qu’une
lettre, .o\, un module de monomes se compose simplement des mul-
tiples de L’'wn d’ew, celui qui entre au plus bas degré dans le module.
Nous allons montrer comment on peut ramener I’étude d’un module M
de monomes & n lettres & 1'étude d’un certain nombre (fini) de
modules de monomes & rmwoins de n letires. Nous aurons donc un
procédé de récurrence pour faire I'étude d’un module quelconque.

(1) Cet énoncé sera directement utilisé plus loin (11, 12).
(2) Cf. Deiassts. foctension du théoréme de Cauchy (Annales de UFEcole
Normale, 18g6).
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Parmi les monomes de M, considérons cecux M, «ui ne contiennent
pas «,; ceux M,, M, ..., M; qui contiennent x, respectivement au
premier degré, au second degré, ..., au degré 4. L’ensemble des coef-
ficients de .~ dans ceux qui contiennent x, au degré % forme un
module M;; on obtient ainsi une infinité de modules M|, M, ...,

Yy +ery @aux n — 1 variables », »,, ..., x,—,. Quelques-uns de ces
modules, au début, peuvent ne pas se présenter effectivement; mais
si M] existe, M., existe également el contient lous les monomes

de M, (car si o’ ’e... o’ appartient & M}, /... a/»- ./ appartient
aM.Ilenest donc ainsi de .« alr...otv-1u0 ", et a? a:. a7 s appartient

a M, ). Par suite, 4 partir d’un certain rang k, les modules M’ (7.7 /)
sont identiques. Pour connaitre la constitution du module M 4 » va-
riables, il suffit de connaitre celle des modules M,, M, ..., M &
n — 1 variables.

Supposons «que I'on connaisse des monormes, en nombre fini, qui
puissent servir & délinir ces modules, c’est-a-dire qui, multipliés (une
ou plusieurs fois) par ., «,, ..., x,_,, donnent tous leurs monomes.
St I'on multiplie (une ou plusicurs fois) par ., x,, ..., »,—, les
monomes correspondants de My, M,, ..., M,_, et par =, r), ..., 1,
les monomes correspondants de M, on obtient certainement fous les
monomes de M; car, un monome de M oit ., a un exposant A </
s'obtient en multipliant un monome de M, par un monome en
A4y Lgy eany £, ., €L un monome de M ot «, a un exposant k + i(i”0)
s'obtient en multipliant un monome de M,,; par un monome en
Xy Lyy eeey £o—y €L par suite un monome de M, par .« et par un
MONOME €N £y Ly very Ly

$. Etude d'un exemple. — Nous allons appliquer le procédé pré-
cédent a un exemple que nous traiterons complétement et qui nous
fera pressentir les résultats généraux ue nous avons en vue.
Considérons le module constitué par les multiples de 'un des quatre
monomes
3

9 P - .
xy, wpairy, ahal, ria

3

A

-

1319

Les modules (4 deux variables »-, »-,) M, M|, M',, M/ sont définis
ici par les monomes

I Ix

x
2

[ERTREY

s
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et les modules M), M, ... sont identiques au module M,. A chaque
monome du module donné correspond un et un seul monome d’un
module M’.

Pour étudier plus complétement la constitution de chacun de ces
modules 4 deux variables, appliquons 4 chacun d’eux la méthode
méme qui vient de nous servir.

Il n’y a évidlemment pas lieu de 'appliquer & M
chacun par les multiples d’un seul monome .«7.

Les monomes multiples de I'un des deux monomes

/

s M constitués

7 "2 %
x|, z}x}

peuvent se grouper d’aprés ’exposant de ., qui y figure; I'ensemble
de ceux qui ne contiennent pas x, sera appelé M’ ; 'ensemble de
ceux qui contiennent i, au premier, au second degré, ..., au degré &,
sera appelé M, , M| , ..., M|..

L’ensemble des coefficients de »* dans M;, constituera un module
a une variable x,, que nous désignerons par M;;. Les modules 4 une

variable M), , M',,, M’,, sont définis ici par les monomes
xy, zi. =}

Les modules M};, M,,, ... sont identiques au module M.,.

De méme, en appelant M), I'’ensemble de ceux des monomes du
module M/, qui contiennent ., & 'exposant 7., et M}, le module (4 une
variable .z, ) constitué par les coefflicients de » dans ces monomes,
M,,, M;,, M., seront définis par les monomes

k] . 2
xry, ry, xi,

M., M;,, ... étant identiques 4 M.
Le procédé précédent a mis en évidence certains monomes M du
module (*) primitif, & savoir :

7 / 7 2 43 Wt
| i | s 2] x} r; xhx]
2 o7 .3 e
X5 TG 1T, a
2 .2 b 3 2 .2
xixrya E S S

(') Lalettre M désigne donc dans ce qui suil les moromes du présent Tablean,
et non plus, comme au n° 4, le module lui-méme.
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qui suffisent évidemment a définir ce module puisqu’ils contiennent
tous les monomes dont nous sommes partis, mais qui jouissent de plus
des propriétés suivantes :

On obtient tous les monomes du module ou xz, intervient au
degré i(i=o,1,2), et ccux-la seulement, en multipliant tous les
monomes M o1 .-, a le degré i par tous les monomes en .« , x,.

On obtient tous les monomes du module ot ., intervient 4 un
degré =3 en multipliant tous les monomes M ot i, a le degré 3 par
tous les monomes en x,, .«,, x,.

On peut aller plus loin, et dire :

On obtient tous les monomes du module ol, x, intervenant au
deuxicme degré, x, intervient au degré j(j = o, 1), et ceux-la seule-
ment, en multipliant le monome M o0 x, intervient au degré 2,
et ., au degré 7, par lous les monomes en .z,.

On obtient tous les monomes du module oli, x, intervenant aun
deoxiéme degré, i, intervient 4 un degré 2 en multipliant le
monome M ol ., a le degré 2 et ., le degré 2 par tous les monomes
en Ly, Z,.

On obtient tous les monomes du module o1, «, intervenant 4 un
degri: 73, x, intervient au degré k()i =0, 1), et ceux-la seulement,
en multipliant le monome M oti .z, intervenant au degré¢ 3, «, inter--
vient au degré [, par lous les monomes en z,, x,.

On obtient tous les monomes du module ou, ., intervenant 4 un
degré 23, «, intervient 4 un degré Z 2, en multipliant le monome M,
ol z, a le degré 3 et .., le degré 2, par tous les monomes en «,, x,, «,.

2n résumé, on obtient, sans omission ni répétition, tous les monomes
du module donné en multipliant :

3 p?2 2 P .
x}x3x?  par lous les monomes en iz, x,, x;;
‘1'2‘1'2 "(l, » Ty, Ty
x}.c} » &4y Ty
(“) 'Ti""a;"‘c: » ‘TI:'I?:
A ‘
2 -l . o .
£, x zry
,l'i,l"i » &Iy
Iy l'} » Ly La3
) » XLy .

Journ. de Math. (% série), tome IIL. — Année 1500 10
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A chaque monome M du Tableau précédent, nous faisons ainsi
« correspondre » certaines variables i, celles qui se trouvent dans la
seconde colonne, sur la méme ligne que M.

Faisons, dés maintenant, au sujet des monomes M, les remarques
suivantes, qui seront généralisées plus loin (*):

Le produit par z, d’'un monome M (oti I'exposant % de x, est infé-
rieur 4 3) est identique au produit d’un monome M plus haut que M par
un monome ne contenant que les variables correspondant 4 M.

Le produit par ¢, d’un monome M {0t 'exposant de x, est inférieur
a 2 pour ceux qui contiennent x; au deuxiéme degré, on il est infé-
rieur 4 2 pour ceux qui conliennent z, au troisiéme degré) est iden-
tique au produit d'un monome M plus haut que M par un monome ne
contenant que les variables correspondant i M.

6. Suite de Uétude précédente. Répartition en classes des
monomes qui ne foul pas partiz du module. — Nous avons réparti
tous les monomes du module défini par les monomes donnés en un
nombre fini de classes sans ¢éléments communs, les monomes de chaque
classe s’obtenant en multipliant un monome déterminé par tous les
monomes (fue l'on peut former avec certaines variables déterminées.

On peut répartir tous les monomes (0t) qui ne font pas partie du
module en un nombre fini de classes de méme nature.

Les monomes () quine contiennent pas ., contiennent ., au degré
0,1, 2,... ou 6. Ce sont les monomes en i, seul, les produits de .,
par les monomes en .z, ..., les produits de »! par les monomes en x,.

[L.es monomes (%) qui contiennent ., au premier degré sont consti-
tués d'une maniére analogue; c¢ sont les produits de x,, x,x,, ...,
x|, par les monomes en x,.

Les monomes (3t )-qui contiennent ., au deuxi¢me degré se répar-
tissent tout d’abord en trois groupes suivant que I'exposant de .,
y est o, 1 ou bien égal ou supérieur & 2. Le premier est constitué par
les seuls monomes 3, «5x,; ..., #;«}. Le second par les monomes
Ly Loy L3Cy 0y ooy X3£,45. Dans le troisiéme, 'exposant de x, est

(') Nous employons les notations M, M pour désigner des monomes M parti-
culiers,
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nécessairement inférieur & 45 ct les diverses classes sont constituées
par les produits de 5xi, «isin,, wieiel, ujaia) par tous les
monomes en r,.

Les monomes (%) qui contiennent #, a un degré égal ou supérieur
a 3 se répartissent d’abord en trois groupes suivant que l'exposant
de.x, y est o, 1, ou bien ¢gal ou supérieur a 2.

ILe premier est constitué par les produits des monomes 3, .r(, ...,
a4, par tous les monomes en x;. Le second par les produits des
MONOMES 7.0y, 45400 o0y 50,00 par tous les monomes en . Le
troisi¢tme par les produits des monomes 7.5, .03, par tous les
monomes en ., ,.

I’'n résumé, nous obtenons, sans omission ni répétition, tous les
monomes (%) en multipliant :

“

. 6
Vo i)y ceuy XY /

i par tous les monomes en x,;

S
2 2 .
I S S / ..
-39 Fiad RN . .
’ ) par 1;
(N WA SN P
b .
Ziat e, atatad, 2t par tous les monomes en a2,
3 3 \
Lo Ly lys .
par tous les monomes en 2}
gy, b ade par lous les monomes en .ry.ry.

La théorie générale qui suit, préparée par les numéros précédents,
en cst logiquement indépendante ; en particulier, elle ne nécessite pas
la connaissance du théoréme initial.

7. Systemes de monomes. Varwables mmultiplicatrices; classes. —
Considérons un systéme formé d’un nombre fini de monomes, tous
différents; nous désignerons I'un quelconque de ces monomes par la
lettre M.

Soient 3 x% ... .7 T'un d’eux; j un des indices 1, 2, ..., 7. On
examinera si, parmi ccux des monomes Mot ..,y ...y 0., figurent
avec les exposants ¢, ,_,, ..., %;,, exactement, il y en a ott .r; figure
avec un exposant supérieur & 2, ;s’il n'y en a pas (el en particulier s'il
n’y a pas d’autre monome M oi .z, ,_,, ..., =}, ligurent avec les
exposants 2, %,_,, ..., 0&4,), Dous dirons que .«; est variable multi-
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plicatrice pour riaiw...x} dans le systtme des monomes M
donnés, A

[ Dans le cas j = n, on cxaminera si, parmi les monomes M, il y en
a ol x, ligure avec un exposant supérieur a z,; s’il n’y en a pas (et en
particulier si le monome % 4%5'.. .2 constitue & lui seul le systéme
donné¢), nousdirons que,est variable multiplicatrice pour.c .. .. ..
dans le systtme des monomes M donunés. |

De cette définition résulte immédiatement la remarque suivante :

Considérons ccux des monomes M ol .1, 40y, ..oy 2y, figurent
avec les exposants ¢, ¢,—,, ..., %, cxactement; divisons-les par
Tt xyey ot soit () les quotients ainsi obtenus. Celles des variables
Hyy Xy oeey #p qui sont multiplicatrices pour .2 ... . .zd dans le
systtme (M) sont précisément celles des variables . , @, ..., 2 qui
sont multiplicatrices pour zPz '...2* dans le systtme (QQ) (aux
variables x,, «,, ..., ;).

n particulicr, considérons ccux des monomes (M) on ., figure
avec un exposant donné a,; divisons-les par .7, soit Q les quotients
ainsi obtenus; si a, n'a pas sa valeur maxima, les variables multipli-
catrices de ik <., xp dans le systeme (M) sont précisément les
variables multiplicatrices de »% ...z dans le systtme (Q) (aux
variables x,, x,, ..., #,-)). Si 2, a sa valeur maxima, les variables
multiplicatrices de 2% a2 ...z dans le svstéme (M) sont: 1° x,;
2° les variables maltiplicatrices de 2 ....c7 dans le systéme (Q)
(aux variables .z, 2,, ..., £,_,).

Soit un monome M particulier; faisons le produit de M par un
quclconque des monomes que I'on peut former avec ses variables
multiplicatrices; les produits ainsi obtenus (en y comprenant M lui-
- méme = M < 1) formeront la classe (910) correspondant a M dans le

svsteme donné (si M n’admet pas de variable multiplicatrice, la
classe 5 sc réduit & M lui-méme). Nous définissons ainsi autant de
classes qu’il y a de monomes M.

Deuws classes différentes wont aucun élément commun. — La
proposition est vraie lorsque les M sont des « monomes » 4 une seule
variable ., ; en effet, en désignant par « le plus grand des exposants
da «,, tout monome M, sauf »%, constitue 4 lui seul sa classe, et la
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classe de « est constituée par tous les monomes ;" olt 2.~ 0. Admet-
tons que la proposition soit vraie pour tout systtme de monomes i
n — 1 variables x, x,, ..., z,_,; montrons qu’elle est vraie pour tout
systéme de monomes M & s variables &, x,, ..., x,.

Considérons deux monomes 9it |, 9k, obtenus en multipliant deux
monomes M diflérents, M,, M,, respectivement par un certain nombre
deleurs variables multiplicatrices. SiM,, M, ont des degrés différents
en x,, .-, n’est multiplicatrice que pour 'un d’eux wu plus; six, n'est
multiplicatrice ni pour I'un ni pour 'autre, 51, 91, ont respectivement
les mémes degrés en x-, que M, M, ; si -, est multiplicatrice pour M,
et non pour M,, le degré en .z, de i, est supérieur (et non égal) au
degréen ., de a,. o, et oL, sont donc certainement différents. Si
M,, M, ont méme degré 7. en i, considérons ceux des M ol «, figure
avec 'exposant 7 ; soient Q leurs quotients par «”. Supposons * < «,
maximum des degrés de .z, dans les M ; les variables multiplicatrices
de M,, M, dans le systéme M sont les mémes que les variables multi-
plicatrices des monomes correspondants Q,, (), dans le systeme Q
aux variables %, .0y, ..., 2z, ; les monomes 91, o, ne difféerent que
par le facteur ./, des monomes correspondants 2,, 3, provenant de
Q,, Q.3 2,, 2., élant différents, o, 2, sont différents. Supposons
que M,, M, aient tous deux pour degr¢ en i, le degré maximum de x,
dans les M, «; les variables multiplicatrices de M,, M, dans le
systtme M sont: 1° ., ; 2° les variables multiplicatrices des monomes
correspondants (), (), dans le systéme (Q (aux variables ., u«,, ...,
Z,_,). St L, s, ont été obtenus en multipliant M,, M, par des
monomes de degrés (en ., ) différents, ils sont certainement différents;
s'ils ont ét¢ obtenus en multipliant M,, M, par des monomes de méme
degré w en x,, ils ne ditférent que par le facteur %" * de deux monomes
2,, 2, provenant de (), (), dans le systéme () 2 ,, 9 , étant différents,
I, I, sont différents.

8. Systémes complets. Condition nécessaire et suffisante pour
qi un systéme soit complet. — Les monomes or font partie du module
défini par les M. Nous allons donner une condition nécessaire et suffi-
sante pour que ’ensemble des monomes 91 coincide avec 1’ensemble
des monomes du module M, autrement dit pour que tout multiple
d’un M fasse partie d’une classe dr.
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Multiplions un monome M quelconque par une quelconque de ses
variables non multiplicatrices; il est nécessaire que tous les produits
ainsi obtenus fassent partie des at. Je dis que cette condition est
suffisante.

Sile produit ’un monome M quelconque par une quelconque de
ses variables non mulliplicalrices est contenu dans les (), tout
multiple d’un M est contenu dans les (on).

La proposition ¢st vraic lorsque les M sont des monomes 4 une
variable .«,. Supposons que le produit par ., de tout M ot , n’a pas
son exposant maximum « fasse partic d’une classe 21 ; il enrésulle que
sia” (oit nZa — 1) figure parmi les M, &' figure aussi parmi les M
(puisrne les seuls o1 gui ne soient pas des M ont des exposants supé-
ricurs i a); si [ est le minimum des exposants de «, dans les M, «/*,
2y )" sont des monomes M ; tout monome de degré supé-
ricur ou ¢gal 4 / fait donc partie d'une classe or.

Admettons que la proposition soil vraie pour tout systéme de
monomes a n — 1 variables «,, x,, ..., x, | ; montrons qu’clle est vraie
pour tout systéme de monomes M & 7 variables .oy, oy, ..oy 2,

Considérons ceux des monomes M donnés o ., a un exposant
déterminé 7.0 M, et leurs quotients par =% : (), ; celles des variables

Ky Ly eneyty-y, qui sontmultiplicatrices pour un (') des monomes M,
dans le sysicme donné (M) sont précisément celles de ces variables
«qui sont multiplicatrices pour son quotient par ), dans le systéme des
(), 5 loute classe Ji, contient donc les produits par #’, des monomes
T, de la classe correspondant a ce quolient (—g, dans le systéme des
Q.. Si le produit d'un Xl—;quelconque par une x,, L,y ..., £,_, non
multiplicatrice pour cet M, fait partie d’unc classe i, on voit que
M,
zl,

pour cc?}: dans le systéme des (), fait partie d’une classe 7, ;

le produit de (), = —- par une x,, »,, ..., ~,., non multiplicatrice

?
d’apres la proposition admise, il en résulte que le produit d’'un ),
quelconque par un monome quelconque en ., x,, ..., £, fait partie

(') Nous emploierons souvent dans ce qui suit la notation M, ou M, pour

désigner un monome M particulier ; la notation iU, I pour désigner une
classe MU particuliére, etc.



SYSTEMES D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES, 70

d’unc classe 2, ; donc le produit d’un M; quelconque par un
monome quelconque en x,, ., ..., x, ., fait partic d’'une classe ai;.
Remarquons que le produil par unmonome quelconque en x,, iy, ...,
£,~, de lout monome 91, oft 'exposant de #, n’est pas supérieur a <a
valeur maxima dans les (M) fait partie d’une classe (or); car le
monome L considéré est le produit d'un M par un monome ol
peuvent figurer «, .y, ..., x,_,, mais non z,. .

Admettons que le produit de tout monome M par tout monome
dont le degré en .z, esl g fasse partie des (91U) ; nous allons démontrer
qu’il en est encore ainsilorsque ce degré est z + 1.

e produit d’'un M par un monome de degré z + 1 en r, peut,
d’aprés Phypothése, étre considéré comme le produit d'un (o)
par i,

Sile degré en », du monome >t considéré, I, est inférieur i «,
maximum du degré de ., dans les (M), ce monome oL fait partie
d’une classe ol ., n’est pas variable multiplicatrice; soit M le monome
auquel correspond cette classe ; ., M est un »i de degré(en z,) au plus
¢gal i a5 done ,71, qui est ¢égal au produit de x, M par un monome
_ne renfermant pas .z, cst encore un o (remarque faite plus haut). Si
le degré en 2, du monome I est supérieur ou égal a «, I fait partie
d’une classe oil .z, est variable multiplicatrice, x,0i fait partie de la
méme classe.

Ce qui précede suffit & prouver ue le produit de tout monome du
systéine par un monome quelconque en z, 2., ..., x, fait partic d’une
classe o,

Si tous les produits obtenus en multipliant un quelconque des
monomes M par une uelconque de ses variables non multiplicatrices
font partic des (o), nous dirons que le systéme (M) est complet.
Nous venons de démontrer (ue:

Lorsqa’un systéeme de mononers (MY est complet, tout multiple
d’une M apparticnt @ une classe (0W) el a une seule (propriété I).

Tous les monomes du module défini par les M se trouvent répartis
enun nombre fini de classes sans éléments communs, les monomes
de chaque classe s’obtenant en multipliant un monome déterminé par

tous les monomes que I'on peut former avee certlaines variables déter-
minées.
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9. Procédé régulicr pour oblenir un systéme complet base d'un
module donné. — Soit M un systéme quelconque de monomes
donnés; si M est incomplet, formons le produit d’un monome M™,
par une quelconque de ses variables non multiplicatrices; adjoignons
aux M" ceux de ces produits qui ne font pas partie des oi". Soit
M® Je systéme ainsi formé; si ce systéme M* est incomplet, opérons
sur lui comme nous avons opéré sur M, ... et ainsi de suite.

Je dis que cette série d’opérations ne pourra se prolonger indéfini-
ment : autrement dit, aw boul d’un nombre fini d’opérations on
obtiendra un systéeme complet.

Nous démontrerons une proposition un peu plus générale. Soient
MY, P dews systémes quelconques de monomes donnés en nombre
fini; formons le produit d’un monome MV par une quelconque de
ses variables non multiplicatrices dans M. Adjoignons aw systéme
M 1 tous ceux de ces produits qui ne fonl pas partic des Hi'"
(classes des M"Y dans le systéme M"); 2° ceuw des monomes P qu
ne fout pas partie des m'". Soient A(I”) celte opération, et M™ le
systéme ainsi obtenu. Effectuons sur M 'opération A (P); soit M™ e
systéme ohtenu.... Cetle série d’opérations « ne pourra se prolonger
indéfiniment » ('), ou, plus correctement :

Il existe un nombre enticr K tel que : 1° M" est différent de M©!
quand i $X; 20 MY est identique a M™ lorsque £2Z K.

La proposition est presque ¢vidente pour les systémes de monomes
4 une variable. Chaque systéme M, P cst défini par le systéme des
exposants de x, qui‘y entrent. Soit ¢ I'exposant maximum dans M,
c’est aussi I'exposant maximum dans M?*, M", ..., Soit b 'exposant

(1) Il peut se faire que tous les P fassent partie des L', mais qu’ils ne fassent
plus tous partie des JiL'*. Prenons pour monomes M'!" les deux monomes z}z, z,,
22z} et pour monome Pzjzixz ;P estle produit de zj.r,z, par la variable
multiplicatrice z,.

Le systéme M est ici constitué par z3x}, 2}z,z, xjz] dont les variables
multiplicatrices sont respectivement (xy, &y, &), (23, ), (23, 7); P ne fait
partie d’aucune classe JIL'*.

Si tous les P font partie des 'Y es s¢ M est un sysiéme complet, M est
identique 2 M'", tous les P font partie des JL* qui ne sont aulres que les ",
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minimum dans (M', P); c’est l’cxposan‘t minimum dans M*, donc
dans (M I?) et, par suite, dans M*, M*, .... Si M” est identique
a M", M estidentique & M " quel que soit 7. Supposons M™* différent
de M'; M*, M*, M*, ... sonL caraclérisés chacun par un sysléme
d’entiers compris entre «, & (sens large), chacun de ces syst¢mes com-
prenant le précédent; il y a ‘au plus @ — b systémes M*, M7, ...
différents.

Admettons la proposition dans le cas des systimes & 2 — 1 variables
et démontrons-la pour des systémes quelconques (M", I) & n variables
Ky Hgy eeny 2, Dans cette démonstration, nous appellerons, pour
abréger, degré d’un monome, son degré en x,.

Soit & le minimum des degrés des M, on peut supposer (') qu'il
n’y a pas de monome I dont le degré soit inférieur 4 /). Le minimum
des degrés de M est b quel ue soit /.

Soit @ le maximum des degrés des (M™", P).

[opération A(1’) n'introduit aucun monome dont le degré soit
supéricur it a. Le maximum des degrés des (M, 1) est toujours @ quel
que soit £. Dans le systéme M considérons les monomes M “ de degré
b+h (h=o0, 1, 2, ..., u—b); soient Q},, les quotients par z,*"
des M, .

Soient de méme R,,, les quotients des > de degré H + /. par
2" (h=o0,1, 2, ..., 0 — ). (Pour certaines valeurs de /£, il peut se
faire qu'il 'y ait pas de Q;,, oude IR, ,.)

Les monomes de degré I» que 'opération A(D’) adjoint 4 M" sont :
1° ceux des produils des .« () par leurs variables non multiplicatrices
(prises parmiles x,, x,, ..., #, ,), qui ne font pas partie des classcs
des (), 5 2° ceux des 7 1, qui ne font pas partie de ces classes. Par
suite, (3 s'obtient en effectuant sur Q, l'opération A(R,) (n — 1 varia-
bles .z, x5, ..., #,—,). Aubout d’un nombre fini d’opérations A(P),
on pourra affirmer : 1° le systéme Q, est complet; 2° tout R, fait
partie d’une classe ;. Soit M'* le premier systéme obtenu qui jouisse
de cette propriéte. .

(') Car si, en géneral, / est le minimum des degrés des (M7, 1), b est le
minimum desdegrésdes M *, et 'on opérera sur M'? comme on opére dans le texte
pour M,

Journ. de Math. (% série), tome 111. — Année 1920 11
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Envisageons maintenant parmi les systémes M'® ct suivants un
systéme M** ayant les propriétés suivantes (1) :

i* est complet; tout monome R, fait partie des 9}; ‘

Q,,H est complet; tout monome R,,, et tout monome Q* fait partic
des 9},

Q% est complet; tout monome 1},,; ct tout monome Q. fait
partie des 2/%,..

(Remarquons que Q}* contient effectivement des monomes puisqu’il
est identique au systcmc Q) des propmetcs que 'on vient d’énoncer,
il résulte que Q.,, Qr,, ..., Q. contiennent effectivement des
monomecs. )

Nous supposerons de plus (11) que :

Ou bien (1" hypothése) M™ ne contient pas de monome de degré
supérieur a  + A et I> contient au moins un monome n’appartenant
pas aux o' ;

Ou bien (2° hypothése) M' contient effectivement un monome au
moins de degré supérieur & /) + %, et 'opération A(R,,;,,, Q)
effectuée sur QQ},,, lui adjoint effectivement un monome au moins.

Si 'on excluait I'une et 'autre de ces hypothéses, il faudrait sup-
poser, ou bien que l'opération A(P) effectuée sur M* reproduit ce
systéme, et la propriété 4 démontrer se trouverait vérifiéed’elle-méme,
ou bien que le systéme M" a les propriétés (1) jusquw'a la valeur 1+ 1
de Uindice : dans ce cas, on substituera A +1 4 A dans 'énoncé de
ces propriétés; on raisonnera a nouveau de méme sur le systcme M
envisagé, appelé cette fois M'**"; % ne pouvant en tout cas dépasser
a — b, ce mode de raisonnement ne pourra s'employer qu'un nombre
limité de fois et, ou bien la propriété 4 démontrer sera vérifiée d’elle-
méme, ou bien on aura 1'une ou I'autre des propriétés supposées (II).

Dans la premiére hypothése, d’aprés les propriétés de M™, les
monomes introduits par I'opération A(P) sont de degrés supéricurs
ab -+ A ,

Dans la seconde, I'opération A(P) effectuée une ou plusieurs fois
sur M" donne des systémcs M™ tels que Q7, Qi ..., Q; soient

identiques & Q, Q% ..., Q5 Q2" se dédnira de Q,,;,,H en effec-
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tuant sur ce systéme 'opération A(R,,,,,, Q). Aubout d’un nombre
fini d’opérations, Q7% ., sera identique & ()},;,,; autrement dit, on
obtiendra un systéme possédant les mémes propriétés (1) que le
systeme primitif, X étant remplacé par & 1.

Dans V'une ct 'autre hypothése, on sera ramené & un systéme de la
méme forme que celui d’ott I'on est parti (1), ou soit 4, soit le degré
maximum des M a augmenté d'une unité (au moins).

Mais on ne peut faire qu’un nombre fini de pas de 'une quelconque
des deux sortes que nous venons de décrire, puisque le degré maximum
des M ne peut dépasser «, et que A ne peut dépasser a — 4.

Autrement dit, au bout d’un nombre fini d’opérations, on obtiendra
un systeme M identique au précédent.

Etant donné un systéme de monomes quelconque M, nous sommes
en possession d’un procédd régulier, pour obtenir un systéme complel
définissant le /méme module; et par suite pour répartir tous les mo-
nomes du module défini par les M en un nombre fini de classes sans
¢léments communs, les monomes de chaque classe s’obtenant en mul-
tipliant un monome déterminé par tous les monomes que 'on peut
former avec certaines variables déterminées.

10. Nauteur d’un monome. Théoréme faisant intervenir celle
notion. — Revenons 4 un systtme de monomes M différents quel-
conques. Posons la définition suivante : M = x5 .. f est dit
plus Laut ou plus bas que M' = xi»2%7 .. . 4% suivant que la premiére
desdifférences o, — o, 2,y — «,_,, ..., &, — %, qui nes’annule pas est
positive ou négative (');la classe (1) est plus haute ou plus basse que
la classe (o) suivant que M est plus haut ou plus bas que M'.

Montrons que :
Le p/'oduil d’un monome d’une classe M par une variable non

multiplicatrice pour le monome M auquel correspond v (s'il appar-
tient & une classe ) ne peut appartenir qu’'a une classe plus haute

gue i (et non pas a la méme ou & une classe plus basse).

(') Il est bien connu que cette définition est légitime : si M est plus haut
que NI’y et M’ plus haut que M”, M est plus haut que M",
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La proposition est évidente dans le cas de monomes & une variable.

Admettons-la pour les monomes & 2 -~1 variables et démontrons-la
pour les monomes & 7 variables.

Considérons le produit d’un monome oiC de la classe de M par une
variable «; non multiplicatrice (dans le systéme M) pour le monome M.
Sii = n,laproposition est évidente puisque d’'une part Pexposant de
dans le produit considéré est supérieur & I'exposant % de .z, dans M, et
que d'autre part les 9 provenantde M et des monomes plus bas sont
au plus de degré A en x,. Supposons / == u et soit & le degré en x;,, du
monome considéré M, ; k peut &tre ici inférieur ou ézal & « exposant
maximum de «, dans les (M).

Si x % a, M, a mémes variables multiplicatrices dans (M) que son
quotient Q, par , dans le systéme (Q,) (quotients par % de tous
les M qui contiennent «, & 'exposant 2). Le produit 29k considéré
dont le degré en i, est » < a ne peut provenir que d’unc classe corres-
pondant 4 un M de degré % en «,; il ne peut donc fairc partie d’unc
classe o1 qu’en étant le produit par «; d’un monome d’une classe 9, du
systeme Q,; il n’en est ainsi que si le produit ;) fait partie d’une
classe 9; ; mais d’aprés le théoréme admis dans le cas de # — 1 variables,
cette classe 9; est alors plus haute que :E; la classc aw,;, correspondante
est donc aussi plus haute que o1,

Si A=ug«, soit «+« le degré en z, du monome N consi-
déré (¢'> o), M, monome dont il provienta pour variables multiplica-
trices, outre x,, celles qui sonL multiplicatrices pour son quotient (_\);
par x, dans le systéme des (Q,) (quotients par «, de tous les M qui
contiennent x, a I'exposant «). Le produit z;or considéré, dont le
degré cn «, est 2 a, ne peut provenir que d’une classe correspondant i
un M de degré ¢ en x,; il ne peut donc faire partic d’une classe diC
qu'en étant le produit par x;,~" d’'un monomec d’une classe 9, du sys-
Lleme Q,; il n’en est ainsi que si le produit ;2 fait partie d’une classe 243
mais d’aprés lc théoréme admis dans le cas de 7 — 1 variables, celle
classe 9, est alors plus haute que ,-3, et la classe o, correspondante est

plus haute que;)_ll.
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Si le systéme M est complet, on pourra affirmer :

Tont produit o’ un monome d’une elasse 9 par une variable non
maltiplicatrice potr le monone M auquel clle correspond  fait

partic d'une classe > plus haute que i (propriété 1I).

On démontrera d’'une maniére analogue la proposition suivante, ue
nous n’utiliserons pas :

Le produit d’un monome M d’un systéme complet par une variable
non multiplicatrice de M, x,, cst égal au produit d’'un M par des
variables multiplicatrices de cet M, d’indlices inféricurs a i.

On peut d'ailleurs énoncer une réciproque qui permettrait de donner
unc nouvelle définition des syst¢mes complets :

Si le produit de tout monome M d'un systéme par une variable non
multiplicatrice pour ce monome, x;, est égal au produitd’un M par des
variables d’indices inférieurs 4 Z, le systéme M est complet.

11. Remarques diverses. — Dans tout systéme de monomes M, il
exisle un monome, et un seul, dont les variables multiplicatrices
sont .y, x,, ..., x,; le monome M (2 plus haut.

Un systéme de monomes peul étre complet pour un classement
déterminé des variables et ne pas 'étre pour un autre classement.

Un systéme de monomes du premier ordre est toujours complet
quel cque soit le classement adopté; il suffit de montrer qu'un systéme
composé d’un certain nombre des variables ., ., ..., x, seules, est
complet pour le classement particulier donné », x,, ..., 2,.

Jin se reportant 4 la définition, on voit que :

Les variables multiplicatrices d’un monome x; du systéme sont :
1° tous les .« ot AZ ¢ 2° parmi les .y ot k > ¢ ceux qui ne figurent pas
dans le systtme donné.

[La classe correspondant a chaque monome x; a donc une définition
trés simple.

Montrons que tout multiple 77 d’'un monome du systéme appartient
a une de ces classes.

Parmi les variables que contient m figure au moins un des
monomes donnés; soit % le plus grand des indices des variables de
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celte espéce; x, admet pour variables multiplicatrices toutes les
variables qui figurent dans le monome donné, car ce monome ne con-
tient pas de variables d'indice supérienr & 4 figurant daus le systéme.

Soit M un systéme de monomes; M,, M,, ..., M, les monomes M
répartis d’aprés leur degréen x,, b, 41, .oy @5 Qpy Qppyy ovy Q, les
quotients des M,, M, ,, ..., M, respectivement par «,, «.*, ..., ..

De la définition méme d’un systéme complet, résulte I'énoncé sui-
vant :

« Pour que le systeme M soit complet, il faut et il suffit que les sys-
temes (g, 4y ..., Qg (4 n — 1 variables) soient complets et (que tout
monome Q.(/=c< a) fasse partie d’une classe 3..,. »

Montrons que le systéme formé par tous les monomes d’ordre (') p
en x,#,, ..., 7, est complet. Admettons la proposition dans le
cas de n — 1 variables. Soient M les ‘monomes d’ordre p aux
n variables x, z,, ..,, ©,.

Qoy Qyy ..., Q, sont précisément tous les monomes d’ordre p,
P—1,..,0enx,,x,, ..., %, ;ilssont completset tout ();(07i < p)
fait partie du module ();., et est par suite contenu dans unc
classe 9;.,.

Adoptons la définition des mots plus haut et plus bas donnée au
n° 10.

Le systéme constitué par tous les monomes d’ordre p étant complet
posséde la propriété I1. En particulier

Le produit d’un monome d’ordre p par une variable ; non multi-
plicatrice pour lui est ¢gal au produit d’un monome d'ordre p plus
haut par une variable multiplicatrice pour ce dernier.

12. Ktude du systéme des monomes dordre p (p asses grand)
qui fonl partie d’un module donné. — Considérons un systéme de
monomes complet M (n® 8). Soit p un entier supcricur ou égal a
I'ordre maximum des M.

Formons les monomes I d'ordre p de chacune des classes ow. Ces
monomes P s’obticnnent en multipliant un monome M déterminé

(%) Le mot ordre est équivalent aux mots degré tolal.
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d’ordre p,<p par tous les monomes p. d’ordre p—-p,, en x,, «,, ..
£y (g %y w0y @ ctant les variables multiplicatrices de M). ,

Ces monomes v forment un systéme complet, & condition que
'on y considére comme seules variables «,, «;, ..., #, : chacun
d’eux a, de ce point de vuae, certaines variables multiplicatrices; on
les considérera par définition comme les variables multiplicatrices du
monome P> correspondant. Les produits d'un P par tous les monomes
que I'on peut former avec ses variables multiplicatrices constitueront
la sous-classe de . La définition des mots plus haut et plus bas (10)
étant appliquée aux monomes w, I’, = v, M secra dit plus haut ou plus
bas que P, == v, M suivant ue u, scra plus hant ou plus bas (ue u.,.
I)’autre part, si deux monomes P, P’ proviennent de deux monomes
différents M, M’, P sera dit plus haut ou plus bas que P’, suivant
(que M sera plus haut ou plus bas que M".

‘9

I'. Tout multiple d’ordre supéricur ou égal a p d’un monome M
appartient & une sous-classe et a une seule,

n cffet, tout multiple d’'un M appartient & une classe et 4 une
scule; et tout monome d’ordre supérieur ou égal a p d’unc classe a1
appartient a une sous-classc et & une scule.

. Le produit d'un monome P quelcongue par une variable non

multiplicalrice pour lut est égal au produil d’un monome P plus
hawt que V> par une variable multiplicatrice pour pP.

Si la variable non multiplicatrice pour P est une des variables L,
£, ..., «, multiplicatrices pour le M d’oii provient P, la propo-
sition résulte immédiatement de la remarque faite 4 la fin du n® 11.

Si c'est une variable non multiplicatrice pour le M d’ou pro-
vient P, le produit considéré sera, d’apres la propriété II, égal a
un ML provenant d'un M plus haut que M; ce or, étant d’ordre p+1,
sera le produit par unc variable multiplicatrice d’un I’ provenant de M.

Considérons maintenant le systtme S formé par tous les mo-
nomes (i) d'ordre inféricur ou égal i py gardons la définition pré-
ctdente pour les variables multiplicatrices des monomes d’ordre p.
Par définition, un monome oL d’ordre inférieur & p n’aura aucune
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variable multiplicatrice; il constituera i lui seul sa sous-classe. On

pourra dire, pour Pensemble des sous-classes correspondant aux
monomes de S :

1. Tout multiple d’un monome M appartient & une sous-clusse
el & une seule.

Considérons le produit d'un dx d'ordre p, inféricur & p par une
quelconque des variables »,, z,, ..., x,; cest un o, car le sys-
teme (M) est complet; il est d’ordre p, + 1, inférieur ou égal i p.

Etant donnés deux monomes de S, d’ordres différents, le monome
du plus grand ordre sera dit le plus haut. Rapprochons cette défini-
tion de celles que nous avons posées pour les . Nous obtenons la
proposition :

1", Le produit d’un monome IR quelconque d’ordre inféricur on
égal a p par une variable non multiplicatrice de i est égal é un
monome O plus haul que &, ou au produit d’un monome M plus
haut que >R par une variable multiplicatrice (V) de .

13. Monomes complémentaires. Application awr modules., —
L’étude qui suit a pour objet final de classer les monomes qui ne font
pas partic d’un module donne.

Considérons tout d’abord un systéme quelconque de monomes M
(complet ou non). Soit x,_; une des variables (i = o0, 1, ..., n —1).
QYle systéme des monomes ohtenus en remplacant x,_;, %, -y, ..., £,
par l'unité dans les monomes M; Q” est 'unique monome 1 (*).

Chacun des monomes x%.c% ... .x%i de Q a pour variables
multiplicatrices dans ()% précisément celles des variables ., x,—,, ...,
%p-irs qui sont multiplicatrices dans le systtme M pour un monome
de ce systéme ou x,, x,_,, ..., %,;, ont les exposants z,, %,—,, ...,
%p—isy (d’apreés la définition des variables multiplicatrices, il est inutile
de spécifier ce monome d’une maniére plus compléte).

(") Les mots « variable multiplicatrice » ont dans cel énoncé le sens qui a
¢Lé précisé pour les monomes dx S,
(*) On pourrait appeler Q™ le systéme M lui-méme.
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Considérons un quelcongue des monomes (Q) :

— %y % Kpr. i
Q=ajprayy ...y

Considérons 'ensemble des exposants de «, ; dans ceux des mo-
nomes M ot @,y #,,_,y .y L4iy, ONt les eXPOSANLS %y Ly yy ooy Xy
soit 3 un entier positif ou nul n’apparlenant pas a cet ensemble et infé-
rieur au plus grand des nombres qui le composent.

Posons
— % b G ey
N = angin ot .. xfm v ain_i.

Nous appellerons »ariables multiplicatrices de N : 1° les va-
riables x,, w,, ..., x,_i_; 2" celles des variables z,, «,_,, ...y Ty i,
qui sont multiplicatrices pour I'un des M ol x,, 2,y ..., Zpein
entrent aux degrés %, o, .y, .., %,—;,,; et classe (96) correspondant
4 N Pensemble de tous les monomes obtenus en faisant le produit
de N par un monome quelconcque formé avec ses variables multipli-
catrices.

(Les N correspondant & i =o0 s'obtiennent en donnant a , les
divers exposants qui ne figurent pas comme exposant de «, dans
les M et sont inférieurs au plus grand de ces exposants; les variables
multiplicatrices d'un tel N sont x,, z,, ..., #,_,.)

Les monomes N seront appelés monomes complémentaires des
monomes M. On en verra plus loin la raison.

Pour former tous les N ol , a un exposant donné ¢, considérons
tous les M ot .z, a cet exposant; appclons M’ les quotients de ces M
par " soient N’ les monomes en x, %, ..., #,_, complémentaires
des M'; les N cherchés sont les produits des N’ par «%. Les variables
multiplicatrices d’'un N sont celles du monome N’ correspondant,
auxquelles on adjoint ., dans le cas ol z, est le plus grand des expo-
sants de «, dans les M donnés.

Deur: classes différentes 3 n'ont aucun élément commun.

Soient j, /' les valeurs de I'indice ¢ auxquelles correspondent les
deux monomes N qui définissent les classes considérées (< )").

Si ces deux monomes N;, N correspondent & un méme systéme de
valeurs des exposants o, %, ., ..., %,. .4, les cxposants de x,_; y sont
différents, l'exposant de «,_; dans tout )i, provenant de N; estle méme,

Journ. de Matlh. (8 série), tome 11l — Aunnée 1y, 2
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4, que dans N; 'exposant de «,_; dans un 3 provenant de N ne peut
étee différent de l'exposant de x,—; dans N; que si j'> j et s'il est
supérieur au maximum des exposants de ,_; dans ceux des monomes
Mot x,, #,—y ...y #,~;., ONL les exposants

(Zier Zncty + - o Ln~—j 1)

nombre lui-méme supéricura .

Si les deux monomes N;, N, correspondent a4 des systémes diffé-
rents des exposants @ (%y, %,y oo oy % jay )3 (%py %y gy ovvy % jry)y 108
résultats obtenus en remplacant i, _;, #,..;_,, ..., #, par 'unité dans
deux monomes % provenant respectivement de N;, N peuvent étre
considérés comme deux monomes 9 de deux classes différentes du
systéme Q7 : ces résultats seront donc différents, et les deux mo-
nomes % seront ¢ fortiori différents. ,

On démontre de la méme maniére que :

Une classe X of une classe Y rdont aucun élément commun.

Cette proposition peut d’ailleurs étre regardée comme une exten-
sion de la précédente en considérant le monome M comme un mo-
nome N,.

Nous allons maintenant démontrer la proposition suivante :

Un monome quelcongque appartient a une classe

Ri(i=o,1,....,n—1)

ou & une classe >k (d’aprés ce qui précéde, il n’appartient d’ailleurs
qu’a une seule de ces classes). On pourra encore dire :

lJn monome quelcongque appartien! & une classe %,(i = o, 1, ..., n)
el & une seule.

.

La proposition est évidente dans le cas d’'un systtme M a une
variable. Admettons-la pour 7 — r variables et démontrons-la pour .

Soit X =«»« ;... 2" un monome quelconque. Si A, est inférieur au
maximum a des exposants de x, dans les M et ne figure pas parmi ces
exposants, X est ¢videmment un )i,. Supposons que 4, soit inférieur
a a et figure parmi les exposants de .z, dans les M; soit M’ les quo-
tients par «* des monomes M o x, a 'exposant A, 51/, %’ les classes
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4 n — 1variables que définitle systéme des monomes M'; ...« fait

partie d’une de ces classes O’ ou 3%’ provenant d'un M” ou N’ particu-
lier; M’ ou #*N est un des monomes M ou N ayant mémes
variables multiplicatrices que M/, N'; X fait donc partie de la
classe o, ou It correspondante.

Supposons que A, soit supérieur ou égal i «; soient M’ les quotients
par «), des monomes M ot , a I'exposant «; o, 9t les classes & 12 — 1
variables que définit le systéme des monomes M'; ' ;... 2% fait partic
d’une de ces classes 7’ ou 3¢ provenant d'un M ou N’ particulier;
#“WM ou ©“N est un des monomes M ou N ayant pour variables mul-
tiplicatrices : 1 celles de M’ ou N'; 2 ,. X fait donc partie de la
classe DI, ou 3 correspondante.

La proposition précidente justifie le nom de monomes complémen-
taires donné aux N. :

Dans le cas ou le systeme M est complel, les monomes 96 ne sont
autres que les monomes qui ne font pas partie du module défini par
les M, puisque les 2iL sont précisément les monomes de ce module.

Puisque nous avons un procédé régulier pour obtenir une base
compléle du module défini par un systéeme M quelconque, nous
avons par la méme un procédé régulier pour répartir les monomes
qui ne font pas partic d’un modnle en un nombre fini de classes
sans ¢léments communs, chaque classe étant toujours constituée par
les produits d’'un monome par tous les monomes formés avec cer-
taines variables déterminées.

A14. Nombre des monomes d’ordre p qui font partic d’un module
donné. — Considérons un systéme quelconque de monomes M (com-
plet ou non). Soit p, 'ordre maximum de ces monomes. Les mo-
nomes N sont au plus de 'ordre p, — 1. Soit p un entier quelconque
supérieur ou égal & p,; le nombre des monomes si d’ordre p et le
nombre des monomes 5 d’ordre p sont des polynomes en p.

On sait en effet que le nombre des monomes, a = variables,
d’ordre {3, est égal au polynome en § :

541)(53 Yeood 54+ 22—
N(o, )= 22T lo b2y,

Soit @ 'ordre d’un des monomes M, le nombre des monomes 21
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d’ordre p de sa classe est, en appelant o le nombre des variables mul-

tiplicatrices de M,
o, p—a;

c’est donc un polynome en pj lc nombre des monomes o d’ordre p
est la somme d’un nombre fini de polynomes en p; c’est aussi un poly-
nome. Il cn est de méme pour le nombre des monomes 5% d’ordre p.

D’ailleurs la somme des nombres des monomes 71 et des monomes 0t

d’ordre p est le polynome en p
Y(n, .

Retenons de ce qui préctde la conséquence suivante :
L.e nombre des monomes d’ordre p qui ne font pas partie d’un mo-
dule donné est un polynome en p dés que p est assez grand.

18. Remarques sur le développement en série de Taylor. —
Considérons un développement complet en série de Taylor.

Supposons, pour simplifier 'écriture, que les valeurs initiales des
variables soient toutes nulles.

Groupons ensemble tous les termes renfermant un monome déter-
miné : w¥z* ... x% et le produit de ce monome par tous ceux qu'on
peut former avec certaines variables déterminées x,, choisies parmi
les zz;, variables que nous pouvons appeler variables multiplicatrices
du monome x* 4% . . . u*, les autres variables x, étant non mullipli-
calrices.

La portion de développement en série ainsi obtenue constitue une
nouvelle fonction U.

Considérons, d’autre part, la fonction des = : V(x,, %,y « - -5 %)

qu’on obtient en annulant tous les z, dans I’expression de la dérivée
OFi+Gate by gy

dxirdxf. .. Jdxdn’

Je dis que U(w,, 7, ..., x,) est égal au résultat obtenu en inté-
grant V: «, fois par rapport & x,; o, fois par rapport a x,, ...;
@, fois par rapport a x,, en ayant soin, a chaque quadrature, de
prendre zéro comme constante d’intégration (').

(') Intégrer une fois par rapport i x;, en prenant zéro comme constante d'in-

M Ly

tégration, un monome M oit x; a I'exposant 2, c’est former le monome P
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Lorsqu'on effectue, sur un monome /&% ..., la dérivation
L A

drf oo, . Jai
résultat est identiquement nul.

Si whu’z ... xlr est le produit de z* % . ...,% par un monome (ui
contienne au moins une des variables z;, le résultat contienl cette
variable en facteur. Il en résulte que, pour-obtenir la fonction V, on
peut se borner & opérer sur la portion U du développement de «.

Soit

5 sttt n'est pas multiple de 27 0% L w7, le

A2 (B, 0a) oo (22, 20, - 2y I rPa e e o
P g it i

(“u1+ Pl)! (.’l,,‘ -+ "/z)' .- -(“/l/,“:' ,”/z)! Z/,‘! voe Ly

un terme quelconcque du développement de U. On a identiquement

L Ay g P Gy e reh gy e ol

(l) d.’XH—“e " .,C‘l.//z: L.z i ‘Z‘“'J”;, PP .l'”,: . .l”:.I,I;‘ P ,)',‘;',:'
R . X . [P _ = 0
Drfrde, . dedn{ (2, -~ o)) o0 (Pay o) 2 b siv ol ool

Les x, ne figurent plus dans ce terme. On peut ¢erire

,)1,-;-1,-4-, et Xy l/

T xp L Jake

On voit d'autre part comment on peut passer du développement
de V au développement de U. Il suffit de faire exactement les opéra-
tions «qui permettent de passer du deuxieme membre de I'égalité (1)
au terme entre crochets dans son premier membre. Ce qui justifie
la régle énoncée plus haut (U=1,, , V). Les développements
sont convergents en méme temps. Ainsi, la connaissance de la
fonction V est équicalente & celle de la fonction U.

Nous savons donc résoudre le probléme suivant :

Supposons les variables «,, .z., ..., ., réparties d’'une maniére
quelconque en deux groupes

Luyy  Laye ooy Auyy Lhyy  Lhyy ooy Ly, (h +h=n );

donnons-nous un systéme d’entiers a,, %,, ..., a, (positifs ou nuls) et
une fonction f(z,,x,, ..., x,). Trouver toutes les fonctions « telles
que Pon ait, sur la multiplicité @, = x, =... =, =o,

P TS )

I dads ... duckn

= f(Zuyy Xy oo vy Luy)-
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L. portion U du dé¢veloppement de « sera enti¢rement connue :
U':: 'x.x,.,‘z,,./('l‘u,’ ""u‘a ety ""/th)'

Les coefficients de tous les termes qui ne font pas partic de U seront
arbitraires (assujettis sculement & rendre convergent le développement
total). o,

Application. — Donnons-nous un systéme queclconque de mo-
nomes M en nombre fini.

Nous avons réparti tous les monomes en un nombre fini de classes
ML, 96, sans éléments communs; chacune de ce: classes ¢tant engen-
drée par lous les produits d’un monome déterminé par tous les mo-
nomes formés avec certaines variahles délerminées. A une telle répar-
lition correspond une répartition parfaitement définie des termes
d’unc série de Taylor en un nombre fini de fonctions dont les dévelop-
pements en siric n’ont aucun élément commun, chacun de ces déve-
loppements contenant tous les monomes d’unc classe.

Soient £} % ... 4% un quelconque des N i, , 1, , ..., 1, ses variables

multiplicatrices; x,, .z, , ..., x, les autres variables. Donnons-nous
P LI R

arbitrairement la valeur de SUP ), == £, =...= .0, = 0.

oz % . ..z
La donnéc arbitraire de Loutes ces fonctions que nous supposons déve-
loppables en séries convergentes, et que pour abréger nous désignons
par N(i,), entraine la connaissance de toutes les portions de dévelop-
pement ol entrent les monomes (J%).

Resterait pour déterminer complétement la fonction u développable
en série convergente a définir les coefficients correspondant aux (on)
en ayant soin que le développement total obtenu soit convergent.

Soient 2}'z3:...x% un quelconque des M ; x,,, %, ..., %, ses

variables multiplicatrices; xy,, 2y, ..., 7, les autres variables. Sil’on
DL R R A

dut ¥, .. Qe
(développable en série entiére convergente ), M(z,,), la fonction « sera
entiérement définie et développable en série entiére convergente dans
lc domaine méme ou le sont I'ensemble des fonctions précédentes

N(z,), M(z,).

se donnela valeur de

pour @y, =y, = ... =Xy = 0
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16. Calcul inverse de la dérication. Position duprobléme. — Pro-
posons-nious de trouver les fonctions « de n variables dont certaines
dérivées D (en nombre fini) d’ordres partiels donnés soient égales a
des fonctions données des n vaviables x, z,,...,x,. Une dérivée quel-
conque d’une D sera une fonction connue des 7 variables. Considérons
en particulier celles des dériviées des D que 'on doit adjoindre aux D
pour obtenir un systéme complet : utilisons (') pour leur calcul les
dérivations mémes qui ont été indiquées (n° 9); les dérivées D, de ce
systéme complet sont des fonctions connues bien déterminées des
variables «,,»,,...,x,. L.c probléme proposé est donc équivalent &
un probléme de méme énonce, ou I'on suppose de plus que les dérivées
d’ordres partiels donnés forment un systéme complet.

(Zest cette nouvelle forme d’énoncé que nous adopterons.

Nous poserons aussi le méme probléme sous une autre forme :

Soit p un entier supérieur ou égal 4 'ordre maximum du systéme
complet D,. Considérons toutes les dérivées des D, dont I'ordre ne
dépasse pas p : utilisons (') pour leur calcul les variables « multipli-
catrices » mémes ui les définissent a partir des D, et adjoignons les
nouvelles conditions obtenues aux conditions relativesaux D, ; on voit
que le probléme proposé est ¢quivalent & un probléme de méme
énoncé, ot I'on suppose de plus (ue les dérivées d’ordres partiels
donnés sont les dérivies d’ordre inférieur ou égal 4 p d’un systéme
complet (p désignant un entier supérieur ou ¢gal 4 'ordre maximum
des dérivées qui constituent ce systéme complet).

17. Eiude due probléme precédent (premiére forme). — Considérons
un systéme formé d’'un nombre fini de dérivées d’'une méme inconnue,
le systeme des monomes correspondants étant complet.

Considérons maintenant le systéeme d’équations aux dérivées par-
tiellesobtenu en égalant respectivement ces dérivées 4 des fonctions
données f(x,, £,y ..., %,); Du= f.

(') Nous indiquons ce mode de calcul uniquement pour avoir un procédé de
formation bien déterminé : on pourra, en fait, opérer plus librement, en s'as-
treignant seulement 4 calculer une seule expression pour chacune des dérivées I,
que 'on veut faire ligurer aux premiers membres.
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Pour que ce systéme soil possible, il est nécessaire queles fonctions £
salisfassent identiquement aux relations différentielles correspondant
aux relations (1) (n° 10).

Parmi lesrelations (1) considérons celles (I1), qui expriment que
le produit d’un monome M par une variable qui n’est pas multiplica-
trice pour lui appartient 4 une classe plus haute.

Nous allons montrer que les relations différentielles (11),, en nombre
fini ('), suffisent pour (ue le probléme soit possible, et nous indique-
rons, lorsqu’elles sont vérifiées, le degri-de généralité de la solution
du systeme.

Dans chacun des deuxi¢mes membres des équations données, annu-
lons toutes les variables qui ne sont pas multiplicatrices pourle monome
correspondant au premier memhre. Nous obtenons ainsi la valeur de
chacune des fonctions M (i) (voir numéro précédent).

Choisissons arbitrairement les fonctions N(.z,) correspondant au
systéme complémentaire des premiers membres.

Je dis que la fonclion « bien déterminée, que I'on peut former
4 l'aide des fonctions M et N, satisfait au systtmé des équations
données.

Chaque expression Dz — f est nulle lorsque les variables non mul-
tiplicatrices correspondant 4 D sont nulles; nous allons montrer
que Du — f est nulle partoat. La propositien est exacte d’elle-méme
pour la plus haute des expressions Du — [/ puisque, pour cette expres-
sion, toutes les variables sont multiplicatrices. Montrons quesielle est
exacte pour les /i plus hautes, ellelest aussi pourles & + 1 plus hautes.

temarquons que les expressions Du — f satisfont aux mémes rela-
tions (11), que les fonctions correspondantes /. Ferivons les relations
ou figure au premier membre la (& + 1)™ (en complant & partir du
haut) des expressions Du — f.

Les seconds membres sont nuls partout (propriéié 11, n° 10), donc,
les dérivées premiéres de la (L + 1) expression Du — f par rapport
a ses variables non multiplicatrices sont identiquement nulles. Du — f
est donc indépendante de ses variables non multiplicatrices, et comme
elle est nulle dés que ces variables le sont, elle est nulle partout.

(') Réalisées en particulicr si toutes les f sont nulles,
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Iixemple :

i /'z'.mzf .
Pits= 5,
12508 7= h,
Dty P =K,
Prpz= ity 0y T A
Pror=— Iﬂ,
=17,
\ Prg=%:

Pour que ce systéme soit possible, il faut et il suffit que I'on ait

s i oo dm __ 0*h Jdl Dy Ik _orf
,)_l':: 1 07;—"; ()“-I:—’T-ms U_;;.—m’ Jz,—d_xf’
dm — a P oo g ﬁ
Tt Tmea T f e o

Unesolution est parfaitement déterminée par la donnée des fo nctions
suivantes:

s l).l,',, N o - B
i pour = x;="0,
;;/—’ Chee ey e
u o
4—)—7‘;, cues PP P pour x, =Ly = a0y == 0,

Voir le Tableau (N), (6).

I8. Etude duméme probléme (deuxiéme forme). — Considérons
maintenant le syst¢me obtenu en égalant a certaines fonctions données f
toutes les dérivées d’ordre inférieur ou égal a p d’un systéme complet
(p désignant un entier supérieur ou égal a4 l'ordre maximum des
dérivées de ce systéme complet).

Pour que ce systéme soit possible, il est nécessaire que les fonctions f
satisfassent identiquement aux relations différentielles correspondant
aux relations (II)” (voir n® 12). Cesrelations en nombre fini suffisent
pour que le probléme soit possible.

La démonstration est entierement analogue a la précédente.

Les fonctions arbitraires sont précis¢ément les mémes que pour le
-systéme complet dont le systéme actuel est dérivé.

Journ. de Math. (S série), tome L, — \nnée 1gro. 13
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Les relations auxquelles doivent satisfaire les f sont ici toules du
premicer ordre.

CHAPITRE 11.

SYSTEMES I),l:IQUA'I'IO.\'S AUX DERIVEES PARTIELLES. — FETUDE FORMELLE.
SYSTEMES COMPLETEMENT INTEGRABLES.

4. Nous aurons & envisager dans ce qui suit des équations au sens
algébrique du mot et des équations aux dérivcées partielles.

Afin de simplifier le langage, nous les supposerons linéaires; mais
tout ce que nous dirons pourra s’étendre & des équations quelconques,
sous réserve des conditions de régularité habituelles.

Les « combinaisons » d’équations que nous considérerons seront
toujours des combinaisons linéaires homogénes (résultats obtenus en
additionnant ces équations membre 4 membhre apres les avoir éven-
tuellement multipliées par des fonctions des variables indépendantes).

Nous étudierons certaines formes canoniques de « systémes d’équa-
tions aux dérivées partielles » pour lesquelles nous pourrons préciser
les « conditions initiales », que 'on peut se donner arbitrairementpour
déterminer une solution et une seule. Ll ne s’agira dans cette étude,
comme l'exige la généralité du probléme, que de fonctions dévelop-
pables en série de Taylor.

Nous montrons d’ailleurs que I'on peut ramener un systéme quel-
conque 4 une forme canonique.

Les « conditions initiales » détermineront certaines portions de
développements en série des fonctions inconnues, et par suite certains
coefficients de ces développements. Le systéme donné et les équations
que 'on peut en déduire par dérivations permettent de déduire des
« conditions initiales » par résolutions successives d’équations ordi-
naires, tous les autres coefficients des développements cherchés.

On congoit done qu'il soit utile de classer les divers coefficients des
deux sortes, qui ne sont autres,  des facteurs numeériques pres, que les
valeurs en un point des dérivées des fonctions inconnues; pour sim-
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plifier le langage, nous supposerons souvent que ce point est 'origine
des coordonnées (o, o, ..., 0).

2. Quelques résultats simples relatifs aux systémes d’équalions
ordinaires. — Au sujet des équations ordinaires, rappelons les pro-
priétés suivantes :

Imaginons une infinité dénombrable d’inconnues (¥ ); et supposons
que 'on ait défini une répartition de ces inconnues en une suite linéaire
de classes C,, C.,..., C4, ..., chacune des C necontenant qu'un nombre
fini des inconnues y. Siy, y* appartiennent a deux classes différentes,
Cs, C,., y sera dit antérieur ou postérieur i y’ suivant cue k est infé-
ricur ou supérieur & k',

Considérons une équation en (y), résolue par rapport a 'une des y,
et telle que I'inconnue qui figure au premier membre soit postérieure
4 toutes les inconnues qui figurent au deuxiéme.

Considérons maintenant un systéme fini (E) d’équations dont cha-
cune posstde les propri¢tés précédentes, les premiers membres étant
tous différents. '

z. Un tel systéme (E) est formé d’équations indépendantes (son
rang est ¢galau nombre des équations qui y figurent). Il est équivalent
a un systéme (F’) dont les premiers membres sont respectivement les
mémes que ceux de IS, sont postérieurs 4 toutes les inconnues du
second membre correspondant, et de plus ne figurent dans aucun des
seconds membres. Les (E') sont des combinaisons des (E)(*).

{. Soit maintenant une équation quelconque e; on peut ajouter
4 ¢ une combinaison des équations (E) de maniére que I’équation
obtenue ¢, ne renferme plus aucun des premiers membres de () (*).
En particulier, o, peut ne renfermer aucune des inconnues y et se

(') On pourra par exemple montrer que si.la proposition est exacte, lorsque
les premiers membres appartiennent i des classes d'indice infécieur ou égal a £,
elle 'est encore lorsque les premiers membres appartiennent a des classes d’in-
dice inférieur ou égal & & + 1. Etant vraie pour k=1, elle est générale,

(?) On voit immédiatement que |'on peut faire disparaitre dans ¢ chacun des
premiers membres de E en ajoutant I'équation E' correspondant a ce premier
membre, multipliée préalablement par un facteur convenable; or les E' sont des
combinaisons des .
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réduire a la forme « = o, a étant une constante. Si cetle constante est
différente de zéro, le systéme (I, ¢) est impossible. Si elle est nulle,
le systéme (I, e) est équivalent au systéme ().

5. Application. — Les inconnues (y) seront les valeurs en un
pomt d’une fonction u de » variables et de toutes ses dérivées. Siy,y’
sont deux dérivées d’ordres différents p,p’, y sera dite (ml('rrww e OU
postézwure 4 y' suivant que p est inférieur ou supemeur ap.Siy,y
sont de méme ordre, désignons par o, %, ..., %, &,y %,. ..., %, les
ordres de dérivation par rapport aux diverses variables, y sera dite
postérieure ou antérieure & y’ suivant que la premiére des différences
Oy — Oy Cpy — gy oe ey % — 2%, QUi N'est pas nulle est posilive ou
négative; chaque classe (C ne contient ici qu'une seule variable.

Considérons maintenant une équation aux dérivées partielles en 7,
(A), résolue par rapport a4 une dérivée Du et ne contenant dans son
second membre que des dérivées antérieures a celle qui figure au pre-
mier membre; il en est de méme de I'équation qu’on obhent en déri-
vant une fois I'équation donnée, par rapport 4 une quelconque des
variables x;; ce fait devient évident dés que 'on a fait la remarque
suivante: soient y¥,y’ deux dérivées de méme ordre; pour reconnaitre
siy est antérieur ou postérieur a ' d’une part, ou si % estantérieur
ou postérieur a -Z—.: d’autre part, on a a former les mémes différences
(voir d’ailleurs plus loin n°® 4). Lapropriété est encore vraie pour une
dérivée d’ordre quelconque de I’équation donnée.

Adjoignons al’équation donnée toutes les équations dérivées jusqu’a
un cerlain ordre.

On peut appliquer 4 ce systéme (I) (ot 'on considére les dérivées
de u comme autant d’«inconnues ») les propositions %, 3 que nous
avons indiquées plus haut:

1° On pourra le remplacer par un systéme équivalent ayant respec-
tivement pour premiers membres D« et ses dérivées, et ol les seconds
membres ne comprendront ni Du ni aucune de ses déricées.

Prenons pour conditions initiales les conditions initiales mémes que
nous avons prises dans I'étude de I'équation Du = o; nous nous
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donnons arbitrairement un certain nombre fini de fonctions (déve-
loppables), d’ol résulte la connaissance en un point de toutes les
dérivées autres que Du ou ses dérivées. Elles permettent, d’apres ce
qui précéde, de déterminer entiérement la valeur en ce point de Dw et
de ses dérivées et par suite de construire un développement en série
parfaitement déterminé pour la fonction u.

L’équation a au plus une solution développable satisfaisant aux

conditions initiales spécifiées. Nous ne pourrons affirmer qu’elle en a

_effectivement une que si nous pouvons démontrer la convergence du
développement en série obtenu. Admettons provisoirement que cette
convergence soit établie.

2* Donnons-nous d’autre part une équation aux dérivées partielles
quelconque (a); soit p son ordre. Formons le sysiéme des équa-
tions (E) déduites de (A) que nous venons de considérer au présent
paragraphe (1°) en ayant soin de conduire les dérivations de maniére &
ohtenir dans les premiers membres toutes les dérivées de Du d’ordre
total inférieur ou égal a p; et appliquons la remarque $ au
systeme (E, ¢) o1 (e) est I'équation (@), considérée comme une équa-
tion ordinaire par rapport aux diverses dérivées qui y entrent.

I’équation e, obtenue peut étre considérée comme une équation
aux dérivées partielles d’ordre < p, conséquence du systéme (E, e) et
par suite du systéme A, a|, ol ne figurent plus ni D ni ses dérivées.
Seules peuvent figurer les autres dérivées de u d’ordre <p; si quel-
qu'une y figure effectivement, les « conditions initiales relatives a D »
ne pourront plus étre prises arbitrairement ('); si e, ne contient aucune
dérivée de u, le systéme (E,e) sera impossible ou équivalent (algé-
briquement) au systéme 15; dans ce dernier cas, ¢ sera une combi-
naison des .

Nous pourrons donc dire :

« Pour que la solution du systéme (A, «) dépende des mémes
fonctions arbitraires (2), que la solution de I'équation A, il faut et il
suffit que @ soit une combinaison homogéne des dérivées de A dont
I'ordre (en u) est inférieur ou égal & celui de «. »

(") Voir plus loin (7).
(?) Cette expression se trouve précisée par le texte.
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Remargue. — Remarquons le role essentiel joué dans ce qui preé-
céde par la propriété suivante du classement adopté : suivant que y
est antérieur ou postérieur a y’, %-, est antérieur ou postérieur a 377,[
Cette propriété appartient 4 tout classement ot la question de savoir
si y est antérieure ou postérieure a4 )’ peut étre tranchée par la scule
connaissance des différences o, - - o, &, , — o, , ..., 0, —a|.

D’aprés cela, on pourrait étre tenté de modificr légérement la
convention que nous venons de faire pour classer les dérivées.

Soient y, y’ deux dérivées d’ordres quelconques; convenons de
dire que y eslL postérieur ou antérieur & y', suivant que y est plus haut
ou plus bas que y’ (woir I, n° 10). Tout ce qui précéde subsiste. Mais
nous verrons qu’avec la premiére convention faite, la convergence de
nos développements est assurée; elle ne lest plus avee la nouvelle.
dx, — dx?’
il n’existe pas toujours une solution (développable en série entiére)
de cette équation prenant pour z,= o0 une valeur (développable en
série entiére) donnée.

(’est pour cette raison que, dans tous les classements que nous
allons définir, si deux dérivées y, ' d’'une méme fonction sont
d’ordres différents p, p’, y sera dite antérieure ou postérieurc a y
suivant que p est inférieur ou supérieur 4 p’. On verra au numéro
suivant la convention générale que nous adopterons lorsqu’il s’agira
de plusieurs fonctions inconnues, convention qui comprendra la pré-
cédente comme cas particulier.

Un exemple bien connu de ce fait est donné par I'équation

4. Coltes. Classement drs déricées. — Attachons & chacune des
variables indépendantes et, des fonctions inconnues, s nombres
entiers (') qui seront appelés cote premiére, seconde, ..., A"™, ...,
s'm de la variable ou de la fonction inconnue considérée. Appelons
cote 2*m d'une dérivée d’une fonction inconnue, d’ordre total r,la
somme des cotes A*™* de la fonction et des r variables de dérivation.

(') Positifs, négatifs ou nuls. On pourrait d’ailleurs se borner 4 considérer
des nombres positifs ou nuls; la généralité des classements obtenus serait la
méme (voir 111, 3¢ lemme) (cf. Riquier, Sysiémes, p. 195).
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Nous supposerons toujours que les coles premiéres des variables
indépendantes sont loutes égales & 1. Les autres cotes des variables
indépendantes et toutes celles des fonctions inconnues seront arbi-
traires. Ces nombres étant choisis, nous allons montrer comment ils
permettent de définir un classement des fonctions inconnues et de
toutes leurs dérivées.

° Smenty, y deux dérivées (ou fonctions) quelconques‘ Gy Cay
ceoy b € Cy £,y ..y ¢, leurs cotes; y sera dite pos‘lﬂ/wurc ou anti-
rieure a _y suivant (ue la prcmu,re des quanmcs ¢y — :,1, Cy— (f_,,

..y €,— ¢, qui n’est pas nulle est positive ou négative; si toutes ces
(uantités sont nulles, y sera dite de méme classe (') que y'. Il appa-
rait imnmédiatement quc si y est postérieure &y’ et y’ postéricure a y”,
y est postérieure & y” (si le premier des enliers ¢;— ¢, ¢;—¢; qui
n’est pas nul est positif, le premier des entiers ¢;— ¢; qui n’est pas nul
est aussi positif). L.a définition est donc légitime.

2¢ Groupons ensemhle toutes les dérivées qui ont méme cote
premicre; les dérivées ¢qui figurent dans un tel groupe peuvent étre
d’ordres différents ; nais, parmi elles, celles qui sont relatives & une
fonction donnée sont d'un ordre déterminé; par suite, les dérivées
qui ont une cote premiére déterminée sont en nombre fini. Il en
résulte « fortior? que chaque classe ne reuferme qu’un nombre find
d’éléments.

3 La cote premiére d’un élément quelconque ne peut étre infé-
rieure 4 la cote premiére minima « des fonctions inconnues.

Les éléments en nombre fini, qui ont pour cote premiére «, sont
antérieurs a tous les autres. Il y a donc une elasse qui précéde toutes
les autres (& savoir celle qui précéde toutes les autres lorsqu’on se
borne & envisager les éléments en nombre fini de cote premiérea).

E 1 résumé, les dérivées des fonctions inconnues se trouvent répar-
ties en classes C,, C,, ..., Gy ... dont chacune ne contient qu’un
nombre fini d’éléments. Les dérivées appartenant a la classe Cy seront
appelées, pour abréger, dérivées de la classe k.

(') Le sens du mot classe est donc tout diflérent de celui qu'il avait dans le
Chapitre I (7 en particulier).
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Un tel classement posséde en outre les propriétés fondamentales
suivantes :

. P e dy . S .
a. Quelle que soit la dérivée y, 3, oSt postérieur & y; en effet, la
cote premiére de 97 est supérieure d’une unité i celle de y.
().Z'[
()..‘I}[

ou postérieur 4 y’. Il suffit d’observer que I’on a, en désignant par ¢,
¢’y v les cotes de y, ', «; :

) .
b. 92 est antérieur ou postérieur & Zir suivant que y est antérieur

o—c, = (ex+ 72.) — (e 4+ 73) (Az=1, 2, ..., 8).

Considérons alors une équation aux dérivées partielles (A) résoluc
par rapport & une dérivée y d’une fonction inconnue et ne conte-
nant dans son second membre que des dérivées antérieures 4 celle qui
figure au premier; il en est de méme de I’équation qu'on obtient en’
dérivant une fois I'équation donnée par rapport a une quelconque des
variables z;; les éléments susceptibles de figurer au deuxiéme membre
de I'équation dérivée sont : 1° les éléments du deuxiéme membre de
I’équation primitive; 2° leurs dérivées par rapport a x;. Les élé-

0

ments 1° sont antérieurs & y, donc a Z)Ty (remarque «). Les élé-
i

ments 2° sont antérieurs a % (remarque b).
i

Toute équation obtenue en dérivant 1’équation donnée un'nombre
quelconque de fois jouit encore de la méme propriété : toutes les
quantités qui figurent au deuxiéme membre sont antérieures au
premier.

Supposons que (A) ne renferme qu’une inconnue; on pourra
répéter pour cette équation toutes les remarques qui ont été faites au
sujet de I’équation (A) du n° 3.

Le classement indiqué au n° 3 est d’ailleurs un cas particulier des
classements généraux que I'on vient de définir. Considérons une seule
fonction inconnue; attribuons-lui 7 + 1 cotes nulles; attribuons a «,,
Lyy oe.y X, des cotes 2¢, 3¢, ..., (n -+ 1)¥" nulles, sauf la derniére
pour x,, sauf 'avant-derniére pour «,, ..., sauf la deuxiéme pour .,
" les cotes non nulles étant égales & 15 le classement obtenu est précisé-
ment celui qui a été utilisé au n° 3.
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$. Forme canonique d’un systéme d’équations aux déricées
partielles. — Nous avons rencontré jusqu'ici deux formes, particu-
lierement simples, de « systémes d’équations aux dérivées partielles ».

I’une de ces formes, considérée au Chapitre précédent, est obtenue
quand, les premiers membres étant constitués par des dérivées quel-
conques différentes d’une ou de plusieurs fonctions inconnues, les
dcuxiémes membres sont des fonctions complétement connues.

L’autre de ces formes, considérée au paragraphe précédent, est
constituée par une équation résolue par rapport 4 une dérivée, et ne
renfermant au deuxiéme membre que des dérivées antérieures au pre-
mier (classement quelconque répondant aux définitions du n® 4).

Pour la premicre forme, si aprés un certain nombre (fini) de déri-
vations (dont nous avons indiqué la formation réguliére), il n’apparait
aucune incompatibilité, [ sysiéme est réellement possible, et nous
avons spécifié la nature des conditions initiales susceptibles d’étre
prises arbitrairement pour déterminer une solution et une seule.

Pour la deuxiéme forme, nous avons spécifié la nature des condi-
tions initiales susceptibles d’étre prises arbitrairement pour déter-
miner une solution et une seule, mais au point de vue formel sculr-
ment; une question de convergence reste a trancher. Nous verrons
plus loin que le probléme est alors réellement possible.

Nousallons considérer maintenant un systéme d’équations(C)tel que:

«. Les premiers membres sont des dérivées quelconques, toutes
différentrs, d’une ou de plusieurs fonctions inconnues.

b. Chacune des équations ne contient (') dans son second membre
que des quantités antéricures 4 son premier membre.

6. Unicité de la solution (supposée). — Nous avons vu comment
on peut trouver la forme des « conditions initiales » qui, prises arbi-
trairement, déterminent, d’'une maniére unique, une solution du
systéme obtenu en égalant & zéro les premiers membres des équations
données. Montrons qu'un systéme (C) a au plus une solution (déve-
loppable en série entiére) qui satisfasse au systéme des « conditions
initiales » précédentes.

('} « Outre les variables 2y, z,, ..., 2, ». Ces mots seront sous-entendus
dans la suite.

Journ. de Math. (8* série), tome IIl, — Année 1920. 14
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Parmi les dérivées des fonctions inconnues, distinguons celles qui
sont dérivées de 1'un des premiers membres au moins (y compris les
premiers membres eux-mémes), nous les appellerons dérivées prin-
ripales; toutes les antres dérivées des inconnues seront appelées
dérivées paramétriques. Autrement dit, les dérivées principales sont
celles qui font partie des modules définis par les premiers membres
relatifs & chacune des inconnues; les dérivées paramétriques sont
toutes les autres. Les « conditions initiales » font connaitre les valeurs
des dérivées paramétriques en un point P,

I’n dérivant convenablement unc des équations données, convena-
blement choisie, on peut obtenir une équation ayant pour premier
membre une dérivée principale quelconque; le second membre ne
contient que des dérivées antérieures au premier.

Soient £, la classe maxima des premiers membres de (C) et £ un
entier quelconque supérieur ou égal 4 4,. On pourra adjoindre aux
équations (C) un certain nombre de leurs dérivées, de maniére que les
équations du systéme total obtenu aient des premiers membres tous
distincts, qui soient respectivement toutes les dérivées principales de
classe inférieure ou égale a £.

I.’application & ce systéme de la remarque o conduit évidemment
& la conclusion suivante :

« On peut, par dérivations et combinaisons, déduire du systéme (C)
une expression (au moins) d'une dérivée principale quelconque en
fonction des dérivées parametriques de classe inférieure. » Mais les
conditions initiales font connaitre les valeurs en P, des dérivées para-
métriques; par suite les valeursen P, de toutes les dérivées principales
ne peuvent étre choisies que d’'une maniére, au plus. Le systéme (C)

a du plus une solution (holomorphe) qui satisfasse aur conditions
initiales indiquées.

7. Systémes complélement intégrables. — Nous nous proposons de
trouver dans quel cas le systéme a eflecticement une solution pour des
valeurs arbitraires des « conditions initiales » (*)(la_forme, ou, si 'on
veut, I' « économie » de ces conditions initiales est toujours supposée

(") I’y étant lui-méme arbitraire dans un petit domaine ¢ n dimensions;
nous avons le droit de supposcr (que ce domaine contient V'origine.
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étre celle méme qui correspond au systéme obtenu en égalant & zéro
les premiers membres de C).

Si, par dérivalions et combinaisons, on ne peut tirer de () aucune
relation entre les seules dérivées paramétriques (et variables indépen-
dantes), on dira que le systéme est compléteinent intégrable. Nous
verrons d’ailleurs au Chapitre suivant qu'un systéme complétement
intégrable a effectivement une solution répondant & des conditions
initiales arbitraires. Nous allons nous occuper de reconnaitre au
moyen d'un nombre fini d’opérations si un systéme eslL complétement
intégrable, et, lorsqu’il n’en sera pas ainsi, d'en déduire un systéme
¢quivalent complétement intégrable.

Considérons lesdiverses dérivées d'une méme inconnue qui ligurent
aux premiers membres de (C); on sait qu'on peut leur adjoindre un
certain nombre de leurs dérivées de maniére que le systeme total soit
complet (Chap. I, n* 9). Adjoignons aux équations données les équa-
tions obtenues par les dérivations (') mémes qui nous ont permis
d’obtenir dans les premiers membres un systéme complet M.

Opérons de méme pour chacune des inconnues. Nous obtenons un
nouveau systéme C, qui est équivalentau systéme primitif et quenous
pouvons lui substituer dans Pétude du probléme proposé. (La forme
des « conditions iuitiales » relatives aux premiers membres n’a pas
changé.)

Dérivons chacune des équations, A, du nouveau systéme par rapport
aux seules « variables multiplicatrices » correspondant au premier
membre; les premiers membres o des équations -l ainsi obtenues (*)
reproduisent sans omission nirépétition Loutes les dérivées principales
(propriéte I) (1, n° 8).

Les équations dérivées des équalions donnéessont de deux espéces :
1° les -L; 2" toutes les autres, que nous nommerons (.. 1l sera com-
mode d’appeler classe d’une équation <. ou 1, la classe méme de son
premier membre.

(') Cela simplement pour avoir un procédé régulier; on pourra en fail dériver
librement en s’astreignant simplement & faire apparaitre aux premiers membres
le systéme complet en question.

(%) Nous comprenons dans les A, les équations du systéme C, elles-mémes (et
par suite celles du systéme C).
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Considérons une équation &' quelconque, soit 4 sa classe; appli-
quons la remarque { au systéme (E) constitué par toutes les équa-
tions oL de classe inférieure ou égale & / et ’équation ¢ constituée par
’équation -\’ considérée, les (y) étant ici les premiers membres on de
classe inférieure ou égale 4 £. On peut ajouter & 4’ une combinaison
homogéne des < (de classes inférieures ou égales a la classe de &) de
- maniére que I'équation obtenue 4" ne contienne aucun . SiI'équa-
tion <1,” contient effectivement une dérivée (') (au moins), <" constitue
une relation que doivent vérifier les dérivées (') paramétriques des
inconnues; mais alors le systtme ne serait pas complétement
intégrable.

Si I'équation se réduit & /'= o, / étant une fonction des variables
indépendantes seules, le systéme est certainement impossible, & moins
que la fonction / soit identiquement nulle, auquel cas -/ sera une
combinaison homogeéne des <\, de classes inférieures ou égales 4 4.

Ainsi, pour que le systéme soit complétement intégrable, il es
nécessaire que toul ;' soit unc combinaison homogéne des \.dont
la classe ne dépasse pas celle de . Si, d’ailleurs, cette condition est
vérifiée, choisissons arbitrairement les conditions initiales autour de
origine, et déterminons les valeurs a ’origine des dérivées princi-
pales a I'aide des équations <b; les développements construits 4 l'aide
des conditions initiales et de ces valeurs satisfont formellement au
systéme proposé; en effet, une équation dérivée quelconque d’une des
équations données, étant une combinaison des équations -1, est vérifiée
a lorigine par les valeurs données ou calculées des divers coefficients
quiy entrent : dérivées paramétriques et dérivées principales.

Nous démontrerons plus loin que les développements () sont
convergents. '

Pour que le systéme soit complétement intégrable, il faut et il
suffit que tout &' soit combinaison homogéne des . dont la classe
ne dépasse pas la classe de &' ‘

Nous allons voir au n° 8 qu'il suffit de faire cette hypothése pour

(') « Dérivée » est pris ici au sens large; les fonctions inconnues qui ne
figurent pas par elles-mémes dans les premiers membres sont des « dérivées
paramétriques d’ordre zéro »,



SYSTEMES D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 109

certains </ (en nombre fini) que nous préciserons. Faisons aupara-
vant une remarque sur la forme des relations en question. Retran-
chons de -’ celle des équations 1. qui a méme premier membre;
I'équation obtenue 4" ne contient que des quantités de classes in/é-
reeures & k. Supposons maintenant que b’ soit combinaison homogeéne
des :1.; il en est de méme de 1" ; mais ce qui précéde permet de pre-
ciser : 1" est combinaison homogéne des -\ de classes inférieurcs 4 k.
Ainsi, pour que le sysiéme (S) soit completement intégrable, il faul
et il suffit que la différence d’une équation \' quelcongque et de
celle des équations o qui a méme premier membre soit combinaison
homogéne des équations -\ de classes inféricures ¢ lu classe de -\

8. Conditions, en nombre fini, pour qu'un systéme soil compléte-
ment intégrable., — Considérons les -1/ que 'on obtient en dérivant
une seule fois une équation du systéme C,. Ces équations <, sont
en nombre fini; leurs premiers membres sont les dérivées qui corres-
pondent respectivement aux produits d’un « monome » M par cha-
cune de ses variables non multiplicatrices. Je dis que si les b sont
combinaisons homogénes d’équations -\, il en est de méme de lous
les .

Si dans une équation o1, -1, o4, ... quelconque, on retranche le
deuxiéme membre du premier, on obtient une expression différen-
tielle qu’il sera commode de désigner par la lettre cb, b/, ), ..., qui
désigne I’équation elle-méme. Ce langage n’entrainera pas de confu-
sion a condition de convenir, une fois pour toutes, que lorsqu’on
parlera du premier membre ou du second membre d’une équa-
tion <L, V', b, ..., on la supposera écrite sous la forme primitive
(définitions a, b, et n® 6, 7).

Il résulte de notre hypothése que toute expression <\, de classe k
est égale & I'expression <\, qui a méme « premier membre » augmentée
d’une combinaison homogéne des expressions -l de classes inf¢-
rieures a k. Les expressions A satisfont ainsi identiquement (c’est-a-
dire quelles que soient les fonctions «) & un certain systéme d’équa-
tions aux dérivées partielles (C,) que nous nous proposons d’étudier.
Ce systéme (ou I'on considére les A comme les « fonctions incon-
nues ») satisfait évidemment 4 la condition @ du n°® 3 (les premiers
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membres sont tous ici du premier ordre); je dis qu’il satisfait & la
condition / 4 condition d’adopter un classement convenable pour
les fonctions A et leurs dérivées.

Adoptons pour les premiers membres M relatifs 4 une inconnue
déterminée, et pour les équations et expressions A correspondantes, la
définition des mots plus haut et plus has (Chap. I, n° 10) et numé-
rotons les équations A : A", A® ... A7 en allant de haut en bus.

Attachons & chacune des variables indépendantes et dcs fonc-
tions A s + 1 cotes dont les s premiéres seront précisément les cotes
des variables indépendantes et des premiers membres des A (consi-
dérés comme dérivées des fonctions «) dans le systéme primitif C.
La (s +1)¥m¢ cote sera o pour toutes les variables indépendantes;
pour toute fonction A, la (s + 1)*™ cote sera égale & l'indice de A.
Grice a ce choix, si une dérivée y quelconque d'un A est ant¢-
rieure & une dérivée y’ d’un A dans /['ancien classement, y est
aussi antérieur 4 ¥’ dans le nouveau. Si deux dérivées (y, y') de
deux A, A’ différents sont dans la méme classe (ancien classement),
y est antérieure ou postérieure a )’ (nouveau classement) suivant
que A est plus haut ou plus bas que A",

Considérons une équation quelconque du systéeme (C,). Au sens de
Uancien classement elle contient, outre des y de classe inféricure,
un y, que nous désignerons par y,, de clusse égale a celle de Uy
premier membre, que nous désignerons par y,, mais on peut affirmer :
y. est une dérivée d'un A plus haul que le A d’oi dérice y, (pro-
priéte I, voir I, 10)

Par suite, au sens du nouveau classement, chacune des équations
de (C,) ne renferme au second membre que des quantitésuntérieures
a celle qui figure au premier. Ces expressions sont d’ailleurs homo-
génes ; en se reportant au n° 6, on voit que toute dérivée d’un A olila
dérivation est faite au moins une fois par rapport a une variable non
multiplicatrice pour le M correspondant s’exprime en fonction homo-
géne des dérivées des A ou la dérivation ne fait intervenir que des
variables multiplicatrices pour le M correspondant. Ce qui revient &
dire : tout -1’ est combinaison homogeéne des -L.

Réserve faite de la démonstration de convergence, nous avons donc
démontré la proposition suivante :
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Pour que le systeme C, formé par les équations A soit complétement

., . . . ey .y oA
intégrable, il faut et il suffit que les derivées premicres e des
[

expressions A par rapport a leurs variables non maltiplicatrices
soient identiquement, c'est-a-dire quelles que soient les fonctions u,
des combinaisons homogénes des dérivées b des A par rapport a
leurs variables multiplicatrices : les seules dérivées <\, qui peuvent

intervenir sont d’ailleurs de classe au plus égale 4 la classe de la

., OA C e
dérivée —— considérée (').
Jr;

9. Autre forme de la démonstration précédente, — Nous allons
étendre ce qui précéde au cas des systémes C, non linéaires, et nous en
proliterons pour présenter les résultats sous une forme légérement diffé-
rente. Soit A une équation A particuli¢re pour laquelle les z ne soient
pas toutes variables multiplicatrices (). Dérivons-la une fois par rap-
porté une variable z; qui ne soit pas multiplicatrice pour elle; le premier

M . . 5.0 ' .
membre obtenu :}—; est ¢gal au premier membre DM d’une équation A,
“~t

, o . A = : .
déterminée DA ; I'expression gx— — DA ne contient que les variables
{

indépendantes et des dérivées de classes inférieures & la classe com-

mune / de (—j—“- et de DM. Cette expression peut donc étre considérée

dr;
comme une fonction des variables indépendantes, des dérivées paramé-
triques de classes inférieures £, et des -4 de classesinférieuresa 4; pour
((ue le systéme soit complétement intégrable, il est nécessaire que cette
fonction s’annule quand on y annule tous les b ; car sans cela on obtien-
drait une relation entre les dérivées paramétriques. Supposons donc

. 0A = . : . Y
que les expressions ~— ~— DA soient des fonctions des variables indé-
t

(1) Observons de plns que si les premiers membres de C, sont d’ordre 1, et
si ses seconds membres sont d'ordre au plus égal a 1, les seules -4, qui peuvent
intervenir sont des dérivées des A d’ordre (en A) 1. On verra plus loin une
application de cette remarque.

(®) Une variable est dite « multiplicatrice pour une équation A » si elle est
multiplicatrice pour son premier membre,
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pendantes, des dérivées paramétriques et des -1, ces fonctions possé-
dant la propriété de §annuler deés qu'on y annule tous les o,.
Appelons C, le systtme de relations ainsi obtenu. Donnons-nous un
systéme de conditions initiales arbitraires pour les u (systéeme de con-
ditions dont la forme est fixée par les premiers membres des A); déter-
minons les dérivées principales (4 I'origine) des inconnues u par les
¢quations 1.; et admettons la convergence des développements qui en
résulteraient; autrement dit, considérons un systéme de fonctions «
holomorphes répondant aux conditions initiales proposées et satisfai-
sant (4 I'origine) 4 toutes les équations <b. Remplacons les dérivées
paramétriques des « par leurs expressions en z,, @, ..., x, dans le
systétme C,; les A peuvent étre considérées comme des fonctions
holomorphes des z,, z,, ..., #, qui satisfontau systeme C, quelles que
solent x,, r,, ..., %,.

D’autre part, appelons z,, z, , . .., x,, les variables multiplicatrices,
Lyy Xy - ooy Xy, les variables non multiplicatrices d’une équation A
(dans le systéeme C,). L’expression A s’annule par hypothése sur
x, = x, = ... = &, = 0, puisque tous les -1, sont nuls a 'origine.

Or : 1°le systéme C, considéré comme systéme par rapport aux A
admet au plus une solution holomorphe telle que les différentes fonc-
tions A qui la constituent s’annulent respectivement sur les multipli-
cités x, = x, = ... = x,, = o correspondantes; 2° ce systéme admet
la solution o.

Donc tous les A sont nuls quels que soient z,, z,, ..., ,.

10. Chaine de systémes. — Revenons au cas d’un systéme C,
linéaire. Si le systéme C, est complétement intégrable,le systéme C,
relatif aux expressions A (expressions que nous appellerons désor-
mais A,) ne contient plus explicitement que les i et les A, etnon plus
les u et leurs dérivées paramétriques; il est linéaire par rapport
auz A,. Chaque relation C, peut s’écrire en placant dans le premier

... 0A . ¢ .
membre la quantité If,' seule (notation du paragraphe précédent) et

nous avons vu (8) que lorsque I'on considére les A, comme les incon-
nues, on obtient un systeme C, satisfaisant aux deux conditions o’
eth.
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«'. Les premiers membres sont des dérivées premicres toutes diffe-
rentes des inconnues.

h. Chaque second membre ne contient que des dérivées antérieures
au premier membre correspondant.

Ce systéme (C,) posséde ainsi les propriétés fondamentales du sys-
téme (C,), ses premiers membres relatifs 4 une inconnue détermince
forment un systéme de monomes complet puisqu’il en est ainsi de
tout systeme de monomes du premier ordre (1, 11).

- (Cy) est complétement intégrable. Vin effet, si par dérivations et
combinaisons on pouvait en tirer unc relation entre les dérivées
« paramétriques » des A, (relativement au systéme C,), on aurait par
la méme une relation entre des expressions <1, ce qui est impossible,
puisque le «rang» de toul systéme d’expressions <l est égal & leur
nombre. }

Au systéme C, aux inconnues A, on pourra appliquer la méthode
méme que nous avons appliquée & C,; le systéme des conditions d'in-
Legrabilité compléte formera un systéme C, aux inconnues A,, (ue
I'on formera 4 l'aide des équations A,, comme on avait formé C, a
I"aide des ¢quations A, ete.

La suite des systémes (ue l'on forme ainsi est nécessairement
limitée et a au plus # + 1 ¢léments.

En effet, dans le systéme C,, les premiers membres dérivés d’une
méme fonction inconnue A, sont au plus au nombre de /; dans le sys-
téme C,, les premiers membres dérivés d’une méme fonction incon-
nue A, sont au plus au nombre den—1, ...; dans le systéme C,,, (s'il
existe), chaque inconnue intervient dans un premier membre au plus.
La chaine des systémes s’arréte donc au plus tard au systeme C,, 3
elle peuteffectivementnes’arréter qu'ausysteme C,,  (voir exemple 2).

VL. Nowcelle forme des conditions pour qu'un systéme soil com-
pletement intégrable. — La méthode précédente (8 et 9) permet de
reconnaitre si un systéme est complétement intégrable.

Il pourra y avoir avantage 4 op¢rer d’une maniére un peu diff¢rente.

Soit p, la cote premiére maxima des premiers membres de C,.
Considérons celles des ¢quations -b dont la cote premiére ne dépasse
pas un nombre pZp,. Les premiers membres qui sont relatifs i une

Journ. de Math. (% série), tome I1l. — \nnée 1920, 15
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méme inconnue forment un systéme de la nature de ceux pour lesquels
nous avons deéfini des variables multiplicatrices (I, n> 12).

Désignons par B les équations considérées, par w les équations
obtenues en les dérivant par rapport & leurs variables multiplicatrices
seules, w’ les autres équations que l'on peut en déduire par dériva-
tions; affectons w, ou ' de I'indice 1 lorsque cette équation a été
déduite d’une équation B par une seule dérivation.

On voit, comme précédemment, que :

Pour que le systéme donné soit complétement intégrable, il faut
que tout w,, soit combinaison homogéne des w, ct des B3, et d’unc
maniére plds précise ;

Pour que le systéme donné soit complétement intégrable, il faut :

1° Que la différence de toutw,, provenant d’une équation B de cote
premiére p et de I'équation W, qui a méme premier membre soit com-
binaison homogéne des w,, (de classes inférieures a la classe commune
dew,, W, ) etdes B;

2° Que la différence de tout vy, provenant d’une équation B de cole
premiére p, < p et de I'équation B qui a méme premier membre soit
combinaison homogeéne des B de classes inférieures a la classe com-

mune de w,,, B (et par suite de cotes premiéres _p, +1).

On voit comme précédemment que ces conditions sont suf fisan/cs.

Dire que ces conditions sont réalisées, c’est dire que les rc.cpres-
sions (') B satisfont identiquement (quels que soient les «) a un cer-
tain systéme d’équations aux dérivées partielles due premicr ordie,
dont les premiers membres sont tous différents. C'e systéme posséde
la propriété b, 11 suffit pour le voir d’attacher 4 chacune des variables
indépendantes et des B s +'1 cotes choisies de la maniére suivanle :
les s premiéres seront celles des variables et des premiers membres
des B (considérés comme dérivées des ) dans le systéme primitif C;
la (s + 1) scra o pour chaque variable, elle sera égale an numéro
d’ordre du premier membre de B lorsqu’on numérote tous les pre-
miers membres relatifs 4 une méme inconnue « en allant de haut en

(') Comme précédemment. nous désignons par expressive I Vexpression
obtenue en retranchant le second membre du premier dans ! équation B,
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bas (I, n° 12). On voit alors immédiatement, en se reportant & la
démonstration du n° 8 (II) et & la propriété I1” (I, 12) que chaque
second membre du syst¢me en B considéré, C,, ne contient que des
uantités antérieures au premier membre. Toute équation v est alors
une combinaison homogeéne des 1 et le systéme primitif est compléte-
ment intégrable.

Supposons que le systéme donné B soit linéaire et complétement
intégrable. Les B satisfont au syst¢me C,.

On voit, comme au n°® 10, que ce systéme C, est complétement
intégrable. /1 est, de plus, du premier ordre. Mais alors le nouveau
systtme C, que 'on en déduira comme précédemment (n° 10) sera
aussi du premier ordre ('). Tous les systémes de la chaine C,, C,, ...
seront do premier ordre.

12. Réduction d’un systéme quelconque ¢ une forme canonique
complitement intégrable. — Tout systéme d’équations aux dérivées
partielles peut se ramener, par résolutions et dérivations,a un systéme
équivalent, possédant les propriétés a, D et, de plus, compléte-
ment intégrable. )

Adoptons pour les fonctions et les variables un systéme de cotes tel
que chacune des classes qui en résultent ne contienne qu’un élé-
ment; c’est ce qui aura lieu, par exemple, pour le systéme de cotes

suivant :

" (Y w | x, ' T ' - . . |7y
HDlolo I 1 } 1 1 . . . 1
O 1 K4 , 0 5] . - . O
ololo l 010 . P I
—_—— ———-i —_—
0 ‘ 0 ‘ 0 Lolv .11 .1o
i

f—
3} ’ o I O i i O . . . o

Les cotes 3%, 4, ..., (n+2)""de u, o, w, ..., x; ... étant nulles,
sauf la cote (n+3 —7)*™ de 7; qui est égale & 1. Autrement dit, les

(') Voir note de la fin du n° 8.
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dérivées sont rangées d’aprés lenr ordre, puis dans chaque ordre
d’aprés la fonction d’oil elles proviennent ; puis pour les dérivées d’un
ordre déterminé d’une fonction déterminée dans I'ordre adopté plus
haut (n*3). - ]

Jitant donné un systéme quelconque de p équations, on pourra tou-
jours par simples combinaisons en déduire un systéme équivalent de
p équations possédant les deux propriétésa et [ : soitd ladérivée de la
classe la plus ¢levée quientre dansle systéme des p équations données;
résolvons par rapport a  I'une des équations qui la contient, substi-
tuons I'expression obhtenue dans le systéme restant : nous obtenons un
systéme de p — 1 équations ne contenant que des équations de classes
inférieures a d ; si donc la proposition est vraie pour p— 1 équations,
ellelest aussipour p ; étant vraie pour une équation, elle est générale.

D’un systéme mis sous la forme (C) jouissant des propriétés a, b,
on pourra tirer une forme (C,) ol les premiers membres constituent
le systéme complet déduit des premiers membres de C ; de cette forme
(C,) on déduit les «conditions d’intégrabilité » qui ne conticnnent pas
de dérivées des premiers membres de C: ces « conditions », consi-
dérées seules, seront résolues (') de maniére & satisfaire aux condi-
tions «, /, puis seront adjointes au systeme (C). On obtiendra ainsi
un systéme (C’), formé au total des équations (C) et des « conditions
d’intégrabilité » ; ce systeme satisfait aussi aux conditions «, .

Soit D ’opération qui permet de passer de (C) a (C'). Je dis que
cette opération ne peut s’effectuer qu'un nombre limité de fois. Iin
effet, les systemes des premiers membres S, §',... dessystemes C, C/, ...
sont tels que chacun d’eux contient : 1° tous les monomes du systéme
précédent; 2° d’autres monomes dont aucun n’est multiple des
monomes du systéme précédént.

Une telle suite est nécessairement finie (T, 2).

La démonstration précédente fournit un procédé régulier pour

(') Dans ce genre de raisonnements, il est sous-entendu que 'on se place au
voisinage d’un systéme de valeurs (des variables indépendantes et des dérivées
des premiéres classes) pour lequel toules les résolutions successives supposées
dans le textz sont possibles conformément i la théorie générale des fonctions
implicites.
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déduire (') d’un systéme quelconque donné un systéme équivalent
possédant les propriétés a, &, et complétement intégrable.

Une modification évidente de cette démonstration fournit immé-
diatement le théoréeme de M. Tresse :

« Des équations aux dérivées partielles (4 unnombrefinid’inconnues)
peuvent toujours étre considérées comme des combinaisons (algé-
briques et différentielles) d’'un nombre fini d’entre elles. »

13. Résuliats relatifs aux systémes de formes algébrigues. —
[.es remarques qui ont ¢té faites dans les paragraphes précédents
conduisent 4 des conséquences algébriques intéressantes sur lesquelles
nous allons donner quelques indications.

Pour ahréger le langage, nous appellerons « forme différentielle »
(en «) correspondant & une forme algébrique en ,,7,, ..., x, donnée,
le résultat que l'on obtient lorsque, dans cette derniére, on sub-
stitue & chaque monome «'z):...x}" la dérivée correspondante
deu,p, . ..:lorsqu’on dérive une forme différentielle, on en obtient
une nouvelle, qui n’est autre que la forme différentielle correspon-
dant au produit de la forme algébrique primitive par le monome
correspondant a la dérivation considérée.

Nous obtiendrons des résultats relatifs 4 un systéme de formes
algtbriques en appliquant nos méthodes générales au systéme obtenu
en égalant & zéro les formes différentielles (en «) correspondantes.
Traitons un tel systéme (ou la seule inconnue est #); et tout d’abord,
cherchons & le ramener &4 une forme canonique complétement inté-
grable (n® 12) : nous adjoignons pour cela au systéme donné, résolu
convenablement, certaines formes, résolues convenablement, et nous
supposons que les premiers membres du systéme total formé (A)
constituent un systéme complet ; les équations A dérivées par rapport
a leurs variables multiplicatrices ont été appelées -1,; le rang de tout
systéme d’équations -1, est égal a leur nombre. Or, lorsqu’on forme
les « conditions d’'intégrabilité », on est amené & rechercher si certaines
formes différentielles (déduites du systéme par des procédés indiqués)

(') Sauf rencontre d’incompatibilité (relation non identique entre les seules
variables ) mettant en évidence I'impossibilité du systéme,
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sont ou non combinaisons d’équations A.: il suffira ici, d’aprés les
remarques qui viennent d'étre faites, de reconnaitre si une telle forme
est combinaison a coefficients constants d’équations <. de son ordre ;
lorsqu'il n’en est pas ainsi, on est amené & adjoindre au systéme
primitif une combinaison & coefficients constants de cette forme
et d’équations A de son ordre, c'est-a-dire une nouvelle forme
différenticlle.

Le systéme canonique complétementintégrable A,, que’on obtient,
est composé uniquement de formes différentielles en u.

Soit p, I'ordre maximum de ces formes ; et p= p,. Considérons,
comme au n° 11, les équations cl., d’ordre inférieur ou égal a p,
équations que nous appelons B; les expressions B sont ici des formes
différentielles. En utilisant toujours les mémes remarques, nous
obtenons les résultats suivants

1° Toute dérivée d’une expression B d’ordre p, inférieur & p est une
combinaison linéaire a coefficients constants des B d’ordre p, + 1.

2° Les expressions B d’ordre p satisfont identiquement (c’est-a-
dire quel que soit u) a4 un systétme C, d’équations aux dérivées
partielles du premier ordre, linéaires, & coefficicnts constants, et sans
autres termes que les termes du premier ordre par rapport auzr B.

Ce systéme est d’ailleurs complétement intégrable.

Ecrivons les identités qui expriment ce fait; il apparait immédiate-
ment qu’elles se présentent sous la forme d’un systéme linéaire du
premier ordre, & coefficients conslants et sans autres termes que les
termes du premier ordre, .

Les systémes C,, C,, ... dont nous avons expliqué la formation
au' n° 41 ont tous les propriétés qui viennent d’étre spécifiées
pour C, (2°).

Revenons aux formes algébriques (')B d’ordre p:B,,B,, ..., B,m.
Comment peut-on obtenir tous les systemes de formes algébriques
X,y Xy ..oy X, 00 tels que P'on ait (quels que soient =, x,, ..., x,)

(1) XiB+X,By+. ..+ X, B, m =o.

(') II est commode, dans les cas oit aucune confusion n'est & craindre, de .
désigner la forme algébrique et la forme différentielle correspondante par la
méme lettre. Nous adoptons celte convention.
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Chaque équation du systéme C, peut s'écrire symboliquement
comme |’équalion (1); chacune de ces équations fournit, en somme,
un systéme de solutions du premier ordre de I'équation précédente :
. . N J .
il suffit d’y remplacer chaque symbole de dérivation —— par la variable
dx
correspondante «;. Soit
r )|.\’}» F('_b‘s}a . "’ Fu: ").\' ) |S =0y 2y ey ”l‘(z}]
une telle solution (1). Aucune de ces solutions n’est « combinaison »
des autres. Le systéme C, étant complétement intégrable, toute autre
solution du premier ordre est combinaison linéaire & coefficients

constants des solutions précédentes; toute « solution du 2¢, 3°, ...
ordre » se déduit régulicrement des solutions

. . I . ;
l4'|'.<a K (z‘.\‘s cony Py L"': Ty 20 vy ”l”),l

grace & la définition des variables multiplicatrices.
Cherchons maintenant 4 obtenir tous les systémes de formes

. [
& ‘ ol
‘\| ) *\2| LIRS | -'\m'“')

tels que l'on ait, quels que soient @, «,, ..., x, et quels que soient
les paramétres 3,

e 12 “ S

(2) X4 [I T R TS TR PR JWON .“m\”,l
. St e e -

+ XY [!’ FER T ol LG P T erm(“J

S P T T

b g [ B T L o o
+ Lm B I F e ¥ p"l -+ Fzm(” ';32 pakER iy 1 mt? m'® e ')l =0

[ ce qui pourrait encore s’écrire sous forme de /n''’ équations, en égalant
& zéro les coefficients de §,, 8,, ..., 8,].

Chaque équation dn syst¢me C, peuat s’écrire symboliquement
comme ['équation (2); chacune de ces équations fournit une solution
du premier ordre de I'équation précédente, il suffit, comme précé-
demment, de remplacer chaque symbole de dérivation par la variable
correspondante. Soit

S Pu NEY) S .
Fi, Fio .., Fo, [s=1,2, ..., m*|

une telle solution. Aucune de ces solutions n’est combinaison des

(') Cf. Hiiwenr, Math. Annalen, t. N\XX\ 1] 18¢go, p. 490.
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autres. Le systéme C, étant complétement intégrable, toute autlre
solution du premier ordre est combinaison linéaire & coefficients
constants des solutions précédentes; toute solution de 2°, 3, ... ordre
se déduit réguliérement des solutions

@, FE, L, Fah,  [s=1, 2, ..., m®]
grice a la définition des variables multiplicatrices.

On pourra poser, relativement aux formes F®, un probléeme
analogue a celui que 'on a posé pour les F" [équation (2)].... La
chaine de systémes ainsi formée s’arréte nécessairement (et comprend
n chainons au plus).

Le probléme que nous venons de traiter pour le sysiéme des
Sformes B d’ordre p est le probléme que s’est posé M. Hilbert pour
un systéme de formes quelconques. Mais nous arrivons ici 4 un
résultat plus précis que le résultat général.

Pour le systéme des formes B d’ordre p, les solutions fonda-
mentales des systémes successifs de Hilbert sont toules constiluces
par des formes lincaires.

Il est d’ailleurs & remarquer qu’un module (') quclconque de
formes peut toujours étre considéré comme constitué par I’adjonction
d’un nombre fini de formes (de degré < p) a un module défini par
un systeme B.

On pourra énoncer la proposition suivante :

« Soit un module quelconque de formes algébriques; on sait que
toutes les formes d’ordre p du module sont des combinaisons lin¢aires
4 coefficients constants d’'un nombre fini d’entre elles linéairement
indépendantes F,, F,, ..., F;u.

ne:

(") On dit qu'un systéme de formes constitue un module si toute combi-
naison linéaire des formes de ce systéme fait partie du systéme, en entendant
ici, par combinaison linéaire des formes F;, F,, ..., Fj, toute forme du
type M F, + L Fy+...+2,F;, ou les 2 sont des formes en xy, &), ..., Z,.
Les théories développées dans les paragraphes précédents donnent un procédé

régulier pour obtenir une fois et une seule fois toutes les formes d’un module
donné.
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» Sipestasses grand :

» 1° Tout systéme de formes X,, X, ..., X, o solution de I'équa-
tion
NP4+ Xoly oo+ X0 Fyn == 0
est combinaison de n® solutions indépendantes, dont chacune est
constitué¢e par des formes lincéaires

T Y 1) /
Uy By s B [s=1,2, ..., mV].

» 2° Tout systéme de formes X\, X,", ..., X,» solution du
systéme
XD o XK e+ XpoFm =0  [t=1,2, ....m"]

est combinaison de m'* solutions indépendantes, dont chacune est
constituée par des formes linéaires

. (2) .
Fe, W2 o, Famyg [s=1,2, ..., m¥]

» 3° Tout systéme X, X}, ..., X\%» solution du systeme
XBF2 4 XEF2 4.+ X Fn=o0

est combinaison, etc. »

14. Nombre y(p). — On a vu au n° 14 (I) que le nombre des
monomes d’ordre p qui n’appartiennent pas 4 un module donné est un
polynome en p, 7(p), dés que p est assez grand. Soit M un systéme
complet définissant ce module; soit A le nombre maximum des variables
multiplicatrices des monomes N(I, 13); 1w le nombre des N qui ont
A variables multiplicatrices; on voit immédiatement que le terme de

plus haut degré de 7 (p) est .
’*().p —n!

Siles dérivées de u correspondant aux monomes M sont les pre-
miers membres d’un systéme canonique complétement intégrable a la
seule inconnue u, 7.( p) représente le nombre maximum des variables
des « fonctions initiales » de la solution,  le nombre des fonctions
initiales a A variables. Or lorsqu’on fait un changement quelconque

Journ. de Math. (8 série), tome III, — Année 1920. 16
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de variables indépendantes, le polynome 7(p) ne change pas (*); le
nombre maximum A des variables des fonctions initiales etle nombre .
de ces fonctions qui contiennent A variahles sont donc invariants par
tout changement de variables.

Placons-nous dans le cas considéré au n° 13 et parlons seulement
de formes algébriques : 7(p) est lc nombre des conditions indépen-
dantes auxquelles on doit assujettir une forme d’ordre p(p asscz grand)
pour que cette forme fasse partie du module envisagé. Le polynome
7.(p) est en relation étroite avec la multiplicité algébrique dont les
équations s’obtiennent en ¢galant i zéro les formes de ce module. Nous
nous bornerons & la remarque suivante.

Hilbert énonce sans démonstration larégle suivante : « Le nombre v.
est le degré de la multiplicité algébrique 4 7. —1 dimensions définie
par le systéme précédent. »

Pour que cet énoncé soit général, il y aurait lieu de définir les degrés
de multiplicité des solutions de certains systémes singuliers.

A ce point de vue, il y aurait lieu de dire, par exemple, que, dans
I'espace 4 deux dimensions (coordonnées homogenes '\, x,, x,), le
systeme d’équations

T

=0, ay T g T O ri==o

définit une multiplicit¢ de dimension o et d’ordre 3 : (rois points

confondus en
Sy TZ O, Ty =0, L= 2 jé 0.

CHAPITRE TII1.

SYSTEMES D' EQUATIONS AUNX DERIVEES PARTIELLES, —— GENERALISATION
DES RESULTATS PRECEDENTS, — DEMONSTRATION DE CONVERGENCE.

V. Forme canonique éludiée. — Avant de passer 4 la démonstra-
tion de la convergence des développements en série obtenus pour les

(') Nous laissons de coté dans le présent exposé la démonstration détaillée
de ce point.
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intégrales, nous indiquerons quelques généralisations de ce qui
précéde.
Considérons un systéme d’un nombre fini d’équations telles que :
(. Les premiers membres sont des dérivées quelconques toutes
différentes d’une ou plusieurs inconnues.

b,. Chacune des équatjons ne contient dans son second membre
(que des quantités de cote premiére au plus égale i celle du premier.

Autrement dit, le nouveau systtme donné différe du systéme
donné que I'on envisageait précédemment en ceci que chaque second
membre peut contenir des dérivées qui ne sont ni antérieures ni pos-
térieures au premier membre, ou méme des dérivées postérieures &
celui-ci; mais la cote premiére de ces dérivées (plus simplement leur
ordre s’il n’y a qu'une inconnue) doit ne pas dépasser la cote premiére
du premier membre.

La définition ne suppose méme pas qu’il ait été fait de convention
particuliére pour le classement des dérivées ; elle suppose seulement
l'attribution d’une cote premiére 4 chacune des fonctions inconnues
(si les cotes premiéres des inconnues sont égales, le mot cote premiére
dans 0, peut étre remplacé par le mot ordre).

De plus, nous ne supposerons plus, méme dans le langage, que les
équations sont linéaires. Il est commode, pour éviter les redites, de
faire dés maintenant cette autre généralisation.

Sil'on dérive une fois, par rapport & une quelconque des variables,
une quelconque des équations données, I’éyuation obtenue ne contient
dans son second membre que des quantités de cote premiére au plus
égale a celle du premier.

Formons comme précédemment le systéme (A) obtenu en adjoi-
gnant aux équations données celles qu’on en déduit par les dériva-
tions mémes qui nous permettent de déduire des premiers membres
un systéme complet de dérivées (') (pour, chacune des fonctions
inconnues).

Celles des dérivées, d'ordre quelconque, de-A que I'on peut former
en utilisant comme variables de dérivations les seules « variables mul-

(') Nous nous assujeltissons & ne former (u'une équation ayant un premier
membre déterminé.
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tiplicatrices » du premier membre de A constitueront un ensemble
d’équations <\, correspondant a A.

Les équations - ainsi obtenues (en y comprenant toujours les A)
ont encore ici des premiers membres tous distincts.

Groupons ici toutes les équations <\, de cote premiére (*) déter-
minée : il n’y en a qu’un nombre fini. Soient ¢ la cote premiére minima
des premiers membres du systéme donné; A la cote premitre maxima
des A.

Considérons les systémes formés par les équations <\ de cote pre-
miére &, € -+ 1, ..., A, A + 1; le dernier systéme est formé d’équa-
tions linéaires par rapport aux dérivées de cote premiére A + 1 quiy
entrent.

Le systéme total ainsi obtenu satisfait encore aux deux propriétés a
et b,. C'est sur lui que nous raisonnerons dans la suite.

2. Position du probléme. — Les conditions initiales que nous
nous imposerons seront encore les conditions initiales « relatives aux
premiers membres ». Au sujet de ces conditions et des équations pro-
posées elles-mémes, nous aurons a faire, outre certaines réserves de
régularité, certaines réserves d’inégalité que nous préciserons dans la
suite. D’ailleurs, dans le cas ol les conditions « et / seront réa-
lisées (?), les réserves d’inégalité disparaitront, et la proposition que
nous avions en vue dans les paragraphes précédents apparaitra comme
un cas particulier de celle que nous obtiendrons.

Donnons-nous un « systéme de conditions initiales relatives aux pre-
miers membres » et considérons les valeurs a l'origine qui en résultent
pour les dérivées paramétriques de cote premiére ¢, ¢ +1, ..., A
(dérivées en nombre fini). Substituons ces valeurs dans les équa-
tions . de cote premiére g, 5 +1, ..., A et supposons que les équa-
tions obtenues (ot I'on fait x, =, =...=x,=0) soient alors véri-
fiées pour un certain systéme de valeurs numériques attribuées aux

(') Nous appellerons pour abréger cote premiére d’une équation la cote pre-
miére de son « premier membre » ou, ce qui revient au méme, la cote premiére
maxima des lermes quiy entrent.

(%) Et non pas seulement a et 0.
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dérivées principales de cote premiére ¢, ¢ -1, ..., A (dérivées qui
sont en nombre fini), de sorte que tous les seconds membres soient
réguliers au voisinage des valeurs (ue nous venons de considérer pour
les variables qui y figurent.

Soient maintenant &, L,y ..., %, 3 £, L4y -5 L5, 168 variables mul-
npl]camces et non muluplxcatnces d’une équation de cote pre-
miére A + 1.

I1 est naturel de se poser le probléme suivant: Y a-t-il un systeme
de fonctions u régulier au voisinage de l'origine satisfaisant : 1° aux
conditions initiales précédentes; 2° aux équations db;, obz,qy .y Jba 2
Porigine; 3° & chacune des ¢équations cbay, sur la multiplicité corres-
pondante Ly =T, =0 =X, =0 (')

Nous substituerons au probléme proposé un problé¢me analogue ott
les données initiales seront identiquement nulles ainsi que les valeurs
& I'origine des dérivées principales de cote premiére au plus égale i A.
Soit U la portion de développement de I'inconnue « dont la connais-
sance résulte des conditions initiales données (autrement dit, la por-
tion de développement ot apparaissent dans les coefficients les dérivées
paramétriques de «). Soit a, , ., la valeur numérique (a l'origine)
de la dérivée principale de « (de cote premiére au plus égale
aA)p, s, - Nous poserons

A a,..
1::u+[‘+2‘a » y ahats,
l ’)s.o. * ),

le signe X étant étendu & toutes les dérivées principales de cote pre-
miére = A, Il est évident que pour que u satisfasse : 1° aux conditions
initiales proposées; 2° aux conditions

(/):x‘ Ay Xy Yo= 22N T

il faut et il suffit que « satisfasse : 1° aux conditions initiales de méme
forme ou toutes les fonctions données sont identiquement nulles;

2” aux conditions
a0 (o n = T2

(') Celles des fonctions inconnues du systéme primitif qui ne figuraient dans
aucun premier membre doivent, d’aprés, cela, étre considérées comme des
données dans lc nouveau probléme posé.
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Dans les équations (sb) de cote premiére A + 1, substituons aux «
leurs expressions en fonction des «'. |‘aisons passer aux deuxi¢mes
membres les termes connus; nous obtenons un nouveau systtme de
méme forme wa,,. A tout systtme de fonctions (z) satisfaisant aux
conditions imposées correspond un systéme de fonctions u’, satisfai-
sant aux conditions analogues relativement aw systéme o, les
«conditions initiales » étant toutes identiquement nulles : les dérivées
paramétriques de ', relatives au sysiéime wy.,,, sont en effet de deux
sortes : elles s’obtiennent & partir de &' par les dérivations gui, appli-
quées aux u, donneraient relativement au premier systéme, soil des
dérivées paramétriques, soit les dérivées principales de cote premiére
inférieure ou égale 4 A ; en se reportant a ce (ui précéde, on voit que
les « dérivées paramétriques » de «', relatives au systéme wy,,, sont
toutes nulles.

La question posce est équivalente 4 celle-ci (en appelant « les nou-
velles inconnues) : Y a-i-il un systéme de fonctions u, réguli¢res an
voisinage de Dorigine, dond les conditions initiales (prises relati-
vement aw systeme Wy, ) soient identiquetnent nalles el qui sadis-
Sfassent & chacunce des équations wy.,, sur la multiplicité correspon-
danle xy =x,= ... =x, =07

Nous indiquerons des cas trés généraux o 'on peut affirmer que ce
probléme a une solution et une seule.

a. Nous sommes amené & poser le probléme suivant :

« Soit un systéme (S) d’équations ayant les propriétés snivantes :

» a,. Les premiers membres sont des dérivées d’une ou plusieurs
inconnues; les premiers membres dérivées d'une méme inconnue sont
tous différents, tous de méme ordre p; et forment un systéme dérivé
d’'un systéme complel.

» b,. Les seconds membres sont lincaires par rapport a l'en-
semble des dérivées d'ordre p, de u,, p, de u,, ...; les coefficients L
de ces dérivées et le terme R qui en est indépendant ne contiennent,
outre les variables indépendantes, que des dérivées de «, d’ordre infé-
rieur a p,, de u, d’ordre inférieur & p,, ..., et sont holomorples au

voisinage du systéme de valeurs zéro attribuées a ces diverses
quantités.
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» La propri¢té a, permet de définir pour chaque équation un sys-
téme de variables multiplicatrices ; cherchons & satisfaire 4 cette équa-
tion sur la multiplicité dont P’équation s’obtient en égalant & zéro
loules les variables non mulliplicatrices (multiplicité associce
I'équation). C'est le systéme de conditions ainsi obtenues que nous:
appellerons dorénavant w.

» Le %ystcme des premicrs membres def’mt la forme des conditions
(niliales prises pour les «; ¢galons i zéro les diverses fonctions
initiales.

» Indiquer des cas o le probléme ainsi posé a une solution ct une
seule. »

Considérons un systéme (S) ne differant dusystéme (S) précédent
(que par les « coefficients » des seconds membres : supposons que
chacun des L’ ou R’ soit majorant (') pour le L ou R correspondant ;
et de plus que, dans tout R, les cocfficients des termes ol n'inter-
viennent que les variables indépendantes x,, x,, ..., x, soient fous
posilifs au sens siricl.

Nous dirons alors, pour abréger, que (3') est majorant pour (S).

Soit ' le systéme de conditions correspondant a (S") comme w,
correspond & S.

Supposons que 'on puisse satisfaire & ' par un systéme de fonc-
tions « dont les développements aient leurs coefficients tous positifs. *

Je dis que le systéme v, a une solution et une seule dont les « valeurs
initiales » sont nulles.

[.a démonstration repose essentiellementsur le lemme d’algébre (*)
(que voici :

Solent :
A=\
(l) "‘“2’\1/:‘\/
31 .
h=N v (i=1.2,....N)
/ . T ﬂr,. . :
(l) \¥ “}-\l/r ‘XI;"i"Y,

k=1

(') Dans un L/ (ou R') tout coelficient d’une quantité quelconque (« ou déri-
vée de cote premiére << P) est supérieur (ou égal) a la valeur absolue du coeffi-
cient correspondant dans le L (ou R) correspondant.

(*) Voir en annexe la démonstration de ce lemme,
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deux systé¢mes de N équations linéaires & N inconnues X, X'. Si le
systeme (1) est vérifié pour un systéme de valeurs positives pour les
A, X', Y’ (le mot positif étant pris au sens strict pour lous les Y, et
par suite pour tous les X'), et si I'on a

| A | Z A0y Y] Y

le systéme (1), ol les X sont considérées comme les inconnues, a une
solution et une seule, et cette solution satisfait aux inégalités

|X:] <\

Il est commode, pour abréger le langage, d’attribuer de nouveau
aux fonctions inconnues des « cotes premiéres » ¢, ¢,, ... telles que

o =py . .=y
P étant un entier arbitraire, choisi une fois pour toutes.

Admettons I'existence d’une solution du systéme w,

Le systéme (S) donné o 'on fait z, =, =...=ux,=0 constitue
un systéme d’équations ordinaires ., auquel doivent satisfaire les
valeurs numériques, a I'origine des coordonnées, des dérivées de cote
premiére inférieure ou égale 4 P des fonctions inconnues.

Le systéme obtenu en dérivant chaque équation (S) par rapport a
ses variables multiplicatrices, I'ordre total de dérivation A étant
donné, puis en faisant z, =, =...=u, =o dans le résultat, cons-
titue un systéme d’équations ordinaires w,,; auquel doivent satisfaire
les valeurs numériques a 'origine des dérivées, de cote premiére infé-
rieure ou égale & P+, des fonctions inconnues solution de w.

Tout ce que I’on vient de dire sur Ie systéme w se répéte mot pour
mot pour le syst¢me " a4 condition de remplacer dans ce qui précéde
Ssatsp, Wby, par S'yaby, by ;.

w’ étant effectivement vérifié par un systeme de fonctions «, les sys-
témes ordinaires wy.,; (A=o0,1,2, ... ) sont effectivement vérifiés par
certains systémes de nombres, les valeurs numériques initiales des
dérivées de cote premiéreinférieure ou égale AP + A (A =o, 1, 2,...).
Chacun des systémes ainsi obtenus (1, ) (A =0, 1, 2,...) peut tenir
successivement le réle du systéme (1) du lemme ci-dessus: les X’
seront les dérivées principales d’ordre P + A ; les A’ seront des fonc-
tions des dérivées de cote premiére inférieure 4 P ; dans les Y’ pour-
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ront figurer, outre des dérivées de cote premiére inférieure a P + 4,
les dérivées paramétriques d’ordre P ~+ %5 un Y’ ne peut se réduire
@ séro puisqu’il contient, outre des termes positifs (sens large). le
terme constant d'un R’ ou la valeur & 'origine d’une dérivée d’un ¥,
nombres positifs (sens strict).

Comparons au systeme (W, ; (coefficients A,, Y, ; dérivées princi-
pales dec cote premiére P : X ) le systéme (w,,) obtenu en annulant
dans w, toutes les dérivées paramétriques qui y entrent,

Lescoefficients A, Y, deccsystémesonttels que|A | ZA,,|Y,[5Y,.

Le systéme () aura une solation (X, ) et unc seule ct I’on aura
|X,12X,. Ainsi le systéme w, oit 'on remplace les dérivées paramé-
triques par o a une solution et une seule ; toutes les dérivées de cole
premiére au plus égale 4 I’ des inconnues ont des valeurs absolues
inféricures aux dérivées correspondantes de la solution de v/,

Admectlons que les systemes (w,), (W, J,..., (it,,;) obtenus en
remplacant cespectivement dans (), (., ), ..., (s, ;) les variables
et les dérivées paramétriques par o, les dérivées principales autres que
les premiers membres par leurs valeurs tirées des systémes précédents
aient chacun une solution et une seule, et que les nombres qui consti-
tuent celte solution soient respectivement inférieurs en valeur absolue

aux dérivées principales correspondantes de la solution de w’ dont
nous supposons |’existence.

Soit (wy,;,,) le systtme obtenu en remplacant dans (w,,;,,) lcs
variables et les dérivées paramétriques par o, et les dérivées princi-
pales de cote premiére inférieure ou égale a I+ par leurs valeurs
tirées des (W), (W, )y oeny (Wpos)e

Soient A, ., Y;,, les coefficients de ce systéme oi les inconnues
\,,, sont les dérivées principales de cote premiére P + 7%+ 1
A5, Y., les coefficients du systéme (w, ;) aux inconnues X;_,.

Les Y, sontpositifsau sens strict. D’autre part, chaque |A;, |, |Y5. .|

est inférieur au A_,, Y, correspondant. Donc {w,,,_,) a une solu-
tion et uneseule (X, ,) et les X, , satisfont aux inégalités|X,_, |2X;,,.

La démonstration précédente suffit & prouver que le systeme w a
effectivement une solution et une seule dont les valeurs initiales sont
nulles: 1° les coefficients des développements des inconnues sont
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déterminés d’'une maniére unique; 2" les développements sont con-
vergents puisque les valeurs absolues de ces coefficients sont respecti-
vement inférieures aux coefficients de certaines séries convergentes
(constituant la solution supposée du systéme w’). Ces développe-
ments satisfont d’ailleurs évidemment au systémne .

A. La question pos¢e au déhut du n” 3 est ramenée i la suivante :

Ftant donné un systéme (S) ayant les propriétés a,, b, indiquer
des cas o Uon pewt former un systéme (N'y majorant (el que w' soil
vérific par un systéme de fonctions w donl les déceloppements aient
leurs coefficients tous positifs.

Nous supposerons que des coles aient ¢Lé altribuces aux fonctions
et aux variables (II, 4); il en résulte, comme il a éié expliqué, un
certain classement des dérivées des inconnues.

Les coefficients (L ct R) du systtme S admetlenl une majorante

M . . - .
commune de la forme —— oit M représente un nombre positif et ¢ ie

quotient par le nombre positif » de la somme de toutes les variables
indépendantes et de toutes les dérivées de cote premicre inféricure
a P. Soit s I’expression obtenue en remplacant, dans I’expression
algébrique de {, @, +a,+...+x, par &,z + 50, 4.+ 5,2, 5 i

- , M .
les £ sont des nombres supéricars i 1, —— esl encore unc majoranie
M , -

pour les Liet R. — ot M, est un nombre quelconque sapéricur
a M'est encore une majorante pour tous les L, R ; supposons «ue I'on
sache de plus que la valeur absolue du terme constant d’une fonc-
tion L particuliére est inférieure a M, << M,, on pourra prendre pour
majorante de cette fonction. L :

M M

MMy = — (M — M),

I—¥ I1—

Telle est la forme des majorantes que I'on utilisera : les % seront
choisis d'une mani¢re unique pour tous les termes de toutes les
équations; les M,, M, pourront varier d’un terme a I'autre.

Sans nous préoccuper des conditions d’inégalité auxquelles doivent
satisfaire les M, nous allons tout d’abord choisir leurs expressions ¢n
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fonction d'un certain nombre de paramétres (les 5¢,...5A,...3
oo 3 @y...) de manitre que (S") et par suite ' aient certainement
unc solution a coefficients tous positifs.

Puis nous nous proposerons de choisir les paramétres 54N, THE-R

de maniére que (S’) soit majorant pour le systéeme (S) donné; nous
verrons (ue ce choix est possible moyennant quelques réserves « d’iné-
galit¢ » : les termes constants des coefficients relatifs aux dérivées
« non antérieures » au premier membre correspondant doivent étre
assez petits en valeur absolue. Laproposition générale que nous avons
en vue sera dés lors démontrdée.
#. Soit N le nombre des fonctions inconnues («", u®, ..., u™) ou,
ce ui revient an méme, le nombre des fonctions dont quelque
dérivée figure dans un premier membre (r0ir note du n°® 2);
Tiny Winy %y <i 2 (N2 N ) nombres positifs provisoirement arhitraires
(iyh=1,2,..., N)

Soit II; le nombre des dérivées de cote premiére P (ou, ce qui
revient au méme, d’ordre p;) de la fonction u'. Soit ', ., un
des premiers memhres. Le coefficient IR” de Péquation correspon-
dante sera

Dans la méme ¢écpuation, le coefficient L de uff), 4 sera

i

~ %y
=
t
Zon

]

Nous obtenons un systéme aux dérivées partielles (S') hien défini,
i la valeur numérique prés des constantes %, J, A, v, s. ,
Cherchons 4 satisfaire 4 ce systéme par un systéme de fonctions

wti = Zi Ul( Zl A Ze”‘-z +.o+ Z/L'Tu)v
ofi les 17 désignent des fonctions d’une seule variable
N=fiz+ 5w 4+ 2,2,

On voit immédiatement que 'on a
1

I/'
L e R

v T, ‘_-1.,[&/..t-/.,o...a—},,-,
\ i )
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en désignant par U/+r**"< la dérivée d’ordre A, -+ A, ... +4, de
la fonction U,. :

s devient une certaine expressionen X, U, U, ...

S,::X -+ :IU1'+- :2U2+o- -+ZNUN
L) (LU LU LU

Les équations dont les premiers membres sont des dérivées d’une

fonction déterminée " conduisent toutes ¢ la méme équation

k=N
o= S (B B N ey 2
(1) (U _/2_'( LB ) U

Les N fonctions U doivent satisfaire au systéme des N ¢quations
différentielles ordinaires obtenues en faisant dans la précédente
r=1,2,...,N.

Si le déterminant

P =Ty =1y — 2
T Ly 1—1ly, — Ty
| ——-}.x, ...... . l'-';.xx

est différent de zéro, le systéme précédent définit les U7 comme
fonctions holomorphes de X et des dérivées d'ordre inférieur a p,,
P2 ---y Ps (ou de cote premiére inféricure 4 P) des U,, U, ..., U,
(au voisinage du systéme de valeurs o, 0, ..., 0); il a unc solution
et une seule s’annulant ainsi que ces dérivées pour \ = o. Connais-
sant les valeurs pour X =o0 des dérivées de cote premicre P,
P—+1, ..., P’—-1 des U, ce systéme dérivé P’-—P fois permet
d’avoir la valeur pour X = o des dérivées de cote premiére I”'.
~ Les équations (1) s'écrivent encore

L=\
(2) U= U sy 3 (hint piasy) U+ g

kot

Supposons que les N inégalités suivantes soient vérifiées (au gens

strict)
booN
z "1‘/,‘ ‘:: I
‘.. “’
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Le déterminant D est alors certainement différent de o (voir lemmell).
Les valeurs initiales des U} satisfont au systéme

k=N

(UL)g= 2 20Uy fie

A

La solution de ce systéme est donnée par des formules

f=N .

(l;y" )0': Z '/.ﬁ,,'a,,.,

k=1

oii les 1y, sont positifs (lemme II). Les ¢ étant positifs, on en conclut
que les valeurs initiales des dérivées de cote premiére P des U sont
positives (sens large ).

Je dis qu’il en est de méme des valeurs initiales des dérivées de
cote premiére P’ (P quelconque > P). Admettons qu’il en soit ainsi
pour les dérivées de cote premiére inférieure ou égale & ' — 1.
Dérivons les équations (2) P’ — P fois ; les deuxiémes membres
ohtenus sont des polynomes relativement & X, aux U et a leurs
dérivées; les coefficients de ces polynomes sont tous positifs; d’auntre
part, les coefficients des dérivées de cote premicre P’ sont précisément
les coefficients des dérivées de cote premiére P dans I’équation (2).
Les valeurs initiales des dérivées de cote premiére P’ sont donc
données par un systéme de la forme

P

h=

( l.:/ll srr )up: Z ;.,‘/‘. ( U/{" -t ).. -+ p;.

k=1

o les ¢; désignent des quantités positives (résultats de la substitution
de quantités positives dans des polynomes & coefficients positifs). Ces
valeurs sont donc toutes positives.

Si donc les %, satisfont aux inégalités

k=N

O - .

21.;;,‘41 ({=21,9,..., N),
271

on pourra affirmer que Je systéme §' a une solution 4 coefficients tous
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positifs (sens largc ), la solution

-1 1(-|ll'§"a/o-l' .+£,‘.l‘,‘) (t’:l,'l,...j N).

6. 1° Fixons les valeurs positives (sens strict) des % de maniére

que les N inégalités
k=N

<

Lot

soient vérifiées (au sens strict),

2° Parmi les L’ distinguons les cocfficients des dérivées antérieures
au premier membre correspondant. Pour les systemes d'indices
L,kjo, /., reos el r;,, By eens B, qm leur correspondent, fixons les

quantités £, %,, ..., %,; 7, 2., ..., Z. de maniére que I'on ait

() 2y Zia . Zu>d,
y Zay 2%, 3
(I R R Y
THEPE RN
EACRcl I ‘=

01 encore

Ce choix est possible daprés le lemme (H1) (20i1 ce lemme en
annexe).

3 Soit i Ky %y %y Gy By ey 5, le systéme d’indices cor-
respondant 4 un autre I.’; nous fixerons u.,.,. (positif sens large) de
maniére que I'on ait

Lot Pias 22
1",

4° Fixons encore les z; de maniére que I'on ait

- e
T TEA | B

Ces choix étant faits, les IR’ sont majorants pourles R correspondants;
) ] p
les I’ de premisre espece (2”) sont majorants pour les (I.) correspon-
p 27, ] .
dants, car des que

<t bt
z ceeZlh

D)
r’"
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est majorant pour une fonction, il en est de méme de

Yy em “ . .
1 ,/+{ ,.’zi‘;g:. . ;ﬁu UI/ :.,74’1 . :.,7;,.
e I PRSI
ol o fd ‘ol atld
— s “ B ot 3 “ "3, {5 Zin
! k =i 2 .’2...:_‘”_" ke -/ ‘ ¢ ‘..._'”

I en est de méme pour les L' de deuxi¢me espéce (3°), ¢ condition
que le terme conslant du 1. qui correspond au systéme d'indices &, 4';
Ly Oy ovey %i By Bovevey B, soil infericury en valeur absolue, a

7. C'onclusion. — Nous venons de démontrer aux n® 5 et 6 les
divers points annoncés au n® 4.
Nous en retiendrons particuliérement la conséquence suivante :

« Soit un systéme (C ) satisfaisant aux conditions a, b (voirI1, 3).
Donnons-nous «rbitrairement un systeme de fonctions (holomorphes
autour de ), 2%,..., .)) pour les « fonctions initiales » (dont la forme
est définie par les premiers membres) (I, 16 et 17). Supposons que les
valeurs a P'origine «ui en résultent pour les dérivées susceplibles de
figurer dans les deuxi¢mes membres forment des systémes de valeurs
ordinaires pour ces deuxi¢mes membres. Supposons enfin que le sys-
teme soit completement intégrable (ce dont on s’assurera par le pro-
cédé indiqué aun°® 9, 1I). Il existe un systeme de fonctions holomorphes
autour de .|, 2", ..., #,, et un seul, qui satisfait an systeme (C) etaux
conditions initiales choisies. »

Trois lemmes d’Algébre.

L. (")Sotent A, B,..., C" des quantités positives ou nulles, Suppo-
sons qu’tl existe un systéme de nombres positifs (sens strict) X, Y,
2,U, V, W tels que Uon ait

X:—.AX+PY+C7+I.’
(1 Y= AN =B Y4-C'7Z 4V
[ 7= A'XN =B'Y - C7 \\.

(hy Cf, Riquien, Systeimes, py 360,
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Soient a, b,. .., ¢’ u, ¢,w, des quantités dont les valeurs absolucs
sont respeclivement in férieures (ou égales) a A, B, ...,C", U, V, W,
1° Le systéme d équations en x, y, s :

s rt=ax4+by+cs+u,
y=d&or+byics e

(1

( s=a'z+ Uy + s+
a une solution;

2° llnen a qiune : r, y, z;
3° On a, pour cetle solution, les inégalilis

lz|2X, oy |ZY,  |=]27

Remarquons tout d’abord que, si 'on prouve la premiére des propo-
sitions précédentes, on aura prouvé par la méme que le systéme (1),
ou lesa, b,..., ¢ conservent la méme signification et o0 u, v, w
désignent des nombres quelconques, a une solution et une scule,
autrement ditque « son déterminant » sera différentde zéro. Si, eneffet,
le déterminant des coefficients des inconnues est nul, on sait, d’apreés
la théorie des systémes linéaires, que le systéme (1) (ol a, b,..., ¢’
gardent des valeurs déterminées) n’est possible quesi u, ¢, s sont assu-
jettis a des conditions d'égalité; or I'énoncé n’assujettit u, ¢, w qu’a
des conditions d'inégalité : ces quantités peuvent étre choisies indé-
pendamment l'une de I'autre, de maniére seulement que|«|, [¢],]w |
soient inférieurs a U, V, W, quantités toutes trois essentiellement
positives.

Il nous suffira donc de prouver les propositions 1° et 3°.

Posons :

"'X, =U,
(I - Y, =V,
7, =W;
X, =AN,_+BY,,+C7Z,,+-U _
(ill) SY,=AN WY, +C 7,V (n=2,3....)

L= ANy = B'Y = C T+ W

Montrons que lorsque n tend vers l'infini, X,, Y,, Z, tendent en
croissant (sens large) vers des limites , 4, {; il résultera d’ailleurs de
la et des formules (III) que (%, n, ¥) satisfait au systeme (1).
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1" X,—X,~,,Y,—Y,_,,Z,—Z,_, sont positifs ou nuls. Le fait
est exact pour . = 2, car ces quantités sont alors

AU + BV 4+ COW, AU+ B'V 4+ CW, A"U + B’V + C"W,

D’autre part, les égalités (1V) déduites des équations (I1) écrites
pour les valeurs . et n—1,

‘ Xlz /l~—~l =A ( n~1— x/l-:!) +B (\ll"l - Yn—‘;‘) + C (7‘0'1 - 7’”"‘-’)’
([\) Yn"‘ \II-—I‘—“' l(\llvl_ '\II~2) +”’(\n-—‘l" Y/l—“.') +C’(7‘/l“-l""ll"‘3)7
n - /'n—-l =\ (XI!“I_— -\/1—2) —+ B”( Yn--‘l - \Il—l) i C”(Z/l—‘l - Zu—‘l)

montrent que, s'il est vraipour la valeur n—1 del'indice, il est encore
vrai pour la valeur ». Le fait est général : X,, Y,, Z, ne décroissent
jamais, quand » augmente. )

2° X—X,, Y— \ w 72— 7., sont positifs ou nuls.

Le fait est exact pour n =1, les quantités considérées sont alors

AN+ BY 4 C7Z. NN+ BY 4 C7, A'X 5 B'Y 5 C'7,
D'autre part, les égalités, déduites de (1) et (111),
N—X,=A (X=X, ) =B (Y=Y, ) +~C (£ —7,_,).

Y — Y, =A (X =N ) +B (Y=Y, ) = C(L—7,y).
7 — 7...,, =A’ (/\ - xu-—-x)’*"B'(‘ - \u—l) + (‘”(/"‘ /411—1)

prouvent que s’il est vrai pour la valeur  — 1 de 'indice, il est vrai
pour la valeur . Le fait est général : X, Y, 7, ne dépassent pas
\, Y, Z.

Des remarques précédentes résulte immédiatement la conclusion :
X Y.y Z, tendent (en croissant) vers des limites %, 1, { qui sont au
plus égales respectivement \, Y, Z, et qui, comme X, Y, 7, forment
un systéme de solutions de (1).

I’osons maintenant

(2) ==

(3)

=

=da o, + ’/1—l+( Sp—1 ¢

‘n’ .
Sn = a 1,,51—!-[/ );,—l—r(

!
S = a lu -1 l_,'.)/l~l+l Sy U,
i

3y W

Journ. de Math. (5 sirie), tome 1ML, — Avuée 1y, 18
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Montrons que ’on a
‘ Xy — Ay I i N, — Xn"«h ‘.yu — Vn-1 l .:Yll"‘“u"n ] I R I: "/I el le—l'
Le fait est exact pour # = 2; il se réduit au suivant :

|l@n+betew|ZAU4+BVECW,
[ w0 ¢+ w| AU+BV4 CW,
[ u +- 0" 4+ ¢"w| AU 4- 1BV 4+ C'W,
Mais on a
Ly Ly =@ (Eygeg=— L) + D (Vpmg = Vu—2) + 0 (S — Z4m2),
Yu o Ya—y = ' (g - X)) U (Yt — Yumr) € (Spomt — Fum2))

SaTT Sy :-:,a'l('z'n—’l - (l’,,~.2) -t /’”(.)"w—l - .yu"*z) + ("”(;n-ﬂ — Sy )e
Si donc le fait est exact pour la valeur 2 — 1 de I'indice on a
p

["3/1"‘ Ty l-:'\ (Xey—X,5)+B (Yyoi— Yaze) 4 C Loy — 1)
Iy/l—y" -1 I;f\,(xlt--l'“ xu—z) + B,(Yuwl - Yuwﬁ) +C'(Z,,_, - "u 2),
] Sp T Su—y l-_:"\l'(xrz—l - Xu 2) =+ B”(Yu—l - Y/A-J.') -+ C‘”(Zn—l"'zu-ﬁ )e

Mais ces deuxi¢émes membres de ces inégalités sont égaux, d’apreés
avy,ax,—-X,..,Y,—Y,_,,Z,—~Z,,. Le fait est donc général.

Lasériex, + (#, — ) + «o. + (£, — £, ) + ... cst convergente;;
la valeur absoluc de sa somme est au plus égale i .

Ainsi x,, ¥,, z, tendent vers des limites =, y, = telles que | x| %,
[¥|Z7%, |2]|2%. D'aprés (3), ces limites forment un systéme solution
de(1).

La proposition 1° est donc démontrée.

Comme nous 'avons remarqué au début, il résulte de la que le déter-
minant des coefficients des inconnues dans (1) est différent de zéro,
on voit qu’il en est de méme du déterminant correspondant de (1), en
donnant aux «, b, ... les valeurs A, B, ...; (1) n’a qu’une solution ;
£, 7, { n'estautre que X, Y, Z. :

La proposition est donc entiérement démontrée.

Nous avons obtenu en méme temps un théoréme plus général que
'on peut énoncer de la maniére suivante :

Sotent Ay, des nombres positifs (ou nuls); ay des nombres quel-
conques lels que | a; | SNy
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1" Sile systéme d'inégalitcs
Ao N

) Xi— > AuX;>o,
P

prises aw sens strict, est résoluble en nombres X positifs ('), le déter-
minant du systéme de formes lincaires

LN

B
.'/-,»——z I
¢ ’ 3 /".:l
est différent de séro.
2° Les X désignant un systéme particulier de solutions positives
du systéme (1), appelons Y ; la quantité positiv:

k=N

Xim X AN
!

vides nombres quelconques tels que |y 17N, la solution die systéne

d ‘équal ons
b N
L= Z WAjfp Lf==Yi

k=1
satisfail anz iné gal [es

A
. Nous avons utilisé la proposition suivante :

Soient Ay, n® nombres positifs (ou nuls) tels que Uon ait

hz=n

2;\,~/‘<| (E=1,2....,n).

k=1

Le systeme o ’("//ua/ions enr

k=n
X ——2 A ivTLTYi
h=1

(') On voit immédiatement qn’il n’est pas nécessaire d'njnuler ici « au seqs
s rict »,
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(ot les y sont arbitraires) admel wune solution et une seule: cotie
solution est donnée par les formules

b
€ '-’:Z B,/.-y/..
-1

ot les B sont positifs (ou nuls).
Cette proposilion apparaitra comme un cas particulier d’une pro-
position plus générale.
Considérons le systéme d’équations en i, y, = :
\' r=a x+ b v+ s+ u,
(1) avy:a’m—kl;’y-i—(:’:—{-v,
( s=d' a4+ 0"y 4" 54,

o a, by ..., ¢", uy ¢y w sont des nombres quelconques tels que
fal+ b+l Ja |0+l e+ |0 [+]c"]

soient < 1; soit & le plus grand de ces trois nombres.
Soit ,, y,, 5, un systéme de valeurs initiales quelconque pour
%, y, =. Posons

=T AT S N R S - R S T4
( '2) V= a Ly = I’I,)‘/I--—l I e (n—=2,3....).

" 1
Csy=al, DY, s

On tire de la

Lp— Lpy =@ (L) =~ Ty_y) + b (J’n— L= Vpea) € (S y— Spoa)-
Yu—Yn-1= a (wn—l —Zyg) - v (,}’n~l —.}’nz) + ¢ (50-1— 3u—2).
Sp— Sp—1 = a”(x'/z--l""xu—z) -+ bl’(]’n—l ‘—)'/1»-2) - C”(J,,_w—- Sp-2)

Soit 2, le plus grand des trois nombres
|2~ Zueyl, | ¥n—Vazsl |30 —30= ]
Des égalités précédentes, on tire :
fowm=an | S[lal 4] b1 41180 kdyoae
et deux inégalités analogues pour

',_"n e Vi ‘i l Bu - By |
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d’oti
I ST
Les séries
wys (= o (B )
N -+ (_)',_,-—-“1'1) R (."/:'—' Yn I) T
SiE(5 )5, — 5, ).

sont donc absolument convergentes; soient , y, s leurs sommes,
D’aprés (2), «, y, 5 est solution du systéme (1). Le systéme (1) n’a
d’ailleurs qu’une solution puisque z, ¢, w ne sont assujetlies i aucunc
restriction. Nous avons obtenu [« solution du systéme.

Supposons «, b, ..., ¢ positifs et fixes. Partons du systéme de
valeurs », =0, ¥, =0, 3,= 0; quels que soient «, ¢, w positifs, les
valeurs x,, y,, s, sont positives; les équations (2) montrent en effet
que ce fait est vrai pour # = 2 et que s'il est vrai pour la valear . — 1
de T'indice, il P'est aussi pour la valeur «. Les valcurs ., y, 5 sont
donc positives. En particulier, en faisant v = 1, ¢ = o= 0, on voit
que les coefficients de « dans les expressions de z, ), 5 sont tous
trois positifs; il en est de méme des coefficients de ¢, w.

Nous avons donc obtenu la proposition générale :

Soient ay, rn* nombres quelcongues tels que

L.o-n

~ )

2 Jai ) << (=200 00 0, ),
Lot

le déterminant A du systéme de formes linéaires

k=n

<
& -z @i Ly

k=1

est différent de séro; supposons les «;. réels; le délerminant A étant
une fonction continue des @, et le domaine ol varient les a,, é¢tant
d’un seul tenant, on peut affirmer que A garde un signe constant; ce
signe est d’ailleurs le signe +, qu’il a lorsque les a;;, s’annulent.

Si tous les ay sont de plus positifs, les mineurs & n—~ 1 lignes
ol e 1 colonnes du détcrminant 3 sont cux aussi poditifs (dans
cette derniere phrase, positif doit étre pris au scus large).
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I, Eiant donnés un systéme de monomes quelconques en
Lyy Ly ouny iy €l nombre fin et un nombre positif quelcongue A,
on peul troucer un nomdbre [, et des fonctions de 1, 2, ..oy n— 3
variables /',, 2y ooy Ju—s Lels que si on a & la fois

> fo x> fi(ry), ay > [y (g, 1), veey

Ty > j’u 1(xyy T, "'a'rnvl)'

le rapport de chacun des monomes & lout monome du systéme plus
has que lui est supérieur a A,

La proposition est évidente lorsque # = 1. Admettons-la lorsque le
nombre des variables est égal 4 n -- 1, ct démontrons-la pour .
Considérons le systéme particl formé par tous ceux des monomes

donnés oti exposant de «x, est %; soient £, /1, .... /", le nombre et
les fonctions telles que lesiné¢galités

’l>/’ll T,_'.>fl)"(,7-'l), ey, |> ,, ,(7‘“ ”v""l‘ll-!)

entrainent la conséquence que le rapport de chacun des monomes i tout
monome du systéme particl plus bas que lui soit supéricur 4 A. Cela
¢tantfait pourchacunedesvaleursde 2, appelons 1, leplusgrand des /' ;
/() une fonction plus grande que tous les f(.x,); f(xy, 2,) une
fonction plus grande que tousles £ (x,, .-, 2Dy o5 Suma (40 By ey By
une fonction plus grande que tous les s, (:,, Xy very T,y 4)5
in¢galités
x> [ 23> f10r)y oo T I [y (s ey )

entrainent cetle conséquence : le rapport de chacun des monomes dn
systtme & chacun de ccux, plusbas quelui, oit x, « ie méme cxposant,
est supéricur & A. Exprimons maintenant que le rapport de chaque
monome du syst¢me & tout monome conlenant z, & un exposant
inférieur esl supérieur 4 A; nous obtenons un certain nombre fini
d’ingalités de 1a forme ., > 2 (z,, x,, ..., z,-,); on appellera f,_,(x,,
%4y .ery Z,.,) unc fonction plus grande que tous les 55 fo, /i ooy fu
satisfont & toutes les conditions de I'énoncé.

Corollaire. — Ftant donnés un systéme quelconque de monomes
en ,,,,...,x, cn nombre fini ct un nombre positif A, on peut choisir
pour les z un sysléme de valeurs, toutes ph:s grandes que 1, tel |ue
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le rapport de chacun des monomes 4 chacun des monomes plus has
soit supérieur a A.

Il suffitde choisir pour #, un nombre supérieura 1 et /,, poura, un
nombre supérieur a 1 ct f,(x,’), pour «, un nombre supérieur 4 1 et
Sl 2,), ete. ‘

Le théoreme précédent s'applique encore lorsqu’on entend par
monome une expression de la forme z ) ...z} ot les « sont des
entiers positifs, négatifs ou nuls.

Application. — Considérons un syst¢me de variables et defonctions
auxquelles des cotes ont été attribuées suivant les indications données
au Chapitre II (n°® 4). On peut (') sans changer le classement substi-
tuer aux cotes données des cotes toutes positives; il nous suffira de sup-
poser que les cotes des variables indépendantes sont positives.

Faisons correspondre aux variables et aux fonctions des nomhres

positifs &, %,, ..., 5,5 %), $oyenns Sos & la dérivée uf, , le monome

GinER .. E; adoptons pour ces monomes les termes mémes ( cotes,
classes, etc.) qui ont ¢té adoptés pour les dérivées correspondantes;

considérons, pour fixer les idées, le systéme X des monomes de cote

(") Soieat Dy, Dy, .., Dy les cotes premiéres des fonclions uy, ts, . .., ts.

Ajoutons & chacune des cotes 7imes des variables (2 =, 3, ..., s) un méme
nombre entier a; tel (ue les sommes obtenuessoient toutes positives; ajoutons a
la cote A#me de¢ u;, le nombre 1Dy, a;.

Les résultats obtenus forment un systéme de cotes qui définit le méme classe~
ment que le classement primitif. Les cotes premiéres n’ont paschangé ; consi-
dérons donc deux quantités qui aient mémes cotes premiéres :

o o
Ugyapn,e U5, 5,
On a
I T e ST i L § B e S T T

s

Les cotes 75nes de ces deux «uantités onl augmenté respectlivement de
Dy + (o + 2+ o), Dyay+ (34 Bo+. o4 Ba)ay,

c'est-a-dire de valeurs égales.

11 est d’ailleurs évident qui’en ajoulant un méme nombre a toutes les cotes de
toutes les fonctions, on ne change pas le classement. On pourrait donc sans
changer le classement rendre toules les cotes positives.
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premiére I’ et donnons-nous un nombre positif A; on peut iroucer (")
un systéme de nombres %, ¢, (5> 1) tel que le rapport de chacun
des monomes de X a chacun des monomes anlérieurs du méme
systéme X soil supéricnr ¢ A. ’

Soient C,;, C,;, ..., C,; les cotes 2, 3¢, ..., " de w;(i==1,2, ..., 1);
D.sy Dyry ooy Dy les cotes 29,37, ...,8" de w(h=1,2,...,N) el
soient 0,,0,, ...,0,5 — 1 nouvelles variables.

Posons
s O L By Ly O O,
On aura
':/,;fl ',’d’,. . Eﬁ” - //!::L"‘“1‘141"'11‘:1:"'“- [T //!;‘,'. P o, /j'v’d [ TR - TP R - P P

— NEL e
= 05

en appelant C,, C,, ..., C, les cotes 2¢, 3, ..., ™ de 7, 5%%%., 52,

Lesmonomes du systéme X se répartissent comme on |’a vu en classes.
Nous voyons ici que tous les monomes v.d’une méme classe sont égaux
au méme monome w.en 0,,...,0,, et que de plus un monome 1. est pos-
térieur ou antérieur & g’ suivant que le monome en ) correspondant
a p. est plus haut ou plus bas que le monome en 0 correspondant a 1’
(a condition toutefois de ranger les ) dans 'ordre inverse () des
indices 0,,0,_,, ..., 0,).

On choisira successivement 1, 0,_,, ..., 0, d’aprés les indications du
corollaire précédent. Le rapport de chacun des monomesde X &
chacun des monomes antérieurs du méme systéme sera supérieurd A ;
les ) étant supérieurs & 1 et les cotes des variables indépendantes étant
positives, les £ sont aussi supéricurs & 1 puisque I'on a

- ’j‘j’i O!;?H oo //.‘f:”"

(") Cf. Ruquier, Systémes, p. 253.
(*) Voir la définition (Chapitre I, n» 10).
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CHAPITRE 1V.

EXEMPLES.,

Exewere 1. — Soit le systéme aux dérivées partielles & une fonction
inconnue « de cinq variables indépendantes @y, w,, Ly, L4y Ty Oblenu
en égalant & zéro les expressions

A=piy—pa
B= Prio— Pas
C=ps— Pas J*u )
| gu .
() D= pys— pis (P//. dz;dzy
E= Pse— Pas

F = py,— pys

nous considérons p,,, P,y Piss Pass Pasy Pas cOMme tenant le role de
premiers membres (voir I1, § et 8).

1° Adoptons pour les variables 'ordre «,, ;, z,, z,, z,.

Les variables multiplicatrices sont respectivement :

Pour xyxye oo o... .. e e PRI Xyy Tyy Ly L3y Ty
LI /T 7 S P R R Loy Lyy Ly Iy
L Y £ I o Ly, Tyy Xy
L PP Ty, Tsy T4y Ty
L &y, T, T,
T eeiienes Tay Ty A

Les monomes correspondant aux premiers membres forment un
systéme de monomes complet (I, 8) (relativement au classement i,
L5y T4y Ly, x,). On vérifie, en effet, que les produits de «3, x,»,, }
par x, sont égaux aux produits de x,x, par w,, x,x, par x,, £, &,
par «,. Les identités

Ty, X Ty = X2 X 2y, X} X Xy==x232, X T,
PUIS
N T, X Xy =TTy X X, Ty Ty X Ty3= .03 X L3}

Journ. de Math. (8° série), tome IIl. — Année 1y3o. 19
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enfin -
! .Z‘1Z5>< x;:x,xkx.z‘,;

achévent de prouver que l'on a bien li un systéme de monomes
complet. '

2° Les équations données satisfont & la condition 4 (1, ) sil'on
adopte les cotes suivantes pour les variables «,, «,, ,, ©,, «, :

z, z, z,. xz, Z,.
Cotes premiéres............. 1 1 I 1 1
» secondes.............. 2 I 1 1 0
» troisiémes............. I 0 1 o o

qui donnent le classement suivant pour les dérivées du deuxiéme
ordre :

P2 Pis
Pas P2
Pss Pss P P23 P3s Pis P
Pus P
Pu Pas

(la classe croissant lorsqu’on lit la ligne précédente de gauche &
droite). C’est ainsi que p,, est postérieure & p,,, p,, 4 po,, etc.

3° Le systéme donné est donc un systéme C, (11, 7).

Ce systéme C, est complétement intégrable. Pour le reconnaitre,
nous sommes amené (11, 8) & former les expressions

Dy—A,, ’,— K,
. l‘:,——A,,, ‘,’3’_"\2)
I:I - Bln C:s" A:;-
B,—D,, C,—B,,

oii l'indice 7 désigne la dérivation par rapport & ;.
On constate que ces expressions sont égales identiquement (c’est-i-
dire quelle que soit la fonction «) aux expressions suivantes :

—B,—G,, —D;,—G,,
—C,, “"Dz"‘cu
"A$+ En - E27

B5$ - Fh

ce qui suffit, comme nous I’avons vu (n°® 8), & prouver que le systéme



SYSTEMES D'EQUATIONS AUX DKERIVEES PARTIELLES. 147

proposé a une solution répondant & un systéme de conditions initiales
arbitraires du type méme de celles qui conviennent au systéme obtenu
en égalant 4 zéro les premiers membres seuls

(P1s ™= Pia==P1;== Pi3 = P2 == Prs == 0).

Nous précisons ces conditions dans le paragraphe suivant (4°).

4° Les monomes qui ne font pas partie du module défini par
les M se répartissent en un nombre fini de classes (5t) (voir [, n°9);
chacune de ces classes est engendrée par les produits d’'un monome N
par tous les monomes formés avec certaines variables (variables multi-
plicatrices pour ce monome N); en appliquant la méthode générale
indiquée au n° 9 (I), on ne trouve dansle cas présent aucun 9v,, ni 9%,.
Les 9% sont les produits de :

L]

0 1) (1] o p .
xyxyx! =1 parles monomes en xz,, a;
N | - —_— " .
e, =, » Xgy 4y
Ve, z] = » Tqy T
1L, —dy Loy X
xy 2 = x, » Lyy Ly

On pourra se donner arbitrairement (voir I, n° 15) les valeurs de

u —d—‘i; ﬂ‘- sur Ty —=X,=L,—=0
! 0.2:; ().Z';; ! = ¢ !
et la valeur de
Jdu
Jz—', sur Ly ==, = L= 0,

Le systéme proposé aura une solution et une seule répondant a ces
conditions (démonstration de convergence : III).

5° Considérons maintenant A, B, C, D, E, ¥ comme six fonctions
quelconques de x,, x,, ©,, =, ©, et posons

ca=D,— (A;— B, —C)),
| b =E,— (A, —G,),
¢ =F, —(B,— \,+E,),
d=E;— (D, +B),),
e =F,— (E,—D;—C;j),
f=B— (A, —D,—G,),
g§=0C3—(A; - E,).
\ h=C,— (B; —F,).

(2)
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(Lorsque A, B, C, D, ki, F représentent les expressions (1), a, b, c,
d, e, f, g, hsont nulles )

Lonmdelons le systéme aux dérivées partielles obtenu en égalant
& zéro les expressions «, b, ¢c,d, e, f, g, h; D, E,F ,E;, F,, B, C,, C,
tenant le role de « premiers membres » (If, 5 el 8).

1° Ces premicrs membres forment pour chacune des inconnues un
systeme de monomes comnplet; 2° chaque second membre ne contient
que des «uantités antéricures au premier membre correspondant si
I'on choisit convenablement les cotes des variables et des inconnues
(voir 11, 8); 3° ce systéme est complétement intégrable (11, 10).
On le vérifie, d’ailleurs, par le procédé méme qui a montré qu’il en
était ainsi pour le systéme primitif obtenu en égalant les (1) & zéro :
a, b, e,d, e, f, g, h étant définies par (2), on a, quelles que soient
les fonctions A, B, C, D, E, F, les identités suivantes :

dy=by-+ hy— A, — 4y— Caq,
€1 == C3 +fr.+dz+ as— b,
hy= g+ e; — [.

Si maintenant, on égale 4 zéro les expressions

Ay — (by+ hy— a, — ga— ¢3),
S=e — (¢ + fi+dy+a;— b)),
( why— (g 4+ ey — f3),

A
e
2

(3)

ot a, b, c, d, e, f, g, h représentent non plus les expressions (2),
mais huit fonctions inconnues (uelconques, on obtient un systéme
dont les « premiers membres » d,, ¢,, A, sont relatifs a des inconnues
toutes différentes, chaque équation ne contenant dans son « second
membre » que des dérivées antérieures & son « premier membre » :
le systéme est complétement intégrable; mais on ne peut plus écrire
d’identité comme dans les deux systémes envisagés précédemment;
la chaine (II, 12) est interrompue : on peut dire encore : les trois
expressions (3) sont indépendantes.

Remarque. — En remplagant dans (1) py par le produit z;z,, on
obtient un systéme de formes algébriques; on retrouve par la présente
étude les résultats donnés par M. Hilbert au sujet de ce méme
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systéme de formes (Math. Ann.,t. XXXVI, p. 504). On a, de plus,
ici : 1° un moyen régulier pour former les systémes successifs;
2° une explication du fait que ces divers systémes sont tous du
premier ordre. '

Exewpie II. — Soit le systéme 4 une fonction inconnue u de
n variables indépendantes «,, »,, ..., iz, obtenu en égalant 4 zéro
les n expressions

(') A,"_“. Ilﬁ — ()—f:,
Jdz; Jdx;
ot f est une fonction connue des n variables x,, z,, ..., «,.
1° Les premiers membres Ju i ..., 9 correspondent a un
().Tl d«xg dxn
systeme de monomes complet x,, x,, ..., r,. — 2° Les « seconds
membres » ne contiennent nécessairement que des quantités anté-
rieures aux « premiers ». — 3° Le systéme est complétement inté-

grable. Les « variables multiplicatrices » de A, seront z,, x,, ..., x,;
Aty Zyy Loy evvy £yyy €LC.

Nous supposerons, pour fixer les idées, n = 4. Les identités qui
expriment que le systéme est complétement intégrable s’obtiennent
sous la forme a, = 0, a, = 0, @, = 0, a,= 0, @, = 0, a; = 0, en dési-
gnant par «,, a,, ..., a, les expressions suivantes :

o \N (M9 ,)
d.L‘: ().’L‘z k()(lﬁ dxx )’

(

a,z((ﬁ\.l _.(Z.'CA,) (f)}—’ -—-—— 3);
(
(

()a; 3 (Lf 3

¢Nous gardons & dessein cette forme dissymétrique. )
Considérons maintenant le systéme aux dérivées partielles obtenu
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en égalant les a 4 zéro, les A étant non plus les expressions (1), mais
des fonctions inconnues quelconques. Les identités qui expriment que
le systéme ainsi obtenu est complétement intégrable s’obtiennent sous
la forme &, = 0, ¢, = 0, &, = 0, @, = 0, en désignant par a,, a,, «,, o,
les expressions suivantes :

(9 da, df da, df

H= XA ) (()x, 0z, ﬂ’) + (()r, (),r, a,,) ’
. ()a; ()az ()f r)a,;

%= (().z" 9z, ’) Iz, t).z', a“) + (()x, dr, a,;) ’
o daz df ()a3 (()aﬁ

%= ((—)_.E Jz, ) (().z', l’) + oz, z, as) ’

()a,, ()f da; ()a6 df
§ == a, |— —=—a; )+
oz,  Jdz, oz, 1).2:3 oz,  dr, c,

v Le systéme aux dérivées partielles obtenu en regardant maintenant
les a comme six fonctions inconnues quelconques dans les équaltions
@, =0, %, =0, 4,= 0, &, =0 est encore complétement intégrable.
L'identité unique qui exprime ce fait est

e - el (2 (S )

dz, Jdax, de, Jdz, )z, Jdx, 0x; dxa

Remargques. — 1° On traiterait exactement de la méme maniére le
cas de n variables n > 4.

2° On voit que, dans le présent exemple, il y a effectivement » sys-
témes successifs. (Cf. HiLsert, Math. Ann., 1. XXXVI, p. 505.)

D’ailleurs le systéme d’équations obtenu en égalant a zéro les
dérivées premieres et secondes d’une fonction inconnue répond &
toutes les conditions posées; en le traitant de la méme maniére, on
aura n + 1 systémes successifs.

Exemrere 11I. — Posons :

= pu+(a+a')pi+ aa’ py,
B = p,, + apy; + bp,; + abps,,
C=pas+ (b + b') pss+ b6 pss,

ou a, b, a’, b' sont des fonctions données de z,, x,, , et ol p;

représente la dérivée d’une fonction inconnue «.

iu
dx;dx,,
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Le systéme (p,,, P2, Pa:) €st complet si I'on range les variables
dans l'ordre x,, =,, x,.

Les dérivées p,,, p,,, P22 SONt postérieures aux autres dérivées du
second ordrede u si 'on attribued »,, x,, =, les cotes secondes 1, 1, 0.

Supposons que I'on ait

!’i.{.[;.".‘i-—-o 2!’_4_0.23——-()
Jz, D, Jz, Cdz, T
da ., da _ ob b _

’()—x-;-i-a&—;«oy 3;;-*-’/55;—0.

On a, quelle que soit u(«,, x,, «,), en se bornant aux cas ot 1°ni
ni b n’est une constante, 2° a, b, «', b’, sont des constantes,

OA A ( JoB p ()B)
a =o,

oz, " " 0m;  \ 0z, Jz,
B 0 (9C oc> .
Jz, dzy oz, das) — 7

Le systéme A = o, B =0, C = o0 est « complétement intégrable »;
donnons-nous arbitrairement sur x,=x,=o des valeurs (holo-
Ju
-()-.Z'_,-’
une seule satisfaisant & ces conditions.

Les conditions d’intégrabilité compléte sont réalisées en particulier
quand @ = b = a’= ' = 0; dans ce cas le systéme ne peut par aucun
changement de variables indépendantes étre ramené 4 la « forme
canonique » donnée comme générale par M. Delassus. Les méthodes
présentes n'offrent pas de cas exceptionnels de ce genre.

morphes) pour u, ;;-)if; le systéme a une solution (holomorphe) et
2




