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SYSTÈMES D'ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. (35 

Sur les systèmes dééquations aux dérivées partiellesy 

PAR MAURICE «IΑΛΈΤ. 

FINTRODUCTION. 

1. Dans la théorie générale des systèmes d'équations aux dérivées 
partielles, deux cas peuvent être actuellement considérés comme clas-
siques : 

i° Celui d'un système du premier ordre à une fonction inconnue; 
2° Celui d'un système à autant d'équations que de fonctions 

inconnues d.c la forme de Cauchy et de M'"" Kovalewsky. 

Le système d'équations aux dérivées partielles le plus général est 
susceptible de différentes formes simples : 

Tout système peut se ramener à un système du premier ordre. 
Tout système peut se ramener à un système du deuxième ordre à 

une seule fonction inconnue ('). 
Dans un autre ordre d'idées, on peut remarquer que tout système 

d'équations aux dérivées partielles est équivalent à un système d'équa-
tions aux différentielles totales : la théorie de ces derniers systèmes (2) 
fournirait donc une base d'étude pour celle que nous avons en vue. 

(1) Celte propriélé, plus cacliée que la précédente, a été signalée par 
M. Drach (C. R. Acad. Sc., iHgj, p. 5g8). 

(2) Voir en particulier les travaux de M. Carlan (Ann. Ec. Norm., igoi-
KJO'I) et de M. Goursat (Ann. Toulouse, 1915) auxquels se rattachent ceux de 
M. G. Cerf (C. R. A cad. Sc., 1920). 

Joum, cle Math. (8e série), tome lit. — Année if|Oo. 9 
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Mais si celle méthode éclaire bien des questions posées par la théorie 
des systèmes d'équations aux dérivées partielles, il en est d'autres au 
contraire dont l'étude directe est plus naturelle : citons l'étude des 
systèmes luulaims. 

Dans ce qui suit, nous n'aurons pas à nous servir des remarques qui 
précèdent; nous traiterons directement un système d'équations aux 
dérivées partielles donné sans changer de fonctions inconnues ni de 
variables indépendantes; nous arriverons à une forme canonique entiè-
rement générale où le « degré de généralité » de la solution apparaîtra 
nettement. 

Cette forme canonique générale est due à M. Riquicr, qui a le pre-
mier ('), en 1892, démontré l'existence des solutions d'un système 
différentiel (2) quelconque. 

Elle comprend comme cas particulier la forme canonique adoptée 
par M. Delassus : bien que cette dernière forme ait un grand degré 
de généralité, on doit remarquer qu'il existe des systèmes (:l) auxquels 
elle ne peut s'appliquer môme après un changement de variables. 

*2. Le présent travail a pour objet essentiel l'exposition simple des 
résultats de M. Riquier. Cette exposition nous conduira naturelle-
ment à certains résultats de nature algébrique qui complètent la 
théorie des formes donnée par M. Hilbert ( '). Les développements 
que comporterait cette théorie et leur application à la théorie des 
caractéristiques des systèmes seront réservés pour un autre travail : il 
nousasemblé qu'il y avait lieu d'exposer tout d'abord par une méthode 
nouvelle aussi simple que possible le théorème général relatif à l'exis-
tence des solutions d'un système quelconque. 

Nous commencerons par de& remarques de nature arithmétique : 
les dérivées d'une fonction de /1 variables (ou les coefficients du déve-

(') Voir pour l'historique de la question I1 Encyclopédie des Sciences niathè-
matinues1

 l· 'H ^»1» 'A préface de l'Ouvrage de M. RIQUIUI : Les systèmes 
d'équations aux dérivées partielles (Gauthier- Villars, 1910). 

(2) « formellement «compatible. 
(:t) Ce fait a été signalé par MM. G.iwitber et Robinson ( C. H. Acad, Sc., 

ipid, p. 11/,;). 
(') Malhematische Annalen, 1S90. 
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loppement d'une fonction de n variables en série entière) corres-
pondent aux systèmes constitués par η entiers rangés dans un certain 
ordre; nous avons adopté le langage algébrique : le premier Chapitre 
sera consacré à l'étude des systèmes de « monomes » et en particulier 
des modulas de monomes; nous mettons en évidence la notion de 
système de monomes complet qui est fondamentale pour la suite. 
Lorsqu'un système de monomes est complet, les monomes multiples 
de l'un d'eux (au moins) se répartissent immédiatement en un 
nombre fini de classes de formation simple (I). La classification des 
monomes d'un système complet d'après leur« hauteur» conduit à une 
propriété importante (Tï) qui est utilisée au Chapitre IL Nous en 
indiquons immédiatement l'application à ce que l'on peut appeler le 
« calcul inverse de la dérivation ». 

Le deuxième Chapitre a un caractère algébrique : il est consacré à 
l'élude formelle des systèmes d'équations aux dérivées partielles; 
l'attribution de cotes aux fonctions et variables permet de classer 
d'une manière simple les dérivées des inconnues. Pour les systèmes 
de forme canonique, les deux notions de « système complet » et de 
« classement des dérivées des inconnues au moyen de cotes » per-
mettent la position d'un problème « formel » pour lequel le degré de 
généralité de la solution est nettement en évidence; dans le cas où le 
système proposé est complètement inlégrable, ce problème est équi-
valent au problème que l'on pose en assujettissant les équations du 
système à être simultanément vérifiées quelles que soient les valeurs 
des variables. Nous indiquons un procédé régulier pour reconnaître 
au bout d'un nombre fini d'opérations si un système donné est complè-
tement inlégrable. Nous montrons d'ailleurs que tout système peut se 
ramener par un procédé régulier à une forme canonique complètement 
intégrable. Nous donnons enfin quelques indications sur les consé-
quences que l'on peut tirer de ce qui précède dans la théorie des 
formes algébriques. 

Les méthodes précédentes donnent le moyen de calculer les coeffi-
cients du développement en série d'une solution dont on suppose 
Y existence elVà règularilà, lorsque l'on connaît les conditions initiales 
relatives à çelte solution. Réciproquement, les coefficients calculés 
définissent-ils effectivement une solution? Il suffit, pour démontrer 
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qu'il en est ainsi, de démontrer que les séries obtenues pour la solu-
tion sont converge/des (lorsque les variables diffèrent assez peu de 
certaines valeurs : valeurs initiales). C'est à celte démonstration 
qu'est consacré le troisième Chapitre. Il convient tout d'abord de 
généraliser les résultats indiqués au Chapitre II. Lorsque celte géné-
ralisation est faite, la démonstration devient très simple; nous mettons 
en évidence et nous prouvons à part trois lemmes de nature algébrique 
que nous utilisons. Cette démonstration de convergence n'est pas 
seulement plus simple que celle de M. Riquier; elle est aussi plus 
compréhensive puisqu'elle prouve en même temps les résultats plus 
généraux trouvés ensuite par le même auteur (*). 

Nous terminons en traitant quelques exemples simples : le premier 
illustre à la fois la théorie exposée au premier Chapitre,.celle des sys-
tèmes canoniques de M. Riquier et celle des chaînes de systèmes de 
M. Hilbert; le second est intéressant au point de vue de cette dernière 
théorie; le troisième enfin indique comment se présentent les cas 
singuliers qui échappent aux méthodes de M. Delassus. 

Nous adressons ici l'expression de notre respectueuse gratitude à 
M. Hadamard, qui a orienté le début de nos recherches, et à M. Goursat, 
qui a bien voulu nous encourager de ses précieux conseils. 

CHAPITRE I. 

MODULES DE MONOMES. — THÉORIE GÉNÉRALE ET APPLICATIONS, 

Le mot monome désignera dans ce qui suit une expression de la 
forme χ*{χ**...χ*η où les y. sont des entiers positifs (sens large); 
(x]x^.. ,%l devra être considéré comme un « monome »). 

1, THÉORÈME GÉNÉRAL SUR CERTAINES SUITES DE MONOMES. — Une suite 
de monomes M,, M.,, ... telle que chacun d'eux n'est multiple 

(') Signalés aussi par M. Goursat pour l'équation 

î, !'i 'h >> 0 lorsque ( 

(c étant donnée sur χ — ο et sur γ — ο). 
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d'aucun des precedents ne ρ a ut comprendre qu'un nombre fini de 
termes. 

Dans le cas d'une variable, la proposition se réduit à celle-ci : Une 
suite d'entiers positifs décroissants est finie. 

Admettons la proposition dans le cas de η — ι variables, et démon-
trons-la pour n. Soit Vf, = .x*H le premier monome de la suite 
donnée (S);, dans un des suivants, pris arbitrairement, l'exposant d'une 
des variables au moins, par exemple, est inférieur à l'exposant de 
cette variable dans M,. Appelons (S,·*) la suite des monomes de (S) 
où x-, entre à l'exposant k exactement : (/»* = ο, i, 2, . ..,α,·—1); nous 
obtenons ainsi α, -+- α

2
-κ..+ «„ suites partielles, dont l'ensemble 

renferme (peut-être avec répétition) tous les monomes de (S) qui 
suivent M,. Mais les termes de S//( ne sont autres, au facteur près xk

n 
que des monomes à /1 — 1 variables x.,, #,·+,, ..., x

n
) 

tels que chacun d'eux ne soi t multiple d'aucun des précédents. Chacune 
de ces suites est donc finie et il en est de même de la suite donnée. 

*2. Conséquences diverses. —Il résulte du théorème précédent que 
d'un système quelconque, infini, de monomes, on peut en extraire un 
système fini (M) tel que tout monome du système donné soit multiple 
de l'un, au moins, des monomes (M) : il suffit, en effet, de choisir arbi-
trairement un monome du système donné, M,, puis, parmi les mo-
nomes du système, un monome Ma qui ne soit pas multiple de M,, 
puis parmi les monomes du système qui ne sont multiples ni de M,, 
ni de M

3
, un monome M

;t
, etc.; la suite ainsi obtenue sera finie : tout 

monorne du système donné sera multiple de l'un au moins des inonomes 
ainsi obtenus M,, M2, ..., M,,. 

On peut utiliser la proposition précédente sous différentes formes 
que nous allons indiquer : 

Si l'on considère unesuite infinie de monomes, à partir d'un certain 
rang r, on n'obtient que des multiples des monomes de rang inférieur 
à 

Si l'on considère une suite quelconque de monomes de degrés non 
décroissants, à partir d'un certain degré /?, les monomes de la suite 
sont des multiples de monomes de la suite de degré inférieur à p. 

Une suite de systèmes de monomes contenant chacun des monomes 
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qui ne sont multiples d'aucun de ceux contenus dans les systèmes 
précédents est finie. 

Soit S, So... S/, ... une suite de systèmes de monomes où S/l (
., esL 

constitué par : i° les monomes de S/.; 20 des monomes qui ne sont 
multiples d'aucun monome de S/f ; une telle suite est nécessairement 
finie (' ). 

Si l'on considère une suite de systèmes (2) de monomes 
de degrés /r, k 4-1,..où Ε/H contient tous les monomes de degré /4-1 
multiples des rnonomes de K,· (quel que soit i), dès que i dépasse une 
certaine valeur p, Jne conlient<p/elcsmultiples(dedegréM-i)de E,·. 

5. Modules de monomes. — Nous dirons qu'un système de 
monomes forme un module si tout multiple d'un de ces monomes 
appartient au système. Un module est toujours constitué par les 
multiples d'un nombre fini de monomes. Nous dirons quelquefois 
que ces monomes forment une base pour le module. 

L'ensemble de tous les monomes en œn forme un module. 
Tout ce qui précède comme ce qui suivra s'applique, au langage 

près, aux systèmes de dérivées à*une fonction. 
On pourra dire qu'un système de dérivées de u forme un module 

si toute dérivée de l'une d'elles appartient au système. 
Il sera utile, pour la généralité du langage, de considérer u comme 

une dérieèe (d'ordre zéro). 
Le système formé par la fonction et toutes ses dérivées (d'ordre r: i) 

pourra être considéré comme un module. 

Λ. Structure d'un module, (iénêraiilës. — Lorsqu'il n'y a qu'une 
-lettre, ./;,, un module de monomes se compose simplement des mul-
tiples de i'un <l'eu./;, celui qui entre au plus bas degré dans le module. 
Nous allons montrer comment on peut ramener l'élude d'un module M 
de monomes à u lettres à l'étude d'un certain nombre (fini) de 
modules de monomes à moins de n lettres. Nous aurons donc un 
procédé de récurrence pour faire l'étude d'un module quelconque. 

(') Cet énoncé sera directement utilisé plus loin (II, 12). 
(-) Cf. DEI.ASSIS. Extension du théo/ème de (jciuchy (Annotes de L'Ecole 

i\annate, ity)<i). 
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Parmi les monomes de M, considérons ceux M
0
 qui ne contiennent 

pas ceux M,, VL, M-
y qui contiennent respectivement au 

premier degrc, au second degré, au degré λ. L'ensemble des coef-
ficients de dans ceux qui contiennent au degré λ forme un 
module M>; on obtient ainsi une infinité de modules M'

()
, M',, ..., 

M>, ..., aux 11 — \ variables /Λ,, Quelques-uns de ces 
modules, au début, peuvent ne pas se présenter effectivement; mais 
si M;, existe, , existe également et contient tous le.s- monomes 
de M; (car s iappartient à M), x'

n
 appartient 

à M. Il en est donc ainsi de x\!
Λ£..../;J"x

 f
 et x\<; appartient 

à Par suite, à partir d'un certain rang /. , les modules \Γλ(λ^/ι) 
sont identiques. Pour connaître la constitution du module M à η va-
riables, il suffit de connaître celle des modules M

0
, M,, ..., M* à 

η — ι variables. 
Supposons que l'on connaisse des monomes, en nombre fini, qui 

puissent servir à définir ces modules, c'est-à-dire qui, multipliés (une 
ou plusieurs fois) par ./\, ..., donnent tous leurs monomes. 
Si l'on multiplie (une ou plusieurs fois) par ./;

2
, ..., les 

monomes correspondants de M,,, M,, ..., M*_,,et par ..., x
lt 

les monomes correspondants de MA, on obtient certainement lotis les 
monomes de M; car, un monome de M où x

n
 a un exposant λ < /» 

s'obtient en multipliant un monome de M> par un inonome en 
./;

3
, ..., et un monome de M où x

u
 a un exposant k -f- i(iy. ο) 

s'obtient en multipliant un monome de M/,_+.<· par un monome en 
et par suite un monome de MA par xln et par un 
monome en x21 ..., χa—K. 

». Etude d'un exempte. — Nous allons appliquer le procédé pr é-
cédent à un exemple que nous traiterons complètement et qui nous 
fera pressentir les résultats généraux que nous avons en vue. 

Considérons le module constitué par les multiples de l'un des quatre 
monomes 

uuii' cun s» mue panes rnum¡. 

Les modules (à deux variables x.,) M,,, M,, M',, M', sont définis 
ici par les monomes 

I α:; \ ur] x\ x'1 
x\x\ x\.v\ 
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et les modules M'v, M'.., ... sont identiques au module M'
s

. A chaque 
monome du module donné correspond un et un seul monome d'un 
module M,. 

Pour étudier plus complètement la constitution de chacun de ces 
modules à deux variables, appliquons à chacun d'eux la méthode 
même qui vient de nous servir. 

Il n'y a évidemment pas lieu de l'appliquer à Μ'
β

, M', constitués 
chacun par les multiples d'un seul monome x\. 

Les monomes multiples de l'un des deux monomes 

χ], x\ x\ 

peuvent se grouper d'après l'exposant de x., qui y figure; l'ensemble 
de ceux qui ne contiennent pas ;/;2 sera appelé M'„„; l'ensemble de 
ceux qui contiennent ,χ·

2 au premier, au second degré, ..., au degré λ, 
sera appelé Μ'ί(, M'î0 ..., 

L'ensemble des coefficients de ;/;
2
 dans constituera un module 

à une variable que nous désignerons par M2-
A

. Les modules à une 
variable M"

se
, M",, M'^ sont définis ici par les monomes 

X 11 Χ1 · x\» 

Les modules Mj„ ... sont identiques au module 1VL,. 
De même, en appelant M',·,. l'ensemble de ceux des monomes du 

module qui contiennent x., à l'exposant λ, et le module (à une 
variable constitué par les coefficients de x'^ dans ces monomes, 

MJ,, M,, seront définis par les monomes 

x\. .x'i. 

M".
t
, Mj

4
, ... étant identiques à MJ,. 

Le procédé précédent a mis eri évidence certains monomes M du 
module (') primitif, à savoir : 

x\ χ* χ] *î /rî 
χ; xz x\ 
x\ x\ x\ 

f \ i 
:r\ xt :j: \ 
x\ x*./ \ 

(') La lettre M désigne donc dans ce qui suit les monomes du présent Tableau, 
et non plus, comme au n° 4, le module lui-même. 
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qui suffisent évidemment à définir ce module puisqu'ils contiennent 
tous les monomes dont nous sommes partis, mais qui jouissent de plus 
des propriétés suivantes : 

On obtient tous les monomes du module ou χ.Λ intervient au 
degré «(/ = o, i, 2), et ceux-là seulement, en multipliant tous les 
monomes M où a le degré i par tous les monomes en x.,. 

On obtient tous les monomes du module où intervient à un 
degré

 z
<3 en multipliant tous les monomes M où a le degré 3 par 

tous les monomes en .rn 

On peut aller plus loin, et dire : 
On obtient tous les monomes du module où, x.

( intervenant au 
deuxième degré,.r., intervient au degré j(j=o, 1), et ceux-là seule-
ment, en multipliant le monome M où intervient au degré 2, 
etau degréy, par tous les monomes en . 

On obtient tous les monomes du module où, χ.Λ
 intervenant au 

deuxième degré, x., intervient à un degré :: 2 en multipliant le 
monome M où x.

A
 a le degré 2 et x., le degré 2 par tous les monomes 

en x.,. 

On obtient tous les monomes du module où, xA intervenant à un 
degré r^3, .//

2
 intervient au degré /,(/. = ο, 1), et ceux-là seulement, 

en multipliant le monome M où χ.
Λ

, intervenant au degré 3, x., inter-
vient au degré /.·, par tous les monomes en .r,, 

On obtient tous les monomes du module où, x.. intervenant à un 
degré jr3, x., intervient à un degré >2, en multipliant le monome M, 
où x

:l
 a le degré 3 et x., le degré 2, par tous les monomes en x

xx
 x.,, 

En résumé, on obtient, sans omission ni répétition, tous les monomes 
du module donné en multipliant : 

x\x\x\ par tous les monomes en xx. xt, x%\ 
x\x2x"x » x |, x

:s
 ; 

oc \ x\ » x
t
, x

A
 ; 

x\x\x\ » xx. x2\ 
(M) 

x\x2x\ y. x,; 
X*.r] r, xx ; 
x-.x] >, xx, x2; 
x\ » xx. 

Jcurn. de Muth. (Y série), torne III. — Année uyut. 
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Λ chaque monome M du Tableau précédent, nous faisons ainsi 
« correspondre » certaines variables .x, celles qui se trouvent dans la 
seconde colonne, sur la même ligne que M. 

Faisons, des maintenant, au sujet des monotnes M, les remarques 
suivantes, qui seront généralisées plus loin (') : 

Le produit par d'un monome M (où l'exposant λ de .r
;l
 est infé-

rieur à 3) est identique au produit d'un monome M plus haut que M par 

un monome ne contenant que les variables correspondant à M. 

Le produit par x·, d'un monome M (où l'exposant de.r2
 est inférieur 

à 2 pour ceux qui contiennent χ
Λ
 au deuxième degrc, où il est infé-

rieur à 2 pour ceux qui contiennent x
:i
 au troisième degré) est iden-

tique au produit d'un monome M plus haut que M par un monome ne 

contenant que les variables correspondant à M. 

(>. Suite cle Vélude précédente. Répartition en classes des 
mono mes qui ne font pas partie du module. — Nous avons réparti 
tous les monomes du module défi ri i par les moriornes donnés en uri 
nombre fini de classes saris éléments communs, les monornes de chaque 
classe s'obtenant en multipliant un monome déterminé par tousles 
monomes que l'on peut former avec certaines variables déterminées. 

On peut répartir tous les monornes (je-) qui. ne font pas partie du 
module en un nombre fini de classes de même nature. 

Les monomes (.)ô) qui ne contiennent pas contiennent au degré 
ο, i, 2, ... ou G. Ce sont les monomes en seul, les produits de 
par les monomes en x\,, ..., les produits de.xj par les monomes en x.,. 

Les monomes (dl>) qui contiennent.r
3
 au premier degré sont consti-

tués d'une manière analogue; cç sont les produits de χ,, x
:t
xn ..., 

χ
Ά
χ\, par les monomes en x

2
. 

Les monomes (Dfc)-qui contiennent au deuxième degré se répar-
tissent tout d'abord en trois groupes suivant que l'exposant de x., 
y est ο, ι ou bien égal ou supérieur à 2. Le premier est constitué par 
les seuls monomes a?*, xijx,, ..., x\x[\. Le second par les monomes 

x\x'Ti:i-) ···> x\xyr\. Dans le troisième, l'exposant de x
t
 est 

(') Nous employons les notations M, M pour désigner des monomes M parti-
culiers. 
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nécessairement inférieur à /j; et les diverses classes sont constituées 
par les produits de .xi;./;!;, x\.xi;./:,, χ\Αχ), .χi;.x:;.χ:

(
, par tous les 

m on ο mes en x.,. 
Les moriomes ( x,) qui contiennent a·, à un degré égal ou supérieur 

à \ se répartissent d'abord en trois groupes suivant que l'exposant 
de ./'2 y est ο, i, ou bien égal ou supérieur à ·ι. 

Le premier est constitué par les produits des monomes χ'*, .x'.z,, ..., 
x[x\ par tous les monomes en ;/;

3
. Le second par les produits des 

monomes .xi!, .xij.x^.x,, ..., χ\x.,x\ par tous les monomes en .χ·
:(

. Le 
troisième par les produiLs des monomes x\xl, x\.r\xs

 par tous les 
monomes en .x;i, x,. 

I'm résumé, nous obtenons, sans omission ni répétition, tous les 
monomes Cot) en multipliant : 

I. X,, ..., x'I 
.... l'.X'i 

par tons les monomes en .r,; 

· · ·> A A 
,, c’est-à-d 

par ι ; 

ί\ι 
A A-. -Ί-Ί·*·,, .ιxj,, par tous les monomes en 

.k\Xu ..., x\ r\ 

Α·>·* 'A-ri:ru ♦ ··, A 'iA 
par tous les monomes en x:i; 

A Α·> A Α·" ι par tous les monomes en 

La théorie générale qui suit, préparée par les numéros précédents, 
en est logiquement indépendante ; en particulier, elle ne nécessite pas 
la connaissance du théorème initial. 

7. Systèmes de monomes. Variables tnullipli cal rixes; classes. — 
Considérons un système formé d'un nombre fini de monomes, tous 
différents; nous désignerons l'un quelconque de ces monomes par la 
lettre M. 

Soient xf" l'un d'eux; j un des indices ι, i>, ..., //. On 
examinera si, parmi ceux des rnonomes M où ·χ„ι·χ'«-π · ··? Ο ι figurent 
avec les exposants α

Λ
, α

Λ
_,,..., α

/+ι
 exactement, il y en a où xj figure 

avec un exposant supérieur à a
y

 ; s'il n'y en a pas (et en particulier s'il 
n'y a pas d'autre monome M où ..., xy+, figurent avec les 
exposants a

rt
, a

rt
_,, ..., ay+l), nous dirons que xj est variable multV 
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pllcalrice pour xf,"xftU
{.. ,xfl dans le système des monomes M 

donnés. 
[Dans le cas j = /t, on examinera si, parmi les monomes M, il y en 

a où x
H
 ligure avec un exposant supérieur à α

Λ
; s'il n'y en a pas (et en 

particulier si le monome constitue à lui seul le système 
donné), nous dirons cjuex'« est variablem ulti plica trice pour. 
dans le système des monomes M donnés.| 

De cette définition résulte immédiatement la remarque suivante : 
Considérons ceux des monomes M où ..., X/

t+
, figurent 

avec les exposants α„, αη__,, ..., a/(+., exactement; divisons-les par 
χ*"x*"_i - · 'rfly ; soit Q les quotients ainsi obtenus. Celles des variables 
χ ι, χ.,, ..., xk qui sont inultiplicatrices pour .ζ;*"./;*",'...#*' dans le 
système (M) sont précisément celles des variables a?

a
, xk qui 

sont rnultiplicatrices pour x'^xj;1:,'.. .«·*' dans le système (Q) (aux 
variables χ,, x.,, ..., xh ). 

En particulier, considérons ceux des monomes (M) où x
n
 figure 

avec un exposant donné α
Λ

; divisons-les par soit Q les quotients 
ainsi obtenus; si cr.

n
 n'a pas sa valeur maxima, les variables mullipU-

calvlces de x%*Λ**!,1., .χ*' dans le système (M) sont précisément les 
variables inultiplicatrices de x*n_

x
x.. ,x*1 dans le système (Q) (aux 

variables x
n

 x.>, ..., Si a
ft
 a sa valeur maxima, les variables 

rnultiplicatrices de dans le système (M) sont : i.° x
H

\ 
•2° les variables rnultiplicatrices de ./;*!,· dans le système (Q) 
(aux variablesx.,, ..., 

Soit un monome M particulier; faisons le produit de M par un 
quelconque des monomes que l'on peut former avec ses variables 
rnultiplicatrices; les produits ainsi obtenus (en y comprenant M lui-
même = M χ i) formeront la classe (on) correspondant à M dans le 
système donné (si M n'admet pas de variable mulliplicatrice, la 
classe on se réduit à M lui-même). Nous définissons ainsi autant de 
classes qu'il y a de monomes M. 

Deux classes dljfêrenles ri ont aucun élément commun. — La 
proposition est vraie lorsque les M sont des « monomes » à une seule 
variable ; en effet, en désignant par a le plus grand des exposants 
da xt, tout monome M, sauf x*, constitue à lui seul sa classe, et la 
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classe de x" est constituée par tous les monomes ://'*A ou λ^ο. Admet-
tons que la proposition soit vraie pour tout système de monomes à 
τι — 1 variables ./;,, ;/;.,..., ; montrons qu'elle est vraie pour tout 
système de monomes M à η variables χ,, ./;., .. 

Considérons deux monomes Oit,, oit. obtenus en multipliant deux 
monomes M différents, M,, M., respectivement par un certain nombre 
de leurs variables multiplica trices. Si M,, M. ont des degrés différents 
en x

H
, ./;

ft
 n'est multiplicalrice que pour l'un d'eux au plus; si x

a
 n'est 

multiplicatrice ni pour l'un ni pour l'autre, oit,, oit. ont respectivement 
les mêmes degrés en ./·„ que M,, M. ; si x

n
 est multiplicalrice pour M, 

et non pour M., le degré en de oit, est supérieur (et non égal) au 
degré en ./;„ de Oit., oit, et Oit. sont donc certainement différents. Si 
M,, M. ont marna degré λ en ,/;„, considérons ceux des M où x

a
 figure 

avec l'exposant λ; soient Q leurs quotients par ./;';. Supposons λ < a, 
maximum des degrés de ./;„ dans les M; les variables multiplicatrices 
de M,, M. dans le système M sont les mêmes que les variables multi-
plicatrices des monomes correspondants Q,, Q. dans le système Q 
aux variables , ./;.,..., ; les monomes oit,, Olt

2
 ne diffèrent que 

par le facteur./;'; des monomes correspondants ^,, provenant de 

Qn Qaî étant différents, oit,, oit. sont différents. Supposons 
que M,, M. aient tous deux pour degré en ./;„ le degré maximum de x

n 

dans les M, a ; les variables multiplicatrices de M,, M
a
 dans le 

système M sont : i° 20 les variables multiplicatrices des monomes 
correspondants (

v
),, (). dans le système Q (aux variables./;,, .x*2, ..., 

Si Oit,, oit. ont été obtenus en multipliant M,, M. par des 
monomes de degrés (en x

n
) différents, ils sont certainement différents; 

s'ils ont été obtenus en multipliant M,, M. par des monomes de même 
degré α en x,

n
 ils ne diffèrent que par le facteur .//// '' de deux monomes 

provenant de Q, 0
2
 dans le système Q ; étant différents, 

Oil,, oit. sont différents. 

Systèmes complets. Condition nécessaire et suffisante pour 
qiéuii système soit complet. — Les monomes oit font partie du module 
défini par les M. Nous allons donner une condition nécessaire et suffi-
sante pour que l'ensemble des monomes Oit coïncide avec l'ensemble 
des monomes du module M, autrement dit pour que tout multiple 
d'un M fasse partie d'une classe Oit. 
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Multiplions un monoine M quelconque par une quelconque de ses 
variables non multiplicalrices; il est nécessaire que tous les produits 
ainsi obtenus fassent partie des an. Je dis que cette condition est 
suffisante. 

Si le produit d'un monome M quelconque par une quelconque de 
ses variables non multiplicalrices est contenu dans les (DR ), tout 
multiple d'un M est contenu dans les (DR). 

La proposition est vraie lorsque les M sont des monoincs à une 
variable Supposons que le produit parde tout M où y;, n'a pas 
son exposant maximum a fasse partie d'une classe ;)R ; il en résulte que 
si x\ (ou L'ia —- ι) figure parmi les M, x'f figure aussi parmi les M 
(puisque les seuls OR qui ne soient pas des M ont des exposants supé-
rieurs a a); si b est le minimum des exposants de dans les M, x'f\ 

xf "sont des monomes M ; tout monome de degré supé-
rieur ou égal à b fait donc partie d'une classe OR. 

Admettons que la proposition soit vraie pour tout système de 
monomes à η — 1 valuables , χ.,, .. , ; montrons qu'elle est vraie 
pour tout système de monomes M à u variables χ.,, ..x

a
. 

Considérons ceux des monomes M donnés où a un exposant 
déterminé 7. : M, et leurs quotients par x'

n
 Q> ; celles des variables 

qui sontmultiplicatricespour un (') des monomesM> 
dans le système donné (M) sont précisément celles de ces variables 
qui sont mulliplicatrices pour son quotient par x'

u
 dans le système des 

Q> ; toute classe DR> contient donc les produits par x'
n
 des monomes 

•p. de la classe correspondant à ce quotient Q> dans le système des 

Q>. Si le produit d'un M> quelconque par une a?
3î

 non 

rnultiplicalrice pour cet M> fait partie d'une classe DR>., on voit que 

le produit de Q>. = par une xt, x2, non multiplicatrice 

pour ce 0> dans le système des Q, fait partie d'une classe ; 
d'après la proposition admise, il en résulte que le produit d'un 0> 
quelconque par un monome quelconque en x

n
 x.

2f
 ..fait partie 

(') \ous emploierons souvent dans ce qui suit la notation M, ou M, pour 

désigner un monoine M particulier ; la notation DR., DR/ pour désigner une 
classe DR particulière, etc. 
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d'une classe ^ ; donc le produit d'un M·, quelconque par un 
monome quelconque en .χ·

2
, x

n
fait partie d'une classe OÏL}. 

Remarquons que le produit par un monome quelconque cn.x',, x
2

, ..., 
x

n
^ de tout monome 01V où l'exposant de x„ n'est pas supérieur à sa 

valeur maxima dans les (M) fait partie d'une classe (OIL); car Je 
monome OÏL considéré est le produit d'un M par un monome où 
peuvent figurer , x.,, ..., ,, mais non 

Admettons que le produit de tout monome M par tout monome 
dont le degré en x

n
 est ρ fasse partie des (OÏL) ; nous allons démontrer 

qu'il en est encore ainsi lorsque ce degré est ρ 4-1. 
Le produit d'un M par un monome de degré ρ -h ι en ./·„ peut, 

d'après l'hypothèse, être considéré comme le produit d'un (OÏL) 

par __ 
Si le degré en ./·„ du monome OÏL considéré, OIL, est inférieur à a, 

maximum du degré de x
n
 dans les (M), ce monome OIL fait partie 

d'une classe où x
n
 n'est pas variable multiplicalrice; soit M lernonorne 

auquel correspond celle classe ; ./;
a

!VI est un OÏL de degré (en x„) au plus 
égal à a \ donc x^oiL, qui est égal au produit de œ„M. par un monome 
ne renfermant pas./;„, est encore un OÏL (remarque faite plus haut). Si 
le degré en œ

n
 du monome OIL est supérieur ou égal à «, OÏL fait partie 

d'une classe où est variable multiplicalrice, A·,,OIL fait partie de la 
même classe. 

Ce qui précède suffit à prouver que le produit de tout monome du 
système par un monome quelconque en xt,x.,,..x

a
 fait partie d'une 

classe OÏL. 

Si tous les produits obtenus en multipliant un quelconque des 
monornes M par une quelconque de ses variables non multiplicalrices 
font partie des (OIL), nous dirons que le système (M) est complet. 
Nous venons de démontrer que : 

Lorsqu'un, système. de /nouantes (M) est complet, (oui multiple 
d'un M appartient à une classe (OÏL) et à une seule (propriété 1 ). 

Tous les monornes du module défini par les VI se trouvent répartis 
en un nombre fini de classes sans éléments communs, les monornes 
de chaque classe s'oblerianl en multipliant un monome déterminé par 
tous les monornes que l'on peut former avec certaines variables déter-
minées. 
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9. Procédé régulier pour obtenir un système complet base d'un 
module donné. — Soit M(l) un système quelconque de monomes 

donnés; si M(,) est incomplet, formons le produit d'un monome M'", 
par une quelconque de ses variables non multiplicatrices ; adjoignons 
aux MUI ceux de ces produits qui ne font pas partie des 3lc'n. Soit 
M121 le système ainsi formé; si ce système M21 est incomplet, opérons 
sur lui comme nous avons opéré sur M"1, ... et ainsi de suite. 

Je dis que cette série d'opérations ne pourra se prolonger indéfini-
ment : autrement dit, au bout d'un'nombre fini d'opérations on 
obtiendra un système complet. 

Nous démontrerons une proposition un peu plus générale. Soient 
M"1, Ρ deux systèmes quelconques de monomes donnés en nombre 

fini; formons le produit d'un monome M"1 par une quelconque de 
ses variables non mullipl.icalri.ces dans M"'. Adjoignons au système 
M' " : i" tous ceux de ces produits qui. ne font pas partie des 
(.classes des M'1! dans le système M"'); 2° ceux des monomes Ρ qui 
ne font pas partie des 3H·"'. Soient A(P) cette opération, et M'2' le 
système ainsi obtenu. Effectuons sur M121 l'opération A(P); soit Ml3> le 
système obtenu Cette série d'opérations « ne pourra se prolonger 
indéfiniment » ('), ou, plus correctement : 

Il existe un nombre entier Κ tel que : i° M1" est diffère ni de M' 1 

quand ii: K; 2° M1" est identique à MlK lorsque if Iv. 

La proposition est presque évidente pour les systèmes de monomes 
à une variable. Chaque système M", Ρ est défini par le système des 
exposants de χ

K
 qui y entrent. Soit a l'exposant maximum dans M'1', 

c'est aussi l'exposant maximum dans M'21, M:i, .... Soit b l'exposant 

(') Il peut se faire que tous les Ρ fassent partie des Oit'11, mais qu'ils ne fassent 
plus tous partie des 3IL 2'. Prenons pour monomes M 1 les deux rnonomes xfx

z
x

h 

x\x\ et pour monome Ρ xlxlx^, Ρ est le produit de x\.v.
l
x

x
 par la variable 

multiplica tri ce x.z. 
Le système i\l·2 est ici constitué par x\x\, x\x

z
x

u
 x\x\ dont les variables 

mulliplicatrices sont respectivement (χ·
λ

, x
z

. Χγ), (.Î
3

, J?,), (x,, Ρ ne fait 
partie d'aucune classe OIL 2. 

Si tous les Ρ font partie des 3IL(1) et. si M"1 est un système compte/, Mf2) est 
identique à M 1, tous les Ρ font partie des 311/2 qui ne sont autres que les OIL" . 
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minimum dans (VI1, P); c'est l'exposant minimum dans M'4', donc 
dans r.VI ", V) et, par suite, dans M% M1, — Si M" est identique 
à M1, M est identique à VIh quel que soit i. Supposons Modifièrent 
de VI1 ; VIM ', M", ... sont caractérisés chacun par un système 
d'entiers compris entre h (sens large ), chacun de ces systèmes com-
prenant le précédent; il y a au plus a — b systèmes .Vl"1, M'", ... 
di iï'é rents. 

Admettons la proposition dans le cas des systèmes à η — ι variables 
et dérriontrons-la pour des systèmes quelconques (M'', P) à η variables 
Dans cette démonstration, nous appellerons, pour 
abréger, degré d'un monorrie, son degré en 

Soit h le minimum des degrés des M', on peut supposer (') qu'il 
n'y a pas de monorrie Ρ dont le degré soit inférieur à b. Le minimum 
des degrés de M" est b quel que soit i. 

Soit a le maximum des degrés des (M P). 
L'opération h(V) n'introduit aucun rnonorne dont le degré soit 

supérieur a a. Le maximum des degrés des (M", P)esl toujours a quel 
que soit i. Dans le système M ' considérons les monomes M ' de degré 
b -+- h. (h — ο, i, 2, ..., a — A); soient Qj;+h

 les quotients par a^+/' 
des M 

Soient de même les quotients des Ρ de degré b-h b par 
.rJ+/'(A = ο, r, 2, ..., a — b ). (Pour certaines valeurs de A, il peut se 
faire qu'il n'y ait pas de Γ),',Λ ou de 11/,./,.) 

Les monomes de degré b que l'opération A( P) adjoint à M11 sont : 
i° ceux des produits des xh„i)l par leurs variables non mulliplicatrices 
(prises parmi les /;,, ./:

3
, ..., x

a
 ,), qui ne font pas partie des classes 

des ,/:*Q,) ; i>° ceux des xh„\\f, qui ne font pas parLie de ces classes. Par 
suite, s'obtient en effectuant surQ,,1 l'opération Α(Η

Λ
)(Λ— I varia-

bles;/;,, ./;
2
, ..., Au bout d'un nombre fini d'opérations A(P), 

on pourra affirmer : i° le système est complet; 2° tout R^ fait 
partie d'une classe Soit M10 le premier système obtenu qui jouisse 
de cette propriété. 

(') Car si, en général, b est le minimum des degrés des (M ", P), b est le 
minimum desdegrés des M -, et l'on opérera sur M 2 comme on opère dans le texte 
pour M 

Journ. de Math, (S» série), tome 111. — Année 1921» II 
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Envisageons maintenant parmi les systèmes M"' et suivants un 
système Μ,λ ayant les propriétés suivantes (I) : 

QJ/ est complet; tout monome R* fait partie des *>}/·; 
QJ,+, est complet; tout monome RA-M et tout monome Qj,' fait partie 

des ; 
; 

QJ/+). est complet; tout monome I{
/MA

 et tout monorrie Q),+>._i fait 
partie des φ/+>.. 

(Remarquons que Q}/- contient effectivement des monomes puisqu'il 
est identique au système QJ,°; des propriétés que l'on vient d'énoncer, 
il résulte que QJi_„ Q^

2
, ..., Q/Â-â contiennent effectivement des 

monomes. ) 
Nous supposerons de plus (il ) que : 
Ou bien (ire hypothèse) M" ne contient pas de monome de degré 

supérieur à b -+- λ et Ρ contient au moins un monome n'appartenant 
pas aux ait,1' ; 

Ou bien (2° hypothèse) M" contient eiiectivement un monome au 
moins de degré supérieur à b-f-Λ, et l'opération A(R/;+-

a+1
, Q },+>.) 

effectuée sur Q }/+>.+, lui adjoint effectivement un inonome au moins. 
Si l'on excluait l'une et l'autre de ces hypothèses, il faudrait sup-

poser, ou bien que l'opération A(P) effectuée sur M" reproduit ce 
système, et la propriété à démontrer se trouverait vérifiéed'elle-même, 
ou bien que le système M1' a les propriétés (I) jusqu'à la valeur λ -H ι 
de l'indice : dans ce cas, on substituera -+-1 à λ dans l'énoncé de 
ces propriétés; on raisonnera à nouveau de même sur le système M"1 

envisagé, appelé cette fois M,(A+"; λ ne pouvant en tout cas dépasser 
a — A, ce mode de raisonnement ne pourra s'employer qu'un nombre 
limité de fois et, ou bien la propriété à démontrer sera vérifiée d'elle-
même, ou bien on aura l'une ou l'autre des propriétés supposées (II). 

Dans la première hypothèse, d'après les propriétés de M", les 
monomes introduits par l'opération A(P) sont de degrés supérieurs 
a h -f- Λ. , 

Dans la seconde, l'opération A(P) effectuée une ou plusieurs fois 
sur M" donne des systèmes M /λ tels que < )(', Q^,, ..., Q'/,V

A
 soient 

ideritiq nés à Ο)/', Q)/;,, ..., Oj^ ; 
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tuant sur ce système l'opération ACR/(+>
i+l

, QJ/+).). Au bout d'un nombre 
fini d'opérations, sera identique à QL>+); autrement dit, on 
obtiendra un système possédant les mêmes propriétés (I) que le 
système primitif, λ étant remplacé par λ -π ι. 

Dans l'une et l'autre hypothèse, on sera ramené à un système de la 
même forme que celui d'où l'on est parti (1), où soit λ, soit le degré 
maximum des M a augmenté d'une unité (au moins). 

Mais on ne peut faire qu'un nombre fini de pas de l'une quelconque 
des deux sortes que nous venons de décrire, puisque le degré maximum 
des M ne peut dépasser «, et que λ ne peut dépasser a — h. 

Autrement dit, au bout d'un nombre fini d'opérations, on obtiendra 
un système M identique au précédent. 

El uni donné an système de rno nomes quelconqueVi, nous sommes 
en possession d'un procédé régulier, pour obtenir un système complet 
définissant le même module; et par suite pour répartir tous les mo-
nômes du module défini par les M en un nombre fini de classes sans 
éléments communs, les monomes de chaque classe s'obtenant en mul-
tipliant un monoine déterminé par tous les monomes que l'on peut 
former avec certaines variables déterminées. 

10. Hauteur d'un monome. Théorème faisant intervenir celle 
notion. — Revenons à un système de monomes M différents quel-
conques. Posons la définition suivante : M = ... a?*' est dit 
plus haut ou plus has que M' = xfétfê-i · · suivant que la première 
des différences α

η
 — α'„, α

Λ
_, — 0L

n
_
t
, ..., α, — a', qui ne s'annule pas est 

positive ou négative (1 ) ; la classe (3d) est plus haute ou plus basse que 
la classe (OR/) suivant que M est plus haut ou plus bas que M'. 

Montrons que : 

Le produit d'un monome dé une classe ;)|L par une variable non 

mullipUcatri.ee pour le monome M auquel correspond (s1 il appar-
tient à une classe ;)R. ) ne peut appartenir qu'à une classe plus haute 
que art (et non pas à la même ou à une classe plus basse). 

(') Il est bien connu que cette définition est légitime : û M est plus haut 
que M', et M' plus haut que M', M est plus haut que \1". 
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La proposition est évidente dans le cas de monomes à une variable. 
Admettons-la pour les monomes à h -\ variables et dcmonlrons-la 
pour les monomes à //, variables. 

Considérons le produit d'un monorne arc de la classe de M par une 

variable x-
t
 non multiplicatrice (dans le système M) pour le monorne M. 

Si / = η, la proposition est évidente puisque d'une part l'exposant de x
u 

dans le produit considéré est supérieur à l'exposant λ de ./;„dans M, et 
que d'autre part les an provenantde M et des monomes plus bas sont 
au plus de degré λ en xn. Supposons i φ η et soit λ le degré en du 
monorne considéré M) ; λ peut être ici inférieur ou égal à a exposant 
maximum de x

n
 dans les (M). 

Si λ φ a, Μχ a mêmes variables inultiplicatrices dans (M) que son 
quotient Q> par x'

n
 dans le système (Q>.) (quotients par de tous 

les M qui contiennent :c
n
 à l'exposant λ). Le produit considéré 

dont le degré en x
n
 est λ < a ne peut provenir que d'une classe corres-

pondant à un M de degré λ en .y;„; il ne peut donc faire partie d'une 
classe Dit. qu'en étant le produit par x'

n
 d'un monome d'une classe <£>.du 

système Q>,; il n'en est ainsi que si le produit £ fait partie d'une 
classe ; mais d'après le théorème admis dans le cas de // — ι variables, 
cette classe est alors plus haute que la classe oïl.), correspondante 
est donc aussi plus haute que on. 

Si λ = a, soit a + a' le degré en x
u
 du monome ;)il consi-

déré («'^o), monome dont il provient a pour variables inultiplica-

trices, outre x
/n

 celles qui sonL inultiplicatrices pour son quotient Qrt 

par xa

n
 dans le système des (Qrt) (quotients par de tous les M qui 

contiennent x„ k l'exposant a)\ Le produit x,DIL considéré, dont le 
degré en x

n
 est ^ rt, ne peut provenir que d'une classe correspondant à 

un M de degré a en x
n

\ il ne peut donc faire partie d'une classe ;>IL 

qu'en étant le produit par x'f"' d'un monome d'une classe du sys-

tème Q
e

; il n'en est ainsi que si le produit ^ fait partie d'une classe 
mais d'après le théorème admis dans le cas de η — ι variables, celte 

classe ^ est alors plus haute que et la classe on,, correspondante est 
plus haute que an. 
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Si le système lYÎ est complet, on pourra affirmer : 

Tout produit d'un, m ο no rue d,' une classe ;)|L par une variable non 
irudliplu-.a.lriee pour le monome M auquel elle correspond fail 
par-lie d'une classe arc plus haute que ;)ic (propriété II). 

On démontrera d'une manière analogue la proposition suivante, que 
nous n'utiliserons pas : 

Le produit d'un monome M d'un système complet par une variable 

non multiplicatrice de M, est égal au produit d'un M par des 
variables rnultiplicatrices de cet M, d'indices inférieurs à i. 

On peut d'ailleurs énoncer une réciproqucquipermettraitdedonner 
une nouvelle définition des systèmes complets : 

Si le produit de tout monome M d'un système par une variable non 
multiplicatrice pour ce monome, est égal au produit d'un M par des 
variables d'indices inférieurs à /, le système M est complet. 

11. Remarques diverses. — Dans tout système de monomes M, il 
existe un monome, et un seul, dont les variables rnultiplicatrices 
sont, χ.,, x

n
 ; le monome M le plus haut. 

Un système de monomes peut êlre complet pour un classement 
déterminé des variables et ne pas l'être pour un autre classement. 

Un système de monomes du premier ordre est toujours complet 
quel que soit le classement adopté; il suffit de montrer qu'un système 
composé d'un certain nombre des variables./;,,..., x

n
 seules, est 

complet pour le classement particulier donné j;
n

 x.,, ..., x
n

. 
En se reportant à la définition, on voit que : 
Les variables rnultiplicatrices d'un monome xt du système sont : 

i° tous les xk oit h*2 i\ 2° parmi les xk où k > i ceux qui ne figurent pas 
dans le système donné. 

La classe correspondant à chaque monome x
L
 a donc une définition 

très simple. 
Montrons que tout multiple m d'un monome du système appartient 

à une de ces classes. 
Parmi les variables que contient m figure au moins un des 

monomes donnés; soit h le plus grand des indices des variables de 
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celte espèce; xh admet pour variables multiplicatrices toutes les 
variables qui figurent dans le rnonorne donné, car ce monoine ne con-
tient pas de variables d'indice supérieur à h figurant dans le système. 

Soit M un système de monomes; MA, M/,,.,, M
rt
 les monomes M 

répartis d'après leur degré en b, b-\-i, QA, QA+1, Q„ les 
quotients des MA, M^, .M

rt
 respectivement par x"

n
. 

De la définition même d'un système complet, résulte l'énoncé sui-
vant : 

« Pour que le système M soit complet, il faut et il suffit que les sys-
tèmes Q

A
, 0

AM
, Q

rt
(à/z — r variables) soient complets et que tout 

monome Q
e
(//5c< a) fasse partie d'une classe Qc+\- » 

Montrons que le système formé par tous les monomes d'ordre (')ρ 
en Λ·,, .. .,,.x

n
 est complet. Admettons la proposition dans le 

cas de // — ι variables. Soient M les monomes d'ordre ρ aux 
η variables x.2, ..,, x„. 

Qo> Qi> ·· ·» Q/J sont précisément tous les monomes d'ordre /;, 
ρ — ι, ..., oen/q, ..., « î ils sont complets et louti

v
)/(o

<ï </>) 
fait partie du module Q,·.,, et est par suite contenu dans une 
classe ,. 

Adoptons la définition des mots plus haul et plus bas donnée au 
n° 10. 

Le système constitué par tous les monomes d'ordre ρ étant complet 
possède la propriété ÏI. Kn particulier : 

Le produit d'un monome d'ordre ρ par une variable non multi-
plicalrice pour lui est égal au produit d'un monome d'ordre ρ plus 
haul par une variable multiplicatrice pour ce dernier. 

i'J. Eluda du système des monomes d'ordre p(p assez grand) 
qui foui partie d'un module donné. — Considérons un système de 
monornes complet M (n° 8). Soit ρ un entier supérieur ou égal à 
l'ordre maximum des M. 

Formons les monomes Ρ d'ordre ρ de chacune des classes Oïl. Ces 
monomes Ρ s'obtiennent en multipliant un monome M déterminé 

(') Le moi ordre est équivalent aux mots degré total. 
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d'ordre p\~p par tous les monomes p. d'ordre p — /?<, en x-
it

, .x, » · · -j 
x

ik
 (χν, .χ·, , ....v

ik
 étant les variables multiplicatrices de M). 

Ces monornes u. forment un système complet, à condition que 
l'on y considère comme seules variables .xv, ..., x,

k
 : chacun 

d'eux a, de ce point de vue, certaines variables multiplicatrices; on 
les considérera par définition comme les variables multiplicatrices du 
monome Ρ correspondant. Les produits d'un Ρ par tous les monomes 
que l'on peut former avec ses variables multiplicatrices constitueront 
la sous-classe de P. La définition des mots plus haut et plus bas (10) 
étant appliquée aux monomes p., Ρ, = ρ, M sera dit plus haut ou plus 
bas quePa— p

2
M suivant que p., sera plus haut ou plus bas que 

D'autre part, si deux monomes Ρ, P'proviennent de deux monomes 
différents M, M', P sera dit plus haut ou plus basque P', suivant 
que M sera plus haut ou plus has que M'. 

I/. Tout muhi.pl·' (Vordre .supérieur ou égal à p d"1 un monome M 
appartient à une sous-clus.se et à une seul··. 

lin effet, tout multiple d'un M appartient à une classe et à une 
seule; et tout monome d'ordre supérieur ou égal à ρ d'une classe DXU 
appartient à une sous-classe et à une seule. 

II'. Le pi 'oduil d'un monome P quelconque par une variable non 

mufti plica tri.ee pour lui est égal au produit d'un monome P plus 

haut que. P par une variable multiplicalri.ee pour P. 

Si la variable non mulliplicatrice pour P est une des variables χ·
(

, 
, ..., x

lk
 multiplicatrices pour le M d'où provient P, la propo-

sition résulte immédiatement de la remarque faite à la fin du n° 11. 

Si c'est une variable non multiplicatrice pour le M d'où pro-

vient P, le produit considéré sera, d'après la propriété II, égal à 

un :)1L provenant d'un M plus haut que M ; ce on, étant d'ordre /? H— I, 
sera le produit par une variable multiplicatrice d'un P provenant de M. 

Considérons maintenant le système S formé par tous les mo-
nomes (OIL) d'ordre inférieur ou égal à p\ gardons la définition pré-
cédente pour les variables multiplicatrices des monomes d'ordre p. 
Par définition, un monome 31L d'ordre inférieur à p n'aura aucune 
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variable mulliplicalrice; il constituera à lui seul sa sous-classe. On 
pourra dire, pour l'ensemble des sous-classes correspondant aux 
monomes de S : 

I". Tout multiple d'u/t mouome M appartient à une. sou.s-clas.se 
et à une seule. 

Considérons le produit d'un ;)iv d'ordre p
{
 inférieur à ρ par une 

quelconque des variables x
n

 x.
n
 ..., x

t
g c'est un τ, car le sys-

tème (M) est complet; il est d'ordre p
t
 -b i, inférieur ou égal à p. 

Étant donnés deux monomes de S, d'ordres différents, le inoriome 
du plus grand ordre sera dit le plus haut. Rapprochons cette défini-
tion de celles que nous avons posées pour les P. Nous obtenons la 
proposition : 

il". fjC produit d'un mono me .on quelconque d'ordre inférieur on 

égal à ρ par une variable non mulliplicalrice de τ est égal à un, 

monome DK> plus haut que TL, OU au produit d'un mouome NIL plus 

haul que .ore par une variable mulliplicalrice (1 ) de Te. 

15. Monomes complémentaires. Application aux modules. — 
L'étude qui suit a pour objet final de classer les monomes qui ne fout 
pas partie d'un, module donné. 

Considérons tout d'abord un système quelconque de monomes M 
(complet ou non). Soit χ*

Λ
_

(
 une des variables (i. = ο, ι, ..η — τ). 

QHe système des monomes obtenus en remplaçant M 

par l'unité dans les monomes M; Q® est l'unique monome ι (-). 
Chacun des monomes xf/x*" /.. de (f a pour variables 

muItiplicatrices dans Q(/ précisément celles des variables .r„_,, 

x
n

~i
+i

 qui sont multiplicatrices dans le système M pour un moriorne 
de ce système où x

n
, .x „_<·+, ont les exposants a„, ..., 

α(d'après la définition des variables multiplicatrices, il est inutile 
de spécifier ce monome d'une manière plus complète). 

(') Les mots « variable multipliealiice » ont dans cet énoncé le sens qui a 
été précisé pour les monomes de S. 

(2) On pourrait appeler Q "' le système M lui-même. 
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Considérons un quelconque des monomes (Q) : 

( ) —— nr'tti 1 Ύ&Η- /·' 1 

Considérons l'ensemble des exposants de x
n

_i dans ceux des mo-
nomes M où x

n
, x

n
„n ..., XV-,+ 1 ont 'es exposants α

Λ
, αη-,·-Η ; 

soit fi un entier positif ou nul n'appartenant pas à cet ensemble et infé-
rieur au plus grand des nombres qui le composent. 

Posons 
Ν -— ύ1 .ι·»· ι Ύ'ΐ* 

Nous appellerons variables muiliplicalrices de Ν : ι° les va-
riables χ.,, '■>" celles des variables a 
qui sont multiplicatrices pour l'un des M où x

M
 x„_

{
, xn-n-\ 

entrent aux degrés α„, α,,.,, ..., αet classe (χ) correspondant 
à Ν l'ensemble de tous les monomes obtenus en faisant le produit 
de Ν par un monome quelconque formé avec ses variables multipli-
catrices. 

(Les Ν correspondant à i = o s'obtiennent en donnant à x
a
 les 

divers exposants qui ne figurent pas comme exposant de x
n
 dans 

les M et sont inférieurs au plus grand de ces exposants; les variables 
multiplicatrices d'un tel Ν sont.r,, x.,, ..., 

Les monomes Ν seront appelés monomes complémentaires des 
monomes M. On en verra plus loin la raison. 

Pour former tous les Ν où x
n
 a un exposant donné a.,

n
 considérons 

tous les M où x
n
 a cet exposant; appelons M' les quotients de ces M 

par soient N' les monomes en χ·,, χ
2

, ..., x
u

_
K
 complémentaires 

des M'; les Ν cherchés sont les produits des N' par x*n. Les variables 
multiplicatrices d'un N sont celles du monome N' correspondant, 
auxquelles on adjoint x

n
 dans le cas où σ.

η
 est le plus grand des expo-

sants de x
u
 dans les M donnés. 

Deux classes différentes X n'ont aucun élément commun. 

Soient y, y' les valeurs de l'indice i auxquelles correspondent les 
deux monomes N qui définissent les classes considérées (/5/v). 

Si ces deux monomes N
y

, N
y
 correspondent à un même système de 

valeurs des exposants α„, α
Λ

..
η
 ..., a/t y+.n 'es exposants de x

n
_.j y sont 

différents, l'exposant de x
n

^i dans tout x provenant de Ny est le même, 
Journ. cle Math. (K« série), louic III. — Année ι 
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β, que clans Ν,·; l'exposant de dans un X provenant de Ν y ne peut 
être différent de l'exposant de χ·Λ-> dans Ν y que si/>/et s'il est 
supérieur au maximum des exposants de dans ceux des monomes 
M où x

n1
 x

n
-

{
, ..xVi-y-H ont les exposants 

· · ., SC/I— y ι ι)» 

nombre lui-même supérieur k β. 
Si les deux monomes Ν,·, Ν y correspondent à des systèmes diffé-

rents des exposants : (α
Λ

, α
β
.
η
 ..., α„ «, ..., les 

résultats obtenus en remplaçant xn~j-\> x\ Par l'unité dans 
deux monomes X provenant respectivement de Sj, Ν y peuvent être 
considérés comme deux monomes ^ de deux classes différentes du 
système Q/y) : ces résultats seront donc différents, et les deux mo-
nomes X seront a fortiori différents. 

On démontre de la même manière que : 

Une classe X et une classe ;)IL ri ont aucun élément commun. 

Cette proposition peut d'ailleurs être regardée comme une exten-
sion de la précédente en considérant le monome M comme un mo-
nome N„. 

Nous allons maintenant démontrer la proposition suivante : 

Un monome quelconque appartient à une classe 

X,( I~O, Ι, .... Η — Ι) 

ou à une classe on (d'après ce qui précède, il n'appartient d'ailleurs 
qu'à une seule de ces classes). On pourra encore dire : 

Un monome quelconque appartient à une classe dLfi = ο, ι,..., ri) 
et à une seule. 

La proposition est évidente dans le cas d'un système M à une 
variable. Admettons-la pour η — r variables et démontrons-la pour n. 

Soit X = x'é'x'f l - -. x'i un monome quelconque. Si λ„ est inférieur au 
maximum a des exposants de x

n
 dans les M et ne figure pas parmi ces 

exposants, X est évidemment un x
0

. Supposons que λ
Λ
 soit inférieur 

à a et figure parmi les exposants de dans les M; soit M' les quo-
tients par x'

t
[' des monomes M où x

n
 a l'exposant λ,M orU, X' les classes 
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à ri — 1 variables que définit le système des monomes M'; X';L fait 
partie d'une de ces classes OÏL' ou ox,' provenant d'un M' ou N' particu-

lier; ou est un des monoincs M ou .\ ayant mêmes 

variables multiplicatrices que M', IN'; \ fait donc partie de la 

classe OÏL, ou ox, correspondante. 
Supposons que A

n
 soit supérieur ou égala a \ soient M'les quotients 

par xa

a
 des monomes M ou x

n
 a l'exposant a\ ore, 0X/ les classes à η — ι 

variables que définit le système des monomes M/; xf;... .rj' fait partie 
d'une de ces classes ore' ou yC provenant d'un M'ou M' particulier; 

ou est un des monoines M ou .λ ayant pour variables mul-
tiplicatrices : 1" celles de \Γ ou N'; 20 x

n
. X fait donc partie de la 

classe OÏL, OU 0X> correspondante. 
La proposition précédente justifie le nom de monomes complémen-

taires donnéauxN. 
Dans le cas où le système M est complet, les monomes ox» ne sont 

autres que les monomes qui ne font pas partie du module défini par 
les M, puisque les OIL sont précisément les monomes de ce module. 

Puisque nous avons un procédé régulier pour obtenir une base 
complète du module défini par un système M quelconque, nous 
avons par là même un procédé régulier pour répartir les monomes 
qui ne font pas partie, d'un, module en un nombre fini de classes 
sans éléments communs, chaque classe étant toujours constituée par 
les produits d'un monome par tous les monomes formés avec cer-
taines variables déterminées. 

14. Nombre des monomes d'ordre ρ qui font partie dé un modale 
donné. — Considérons un système quelconque de monomes M (com-
plet ou non). Soit p

0
 l'ordre maximum de ces monomes. Les mo-

nomes Ν sont au plus de l'ordre p0 — 1. Soit ρ un entier quelconque 
supérieur ou égal à /;„; le nombre des monomes OÏL d'ordre ρ et le 
nombre des monomes ox, d'ordre ρ sont des polynômes en /;. 

On sait en effet que le nombre des monomes, à ζ variables* 
d'ordre β, est égal au polynome en β : 

Γ(α"}- 1 . 2 . . . ( Z I ) 

Soit a l'ordre d'un des monomes M, le nombre des monomes oïl 
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d'ordre ρ de sa classe est, en appelant α le nombre des variables mul-

tiplicatrices de M, 
l (a, p — n)\ 

c'est donc un polynome en p\ le nombre des monomes ;)IL d'ordre ρ 
est la somme d'un nombre fini de polynômes enp \ c'est aussi un poly-
nôme. il en est de même pour le nombre des monomes d'ordre p. 

D'ailleurs la somme des nombres des monomes ore etdesrnonomes dl 
d'ordre ρ est le polynome en ρ 

Γ(Λ. p). 

Retenons de ce qui précède la conséquence suivante : 
Le nombre des monomes d'ordre ρ qui ne font pas partie d'un mo-

dule donné est un polynome en ρ dès que j> est assez grand. 

i<>. Remarques sur te développement en série de Taylor. — 
Considérons un développement complet en série de Taylor. 

Supposons, pour simplifier l'écriture, que les valeurs initiales des 
variables soient toutes nulles. 

Croupons ensemble tous les termes renfermant un irionome déter-
miné : ... x%* et le produit de ce monome par tous ceux qu'on 
peut former avec certaines variables déterminées x,

n
 choisies parmi 

les xh variables que nous pouvons appeler variables mulliplicalrices 
du monome les autres variables xb étant non muhipb-
eatriees. 

La portion de développement en série ainsi obtenue constitue une 
nouvelle fonction Y). 

Considérons, d'autre part, la fonction des χ : V(#„
f
, x

a
j ..., x„

h
) 

qu'on obtient en annulant tous* les xb dans l'expression de la dérivée 

<)χ'\* ()χ*·> . . . (Jxf,n 

Je dis que U(ÎT,, X
2
, . .., χ

Λ
) est égal au résultat obtenu en inté-

grant V : «, fois par rapport à χ, ; a
2
 fois par rapport à ... ; 

αΛ fois par rapport à xa, en ayant soin, à chaque quadrature, de 
prendre zéro comme constante d'intégration ('). 

(1 ) Intégrer une fois par rapport à xi, en prenant zéro comme constante d'in-

tégration, un monome M oit χ ι a l'exposant λ, c'est former le monome . ·> 
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Lorsqu'on effectue, sur un monorae χ';; ... x'^ la dérivation 

**")*?/' si ^'4' · · · "'«β» Pas mulliple de ... **·, le 

résultat est identiquement nul. . 
Si x^x'.·... x'^ est le produit de //;*'.χ·*;.. . ./;*/ par un monorne qui 

contienne au moins une des variables xhy le résultat contient cette 
variable en facteur. Il en résulte que, pourobtenir la fonction V, on 
peut se borner à opérer sur la portion U du développement de //. 

Soit 

(«",->■)· · · · r 'fry?,,) *//, · · · «/'* a, a. 3„ r„ rh 

un terme quelconque du développement de U. On a identiquement 

(i) à*>+*ri-'+x· Γ .. xl"x'Xx'%.. ..X%\ Ι ^ 

Les r/;A ne figurent plus dans ce terme. On peut écrire 

^Α,-Ι-Α,+ ...Ί *„( 

On voit d'autre part comment on peut passer du développement 
de V au développement de U. Il suffit de faire exactement les opéra-
tions qui permettent de passer du deuxième membre de l'égalité Ci) 
au terme entre crochets dans son premier membre. Ce qui justifie 
la règle énoncée plus haut (U = F

a a X
 V). Les développements 

sont convergents en même temps. Ainsi, la connaissance de la 
fonction V est èquixalculc à celle de la fonction L. 

Nous savons donc résoudre le problème suivant : 
Supposons les variables ..., x

n
 réparties d'une manière 

quelconque en deux groupes 

·-£<■/,» X tt
r
 · · · ·; ,J/</, » Xh,y X · · · ι X/n — ^)> 

donnons-nous un système d'entiers α,, a
2

, ..., a
rt
 (positifs ou nuls) et 

une fonction x,,., ..x
(lh

). Trouver toutes les fonctions a telles 
que l'on ait, sur la multiplicité x,

ti
 = x

bi
 = ... = xH — o, 

ùxï <)x\>... Oxl* ' * · ' x"h)" 
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La portion U du développement de a sera entièrement connue : 

I j — ι •/'n11 · · ·> 

Les coefficients de tous les termes qui ne font pas partie de U seront 
arbitraires (assujettis seulement à rendre convergent le développement 
total). 

Application,. — Uonnons-nous un système quelconque de mo-
nômes M en nombre fini. 

Nous avons réparti tous les monomes en un nombre fini de classes 
;)lt, X, sans éléments communs; chacune de ce.? classes étant engen-
drée par tous les produits d'un rnonome déterminé par tous les mo-
nomes formés avec certaines variables déterminées. Λ une telle répar-
tition correspond une répartition parfaitement définie des termes 
d'une série de Taylor en un nombre fini de fonctions dont les dévelop-
pements en série n'ont aucun élément commun, chacun de ces déve-
loppements contenant tous les monomes d'une classe. 

Soient un quelconque des Ν ; .... ses variables 
rnultiplicatrices; x,,

t)
 .xy, . . ., x

hk
 les autres variables. Donnons-nous 

arbitrairemen t la valeur de . „ . „ r—=- sur xu ~=... = = o. 

La donnée arbitraire de toutes ces fonctions que nous supposons déve-
loppables en séries convergentes, et que pour abréger nous désignons 
par N(.^„), entraîne la connaissance de toutes les portions de dévelop-
pement où entrent les monomes (x). 

testerait pour déterminer complètement la fonction u développable 
en série convergente à définir les coefficients correspondant aux (3Ίΐ) 
en ayant soin que le développement total obtenu soit convergent. 

Soient xf... x*» un quelconque des M ; x
(l
\, x

u
·^ ..., x

u
>k, ses 

variables rnultiplicatrices; .xy,, .. ., Xt/k. les autres variables. Si l'on 

se donne la valeur de ·
 α g

, r-^r pour x
h
\ = ,xy

2
 = ... = x

b
'
h

, = ο 

(développable en série entière convergente), M(.zy), la fonction u sera 
entièrement définie et développable en série entière convergente dans 
|c domaine même où le sont l'ensemble des fonctions précédentes 
NO«), M(x

a
'). 
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16. Calcul inverse de la dérivation. Position du problème. — Pro-
posons-nous de trouver les fonctions u de u variables dont certaines 
dérivées D (en nombre fini) d'ordres partiels donnés soient égales à 
des fonctions données des η variables Une dérivée quel-
conque d'une D sera une fonction connue des//variables. Considérons 
en particulier celles des dérivées des D que l'on doit adjoindre aux L) 
pour obtenir un système complet : utilisons (') pour leur calcul les 
dérivations mêmes qui ont été indiquées (n° 9); les dérivées D, de ce 
système complet sont des fonctions connues bien déterminées des 
variables x

n
 r-

2
, Ce problème proposé est donc équivalent à 

un problème de même énoncé, où l'on suppose déplus que les dérivées 
d'ordres partiels donnés forment un système complet. 

C'est cette nouvelle forme d'énoncé que nous adopterons. 
Nous poserons aussi le même problème sous une autre forme : 
Soit ρ un entier supérieur ou égal à l'ordre maximum du système 

complet D,. Considérons toutes les dérivées des D, dont l'ordre ne 
dépasse pas ρ : utilisons (' ) pour leur calcul les variables « multipli-
catrices » mêmes qui les définissent à partir des U,, et adjoignons les 
nouvelles conditions obtenues aux conditions relativesaux D, ; on voit 
que le problème proposé est équivalent à un problème de même 
énoncé, où l'on suppose de plus que les dérivées d'ordres partiels 
donnés sont les dérivées d'ordre inférieur ou égal â ρ d'un système 
complet (p désignant un entier supérieur ou égal à l'ordre maximum 
des dérivées qui constituent ce système complet). 

17. Ε lade du problème precedent (première forme). — Considérons 
un système formé d'un nombre fini de dérivées d'une même inconnue, 
le système des monomes correspondants étant complet. 

Considérons maintenant le système d'équations aux dérivées par-
tielles obtenu en égalant respectivement ces dérivées à des fonctions 
donnéesDu = f. 

(l) .\ous indiquons ce mode de calcul uniquement pour avoir un procédé de 
formation bien déterminé : on pourra, en fait, opérer plus librement, en s'as-
treignant seulement à calculer une seule expression pour chacune des dérivées D, 
que l'on veut faire ligurer aux premiers membres. 
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Pour que ce système soit possible, il est nécessaire que les fonctions/ 
satisfassent identiquement aux relations différentielles correspondant 
aux relations (II) (n° 10). 

Parmi les relations (II) considérons celles ( II), qui expriment que 
le produit d'un monome M par una variable qui n'est pas multiplica-
trice pour lui appartient à une classe plus haute. 

Nous allons montrer que les relations différentielles (II),, en nombre 
fini ('), suffisent pour que le problème soit possible, et nous indique-
rons, lorsqu'elles sont vérifiées, le degréde généralité de la solution 
du système. 

Dans chacun des deuxièmes membres des équations données, annu-
lons toutes les variables qui ne sont pas multiplicatrices pourle monome 
correspondant au premier membre. Nous obtenons ainsi la valeur de 
chacune des fonctions M(:/;

rt
') (voir numéro précédent). 

Choisissons arbitrairement les fonctions N(.r„) correspondant au 
système complémentaire des premiers membres. 

Je dis que la fonction u bien déterminée, que l'on peuL former 
à l'aide des fonctions M et N, satisfait au système des équations 
données. 

Chaque expression Ou — / est nulle lorsque les variables non mul-
tiplicaLrices correspondant à D sont nulles; nous allons montrer 
que D u—/est nulle partout. La proposition est exacte d'elle-même 
pour la plus haute des expressions D// — / puisque, pour celte expres-
sion, toutes les variables sont multiplicatrices. Montrons que si elle est 
exacte pour les/r plus hautes, elle l'est aussi pour les/»-f-1 plus hautes. 

Remarquons que les expressions Ou — /satisfont aux mêmes rela-
tions (II), que les fonctions correspondantes /'. Lcrivons les relations 
où figure au premier membre la (le -f- i)"',nc (çn comptant à partir du 
haut) des expressions D u — /. 

Les seconds membres sont nuls partout (propriété II, n° 10), donc, 
les dérivées premières de la(/i 4-1 )'1'®''expression Dîz— / par rapport 
à ses variables non multiplicatrices sont identiquement nulles. D u — f 
est donc indépendante de ses var iables non multiplicatrices, et comme 
elle est nulle dès que ces variables le sont, elle est nulle partout. 

(') Réalisées en particulier si toutes les f sont nulles. 
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Exemple : 
/>22.1 —/· 
P> 1 λ — η > 
h, 
/'V 22 = Κ, 

in [V' ~~ 0x\ Ox'·'; 0x\ p-\X— 
P-m— 
ρ-, οι — η 
P'AW— S-

Pour que ce système soit possible, il faut et il suffit que l'on ait 

Os Or Oin d1 h 01 Ο1 χ Oh 02f 

Ont 0ί 0'λ h Oh t Οχ Or J 

Une solution est parfaitement déterminée par la donnée des fonctions 
suivantes : 

Ou Or'rt 
lôJC **" 0^·. 

pour x{ — x:t — o, 
Ou 
~07 ' "" " " " " 

0tu 
•R' 

pour X) .rr — o. 

.... .... 
Voir le Tableau ( N), (6). 

18. ΕHuln du même problème (deuxième forme). — Considérons 
maintenant le système obtenu en égalant à certaines fonctions données/" 
toutes les dérivées d'ordre inférieur ou égal à ρ d'un système complet 
(ρ désignant un entier supérieur ou égal à l'ordre maximum des 
dérivées de ce système complet). 

Pour que ce système soit possible, il est nécessaire que les fonctions f 
satisfassent identiquement aux relations différentielles correspondant 
aux relations (II)" (voir n" i«). Ces relations en nombre fini suffisent 
pour que le problème soit possible. 

La démonstration est entièrement analogue à la précédente. 
Les fonctions arbitraires sont précisément les mêmes que pour le 

système complet dont le système actuel est dérivé. 
Journ. de Math. (S* série), tome ILL — Vnnéc 19'ίο. 
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Le.s· relations auxquelles doivent satisfaire les f sont ici toutes du 
premier ordre. 

CHAPITRE 11. 

SYSTÈMES D'ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTI ELLES. — ÉTUDE FORMELLE. 

SYSTÈMES COMPLÈTEMENT IN'TÉORARLES. 

j. Nous aurons à envisager dans ce qui suit des équations au sens 
algébrique du mot et des équations aux dérivées partielles. 

Afin de simplifier le langage, nous les supposerons linéaires; mais 
tout ce que nous dirons pourra s'étendre à des équations quelconques, 
sous réserve des conditions de régularité habituelles. 

Les « combinaisons » d'équations que nous considérerons seront 
toujours des combinaisons linéaires homogènes (résultats obtenus en 
additionnant ces équations membre à membre après les avoir éven-
tuellement multipliées par des fonctions des variables indépendantes). 

Nous étudierons certaines formes canoniques de « systèmes d'équa-
tions aux dérivées partielles » pour lesquelles nous pourrons préciser 
les « conditions initiales », que l'on peut se donner arbitrairementpour 
déterminer une solution et une seule. Il ne s'agira dans cette étude, 
comme l'exige la généralité du problème, que de fonctions dévelop-
pables en série de Taylor. 

Nous montrons d'ailleurs que l'on peut ramener un système quel-
conque à une forme canonique. 

Les « conditions initiales » détermineront certaines portions de 
développements en série des fonctions inconnues, et par suite certains 
coefficients de ces développements. Le système donné et les équations 
que l'on peut en déduire par dérivations permettent de déduire des 
« conditions initiales » par résolutions successives d'équations ordi-
naires, tous les autres coefficients des développements cherchés. 

On conçoit donc qu'il soit utile de classer les divers coefficients des 
deux sortes, qui ne sont autres, à des facteurs numériques près, que les 
valeurs en un point des dérivées des fonctions inconnues; pour sirn-
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plifier le langage, nous supposerons souvent que ce point est l'origine 
des coordonnées (0, o, ..o). 

'2. Quelques résultais simples relatifs aux systèmes (Féquations 
ordinaires. — Au sujet des équations ordinaires, rappelons les pro-
priétés suivantes : 

imaginons une infinité dénombrable d'inconnues (y)', et supposons 
que l'on ait défini une répartition de ces inconnues en une suite linéaire 
de classes C,, C2,..CA,..chacune des C ne contenant qu'un nombre 
fini des inconnues y. Si y, y' appartiennent à deux classes différentes, 
UA> C/,,, y sera dit antérieur ou postérieur à y' suivant que k est infé-
rieur ou supérieur à k'. 

Considérons une équation en {y), résolue par rapport à l'une des y, 
et telle que l'inconnue qui figure au premier membre soit postérieure 
à toutes les inconnues qui figurent au deuxième. 

Considérons maintenant un système fini (E) d'équations dont cha-
cune possède les propriétés précédentes, les premiers membres étant 
tous différents. 

a. Un tel système (E) est formé d'équations indépendantes (son 
rang est égal au nombre des équations qui y figurent). Jl est équivalent 
à un système (F/) dont les premiers membres sont respectivement les 
mêmes que ceux de E, sont postérieurs à toutes les inconnues du 
second membre correspondant, et de plus ne figurent dans aucun des 

seconds membres. Les (E') sont des combinaisons des (E)('). 
f>. Soit maintenant une équation quelconque e ; on peut ajouter 

à e une combinaison des équations (E) de manière que l'équation 
obtenue e, ne renferme plus aucun des premiers membres de (E) (2). 

En particulier, e, peut ne renfermer aucune des inconnues y et se 

(' ) On pourra par exemple montrer que si.la proposition est exacte, lorsque 
les premiers membres appartiennent à des classes d'indice inférieur ou égal à k, 
elle l'est encore lorsque les premiers membres appartiennent à des classes d'in-
dice inférieur ou égal à k -+■ 1. Étant vraie pour k — 1, elle est générale. 

(2) On voit immédiatement que l'on peut faire disparaître dans <; chacun des 
premiers membres de E en ajoutant l'équation K' correspondant à ce premier 
membre, multipliée préalablement par un facteur convenable; or les E' sont des 
combinaisons des E. 
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réduire à la forme a = ο, a étant une constante. Si cette constante est 
différente de zéro, le système (E, e) est impossible. Si elle est nulle, 
le système (E,<?) est équivalent au système (E). 

5. Application. — Les inconnues (y) seront les valeurs en un 
point d'une fonction u de // variables et de toutes ses dérivées. Siy,y' 
sont deux dérivées d'ordres différents p,p',y sera dite antérieure ou 
postérieure à y' suivant que ρ est inférieur ou supérieur à ρ'. Si y

9
y 

sont de même ordre, désignons par a,, a
a

, a„; a',, a
2

. .... a'„ les 
ordres de dérivation par rapport aux diverses variables,y sera dite 
postérieure ou antérieure à y suivant qufe la première des différences 
α

Λ
 — oc„_, — y.-,, ..a, —a', qui n'est pas nulle est positive ou 

négative; chaque classe C ne contient ici qu'une seule variable. 
Considérons maintenant une équation aux dérivées partielles en a, 

(A), résolue par rapport à une dérivée Du et ne contenant dans son 
second membre que des dérivées antérieures à celle qui figure au pre-
mier membre; il en est de même de l'équation qu'on obtient en déri-
vant une fois l'équation donnée, par rapport à une quelconque des 
variables ./·/; ce fait devient évident dès que l'on a fait la remarque 
suivante: soienty,y deux dérivées de même ordre; pour reconnaître 

si y est antérieur ou postérieur ky' d'une part, ou si ()-~· est antérieur 

ou postérieur à -y~ d'autre part, on a à former les mêmes différences 

{voir d'ailleurs plus loin n° 4). La propriété est encore vraie pour une 
dérivée d'ordre quelconque de l'équation donnée. 

Adjoignons à l'équation donnée toutes les équations dérivées jusqu'à 
un certain ordre. 

On peut appliquer à ce système (E.) (où l'on considère les dérivées 
de u comme autant d'« inconnues ») les propositions α, $ que nous 
avons indiquées plus haut : 

i° On pourra le remplacer par un système équivalent ayant respec-
tivement pour premiers membres Ou et ses dérivées, et oùlesseconds 
membres ne comprendront ni D u ni aucune de ses dérivées. 

Prenons pour conditions initiales les conditions initiales mêmes que 
nous avons prises dans l'étude de l'équation DM =o; nous nous 
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donnons arbitrairement un certain nombre fini de fonctions (déve-
loppables), d'où résulte la connaissance en un point de toutes les 
dérivées autres que DM OU ses dérivées. Elles permettent, d'après ce 
qui précède, de déterminer entièrement la valeur en ce point de DM et 
de ses dérivées et par suite de construire un développement en série 
parfaitement déterminé pour la fonction M. 

L'équation a au plus une solution développable satisfaisant aux 
conditions initiales spécifiées. Nous ne pourrons affirmer qu'elle en a 
effectivement une que si nous pouvons démontrer la convergence du 
développement en série obtenu. Admettons provisoirement que cette 
convergence soit établie. 

2° Donnons-nous d'autre part une équation aux dérivées partielles 
quelconque (a); soit ρ son ordre. Formons le système des équa-
tions (E) déduites de (A) que nous venons de considérer au présent 
paragraphe (i°) en ayant soin de conduire les dérivations de manière à 
obtenir dans les premiers membres toutes les dérivées de DM d'ordre 
total inférieur ou égal à ρ ; et appliquons la remarque β au 
système CE, c) où (e) est l'équation (a), considérée comme une équa-
tion ordinaire par rapport aux diverses dérivées qui y entrent. 

L'équation P.
S
 obtenue peut être considérée comme une équation 

aux dérivées partielles d'ordre ^p, conséquence du système (E, e) [et 
par suite du système A, a |, où ne figurent plus ni D ni ses dérivées. 
Seules peuvent figurer les autres dérivées de u d'ordre si quel-
qu'une y figure effectivement, les « conditions initiales relatives à D » 
ne pourront plus être prises arbitrairement (*); sie< ne contient aucune 
dérivée de M, le système (E, e) sera impossible ou équivalent (algé-
briquement) au système E; dans ce dernier cas, e sera une combi-
naison des E. 

Nous pourrons donc dire : 

« Pour que la solution du système (A, a) dépende des mêmes 
fonctions arbitraires (2), que la solution de l'équation A, il faut et il 
suffit que a soit une combinaison homogène des dérivées de A dont 
l'ordre (en u) est inférieur ou égal à celui de a. » 

(') Voir plus loin (7). 
(*) Cette expression se trouve précisée par le texte. 
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Remarque. ~ Remarquons le rôle essentiel joué dans ce qui pré-
cède parla propriété suivante du classement adopté : suivant que y 

est antérieur ou postérieur a y', est antérieur ou postérieur à 

Cette propriété appartient à tout classement où la question de savoir 
si y est antérieure ou postérieure à y' peut être tranchée par la seule 
connaissance des différences α„ - α^, a„

 Λ
 — a„ a, — a',. 

D'après cela, on pourrait être tenté de modifier légèrement la 
convention que nous venons de faire pour classer les dérivées. 

Soient y, y' deux dérivées d'ordres quelconques ; convenons de 
dire que y est postérieur ou antérieur à y', suivant que y est plus haut 
ou plus bas que y' (voir I, n° 10). Tout ce qui précède subsiste. Mais 
nous verrons qu'avec la première convention faite, la convergence de 
nos développements est assurée; elle ne l'est plus avec la nouvelle. 

Un exemple bien connu de ce fait est donné par l'équation 

il n'existe pas toujours une solution (développable en série entière) 
de cette équation prenant pour χ., = ο une valeur (développable en 
série entière) donnée. 

C'est pour cette raison que, dans tous les classements que nous 
allons définir, si deux dérivées y, y' d'une môme fonction sont 
d'ordres différents ρ, ρ', y sera dite antérieure ou postérieure à y 
suivant que ρ est inférieur ou supérieur à ρ'. On verra au numéro 
suivant la convention générale que nous adopterons lorsqu'il s'agira 
de plusieurs fonctions inconnues, convention qui comprendra la pré-
cédente comme cas particulier. 

4. Cotes. Classement clés dérivées. — Attachons à chacune des 
variables indépendantes et

%
 des fonctions inconnues, s nombres 

entiers (') qui seront appelés cote première, seconde, ..., Xl,,,l,e, ..., 
çi.mo de la variable ou de la fonction inconnue considérée. Appelons 
cote Xième d'une dérivée d'une fonction inconnue, d'ordre total r, la 
somme des cotes X"'n,rs de la fonction et des r variables de dérivalion. 

(') Positifs, négatifs ou nuls. On pourrait d'ailleurs se borner à considérer 
des nombres positifs ou nuls; la généralité des classements obtenus serait la 
même (voir III, 3e lemme) {cf. RIQUIER, Systèmes, p. 195). 
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Nous supposerons toujours que les coles premières des variables 
indépendantes sont toutes égales à i. Les autres cotes des variables 
indépendantes et toutes celles des fonctions inconnues seront arbi-
traires. Ces nombres étant choisis, nous allons montrer comment ils 
permettent de définir un classement des fonctions inconnues et de 
toutes leurs dérivées. 

i° Soient/, y' deux dérivées (ou fonctions) quelconques; c
n

r..
2

, 
..., c

s
, c',, e'

t

, ..., <>
s
 leurs cotes; y sera dite postérieure ou anté-

rieure à y' suivant que la première des quantités c, — c
t

— e[,, 
..., c

s
 — c[ qui n'est pas nulle est positive ou négative; si toutes ces 

quantités sont nulles, y sera dite de même classe (',) que y'. Il appa-
raît immédiatement que si / est postérieure à/' et/' postérieure a/", 
/ est postérieure à /" (si le premier des entiers ei

—c,, c
t
 — c[ qui 

n'est pas nul est positif, le premier des entiers r,·— c] qui n'est, pas nul 
est aussi positif). La définition est donc légitime. 

2° Groupons ensemble toutes les dérivées qui ont même cote 
première; les dérivées qui figurent dans un tel groupe peuvent être 
d'ordres différents ; mais, parmi elles, celles qui sont relatives à une 
fonction donnée sont d'un ordre déterminé; par suite, les dérivées 
qui ont une cote première déterminée sont en nombre fini. Il en 
résulte a fortiori que chaque classe ne renferme qu'un nombre fini 
dé éléments. 

3" La cote première d'un élément quelconque ne peut être infé-
rieure à la cote première minima a des fonctions inconnues. 

Les éléments en nombre fini, qui ont pour cote première a, sont 
antérieurs à tous les autres. Il y a donc une classe qui précède toutes 
les autres (à savoir celle qui précède toutes les autres lorsqu'on se 
borne à envisager les éléments en nombre fini de cote premières). 

Eu résnmé
1
 les dérivées des fonctions inconnues se trouvent répar-

ties en classes C,, C
2
, ..., CA, ... dont chacune ne contient qu'un 

nombre fini d'éléments. Les dérivées appartenant à la classe CA seront 
appelées, pour abréger, dérivées de la classe k. 

(') Le sens du rnol classe est donc tout dilièrent de celui qu'il avait dans le 
Chapitre I (7 en particulier;. 
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Un tel classement possède en outre les propriétés fondamentales 
suivantes : 

a. Quelle que soit la dérivée y, — est postérieur à y; en effet, la 

cote première de —· est supérieure d'une unité à celle de y. 

b. ~ est antérieur ou postérieur à ~ suivant que y est antérieur 

ou postérieur à y'. Il suffit d'observer que l'on a, en désignant par c, 
c', γ les cotes dey, y', : 

O.— e-;=(cx+ y>.) — (cj,-f- */>.) (λ — ι, 2, ..., s). 

Considérons alors une équation aux dérivées partielles (A) résolue 
par rapport à une dérivée y d'une fonction inconnue et ne conte-
nant dans son second membre que des dérivées antérieures à celle qui 
figure au premier; il en est de même de l'équation qu'on obtient en 
dérivant une fois l'équation donnée par rapport à une quelconque des 
variables a?f; les éléments susceptibles de figurer au deuxième membre 
de l'équation dérivée sont : i° les éléments du deuxième membre de 
l'équation primitive; 2° leurs dérivées par rapport à x-

t
. Les élé-

ments i° sont antérieurs à y, donc à ~ (remarque a). Les élé-

ments i° sont antérieurs à ~~ (remarque b). 

Toute équation obtenue en dérivant l'équation donnée un'nombre 
quelconque de fois jouit encore de la même propriété : toutes les 
quantités qui figurent au deuxième membre sont antérieures au 
premier. 

Supposons que (A) ne renferme qu'une inconnue; on pourra 
répéter pour cette équation toutes les remarques qui ont été faites au 
sujet de l'équation (A) du n° 5. 

Le classement indiqué au n° 5 est d'ailleurs un cas particulier des 
classements généraux que l'on vient de définir. Considérons une seule 
fonction inconnue; attribuons-lui η -f-1 cotes nulles; attribuons à œ

{
, 

.x\,, x
n
 des cotes 2e, 3e, (rc-{-i)Îè,I,e nulles, sauf la dernière 

pour x,, sauf l'avant-dernière pour x.,,..sauf la deuxième pour j;,
n 

les cotes non nulles étant égales à i; le classement obtenu est précisé-
ment celui qui a été utilisé au n° 5. 
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'6. Forme canonique d'un système d'équations aux dérivées 
partielles. — Nous avons rencontré jusqu'ici deux formes, particu-
lièrement simples, de « systèmes d'équations aux dérivées partielles ». 

L'une de ces formes, considérée au Chapitre précédent, est obtenue 
quand, les premiers membres étant constitués par des dérivées quel-
conques différentes d'une ou de plusieurs fonctions inconnues, les 
deuxièmes membres sont des fonctions complètement connues. 

L'autre de ces formes, considérée au paragraphe précédent, est 
constituée par une équation résolue par rapport à une dérivée, et ne 
renfermant au deuxième membre que des dérivées antérieures au pre-
mier (classement quelconque répondant aux définitions du n° 4). 

Pour la première forme, si après un certain nombre (fini) de déri-
vations (dont nous avons indiqué la formation régulière), il n'apparaît 
aucune incompatibilité, le système est réellement possible, et nous 
avons spécifié la nature des conditions initiales susceptibles d'être 
prises arbitrairement pour déterminer une solution et une seule. 

Pour la deuxième forme, nous avons spécifié la nature des condi-
tions initiales susceptibles d'être prises arbitrairement pour déter-
miner une solution et une seule, mais au point de vue formel seule-
ment; une question de convergence reste à trancher. Nous verrons 
plus loin que le problème est alors réellement possible. 

Nous allons considérer maintenant un système d'équations (C) tel que: 
a. Les premiers membres sont des dérivées quelconques, toutes 

différentes, d'une ou de plusieurs fonctions inconnues. 
b. Chacune des équations ne contient (') dans son second membre 

que des quantités antérieures à son premier membre. 

6. Unicité de la solution (supposée). — Nous avons vu comment 
on peut trouver la forme des « conditions initiales » qui, prises arbi-
trairement, déterminent, d'une manière unique, une solution du 
système obtenu en égalant à zéro les premiers membres des équations 
données. Montrons qu'un système (C) a au plus une solution (déve-
loppable en série entière) qui satisfasse au système des « conditions 
initiales » précédentes. 

(') « Outre les variables xu ..., χ
Λ
 ». Ces mots seront sous-entendus 

dans la suite. 

Journ. de Math. (8* série), tome III. — Année 1920. ^4 
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Parmi les dérivées des fonctions inconnues, distinguons celles qui 
sont dérivées de l'un des premiers membres au moins (y compris les 
premiers membres eux-mêmes), nous les appellerons dérivées prin-
cipales; toutes les autres dérivées des inconnues seront appelées 
dérivées paramétriques. Autrement dit, les dérivées principales sont 
celles qui font partie des modules définis par les premiers membres 
relatifs à chacune des inconnues; les dérivées paramétriques sont 
toutes les autres. Les « conditions initiales » font connaître les valeurs 
des dérivées paramétriques en un point P„. 

Kn dérivant convenablement une des équations données, convena-
blement choisie, on peut obtenir une équation ayant pour premier 
membre une dérivée principale quelconque; le second membre ne 
contient que des dérivées antérieures au premier. 

Soient k
0 la classe maxima des premiers membres de (C) et k un 

entier quelconque supérieur ou égal à /·„. On pourra adjoindre aux 
équations (G) un certain nombre de leurs dérivées, de manière que les 
équations du système total obtenu aient des premiers membres tous 
distincts, qui soient respectivement toutes les dérivées principales de 
classe inférieure ou égale à k. 

L'application à ce système de la remarque « conduit évidemment 
à la conclusion suivante : 

« On peut, par dérivations et combinaisons, déduire du système (C) 
une expression (au moins) d'une dérivée principale quelconque en 
fonction des dérivées parant étriqués de classe inférieure. » Mais les 
conditions initiales font connaître les valeurs en P„ des dérivées para-
métriques; par suite les valeurs en P„ de toutes les dérivées principales 
ne peuvent être choisies que d'une manière, au plus. Le système (G) 
a du plus une solution (holomorphe) qui satisfasse au:c conditions 
initiales indiquées. 

7. Systèmes complètement inlégrables. — Nous nous proposons de 
trouver dans quel cas le système a effectivement une solution pour des 
valeurs arbitraires des « conditions initiales » ( ' ) (la forme, ou, si l'on 
veut, 1' « économie » de ces conditions initiales est toujours supposée 

(') 1^ étant lui-même arbitraire dans un pelit domaine à η dimensions ; 
nous avons le droit de supposer que ce domaine contient l'origine. 
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être celle même qui correspond au système obtenu en égalant à zéro 
les premiers membres de C). 

Si, par dérivations et combinaisons, on ne peut tirer de (C) aucune 
relation entre les seules dérivées paramétriques (et variables indépen-
dantes), on dira que le système est complètement intégrable. Nous 
verrons d'ailleurs au Chapitre suivant qu'un système complètement 
intégrable a effectivement une solution répondant à des conditions 
initiales arbitraires. Nous allons nous occuper de reconnaître au 
moyen d'un nombre fini d'opérations si un système est complètement 
intégrable, et, lorsqu'il n'en sera pas ainsi, d'en déduire un système 
équivalent complètement intégrable. 

Considérons lesdiverses dérivées d'une même inconnue qui figurent 
aux premiers membres de (C); on sait qu'on peut leur adjoindre un 
certain nombre de leurs dérivées de manière que le système total soit 
complet (Chap. I, n° 9). Adjoignons aux équations données les équa-
tions obtenues par les dérivations (') mêmes qui nous ont permis 
d'obtenir dans les premiers membres un système complet M. 

Opérons de même pour chacune des inconnues. Nous obtenons un 
nouveau système C, qui est équivalentau système primitif, etquenous 
pouvons lui substituer dans l'étude du problème proposé. (La forme 
des « conditions initiales » relatives aux premiers membres n'a pas 
changé.) 

Dérivons chacune des équations, A, du nouveau système par rapport 
aux seules « variables multiplicatrices » correspondant au premier 
membre; les premiers membres ;»c des équationsainsi obtenues (a) 
reproduisent sans omission ni répétition toutes les dérivées principales 
(propriété Τ) (I, n° 8). 

Les équations dérivées des équations données sont de deux espèces : 
i° les Λ; 2" toutes les autres, que nous nommerons cb'. Il sera com-
mode d'appeler classe d'une équation ou d/ la classe même de son 
premier membre. 

(1 ) Cela simplement pour a\oir un procédé régulier; on pourra en fait dérher 
librement en s'astreignant simplement à faire apparaître aux premiers membres 
le système complet en question. 

(2) Nous comprenons clans les <A, les équations du système C, elles-mêmes (et 
par suite celles du système C). 
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Considérons une équation A' quelconque, soit k sa classe ; appli-
quons la remarque β au système (E) constitué par toutes les équa-
tions d> de classe inférieure ou égale à A et à l'équation e constituée par 
l'équation A' considérée, les (y) étant ici les premiers membres OR, de 
classe inférieure ou égale à k. On peut ajouter à <A/ une combinaison 
homogène des <Λ> (de classes inférieures ou égales à la classe de A') de 
manière que l'équation obtenue A" ne contienne aucun an,. Si l'équa-
tion cil/ contient effectivement une dérivée ( ■ ) (au moins), A" constitue 
une relation que doivent vérifier les dérivées (') paramétriques des 
inconnues; mais alors le système ne serait pas complètement 
intégrable. 

Si l'équation se réduit à /'= o, f étant une fonction des variables 
indépendantes seules, le système est certainement impossible, à moins 
que la fonction f soit identiquement nulle, auquel cas A' sera une 
combinaison homogène des ob de classes inférieures ou égales à k. 

Ainsi, pour que le système soit complètement intégrable, il est 
nécessaire que lout A' soit une combinaison homogène des A dont 
la classe ne dépasse pas celle de A'. Si, d'ailleurs, cette condition est 
vérifiée, choisissons arbitrairement les conditions initiales autour de 
l'origine, et déterminons les valeurs à l'origine des dérivées princi-
pales à l'aide des équations <A>; les développements construits à l'aide 
des conditions initiales et de ces valeurs satisfont formellement au 
système proposé; en effet, une équation dérivée quelconque d'une des 
équations données, étant une combinaison des équations A, est vérifiée 
à l'origine par les valeurs données ou calculées des divers coefficients 
qui y entrent : dérivées paramétriques et dérivées principales. 

Nous démontrerons plus loin que les développements (u) sont 
convergents. 

Pour que le système soit complètement intégrable, il faut et il 
suffit que tout cV soit combinaison homogène des Ά dont la classe 
ne dépasse pas la classe de A'. 

Nous allons voir au n° 8 qu'il suffit de faire cette hypothèse pour 

(*) « Dérivée » est pris ici au sens large; les fonctions inconnues qui ne 
figurent pas par elles-mêmes dans les premiers membres sont des « dérivées 
paramétriques d'ordre zéro ». 
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certains A' (en nombre fini) que nous préciserons. Faisons aupara-
vant une remarque sur la forme des relations en question. Retran-
chons de A' celle des équations 4 qui a même premier membre; 
l'équation obtenue A" ne contient que des quantités de classes infé-
rieures k k. Supposons maintenant que Ά' soit combinaison homogène 
des 4; il en est de même de A"' ; mais ce qui précède permet de pré-
ciser : 4/" est combinaison homogène des A de classes inférieures à h. 
Ainsi, pour que le système (S )soit complètement iritègrable, il faut 
ei il suffit que la différence d'une équation 4/ quelconque et de 
celle des équations A qui a même premier membre soit combinaison 
homogène des équations A de classes inférieures à la classe de 4/. 

8. Conditions, en nombre fini, pour qu'un système soit complète-
ment inlégrable. — Considérons les A' que l'on obtient en dérivant 
une seule fois une équation du système C,.Ces équations 4/, sont 
en nombre fini; leurs premiers membres sont les dérivées qui corres-
pondent respectivement aux produits d'un « monome » M par cha-
cune de ses variables non multiplicatrices. Je dis que si les A\ sont 
combinaisons homogènes d'équations 4i, il en est de même de tous 
les A', 

Si dans une équation 4<, 4/, 4', ... quelconque, on retranche le 
deuxième membre du premier, on obtient une expression différen-
tielle qu'il sera commode de désigner par la lettre cl, 4/, 4/j, ..., qui 
désigne l'équation elle-même. Ce langage n'entraînera pas de confu-
sion à condition de convenir, une fois pour toutes, que lorsqu'on 
parlera du premier membre ou du second membre d'une équa-
tion 4, 4', oh',, ..., on la supposera écrite sous la forme primitive 
(définitions «, b, et nos 6, 7). 

Il résulte de notre hypothèse que toute expression 4/, de classe A 
est égale à l'expression Λ qui a même « premier membre » augmentée 
d'une combinaison homogène des expressions A de classes infé-
rieures à k. Les expressions A satisfont ainsi identiquement (c'est-à-
dire quelles que soient les fonctions u) k un certain système d'équa-
tions aux dérivées partielles (C

2
) que nous nous proposons d'étudier. 

Ce système (où l'on considère les A comme les « fonctions incon-
nues ») satisfait évidemment à la condition a du n° iî (les premiers 
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membres sont tous ici du premier ordre); je dis qu'il satisfait à la 
condition b à condition d'adopter un classement convenable pour 
les fonctions A et leurs dérivées. 

Adoptons pour les premiers membres M relatifs à une inconnue 
déterminée, et pour les équations et expressions A correspondantes, la 
définition des mots plus haut et plus bas (Chap. I, n° 10) et numé-
rotons les équations A : A ' , A(% ..A''- en allant de haul en bas. 

Attachons à chacune des variables indépendantes et des fonc-
tions A s ■+■ ι cotes dont les s premières seront précisément les cotes 
des variables indépendantes et des premiers membres des A (consi-
dérés comme dérivées des fonctions a) dans le système primitif C. 
La (s -f- i)*™ cote sera ο pour toutes les variables indépendantes; 
pour toute fonction A, la (s-1- i)i,:,m' cote sera égale à Vindice de A. 
Grâce à ce choix, si une dérivée y quelconque d'un A est anté-
rieure à une dérivée y' d'un A dans Vancien classement, y est 
aussi antérieur à y' dans le nouveau. Si deux dérivées (y, y') de 
deux A, A' différents sont dans la même classe (ancien classement), 
y est antérieure ou postérieure à y' (nouveau classement) suivant 
que A est plus haut ou plus bas que A'. 

Considérons une équation quelconque du système (Co). Au sens de 
l'ancien classement elle contient, outre des y de classe inférieure, 
un y, que nous désignerons par jy

2
, de classe égale à celle de Γ y 

premier membre, que nous désignerons pary
t

, mais on peut affirmer : 
y

2
 est une dérivée d'un A plus haul que le A d'où dérive y, (pro-

priété II, voir I, 10) 
Par suite, au sens du nouveau classement, chacune des équations 

de (C
2
) ne renferme au second membre que des quantités antérieures 

à celle qui figure au premier. Ces expressions sont d'ailleurs homo-
gènes ; en se reportant au n° 6, on voit que toute dérivée d'un A où la 
dérivation est faite au moins une fois par rapport à une variable non 
multiplicatrice pour le M correspondant s'exprime en fonction homo-
gène des dérivées des A où la dérivation ne fait intervenir que des 
variables multiplicatrices pour le M correspondant. Ce qui revient à 
dire: tout -X' est combinaison homogène des X. 

Réserve faite de la démonstration de convergence, nous avons donc 
démontré la proposition suivante : 
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Pour que le système C, formé par les équations A soit complètement 

inlégrable, il faut et il suffit que les dérivées premières ~ des 

expressions A par rapport à leurs variables non mullipUcatrices 
soient identiquement, c'est-à-dire quelles que soient les fonctions w, 
des combinaisons homogènes des dérivées des A par rapport à 
leurs variables multiplieatrices : les seules dérivées ©l> qui peuvent 
intervenir sont d'ailleurs de classe au plus égale à la classe de la 

dérivée ~ considérée ('). 

f). Autre forme de la démonstration précédente. — Nous allons 
étendre ce qui précède au cas des systèmes C, non linéaires, et nous en 
profiterons pour présenter les résultats sous une forme légèrement diffé-

rente. Soit A une équation A particulière pour laquelle les χ ne soient 
pas toutes variables multiplieatrices (2). Dérivons-la une fois par rap-
porta une variable#; qui ne soit pas multiplicatrice pour elle; le premier 

membre obtenu ~ est égal au premier membre DM d'une équation Λ 

déterminée DÂ; l'expression -j— — DA ne contient que les variables 

indépendantes et des dérivées de classes inférieures à la classe com-

mune /· de ~ et de DM. Cette expression peut donc être considérée 

comme une fonction des variables indépendantes, des dérivées paramé-
triques de classes inférieures à et des Λ de classesinférieuresà k· pour 
que le système soit complètement intégrable, il est nécessaire que cette 
fonction s'annule quand on y annule tous les

c
l>; car sans cela on obtien-

drait une relation entre les dérivées paramétriques. Supposons donc 

que les expressions ̂  -—DA soient des fonctions des variables indé-

(*) Observons de plus que si les premiers membres de C! sont d'ordre r, el 
si ses seconds membres sont d'ordre au plus égal à i, les seules X qui peuvent 
intervenir sont des dérivées des A d'ordre (en Λ) A. On verra plus loin une 
application de cette remarque. 

(s) Une variable est dite «multiplicatrice pour une équation A» si elle est 
multiplicatrice pour son premier membre. 
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pendantes, des dérivées paramétriques et des -,l>, ces fondions possé-
dant la propriété de s'annuler dés qiûon y annule tous les <&. 
Appelons C2

 le système de relations ainsi obtenu. Donnons-nous un 
système de conditions initiales arbitraires pour les u (système de con-
ditions don t la forme est fixée par les premiers membres des A) ; déter-
minons les dérivées principales (à Porigine) des inconnues u par les 
équations ©1»; et admettons la convergence des développements qui en 
résulteraient; autrement dit, considérons un système de fonctions u 
holomorphes répondant aux conditions initiales proposées et satisfai-
sant (â Porigine) à toutes les équations -X. Remplaçons les dérivées 
paramétriques des u par leurs expressions en a?

n
 x

2j
 ..x

n
 dans le 

système C2; les A peuvent être considérées comme des fonctions 
holomorphes des x

n
 qui satisfont au système C

2
 quelles que 

soient xt, x2, .xH. 
D'autre part, appelons x

(ti
, x„..., x

au
 les variables multiplicatrices, 

x
hi1

xhi, ..., xbi les variables non multiplicatrices d'une équation A 
(dans le système C,). L'expression A s'annule par hypothèse sur 
x

h
 — x

ht
 = ... = = o, puisque tous les X sont nuls à Porigine. 

Or : i° le système C
2
 considéré comme système par rapport aux Λ 

admet au plus une solution bolomorphe telle que les différentes fonc-
tions A qui la constituent s'annulent respectivement sur les multipli-
cités x

h>
 = xhi — ... = x

hl
 = ο correspondantes; 20 ce système admet 

la solution o. 
Donc tous les A sont nuls quels que soient xn χ.,>..., x

n
. 

10. Chaîne de systèmes. — Revenons au cas d'un système C, 
linéaire. Si le système C, est complètement inlégrablc, le système C., 
relatif aux expressions A (expressions que nous appellerons désor-
mais A,) ne contient plus explicitement que les χ et les A,, et non plus 
les u et leurs dérivées paramétriques; il est linéaire par rapport 
aux A

f
. Chaque relation C2 peut s'écrire en plaçant dans le premier 

membre la quantité seule (notation du paragraphe précédent) et 

nous avons vu (8) que lorsque l'on considère les A, comme les incon-
nues, on obtient un système C2 satisfaisant aux deux conditions ar 

et h. 
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a'. Les premiers membres sont des dérivées premieres toutes diffé-
rentes des inconnues. 

/>. Chaque second membre ne contient que des dérivées antérieures 
au premier membre correspondant. 

Ce système (C2) possède ainsi les propriétés fondamentales du sys-
tème (C,), ses premiers membres relatifs à une inconnue déterminée 
forment un système de monomes complet puisqu'il en est ainsi de 
tout système de monomes du premier ordre (I, I I). 

fC^est complètement intègrable. En effet, si par dérivations et 
combinaisons on pouvait en tirer une relation entre les dérivées 
« paramétriques » des A, (relativement au système Ca), 011 aurait par 
là même une relation entre des expressions <Λ·, ce qui est impossible, 
puisque le «rang» de tout système d'expressions ch est égala leur 
nombre. 

Au système C2 aux inconnues A,, on pourra appliquer la méthode 
même que nous avons appliquée à C,; le système des conditions d'in-
tégrahilité complète formera un système C

3
 aux inconnues A

2
, que 

Ton formera à l'aide des équations A2, comme on avait formé C
2
 à 

l'aide des équations A,, etc. 
La suite des systèmes que l'on forme ainsi est nécessairement 

limitée et a au plus // -+-1 éléments. 
En effet, dans le système C,, les premiers membres dérivés d'une 

même fonction inconnue A, sont au plus au nombre de η ; dans le sys-
tème C

;i
, les premiers membres dérivés d'une même fonction incon-

nue A, sont au plus au nombre de η — ι, ...; dans le système C
;t+I

 (s'il 
existe), chaque inconnue intervient dans un premier membre au plus. 
La chaîne des systèmes s'arrête donc au plus tard au système C

/t4
_, ; 

elle peut effectivement ne s'arrè ter qu'au système C
/t4

., (voir exemple 2). 

11. Nouvelle forme de.s conditions pour qu'un système soil com-
plètement intègrable. — La méthode précédente (8 et 9) permet de 
reconnaître si un système est complètement intègrable. 

11 pourra y avoir avantage à opérer d'une manière un peu différente. 
Soit p

t)
 la cote première maxima des premiers membres de C,. 

Considérons celles des équations X dont la cote première ne dépasse 
pas un nombre /?=/V Les premiers membres qui sont relatifs à une 

Jcurn. de Math. (s* série), tome III. — Année 1910. 
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même inconnue forment un système de la nature de ceux pour lesquels 
nous avons défini des variables multiplicatrices (I, n° 12). 

Désignons par Β les équations considérées, par ni» les équations 
obtenues en les dérivant par rapport à leurs variables multiplicatrices 
seules, m/ les autres équations que l'on peut en déduire par dériva-
tions; affectons iii» ou i«/ de l'indice ι lorsque cette équation a été 
déduite d'une équation Β par urie seule dérivation. 

On voit, comme précédemment, que : 
Pour que le système donné soit complètement intégrable, il faut 

que tout soit combinaison homogène des ut», et des B, et d'une 
manière plus précise ; 

Pour que le système donné soit complètement intégrable, il faut : 

i° Que la différence de tout ni/, provenant d'une équation Β de cote 
première ρ et de l'équation îib, qui a même premier membre soit com-
binaison homogène des iib4

 (de classes inférieures à la classe commune 
de iil·j ,ôb4) et des Β ; 

•2° Que la différence de tout m/, provenant d'une équation Β de cote 

première j>, < ρ et de l'équation Β qui a même premier membre soit 
combinaison homogène des Β de classes inférieures k la classe com-

mune de iib,, Β (et par suite de cotes premières
 =

/;, ■+■ i). 

On voit comme précédemment que ces conditions sont suffisantes. 
Dire que ces conditions sont réalisées, c'est dire que les expres-

sions (') Β satisfont identiquement (quels que soient les u) à un cer-
tain système d'équations aux dérivées partielles du premier ordre, 
dont les premiers membres sont tous différents. Ce système possède, 
la propriété b. Il suffit pour le voir d'attacher à chacune des variables 
indépendantes et des B .s -κι cotes choisies de la manière suivante : 
les s premières seront celles des variables et des premiers membres 
des B (considérés comme dérivées des u) dans le système primitif C; 
la (.v -f- i)^·* sera ο pour chaque variable, elle sera égale au numéro 
d'ordre du premier membre de B lorsqu'on numérote tous les pre-
miers membres relatifs â une même inconnue u en allant de haut en 

(') Comme précédemment, nous désignons par expression II l'expression 
obtenue en retranchant le second membre du premier dans Véquation II. 
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bas (I, n° 12). On voit alors immédiatement, en se reportant à la 
démonstration du n° 8 (II) et à la propriété II" (I, 12) que chaque 
second membre du système en Β considéré, C

2
, ne contient que des 

quantités antérieures au premier membre. Toute équation ni/ est alors 
une combinaison homogène des m» et le système primitif est complète-
ment intégrable. 

Supposons que le système donné Β soit linéaire et complètement 
intégrable. Les Β satisfont au système C

2
. 

On voit, comme au n° 10, que ce système C, est complètement 
intégrable. Il est, de plus, du premier ordre. Mais alors le nouveau 
système C

3
 que l'on en déduira comme précédemment (n° 10) sera 

aussi du premier ordre ('). Tous les systèmes de la chaîne C
2

, C,, ... 
seront du premier ordre. 

12. Réduction d'un système quelconque à une forme canonique 
complètement intégrable. — Tout système d'équations aux dérivées 
partielles peut se ramener, par résolutions et dérivations, à un système 
équivalent, possédant les propriétés a, Λ et, de plus, complète-
ment intégrable. 

Adoptons pour les fonctions et les variables un système de cotes tel 
que chacune des classes qui en résultent ne contienne qu'un élé-
ment; c'est ce qui aura lieu, par exemple, pour le système de cotes 
suivant : 

" V w j X\ cr, . :r„ 

ο ο ο ι ι ... ι 
ο ι ■> οο... ο 

ο *> ο [ ο ο . . . ι 

. . . 
ft j Ο ft οι . . ο 

ο I ο Ι ο j 11 tt . , . ft 

Les cotes 3% 4% ..., (// -h 2)'""" de u, u, <r, ..., xh ... étant nulles, 
sauf la cote (η 4- 3 — i)"nu' de .7*/ qui est égale à 1. Autrement dit, les 

(1 ) Voir note de la fin du n° 8. 
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dérivées sont rangées d'après leur ordre, puis dans chaque ordre 
d'après la fonction d'où elles proviennent ; puis pour les dérivées d'un 
ordre déterminé d'une fonction déterminée dans l'ordre adopté plus 
haut(n°5). 

Ktant donné un système quelconque de ρ équations, on pourra tou-
jours par simples combinaisons en déduire un système équivalent de 
ρ équations possédant les deux propriétés a eib: soit d la dérivée de la 
classe la plus élevée qui entre dans le système des ρ équations données ; 
résolvons par rapport à d l'une des équations qui la contient, substi-
tuons l'expression obtenue dans le système restant : nous obtenons un 
système de ρ — ι équations ne contenant que des équations de classes 
inférieures à d ; si donc la proposition est vraie pour/? — ι équations, 
elle l'est aussi pour ρ ; étant vraie pour une équation, elle est générale. 

D'un système mis sous la forme (C) jouissant des propriétés «, //, 
on pourra tirer une forme (C,) où les premiers membres constituent 
le système complet déduit des premiers membres de C ; de cette forme 
(C,) on déduit les «conditions d'intégrabilité» qui ne contienne M pas 
de dérivées des premiers membres de C : ces « conditions », consi-
dérées seules, seront résolues(') de manière à satisfaire aux condi-
tions a, b, puis seront adjointes au système (C). On obtiendra ainsi 
un système (C), formé au total des équations (C) et des « conditions 
d'intégrabilité » ; ce système satisfait aussi aux conditions a, b. 

Soit D l'opération qui permet de passer de (C) à (C'). Je disque 
cette opération ne peut s'effectuer qu'un nombre limité de fois, lin 
eiîet, les systèmes des premiers membres S, S7,.-· des systèmes C, C7,... 
sont tels que chacun d'eux contient : i° tous les monomes du système 
précédent; i° d'autres monomes dont aucun n'est multiple des 
monomes du système précédent. 

Une telle suite est nécessairement finie (ï, *2). 
La démonstration précédente fournit un procédé régulier pour 

(') Dans ce genre de raisonnements, il est sous-entendu que l'on se place au 
voisinage d'un système de valeurs (des variables indépendantes et des dérivées 
des premières classes) pour lequel toutes les résolutions successives supposées 
dans le te*te sont possibles conformément à la théorie générale des fonctions 
implicites. 
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déduire (') d'un système quelconque donné un système équivalent 
possédant les propriétés a, b, et complètement intégrable. 

Une modification évidente de cette démonstration fournit immé-
diatement le théorème de M. Tresse : 

« Des équations aux dérivées partielles (à un nombre fini d'inconnues) 
peuvent toujours être considérées comme des combinaisons (algé-
briques et différentielles) d'un nombre fini d'entre elles. » 

15. Résultais relatifs aux systèmes de formes algébriques. — 
Les remarques qui ont été faites dans les paragraphes précédents 
conduisent à des conséquences algébriques intéressantes sur lesquelles 
nous allons donner quelques indications. 

Pour abréger le langage, nous appellerons «forme différentielle » 
(en u) correspondant à une forme algébrique en x

x
 ,.x

2
,..., x

n
 donnée, 

le résultat que l'on obtient lorsque, dans cette dernière, on sub-
stitue à chaque monome iÎj 00^ " · · · * la dérivée correspondante 
de M,a„: lorsqu'on dérive une forme différentielle, on en obtient 
une nouvelle, qui n'est autre que la forme différentielle correspon-
dant au produit de la forme algébrique primitive par le monome 
correspondant à la dérivation considérée. 

Nous obtiendrons des résultats relatifs à un système de formes 
algébriques en appliquant nos méthodes générales au système obtenu 
en égalant à zéro les formes différentielles (en u) correspondantes. 
Traitons un tel système (où la seule inconnue est «); et tout d'abord, 
cherchons à le ramener à une forme canonique complètement inté-
grable (n° 12) : nous adjoignons pour cela au système donné, résolu 
convenablement, certaines formes, résolues convenablement, et nous 
supposons que les premiers membres du système total formé (A) 
constituent un système complet ; les équations A dérivées par rapport 
à leurs variables multiplicatrices ont été appelées 4>; le rang de tout 
système d'équations -h est égal à leur nombre. Or, lorsqu'on forme 
les « conditions d'intégrabilité », on est amené à rechercher si certaines 
formes différentielles (déduites du système par des procédés indiqués) 

(') Sauf rencontre d'incompatibilité (relation non identique entre les seules 
variables x) mettant en évidence Vimpossibilité du système. 



1 18 MAUHICE JANET. 

sont ou non combinaisons d'équations À- : il suffira ici, d'après les 
remarques qui viennent d'être faites, de reconnaître si une telle forme 
est combinaison à coefficients constants d'équations e.b de son ordre ; 
lorsqu'il n'en est pas ainsi, on est amené à adjoindre au système 
primitif une combinaison à coefficients constants de cette forme 
et d'équations A de son ordre, c'est-à-dire une nouvelle forme 
différentielle. 

Le système canonique complètement intégrable An que l'on obtient, 
est composé uniquement de formes différentielles en a. 

Soit p
0
 l'ordre maximum de ces formes; et ptp0> Considérons, 

comme au n° 11, les équations d, d'ordre inférieur ou égal à ρ, 
équations que nous appelons B; les expressions Β sont ici des formes 
différentielles. En utilisant toujours les mêmes remarques, nous 
obtenons les résultats suivants : 

i° Toute dérivée d'une expression Β d'ordrep
%
 inférieur à ρ est une 

combinaison linéaire à coefficients constants des Β d'ordre p
i + i. 

2° Les expressions Β d'ordre ρ satisfont identiquement (c'est-à-
dire quel que soit u) à un système C2

 d'équations aux dérivées 
partielles du premier ordre, linéaires, à coefficients constants, et sans 
autres termes que les termes du premier ordre par rapport aux B. 

Ce système est d'ailleurs complètement intégrable. 
Ecrivons les identités qui expriment ce fait; il apparaît immédiate-

ment qu'elles se présentent sous la forme d'un système linéaire du 
premier ordre, à coefficients constants et sans autres termes que les 
termes du premier ordre. 

Les systèmes C
3

, C
5
, ... dont nous avons expliqué la formation 

au n° 11 ont tous les propriétés qui viennent d'être spécifiées 
pour C2

 (20). 
Revenons aux formes algébriques (1 ) B d'ordre ρ : Β,, B

2
,, B„,o. 

Comment peut-on obtenir tous les systèmes de formes algébriques 
X,, X

2
, ..., X,,,(„ tels que l'on ait (quels que soient x,, ..., x„) 

(ι) Χ,Β, + X2 B2 λ,,,-Ό B,,/1) — o. 

(') Il est commode, dans les cas où aucune confusion n'est à craindre, de. 
désigner la forme algébrique et la forme différentielle correspondante par la 
môme lettre. Nous adoptons cette convention. 
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Chaque équation du système C
2
 peut s'écrire symboliquement 

comme l'équation (i); chacune de ces équations fournit, en somme, 
un système de solutions du premier ordre de l'équation précédente : 

il suffit d'y remplacer chaque symbole de dérivation parla variable 

correspondante #,·. Soit 

l7!îV, ··■» lC'>, ' 1 ..v = r, y, ^(1>] 

une telle solution (x). Aucune de ces solutions n'est « combinaison » 
des autres. Le système C

a
 étant complètement intégrable, toute autre 

solution du premier ordre est combinaison linéaire à coefficients 
constants des solutions précédentes; toute « solution du 2e, 3e, ... 
ordre » se déduit régulièrement des solutions 

l'A > ' · . ·, |> = l, 2, . . ., 

grâce à la définition des variables multiplicatrices. 
Cherchons maintenant à obtenir tous les systèmes de formes 

Χ' Χ'1 X 

tels que l'on ait, quels que soient a?,, χ·
2

, ..., et quels que soient 
les paramètres β, 

( 2 ) X',1 [ J· .j j l· i,1, ^2 -+-... -h l· I 

-t-xy f Fft 31 - I'VA + ... -H l-iV'î, β,,/' ] 
4-
"+■ X//I·5'' I I/" fil + FîinWfii -h ... 4- m'-) fi ut υ j — ° 

[ce qui pourrait encore s'écrire sous forme de équations, en égalant 
à zéro les coefficients de β,, β

2
, ..., β,,,ο |. 

Chaque équation du système C.
(
 peut s'écrire symboliquement 

comme l'équation (2); chacune de ces équations fournit une solution 
du premier ordre de l'équation précédente, il suffit, comme précé-
demment, de remplacer chaque symbole de dérivation par la variable 
correspondante. Soit 

Fu» ^Vt· ···> [.v = i, 2, .. ., 

une telle solution. Aucune de ces solutions n'est combinaison des 

(') CJ\ IIiLitEKτ, ΜαίΙι. Annalen, l. XXXNI, 1890, p. 490· 
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autres. Le système C, étant complètement intégrable, toute autre 
solution du premier ordre est combinaison linéaire à coefficients 
constants des solutions précédentes; toute solution de 2e, 3'', ... ordre 
se déduit régulièrement des solutions 

Fft, F&\ Fjft, ..., j 

grâce à la définition des variables multiplicatrices. 
On pourra poser, relativement aux formes F(ai, un problème 

analogue à celui que l'on a posé pour les F(,) [équation (2)| La 
chaîne de systèmes ainsi formée s'arrête nécessairement (et comprend 
η chaînons au plus). 

Le problème que nous venons de traiter pour le système des 
formes Β d'ordre ρ est le problème que s'est posé M. Hilbert pour 
un système de formes quelconques. Mais nous arrivons ici à un 
résultat plus précis que le résultat général. 

Pour le système des formes Β d'ordre p, les solutions fonda-
mentales des systèmes successifs de Hilbert sont toutes constituées 
par des formes linéaires. 

Il est d'ailleurs à remarquer qu'un module (') quelconque de 
formes peut toujours être considéré comme constitué par l'adjonction 
d'un nombre fini de formes (de degré <ip) à un module défini par 
un système B. 

On pourra énoncer la proposition suivante : 

« Soit un module quelconque de formes algébriques; on sait que 
toutes les formes d'ordre ρ du module sont des combinaisons linéaires 
à coefficients constants d'un nombre fini d'entre elles linéairement 
indépendantes F,, F2, ..., F,y.·). 

(') On dit qu'un système de formes constitue un module si toute combi-
naison linéaire des formes de ce système fait partie du système, en entendant 
ici, par combinaison linéaire des formes Fn F2, F/

t
, toute forme du 

type /jF, + ).
2
F

2
 + .. .H-?./

t
.F/.., ou les λ sont des formes en xu œ.>, ..., x

n
. 

Les théories développées dans les paragraphes précédents donnent un procédé 
régulier pour obtenir une fois et une seule fois toutes les formes d'un module 
donné. 
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)> Si ρ csl assez grand : 

» i° Tout système de formes X
n
 X

a
, ..., Χ,,,ο solution de l'équa-

tion 
X,Fi+ Xo 1%-+-··.+ XwW F ζ//1) — ο 

est combinaison de m'3) solutions indépendantes, dont chacune est 
constituée par des formes linéaires 

JV, ,;ÎÎV> · · · V'ik [.» = 1,3, ..., m'V]. 

» 2° Tout système de formes X1,' , X/ , X^«; solution du 
système 

χ'i?(/V+**1 -*-·'·+w»=° ['=«.«» 

est combinaison de m1*1 solutions indépendantes, dont chacune est 
constituée par des formes linéaires 

FI*V) l'Xsx'. ···» [·« = !, a, /n(3']. 

» 3° Tout système X1,2, Xl,a>, ..., Χ)2/··» solution du système 

χ?1 i-';i + x? F,?+...+χ,',/ f s»=ο 

est combinaison, etc. » 

14. Nombre γ(ρ). — On a vu au n° li (I) que le Dombre des 
monomes d'ordre ρ qui n'appartiennent pas à un module donné est un 
polynome en p, / (ρ), dès que ρ est assez grand. Soit M un système 
complet définissant ce module; soit λ le nombre maximum des variables 
multiplicatrices des monomes N(l, 15); α le nombre des Ν qui ont 
λ variables multiplicatrices; on voit immédiatement que le terme de 
plus haut degré de y(ρ) est 

"(T^ÔT· 

Si les dérivées de u correspondant aux monomes M sont les pre-
miers membres d'un système canonique complètement intégrable à la 
seule inconnue u, '/,(/>) représente le nombre maximum des variables 
des « fonctions initiales » de la solution, μι le nombre des fonctions 
initiales à λ variables. Or lorsqu'on fait un changement quelconque 

Journ. de Math. (S* série), tome III. — Année 1920. ifi 
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de variables indépendantes, le polynome '/(p) ne change pas ('); le 
nombre maximum λ des variables des fonctions initiales et le nombre p. 
de ces fonctions qui contiennent λ variables sont donc invariants par 
tout changement de variables. 

Plaçons-nous dans le cas considéré au n° 15 et parlons seulement 
de formes algébriques : '///>) est le nombre des conditions indépen-
dantes auxquelles on doit assujettir une forme d'ordrep(p assez grand) 
pour que cette forme fasse partie du module envisagé. Le polynome 
y (/?) est en relation étroite avec la multiplicité algébrique dont les 
équations s'obtiennent en égalant à zéro les formes de ce module. Nous 
nous bornerons à la remarque suivante. 

Hilbert énonce sans démonstration la règle suivante : « Le nombre u. 
est le degré de la multiplicité algébrique à λ —ι dimensions définie 
par le système précédent. » 

Pour que cet énoncé soit général, il y aurait lieu de définir les degrés 
de multiplicité des solutions de certains systèmes singuliers. 

A ce point de vue, il y aurait lieu de dire, par exemple, que, dans 
l'espace à deux dimensions (coordonnées homogènes .r

2
, a?.,), le 

système d'écjuations 

./"■jzrz ο, .Γ, Τ, — ί). .7'i ~ O 

définit une multiplicité de dimension ο et d'ordre 3 : trois points 
confondus en 

./'j — ο, .T.2 = o, :r.. — f.yà o. 

CHAPITRE ïïl. 

SYSTÈMES D'ÉQUATIONS AUX ItÉItIVÉF.K Γ'ΛΡ.ΤΙΓ.Ι.I.KS. (iÉNËRAI.lSATION 

DES RESULTATS Df.ÉCÉDEXTS. DÉMONSTRATION' DE CONVEIDiENCE. 

I. Forme canonique étudiée. — Avant de passer à la démonstra-
tion de la convergence des développements en série obtenus pour les 

(') Nous laissons de côté dans le présent evposé la démonstration détaillée 
de ce point. 
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intégrales, nous indiquerons quelques généralisations de ce qui 
précède. 

Considérons un système d'un nombre fini d'équations telles que : 
<i. Les premiers membres sont des dérivées quelconques toutes 

différentes d'une ou plusieurs inconnues. 

b\. Chacune des équations ne contient dans son second membre 
que des quantités de cote première au plus égale à celle du premier. 

Autrement dit, le nouveau système donné diffère du système 
donné que l'on envisageait précédemment en ceci que chaque second 
membre peut contenir des dérivées qui ne sont ni antérieures ni pos-
térieures au premier membre, ou même des dérivées postérieures à 
celui-ci; mais la cote première de ces dérivées (plus simplement leur 
ordre s'il n'y a qu'une inconnue)doit ne pas dépasser la cote première 
du premier membre. 

La définition ne suppose même pas qu'il ait été fait de convention 
particulière pour le classement des dérivées; elle suppose seulement 
l'attribution d'une cote première à chacune des fonctions inconnues 
(si les cotes premières des inconnues sont égales, le mot cote première 
dans /y, peut être remplacé par le mot ordre). 

De plus, nous ne supposerons plus, même dans le langage, que les 
équations sont linéaires, il est commode, pour éviter les redites, de 
faire dès maintenant cette autre généralisation. 

Si l'on dérive une fois, par rapport à une quelconque des variables, 
une quelconque des équations données, l'équation obtenue ne contient 
dans son second membre que des quantités de cote première au plus 
égale à celle du premier. 

Formons comme précédemment le système (A) obtenu en adjoi-
gnant aux équations données celles qu'on en déduit par les dériva-
tions mêmes qui nous permettent de déduire des premiers membres 
un système complet de dérivées (') (pour, chacune des fonctions 
inconnues). 

Celles des dérivées, d'ordre quelconque, de A que l'on peut former 
en utilisant comme variables de dérivations les seules «variables mul-

(') Nous nous assujettissons à 11e former qu'une équation ayant un premier 
membre déterminé. 
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tiplicatrices » du premier membre de A constitueront un ensemble 
d'équations ci correspondant à A. 

Les équations 4, ainsi obtenues (en y comprenant toujours les A) 
ont encore ici des premiers membres tous distincts. 

Groupons ici toutes les équations <4 de cote première (') déter-
minée : il n'y en a qu'un nombre fini. Soient δ la cote première minima 
des premiers membres du système donné; Δ la cote première maxima 
des A. 

Considérons les systèmes formés par les équations ci de cote pre-
mière o

f
 ο -h ι, ..., Δ, Δ -h ι ; le dernier système est formé d'équa-

tions linéaires par rapport aux dérivées de cote première Δ -h τ qui y 
entrent. 

Le système total ainsi obtenu satisfait encore aux deux propriétés a 
et b

s
. C'est sur lui que nous raisonnerons dans la suite. 

2. Position du problême. — Les conditions initiales que nous 
nous imposerons seront encore les conditions initiales « relatives aux 
premiers membres ». Au sujet de ces conditions et des équations pro-
posées elles-mêmes, nous aurons à faire, outre certaines réserves de 
régularité, certaines réserves d'inégalité que nous préciserons dans la 
suite. D'ailleurs, dans le cas ou les conditions a et b seront réa-
lisées (2), les réserves d'inégalité disparaîtront, et la proposition que 
nous avions en vue dans les paragraphes précédents apparaîtra comme 
un cas particulier de celle que nous obtiendrons. 

Donnons-nous un « système de conditions initiales relatives aux pre-
miers membres » et considérons les valeurs à l'origine qui en résultent 
pour les dérivées paramétriques de cote première δ, δ-hi, .·., Δ 
(dérivées en nombre fini). Substituons ces valeurs dans les équa-
tions a, de cote première δ, δ +1, ...» Δ et supposons que les équa-
tions obtenues (où l'on fait x

K
 = ;x*

2
 = .. .= &■„= o) soient alors véri-

fiées pour un certain système de valeurs numériques attribuées aux 

(') Nous appellerons pour abréger cote première d'une équation la cote pre-
mière de son « premier membre » ou, ce qui revient au même, la cote première 
maxima des termes qui y entrent. 

(*) Et non pas seulement a et bx. 
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dérivées principales de cote première ο, ο -Hi, ..., Δ (dérivées qui 
sont en nombre fini), de sorte que tous les seconds membres soient 
réguliers au voisinage des valeurs que nous venons déconsidérer pour 
les variables qui y figurent. 

Soient maintenant x
lti

, :c
x

, ; /;v xbi, x,,
k
 les variablesmul-

tiplicatrices et non multiplicalrices d'une équation de cote pre-
mière Δ -H i. 

II est naturel de se poser le problème suivant : Y a-t-il un système 
de fonctions u régulier au voisinage de l'origine satisfaisant : i° aux 
conditions initiales précédentes; 2° aux équations 
l'origine; 3° à chacune des équations Λι sur la multiplicité corres-
pondante :L\ = X

bi
 = . . . = Xh = Ο (4 ). 

iYous substituerons au problème proposé un problème analogue où 
les données initiales seront identiquement nulles ainsi que les valeurs 
à l'origine des dérivées principales de cote première au plus égale à Δ. 
Soit U la portion de développement de l'inconnue u dont la connais-
sance résulte des conditions initiales données (autrement dit, la por-
tion de développement ou apparaissent dans les coefficients les dérivées 
paramétriques de u). Soit a

XiXï
 _

Xn
 la valeur numérique (à l'origine) 

de la dérivée principale de u (de cote première au plus égale 
ΐιΔ)ρ

χ)X Xi
. Nous poserons 

.. — //'_!_ [! _4_ α*ι α·:···Χ» J.X., rxn 

le signe Σ étant étendu à toutes les dérivées principales de cote pre-
mière 5Δ. Il est évident que pour que u satisfasse : i° aux conditions 
initiales proposées; i° aux conditions 

(/'α
Ι

α,...,χ„)ο— ilx, a
;
...a„? 

il faut et il suffit que ιΐ satisfasse : i° aux conditions initiales de même 
forme où toutes les fonctions données sont identiquement nulles; 
2" aux conditions 

y.Pxta,- dxdxdxxn)· 

(') Celles des fonctions inconnues du système primitif qui ne figuraient dans 
aucun premier membre doivent, d'après, cela, être considérées comme des 
données dans le nouveau problème posé. 
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Dans les équations (*JU) de cote première Λ -f-1, substituons aux u 
leurs expressions en fonction des u . Faisons passer aux deuxièmes 
membres les termes connus ; nous obtenons un nouveau système de 
même forme ί»!>δ-μ· A tout système de fonctions (u) satisfaisant aux 
conditions imposées correspond un système de fonctions u', satisfai-
sant aux conditions analogues relativement au système IU»A+I> les 
« conditions initiales » étant toutes identiquement nulles : les dérivées 
paramétriques de u', relatives au système , sont en efï'et de deux 
sortes : elles s'obtiennent à partir de u! par les dérivations qui, appli-
quées aux u, donneraient relativement au premier système, soit des 
dérivées paramétriques, soit les dérivées principales de cote première 
inférieure ou égale à Δ ; en se reportant à ce qui précède, on voit que 
les 0 dérivées paramétriques » de u', relatives au système sont 

toutes nulles. 
La question posée est équivalente à celle-ci (en appelant u les nou-

velles inconnues) : Y a-t-i.l u,n système de fonctions u, régulières au 
voisinage de Vorigine, dont 1rs conditions initiales (prises relati-
vement au système soient identiquement nulles et (jui, satis-
fassent à chacune des équations IÛ>A

+
, sur la, multiplicité correspon-

dante xbi = Xb —· — &t,k = ο V 
Nous indiquerons des cas très généraux où l'on peut affirmer que ce 

problème a une solution et une seule. 

5. Nous sommes amené à poser le problème suivant : 

« Soit un système (S) d'équations ayant les propriétés suivantes : 
» Les premiers membres sont des dérivées d'une ou plusieurs 

inconnues; les premiers membres dérivées d'une même inconnue sont 
tous différents, tous de mérite ordre pt et forment un s\sterne dérivé 
d'un système complet. 

» b
i

. Les seconds membres sont linéaires par rapport à l'en-
semble des dérivées d'ordre p

i
 de u

{
, p., de w

2
, ...; les coefficients L 

de ces dérivées et le terme R qui en est indépendant ne contiennent, 
outre les variables indépendantes, que des dérivées de u, d'ordre infé-
rieur à />,, de u.

2
 d'ordre inférieur à p.,, ..., et sont bolomorplies au 

voisinage du système de valeurs zéro attribuées à ces diverses 
quantités. 
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» La propriété a., permet de définir pour chaque équation un sys-
tème de variables multiplicatrices ; cherchons à satisfaire à cette équa-
tion sur la multiplicité dont l'équation s'obtient en égalant à zéro 
ionics les variables non inullipliealric.es ( jnullipUcilè associée à 
icquafion). C'est le système de conditions ainsi obtenues que nous 
appellerons dorénavant m.. 

» Le système des premiers membres définit la forme des conditions 
itiifiairs prises pour les u\ égalons a zéro les diverses fonctions 
initiales. 

» Indiquer des cas où le problème ainsi posé a une solution et une 
seule. » 

Considérons un système (S') ne différant du système (S) précédent 
que par les « coefficients » des seconds membres : supposons que 
chacun des L' ou 11' soit majorant (1 ) pour le L ou R correspondant ; 
et de plus que, dans tout R', les coefficients des termes où n'inter-
viennent que les variables indépendantes x

3
, ..., x

n
 soient tous 

positifs au sens strict. 
Nous dirons alors, pour abréger, que (S ) est majorant pour (S). 
Soit H!»' le système de conditions correspondant à (S') comme ut, 

correspond à S. 
Supposons que l'on puisse satisfaire à ni»' par un système de fonc-

tions u dont les développements aient leurs coefficients tous positifs. 
Je disque le système lit, a une solution et une seule dont les « valeurs 

initiales » sont nulles. 
La démonstration repose essentiellement sur le lemjne d'algèbre (2) 

que voici : 
Soient : 

(I) X/ = 2 V,· 
(< — 1. .... IN) 

(■)' vî-TA» xi+γ; 

(') Dans un L' (nu R') tout coefficient d'une quantité quelconque (χ ou déri-
vée de cote première << P) est supérieur (ou égal) à la valeur absolue du coeffi-
cient correspondant dans le L (ou R) correspondant. 

(2) Voir en annexe la démonstration de ce lemme. 
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deux systèmes de Ν équations linéaires à Ν inconnues Χ, X'. Si le 
système (i)' est vérifié pour un système de valeurs positives pour les 
A', X', Y' (le mot positif étant pris au sens strict pour tous 1rs Y', et 
par suite pour tous les X ), et si l'on a 

|Α,*|<Α;·„ |Y,| Y;, 

le système (i), où les X sont considérées comme les inconnues, a une 
solution et une seule, et celte solution satisfait aux inégalités 

ΙΧ/^Υ. 

Il est commode, pour abréger le langage, d'attribuer de nouveau 
aux-fonctions inconnues des « cotes premières » e,, c.,, ... telles que 

j?i C] — ρ 2 -t- c 2..... . — I* ; 

Ρ étant un entier arbitraire, choisi une fois pour toutes. 
Admettons l'existence d'une solution du système iii>. 
Le système (S) donné où l'on fait x

{
 = #, = ... = x

n
 — ο constitue 

un système d'équations ordinaires m,,, auquel doivent satisfaire les 
valeurs numériques, à l'origine des coordonnées, des dérivées de cote 
première inférieure ou égale à Ρ des fonctions inconnues. 

Le système obtenu en dérivant chaque équation (S) par rapport à 
ses variables multiplicatrices, l'ordre total de dérivation λ étant 
donné, puis en faisant#, ο dans le résultat, cons-
titue un système d'équations ordinaires auquel doivent satisfaire 
les valeurs numériques à l'origine des dérivées, de cote première infé-
rieure ou égale à Ρ -t-λ, des fonctions inconnues solution de ifc. 

Tout ce que l'on vient de dire sur le système se répète mot pour 
mot pour le système ill/ à condition de remplacer dans ce qui précède 
Sjiii>p, par S , ,· 

•iit»' étant effectivement vérifié par un système de fonctions u, les sys-
tèmes ordinaires (λ = ο, i,2, ...) sont effectivement vérifiés par 
certains systèmes de nombres, les valeurs numériques initiales des 
dérivées de cote première inférieure ou égale à Ρ -t- λ (λ = ο, ι, 2,...). 
Chacun des systèmes ainsi obtenus (nt>r+>.) (λ == ο, ι, 2,...) peut tenir 
successivement le rôle du système ( 1)' du lemme ci-dessus: les X' 
seront les dérivées principales d'ordre Ρ H- λ ; les A' seront des fonc-
tions des dérivées de cote première inférieure à Ρ ; dans les Y' pour-
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ront figurer, outre des dérivées de cote première inférieure à Ρ 4- λ, 
les dérivées paramétriques d'ordre Ρ -+- λ ; un Y' ne peut se réduire 
à zéro puisqu'il contient, outre des termes positifs (sens large), le 
terme constant d'un IV ou la valeur à l'origine d'une dérivée d'un IP, 
nombres positifs (sens strict). 

Comparons au système (n'v; (eoefjieienls A„, Y', ; dérivées princi-
pales de cote première Ρ : X. '

()
) le système obtenu en annulant 

dans toutes les dérivées paramétriques qui y entrent. 
Les coefficients Λ Y

0
 de ce système sont tels que | A

0
1 Y

()
 |1Y'„. 

Le système (in.,,) aura une solution (X„) et une seule et l'on aura 
|XJ2X'

(
. Ainsi le système ut.,, où l'on remplace les dérivées paramé-

triques par ο a une solution et une seule ; toutes les dérivées de cote 
première au plus égale a Ρ des inconnues ont des valeurs absolues 
inférieures aux dérivées correspondantes de la solution de m/. 

Admettons que les systèmes (nu,,), (m,,,(ni.,,
+>

) obtenus en 
remplaçant respectivement dans (ni,,,), (ut.,,,,),..., (i»t»|,,>.) les variables 
et les dérivées paramétriques par o, les dérivées principales autres que 
les premiers membres par leurs valeurs tirées des systèmes précédents 
aient chacun une solution et une seule, et que les nombres qui consti-
tuent celte solution soient respectivement inférieurs en valeur absolue 
aux dérivées principales correspondantes de la solution de ιϋ.' dont 
nous supposons l'existence. 

Soit ( '''v-w.-f-i) le système obtenu en remplaçant dans (I»Î.,.
+/ m

) les 
variables et les dérivées paramétriques par o, et les dérivées princi-
pales de cote première inférieure ou égale à P-l·-Λ par leurs valeurs 
tirées des (m,,,), ····> 0»W)· 

Soient A>.
+l

, Y
/fl

 les coefficients de ce système ou les inconnues 
X)sont les dérivées principales de cote première Ρ λ π- ι ; 
Au,, Y:

A4
., les coefficients du système ,,) aux inconnues Y·, . 

Les ^
 A

.
(1
 sont positifs au sens strict. D'autre part, chaque |A>4,|, |Y>.H| 

est inférieur au A>
i+I

, correspondant. Donc aune solu-
tion et une seule (Χ·Α+1) et les X>4_, satisfont aux inégalités |X

/+
, |^X>.+1. 

La démonstration précédente suffit à prouver que le système ni» a 
effectivement une solution et une seule dont les valeurs initiales sont 
nulles: i° les coefficients des développements des inconnues sont 

Journ. de Math. (8e série), tome III. — \;inéc· uyw. '7 
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déterminés d'une manière unique; 2" les développements sont con-
vergents puisque les valeurs absolues de ces coefficients sont respecti-
vement inférieures aux coefficients de certaines séries convergentes 
(constituant la solution supposée du système 1«/). Ces développe-
ments satisfont d'ailleurs évidemment au système m.. 

h. La question posée au début du 11" Γ» est ramenée à la suivanle : 
Ltant donné un système (S) ayant les propriétés a,, /Λ., indiquer 

des cas où Von peut former un, système (S') majorant tel que, tu/ soit 

vérifié par un système de fonctions u dont les développements aient 
leurs coefficients tous positifs. 

Nous supposerons que des cotes aient été attribuées aux fonctions 
et aux variables (II, i); il en résulte, comme il a été expliqué, un 
certain classement des dérivées des inconnues. 

Les coefficients CL et 11) du système S admettent une majorante 

commune de la forme -—-> où M représente un nombre positif et l ie 

quotient par le nombre positif /· de la somme de toutes les variables 
indépendantes et de toutes les dérivées de cote première inférieure 
à P. Soit s l'expression obtenue en remplaçant, dans l'expression 
algébrique de /, 4- x., -h ... 4- par ξ, 4- 4-... -h \„x

n
 ; si 

les ξ sont des nombres supérieurs à 1, est encore une majorante 

pour les L et H. où M, est un nombre quelconque supérieur 

à M'est encore une majorante pour tous les L, R; supposons que l'on 
sache de plus que la valeur absolue du terme constant d'une fonc-
tion L particulière est inférieure à Ma < M,, on pourra prendre pour 
majorante de cette fonction, L : 

+ M| — (M, — M.,;. 

Telle est la forme des majorantes que l'on utilisera : les ξ seront 
choisis d'une manière unique pour tous les termes de toutes les 
équations ; les M,, M. pourront varier d'un terme à l'autre. 

Sans nous préoccuper des conditions d'inégalité auxquelles doivent 
satisfaire les M, nous allons tout d'abord choisir leurs expressions en 
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fonction d'un certain nombre de paramètres (les ξ ; ζ,... ; λ,... ; 
p.,... ; ρ,...) de manière que (S') et par suite m/ aient certainement 
une solution à coefficients tous positifs. 

Puis nous nous proposerons de choisir les paramètres 5, ζ, λ, ι», ?, 
de manière que (S') soit majorant pour le système (S) donné; nous 
verrons que ce choix est possible moyennant quelques réserves « d'iné-
galité » : les termes constants des coefficients relatifs aux dérivées 
« non antérieures » au premier membre correspondant doivent être 
assez petits en valeur absolue. La proposition générale que nous avons 
en vue sera dès lors démontrée. 

ΐί. Soit Ν le nombre des fonctions inconnues (//(l\ u{2..., «'*') ou, 
ce qui revient au même, le nombre des fonctions dont quelque 
dérivée figure dans un premier membre (voir note du n° 2) ; 
λ,7ι, α

/7
,, ρ,·, ζ,· 2 \) nombres positifs provisoirement arbitraires 

(7, 1,2, N). 
Soit II, le nombre des dérivées de cote première Ρ (ou, ce qui 

revient au même, d'ordre p,·) de la fonction uu>. Soit ιι'£un 
des premiers membres. Le coefficient IP de l'équation correspon-
dante sera 

Pi fi · · · rfi"' 

Dans la même équation, le coefficient I/ de a^\, ^ sera 

» ''·α· + μη· ···;»'; 'M ydïJj* · ·.· 

Nous obtenons un système aux dérivées partielles (S') bien défini, 
à la valeur numérique près des constantes ξ, ζ, Λ, JA, p. 

(Cherchons à satisfaire à ce système par un système de fonctions 

aÇj fj,· f ;, .r·| -f- -, .r, -h . · . H- xa), 

où les 11 désignent des fonctions d'une seule variable 

X + . .. -I- \.,xn. 

On voit immédiatement que l'on a 

Il / ; / . I Γ . · · I l / I 
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en désignant par tJ'/·1 i+la dérivée d'ordre λ, 4- λο H- ... 4-λ
Λ
 de 

la fonction U,. 
s devient une certaine expression en X, U, U', ... 

A'| — \ -H ζ ι U | -f- U» -+· . . . Ç.\ IJ\ 
-t— (£1 -H £» -H - · · -h c,i) (Ci P 1 + C2I- 2 · · · + C« ' y) -+-···· 

Les équations dont les premiers membres sont des dérivées d'une 
fonction déterminée nu' conduisent toutes ά la même équation. 

(.) ( U;)')'" =2 (~^ ~ Ρ») "Γ+ ~· 

Les Ν fonctions U doivent satisfaire au système des Ν équations 
différentielles ordinaires obtenues en faisant dans la précédente 
/ — 1, 2, .N. 

Si le déterminant 
I / | j λ|2 ... λ|\ 

λ2Ι I— λ,, ... — l,y \) -
. . . . 
— À χ ι ι — 

est différent de zéro, le système précédent définit les U'/" comme 
fonctions holomorphes de X et des dérivées d'ordre inférieur à p

n 

p.if ···>/>>, (0u de cote première inférieure à P) des U,, IL, ..., 1J
V 

(au voisinage du système de valeurs o, o, ..., o); il a une solution 
et une seule s'annulant ainsi que ces dérivées pour \ =0. Connais-
sant les valeurs pour X = o des dérivées de cote première P, 
P-t-j, ..., P'~i des U, ce système dérivé P' —-P fois permet 
d'avoir la valeur pour X = o des dérivées de cote première P'. 

Les équations ( 1 ) s'écrivent encore 

( » ) vr - vr»t+2 < h* h- .*«·«. > ' τ+f.· 

Supposons que les Ν inégalités suivantes soient vérifiées (au sens 
strict) : 

ö SULV3 
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Le déterminant D est alors certainement différent de ο (voir lemme II ). 
Les valeurs initiales des Uj'1' satisfont au système 

ίυ'Λ),=2>ν*(ϋΓ>.+ρ/· 

La solution de ce système est donnée par des formules 

( L'l'')0r= ^ ~i'ikÇ>k, 

ou les sont positifs (lemme II). Les p étant positifs, on en conclut 
que les valeurs initiales des dérivées de cote première Ρ des U sont 
positives (sens large). 

Je dis qu'il en est de même des valeurs initiales des dérivées de 
cote première Ρ' (P' quelconque > P). Admettons qu'il en soit ainsi 
pour les dérivées de cote première inférieure ou égale à P'—i. 
Dérivons les équations (2) P' — P fois ; les deuxièmes membres 
obtenus sont des polynômes relativement à X, aux U et à leurs 
dérivées; les coefficients de ces polynômes sont tous positifs; d'autre 
part, les coefficients des dérivées de cote première P' sont précisément 
les coefficients des dérivées de cote première P dans l'équation (2). 
Les valeurs initiales des dérivées de cote première P' sont donc 
données par un système de la forme 

« 17'-''-'"J.,-2 /,/. (UF 

ou les p, désignent des quantités positives (résultats de la substitution 
de quantités positives dans des polynômes à coefficients positifs). Ces 
valeurs sont donc toutes positives. 

Si donc les \ik
 satisfont aux inégalités 

t'ik 1 ( i · ) 9> 111, Ν), 

on pourra affirmer que le système S' a une solution à coefficients tous 
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positifs (sens large), la solution 

'Cj\'li(lA.v{ -!- -i- . . ,-f- ( ΐ — I ? N). 

(J. i° Fixons les valeurs positives (sens strict) des λ de manière 
que les Λ inégalités 

2 1 

soient vérifiées (au sens strict). 
2° Parmi les \ J distinguons les coefficients des dérivées antérieures 

au premier membre correspondant. Pour les systèmes d'indices 
i, h; α,, a

2
, ..., α

Λ
;

 (
3,, fV, qui leur correspondent, fixons les 

quantités ξ,, ξ
2
, ..., ξ,, ; ζ,, ζ.,, ..., de manière que l'on ait 

0) ξ|. 

(Il, L'L ?/ -» - M 

on encore 

.· i'5" " '·/* 

Ce choix est possible d'après le lemme (III) (>o/r ce lemme en 
annexe^. 

3° Soit /', /«'; α,, a),..«„ ; Jf,, [3,',..
t
3), le système d'indices cor-

respondant à un autre L'; nous fixerons a,
v/

 (positif sens large ) de 
manière que l'on ait 

'/-/■/.■-?· μ/ /Λ Icillill- ' -iï - VI 

4° Fixons encore les s,- de manière que Ton ait 

// 1/ I -i · · ' ■:// ' 

Ces choix étant faits, les IV sont majorants pour les R correspondan ts ; 
les L' de première espèce (20) sont majorants pour les (L) correspon-
dants, car dès que 

' fjt ij · » - £*" 
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est majorant pour une fonction, il en est de môme de 

I ) -4_ M ';*« M., y. xt ;a„ 

Il en est de môme pour les L' de deuxième espèce (3°), à condition 
que le terme constant du L qui correspond au système d'indices i', 
y.\, y.[,, ..y.'

n
 ; [3,, β'

2
,..rf

n
 soit Inférieur, c/λ valeur absolue, à 

' - ZLS1---JL ' ' ' ~L'-

7. Conclusion. — Nous venons de démontrer aux nos )> et 6 les 
divers points annoncés au n° A. 

Nous en retiendrons particulièrement la conséquence suivante : 

« Soit un système (C) satisfaisant aux conditions «, h (voir II, o). 
Donnons-nous arbitrairement un système de fonctions (holomorphes 
autour de x\, œ",..., pour les « fonctions initiales » (dont la forme 
est définie par les premiers membres) (i, 16 et 17). Supposons que les 
valeurs à l'origine qui en résultent pour les dérivées susceptibles de 
figurer dans les deuxièmes membres forment des systèmes de valeurs 
ordinaires pour ces deuxièmes membres. Supposons enfin que le sys-
tème soit complètement inlégrable (ce dont on s'assurera par le pro-
cédé indiqué au n° 9,11). Il existe un système de fonctions holomorphes 
autour de ..., y;J, et un seul, qui satisfait au système (C) et aux 
conditions initiales choisies. » 

Trois lemmes d'Algèbre. 

I. (' ) Soient A, 13,..., C" des quantités positives ou nulles. Suppo-
sons qu'il existe un système de nombres positifs (sens strict ) X, Y , 
Z, U, V, \V tels que Von ait 

X~A X + BY + CZ + I, 

(I) ï VX -r- IV V I C'Z 4- V, 

Ζ —: Λ"λ 4- IV V -r C 'Z -H W. 

I 1 l Cj. KlQUIHt, Systèmes, p, oG<). 
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Solent a, b,..c", u, e, «·, des quantités dont les valeurs absolues 
sont respectivement inférieures {ou égales) à A, 13,..., C", U, Y, W. 

i° Le système d'équations en y, - : 

χ — a χ 4- b y 4- c ζ u, 

(0 y —- ci ./■ 4— à ν —j— c' c h~ c. 
c — a".r 4- 6''y 4- 6,r/5 4- »r, 

α une solution ; 
2° Il n'en a qu'une : e, y, ζ ; 

■ >" On a, pour cette solution, les inégalités 

M:*. m:Z. 

Remarquons tout d'abord que, si Ton prouve la première des propo-
sitions précédentes, on aura prouvé par là même que le système (i), 
où les «, ù,..e" conservent la même signification et où m, v, w 
désignent des nombres quelconques, a une solution et une seule, 
autrement ditque« son déterminant» sera différentde zéro. Si, en effet, 
le déterminant des coefficients des inconnues est nul, on sait, d'après 
la théorie des systèmes linéaires, que le système (i) (où a, b,..., c" 
gardent des valeurs déterminées) n'est possible que si u, v, w sont assu-
jettis à des conditions dé égalité; or l'énoncé n'assujettit w, c, w qu'à 
des conditions d'inégalité : ces quantités peuvent être choisies indé-
pendamment l'une de l'autre, de manière seulement que|w|, 
soient inférieurs à U, V, W, quantités toutes trois essentiellement 
positives. 

Il nous suffira donc de prouver les propositions i° et 3°. 
Posons : 

-x. = u, 
(H) Yi = v, 

rf'\ — W ; 
X«~ A x„-, 4- Β Y„-, 4- C Z„_,4- U 

(ill) ^ ,1 — A' X ..—! 4- Β' V 1 4- C' /'n—\ 4- \ (Il — '2, 3. . . 
L

Jt
 = Λ"X+ B" Y„_, 4- C"Z„_, + ΛΥ 

Montrons que lorsque η tend vers l'infini, X„, Y„, Z
rt
 tendent en 

croissant (sens large) vers des limites ξ, vj, ζ; il résultera d'ailleurs de 
là et des formules (III) que (ξ, η, ζ) satisfait au système (1). 
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i" X
/t
— X,,-., Y

M
 —Υ

Λ
_,, Z

/t
 —Z

rt
_, sont positifs ou nuls. Le fait 

est exact pour u = 2, car ces quantités sont alors 

A(j + |',v-μ CW, A'U + IV V 4- C W, L 4- Β" V 4- C' W. 

D'autre part, les égalités (IV) déduites des équations (III ) écrites 
pour les valeurs n et n— ι, 

— Χ-Λ-ι — A (Χ/,-ι — Χ/ι-ί) 4- B (ν^,-ν,,-D-t-L 
(IV) Y» — L1--1 — A' ( \„-i — A

/;
_

2
) 4- IV( V— Y4- C (/«—1 l'n—î)i 

Zrt- — Λ'' ( X„-, — X
/(
_, ) 4- B"( Y/,-1 — W -t- C7(Z„-i — Z,,-,) 

montrent que, s'il est vrai pour la valeur ΛΑ—ι de l'indice, il est encore 
vrai pour la valeur n. Le fait est général : Χ

Λ
, Υ

Λ
, Z

rt
 ne décroissent 

jamais, quand η augmente. 
20 X— X,„ Y — >

 a
, Ζ — Z„ sont positifs ou nuls. 

Le fait est exact pour« = i, les quantités considérées sont alors 

Λ X -4 V* Y 4- C Ζ. Λ X 4 IV Y 4 C'Z. Λ ' X , W Y 4- C" Z. 

D'autre part, les égalités, déduites de (I) et (III), 

Χ-Χ,,-^Λ. (Χ — X„-,) 4- B (Y-Y/J..l)4-C (Ζ — Ζ„_,). 
Y - Y„ = Λ ' ( X. — X

7/
_, ) 4- Β' ( Y — ΥΛ_, ) 4- C' (Ζ- ΖΛ_, ). 

Ζ - Z„ A "(λ - Χ„-ι )4-Β"(Υ- Υη-Ι ) 4- (7(7. - Ζ
/(
_, ) 

prouvent que s'il est vrai pour la valeur ri — 1 de l'indice, il est vrai 
pour la valeur n. Le fait est général : \„, V

 n
, Ζ

Λ
 ne dépassent pas 

Y, Y, Z. 
Des remarques précédentes résulte immédiatement la conclusion : 

X„, Y
/t

, tendent (en croissant) vers des limites ξ, η, ζ qui sont au 
plus égales respectivement à X, Y, Z, et qui, comme Y, Y, Z, forment 
un système de solutions de (I ). 

Posons maintenant 

.*·, U. 
(>■) r, — r. 

-1 — ·*'; 
.Vn Cl Λ'„ -( 4- h J-,1-1 4- c ^u—l 4" 

(*) J'/i — a' -r 11—i 4~ Ό'/ι—ι 4~ 4- t", 
~·

7/
 — ft 4- l> n—χ 4- >' '·,!—[ -4 ι»·. 

Joum. de Math. (·ν scric), lomc III. — Aimée ι«,«<.. ι» 
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Montrons que l'on a 

| .X'n .Ί'η-χ I .J X« ii | y n —' J η-ι | Y/i L/—1> | 5« n--\\ ΐ'^-·/ι f'n—I· 

Le fait est exact pour η = 2; il se réduit au suivant : 

| « // -h Λ r 4- c w | * A U 4- Β V 4- C VV, 
j a' u 4- // <· 4- c' (v | A' U 4- B' N' 4- < i' W, 
| fj"v 4- c·" «»-1 = A" U -!- Β' V 4- C" VV . 

Mais on a 

·1' η" ' Χ η— 1 -—U ( - -I •^'//--2) 4" b O/r-l ,) H—2) 4 '' f-'/ι —l *//■-·>)> 
y η — J/V-I -= a' («ft-1 — 4- b' J„~t) 4- <·' 

*n~"~ "n—\ -—&n—i) b Ο »r-i J'/i—2) 4 ( ·' ("•«-•l "«—2)· 

Si donc le fait est exact pour la valeur η — ι de l'indice on a 

\rn—Χ/ι-Ί I 4 A ( x« -I—X/1-t) 4- B — Y/»-s)-i-G (Z
Wj
.|—f'u-'i)' 

I y η—y η - j I ^ A' (X,,.., — x«-
2

) 4- B' (\ — L* -2) 4- Ο (/.„ _ι z„
 2

 )■ 
| -/i -tt-| | z: A' <X„_, X„

 2
) 4- Β '(V /( — 1 Y//Î -2) 4- L·' (L/i-i 7J„. 2 ). 

Mais ces deuxièmes membres de ces inégalités sont égaux, d'après 
(IV), à Xe — Xn, Y„—ΥΛ-Μ ΖΛ — ΖΛ_,. Le fait est donc général. 

La série x
% 4- (x3 — ) 4- ... 4- (x

a
 — χν, ) 4- ... est convergente ; 

la valeur absolue de sa somme est au plus égale à £. 
Ainsi &·„, z,

t
 tendent vers des limites x, y, 3 telles que \ x\ * 

|s[^L·. D'après (3), ces limites forment un système solution 
de ( 1 ). 

La proposition i° est donc démontrée. 
Comme nous l'avons remarqué au début, il résulte de là que le déter-

minant des coefficients des inconnues dans ( 1 ) est diffèrent de zéro, 
on voit qu'il en est de même du déterminant correspondant de (1), en 
donnant aux a, h, ... les valeurs A, B, ..(I) n'a qu'une solution ; 
ξ, η, 'C n'est autre que X, Y, Z. 

La proposition est donc entièrement démontrée. 
Nous avons obtenu en même temps un théorème plus général que 

l'on peut énoncer de la manière suivante : 

Soient klk des nombres positifs (ou nuls); a^des nombres quel-
conques tels que | a

lU
 | < Λ

 ιΊ
. : 
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ι " Si. le système (Γ inégalités 

( 1 ) X/ — Χ//.Χ/·> Ο) 

prises au sens strict, est résoluble en nombres X positifs ( ' ), //» déter-
minant du système de formes linéaires 

•'7 — 2 ""··'r/< 

est different de zero. 
2° Les X désignant un système particulier de solutions positives 

du système (i), appelons ^
 t
 la quantité positive 

ν—Ν ; 

V; nombres quelconques (els que | y, j ' ï ,·, /(2 solution du système 
d'équations 

•*7 —*2 Oik Xk -- V/ 

satisfait aux inégalités 
I 1 :: X/. 

11. Nous avons utilisé la proposition suivante : 

Soient Aij; id nombres positifs (ou nuls) tels que Von ait 

2A/a<i (< - », 2. . 

f,e système iVéquations en χ 

•*v~ 2 x //. ·νι. ~ yi 

(») On voit immédiatement rpi'il n'est pas nécessaire d'ajouter ici « nu sens 
s riot », 
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(ou les y sont arbitraires) admet une solution et une seule; cette 
solution est donnée par les formules 

/, - « 

où les Β sont positifs (ou nuls). 
Cette proposition apparaîtra comme un cas particulier d'une pro-

position plus générale. 
Considérons le système d'équations en ./·, y, ν : 

χ = a χ 4- tt y -t- c 54- u, 

(') y = a' χ 4- // y 4- c' ζ 4-

5 — a" .c 4- tt"y 4- c" ζ 4-

où a, b
y
 ..., c", //, c, w sont des nombres quelconques tels que 

M + M + M. ΚΙ-Η&Ί + Μ, |«"14-1ί»"|H-II 

soient << ι ; soit /c le plus grand de ces trois nombres. 
Soit .x·,, y,, ζ, un système de valeurs initiales quelconque pour 

Xy y, z. Posons 

X
n
 — Cl Χ/ι- I 4- /> }'/! I -h C Ζ η -1 + u 

( ») Yn—cï 4-//,14 _,4- 4- c (// — «, :i. ...). 

5„ α' . | -h h" y,, I -h c' Ζ,ι-ι -(- »*' 

On tire de là 

Χ,ι Ή η—1 — Ci {X/i-l Xn—i) ^ (,^ιι- 1 ,} ιι — ·ΐ) Ε (-*„ ,.| · 
y n y η-1 — Cl (x

n
^ ι X u—g ) b ( JK —ι yn~ i) C 0//--I ·*«—2)· 

Ζ u */»—ι —Cl ' ( X n X/i—2 ) "h b { y n-\ y n-î) C ( ·*«- 1 '1 *'«-:>)· 

Soit o
rt
 le plus grand des trois nombres 

1 ̂ /j cc
n
~\ !, |y« yn—\ 1· 1 ·*« 5

/(
_i |. 

Des égalités précédentes, on lire : 

| s n /ββ ~ 11 « [ II -H 'Ί -Hc Π 4 · ' i'rh - H 

et deux inégalités analogues pour 

|;>V-I |t | ïn * I 1 ! 
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d'où 
o„ kn

n 

Les séries 
■'Ί (./·* — ·**, ) ··'·. . .-4- (x

n
—-4 · · · ., . 

/1 ~l~* {.y-2 - - -..V, ) ... 4- - y
n

 I . 
s, -f- ( - v| ) -f-., . -+- ( z„ — 

sont donc absolument convergentes; soient x, y, ζ leurs sommes. 
D'après (2), x,y, ζ est solution du système ( 1 ). Le système ( 1 ) n'a 
d'ailleurs qu'une solution puisque u, c, u* ne sont assujetties à aucune 
restriction. Nous avons obtenu la solution du système. 

Supposons r/, //, positifs et fixes. Partons du système de 
valeurs x

t — ο, y, = ο, ζ, = o; quels que soient u, w positifs, les 
valeurs y

n
, z

u
 sont positives; les équations (2) montrent en effet 

que ce fait est vrai pour // = 2 et que s'il est vrai pour la valeur η — ι 
de l'indice, il l'est aussi pour la valeur n. Les valeurs ./·, ^ sont 
donc positives. En particulier, en faisant a == 1, c = w = o, on voit 
que les coefficients de u dans les expressions de χ, y, ζ sont tous 
trois positifs; il en est de même des coefficients de r, o. 

Nous avons donc obtenu la proposition générale : 
Soient aik ir nomhres quelconques tels que· 

21I < 1 '· '·· · ' ·! 

le déterminant Λ du système de formes linéaires 

W i Cl 1 k JC j-

est différent de zéro; supposons les aik réels; le déterminant Λ étant 
une fonction continue des a

lh
 et le domaine où varient les aik étant 

d'un seul tenant, on peut affirmer que Λ garde un signe constant; ce 
signe est d'ailleurs le signe -h, qu'il a lorsque les a,k s'annulent. 

Si loue les Uik sont de plus positifs, les mineurs à η <-· ι lignes 
et ««.1 colonnes du déterminant S sont eux aussi positifs (dans 
cette dernière phrase* positif doit être pris au sens large). 
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III. Etant do ι nu· s un système de /nouantes quelconques en 
χ.,, x

n
 en nombre, fini cl un nombre positif quelconque A, 

on peut trouver un nombre f0 cl des fonctions de ι, •i
1
 — ι 

variables f
K

, f
29

/<"/.? //we /'o/v a à la fois 

·*Ί >/.. 'ί >/l (·*Ι )> -'a >/î(-rM •r··.')» · · · » 
*n>f„ ·ι(·^„ r„ . ..r„. ,). 

le rapport de chacun des monomes à tout monome du système, plus 
bas que lui est supérieur à A. 

La proposition est évidente lorsque ηι = i. Admettons-la lorsque le 
nombre des variables est égal à η — ι, et démontrons-la pour n. 

Considérons le système partiel formé par tous ceux des monomes 
donnés oùl'exposant de x

n
 est Λ; soient ff\fi\ f'i'U le nombre et 

les fonctions telles que les inégalités 

·''*) > /«·', > fi" (·*|)ί ' ' ·» 1 >///'â ••••Λ,-ί) 

entraînent la conséquence que le rapport de chacun des monomes à tout 
monome du système partiel plus bas que lui soit supérieur à Λ. Cela 
élantfaitpourchacunedesvaleursdeA,appelons/Jeplusgranddes/,'/ ; 
/,(./;, ) une fonction plus grande que tous les ff(x,); ffix^ #2) une 
fonction plus grande que tous les f2'(x,, xf),·.. , x.,,, x„-f) 
une fonction plus grande que tous les /„'1,x,, x„ les 
inégalités 

Λ?Ι>/θΐ •r2>/l(-rl). · · . ·Τη- \> fn . · ·> 

entraînent celle conséquence : le rapport de chacun des monomes du 
système à chacun de ceux, plus bas que lui, où x„ a le même exposant, 
est supérieur à A. Exprimons' maintenant que le rapport de chaque 
monome du système à tout monome contenant x„ à un exposant 
inférieur est supérieur à A; nous obtenons un certain nombre fini 
d'inégalités de la forme x

ri
^>^(xt, a?a, .... on appellera 

x., x„..,) une fonction plus grande que tous les s; f0
, /,. 

satisfont à toutes les conditions de l'énoncé. 

Corollaire. — Etant donnes un système quelconque de monomes 
en x

t
, x

iy
..., x„ en nombre fini et un nombre positif A, on peut choisir· 

pour les a: un syslèroc de voleurs, toutes plus grandes que T. tel que 
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le rapport de chacun des rnonomes à chacun des monomes plus bas 
soit supérieur a A. 

Il suffitde choisir pour,τ, un nombre supérieur à ι etpour a·., un 
nombre supérieur à ι et /,(«,), pour χ.

Λ
 un nombre supérieur à ι et 

/■Jx,yCc.j), etc. 
Le théorème précédent s'applique encore lorsqu'on entend par 

monome une expression de la forme xflx*s ou les α sont des 
entiers positifs, négatifs ou nuls. 

Application. — Considérons un système de variables et defonctions 
auxquelles des cotes ont été attribuées suivant les indications données 
au Chapitre II (n° 4). On peut (') sans changer le classement substi-
tuer aux cotes données des cotes toutes positives ; il nous suffira de sup-
poser que les cotes des variables indépendantes sont positives. 

Faisons correspondre aux variables et aux fonctions des nombres 
positifs ξ,, ...,ξ

Λ
; ζ,, ζ3

,...,ζχ; à la dérivée u!'
XiXt Ά le monome 

ζΑξ*]... ξ*"; adoptons pour ces monomes les termes mêmes (cotes, 
classes, etc.) qui ont été adoptés pour les dérivées correspondantes; 
considérons, pour fixer les idées, le système Σ des monomes de cote 

(') Soient J)u. ...,Γ,))Ν· les cotes premières des fonctions 
Ajoutons à chacune des cotes. '/.i,,|lies des variables (). — ·«, , .y) un même 

nombre entier «>, tel que les sommes obtenues soient toutes positives; ajoutons â 
la cote λ',πι® de u/

c
 le nombre 1),/,«).. 

Les résultats obtenus forment UD système de cotes qui définit le même classe-
ment que le classement primitif. Les cotes premières n'ont pas changé ; consi-
dérons donc deux quantités qui aient mêmes cotes premières : 

l/y.
t
 ·χ·... α„· υ%%...'Ι,,' 

On a 
1·>ι, -t- -+- y.> -t-... -(- y.

n
 ■ D,, 4- ,rj

x -4 4-,.. '
Jn

. 

Les coles de ces deux quantités ont augmenté respectivement de 

0|iCi\ 4- ( 3C| 4- y.-ι -t-. . . -f- y.,ι ) D,/.a·,, ( β, 4- β2 -+-.. · -t- |3„ ) a, . 

c'est-à-dire de valeurs égales. 
Il est d'ailleurs évident cpi'en ajoutant un même nombre à toutes les cotes de 

toutes les fonctions, on ne change pas le classement. On pourrait donc sans 
changer le classement rendre toutes (es cotes positives. 
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première Ρ et donnons-nous un nombre positif A; on peut trouver Q) 
un système de nombres ξ, ζ, (£> ι) tel <fue le rapport de chacun, 
des inonom.es de Σ à chacun, des m ο nomes antérieurs du même 
système Σ soit supérieur à A. 

Soient G,/, C
:
„·, les cotes 2'', .V,...,.y"'"1" de 1, 2,..., /*); 

D
2A

, D.,/f les cotes 2% 3*', de uh{k = 1, 2,N) cl 
soient Û

2
,0

;i
, ...,0β.ν — 1 nouvelles variables. 

Posons 
0'·-·^. . .. ^ φ» '/»"· ... VpK 

On aura 

y. >α, ,-α, ■;*„ — λι»-, -tα,^,+χΑ·:·*-··t-x,ΛΙ».,γκ.. Λ'Ν» 
- o'j-Ό1·' ...o'r 

en appelant Co, C;1, C, les cotes 2e, 3'',.yi"'ne de 
Lesmonomes du système Σ se répartissentconime on l'a vu en classes. 

Nous voyons ici que tous les monomes JA d'une même classe sont égaux 
au même monoine u.en Cl·,, et que de plus un monoine uestpos-
térieur ou antérieur à a' suivant que le monoirie en 0 correspondant 
à p. est plus haut ou plus bas que le monorne en 0 correspondant à JJ/ 

(à condition toutefois de ranger les 0 dans l'ordre inverse (2) des 
indices 0„0

e
_
t

, ...,0
3
). 

On choisira successivement 0
A
., 0,..n ..., 02 d'après les indications du 

corollaire précédent. Le rapport de chacun des monomes de Σ à 
chacun des monomes antérieurs du même système sera supérieur à A; 
les 0 étant supérieurs à 1 et les cotes des variables indépendantes étant 
positives, les ζ sont aussi supérieurs à 1 puisque l'on a 

"/= rA'0c".. ff". 

(1 ) Cf. HIQUJKR, Systèmes, p. 253. 

(2) Voir la definition (Chapitre I, n" 10). 
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CHAPITRE IV. 

EXEMPLES. 

EXEMPLE 1. — Soit le système aux dérivées partielles À une fonction 
inconnue u de cinq variables indépendantes Χ ι ^ X 2 ^ Χ β j X ^ ^ 001 obtenu 
en égalant à zéro les expressions 

A ̂ p
n
~p

î2 

8 = Pli P13 
L ΞΞ p]s pu (0 
D " Ihs — Pu ~~ dxi ôxk / ' 

F. ~-P 3 i — pv> 

F = pu P&3 

nous considérons /?,
;t

, prn />15, ρ.Λ3, ρΛ4, p,
t4
 comme tenant le rôle de 

premiers membres (voir II, «j et 8). 
i° Adoptons pour les variables l'ordre x%7 x;>

, x4, x37 x,. 
Les variables multiplicatrices sont respectivement : 

Pour ,ϊ,.ϊ'3 r2, .r5, x4, x3, xx 

T> XyX4,*, X%, X$i Xii X\ 
» X\X$ X'i, xil X\ 
>> x3 Xh Χ%ι Χ\ι X3 
fi Χ·^Χ4, · » » ι, X%i X$y Xi 
® x\ « Xit X&i Xi 

Les monomes correspondant aux premiers membres forment un 
système de monomes complet (I, 8) (relativement au classement x.,

7 

Xi, Xi, χ
Λ

, x,)< On vérifie, en effet, que les produits de x\
9
 zyx·,,, x\ 

par x
t
 sont égaux aux produits de xKx3

 par x.
i7
 x,x

3
 par x,

i7
 x

y
x

4 

parxy Les identités 

X3X4X X3r= χ\χ. X4, x\ χ x3— X3X4X x4, 
puis 

XyX4 X X3— Xy Χ·Λ χ Λ·4, X\X6 X x%~ X,Xi X X3\ 
Journ. de Math. (8· série), tooie III. — Année lyao. '9 
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enfin 
Xt ΧΆ χ X<t

 ~XiXtlX Xf, 

achèvent de prouver que l'on a bien là un système de monomes 
complet. 

2° Les équations données satisfont à la condition if (11, i>) si l'on 
adopte les cotes suivantes pour les variables x·,, x'

a
, χ·

:!
, x,,, x'

5
 : 

xv xv xy x\. xv 

Cote9 premières ι ι ι ι ι 
» secondes 2 1 ι 1 0 
» troisièmes ι ο ι ο ο 

qui donnent le classement suivant pour les dérivées du deuxième 
ordre : 

Pu 
Pu 
Pu 

Pu 
Pn 

Pi 
Pu 

Pn 

Pu 
Pu 

Ρ 33 
Pli 

Pn 
Pli Pn 

(la classe croissant lorsqu'on lit la ligne précédente de gauche à 
droite). C'est ainsi que p

)3
 est postérieure à pik

 à /?
L>3

, etc. 
3° Le système donné est donc un système C, (II, 7). 
Ce système C, est complètement intègrable. Pour le reconnaître, 

nous sommes amené (II, 8) à former les expressions 

Ρ1 A 31 l·
 3

 E
4

, 
K,—Av, B3 — A,, 
l;i -b4

, C
3
—A

s
. 

Ks — D.
(
, C,-B„ 

ou l'indice i désigne la dérivation par rapport à acim 
On constate que ces expressions sont égales identiquement (c'est-à-

dire quelle que soit la fonction u) aux expressions suivantes : 

-b2-C„ 
-c„ 

Ag-h E„ 
Bs, 

-P3- c„ 
— D2 C.,, 

— E
2

, 
F2 

ce qui suffit, comme nous l'avons vu (n° 8), à prouver que le système 
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proposé a une solution répondant à un système de conditions initiales 
arbitraires du type même de celles qui conviennent au système obtenu 
en égalant à zéro les premiers membres seuls 

{Ριι = Pu = Pu~Pi»~ Pn = Pn~- °)· 

Nous précisons ces conditions dans le paragraphe suivant (4°)· 
4° Les mono mes qui ne font pas partie du module défini par 

les M se répartissent en un nombre Uni de classes (%) (voir [, n°9); 
chacune de ces classes est engendrée par les produits d'un monome Ν 
par tous les monomes formés avec certaines variables (variables multi-
plicatrices pour ce monome N); en appliquant la méthode générale 
indiquée au n° 9 (I), on ne trouve dans le cas présent aucun x

()
, ni x,. 

Les χ sont les produits de : 

x\x{lx" — ι par les monomes en x2, x:i 

./·!{ X . ~ » XJ, 

x'} x3 x\ — .χ·3 » .r2, χ
λ 

X\ x\ .r " χ" ~ X\ » Χι, x2 

On pourra se donner arbitrairement (voir I, n° liî) les valeurs de 

u, ——? -— sur χ,·= x,z= Xi=z o. 
et la valeur de 

—— sur χ,~χ — χ.. — ο. 

Le système proposé aura une solution et une seule répondant à ces 
conditions (démonstration de convergence : III). 

5° Considérons maintenant A, B, C, D, E, F comme six fondions 
quelconques de x

K
, x

2
, x-,, et posons 

a == D, — ( A3 — B2 — Cj ), 

b ^ Ε, — (A. — C2), 

C t [ ( B4 Λ ;j + K2 ) , 

d E3~ (D.-h B5), 
(2) e = F, - ( Ek — Ds - C, ), 

/ = Bs — (A4 — D2 — C2 ), 

g — C
3
 ( A ;; L, ) . 

A = — (B5-F2). 
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(Lorsque A, Β, C, D, Κ, F représentent les expressions (ι), a, b
f
 c, 

d, <?,y, g·, A sont nulles.) 
Considérons le système aux dérivées partielles obtenu en égalant 

à zéro les expressions a, b, c, /> A ; D η Ε,, F,, Ε,, F,, Β.,, C
3

, C
4 

tenant le rôle de « premiers membres » (II, fi et 8). 
i° Ces premiers membres forment pour chacune des inconnues un 

système de monomes complet; 2° chaque second membre ne contient 
que des quantités antérieures au premier membre correspondant si 
l'on choisit convenablement les cotes des variables et des inconnues 
(voir ». #); 3° ce système est complètement intégrable (II, 10). 
On le vérifie, d'ailleurs, par le procédé même qui a montré qu'il en 
était ainsi pour le système primitif obtenu en égalant les (i) à zéro : 
a, b, c, d, e, /, g, h, étant définies par (2), on a, quelles que soient 
les fonctions A, B, C, D, E, F, les identités suivantes : 

d\ — b3 -h h\ — a<, — c„ 
e, — C3 -f- d2 -f- dTt

— l)i
t

, 
t>3 — %k->r <?2 —fh· 

Si maintenant, on égale à zéro les expressions 

ζ r/, — ( lh -4- Λ, — — £'a— ct ), 
(3) î> c\ — (-i-/', + d

2
 + a

s
 — b■,), 

7 A»—(é'v-t-tfi —A)-. 

ou a, A, c, d, e, /, £*, Λ représentent non plus les expressions (2), 

mais huit fonctions inconnues quelconques, on obtient un système 
dont les « premiers membres » dn

 e
n

 A, sont relatifs à des inconnues 
toutes différentes, chaque équation ne contenant dans son α second 
membre » que des dérivées antérieures à son « premier membre » : 
le système est complètement intégrable; mais on ne peut plus écrire 
d'identité comme dans les deux systèmes envisagés précédemment; 
la chaîne (II, 12) est interrompue : on peut dire encore : les trois 
expressions (3) sont indépendantes. 

Remarque. — En remplaçant dans (1) pik par le produit on 
obtient un système de formes algébriques; on retrouve par la présente 
étude les résultats donnés par M. Hilbert au sujet de ce même 
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système de formes (Math. Ann., t. XXXVI, p. 5o4). On a, de plus, 
ici : i° un moyen régulier pour former les systèmes successifs; 
20 une explication du fait que ces divers systèmes sont tous du 
premier ordre. * 

EXEMPLE II. — Soit le système à une fonction inconnue u de 
η variables indépendantes x

(
, χ.„ ..., x

n
 obtenu en égalant à zéro 

les η expressions 

(1 V = //-/-, 

ou /est une fonction connue des η variables xn x2, ..., x
n

. 

i° Les premiers membres 4—-> 4—> ···> 4— correspondent à un 

système de monomes complet .χ·
η
 χ..., x

n
. — 20 Les « seconds 

membres » ne contiennent nécessairement que des quantités anté-
rieures aux « premiers ». — 3° Le système est complètement inté-
grable. Les « variables multiplicatrices » de A

n
 seront x,, x

21
 ..., x

n
\ 

^n—\ 1 1 » ''^2» · · · 1 ,,Jn—s 1 CtC. 
Nous supposerons, pour fixer les idées, η = Les identités qui 

expriment que le système est complètement intégrable s'obtiennent 
sous la forme at = ο, a

2
 = ο, a3 = o, ah = ο, aA

 = o, a
0
 = o, en dési-

gnant par a
n α

2
, les expressions suivantes : 

. du ôf 

\âXi ÔXi ) \ <707, ÔXi ) 

»,-(**! αΛ-(^-£ΑΛ, 

a'-\ôx, d.r, V \d*s d#2 / ' 

a*~\.da;v ôx·/iJ \da?, d^2 / 

,ΰA, d/ . \ /dA, d/ . \ 

Nous gardons à dessein cette forme dissymétrique.) 
Considérons maintenant le système aux dérivées partielles obtenu 
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en égalant les a à zéro, les A étant non plus les expressions (i), mais 
des fonctions inconnues quelconques. Les identités qui expriment que 
le système ainsi obtenu est complètement intégrable s'obtiennentsous 
la forme oc, 5= ο, α

2
= ο, a, = o, a,, = 0, en désignant par α,, a2, a3, a, 

les expressions survantes : 

= \ÔF, - W,a')~~ 17, "') + (s;~ ÂT, "')' 

„ _/da, df \_làa1 _ df \ f dat df \ 

r/ — ( da* df „ \(<)a* _ °f „ \ , f ôa« d/ \ 

„ =1 Ôa' - ÈLa \ — l d°7· ^/ \ / dflg df η \ 

* Ije système aux dérivées partielles obtenu en regardant maintenant 
les a comme six fonctions inconnues quelconques dans les équat ions 
«, = ο, α

3
 = ο, α3==ο, α4 = 0 est encore complètement intégrable. 

L'identité unique qui exprime ce fait est 

*-(£-&·'Η&-£«Μ£-£-Η£-£"·Η 

Remarques. — i° On traiterait exactement de la même manière le 
cas de η variables η > ί\. 

i° On voit que, dans le présent exemple, il y a effectivement η sys-
tèmes successifs. {Cf. HILBEBT, Math,. Ann., t. XXXVï, p. 5o5.) 

D'ailleurs le système d'équations obtenu en égalant à zéro les 
dérivées premières et secondes d'une fonction inconnue répond à 
toutes les conditions posées; en le traitant de la même manière, on 
aura « + i systèmes successifs. 

EXEMPLE HI. — Posons : 

ΑΞΞ/7,,Η- (a + a')pu-+- aa!pn, 
Βξ/?„+ apti -h bpu -+- abpn, 
C ==/?„+ {b 4- b')p„-+- bb'p3i, 

où a, b, a', b' sont des fonctions données de x{, x2, x%
 et où pik 

représente la dérivée -3—j—d'une fonction inconnue u. 



SYSTÈMES D'ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. I5I 

Le système (pii1pi»1pat)
 esl complet si l'on range les variables 

dans l'ordre x31 x.,, xt. 
Les dérivées p

it
, pt2, p22

 sont postérieures aux autres dérivées du 
second ordre de u si Ton attribue à χ,, x2, xz les cotes secondes ι, ι, o. 

Supposons que l'on ait 

<)a , du ôb db 

ÔX\ a dcc-i °' dxt àx3 °* 

On a, quelle que soit u(x
n

 x.
2
, x.

A
), en se bornant aux cas où i°nia 

ni b n'est une constante, 2° «, ù, a\ b', sont des constantes, 

dx
t

 J dx
3
 \Ar

t

 a 0x
3
)~~ °' 

h b ( h a — = o. 

Le système A = ο, B = o, G = o est « complètement intégrable » ; 
donnons-nous arbitrairement sur x

t
 — x.

2
 = o des valeurs (holo-

morphes) pour w, le système a une solution(holomorphe) et 

une seule satisfaisant à ces conditions. 
Les conditions d'intégrabilité complète sont réalisées en particulier 

quand a = b = a' = b' = o; dans ce cas le système ne peut par aucun 
changement de variables indépendantes être ramené à la « forme 
canonique» donnée comme générale par M. Delassus. Les méthodes 
présentes n'offrent pas de cas exceptionnels de ce genre. 


