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SUR QUELQUES LIGNES BRISEES. 265

Sur quelques lignes brisées;

Par Canie JORDAN.,

Soient donnés n points dans un plan, et dont iln’y en ait pas trois-
en ligne droite. Joignons par des segments de droites le premier au
second, celui-¢i au troisitme, ete., jusqu’a ce qu’on arrive au der-
nier, La ligne hrisée . ainsi formée réunira tous les points donnés,
dont deux seront a ses extrémités. Chacun des autres est le point
de jonction de deux segments (et pas davantage).

En faisant varier 'ordre de succession des points donnés, nous
obtiendrons ; n! lignes L. distinctes, décrites chacune dans les deux
sens. Quelques-unes d’elles pourront offric des points multiples
si cdes segments non contigus se coupent. Celles ou cette particularité
ne se présente pas semblent plus intéressantes et 'on peut se pro-
poser d’en déterminer le nombhre N.

Ce nombre dépend de la position relative des points donnés, et
notamment de la nature du polygone principal. (Nous donnons
ce nom a un polygone convexe ayant pour sommets soit tous les
points donnés, soit une partie seulement d’entre cux, les autres
lui étant intérieurs.)

Nous déterminerons le nombre N dans les trois cas suivants :

1 Les n points sont les sommets d’un polygone convexe;

29 n est au plus égal a 6;

30 n étant égal a 7, le polygone principal a 6 cotés.

La discussion compléte d’autres cas entrainerait trop de lon-
gueurs.

Journ. de Math. (8+ série), tome 11 — Année 192, 34
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Cas ou le polygone principal a n sommets.

1. Soit I une portion d’une des lignes L sans point multiple qu’il
s’agit de construire, telle que ses deux extrémités P et Q soient des
sommets du polygone principal. Elle partageva intéricur de ce
polygone en deux régions distinctes Ry, R,.

St nous supposons que parmi les points donnés il y en ait dans
chacune de ces deux régions (ce qui aura nécessairement lieu si I
et Q ne sont pas deux sommets consécutifs du polygone principal),
la ligne L ne pourra se terminer ni & P ni a4 Q.

En effet une portion /; de L doit se trouver dans Ry, une autre I,
dans R,. La ligne L n’ayant pas de point multiple, la jonction
entre l; et I, ne pourra se faire que par U'intermédiaire de I. Done [y
doit rejoindre ! en 'un des deux points P et Q et [, aboutir & 'autre.

Ce lemme général est fort utile. Dans le cas présent, nous en
déduirons aisément la valeur de N.

2. Soient A, B, C, ..., K les sommets consécutifs du n-gone.

TaEoREME. — Le nombre des lignes cherchées qui commencent G
un quelconque A des sommets donnés est égal & 2™,

Cette proposition est évidente si n = 3, car on a les deux solu-
tions ABC, ACB.

Supposons-la établie pour un (n — 1)-gone et passons au cas

“du n-gone. .

Le premier c6té de la ligne cherchée, ne pouvant étre une diago-
nale, sera AB ou AK. Si c¢’est AB, la suite de L sera une ligne ana-
logue, i1ssue de B et relative au (n — 1)-gone convexe BC...K. Elle
peut donc étre déterminée de 2" maniéres.

St le premier coté de L était AK, le résultat serait le méme.

Le nombre des solutions est donc bien 2"-2,

CororLaire, — N = n 2%,

Car le polygone a n sommets & considérer successivement; mais
si 'on fait la somme, chacune des lignes cherchées ayant deux
bouts y figurera deux fois.



SUR QUELQUES LIGNES BRISEES. 267

3. Le cas ot le polygone principal est un (n — 1)-gone avee un
point intérieur @ est plus complexe. Nous nous bornerons a déter-
miner le nombre N, de celles des lignes cherchées qui ne con-
tiennent aucune diagonale du polygone principal.

La ligne cherchée doit se composer de n — 1 segments dont un
au moins et deux au plus joignent le point ¢ aux sommets du
polygone.

S’il n’y a qu'un segment de jonction, 'un des n-— ¢ ¢Otés du
polygone, AB par exemple, manquera dans L; et la ligne de jonc-
tion sera ¢B ou aA. Cette hypothése donne done 2 (n - 1) solu-
Lions.

S'il y a deux lignes de,jonction, deux ¢dtés du polygone man-
queront. S'ils sont consécutifs, tels que AB et BC, 'une des lignes
de jonction sera nécessairement Ba, Pautre Aa ou Ca. Dailleurs,
on peut prendre pour AB chacun des n -~ 1 ¢dtés successivement;
d’ou ici encore 2 (n —- 1) solutions.

Si les cotés manquants, AB et DE par exemple, ne sont pas
consécutifs (ce qui peut avoir lieu de (—"—:—')—2(—”—“—_& maniéres,
Pune des lignes de jonction pourra étre Ba, ou Da, lautre Aa
ou e, d’oli quatre combinaisons distinctes.

Réunissant ces résultats, on aura
(n—1)(n—=2)

2

No=2(n —1)-+a(n—1)+14 z=2(n —1)(n—2).

Cas ol n = 1.

4. 51 le polygone principal est un quadrilatéere ABCD, on aura,
d’apres le n° 2, N = 8; et chacun des sommets sera origine de
quatre lignes L sans point double.

5. Si ¢’est un triangle ABC avec un point intérieur a, les droites
qui joignent deux & deux les quatre points donnés ne se coupant
nulle part, aucune des lignes I. que I'on peut former n’aura de
point double. On aura donc

. N=

N} -
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L’un quelconque A des points donnés sera Porigine de six de ces
lignes. Soit ABCa P'une d’clles. Les autres s’obtiendront par per-
mutation des lettres B, C, a.

Cas ou n =35.

6. 19 51 le polygone principal est un pentagone, on aura

N=13.2=20.

7. 20 5i ¢’est un quadrilatére ABCD avec un point intéricar a,
on aura, d’aprés le n°® 3,

Noe==2.4.3 =12,

Mais 1l reste & examiner celles des lignes L qui contiennent 'une
ou l'autre des diagonales, par exemple AC.

Cette diagonale partage le quadrilatére en deux Lriangles ABC
¢t ACD. Supposons pour fixer les idées que a soit dans ABC. Pour
achever la ligne cherchée il faudra joindre a la ligne AC déja

donnée, soit
CD et I'une des deux lignes \Ba, \ B,

soit
AD el V'une des deux lignes CBa, CaB.
On obtient ainsi quatre solutions différentes.
La seconde diagonale BD en dennera autant. Donc

N::12+,/;+_’|:20.

8. 30 Sile polygone est un triangle ABC avee deux points inté-
ricurs @, b, nous pourrons admettre pour fixer les idées que les
¢6tés coupés par le prolongement de ab soient AC et BC.

Parmi les segments qui joignent deux a deux les poinls A, B,
C, a, b, les seuls qui se coupent sont Ab et Ba (fig. 1). Donc parmi
les £.5!= 60 lignes L qu’ils peuvent former, les seules & exclure
comme ayant un point double sont celles qui contiennent a la fois
ces deux segments. Chacune d’elles peut étre supposée décrite dans
un sens tel que Ay précede b. Soit AbBa C Pune d’elles. Les
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autres s’en déduisent par les permutations des éléments Ab,
Ba, C combinées avee I'échange de B avec a; ce qui porte & 12 le

nombre des lignes & rejeter. Done

N::Go—l?,:ﬁ./‘s

Cas ou n ==0.

I.
9. St le polygone principal est un hexagone, on aura
N =—=6.23=48.
10. 5i ¢’est un pentagone ABCDE avee un point intérieur a, on

aura '
N=Ng+ N+ N,,
N, désignant le nombre des lignes cherchées qui contiennent pré-
cisément ¢ diagonales.
Nous avons trouvé déja (3) la valeur de N,

N,=2.5.4=jo.
11. Pour caleuler N; considérons une diagonale déterminée

telle que AD (fig. 2). Elle partage le polygone en un triangle ADI
et un quadnlatére ABCD.

Si @ est dans le triangle il faudra, pour achever la ligne L cherchée,
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adjoindre a la diagonale AD, soit

ABC avec une des deux lignes DEa. Dali,
soit

DCB avec une des deux lignes Alia, Vel
ce qui donne quatre solutions.

’ Fig, 2.
0

A 8

Si a est dans le quadrilatére, les lignes a adjoindre seront
AE avec une des quatre lignes DaBC, DaCB, DCaB, DCBa

ou
DE avec une des quatre lignes AaBC, \aCB, ACaB, \CBy,

d’ou huit solutions.

St done parmi les cing diagonales il y en a a qui laissent « dans
le quadrilatére correspondant, on aura

q Y )

Ny=8a+4(5—a)=120 -z

12. Passons au calcul de N

Soit AD, BD (fig. 2) un couple de dlagonalcs (qui ne sc coupcnt
pas). Sile point @ est en dehors de I'angle ADB, par oxomple dans
le triangle ADE, on pourra, pour achever L, d(lj()ln(llc a ADB,

BC avec une des deux lignes AaE, \Ea:

d’ou deux solutions. Mais on n’en aura aucune si @ est dans
Pangle ADB.

Or il existe cing couples de dldU‘Ulld]eb tels (que celut gque nous
venons de considérer. Si pour B d’entre eux @ n’est pas compris
dans P'angle correspondant, on aura Ny = 2 8, el par suite

N=N+N+N,=6bo+ 12z +23.
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13. Reste a déterminer « ct P,

A cet effet, menons les cing diagonales du pentagone (fig. 2).
Elles en partagent l'intéricur en onze régions, a savoir :

Un pentagone central P

Ging triangles T avant un ¢dté commun avee le pentagone prin-
cipal:

Cing triangles [ ayanl un ¢6té commun avee P,

Or, a Pinspection de la figure, on voit immédiatement que, si & est
dans P, on aura ‘

7z =25, B=o;

s’il est dans un triangle T,

-
..

74

]
W
i

s’tl est dans un triangle 4,

s’
z=1

= 2. 1y

)

Dans toutes ces hypothéses, N aura la méme valeur 8o.

I

14. Passons au cas ol le polygone prineipal est un quadrilatére
ABCD avec deux points intérieurs «, b.

Soient respectivement N,,, N,,, N,; les nombres de lignes L.
(sans point multiple) qui contiennent 1, 2, 3 cdtés du polygone,
sans aucune diagonale: N; celui de ces lignes ou figure une dia-

gonale. On aura
N‘;: No+ Nuz+ Noas N=N,+ N|-

D’ailleurs les N,, lignes qui contiennent deux cdtés sont de
deux sortes : celles ou figurent deux c6tés opposés, en nombre M;
et celles on figurent deux ¢dtés contigus, en nombre M'. On aura

done
Nosz= M + M.

18. Pour la détermination successive de ces nombres, on doit
distinguer plusieurs cas ;
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Cas 1. — l.a droite ab prolongée traverse deux cOtés opposés
du quadrilatire et par suite les deux diagonales. Mais le nombre
de ses points de rencontre avec celles-ci compris entre a et b peut
ftre égal & o, 1, 2, d’oll trois sous-cas, que nous représenterons
respectivement par 1, 1, 1,.

Cas 11. -~ La droite ab prolongée traverse deux cdtés adjacents
du quadrilatiére, et par suite une seule diagonale. Son point de
rencontre avee celle-ci peut &tre extérieur ou intéricur au seg-
ment ab; d’ou deux nouveaux sous-cas, I, et [l

16. Carcur pe N,,. — Soit AB le ¢6té du quadnlatére que 1.

Fig. 3. Fig. 4.
D c
2 : . -
*b a® be
*a
A B A B

doit contenir. On peut faire au sujet de la ligne ab quatre hypo-

Fig. . Fig. 6.

De Ce

[ N
(]

. . %

9.

b.

a®

A B A B

théses différentes représentées par les figures schématiques 3, 4,
5, 6.

Premiére hypothése. — ab prolongé coupe AB et le c6té opposé CD
(lequel ne devant pas étre utilisé n’a pas été tracé sur la figure).



SUR QUELGUES LIGNES BRISEES. 273

. s . . ;
Pour achever la construction’de I., on devra adjoindre 2 AB
Puane des lignes

NaDHC, NaChbby BaChl: BabLC
on Pun des couples de lignes suivants :

N et BHC: NOD et BaCl
ce aqui donne six solutions,

Deuzxiéme hypothése. - - ab prolongé ne coupe ni AB ni CD.
lLes lignes 4 adjoindre 3 AB seront

NaDbe; NECah; BaDPbC; BbLCab

ou le couple AaD et BhC.

Soit cing solutions.
Troisiéme hypothése. ab prolongé coupe AB, mais non Cl..
On pourra adjoindre & AB les lignes suivantes :

NaDbC; BabhbC; BbLCab: \aD et B6C.
On n’a plus que quatre solutions.

Quatriéme hypothése. -~ ab prolongé ne coupe pas AB, mais
coupe CD.

On aura cing solutions :

VaDbC. NaChDy; Babb(, BaChLD: Nab et BLC,

Prenons successivement pour Iintroduire dans L chacun des
quatre cotés du quadrilatére et ajoutons les résultats obtenus.
Dans le cas I, les premiére et deuxiéme hypothéses ayvant été réa-
lisées chacune deux fois, on aura

Nyg==2.6 4- 2.5 = 22,

Dans le cas II, ce sont les troisitme et quatriéme hypothéses
qui auront été réalisées: on aura donc
Nop=2.%+2.5 =18,

Journ. de Math. (% série), tome ITL. — Annéc syzo. 35
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17. CarcuL pe M. —- Soient AB, CD les deux ¢6tés opposés qui
doivent figurer dans f..

Nous pourrons distinguer les mémes hypothéses que dans le
caleul précédent et nous servir des mémes figures 4 condition d’y
rétablir mentalement le ¢6té CD qui maintenant doit étre utilisé.

Dans la premiére hypothése, on pourra compléter 1. par 'adjone-
tion & AB et 4 CD de P'une des six lignes suivantes :

NabD; ANabC; \NbaC; BabC; Bably; Bbah -

ou de 'un des six couples

AaC et Db; NaD et Ch; ALD et Ca,
Bab et Clh; BaC et BDh; BaC et Ab.

Soit en tout douze solutions.
. La seconde hypothése en donnera seize, par les huit lignes :

\abC; ANabD; NbaCy NiaD,
BabC; BabD; BbaC; BbaD

ou les huit couples

AaD et Cb; NaD et Bb: AaC et Bh; AbC el Da,
BLC et Da; BEC et Aa; BHD et Ad; BaD et Cb.

La troisi*me en donne treize, par les six lignes

AabCy AabD; BabC; BbhaC; BabD; Bbab

ou I'un des sept couples

[y

AaC ct Bb; AaD et Bb; Aab et Ch; AbC et Ba;
AbD et Ba; Aa et B6G; Aa et BbD.

La quatriéme hypothése se ramenant a la troisiéme par I'échange
des c6tés AB et CD donnera également treize solutions.

Or le polygone ABCD présente deux couples de cétés opposés.
Prenons-les successivement pour faire partie de L, et ajoutons les
nombres de solutions correspondants.

Dans le cas I, les hypothéses I et Il ayant été réalisées chacune une

fois, on aura
M=12+16=28,
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Dans le cas LI, les hypothéses réalisées étant HI et 1V, on aura

M =13 413 = 6.
18. Carcur pe M'.- - Soient AB, BC les deux ¢6lés consécutifs
gqu'on suppose appartenir & [.. Nous distinguerons trois  hypo-

théses,

Hypothése I (fig. 7). - - La ligne ab prolongée coupe un seul des

Fig. 5.
D
H
C
*b
o
A B

cotés AB, BC, par exemple AB. On pourra achever L en ajoutant
a ABC PPune des bgnes

Nabb: NaDb; Cably; CaDb: Chaby; €CLDu
ou l'un des trois couples
Aal) et Cb; NLD et Ca; COD et \a.
Soit en tout neul solutionps.

Hypothése 11.
BC (fig. 8).

- La ligne ab prolongée coupe les deux cotés AB,

Fig. &
D
.

.b'

ca

On aura six solutions

Aabl; AaDb; ClhaD; CbDa;
AaD et Ch; CHD et Aa.



256 CAMILLE JORDAN.
Hypothése 111. — ab prolongée ne coupe ni AB ni BC (fig. g).
On aura dix solutions

AabD; AaDb; ANbaD; AbDa;
Cably; CaDb; ChaD; ChDa;
Aab et Cb; ChD et N,

Prenons successiverment pour [aire partie de 1. chacun des

Fig. 9.

0 c
o

A B
quatre systémes de deux cotés consécutifs et ajoutons les résultats.
Dans le cas I, 'hypothése I ayant été réalisée constamment, on
aura
N = 4.9 =136,
Dans le cas 11, cette hypothése aura été réalisée deux fois, les
deux autres chacune une fois. Done

M=2.9+6+10=3]

19. Carcun peE N, — Soient AB, BC, CD les trois cotés du
(uadrilatére que L contient. Deux hypothéses seront a distinguer

Hypothése 1. - ab prolongé -coupe le ¢6té DA (fig. 10). Nous
Fiz. 10,
0 C
a_ -b
o [ J
— ]
A B

aurons six solutions en adjoignant aux cétés donnés Pune des
lignes. '
Nab; Nba; Dab; Dba
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ou l'un des couples
Aa et DU; Ab et Da.

Hypothése 11. — ab prolongé ne coupe pas DA (fig. 11). Les

Fig, r1.
0 ¢
eh
o
A 8

solations seraient les mémes que dans la premiére hypotheése,
sauf que les segments A b, Da se coupant, celle ol ils figurent tous
deux doit étre rejetée. Il reste done cing solutions .

Le ¢6té du quadrilatére que L ne contient pas peut étre choisi
de quatre maniéres différentes. Faisant la somme des solutions
correspondantes et remarquant que sur les quatre ¢dtés 1l y en a
toujours deux coupés par ab prolongé, il viendra

Nyz=2.6 4+ 2.5 = 22.

On aura donce d’apreés tout ce qui précede :

Dans le cas T,

Ne=22 — 28436 ~ 42 :-108:

Dans le cas 11,

Ny= 18 - 26 — 3§ 4+ 22 2100,

I ne veste plus qu’a déterminer Ny.

20. Carcre ve Ny - - Soit AC la diagonale qu’on suppose appar-
teniv 4 1. Elle partage le quadrilatére en deux triangles ABC,
ADC; et Pon pourra distinguer trois hypotheses :

Hypothése 1. - Les points a, b sont séparés par la diagonale
(fig. 12). On pourra adjoindre & AC soit une des lignes

AaD ou ADa avec COB ou CB/,
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soit une des lignes
' CaD ou CDa avec AbB ou ABD,

ce qui donne en tout huit solutions.

e s e o 4

[« || EONREPEVENPR

>

Hypothése 11. — Les points a, b sont du méme coté de la diago-
nale, dans le triangle ABC par exemple. La ligne ab prolongée
coupe les deux cotés AB et BC (fig. 13).

Fiz. 3.

e e ——aa -

Ou pourra achever la ligne L en adjoignant a AC, soit CD avee
Pune des six hignes .

AabB; Abali; \aBl; \NbBa, ABalb; ABla,
soit AD avec une des lignes

CabB; Chab; CaBb; CUBa, CBal: CBbla,
ce qui donne douze solutions.

Hypothése 111. —- Les points «, b étant encore dans le méme
triangle ABC, la ligne ab prolongée coupe la diagonale AC (et le
c6té BC par exemple) (fig. 14). '

Les solutions sont les mémes que dans Phypothése II, sauf
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qu’ici les segments A b, Ba se coupant on doit rejeter les solu-
tions AbBa, AbaB qui les contiennent tous deux. Le nombre
des solutions est done réduit a dix.

‘ID

———————— e

B A —————————

Considérons successivement les deux diagonales comme pou-
vant appartenir & L et faisons la somme des solutions. Dans le
cas I, le prolongement de ab coupe les deux diagonales. Si donc
elles ne séparent pas les deux points «, b (sous-cas I,), chacune
d’clles fournira dix solutions; d’olt Nj = 20. Si 'une d’elles les
sépare (sous-cas I,), elle ne donne plus que huit solutions; d’out
N; = 18. Si toutes deux les séparent (sous-cas I,), chacune d’elles
en donnant huit, N; = 16. ~

Dans le cas 1I, celle des deux diagonales que ab prolongé ne
coupe pas donnera douze solutions. L’autre en donnera dix si
elle ne sépare pas a de b (sous-cas II,); et huit seulement si elle
les sépare (sous-cas II,).

21. Le Tableau suivant résume les résultats ci~dessus :

Sous-cas...... {,. I,. L. H,. II,.
J\ P 108 108 108 100 100
Nideeiinniin, 20 i8 16 2, 20
A\ P . 128 126 124 199 120

I11.

22. 1l reste & examiner le cas ou le polygone principal est un
triangle ABC contenant & son intérieur les trois autres points a, b, c.
Nous distinguerons six cas, d’aprés la répartition des points A,
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B, C, entre les diverses régions déterminées & DPextérieur du
triangle abe par les prolongements de ses ¢otés (fig. 15).

.

Vig. 15,

e

7 fa

/a b\
Ya o %

Ces régions, au nombre de six, sont de deux sortes : trois sec-
teurs r, et trois régions ; opposées a ces secteurs, ayant chacune
un ¢oté commun avee le triangle.

Cas I. —- Les deux points A, B sont dans une méme région r,
qu’on peut dénommer .. Pour que abe soit intérieur a ABC, il est
nécessaire que C soit dans la région opposée ¢..

Cas J1. - A, B sont dans une méme région ¢, et C dans r

Cas 1]1. — A, B, C sont dans des régions r différentes, qu’on
peut dénommer respectivement r,, rs, ¥,.

Cas 1V. - A, B, C sont respectivement dans les régions ¢,
Tby e

Y

Cas V. — A, B sont dans les régions r,, r, et C dans une région ¢
{nécessairement différente de g.) qu’on pent dénommer ¢,

Cas VI. — A, B, C sont dans les régions g, 24, 7,

23. Les segments qui peuvent figurer dans la construction des
lignes L sont les cotés des triangles ABC, abe et les neuf lignes de
jonction Aa, Ab, ..., Cc qui réunissent les sommets de deux
triangles différents.

Ces lignes L (avec ou sans pomt multlple) sont au nombre de
2.6! = 360; on peut les répartir entre cinq classes :
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Classe 1. - Lignes ol ne figure qu’une scule ligne de jonction,
a savoir la ligne
ABCabe

et ses similaires, obtenues en permutant les symbholes A, B, C
d’une part, a, b, ¢ d’autre part. Elles sont au nombre de 36.

Classe I1. - Lignes ot figurent deux lignes de jonction (n’ayant
pas d’extrémité communc), a savoir :

AalbeBC, «ABCoc
¢t leurs similaires ; leur nombre est 2.36 = 72,

Classe I11. — Lignes contenant comme partie intégrante AabB
ou P'une des 18 lignes similaires, a savoir :

AabBCe, AahBeC, cAalBC

et leurs similaires. Leur nombre est 3.36. Elles contiennent trois
ou quatre lignes de jonction.

Classe 1V. — Lignes ne contenant aucune ligne partielle simi-
laire 3 AabB, mais une seule ligne partielle similaire 4 AcB.
Ce sont les lignes

AcBCab, CAcBab, aCAcB/

et leurs similaires, au nombre de 3.36. Elles contiennent encore:
trois ou quatre lignes de jonction.

Classe V. — Lignes {ormées exclusivement de lignes de jonction,
a savoir
AaBbCe
et ses similairves. Leur nombre est 36. Chacune d’elles contient deux
lignes partielles similaires &4 AcB (AaB et Bb(, par exemple).
Soient respectivement N, ..., N; les nombres de lignes L sans
point double que contiennent ces diverses classes; nous aurons

N=N;+ N+ N;+ N, +N;.

24. Carcur pE Ny, — Une ligne de jonction donnée, telle que

Journ. de Math. (** sérié), tome IlI. — Année 1920, 36
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Ca figure dans quatre lignes de la classe 1, 4 savoir :
v . a0 \

ABCabe, BACabe, ABCach, BACach.

Mais ces solutions devront toutes ére rvejelées si Ca entre dans
le triangle abe, car ce sevait en traversant le ¢dté be, ce qui don-
nerait un point double. Dans le cas contraive clles devront étre
conserveées, On qura done

Ni==36  jz,

e ¢tant le nombre des lignes de jonction qui pénétrent dans le
triangle abe. _

Or de chacun des sommets A, B, C sont issues trois lignes de
jonction. Aucune ne pénétre dans le triangle abe si le sommet
considéré est dans une région r; une seule y entre, s’il est dans
.une région ¢. Donc o est le nombre des sommets situés dans une
région g. Il est donné dans chaque cas par la définition. On peut
done former le Tableau suivant :

Casyovnnnn. . L 1. . Iv. V. vl
Boeeroanonon. 1 2 0 i f 2
Nfveesiveo. 2 28 M 24 b 28

25. Cavcur pE Ny, -~ A chaque ligne de jonction, telle que Aa,
on peut en associer quatre autres n’ayant aucun sommet commun

’
avee elle. Le nombre des couples ainsi formés sera done 9{% = 1§

et Pun quelecongque d’entre cux, tel que Aa, (e par exemple,
figurera dans quatre lignes de la classe 1T, a savoir

AabeCB, BA«bcC, aABCch, baABCec.

Elles doivent étre rejetées toutes si Aa coupe Ce. Elles doivent
au contraire étre conservées si Aa ne coupant pas Cc, ni A«
ni Ce¢ ne pénétrent dans le triangle abe, car elles ne pourront couper
ni ab ni be. Mais si Aa, par exemple, pénétre dans le triangle, elle
coupera le ¢6té be opposé 2 a. On devra done rvejeter les trois
lignes L qui contiennent ce segment et ne conserver que la der-
ni¢re, Enfin si Aa et Cc pénétraient toutes deux dans le triangle,
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ces deux lignes se couperaicnt. Cette derniére hypothese est done
contradicloire,
On aura done

”

Ny=72 42 —3y,

B étant le nombre des couples de Rgnes de jonetion dont les deax
lignes se coupent; v fe nombre des couples ol ces lignes ne se cou-
pant pas, lune d’elles pénctre dans le triangle.

20. l.es nombres 8, ~ peuvenl se lire imumcédiatement sur la
PR |
figure qui indique dans chaque cas-la situation des points A, B, G
par rapport au triangle abe. Car on peut y voir de suite sans avoir
hesoin d'y tracer effectivement les lignes de jonetion (ee qui pour=
g J
rait méme nuire a la clarté) quelles sont celles de ces lignes ui se
coupent, ou entrent dans le triangle,

Cus 1 (fig. 16). - Lues trois couples (Ae, Ba), (B¢, Abj, {Ab, Ba)

\J
N\
N 7
N, %
h s
N P
A
7
.,

A
\
)
pax-Z b\\
/ “~

N\
e N

sonl les seals dont les lignes se coupent. Done & = 3. D aulre part,
la ligne de jonction Ce, qui seule entre dans le triangle abe, peut
étre associée successivement aux quatrve lignes Aa, Ab, Ba, Bb
qui ne la coupent pas. Donc y = 4.

Cas II (fig. 17}. - Les couples dont les droites s¢ coupent sont
les mémes que dans le cas précédent. Done 8 =: 3.
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D’autre part, Ac, qui pénétre dans Je triangle, peut élre associée
a Bb, Ca, Cb quit ne la coupent pas. De méme Be peut étre
associée & Ag, Ca ou Cb. Done y =6.

Cas 111 (fig. 18). — Les couples dont les droites se coupent sont

Fig. 18,

(Ab, Ba), (Be, Cb), (Ca, Ac). Daillewrs aucune des lignes de
jonction n’entre dans abe. Done § = 3,y = o.

Cas 1V (fig. 19). -— Les couples dont les lignes se coupent sont
(Aa, Bb), (Bb, Cc), (Ce, Aa). Donc B = 3. D’autre part, Aa qui

entre dans le triangle peut encore étre associée a Be ou a Cb. On
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pourra associer de méme Bb a4 Acou &4 Ca; Cc &4 Ab ou a Ba;
d’olt y = 6.

Fig, 19,

Cas V (fig. 20). — Lies couples dont les lignes se coupent sont
(Ab, Ba), (Be, Cb), (Be, Ca). D’ailleurs Ca, qui pénétre dans

Fig. z0.

le triangle, peut étre associée i trois autres lignes Ab, Ae, Bb.
Done g =3, y=23.

Cas VI (fig. 21). — Les couples dont les lignes se coupent sont
(Ce,Ba), (Ce, Bb), (Aa, Bb);d’ot B = 3. D’ailleurs les lignes A«
et Bb entrent dans le triangle. La premiére peut encorc étre
associée a B ¢, Cb, Cc et laseconde d A cou Ca; doliy = 5.
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 Ces résultats sont résumés dans le Tableau suivant :

CitSeeooanun., I [f. 1. v, V. VI,
" " " “w Y “ o
[Peocveroen ) ) ) > ) )
Yoorroniean, 4 6 0 (s 3 D

PR . 1.} A 6o 4 31 1

Fig.

27. Carcur ve Ny - - Les lignes 1 de la classe TH contiennent
toutes par délinition la ligne pasrtielle AabB ou l'une de ses simi-
laires. Celles-si sont au nombre de 18, car les permutations des
sommets donnent 35 combinaisons distinctes, mais dont deux
(telles que AabB ¢t BbhaA) veprésentent la méme ligne, saul
le changement du sens du parcours.

Soit § Pune d’elles. Parmi les lignes 1. qui la contiennent, soit
N; (1) e nombre de celles qui n’ont pas de point double. On aura
¢videmment

Ny= X N (),
la sommation s élendant aux 18 lignes [
Nous aurons done a déterminer la valeur de chacun des termes

de la somme.

28. Soit { = AabB. Les lignes . dont celle-ei fait partic sont
les six suivantes :
AabBCe, AabBcC, CcAabld, ¢CAabB,
v CAabBe, cAabBC.
Si les segments Aa, Bb se coupent, toutes les six devront étre
rejetées et Pon aura N. (AabB) = o.
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Si ces deux segments ne se coupent pas, et que la ligne [ ne ren-
contre ni A¢, nt Be, ni Ce, on aura au contraire Ny (AabB) = 6.
Mais si [ rencontre quelqu’un de ces trois segments on devra
rejeter celles des six lignes qui le contiennent; d’oh les résultats

suivanls (Aa et Bb ne se coupant pas) :

Ny(NabhB)-=6 si AabB3 ne coupe ni A¢, ni Be,y ni Cr:

4 si AabB coupe \c¢ ou Bey

=2 sielle les coupe toutes deux;
» =2 siclle coupe Cc;
=1 sielle coupe (i et Ac ou Be.

Or il est aisé de constater sur celle des figures (6 4 21 qui cor-
respond a chacun de nos six cas, laquelle des hypothéses précé-
dentes se trouve réalisée.

29. On déterminera de méme la valeur de Ng({) pour chacune
des lignes I similaires de AwbB, en opérant sur le systéme des
lignes Ac, Be, {ic a considérer la méme permutation des som-
mets qui a [ait passer de AabB & [. Ainsi pour ! = BacC par
exeraple on devra regarder sur la figure si Ba coupe Ce et s'il ne le
coupe pas, quelles sont celles des lignes Bb, Cb, Ab que [ pour-
rait traverser.

On lorme ainsi aisément le Tableau suivant :

[ 1. Ir. Iv. A\ VI

Ny(AabBy.... o 6 6 0 6 0
Ns(Abab).... o 0 0 “ 0 2
NatAbeB)...., 0 0 4 4 1 4
Ns(AchB ..., 4 i 2 4 2 4
Ny(AcaBi.... o 0 4 4 4 4
Ns(AacB).... 4 4 @ 4 2 4

) Ny(BbeCo..... 6 G 6 0 1 0
Ny(BebCy..... 6 6 o ", 4 2
N;(BeaC)..... 2 2 1 4 6 4
Nz(BaeC)..... =2 P 2 4 6 4
N3(BabC)..... 1} 2 1 4 2 4
N3(BbaC)..... 4 D) ) 4 “ 4
N3tCcaA)..... 6 6 6 0 2 0

. Ns(CacA)..... 6 6 0 2 o 2
Ni(CabA).... 2 ] 4 4 4 4
N3(CbaA)..... 4 I 2 4 4 4

N, (CbeA)..... 4 2 4 { 0 4
Ns(CebA.. ... 2 2 2 4 4 4
Nouooweennn 58 50 3% 34 B0 54
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30. Carcur e N, g1 pE N;. — Les lignes L de la classe [V con-
tiennent toutes une ligne partielle [ similaire 4 Ac¢ B. Celles de la
classe V en contiennent deux. Ces lignes I sont au nombre de g.
Considérons en particulier 'unc d’elles. Soient, parii les lignes I,
sans point double qui contiennent I, N, () celles qui sont de la
classe 1V, N, (1) eelles qui sont de la classe V. On aura évidemment

N, = EN(0),

la sommme étant étendue a toutes les lignes similaires &8 AcB dont
le nombre est g. Mais on aura d’autre part

N,::%EN,,(I),

car chacune des N lignes de la classe V, contenant comme parties
_intégeantes deux des lignes [, apparaitrait deux fois dans XN ().

Nous aurons done & déterminer, pour chacane des lignes [, les
nombres N, (Ij et N, (I).

31. Considérons en particulier la ligne AcB; elle est contenue
dans douze lignes L de la classe IV, & savoir :

(1) AcBCabd, (5) abAeBC, (9) aAeBCo,
(2) AcBCha, (6) baAcBC(, (r0) bAcBCa,
(3) abCAcB, (7) aCAcBb, (11) CAcBab,
(4) baCAcB, (8) bCAcBa, (12) C\eBba,

et dans huit lignes de la classe V:

(13) AcBaCb, (17) a\eBBOC,
(14) AcBbCa, (18) hAcBal,
(15) CaAcBb, (19) albAchB,
(16) CbhbAcBa, (20) bCaAch.

Dans chacune de ces lignes figurent, outre la partic AcB qui
leur est commune, quelques-uns des segments

ab, Aa, Ab, Ba, Bb, Ca, Cb.

Il faudra rejeter toutes celles des lignes des Tableaux ci-dessus
qui offrent des points doubles, soit que les segments que nous
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venons d’énumérer se coupent entre eux, soit qu’ils solent coupés
par la ligne AcB; puis compter les lignes restantes.

Les intersections possibles dépendent de la situation des points a,
h, ¢ dans le Leiangle ABC. On peut faire & cet égard, en ce qui con-
cerne les points a, b, deux hypothéses principales, dont chacune
donnera lieu a des hypothéses secondaires d’aprés la situation du
point c.

32. Hypothése 1. - - La ligne ab prolongée coupe le c6té AB (et
un autre ¢6té du triangle ABC, que nous supposerons étre BC).
Construisons la figure (22) formée par les segments ab, Aa, Ab,

Fig. 2.

c

AN
A
A R

Ba, Bb, Ca, Ch. Elle présente un point double intersection
de Ab et de Ca. Nous devrons done rejeter les lignes (10), (18), (19),
de sorte que N, (AcB) ne pourra surpasser (onze), ni N; (Ac¢B) sur-
passer (six). Ces chiffres subiront d’ailleurs une nouvelle réduction
si ¢ est placé de telle sorte que la ligne Ac B coupe quelques-uns
des segments tracés sur la figure.

On obtient ainsi sept hypothéses secondaires. Le Tableau sui-
vant donne pour chacune d’elles, avec I'indication des segments
coupés, les nombres correspondants N, (AcB), N, (A¢B) des
ignes 1. a conserver :

Hypothéses. Segments coupés. N (ArB). N\, (AcB).
| PP . ancnn 1 6
baooieeeinns, .. Aa (vu Ba) 9 (

Lo nine. Aa, \b 8 2
| P Ba, Bb | [
Gereeenrneiaas Ca, ab 2 2
| P Cre, AD, ab 2 I
Lo, cevaea. Ca, Cb 4 0

Journ. de Math. (8 série), tome 1II, — Année 1920, 37
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33. Hypothése 11. — T.e edté ab prolongé ne coupe pas AB. Les
segments qui se coupent sont ici Ab et Ba, ce qui entraine le rejet
des lignes (16) et (18), toutes deux de la classe V. D’autres exclu-

Fig. 27,
c

sions seront nécessaires si Ac B coupe quelques-uns des segments:
d’ou1 plusieurs hypothéses accessoires dont voici le Tableau :

Hypothéses. Segments coupds. N.(AeB). N, (AchH).
y........ aucuan 12 6
Hyooo..... Abd (ou Ba) 10 5
| PP Aa, Ab (ouBa, Bb) ) 2
] PR Ab,Ba 8 4
] PR Ab,Ba, ab 2 4
I, .. | Ca, ab, Ab ; ) "

P i (ou Cb, ab, Ba) -\ )
| | PRRP Ca, Ch 1 [

34. Considérons maintenant une quelconque des lignes simi-
laires & A¢B, par exemple BbC. De méme que N, (AcB),
N, (AcB) dépendent des relations des lignes AB et Ac B avec
les lignes ab, Aa, Ab, Ba, Bb, Ca, Ch, N, (BbC, N, (BbH ()
dépendront des relations analogues entre BC, Bb C et les lignes be,
Ba, Be, Ca, Cc, Aa, Ac. Au sujet de ces relations on pourra
faire les mémes hypothéses que ci-dessus.

Cela posé, un coup d’ceil jeté sur les figures 16 & 21 relatives a
chacun de nos six cas montre quelles sont les hypothéses réalisées
et par suite les valeurs de N,(l), N;(l) pour chacune des lignes {
similaires & A¢B. On formera ainsi les Tableaux suivants :
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Cas I.
Hypothese
Lignes /. ridlisée,  Negments coupds,
AcebB........ 11 aueun
Aab....... 1y AD, \e
AbDB ... Ly Ba, Be
Bat........ I- Ab. Ae
BbC........ I aucun
BeC.ooovooo Ly AN, ab
ChA........ I Ba, Be
CeAno.onnn I Bea, ab
Cal........ I, aueun

Lignes /.

AclB........
NaB.......

Bat........
BOC........
BeC........
ChAN ...
GCelol..

‘ Cas 11,
Hypothese
réalisée.  Segments coupés,
i, Aé, Ba, «b
I, A
t, Ba
l'; A /I, Ac
I anctsn
I; \b, al
I Ba, Be
I; Ba, ab
Iy aneun
N, =6 N;=1)

.\;:(i‘z, N;;=l’;..

Cas 1.

Hy pothise

Lignes /.

;\(,’B...\....

Belo oooous
CHA........
CeAo o,
CaA........

réalisée.  Seginents coupés.
I Ca, Cbh
Iy AD
[, Ba
”7 A [I, Ne
I 13e
I, Co
I Be, Ba
I, Ca
1, Ac

N, = 606, N =12,

N.od).

N, (L)
2
Lo

10

N s

11

S0

N

N, (/).
6
2

N ().

P

]

N, (1),

I-\—\C_\-\:J.\,-\c

~
-
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Cas 1V,
Hypothése
Lignes (. réalisée.  Segments coupes.
AcB........ Il aucun
AabB....... I Ce, bc, B
AbB........ l'; Cl,',a(f, Aa
BaC....... 1l auenn
BoC........ I Aa, ca, Ce
BeC.oo oot .oo 1 Aa, be, Bb
CobA....... ”g aucun
CeAa... ... i, Bb, ab, Au
Ca\....... I Bb. ca, Cr

Cas V.
Hypothése
Lignes /. réalisée,  Segments coupés.
AeB..... .. I Ca, Ch
AaB....... I, Ab
AbB........ I, Ba
BalC........ I- Ab, Ae
BbLC........ 1, Ae, ac
IBeC....... . 1, aneun
Ch........ I, Ba, Ac. ar
(7.7, D Ca, C/l
CaN....... |, Ae
.\.',= )8. N;;::m.
rCas VE
Hypothéise
Lignes /. réalisée.  Segments coupes,
AcB........ N anenn
\ab ....... 1; e, Bb. be
\bB........ I, Ce. Aay ac
BaC........ I} aneun
BbLC........ i1, Ce, Aa, ar
3eC........ I3 Ba, Bb
CbA........ Iy aueun
CeAooooovl. 1 Ba, B
CaA....... I B&, be

Ng:‘;:, N;: 13.

N.Ly.

N, (1.

N
IR

- -
l.\?_\-—xg LN o~

NS

N (0
6
!

N, (L),

O

4

7
1
[§]

- - N

21
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33. Récapitulant tous les résultats obtenus, nous aurons fina-
lement :

Cas

I II. 111, 1v. V. Vi,

A YR ) 28 36 214 g 28
I\ PO 1 i 6o h2 31 45
Ngeerierinnnne. 8 59 34 54 %0 54
Npevoreriiinne., 62 56 66 66 38 67
D P ¢ P 19, 1 12 1
Neceeae s 213 193 228 19% 20 207

Cas ou n =7.

36. Nous nous bornerons a Leaiter le cas oitle polygone principal
est un hexagone ABCDEF avec un point intérieur a.
l.e nombre N, des lignes I, (sans point doublej qui ne con-

-
¥y

tiennent aucune diagonale est, d’aprés le n® 3
N, =2.6.5="bo0.

Les diagonales sont d’ailleurs de deux sortes :

Celles de la premiére sorte, au nombre de troiz, joignent deux som-
mels opposés et partagent Uintérieur de 'hexagone en deux qua-
drilatives.

Celles de la seconde sorte, au nombre de six, joignent les sonunels

Fig. 24.

E D

de deux en deux et partagent Phexagone en wn pentagone el un
triangle.

L’ensemble de ces six lignes le partage en treize régions ( fig. 24).
asavonr :
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Un hexagone central 1

Six triangles 1" ayant un ¢41é commun avee le polygone prin-
cipal;

Six autres triangles .

D’ot trois cas & considérer.

Les lignes cherchées pourront contenir :

1° Une seule diagonale de la seconde sorte;

20 Deux diagonales de la seconde sorte issues d’un méme
sommet;

3° Deux diagonales de la seconde sorle sans sommel commun ;

4° Une seule diagonale, de la premicre sorte;

50 Deux diagonales, I'une de la premiére sovie et Fautre de la
seconde;

60 Trois diagonales.

" Soient respectivement My, My, ..., My les nombres de lignes 1.
sans point double de chacunce de ces six espéces, on aura

N=Ni+M +My—+~...+ M,
Déterminons successivement ces divirs nombres.
37. Carcer pe My, - Soit AC la diagonale donnée. Deux hypo-
theses seront possibles.

Hypoihése 1. ~ a st dans le triangle ABC (fig. 25). Les soly-

Fig. .
E D
F (o4
A B

tions s’obtiendront en ajoutant a la diagonale :
Soit la ligne FEDC avec une des deux lignes ABa, AaB; -
Soit la ligné DEFA avec une des deux hignes CBa, Ca B.

On a ainsi quatre solutions.
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Hypothése 11. — a est dans le pentagone ACDEF.
1l faudra ajouter i la diagonale : zoit BC avee une des six lignes
AFEDa, A\FEaD, AFaED. AFaDE. ANaFED, AaDEF,
soit BA avee une des six lignes
CDEFa. CDEaF. ... CaFED.

On a ainst douze solutions,

Considérons successivement les six diagonales. Si @ est dans 11,
'hypothése T n’étant jamais réalisée, on aurs

My=6.12 =7

S’il est dans une région (, cette hypothése étant réalisée pour une

diagonale, on aura

Mo==5.12+4=61.

Sil est dans une végion T, elle le sera pour deux diagonales
d’ou ‘ '

M= f.12 = 2.1 =56.

38. Carcvre ne My, -~ Soient AC, AR (fig. 26) les deux diago-
Fig. 26.

E D

A B

nales données. Deux hypothéses sont possibles :

1° @ est dans P'un des deux triangles ABC, ALl (dans AEF
par exemple). Aucune solution.

20 a est dans Pangle CAE. Aucune solution.

39. Caicvr pE M,. — Soient AE, BD les deux diagonales
données (fig. 27).
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Si @ est dans I'un des triangles BCD, AEF, par exemple dans
’ Fig. »=.

€ D

A e

BCD, on devra adjoindre aux diagonales données

Fli, AB et DCn ou Dall
ou

FA, ED et BCa ou BeaC,
s$0it en tout quatre solutions.
Si a est entre les deux diagonales, il faudra adjoindre

Il avec Aall et D, ouavee Aal) et B(
ou

FA\ avec FaBl et M. ouavec Kab) et BC.

On a encore quatre solutions.
I existe d’ailleurs trois couples de diagonales analogues a celui
que nous avons considéré. On aura donc dans tous les cas

M,=3. 7=

40. Carcur pE M,. — Soit AD (fig. 28) la diagonale donnée.

Fig. 28,

ra

D

A B

Suppoesons par exemple que ABCD soit celui des deux quadri-
latéres qui contient a.
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Les lignes & adjoindre seront

FED avec une des lignes ABCa. ABaC. AaBC, AnCB
oy -
IFFA  avec une des lignes DCBa, DCall, DaCB, DaBC,

&’olr huit solutions.
Or on a trois diagonales telles que AD; donc

M,=3.8=01].

41. Carcurn pe M,. — Soient AD et AE les deux diagonales
données {fig. 29). Trois hypothéses sont possibles :

Fig. uq.
E L

A B

1° @ est dans le triangle AEF. Les lignes & adjoindre seront

DCB avec FEFa ou FaF,

soil Jeux solutions;
29 « est dans le quadrilatére ABCD. On aura quatre solutions

FIEE  avec une des lignes DCBa, DCall, DaCB, DaBC:

3° a est dans angle DAE. Aucune solution.
Or il existe douze couples de diagonales analogues a celui que
M ’ b L} d ’ .
nous venons de considérer. I.'un d’eux est Jormé des diagonales AD
et AC. Si nous envisageons successivement ces deux systémes,
k] . 4 * 4 ’ 9
nous voyons que hypothése 11 sera réalisée dans 'un d’eux.
I’hypothése T le sera dans P'autre si @ est dans 'un des deux
triangles ABC, AEY, de sorte que la somme des solutions sera
4 42 = 6. Mais si a est compris dans I'angle CAF, cette somme
ne sera plus que 4 40 = 4.
Achevons la sommation en considérant successivement les six

Journ. de Math. (%° séviv). tome 1lI. — Année 1920, 38
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couples de diagonales analogues a AC, AE. Nous aurons
Ny= 474 6(6 — o) == 36 — .2,
« étant le nombre de ceux de ces couples dont les deux edtés com-

prennent entre eux le point a.
Or on voit par Pinspection de la figure 24 que si a est dans H,

o :z6, d'oin N;=u};
s’il est dans une région ¢,

2 =17, d’oi N,
8'il est dans une région T, 4

=1, d'oi Ny= 8.

42. Carcur pr N, -— Soient AL, BD, AD les trois diagonales
données (fig. 30).

Fig. Jo.

A B

Si ¢ est dans le quadrilatére ABDE, on n’aura aucune solution,
S’il est dans I'un des triangles AEF, BCD (par exemple dans
AEF), on aura les deux solutions

BC avec EFa ou EaF,

On aurait obtenu le méme résultat en considérant le systéme
des trois diagonales AE, BD, BE.,

La valeur de N, sera donc 4 B, B désignant parmi les trois quadri-
latéres analogues 4 ABDE le nombre de ceux qui ne contiennent
pas a.

En se reportant encore a la figure 24, on voit que si a est dans H,

f=o, N,=o;
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s’il est dans ¢,

b .. . N =7
Bezi, Ne=4

s’ il est dans T,
G =, Ns=8.

299

43. Rassemblons les résultats précédents; nous aurons, si a

est dans T,
N=060 72 -+ 0-F12 -+ 2] + 0 =168;

il est dans une région ¢,
N =06Go i-65 46 412 426+ =1066;
$’il est dans une région ',

N=6Go +36 40 +12-1-25--8-=106%.



