
CAMILLE JORDAN
Sur quelques lignes brisées
Journal de mathématiques pures et appliquées 8e série, tome 3 (1920), p. 265-299.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1920_8_3__265_0>

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliothèque nationale de France

http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pôle associé BnF/Mathdoc

http:// www.numdam.org/ journals/ JMPA

http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1920_8_3__265_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA


SU H QUELQUES LIGNES BRISÉES. 265 

Sur quelques lignes brisées; 

PAR CAMILLE JORDAN. 

Soient donnés η points clans un plan, et dont il n'y en ait pas trois 
en ligne droite. Joignons par des segments de droites le premier au · 
second, celui-ci au troisième, etc., jusqu'à ce qu'on arrive au der-
nier. La ligne brisée 1, ainsi formée réunira tous les points donnés, 
dont deux seront à ses extrémités. Chacun des autres est le point 
de jonction de deux segments (et pas davantage). 

En faisant varier l'ordre de succession des points donnés, nous 
obtiendrons £ η ! lignes L distinctes, décrites chacune dans les deux 
sens. Quelques-unes d'elles pourront offrir des points multiples 
si des segments non contigus se coupent. Celles où cette particularité 
ne se présente pas semblent plus intéressantes et l'on peut se pro-
poser d'en déterminer le nombre N. 

Ce nombre dépend de la position relative des points donnés, et 
notamment de la nature du polygone principal. (Nous donnons 
ce nom à un polygone convexe ayant pour sommets soit tous les 
points donnés, soit une partie seulement d'entre eux, les autres 
lui étant intérieurs.) 

Nous déterminerons le nombre Ν dans les trois cas suivants : 

i° Les η points sont les sommets d'un polygone convexe; 
20 η est au plus égal à 6; 
3° η étant égal à 7, le polygone principal a 6 côtés. 

La discussion complète d'autres cas entraînerait trop de lon-
gueurs. 

Journ, de Math. (8* série), tome III. — Année 1920. 34 
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Cas où le polygone principal a n sommets. 

1. Soit. / une portion d'une des lignes L sans point multiple qu'il 
s'agit de construire, telle que ses deux extrémités Ρ et Q soient des 
sommets du polygone principal. Elle partagera l'intérieur de ce 
polygone en deux régions distinctes R1} R2. 

Si nous supposons que parmi les points donnés il y en ait dans 
chacune de ces deux régions (ce qui aura nécessairement lieu si Ρ 
et Q ne sont pas deux sommets consécutifs du polygone principal), 
la ligne L ne pourra se terminer ni à Ρ ni à Q. 

En effet une portion de L doit se trouver dans R1} une autre l2 
dans R2. La ligne L n'ayant pas de point multiple, la jonction 
entre Ιλ et l2 ne pourra se faire que par l'intermédiaire de l. Donc 
doit rejoindre l en l'un des deux points Ρ et Q et l2 aboutir à l'autre. 

Ce lemme général est fort utile. Dans le cas présent, nous en 
déduirons aisément la valeur de N. 

2. Soient A, B, C, ..., Κ les sommets consécutifs du n-gone. 

THÉORÈME. — Le nombre des lignes cherchées qui commencent à 
un quelconque A des sommets donnés est égal à 2"'~2. 

Cette proposition est évidente si n = 3, car on a les deux solu-
tions ABC, ACB. 

Supposons-la établie pour un (n—i)-gone et passons au cas 
du n-gone. 

Le premier côté de la ligne cherchée, ne pouvant être une diago-
nale, sera AB ou AK. Si c'est AB, la suite de L sera une ligne ana-
logue, issue de Β et relative au (n — i)-gone convexe BC...K. Elle 
peut donc être déterminée de 2n~3 manières. 

Si le premier côté de L était AK, le résultat serait le même. 
Le nombre des solutions est donc bien 2n~2. 

COROLLAIRE. — N = n.2"-3. 
Car le polygone a n sommets à considérer successivement ; mais 

si l'on fait la somme, chacune des lignes cherchées ayant deux 
bouts y figurera deux fois. 
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5. Le cas où le polygone principal est un (η— i)-gone avec un 
point intérieur a est plus complexe. Nous nous bornerons à déter-
miner le nombre N„ de celles des lignes cherchées qui ne con-
tiennent aucune diagonale du polygone principal. 

La ligne cherchée doit se composer de η —- ι segments dont un 
au moins et deux au plus joignent le point a aux sommets du 
polygone. 

S'il n'y a qu'un segment de jonction, l'un des η — ι côtés du 
polygone, AB par exemple, manquera dans L; et la ligne de jonc-
tion sera αΒ ou ah. Cette hypothèse donne donc ι (η ι) solu-
tions. 

S'il y a deux lignes de.jonction, deux côtés du polygone man-
queront. S'ils sont consécutifs, tels que AB et BC, l'une des lignes 
de jonction sera nécessairement Β α, l'autre ha ou C a. D'ailleurs, 
on peut prendre pour AB chacun des η ι côtés successivement ; 
d'où ici encore 2 (η 1) solutions. 

Si les côtés manquants, AB et DE par exemple, ne sont pas 
consécutifs (ce qui peut avoir lieu de ———— manières, 
l'une des lignes de jonction pourra être Β a, ou De, l'autre A a 
ou Ε a, d'où quatre combinaisons distinctes. 

Réunissant ces résultats, ori aura 

V , \ , , ( η — ι ) ( η — 4 ) 

Cas où η — \. 

4. Si le polygone principal est un quadrilatère ABCD, on aura, 
d'après le n° *2, Ν = 8: et chacun des sommets sera l'origine de 
quatre lignes L sans point double. 

5. Si c'est un triangle ABC avec un point intérieur a, les droites 
qui joignent deux à deux les quatre points donnés ne se coupant 
nulle part, aucune des lignes L que l'on peut former n'aura de 
point double. On aura donc 

Ν = -.4! = 12. 
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L'un quelconque A des points donnés sera l'origine de six de ces 
lignes. Soit ABC# l'une d'elles, fies autres s'obtiendront par per-
mutation des lettres B, C, a. 

Cas oû η — 5. 

6. i° Si le polygone principal est un pentagone, on aura 

Ν — 5.2* = 20, 

7. ι0 Si c'est un quadrilatère ABCD avec un point intérieur «, 
on aura, d'après le n° 5, 

i\0 = 2.4.3=12. 

Mais il reste à examiner celles des lignes L qui contiennent l'une 
ou l'autre des diagonales, par exemple AC. 

Cette diagonale partage le quadrilatère en deux triangles ABC 
et ACD. Supposons pour fixer les idées que a soit dans ABC. Pour 
achever la ligne cherchée il faudra joindre à la ligne AC déjà 
donnée, soit 

CD el l'une des deux lignes ΛΒ<γ, Λ a\\, 
soit 

VD el l'une des deux lignes CBa, Cali. 

On obtient ainsi quatre solutions différentes. 
La seconde diagonale BD en donnera autant. Donc 

Ν r= 12 -+- 4 + 4 — 20· 

8. 3° Si le polygone est un triangle ABC avec deux points inté-
rieurs a, h, nous pourrons admettre pour fixer les idées que les 
côtés coupés par le prolongement de ab soient AC et BC. 

Parmi les segments qui joignent deux à deux les points Λ, B, 
C, α, 6, les seuls qui se coupent sont A à et Ba (fig. 1). Donc parmi 
les -.5 ! = 60 lignes L qu'ils peuvent former, les seules à exclure 
comme ayant un point double sont celles qui contiennent à la fois 
ces deux segments. Chacune d'elles peut être supposée décrite dans 
un sens tel que A y précède b. Soit AàBa C l'une d'elles. Les 
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autres s'en déduisent par les permutations des éléments A b
f 

Β a, C combinées avec l'échange de Β avec a; ce qui porte à 12 le 

Fig. 1. 

C 

Il \ \ 

!al 

/ '' %%SS

\ 

A Β 

nombre des lignes à rejeter. Donc 

Ν Go — 12 48 

Cas où ri -- 6. 

I. 

9. Si le polygone principal est un hexagone, on aura 

N — 6.2*— 48. 

10. Si c'est un pentagone ABCDE avec un point intérieur a, on 
aura 

Ν — i\0 -+-1\ 1 -+- N2, 

X, désignant le nombre des lignes cherchées qui contiennent pré-
cisément i diagonales. 

Nous avons trouvé déjà (5) la valeur de N„ 

N,= 2.5.4 =-îo. 

11. Pour calculer Nj considérons une diagonale déterminée 
telle que AD (fig. 2). Elle partage le polygone en un triangle ADE 
et un quadrilatère ABCD. 

Si a est dans le triangle il faudra, pour achever la ligne L cherchée, 
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adjoindre à la diagonale AD, soit 
ABC avec une des deux lignes \)\ia. \)a\C, 

soit 
DCB avec une des deux lignes ΛΕα, Λ α Κ, 

cc qui donne quatre solutions. 
Fig. 2. 

0 

f i 

Si a est dans le quadrilatère, les lignes à adjoindre seront 

AË avec une des quatre lignes DaBG, D«CB, DC«B, DCB« 
ou 

DE avec une des quatre lignes AaBC, A«GB, ACaB, \CB</, 

d'où huit solutions. 
Si done parmi les cinq diagonales il y en a α qui laissent a dans 

le quadrilatère correspondant, 011 aura 
Ν, — 8 cf. ·+■ /| ( 5 — y ) 20 -r- j y. 

12. Passons au calcul de i\2. 
Soit AD, BD (fig. 2) un couple de diagonales (qui ne se coupent 

pas ). Si le point a est en dehors de l'angle ADB, par exemple dans 
le triangle ADE, on pourra, pour achever L, adjoindre à ADB, 

BC avec une des deux lignes À«E, Λ Y. a·. 

d'où deux solutions. Mais on n'en aura aucune si a est dans 
l'angle ADB. 

Dr il existe cinq couples de diagonales tels que celui que nous 
venons de eonsidérer. Si pour β d'entre eux α n'est pas compris 
dans l'angle correspondant, on aura i\2 =. 2 β, el par suite 

i\ — N0 -g Ν, -H A, — ijo -h \ y. -r- 2 β. 
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13. Reste à déterminer α et β. 
A cet effet, menons les cinq diagonales du pentagone {fig. 2). 

Elles en partagent l'intérieur en onze régions, à savoir : 
Un pentagone central P; 
Cinq triangles Τ ayant un coté commun avec le pentagone prin-

cipal : 
Cinq triangles l ayanl un coté commun avec P. 
Or, à l'inspection de la figure, on voit immédiatement que, si a es t 

dans P, on aura 
« = a, β = ο ; 

s'il est dans un triangle T, 

♦; ο / . 

s'il est dans un triangle /, 

κ — ί, 5 = -Λ. 

Dans toutes ees hypothèses, Ν aura la même valeur 80. 

II. 

1 i. Passons au eas où le polygone principal est un quadrilatère 
ABCD avec deux points intérieurs a, b. 

Soient respectivement N
01

, N
02

, N
03

 les nombres de lignes L 
(sans point multiple) qui contiennent 1, 2, 3 côtés du polygone, 
sans aucune diagonale; Nj celui de ces lignes où ligure une dia-
gonale. On aura 

\l — N,„ -H N"„2 -f- N(>3* Ν — No 4- t\f 

D'ailleurs les N
02

 lignes qui contiennent deux côtés sont de 
deux sortes : celles où figurent deux côtés opposés, en nombre M ; 
et celles où figurent deux côtés contigus, en nombre M'. On aura 
donc 

N„,= M -h W. 

13. Pour la détermination successive de ces nombres, on doit 
distinguer plusieurs cas ; 
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Cas I. — La droite ab prolongée traverse deux côtés opposés 
du quadrilatère et par suite les deux diagonales. Mais le nombre 
de ses points de rencontre avec celles-ci compris entre a et b peut 
être égal à o, J, 2, d'où trois sous-cas, que nous représenterons 
respectivement par I

0
, 1υ 12. 

Cas Jî. —- La droite ab prolongée traverse deux cotés adjacents 
du quadrilatère, et par suite une seule diagonale. Son point de 
rencontre avec celle-ci peut être extérieur ou intérieur au seg-
ment ab; d'où deux nouveaux sous-cas, If„ et ίίχ. 

16. CALCUL DE — Soit AB le côté du quadrilatère que L 

Fig. 3. Fig. 

2 .c 

•b 

•ou 

£ s 

? * 

α· 6· 

Â Β 

doit contenir. On peut faire au sujet de la ligne ab quatre hypo-

Fig. 5. Fig. G. 

η. ς· 

b· 
Ou· 

A B 

S .C 

•b 

a 

Â "b 

thèses différentes représentées par les figures schématiques 3. (\, 
5, 6. 

Première hypothèse. —^ ab prolongé coupe AB et le côté opposé CD 
(lequel ne devant pas être utilisé n'a pas été tracé sur la figure). 
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Pour achever la constructing cle 1., on devra adjoindre à AB 
l'une des lignes 

\a D//C; WOAD; MaCAD: IC/DAC 

ou l'un ries couples de lignes suivants : 

\a\) el BAC; \AD el Mad. 

ce qui donne six solutions. 

Deuxième hypothèse. ah prolongé ne coupe ni AB ni CD. 
Les lignes à adjoindre à ΛΒ seront 

AaDAc; AACtfD; B^rDAC; BAC</D 

ou le couple Α«Γ) et ΒbC. 
Soit cinq solutions. 

Troisième hypothèse. ah prolongé coupe AB. mais non CL. 
On pourra adjoindre à AB les lignes suivantes : 

λ α DM!; Br/hAC; BACtfD: \a D et BAC. 

On n'a plus que quatre solutions. 

Quatrième hypothèse. ah prolongé ne coupe pas AB. mais 
coupe CD. 

On aura cinq solutions : 

A«DAC. \«CA l>; BtfDAC. t»«C//D: X/irll cl BAC. 

Prenons successivement pour l'introduire dans L chacun des 
quatre côtés du quadrilatère et ajoutons les résultats obtenus. 
Dans le cas I, les première et deuxième hypothèses ayant été réa-
lisées chacune deux fois, on aura 

— 2.6 -4- 2.5 = 22. 

Dans le cas II, ce sont les troisième et quatrième hypothèses 
qui auront été réalisées : on aura donc 

iN
0|
=2.i -h 2.5 = 18. 

Journ. de Math. (S· série), tome III. — Année ιtyw. ^ 
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17. CALCUL DE M.— Soient AB, CD les deux côtés opposés qui 
doivent figurer dans L. 

Nous pourrons distinguer les mêmes hypothèses que dans le 
calcul précédent et nous servir des mêmes figures à condition d'y 
rétablir mentalement le côté CD qui maintenant doit être utilisé. 

Dans la première hypothèse, on pourra compléter L par l'adjonc-
tion à AB et à CD de l'une des six lignes suivantes : 

\ab\); \abC; A baC; Ba6C; KabW; Kbaï) 

ou de l'un des six couples 

ArtC et \>b; \«D et C b\ \M> et C a. 
ΒΛ l> et Cb; KaC> et \M»; BaC et \b. 

Soit en tout douze solutions. 
La seconde hypothèse en donnera seize, par les huit lignes : 

\abC; AaôD; \baC; Α/;αΓ), 
Βα/yO; Br/èD; Β 6 α C ; Β bal) 

ou les huit couples 

ArtD et C h ; Λ «D et B6; AaC et B//; AôC et J)a, 
Β b(l et Γ) Λ; Β bC et ΛΛ; Β Λ Γ) et Αα; ΒΛ Γ) et C b. 

I.a troisième en donne treize, par les six lignes 

\ab C; Ar/èD; BaôC; KhaO; BaôD; Béai) 

ou l'un des sept couples 

A«C et Kb; ΑΛΓ> el Kb; A ai) et C b; AôC et B«; 
AÔB et ΒΛ; ΑΛ et B6C; Aa et Kb\). 

La quatrième hypothèse se ramenant à la troisième par l'échange 
des côtés AB et CD donnera également treize solutions. 

Or le polygone ABCD présente deux couples de côtés opposés. 
Prenons-les successivement pour faire partie de L, et ajoutons les 
nombres de solutions correspondants. 

Dans le cas I, les hypothèses I et II ayant été réalisées chacune une 
fois, on aura 

M — tO = 28, 
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Dans le cas il, les hypothèses réalisées étant III et IV, on aura 

M ~ 13 13 — ·>,6, 

18. CALCUL DK M'.- Soient AB, BC les deux côtés consécutifs 
qu'on suppose appartenir à L. Nous distinguerons trois hypo-
thèses. 

Hypothèse I {fig. η). - La ligne ah prolongée coupe un seul des 

Fis-
o 

c 
•b 

•eu 

A B 

côtés AB, BC, par exemple AB. Un pourra achever L en ajoutant 
à ABC l'une des lignes 

\ a b 11 : \ a \) h ; (. a b I ) \ ( 1 a D b : (. b n I ) ; ( b D a 

ou l'un des trois couples 

ÀrtlJ el CA; Λ AI) el Ca\ CAD el \a. 

Soit en tout neuf solutions. 

Hypothèse II. La ligne ah prolongée coupe les deux côtés AB, 
BC (fig. »). 

Fi'.. 8. 

.° c 

•6 
•CL 

A B 
On aura six solutions 

\ab D; AaDA: Cbal)·, CbDa; 
Λ «Il et C A; CAD et A ά. 
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Hypothèse III. — ah prolongée ne coupe ni ΛΒ ni 13C (fig. 9). 
On aura dix solutions 

Λ ab\); \aDb: \baD; A 6 Da; 

C ab\); CaDb; i'.ba D; QbD a; 
A«D et Cé; C.h I) et \r/. 

Prenons successivement pour faire partie de Ρ chacun des 

Fiji. 9. 
2 c 

• b 
•a, 

A Β 

quatre systèmes de deux côtés consécutifs et ajoutons les résultats. 
Dans le cas I, l'hypothèse I ayant été réalisée constamment, on 

aura 
M' - 4.9 —36. 

Dans le cas 11, cette hypothèse aura été réalisée deux lois, les 
deux autres chacune une fois. Donc 

]\Γ — ·λ. g 6 -f-10 — 34. 

10. CALCUL DE N,
i3

. — Soient AB, BC, CD les trois côtés du 
quadrilatère que L contient. Deux hypothèses seront à distinguer : 

Hypothèse J. -- ah prolongé'coupe le côté DA (fig. ίο). Nous· 

Fig. 1 0. 
0 c 

a · b 
• · 

A B 

aurons six solutions en adjoignant aux côtés donnés l'une des 
lignes. 

Λ ab; \ ha-, Dab; Dba 
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ou l'un des couples 
A a el D b \ A b et D«. 

Hypothèse IL — ab prolongé ne coupe pas DA ffig. n). Les 

t'ig. 
0 C 

• b 

• au 

A B 

solutions seraient les merries que dans la première hypothèse, 
sauf que les segments Ab, Du se coupant, celle où ils figurent tous 
deux doit être rejetée. Il reste donc cinq solutions . 

Le côté du quadrilatère que L ne contient pas peut être choisi 
de quatre manières différentes. Faisant la somme des solutions 
correspondantes et remarquant que sur les quatre côtés il y en a 
toujours deux coupés par ab prolongé, il viendra 

2.0 2 .5 = 22. 

Un aura donc d'après tout ce qui précède : 
Dans le cas 1, 

N0 — 22 — 28 -h 36 — 22 108 : 

Dans le cas 11, 
Ny— 18 26 ~ ·> 1 22 · 100. 

Il ne reste plus qu'à déterminer AV 

ÛO. CALCUL DE S
V

 Soit AC la diagonale qu'on suppose appar-
tenir à L. Elle partage le quadrilatère en deux triangles ABC, 

A DC; et l'on pourra distinguer trois hypothèses : 

Hypothèse L - ■ Les points a, b sont séparés par la diagonale 
(fig. 12). On pourra adjoindre à AC soit une des lignes 

A aI-> ou Al)α avec C6I> ou CAib, 
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soit une des lignes 

(SaO ou CD a avec \b Β ou ABô, 

ce qui donne en tout huit solutions. 

Fig. ft. 

0 C 

[TTj 
{ »b j 

vi 1 
A θ 

Hypothèse II. — Les points a, b sont du même coté de la diago-
nale, dans le triangle ABC par exemple. La ligne ab prolongée 
coupe les deux côtés AB et BC (fig. i3). 

Fig. »3. 

υ c 

\/ *°> } 

A ~E 

Ou pourra achever la ligne L en adjoignant à AC, soit CD avec 
Tune des six lignes 

A abB', \attb; Λ/»Β«, A Bab; AB ϋα, 

soit AD avec une des lignes 

Cabli', (jbah; (Sa Mb: (Wjlia, CHab: C Βύα, 

ce qui donne douze solutions. 

Hypothèse III. ----- Les points a, b étant encore dans le même 
triangle ABC, la ligne ab prolongée coupe la diagonale AC (et le 
côté BC par exemple) (fig. ιί\). 

Les solutions sont les mêmes que dans l'hypothèse II, sauf 
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qu'ici les segments A b, Β a se coupant on doit rejeter les solu-
tions AbBa, Ab aB qui les contiennent tous deux. Le nombre 
des solutions est. donc réduit à dix. 

E'n- '4* 

0 c 

Α Β 

Considérons successivement les deux diagonales comme pou-
vant appartenir à L et faisons la somme des solutions. Dans le 
cas I, le prolongement de ab coupe les deux diagonales. Si donc 
elles ne séparent pas les deux points a, b (sous-cas I

0
), chacune 

d'elles fournira dix solutions; d'où = 20. Si l'une d'elles les 
sépare (sous-cas Ij), elle ne donne plus que huit solutions; d'où 

= 18. Si toutes deux les séparent (sous-cas I2), chacune d'elles 
en donnant huit, Nj = 16. 

Dans le cas II, celle des deux diagonales que ab prolongé ne 
coupe pas donnera douze solutions. L'autre en donnera dix si 
elle ne sépare pas a de b (sous-cas II„); et huit seulement si elle 
les sépare (sous-cas II!). 

21. Le Tableau suivant résume les résultats ci-dessus : 

Sous-cas f„. I,. Ι... II„. II,. 

Νυ ιοΝ 108 108 100 100 
Λι 2 ο ι» lb ■>;>. 20 

Λ 128 ΓΛ(> 12-4 122 12.0 

III. 

22. Il reste à examiner le cas où le polygone principal est un 
triangle ABC contenant à son intérieur les trois autres points a, 6, c. 

Nous distinguerons six cas, d'après la répartition des points A, 
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Β, C, entre les diverses régions déterminées à l'extérieur du 
triangle abc par les prolongements de ses cotés (fig. ίο). 

l-'ig. r». 
\ y 

*b f* 

Ύ-/ * V* 

Ces régions, au nombre de six, sont de deux sortes : trois sec-
teurs r, et trois régions ρ opposées à ces secteurs, ayant chacune 
un côté commun avec le triangle. 

Cas 1. —- Les deux points Λ, Β sont dans une même région r, 
qu'on peut dénommer r

c
. Pour que abc soit intérieur a ABC, il est 

nécessaire que C soit dans la région opposée p
c

. 

Cas Jï. - A, Β sont dans une même région p
c
 et C dans r,.. 

Cas 1JJ. — A, B, C sont dans des régions r différentes, qu'on 
peut dénommer respectivement r

(n
 r

b
. r

c
. 

Cas IV. A, B, C sont respectivement dans les régions p
ai 

?bl ?<■' 

Cas V. — A, B sont dans les régions r
a

, rb et C dans une région ρ 
(nécessairement différente de p

t
) qu'on peut dénommer p

a
. 

Cas VI. — A, C sont dans les régions ρ
α

, ρύ, r
a 

25. Les segments qui peuvent figurer dans la construction des 
lignes L sont les côtés des triangles ABC, abc et les neuf lignes de 
jonction An, A b, ..., Ce qui réunissent les sommets de deux 
triangles différents. 

Ces lignes L (avec ou sans point multiple) sont au nombre dé 
j.61 = 36o; on peut les répartir entre cinq classes : 



SUIl QUELQUES MUXES BfUSÉES. 281 

Classe I. Lignes où ne figure qu'une seule ligne de jonction, 
à savoir la ligne 

ABC abc 

et ses similaires, obtenues en permutant les symboles À, B, C 
d'une part, a, b, c d'aulre part. Elles sont au nombre de 36. 

(lasse II. -- Lignes où figurent deux lignes de jonction (n'ayant 
pas d'extrémité commune), à savoir : 

A a bc B C, a ABC bc 

et leurs similaires; leur nombre est 2.36 = 72. 

Classe III. — Lignes contenant comme partie intégrante AaùB 
ou l'une des Ï8 lignes similaires, à savoir : 

Ar/6BCc, \abBcC, c\ab\\C 

et leurs similaires. Leur nombre est 3.36. Elles contiennent trois 
ou quatre lignes de jonction. 

Classe IV. — Lignes ne contenant aucune ligne partielle simi-
laire à AabB, mais une seule ligne partielle similaire à AcB. 
Ce sont les lignes 

AcBCa£, CAcBaù, aCXcBb 

et leurs similaires, au nombre de 3.36. Elles contiennent encore 
trois ou quatre lignes de jonction. 

Classe V. — Lignes formées exclusivement de lignes de jonction, 
à savoir 

AaB£Cc 

et ses similaires. Leur nombre est 36. Chacune d'elles contient deux 
lignes partielles similaires à AcB (AcrB et BùC, par exemple). 

Soient respectivement i\q, ..., N- les nombres de lignes L sans 
point double que contiennent ces diverses classes; nous aurons 

Ν = N, -h N, + N3-t- N4 N3. 

24. CALCUL DE — Une ligne de jonction donnée, telle que 
Journ. de Math. (*' série), tome III. — Annce 1920, 36 
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Ca figure dans quatre lignes de la classe I, à savoir : 

ABC abc, MAC abc, ABC acb, B\Cacb. 

Mais ces solutions devront toutes être rejetées si C a entre dans 
le triangle abc, ear ce serait en traversant le rolé bc, ce qui don-
nerait un point double. Dans l·· ras eonlraire elles devront être 
conservées. On aura donc 

îX ι — :M> ·ί», 

α étant le nombre des lignes de jonction cfui pénètrent dans le 
triangle abc. 

Or de chacun des sommets A, B, C sont issues trois lignes de 
jonction. Aucune ne pénètre dans le triangle abc si le sommet 
considéré est dans une région r; une seule y entre, s'il est dans 
une région p. Donc α est le nombre des sommets situés dans uni-
région p. Il est donné dans chaque cas par la définition. On peut 
donc former le Tableau suivant : 

CITS I. II. III. IV. V. M. 

α ι ·>. (ι 5 ι ■>. 
Λ" T...., ">Ί 2S >() ·>.\ '}■> 2* 

25. CALCUL DF. Ν.
2

. - A chaque ligne de jonction, telle que A a, 
on peut en associer quatre autres n'ayant aucun sommet commun 

avec elle. Le nombre des couples ainsi formés sera done —· = 18 

et l'un quelconque d'entre eux, tel que A a, Ce par exemple, 
figurera dans quatre lignes de la classe IT, à savoir 

AabcCB, ÏÏAabcC, akWCck, baKBCc. 

Elles doivent être rejetées toutes si A a coupe Ce. Elles doivent 
au contraire être conservées si A a ne coupant pas Ce, ni A a 
ni Ce ne pénètrent dans le triangle abc, car elles ne pourront couper 
ni ab ni be. Mais si A a, par exemple, pénètre dans le triangle, elle 
coupera le côté bc opposé à a. On devra donc rejeter les trois 
lignes L qui contiennent ce segment et ne conserver que la der-
nière. Enfin si Au et Ce pénétraient toutes deux dans le triangle, 
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cos doux lignes se couperaient. Celle dernière hypothèse esl donc 
contradictoire. 

On aura donc 
1 —7* — 

β étant le nombre dos couples de lignes do jonction donL les deux 
lignes se coupent; γ le nombre des couples où ces lignes ne se. cou-
pant pas, l'une d'elles pénètre dans le triangle. 

26. J ,es nombres β, γ peuvent se lire immédiatement sur la 
ligure qui indique dans chaque cas-la situation des points A, 13, C 
par rapport au triangle abc. Car on peut y voir de suite sans avoir 
besoin d'y tracer effectivement les lignes de jonction (ce qui poui-
rail même nuire à la clarté) quelles sonL celles de ces lignes qui se 
coupent, ou entrent dans le triangle. 

Cas I (fig. idy Ces trois couple: (Ac, Ho), (Bc, \b), (\b, Ba) 

Ι·"ίμ. i<>. 

A Β 

\x. /. -

Xcu b\f 

sont les seuls donL les lignes se coupent. Donc β =-. 3. D'autre part, 
la ligne de; jonction Ce, qui seule entre dans le triangle abc, peut 
être associée successivement aux quatre lignes A a, A b, B a, Bb 
qui ne la coupent pas. Donc γ = 4· 

Cas II (fig. 17). — Les couples dont les droites se coupent sont 
les mêmes que dans le cas précédent. Donc β = 3. 
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D'autre pari, Àc, qui pénètre dans le triangle, peut être associée 
à Β b, Ca, Cfr-qui ne la coupent pas. De même Bc peut être 
associée à A a, Ca ou C b. Donc γ = 6. 

Fig. .7. 
C 

\l w 
-/A\ 
/ ■ \ \ 

A B %N 

Cas III (fig. 18). — Les couples dont les droites se coupent sont 

t'ig. 18. 

C 

A'/\ 

A / \ 8 

(Ab, B a), (Bc, C b), (La, Ac). D'ailleurs aucune des lignes de 
jonction n'entre dans abc. Donc β — 3, γ = ο. 

Cas IV (fig. 19). — Les couples dont les lignes se coupent sont 
(A a, Bb)f(Bb, Ce), (Ce, A a). Donc β = 3. D'autre part, A a qui 
entre dans le triangle peut encore être associée à Bc ou à C b. On 
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pourra associer de même B b k A c ou à C a; Ce à A b ou à Β a; 
d'où γ = 6. 

Fig. if,. 

Β \ ! κ 

\ χ. / 
VC 

% 

Cas V (fig. 20). —- Les couples dont les lignes se coupent sont 
(Ab, 13 a), (Be, C b), (Be, Ca). D'ailleurs C a, qui pénètre dans 

Fig. AO. 

/Az 

-MX 
-MX 

If triangle, peut être associée à trois autres lignes A b, A c, Bb. 
Donc β = 3, γ = 3. 

Cas V7 (/ig. 21). — Les couples dont les lignes se coupent sont 
(Ce, Be), (Ce, Bb), (A a, Bb); d'où β = 3. D'ailleurs les lignes A a 
et B b entrent dans le triangle. La première peut encore être 
associée à B c, C 6, C c et la seconde à A c ou C a; d'où γ = 5. 
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Ces résultats sont résumés dans le; Tableau suivant : 
< -iis- I. [[. m. IV, v. M. 

H > ■> > > > 5 
V ι () Ο () .'} ,·) 
Ν Ί" \>· \'>· »1 ί') 

Fifç. η. 

χ/^>· 

c 
/ 

27. CALCUL DK N.,. Les lignes J, de la classe 111 contiennent «-» α 
toutes par définition la ligne partielle AabB ou l'une de ses simi-
laires. Celles-si sont au nombre de 18, ear les permutations des 
sommets donnent 36 combinaisons distinctes, mais dont deux 
(telles que hab'B et Β bah) représentent la même ligne, sauf 
le changement du sens du parcours. 

Soit l l'une d'elle;.. Parmi les ligues L qui la contiennent, soit 
N3(/) le nombre de celles qui n'ont pas de point double. On aura 
évid emment 

[ill u ntil |>a! 

la sommation s'étendant aux 18 lignes i. 

Nous aurons done à déterminer la valeur de chacun des ternies 
de la somme. 

28. Soit /= An6B. Les lignes L dont celle-ci l'ait partie sont 
les six suivantes ; 

\aOl>Cc, Aa&BcC, CcAa&B, cCXabtt, 

CArt^Bc, c\.ab BC. 

Si les segments ha. Βb se coupent, toutes les six devront être 
rejetées et Ton aura NL. (Αα&Β) = o. 
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Si ces deux segments ne se coupent pas, et que la ligne l ne ren-
contre ni Ac, ni Bc, ni Ce, on aura au contraire lSa (AabB) = 6. 

Mais si l rencontre quelqu'un de ces trois segments on devra 
rejeter celles des six lignes qui le contiennent.; d'où les résultats 
suivants (Aa et Β h ne se coupant pas) : 

(A«AB) - G si Aab\ï ne coupe ni Ac, ni Bc, ni (le; 
» — ?\ si V/7/2 Β coupe A cou Bc; 
» —Ί si elle les coupe toutes deux; 
» — 2 si elle coupe Ce; 
» — ι si elle coupe Ce et Ac ou lté. 

Or il est aise de constater sur colle dos ligures ι G à 21 qui cor-
respond à chacun de nos six cas, laquelle des hypothèses précé-
dentes se trouve réalisée. 

29. On déterminera de même la valeur de N3(£) pour chacune 
des lignes l similaires de AabB, en opérant sur le système des 
lignes Ac, Bc, Ce à considérer la même permutation des som-
mets qui a fait passer de AabB à l. Ainsi pour 1 — BacC par 
exemple on devra regarder sur la ligure si Β a coupe Ce et s'il ne le 
coupe pas, quelles sont celles des lignes Β h, Cb, A h que l pour-
rait traverser. 

On l'orme ainsi aisément le Tableau suivant : 

I. II. m. IV. \. VI. 
\

:i
( A α Λ H ; .... ·>. G Γ» ο G π 

Ν,(ΑΑαΙΙ) ...Ι ο ο ο ·». ο >. 
Ν3| Λj ο ο \ 4 ι \ 
ΛΓ3( A cb II ι .... \ \ ·>. 4 >■ 4 
\

:
,(AcaB) ο ο \ 4 4 1 

N3(AacB; 4 4 4 a 4 
NÏCB^CCI G G G ο ι ο 
N;,(Bc6Cj G G ο ·>. 4 » 
N3(BcrtC) ■>. ·>. \ 4 G 4 
N3(BaeC) ·>. ·>. % \ G 4 
1Ν3(ΒαύΟ) ί >. \ 4 '>■ 4 
N3(B 6aC) 4 ·>■ 4 4 
N3(CcrtA) 6 6 G ο ·>. ο 
N3(CacÀ) G· G ο 2 ο 
N3(Ca£A).... a ι \ 4 4 4 
N3(C6aA) 4 ι 2 4 4 4 
AvtCôcAj 4 ·>. 4 4 <> 4 
Ns(Cc/»A » 2 ■>. 2 4 4 4 

N3., 58 09. »1 Vi Oo 54 
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30. CALCUL DE Ν, ET DE N
a

. — Les lignes L de la classe IV con-
tiennent toutes une ligne partielle l similaire à Ac Β. Celles de la 
classe V en contiennent deux. Ces lignes l sont au nombre de 9. 
Considérons en particulier l'une d'elles. Soient, parmi les lignes L 
snns point double qui contiennent l, (/) celles qui sont de la 
classe IV, N- (/) celles qui sont de la classe V. On aura évidemment 

V=2 !*,(/), 

la somme étant étendue à toutes les lignes similaires à AcB dont 
le nombre est 9. Mais on aura d'autre part 

N.= J2N
S
(0. 

car chacune des Ν
ύ
 lignes de la classe V, contenant comme parties 

intégrantes deux des lignes l, apparaîtrait deux fois dans (l). 
Nous aurons done à déterminer, pour chacune des lignes /, les 

nombres N
/(
 (/) et N

<;

 (/). 

31. Considérons en particulier la ligne AcB; elle est contenue 
dans douze lignes L de la classe IV, à savoir : 

(1) A cBCab, 

( 2 ) Ac BC ba, 

(3) aACAcB, 
(4) baCAcB, 

(5) abKcBC, 
(6) baXcBC, 

(7) aCAcBb, 
(8) ACAcBa, 

(9) a Λ c BC b, 

(10) bXcBCa, 

(11) CAcBrt/;. 

ί 13) C\C\MM, 

et dans huit lignes de la classe V : 

(i3) A.cBaCb> 

(i4) AcBftCa, 
(i5) CaXcBb, 

(iG) Cb\cBa, 

(17) a\c\\b C, 
08) />AcB«C, 
(19) a('.b\cB, 
(20) ^CrtAcB. 

Dans chacune de ces lignes figurent, outre la partie AcB qui 
leur est commune, quelques-uns des segments 

ab
y
 A a, Ab, Ba, Bb, Cet, C b. 

Il faudra rejeter toutes celles des lignes des Tableaux ci-dessus 
qui offrent des points doubles, soit que les segments que nous 
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venons d'énùmérer se coupent entre eux, soit qu'ils soient coupés 
par la ligne AcB; puis compter les lignes restantes. 

Les intersections possibles dépendent de la situation des points a, 
h, c dans le Lriangle ABC. On peut faire à cet égard, en ee qui con-
cerne les points a, b, deux hypothèses principales, dont chacune 
donnera lieu à des hypothèses secondaires d'après la situation du 
point c. 

52. Hypothèse J. - La ligne ab prolongée coupe le côté AB (et 
un autre côté du triangle ABC, que nous supposerons être BC). 

Construisons la figure (22 ) formée par les segments ab, A a, A b, 

22. 
C 

A 
A B 

B a, \ib, C a, C.b, Elle présente un point double intersection 
de A b et de C«. Nous devrons donc rejeter les lignes (10), (18), (19), 
de sorte que N4 (AcB) ne pourra surpasser (onze), ni N;i (AcB) sur-
passer (six). Ces chiffres subiront d'ailleurs une nouvelle réduction 
si c est placé de telle sorte que la ligne AcB coupe quelques-uns 
des segments tracés sur la figure. 

On obtient ainsi sept hypothèses secondaires. Le Tableau sui-
vant donne pour chacune d'elles, avec l'indication des segments 
coupés, les nombres correspondants N.,(AcB), N,(AcB) des 
lignes L à conserver : 

Hypothèses. Serments coupés. !\\(ΑΗί). YiAcU;. 
b uiicnn 11 (> 
lj A « (ou Rat y \ 
I3 A a, Kb S 2 

Ma, Mb ι ι 
I5 C a, ab ·>. ·?. 
1«.. Cu, A b, ab ·>. ι 
1: C a, C b 4 0 

Journ. de Math. (S* série), tome III, — Année 1920. 
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53. Hypothèse II. — Le côté ab prolongé ne coupe pas AB. Les 
segments qui se coupent sont ici A b et Β a, ce qui entraîne le rejet 
des lignes (16) et (18), toutes deux de la classe V. D'autres exclu-

F»g. Q'/. 

c 

A Β 

sions seront nécessaires si Ac Β coupe quelques-uns des segments; 
d'où plusieurs hypothèses accessoires dont voici le Tableau : 

Hypothèses. Segments coupés. N-JAcIÎ). N.iAcHj. 

lij aucun 6 
Ut Kb (ou Ba) ίο ό 
II3 \a, Λ b (ou Ba, Bb > S a 
Hi Λ b, Ba 8 4 
IIa........ Kb, Ba, ab ■>. 4 
[f i Ca. ab, \ b ) 

\ (ou Ci», ab, Ba) \ A 1 
Ιί; Ca, Ci» \ ο 

34. Considérons maintenant une quelconque des lignes simi-
laires à AcB, par exemple B6C. De même que N,(AcB), 
Ν

;ί
 (AcB) dépendent des relàtions des lignes AB et Ac B avec 

les lignes ab, A a, Ab, Β a, B b, C a, C b, N4(BhC, Ν-(B b C) 
dépendront des relations analogues entre BC, B b C et les lignes hc, 
Ba, Be, Ca, Ce, A a, Ac. Au sujet de ces relations on pourra 
faire les mêmes hypothèses que ei-dessus. 

Cela posé, un coup d'œil jeté sur les ligures 16 à 21 relatives à 
chacun de nos six cas montre quelles sont les hypothèses réalisées 
et par suite les valeurs de Ν .,(£), N

}
(Z) pour chacune des lignes l 

similaires à AcB. On formera ainsi les Tableaux suivants : 
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CAS 1. 

Lignes /. 
Hypothèse 

réalisée. Segments coupés. S.tl). \(')· 

Λ c 15 II, 
Aal) II:f 

Aft Β Il» 
15 aC I; 
KbC I, 
hc(\ ·ι3 

Γ:ΛΛ I; 

Ci A I;; 
C A A I| 

aucun 
\b, A a 
Iîrt, 15 c 
Λ h. Ac 
aucun 

A b, ab 
\\a, I » c 
IΙα, ab 
aucun 

12 
8 
8 
ί 

r ι 
2 
1 
•ι 

I I 

(°>2 

(ί 
•ι 
■> 
ο 
I» 
•A 

Ο 
2 

(ί 

7.Γ· 

\4 = «·>., Ν3=ιΤ. 

CAS II. 

Lignes /. 
Hypothèse 
réalisée. Segments coupés. X., ( / ). v.(C· 

Λ c lî Il3 

ΛΛ Β Il, 
\ ft lî. IL 

15 «C I7 

15 B C I, 

15 cC I» 
CftA I7 

CE· Λ I» 

Crt A I, 

A b. 15 «, ab 
A b 
15 a 

A b, A c 
aucun 

Λ b, «Λ 
15 a, 15 e 
15«, «6 
aucun 

·>. 
m 
II) 

■1 
I I 

■> 

ί 
·> 

I I 

Οι » 

/ 
1 
0 
0 
ο 
(5 
•J> 
ο 
2 
(» 
ίο 

\v .-= 0ί) »\5 —· I ». 

CAS III. 

i.igiics /. 
I ly poilu· se 

réalisée. Segments coupés. \ </)· \<D· 
Ar 15 ll7 

A a 15 I2 

Aft lî C 
15 α C 117 
lîft c \ , 
lîcC L 
Cb\ II7 

Ce· A I, 
C«A L 

Crt, C b 
A b 
15 a 

A b, A c 
15 c· 
Cb 

15 c, 15 « 
Crt 
A c 

\ 

\I 

•1 

·.) 

ί 
IF 

() 

(i(i 

ο 
/ ι 
/ 

Ο 
/ f / » 
Ο 
/ I 
ί 

a1 
A ·, — GC), Λ » —12. 
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CAS IV. 

Lignes t. 
Hypothèse 
réalisée. Segments coupés. s. II). 

A cB 
A Λ II 

AAB 
II a C 
BAC 

BEC 

CM 
C c Λ 
C « \ 

"ι 
u 
I β 
Π. 
Ir. 
h 

Ir. 
1« 

a ne,un 
Ce, be, Βb 
Ce, ae, Λ a 

aucun 
A A, EU, CE 

A A, AE, II h 
aucun 

15 b, ab, A « 
BA. CA, CE 

18 
2 

IS 

% 

J H 
2 
■> 

66 

6 
ι 
r 
6 
( 
ι 
6 

I 

'il 
= 66, N5 = fj>. 

CAS V. 

Lignes /. 
Hypo thèse 
réalisée. Segments coupés. S.Jt). \(l}. 

AcB II7 

Art Β I2 

VAB I, 
BrtC \-
BAC I, 
BeC... I, 
CM Hr. 
Ce A | . 
CrtA II2 

Crt, C b 
Kb 
Β α 

A Λ, Ae 
Ac, «c 
aucun 

lia, λα. rte 
Crt, C A 

Ae 

ί 
!> 
«I 
ί 
2 

I I 
7 

ΙΟ 

>X 

υ 
1 / ι 
0 

7 
<i 
V. 

1 

> 

7 ί 
NI = >8. Ν; =12. 

-Cas VI. 

Lignes /. 
Hypothèse 
réalisée. Segments coupés. Ν, ι / ι. Ν,'/)· 

AcB II, 
Λ «B 1β 

Λ b Β Irt 

BrtC IIj 
BAC Hr. 
BeC I3 

CM I, 
Ce Κ I7 

CrtA I; 

aucun 
fie. BA. ha 
Ce. Art·, ae 

aucun 
Ce, Art, ae 

Ba, BA 
aucun 

Βα, II b 
Mb, ba 

|X 
Λ 
Ί. 

|S 
·>. 

8 
ι ( 

/ I 
2 

6? 

li 

ι 
(ί 
7 
7 
6 
ί» 
2 

·»'» 

Ν; = <»7, Ni = 13. 
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55. Récapitulant tous les résultats obtenus, nous aurons fina-
lement : 

C;i s 
I. II. III. IV. V. VI. 

\, >9 9.8 '»6 "21 >9. 78 
N2 18 \·>. (>«» t\'t. 5i 4~> 
Ν» ">8 ~V). :».j 5\ ΊΟ 5{ 
Ν ν 69 5<> Oft Of, ■>« 67 
"Ν ;; 13 I *, 19 19 IV. 1 '» 

\ VI*) l'J» 29X tijH Λθ'\ 20-

Cas OÙ η 

56. Nous nous bornerons à traiter le cas où le polygone principal 
est un hexagone ABCDEF avec un point intérieur a. 

Le nombre N„ des lignes L (sans point double) qui ne con-
tiennent aucune diagonale est, d'après le n° «5, 

.\„ — v.0.5 — Oo. 

Les diagonales sont d'ailleurs de deux sortes : 
Celles de la première sorte, au nombre de trois, joignent deux soin-

nieLs opposés et partagent l'intérieur de l'hexagone en deux qua-
drilatères. 

Celles de la seconde sorti·, au nombre de six, joignent les sommets 

Fig. 9',. 
Ε; D 

F τ 

A Β 

de deux en deux et partagent l'hexagone eu un pentagone cl un 
triangle. 

L'ensemhlc de ces six lignes le partage en treize régions (fig. a/|). 
à savoir : 
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Un hexagone central II; 
Six triangles Τ ayant un côté commun avec le polygone prin-

cipal ; 
Six autres triangles t. 
D'où trois cas à considérer. 
Les lignes cherchées pourront contenir : 
i° Une seule diagonale de la seconde sorte; 
2° Deux diagonales de la seconde sorte issues d'un même 

sommet; 
3° Deux diagonales de la seconde sorte sans sommet commun; 
4° Une seule diagonale, de la première sorte; 
5° Deux diagonajes, l'une de la première sorte cl l'autre de la 

seconde; 
6° Trois diagonales. 

Soient respectivement Mj, M2, ..., M„ les nombres de lignes l> 

sans point double de chacune de ces six espèces, on aura 

Ν = + + Mc. 

Déterminons successivement ces divers nombres. 

57. CALCUL or·: MJ- Soit AC la diagonale donnée. Deux hypo-
thèses seront possible··. 

Hypoihèse I. —·· a <st dans le triangle ABC (fig. 20). Les solu-

Fig. ώ. 

E_0 

FQC 

A Β 

tions s'obtiendront en ajoutant à la diagonale : 
Soit la ligne FEDC avec une des deux lignes ΛΒα, A«B; 
Soit la ligne DEFA avec une des deux lignes CBa, Co B. 
On a ainsi quatre solutions. 
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Hypothèse 11. a est dans le pentagone ACDEE, 
Il faudra ajouter à la diagonale : soit BC avec une des six lignes 

\FED«, AFKrtD, AFtfEf). \FaDE. Λ «FED, Ar/OKF, 

soit ΒΛ aver une des six lignes 

CORF*. t;r>rv/F O/FKD. 

On a ainsi douze solutions. 

Considérons successivement les six diagonales. Si a est dans II, 
l'hypothèse I n'étant jamais réalisée, on aura 

Ai, — 6. 12 — y*.. 

S'il est dans une région l. celte hypothèse étant réalisée pour une 
diagonale, on aura 

M,~ -f- — 6',. 

S'il est dans une région T, elle le sera pour deux diagonales; 
d'où 

M, — \. ι ■>. ->r — 56. 

38. CALCUL DF. M2. Soient AC, A Ε {fig. 2ft) les deux diàgo-
FI«. 2Β. 

Ε D 

A Β 

nales données. Deux hypothèses sont possibles : 
i° a est dans l'un des deux triangles ABC, A Ε Ε (dans AEF 

par exemple). Aucune solution. 
20 a est dans l'angle CAE. Aucune solution. 

39. CALCUL DE M,. — Soient AE, BD les deux diagonales 
données (fig. 27). 
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Si a est dans l'un des triangles BCD, AEF, par exemple dans 
ι-ig. ■<:· 

Ε 0 

F( V 

A Ρ 

BCD, on devra adjoindre aux diagonales données 

FI*!, AB et D(!or ou !)«(! 
ou 

FA, ΚΓ) et I\('.a ou HaC, 

soit en tout quatre solutions. 
Si a est entre les deux diagonales, il faudra adjoindre 

FF avec Aali el ΓΧ ! ou avec A«D el IX! 
ou 

F\ avec Ι·!«Β el IX! ou avec Y.a\) el B(!. 

Un a eneorc quatre solutions. 

Il existe d'ailleurs trois couples de diagonales analogues à celui 
que nous avons considéré. On aura donc dans tous les cas 

M,= 3. 

40. CALCUL DE M,.— Soit AD (fig. 28) la diagonale donnée. 
Fisr. 28. 

: ρ 

R^C 

A θ 

Supposons par exemple que ABCD soit celui des deux quadri-
latères qui contient a. 
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Les lignes à adjoindre seront 

FED avec une des lignes ABCa. ABaC. AaBC, AaCB 
ou 

KFA arec une dts lignes l)CI5/7, DCaB, I)/ύ(713, DaBC, 

d'où huit solutions. 
Or on a trois diagonales telles que AD; donc 

M,,— 3.8 = 

41. CALCUL DK M·. — Soient AD et AE les. deux diagonales 
données {fig. 29). Trois hypothèses sont possibles : 

F'{?· !Γ). 

Ε υ 

Α Β 

ι° a est dans le triangle AEF. Les lignes à adjoindre seront 

DC Β avec FF a ou F«F, 

soit deux solutions; 

2° a est dans le quadrilatère ABED. On aura quatre solutions·: 

FF avec une des lignes DCB«, DC«B. DaCB, DaBC; 

3° a est dans l'angle DAE. Aucune solution. 
Or il existe douze couples de diagonales analogues à celui que 

nous venons de considérer. L'un d'eux est l'orme des diagonales AD 
et AC. Si nous envisageons successivement, ces deux systèmes, 
nous voyons que l'hypothèse Π sera réalisée dans l'un d'eux. 
L'hypothèse 1 le sera dans l'autre si a est dans l'un des deux 
triangles ABC, Λ EE, de sorte que la somme des solutions sera 
4 -j- 2 = G. Mais si a est compris clans l'angle CAF, cette somme 
ne sera plus que 4 + ο — 4· 

Achevons la sommation en considérant successivement les six 
Journ. de Moth. (S· série). tome III. — Année 1920. 38 



2θ8 camillk johdan. 

couples de diagonales analogues à AC, Λ Ε. Nous aurons 

N5 = 6(0 — χ) ~ 36 — !».5c, 

oc étant le nombre de ceux de ces couples dont les deux côtés com-
prennent entre eux le point a. 

Or on voit par l'inspection de la figure i(\ que si a est dans H, 

a. - 6, d'où N- = ·>, î ; 

s'il est dans une région t, 

a — 5, d'où Ν, ~ '·?6 ; 

s'il est dans une région T, 
a. — 4. d'où Ns= -'.8. 

42. CALCUL DF N..—-Soient ΛΕ, BD, Al) les trois diagonales 
données (ûe. 3o). 

Fig. :'>o. 

Ε D 

Λ 8 

Si a est dans le quadrilatère ABDE, on n'aura aucune solution. 
S'il est dans l'un des triangles AEF, BCD (par exemple dans 

AEF), on aura les deux solutions 
BC avec EFot οιι Ε α F. 

On aurait obtenu le même résultat en considérant le système 
des trois diagonales AE, BD, BE. 

La valeur de N
e
 sera donc [\ β, β désignant parmi les trois quadri-

latères analogues à ABDE le nombre de ceux qui ne contiennent 
pas a. 

En se reportant encore à la ligure 2.4, on voit que si a est dans H, 

β — ο, Ne—ο; 
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s'il est dans £, 
r» : 1 » '^ e — 4 ! 

s'il est dans Ύ, 
r*— ■>.. \

C
 = S. 

45. Rassemblons les résultais précédents; nous aurons, si a 
est dans H, 

.\ — Go ι - -·>. ~o-i-i 2 4- -h ο =: 108 ; 

s'il est dans une région l, 

\ — Oo i- ί>$ 4- ο -1- 1 ·'. -ι- o.G 4- !\ — 100; 

s'il est dans une région T, 

iV = Oo 4- 56 4- υ -h \ >. ! 2 S 4- S — 16 j. 


