
VERA MYLLER-LEBEDEFF
Sur les racines primitives et les systèmes de bases et indices
dans le corps quadratique général
Journal de mathématiques pures et appliquées 8e série, tome 2 (1919), p. 81-98.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1919_8_2__81_0>

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliothèque nationale de France

http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pôle associé BnF/Mathdoc

http:// www.numdam.org/ journals/ JMPA

http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1919_8_2__81_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA


RACINES PRIMITIVES KT SYSTÈMES DE BASES ET INDICES. 81 

Sur les racines primitives et Les systèmes de bases et indices 
dans le corps qnadratupLC général; 

Pah Mme VERA. MYLLEIt-LEBEDEFF. 

On sait qu'un idéal premier Ρ d'un corps algébrique quelconque 
possède des racines primitives au nombre dcz>(pf—i). On ne sait 
pas si les racines primitives existent ou non, si le moduli; est un 
idéal quelconque (l). Cette question est étudiée dans ce qui suit pour 
le corps quadratique général R Vm)· J trois corps où l'étude ana-
logue a été faite, mais où l'on n'a pas besoin d'introduire les idéaux, 
à savoir le corps rationnel (2),le corps R (i) (:l) et le corps R (\/—3)(4) 
y sont compris comme cas particuliers. On peut résumer les résul-
tats ainsi : 

j° Puissances cl'un idéal premier.- · ·Les racines primitives n'exis-
tent que pour une seule catégorie, notainmenL pour les puissances 
d'un idéal premier du premier degré différent de son conjugué, 
et provenant de la décomposition d'un nombre premier ρ φ ι. Si 
l'idéal provient de la décomposition du nombre *,>, les racines pri-
mitives n'existent pas pour les puissances supérieures à la deuxième. 
Dans le cas d'un idéal du second degré,il n'y a pas de racines primi-

(1) H π. h cm, Jahresber. d. 1). M. V. IV (189/1-189a) : Théorie der alge/tr. Zahl-
Itorper, § i). 

(2) (ÎAISS, Disqu. Arilhm., ΗΥ 8!M)2, EL, DIRICHLKT, Zahlentlieorie Suppl. V. 
(3) Dim en un , Werke / Théorie der complexe η Ζ aide η, § 2. 
Ρ) FI. YASI u.sco, Etude des racines prim, dans le corps de la racine cubique de 

l'unité (Bulletin de l'Académie Roumaine. 1Q19). 
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tives pour les puissances supérieures à la première. Quant au cas 
d'un idéal du premier degré égal à son conjugué (idéal premier 
ambige), les racines primitives cessent d'exister à partir de P:| 

pour ρ φ ι (rl à partir de- P'( pom· ρ = ·ι. 

i° Idéal composé quelconque. Les racines primitives existent 
si l'idéal contient seulement deux facteurs premiers en Lia; eux, 
dont un est engendré par le nombre ι [voir le théorème XX pour 
l'énoncé précis). 

Pour les idéaux qui n'onL pas de racines primitives, on peut 
généraliser les notions d(î sysLèine de bases et indices introduites 
par Dirichlet pour les corps Κ et \\ (i) ('). Soit le module- N=P1t. 
On appelle'frase de représentation des restes un système de plu-
sieurs nombres a, β, ..., λ tels que tous les resLes.premiers avec le 
module soient congrus aux produits α" βύ ... λ' par rapport au 
module, a, fr, ..., I variant dans certaines limites qui dépendent 
du module. Les nombres a, fr, ..., / s'appellent indices du reste. 
Pour X = ΡπΡ/π' ...

}
 on déliait comme base et indices la totalité 

des bases et indices par rapport aux facteurs Ρπ, Ρ/π',... premiers 
entre eux. 

Le maximum d'un indice, a est l'exposant auquel la base corres-
pondante a. appartient par rapport au module Ρπ. On peuL donc 
établir les bases en partageant les restes premiers avec Ρ71 en caté-
gories α -j-a/ où a est premier avec Ρ et un multiple de P' non 
divisible par P""' et en déterminant les exposants auxquels les nom-
bres a-pa,(i= ι, 2, ...) appartiennent (mod Ρπ). De cette façon, 011 
construit les bases pout· les puissances d'un idéal premier du pre-
mier degré dilîérent de son conjugué et les puissances d'un idéal 
du second degré. Mais dans certains cas d'idéaux premiers ambiges, 
à savoir : 

R = (3, oj) resp.(3, 1 -4- ω), = ο, ~==—ι,(3) 

et 
H -- (2, w) resp. (2, 1 -+- ω), = o, 

(') DIHICHLKT, Zahlenth., § 130, 131, cl Τ heu rie d. eu m pl. Zahlen, § '2. 
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il arrive que les bases ainsi établies ne peuvent représenter que ^ 
resp. \ des restes. On est alors obligé (l'introduire la notion de reste 
primaire. On définit comme primaire un nombre congru à un 
nombre rationnel (mod R2), pour R2=(3) et congru à ι (mod R3), 
pour R2 — (2). Pour avoir tous les restes premiers avec le module, 
on n'a qu'à compléter les bases par certains nombres non pri-
maires (ω ou 1 OJ) qui appartiennent à l'exposant 3 (mod R2), 
resp. à l'exposant f\ (mod R2). 

I. — Idéaux premiers du premier degré différents 
de leurs conjugués. 

j'rentier eus : ~ ' ( P (M· 

On représente ces idéaux par les bases canoniques 

I' = ( /;, A -+- γ! HI ) 

I' = ( /;, A -+- γ! HI ) 
[m (P. (/;)], 

suivant que m est ··.·.2 ou 3 (mod f\), ou bien = 1 (mod f\). Mais 

s'apercevant que dans le dernier cas on a OJ = a = 1 a! -f- τ, 

tandis que dans les deux premiers cas on a OJ = γ m, on peut poser 
pour m (fuelconque 

P = (/j, α + o>), 

où m r-· ■ a2, (p) pour m-~~ 2 ou 3, (/j) et m ΞΞΞ (2 a + τ)2, (p) pour 
m ξξ 1, (4). 

LF.MMR. — Ρπ a pour hase canonique (ρπ, c + OJ) OÙ C a, (p). 

Le lemrne étant vrai pour P, admettons-le pour P1C Soit 

P*-» = (/»«-',/> + «) [é== α, (p)\. 

P) Pour les notations, voir MILDEHT, loc. cit.,. § 60, ou L.-W. RF.ID, Elements oj 
the Theory oj Algehr. Numbers, 
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On aura 
Ρπ= [//*, p%~x(a 4- CIJ), p(b 4- o>), tf/> 4- (a 4- b)to H- or], 

Ρπ contient le nombre c -f- ω, car on peut Iron ver .τ et rationnels, 
tels que 

px -H (a 4- b)y = ι | /// ~ Ά OII 3, (4)1-. 

d'où 
c — pb.V 4- (ab 4- m) Y — !J 4- (/« — /d).y (/;) ΞΙ λ, (/ν) 

ou bien tels que 
px 4- (a 4- b-y I)J= Ι [ W M ι, ( Ι) |, 

d'où 
c — pbx 4- ( ab H 7—1 y — b y — a. ( /> ), 

(p*, c + ω) est une base canonique, car η (L,7r) = ρπ. 

Τ H KO Κ KM κ I. - - Une racine primitive du module rationnel pr-
Vest aussi pour Ρπ = (/>", c -j- to) et inversement. 

Soit g une racine primilive de ρπ, on a 

φ(Ρ*) = />*-ι^ — i)~ ?(/>*); 
les nombres 

'? fy s fr> 1 · · · ι is 

sont incongrus (mod Ρπ), car, d'après le lemmo, la relation 

G' r:.~ g'·'. ( Ι'π ) [i, /. 'i ÇÎ(|,π ) — ι | 
donnerait 

giλ-·"=*!/>* (')■ 

contrairement à l'hypothèse. Soit inversement g une racine pri-
mitive de Ρπ; d'après le lemme on peut supposer g entier et ration-
nel. Si l'on avait 

g' ~ f.(p-) | ο <?(/;* ;], 
il en résulterait 

gs =1 Pu 

(x) Nous désignerons pari oui le multiple d'un nombre a par Ma, M étant ra-

tionnel ou algébrique suivant le cas. 
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En nous rappelant des théorèmes sur les racines primitives du, 
module rationnel ρπ, rions pouvons done déduire. 

THÉORÈME IL. Toutes les racines primitives des puissances 
supérieures dyun idéal premier I? sont tous les individus des 

(Ρ —1 ) ? {p —1 ) classes dé nombrés différen ts par rapport au module p2. 

Nous pouvons ajouter cette remarque. Le nombre de racines 
primitives de 1>π inconorues suivant le module est φ (ρπ"~' (ρ — ι))· 
D'après le théorème précédent, c'est vrai pour I>2. Admettons-le 
pour Ρπ 1 et soil, a une, racine primitive de Ρπ_ι, 

h =. a M ρπ 1 

hi sera aussi pour l)r\ On obtient les h ineonoruos suivant Ρπ en 
donnant à M p valeurs incongrues (rnod p). 

Srco/itl cos : ( -Λ ι, οι ι, ( S ) ; V — (.'λ. ω). 

On constate aisément comme dans le lemme que 

(?., r,»)71— (2π, c -H o> j, 

c étant pair. Il suiL de cette représentation canonique que les 
racines primitives de (2, ω)* le sont aussi pour 2π, d'où l'on 
déduit : 

THÉORÈME 111. (2, ω) a une seule, racine primitive = 1, (2, ω)2 

aussi une seule 3, les puissances supérieures de (2, ω) n'en ont 
pas du tout. 

THÉORÈME IV. Tout nombre Α premier avec (2, Α>)Π satisfait à 
la congruence 

μ — (-!)'·«« [(a, ω)π], 

où α est un nombre de la forme /μΜ ± ι, M impair rationnel, 
oSa<^iT~- et ο j: c <^2; autrement dit (—ι,α) est une base pour 
le module (2, ω)π. 

11 suit de la représentation canonique qu'on peut prendre comme 
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système compleL de restes [mod (2, OJ)71] la suite o, J, ...,2
Π—ι. Les 

restes premiers avee le module sont de In forme 8M± r, 8M dr 3. 
Ou voit immédiatement que ceux delà forme 8 M dr. 3 = /j M, db r, 
M, impair, appartiennent à l'exposanL 2π 2 [mod(2,ω)π], tandis 
que eeux de la forme 8M dr 1 appartiennent aux exposants 
plus pelits. Mais ^[(2, ω)π]= 271 ', et la moitié des restes impairs, 
est r~ 1, (4), la moitié est - r, (4). Le théorème est donc 
démontré. 

II. — Idéaux premiers du second degré. 

d/q =I. Q--(//) el Ο = (2) m Ξ δ, (8). 

THÉORÈME V. Q", 1: 1, N'O pas de racines primitives; chaque 
nombre u. premier avec Q71 satisfait à 

μ'/f-W-O = 1, (Q77). 

D'après le théorème de Fermai, pour les idéaux, un nombre α 
premier avee Q71-1 satisfait à 

ucl(Q>) -- , _ (Q-- 1 ) 
OU 

u cl(q)I -r- M 7
π l. 

Il en suit pour q = 2 et φ ι 

uclq— (( -f. M^π-ί )'/ — ί + \l, /y~ΞΞ /, ( Q71) (π > ι), 

tandis que 
9(Q«) = ^s9(Q« '). 

Pour établir les bases on doit distinguer deux cas. 

Premier cas : — — 1 [<77^2; O — (//)]. 

Soit γ une racine primitive de Q et a, comme partout dans ce 
qui suit, un nombre divisible par la puissance ïema de l'idéal en 
question (ici Q), mais non divisible par la puissance (i -J- i)ièrae. 
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THÉOKÈME V ί. — On peut déterminer α, tel que le nombre α = γ+a 
appartienne à Vexposant qπ"' (q2 ι ) (modQr). Le nombre β = ι + a'

( 

appartient à Vexposant 7π~'. 

Observons qu'on a α', = a' et a,-)-αΛ = a· si i < h. q2—ι est 
la plus peLite puissance <Je γ lelle que 

y</--l ^ |
 <

 ( ( ) ) — , _|_uq 
On a 

xq2-1__ γ,·-\ + (
 (
j1 _ | ) yq'-l χι _j_ ̂  | α', , 

si l'on a choisi χ ■/' ο, (q) dans <x.
{
 — xq tel que 

μ — γη~*.ν?άα, (y). 

.lin élevant à la puissance q' on a la formule générale 

a"/1 l"/' ~ ( ι 4- « -+- c/.i
 ;
,, 

<11ji démontre le théorème. 

Γ η KO ni: MI·: VI Ι. α éiani choisi comme plus haut, on peut trouver 
β = ι -f- oc", ie/ que a et β soient indépendants, c est-à-dire que la 
congruence 

a'' = B'' Q 

soit impossible, si les exposants varient dans les limites 

ο < a < (72— i)'/* 1 (o < b < 7π 1 ). 

a, β ainsi choisis forment une hase du module (D. 

Supposons au contraire la congruence satisfaite, lin l'élevant à 
la puissance on a 

a«7—=i,(Q*), 

d'où a — (q2---1 ) a'. Or α''*"1 = ι + <κ,· Donc la congruence se 
réduit à 

(l+ (Γ)π) 
ou 

(ι -f- y.\ Y1'— (i l- y.\ )h — M7π. 

Mais ol\ = u.q, y."
t
 —xq, υ., χ-/= Mq. On n'a qu'à répéter le raison-
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nement do Dirichlet dans le cas analogue du corps K(t) (*·) pour 
voir que oc étant donné, il reste pour xq2-i — (q—f) valeurs 
incongrues [mod (</)], telles que la congruence de ci-dessus ne soit 
pas satisfaite. 

Second cas : ( --— ι | /// 5,(8); O ( 2 )J. 

Ici encore, on trouve des nombres α de la forme γ-}-a, qui appartien-
nent à l'exposant 2π_ι.·> [mod('2)"]. De même, le nombre, β = ι -J-a, 
appartient à l'exposant 2T" 1 pour certaines valeurs de a,, sinon pour 
toutes comme dans le cas précédent. Mais α et β ne, sont pas indé-
pendants. Par conséquent on doit chercher une autre base. 

Désignons par γ urn; des deux racines primitives de, (2) m OU 

I -f- (O. 

THÉOKÈMJ·; VI I I. - On peut choisir χ Lei que α — γ -f- ·±χ APPAR-

TIENNE à Γ exposant 2π~'.3 [mod (2)"]. Le nombre β = ι -{-oc., appar-
tient à /' exposant 2π . 

E11 donnant à .ries quatre valeurs υ, 1, eL i-fw incongrues 
[mod (2)], on aura pour α dans 

a3— ('/ -+■ « -t- 2 a, 

encore quatre valeurs incongrues (mod 2), car autrement en 
posant α = γ -f- 20;, α, = γ -j- 2X, on aurait 

es'—2Ïr-o,(4) 
d'où l'on tirerait 

a- -h ««ι -I- cr.\~ o. (2) 

ou 
3y2i-rt. (2), 

contre l'hypothèse. Excluons les deux valeurs de χ qui font υ. o, (2) 
et 1, (2). Les valeurs restantes de χ donneront ν. :ω, (2) et 
υ.=ίΞ:ι-|-ω, (2), en tout cas u(u -f-1) ^ o, (2). Par conséquent 

α3·2 = 1 -f· \p.(p. -h 1) r= 1 + a..,, 
a3·2' — 1 -t-a3, 

(h Théorie d. com pl. Zahlen, § 2, ]». ,Vi8. 
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et, en général, 
C/}-v— I -+- «/+J Q. E. D. 

Notons encore qu en posant γ = ω on aura i = oou ω si m, = —g— 

est pair et χ — ι ου ι -}- ω si m, est impair. Donc α a la forme γ -j- oc, 
ou γ + a

s
 pour m

t
 pair et la forme γ-j-αι pour m, impair. On a 

des conclusions analogues si l'on pose γ = ι -f-ω. Dans tous les cas, 
on a «.(p. -f- J) ~R= Γ, (2). 

ΤΗΚΟΙΙΚΜΓ: IX. Α ÉINN/ choisi comme ci-dessus, on peut déter-
miner β = ι -f- (χ... Lei que α et β soient indépendants. 

Soit β = ι -}- f\z, ζ·~ή 0,(2). Choisissons 5 de sorte que la con-
gruence 

(ι) β α'1, |.(«)TtJ (o < « < 3.^"-' ; τζ>9.) 

soit impossible. Soit au contraire la congruence (1) satisfaite. En 
l'élevant à la puissance 2π 2, on en tire α = 'ΐ. Ί>α!. Si a7 est pair, il 
suit 

β Ξ a:t îî"" ~I -4- 8 μ, [(?.)"]' 
donc 

3 Ξ= Ο, (F), 

ce qui esL contraire à l'hypothèse. Si a' est impair, (1) donne 

Ι + /,5ΞΞ(Ι· [(«)«], 

011 e = p.(p. -j- 1). Mais 

(l H- 4^)2α" '1 — l -f· Î2/z" 4- |) H- M 16, 
donc 

z = 2a'' +1r MB|^):: M-

Pour que cette congruence ne soit pas satisfaite, il suiiit de prendre 

z#v(2). 
c'est-à-dire 

ζ yd 1. (■>.). 

ζ étant ainsi choisi, aucune puissance supérieure de β 11e peut être 
congrue à une puissance de a. Soit au contraire 

ΑαΞΞ βΛ, [(2)Μ (Ο<«<3.2~ 1 ; Ο < 6 < 2Π~2). 

Journ. de Math. (8· série), tome II. — Année 1919.12 
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Un peut supposci· b = 2', car 

(n-15)iXrM = '+4-., 

où z, z, (2). Soit donc ^- . ^α',|(2)π], d'où a = 3.2'- t la'. Un aura 

(I + 45)«*S(>+ [(a)*], 

a' est impair, parce que i + /|S et 1 l\v appartiennent au mémo 
exposa 11L il71"·. Un peut le prendre =1 d'après une remarque 
précédente; i étant — 2, il subit de montrer l'impossibilité de 
la congruence pour i = r. — 3. Or 

( 1 + !\ ζ )-r· 3 — 1 4- s* 1 ζ + M 2*. 

Un aurait par suite 
C ... .·. V, ( 2 ), 

contre l'hypothèse 

J'u KO 11 KM κ X. - Le produit ( -1 )'' CL" fi' donne tous Les restes 
premiers avec (2)π, les indices variant dans les limites 

O
zz

(f<C 3.2Π Ο ^ Λ < 2Π O^C-<2 (τ: >2). 

Un n'a qu'à démontrer l'impossibilité de la congruence 

(2) χ*·^-ρ m;Î2^)| 

pour les indices ci-dessus. En élevant (2) au carré et en appli-
quant le théorème précédent, on aura ία = 'ο.Ί~~γα! < 3. i-
et 2 b = 2n 'J b' < 2π l, donc a = 3.2π~2, b = 2" :l. Par suite 

y-· s 

ou 
l + «ï-, = -(l + 3!Îl ibti'-O*]· 

ce qui est évidemment impossible pour r, >1. 

Remarque. —Pour le module (2)2, il est aisé de voir qu'on peut 
prendre comme base α el β — ι -b s, 3 étant ο cl α, (2). 
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111. — Idéaux premiers ambiges. 

F* re mier eux : (
f

. J —
 0 I r -/■. >. 1. 

Ces idéaux sont représentés par les hases canoniques 

Κ —( /\ y) = ( r. '» ) 
|{t* =(^t

rk w 
1 >î/,+i — (+ Kr''M) 

[m — ·>. «m — 3. ( ̂ ) j. 

R= ('·-
/
) = (,V ''7 

|;
2
/,
 =

 ,λ·, /·'·/--- ' l·-',,) 

Ι'.
2/
·

+1
 — r'· ·, r' (-r~-1 ~>.ή | 

|'/// -r l. ( ί )]. 

THÉORÈME ΧΊ. Γ'/U? racine primitive de \\~ Vest aussi pour FI" 1 

(u' 2 

On peut voir aisément que si 

a* --.,il<* «)· 
alors 

^^i.llis). 

Cela permet de démontrer le théorème de la même manière que 
pour le eorps rationnel (x). 

THÉORÈME XII. - R", τ: > 2, n'a, pas de racines primitives. Un 
nombre α premier avec Ft' satisfait à 

>j.ri r~,}~ 1, ( P»~) in — 9.k*'\ 9.1;-±-1). 

Soit « un nombre du système réduit des restes (mod R) 1,2,R— 1. 

Désignons par α, un nombre quelconque de l'idéal R' qui peut être 

0 Voir DIRIÎ:HI,P.T, ZoUlenlheorie, § 128. 
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divisible aussi par une puissance supérieure de Π. Un nombre μ 
premier avec R" est u. = α -f- â,. 

On a 
μ'·

 1

 = ( « 4- α, Y"
1

7=7 j , 

ur(r-1)— ι + 5<:„ 

ce qui prouve que R:< n'a pas de racines primitives, puisque 

©( I»3) —- r2(/· --- I ). 

Il résulte du théorème XI qu'aucune puissance supérieure à R2 

ne peut pas en avoir non plus. La seconde partie du théorème se 
démontre par induction en observant que de la relation 

il suit 
μ — ! -i- «2i/.n+1 

μ'1"-» _i+2it+|) 

THÉORÈME XIII. — R2 possède des racines primitives au nombre 
de o(r2) ζ (r — i). Cest la conséquence de l'observation suivante : 
/ étant une racine primitive de R [qu'on peut supposer entier et ra-
tionnel), les racines correspondantes de II2 sont 

J —f- le 4~ λtôt ι · sj). J"4- le 4- // ^—■— 4~ J· 

où l peut prendre toutes les r valeurs rationnelles incongrues (mod r), 
et η toutes ces valeurs sauf zéro. 

Pour établir les bases, un doit distinguer deux cas: i° r impair 

φ 3 ou r = 3 avec ™ z - j , (3); 2
0 r = 3 avec j 1, (3). La 

raison en est la suivante. 

THÉORÈME XIY. — 1 -j- a, appartient à l'exposant rk (mod R'), 
t. = ik et 2 k 1 dans le cas i°; dans le cas 20, 1 + a, appartient à 
l'exposant 3A_1 (mod R2*), et 3A (mod R2A+1), si a, représenté par 

a1— 3/ 4- [//*: ?.. 3. (-ι) | 

resp. 3/4- //(1 -+- '») [ni . .1 \, (!\)\ 
(// M 3), 
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satisfait à la condition 

2/4-1^0,(3), resp. a/-+- // -+- ι 7^ o, (3). 

On le constate en développant le binôme 

(l +- «, )'■ rr I -i- /· y.x-\- OLk—\ 4~ aA 4- (X,, f · l -|- cé,, 

si r est impair' ~U 3. 
Pour r — 3, on a 

a1 =31 31} 4- «2 ///} -i- 9. la m 1 

3 | 3 ^/
2
 4- /î

2
 -^-7—— a. //

 2
 ηΐχ -ι- η ( a / + // ) ( 1 -h ω )j

 1 

où l'on a pose m — 3 m, 

3 a1 + a3 =3 a, l 1 4- //* ///, + 3/shî In 0» ] 
3«, 1 — a//2///, ν·3(/2 l //'■' ■ '

 Γ
-!-(·■»./ i //)//( 1 -j- o») j; 

donc 
. / I- 3 3ij I" 1 I η* m, 4- 3 ( /2 -j- / j +- ( 2 l -Η ι ) // ι» J j 

ι + 3se, ί — a//2///, -η3 ( /2
4-^ ; /j 4-(a/-t-«4-1)a/ (r 4-ω) h· 

Dans le cas ι°, on a 

( I -I- a, y — , _1_ ?> yl
x
 -« I 4- a

3
, 

comme pour r φ 3 et en général 

( 14- se, )'·1 = ι -ι α2k+1 

ce qui prouve la première partie du théorème. Au contraire, dans 
le cas 20, on a 

(1 4- «i)11—. 1 -1- 3y., a\ — 1 4- a4. 

si l'on impose la condition complémentaire de l'énoncé. Si cette 
condition n'est pas satisfaite, on peut avoir (i-{-a,)s=i -f~a5 
et même 1 + a

0
. Si on la suppose satisfaite, on a la formule 

générale 
(1+ + ̂  {k> 2), 

qui prouve la seconde partie du théorème. Étudions d'abord le cas: 

ry6 3 ou /· = 3, ^'ΞΞΙ,(3). 
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THÉORÈME: XV. — Soil γ une racine primitive de R. On peut 
choisir β = γ -f- α._, de telle façon que β appartienne à Vexposant 
rA l(r— j) (rno<l Π2/ι) et à rA(r i) (mod ll2/hl). 

. On pou I, supposer γ on (.ici* et rationnel, alors M dans γ'"1 — ι -)- Mr 
os t. aussi rationnel. On aura 

β'"' ' ' -· — I ) " Cf., + 0i'
t
 I I - Cf!

t
, 

si l^zâo,(r) dans OL, — r(l -j- Η Ω) rosp. r l-\-n [~~~ +
 0J

^J ^ 
choisi toi quo 

M — y'--l =éo,(r). 

Pour r = 3, on a toujours 

ry— (— < -h <y.
2
)"-~ ι --t- v.',. 

Par consequent, 
Br(r) 1 = 1+a4 

et on général 
β/·*-Ι(/· 1)_ , (i K „ 

THÉORÈME: XVÏ. - Les nombres α= \ + α(, β=1 γ + cons-
tituent une base pour le module P~, les indices variant dans les limites 

ο S a < r/, ο ^ b < /•/·' 1 (/· — ι ) (r. — ctk), 

» ο Jj b < /•/·' ( /· — I ) ( 77 ~ 2 /" -f- I ). 

On doit démontrer l'impossibilité do la congruence 

α"=(3Λ ( j, 

a, b variant dans les limites indiquées, ο exclus. Supposons a = r?, 
car a"' est encore un a si à' = M r. Soit 

a'·'·-: y-, ( \\u ) (P </.·)· 

En élevant à la puissance rk~~ï, on obtient b — r? 1 (r — i) b' 
où b'^Mr, car a'1 et β,;/ 11 appartiennent au même exposant 
(mod R2A). Dans la congruence 

α
,·?_ β,.γ-ν-1)//^ (|>,2Α )? 

il suffit de poser ρ = h—i. On aura 

I -f- y..,/,. , - - ( ι —I— y~ik iY' y ( H" )· 
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Mais (1 -f- tK.vk.-iY~ 1 + a2/,-i· On aura donc 

«2/,.-,— alh : ο. ( !t2/i"), 
cc ({ui est impossible. 

La démonstration de ['indépendance pour le module R"-A" est 
analogue. Passons au cas: 

/· = ». j - - - »,(3). 

Construisons le Tableau suivant des exposants et des nombres 
qui leur appartiennent; a, y est soumis aux conditions du théo-
rème XIV. 

(IMNI LÎ-1'). (IIHHI RN »■'), 

ι -f- y.\ 3*-' 3* ' 
— ι-h «ι ?. 3/f_1 ? .3* 

ι 3*-1 3* 
-ι + a, ·>..?,'·■ 

ι + χΛ V· ' 3'·· 1 

— ι -Η y.g ?.1 ? .3'·'"1 

On en déduit que deux bases ne, peuvent pas sullire à représenter 
tous les 2.32*'1 resp. 2.32Λ restes. Mais si l'on définit comme 
restes primaires les restes Ξ~= ι et R-22 (mod Κ3), on voit que les 
bases <* = 1 -|— oca, β = — ι -f-a;, représentent tous les restes 
primaires. L'indépendance de ces bases s'établit de la même façon 
que dans le théorème XVI. 

On obtient tous les restes en multipliant les restes primaires 
dans le cas m — 2,3, (/f), R = (3, ω) par 1 + ω, (ι -f ω)2 et dans le 
cas (d), R = (3, 1 -f- OJ) par ω, ω2, car on a 

1 -t- 1 -)- 'ii, ( II2) 
( I H- 0» )- L -H ( B5) 

?(ι -t- ',)) .2 + ?',). ( II2) 

2 ( I -f- '»))"■-. 2 -f- Ο). (Il2) 

I "I ■ 3. (ί ) I 

r>) ~ 0». (Il2) 

r,\- 2 + m, ( II2 ) 

2 r,» ~ ? m. ( 112) 
>. οι2 ' . 1 -1 ·> o>. ( II2 ) 

m =R(4)* 

On conclut 
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Théohèmi; XVI I. — Tous les restes premiers avec ΚΠ sont congrus 
à 

ri sp. cf." fi* (l + '.i )'' m °' | tu :: ■>., 3 ( \ ) |, 

les indices variant dans les limites 

οία< 3* 1, ο * Λ < '>.. V'~1, * ο ' α < 3 [τ. = % k ), 
οί α <; 3/ι', » » (τ: /r -+-1). 

Second cas : /<r/\ Π — (μ, ι -Η Μ) [/// - 3,(4)], 
\«/ Jl = (a,',>) |/// '<.(4)]· 

On consLate directement que Il a une seule racine primitive = ι > 
R2 a <o, resp. ι -f- oj,, R3 a deux racines o>, 2 -f- ω resp. J -j- oj, 
3 +ω. 

On dérnoiiLre le théorème; XI d'une façon analogue au cas r 
impair. 

Théokkmk XVII1. —- R71, τ: >3 η a pas de racines primitives. 
Un nombre [x premier avec Ru satisfait à 

μ-* 1. ( h*) (r. — >.k et 9.k 4- 1). 

Soit d'abord γπξξξ2, (4). Prenons un nombre u. premier avec R 
de la forme 1 -f- a,. On constate 

ρ* — (1 4- a,)-- - i + a,. 

où, dans a
2
 = 2 (/+ noi), l et η sont impairs. A cause de eela 

lJ-' — ( 1 - I -+- «s-

Ceci jjrouve que R4 et par conséquent R", τ: /|, n'ont pas de 
racines primitives. Ori déduit ensuite la formule générait; 

[J* — I 4- z2/,H (k > ■>.). 

c'est-à-dire [J. appartient à l'exposant 2k (mod R").Sia, dans α 
était divisible par une puissance supérieure de R, α appartiendrait 
à un exposant plus petit que 2A, donc le théorème est démontré. 

Soit maintenant m >, (4) et u. — ι -|- a, — 1 -j- / -j- nto, où l (;t η 
sont nécessairement impairs. On a encore 

pS= I -r a„ 
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où dans a2 = i(lrι'·(ι -f- ω) V cst impair, mais n' pair. En cal-

culant μ®, on constate que ' + ^ = ι -f~·
Η

 ,
 3 + M2 est impair, 

si m ~ 3, (8), et pair si m·:-^ 7, (8); d'où il suit 

u4 = 1 + a6si /// r_-j 3, (S), 
fAJr_n-«7 si ///-37, (H), 

a. pouvant être divisible par R2. Ο11 a les formules générales 

^■-'=1 + «,* [·//* = 3, (8)], 
ps* "= 1 -r a,/,.Hl [//t 7, (8) | 

qui prouvent le théorème. 
Puisque le nombre τ -\- oc, appartient à des exposants différents 

suivant que m 3, (8), ou =7, (8), nous n'emploierons pas ce 
nombre pour former la base. Construisons le Tableau 

(mod H2*';. (modR2k ,1 
I 4- a., 'Ζ1'"1 2Λ_1 

I 0C;j » » 
1 -h 5ίν ·>Μ '2 2*_1 

a, —ofi-f- ηω) resp. 2 (/ + η (ι + ω)) est soumis ici à la condi-
tion η impair, autrement oc, appartient à un exposant plus petit. 
Comme évidemment deux bases ne sont pas suffisantes, choisissons 
a = j + a

3
, β = ι + α.

}
 dont on peut démontrer l'indépendance 

comme dans les cas précédents. Les nombres de la forme α"βΛ 

représentent seulement { des restes (modR"), notamment ceux 
congrus à 1 (modR3). Nous les nommerons primaires et nous obtien-
drons tous les autres en les multipliant par ω, ω2, ω3 si m:~3, (4) 
et par 1 + ω, (x-j-ω)2, (ι-f-ω)1, si m —2, (4), car ω resp. 1 + co 
appartient à l'exposant 4 (mod Rs). On a donc 

Théohèmk XIX. — Tout nombre premier avec R7C est congru à 

a4 bb wmod (2, ι -+- ο>)π, 
resp. α"β''(ι + m)'', mod (2. m)71, 

où oc = ι β — 1 + α·, ^t 

ο 5 a < 1, ο ί b < ο S c < /j (r — 2/, ), 
» O lè<2/,'~1, » (π =: zk -Τ- [). 

Journ. de Math. (8* série), tome II. — Année >g1yT13 
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IV. — Idéaux composés de plusieurs facteurs différents. 

Soit M = Ρπ, ΡUne condition nécessaire de l'existence des 
racines primitives de M est que les facteurs Ρπ, Ρ'π', ... les pos-
sèdent, la condition sullisunte est alors que C/(1)1C), ο(Ρ'π'), ... 
soient premiers entre eux. Prenons pour exemple le cas m ·.: 2, (/j). 

•M peut avoir les faeleurs suivants aux racines primitives : 

PB, t), \\ on H2 ('), (ά, sjm), \//n)' ou (·λ,\/ιη)* 

avec les φ correspondants 

]>~"f (/>-■■»), 7*—·, /1 ou /·(/· — 1), 1, ■>. ou /(. 

Par suite M a des racines primitives seulement s'il est égal au 
produit de (par l'un des idéaux : Ρπ, Q, R ou R2. 

En appliquant ce raisonnement aux différents cas qui peuvent 
se présenter on conclut. 

Tiiéoukmι: XX. Les racines primitives η existent que pour 
les produits suivants : 

i° we=2 ou i: . 3, (/,) : Produit de (2, \Γηι) resp. (2, 1 + \fm) 
par Ρπ, Q, R ou R2. 

2
0
 m~i, (8) : Produit de (^

2
> P

ar
 Q> Κ

 ou
R2 

3° (8) ; Produit de (2) par un des idéaux 

Ρπ si />M'i(3), (>,ιψ) , (1) = ,, 
(3) si _i, 

H si r/.\. (H), 
I*- si r/11,(3>, 

OU 

l,3'—r-.) 51 (,τ) = ϋ· 

(x) P» Q» R proviennent <le» nombres rationnels impairs. 


