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RACINES PRIMITIVES KT SYSTEMES DE BASES ET INDICES. 81

Sur les racines primitives et les systemes de bases et indices
dans le corps quadratique général;

Par Mme VERA MYLLER-LEBEDEFF.

On sait qu’un idéal premier P d’un corps algébrique quelconque
posséde des racines primitives au nombre de 2 (p/—1). On ne sait
pas st les racines primilives existent ou non, si le module est un
idéal quelconque (1). Cette question est étudiée dans ce qui suit pour
le corps quadratique général R “ym). Les trois corps ot étude aua-
logue a été faile, mais ot 'on n’a pas besoin d’introduire les idéaux,
asavoirle corps rationnel (3),le corps R (¢) (*) et le corps R (y—3) (%),
y sont compris comme cas particuliers. On peut résumer les résul-

Lals ainsi ;

19 Puissances d’un idéal premier. - Les vacines primitives n’exis-
tent que pour une seule catégorie, notamment pour les puissances
d’un idéal premier du premier degré différent de son conjugué,
et provenant de la décomposition d’un nombre premier p == 2, Sj
Pidéal provient de la décomposition du nombvee 2, les racines pri-
mitives n’existent pas pour les puissances supérieures a la deuxiéme.
Dans le cas d'un idéal du second degré, il n’y a pas de racines primi-

(Y) Hivsenr, Jahresber. d. D. M., V., IV (1894-1893) : Theorie der ulgebr. Zahl-
kérper, §9. ,

(*) Gauss, Disqu. Arithm,, nv 89-92, ¢t Diricurer, Zahlentheorie Suppl, V.

(®) Divicuree, Werke | Theorie der complexen Zahlen, § 2.

(*) FL Vasinesco, Etude des racines prim. dans le corps de la racine cubique de
Vunité (Bulletin de i Academie Roumaine, 191¢)). . 4
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82 VERA MYLLER-LEBKDEFF.

tives pour les puissances supéricures a la premiére. Quant au cas
d’un idéal du premier degré égal & son conjugué (idéal premier
ambige), les racines primitives cessent d’exister a partie de P?
pour p % 2 et a partir de P* pour p = 2.

20 Idéal composé quelconque. - Lies racines primitives existent
si Pidéal contient sculement deux lacteurs premiers entre ecux,
dont un est engendré par le nombre 2 (voir le théoréme XX pour
Pénoncé précis).

Pour les idéaux qui n’onl pas de racines primitives, on peul
généraliser les notions de systéme de bases et indices introduites
par Dirichlet pour les corps R et R (¢) ("). Soit le module N =P,
On appelle ‘base de représentation des restes un systéme de plu-
sieurs nombres «, B, ..., A tels que tous les restes premiers avee le
module soient congrus aux produits o ... A par rapporl au
module, a, b, ..., [ variant dans certaines limites qui dépendent
du module. Les nombres a, b, ..., | sappellent indices du reste.
Pour N = PP . on délinit comme base et indices Ja tolalité
des bases et indices par rapport aux facteurs P® P™ . premiers
entre eux,

Le maximum ’un indice ¢ est Pexposant auquel la base corves-
pondante « appartient par vapport au module P*. On peul done
établir les bases en partageant les restes premiers avee P™ en caté-
gories o 4o; o & est premier avee P et o; un multiple de P/ non
divisible par P/ ¢t en déterminant les exposants auxquels les nom-
bres o 4o, (¢ =1, 2, ...) apparticnnent (mod P7). De cette fagon, on
construit les bases pour les puissances d’un idéal premicr du pre-
micr degré différent de son conjugué ct les puissances d’un idéal
du second degré. Mais dans certains cas d’idéaux premiers ambiges,
a savolr :

R=(3,0) resp.(3, 1+ n), (g) = o, B,’i =—1,(3)
ct
R= (2, m) resp. (2,1 + o), (;—l) =o,

(") Dinicurnyr, Zahlenth., § 130, 131, ¢t Theorie d. compl. Zahlen, § 2.
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il arrive que les bases ainsi établies ne peuvent représenter que -
resp. 3 des restes. On est alors obligé dintroduire la notion de reste
primaive. On définit comme primaire un nombre congru a un
nombre rationnel (mod R2), pour R2=(3) et congru a 1 (mod R?),
pour R2=(2). Pour avoir tous les restes premiers avee le module,
on wa qu'a compléter les hases par certains nombres non pri-
maires (w ou I 4 ) qui appartiennent & Pexposant 3 (mod R2),

resp. & Pexposant 4 (mod R2),

I. — Idéaux premiers du premier degré différents
de leurs conjugués.

Premier cos: (;—f) =1 (p72) ().

On représente ces  idéaux par les bases canoniques

P=C(p,a+ym)

- m o= at (p)],
P </)’ « +(\/m) [ ”1

2

suivant que m est === 2 ou 3 (mod 4), ou bien =1 {mod 4). Mais

1+\m

s’apercevant que dans le dernier cas ona o = eta=2d +1,

Landis que dans les deux premiers cas on a o = ym, on peat poser
pour m queleconque
P=(p, a+m),

ot m == a2, (p) pour m==2 ou 3, (4) et m==(2 ¢ + 1)% (p) pour
m==1, (4).

Lemue. -—— P™ a pour hase canonique (p™, ¢ 4+ o) ot ¢ - a, (p).

Le lemme étant veai pour P, admettons-le pour P* ' Soit

Pr=(pt b w)  [b=a,(p)].

(1) Pour les notations, voir HiLsErT, loc. cit., § 60, ou 1..-W, Rrip, Elements of
the Theory of Algebr. Numbers,
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On aura
Pr=[p%, p™Ya+ o), p(b+ o), ab + (a + b)o -+ »?],

P~ contient le nombre ¢ 4 o, car on peut trouver z el y rationnels,
tels que
pr+(a+b)y=1 {2 ou =3, (1)),
d’ou
c=phbr+(ab+m)y =b+(m—~)y=>b,(p)=a,(p)

ou bien tels que
. pr+(a+b+1)y=1 [0, ()]s
d’ou .
m~(2b 4+1)?

c=phr+ (ah + ﬂ;,———'>y —=b+ e Y = (1),
. 4 f

(p™, ¢ + ®) est une base canonique, car n (P%) = p~.

Tuionime 1. --- Une racine primitive du module rationnel p*
Pest ausst pour P™ = (p%, ¢ 4+ @) el inversement,

Soit g une racine primitive de p®, on a

Py = prtip—1)=9(p®);
les nombres

LN

2
Iy & 8% ceey 8

sont incongrus (mod P7%), car, d’aprés le lemme, la relation
H

) ghoz gk (7Y [echZo(Pm)~1|
donnerait 4
vgik—a=Mp® (1),

contrairement a 'hypothése. Soit inversement g une vacine pri-
mitive de P75 d’aprés le lemme on peut supposer g entier et vation-
nel. Si Pon avait

=) [3<a(P7));
il en résulterait

gh=1,(P7).

{(*; Nous désignerons partout le multiple d'un nombre « par Ma, M étant ra-

tionnel ou algébrique suivant le cas,
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En nous rappelant des théorémes sur les racines primitives du,
module rationnel p™ nous pouvons done déduire,

Tutorime [l - Touyles les racines primilives des puissances
supérieures d'un idéal premier P sont tous les individus des
) o (o sesde dittérents 2
(p-—1) 9 (p-—1)classesdenombres différents parrapport au module p®.

.

Nous pouvons ajouter celle remarque. Le nombre de racines
primitives de P™ incongrues suivant le module est g (p™' (p—1)).
D’aprés le théoréme précédent, ¢est vrai pour P20 Admettons-le
pour PT ' et soil @ une vacine primitive de P,

bh=a+ Mp™!

le seva aussi pour P* On obtient les b incongrues suivant PT en
donnant & Mp valeurs incongrues (mod p).

, >
Second cos : (9) =1, m=1,(8); P=(2,0).
\~ 4

On constate aisément comme dans le lemme que
(2, )= (27, ¢ -+ wm),

¢ ¢tant paiv. 1 suit de eelte représentation ecanonicque que les

1 i : L . 'n: ‘ot1 1
racines primitives de (2, »)® le sont aussi pour 27 d’ou Pon
déduit :

Tuiortme 111 -~ (2, ®) a une seule racine primitive = 1, (2, w)?
aussi une seule 3
-pas du toul.

, les puissances supérieures de (2, ®) n’en ont

Tutorime V. -~ Towt nombre u. premier avec (2, w)* satisfait a
la congruence
p= (=0t (2, 0)7]

ot « est un nombre de la forme 4 M = 1, M impair rationnel,
oSa<l2* el 0= e 25 autrement dit (-—i1,a) est une base pour
le module (2, w)T.

Il suit de la représentation canonique.qu’on peut prendre comme
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systeme completl de vestes [mod (2, @)% la suile o, 1, ..., 25—1. Les
restes premiers avee le module sont de la forme 8M %=1, 8M == 3.
Onvoit immédiatement que ceux dela forme 8M =3 =AM, % 1,
M, impair, appartiennent a Pexposant 2™ * [mod (2, )%, tandis
que ceux de la forme 8M =1 appartiennent aux exposants
plus petits. Mais 2[(2,w)"]= 2% ', et la moitié des restes impairs,
est == 1, (4), la moiti¢ est .~ -1, (4). Le théortme est donc
démontreé.

Il. — Idéaux premiers du second degré.

<(/>=~,. Q=(g) el <d)'::*" wEe =

q P

Tutorime V. OF, > 1, n’a pas de racines primitives ; chaque
nombre u. premier avec Q™ satisfail @

prEer = = 1 (QF).
D’aprés le théoréme de Fermal pour les idéaux, un nombre w
premier avee Q™' satisfait a

pFEET g 0

ou
PRt = - Mym -t

Il en suit pour ¢ = 2 et £ 2
prr @ = (4 Mg =1+ M ¢"=1,(Q7) (m>1),

tandis que
' o(QF)=q*2(Q™ ).

Pour établir les bases on doit distinguer deux cas.
d\
Premier cas: (-/) —_——1 [g72; QO=(q4)]
[/
Soit ¥ une racine primitive de Q et o; comme partout dans ce

ul suit, un nombre divisible par la puissance " de ’idéal en
q , F

uestion (ici mais non divisible par la puissance (¢ 4 1)""°,

q ,



RACINES PRIMITIVES ET SYSTEMES DE BASES ET INDICES. 87

f
Tutonrizmr VI. - On peut déterminer a, lel que le nombre & = v+,
appartienne ¢ Uexposant ¢ (¢* -1) (mod Q7). Le nombre f =1 + o
appartient & Uexposant ¢™'.

Observons qu’on a o, =a et o, +a,=o, st t<h. ¢?—1 est
la plus petite puissance de y telle que :
7,/:._1 LTy (Q) =1 -+ L.
On a
al =t = e (= )y T gy
st 'on a choisi 22 0, (¢) dans o, = 2¢ tel que
Py A0, ()-
in élevant & la puissance ¢ on a la formule générale
J(l/l gt . (|+/ )(/i.-Zl—!—(/-{;i*

qui démontre e théoreme,

Tutonime VI o élant choist comme plus haul, on peul trouver
=1 4o tel que o ¢t B sotent indépendants, cest-a-dire que la

congruence

¢z 5 (Q7)
soil impossible, st les exposarﬂs varient dans les limites
o< (gr—1)y* ! (o< h<<y™ ).
«, B ainsi chotsts forment une base du module Q.
Supposons au contraire la congruence satisfaite. Kn Iélevant &

la puissance ¢, on a

auq-’--l =1, (Qﬂ)’

dot a=(f—-1)a'. Or a” '=14a,. Donc la congruence se
réduit a

('+7-'.)"’: (1 o). (Q7)
ou

(R a)C—(1 1 7)) = My,

Mais o) = wq, 2| = aq, v, v % Mq. On wWa qu'a répéter lo raison-
1 2 ? )



88 VERA MYLLER-LEBEDEFF,

nement de Dirichlet dans le cas analogue du corps R(¢) (1) pour
voir que o étant donné, il reste pour x¢?--1-—(q —1) valeurs
incongrues [mod (¢)], telles que la congruence de ci-dessus ne soit
pas satisfaite.

. d
Second cas : (—-
. \ 2

) ET [m 220, (8);0 == (9,)]7

Lei encore, on trouve des nombres ade la forme ¥y 4 o, qui appartien-
nent a Uexposant 2.3 [mod (2)*]. De méme, le nombre =142,
appartient a I'exposant 2™ ' pour certaines valeurs de o, sinon pour
toutes comme dans le cas précédent. Mais o et B ne sont pas indé-
pendants. Par conséquent on doit chercher une autre base.
Désignons par ¥ une des deux ractnes primitives de (2) @ ou

1+ .

Tuiorime VUL - - On peut chotsir v tel que o =+ + 2.0 appar-
tienne a lUexposant 2™ '.3 [mod (2)¥]. Le nombre § =1+ o, appar-
tient & Uexposant 2™ 2.

En donnant a x les quatre valéurs o, 1, » el 1 + o incongrues
[mod (2)], on aura pour v dans

= (y+ 2z =1-+2p,

encore quatre valeurs incongrues (mod2), car autrement en
posant o =7y 4 2, &, =¥ + 22, on aurail
LY 9 . . a:‘*Z;l‘::”,(’l')‘
d’ou lon tirerait
at+ oy + ai=0.(2)

ou
32z 0.(2),

contre 'hypothése. Excluons les deux valeurs de 2 quifont w0, (2)
et w.=:1,(2). Les valeurs restantes de © donneront v =w,(2) et
p=1+4w, (2), en tout cas w(u+1)Zo,(2). Par conséquent

abt = (1) =0 o,

JE L
o3 =1 4 oy,

1) Théorie d. compl, Zahlen, § 2, p. 518,
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el, en général,

=1y Q. F.D.
m—>5
. 8
est pair et =1 ou 1+ o si m, est impair. Donc « a la forme vy + «,

oun ¥+ a, pour m, pair et la forme v 4 «, pour m, impair, On a
des conclusions analogues si I'on pose v =14 0. Dans tous les cas,

on a w(w4r1)=1, (2).

Tutorizme 1X. -— o élant choisi comme ci-dessus, on peut déter-
miner B =1+ a, lel que o et P sotent indépendants,

Notons encore qu’en posanty = » on aura £ =00u®sim, =

Soit =14 4z, s7£0,(2). Choisissons z de sorte que la con-
gruence
(1) B o | (2)7] (o<<a<<3.a™ 1 m2>2)
soit impossible. Soit au contraire la congruence (1) satislaite. En
Iélevant 4 la puissance 27 2, on en tire ¢ = 2.3d’. Si ' est pair, il
suit
L=t == 4 8p [(2)7],

donc

3 =0,(2),

ce qui est contraire & hypothése. Si o’ est impair, (1) donne

s hs= (v 402 ()7,
o v = u.(w+1). Mais

(=49 =i+ (2a" + 1) jv+ M6,

done

sxE(ad’ -+ 1)y = MA [ (2)7 2.
Pour que cette congruence ne soit pas satisfaite, il suflit de prendre

I » ’ [

A 0. (2),

(3]

¢’ est-a~dire

“

Za, (7).

5 étant ainsi choisi, aucune puissance supérieure de 8 ne peut étre
congrue & une puissance de o, Soit an contraive

a%= 5" [(2)%] (o<<a<(3.2 s o< b<C2™2).

Journ. de Math. (8¢ série), tome {I. — Année 1919. 12
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On peul supposer b= 2/, car
(r--4s) =1+ 43,
ol z,::: 3, (2). Soit done B =za,[(2)7], ot @ = 3.2 d/. On aura
(14 43)= (1 + 1), [(2)7],

a’ est impair, paree que 14432 et 14 4v apparticnnent au méme
exposanl 277% On peut le préndre =1 d’aprés une remarque
précedentes ¢ étant < m— 2, 1l sullit de montrer Vimpossibilité de

.

la congruenee pour ¢ =x-—23. Or
(14 43)7 "=14- 9% 15 4+ Ma™,
On aurail par suite

5.2, (2),
contre Uhypothése

Tugonieme X, - - Le product (- 1) a“B donne tous les restes
premuers avec (2)%, les indices variant dans les limiles
oLu<C3.9™ !, 07 h <9, vie< (> 2).
On n’a qu’a démontrer Pimpossibilité de la congruence

(2) otz — 5, (27|

pour les indices ci-dessus. En élevant (2) au carré el en appli-
quant le théoréme précédent, on aura 2a=3.2"1d' 3. 27
et 2b= 12" 2™ donca=3.272% b= 27" Par suite

ou
b a = = (4 2 0), [(2)7 )
ce qui est évidemment impossible pour = > 1.

Remarque. — Pour le module (2)2, il est aisé de voir gu’on peut
prendee comme base o el =1 4 23, 3 étanl Lo el Aoy, (2).
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11l. — Idéaux premiers ambiges.

d
Premier cus : (,) =0 (rZ2).

Ces idéaux sont représentés par les bases canoniques

R’ = (/', \/./7[) ={r.m) /
B2k = (rk, rhm) y [rme—» on =3.(§)].

Rek+t — (pht, phgy)
¢
r-=\m I'-——I
‘.:(I ——-—-——\{—-—)._-( - -i—’ﬂ)

[FR2— | ek r—t . r,,) l ’ =0, (1))

2

I'——l
Ppzhv i — l proen el /,,)I

Tuiorizve XL- - Une racine primitive de 3= Uest ausse pour R=1
=7 2).
On peut voir aisément gue s

/; ""l,(""”).
alors
o4 1, {17

Cela permet de démontrer Je théoréme de la méme maniéee que
pour le corps rationnel (1),

Tutoritme XII. - - RF, z> 2, n’a pas de racines primitives. Un
nombre w premier avec R™ satisfait a
whr =y (BFy (m=ak et 2k+1).

Seit a un nombre da systéme réduit desrestes (mod R) 1,2, ..., r-—1.

Désignons par «; un nombre quelconque de Fidéal RY qui peut étre

(Y Voir Diricwver, Zahlentheorie, § 128, *
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divisible aussi par une puissance supérieure de R, Un nombre u
premier avee R™ est v = o - ,.

On a

= \r-1 -
prt =(a+a,) = - o),

(J'"(" == -+ %y,

ce qui prouve que R* n’a pas de racines primitives, puisque
; QB3 == r2(r ).

Il résulte du théoréme XI qu’aucune puissance supérieure 4 R?
ne peut pas en avoir non plus. La seconde partiec du théoréme se
démontre par induction en observant que de la relation

il suit P = e s
11 sut

[Jf“"wl) [on g f/".'/.'+l‘

Tutonizme XTI — R2 posséde des racines primitives au nombre
de %(r?) 2 (r—1). Cest la conséquence de lobservation suivante :
f élant une racine primitive de R (qu’on peut supposer enlier el ra-
tionnel), les racines correspondantes de IR2 sont

N

r—1
SHlr+no vosp. f+ e+ n(—"—-— +r,.).,

ot I peut prendre toutes les r valeurs rationnelles incongrues (mod r),
et n toutes ces valeurs sauf zéro.

Pour établir les bases, on doit distinguer deux cas: 1© r impair

. m Y . m B
*3 ou r=3 avec 7 ==1,(3); 2% r=3 avecy. = -1, (3). La
raison en est la suivante.
Tutoreme XIV. — 14 o, appartient a Uexposantr* (mod R7),

= =2k et 2k 4 1 dans le cas 1°; dans le cas 29, 1 + a, appartient a
Pexposant 3*1 (mod R?), et 3* (mod R**Y), si o, représenté par
oy =3+ now [re=:2,3.(9)) !

) (737 M3,
vesp. oy =3+ n(a+2) [mzzy, (4))
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salisfait & la condition
2l4+1540,(3), resp. 2l4+n+17#0,(3).
On le constate en développant le hinome
I L A R T o P [ S

s resl im‘p:nir o 3.

Pour r = 3, on a
s 334 n2my+ 2l }
[~ Arfihent -
. [
m-—1
3<12+ n’—T—> —ontmy-t (ol 4 ) (1 + (,))Js
B
<79 y ’ o
ou 'on a.posé m = 3 m,
. \ Bag| v+ wtmy 4302 - 2lnwm] }
B e pll = '

.
Jo,y

1 — a2n?n ‘:-3(/2 = /1‘-',"7- ) (2l vy n(s %(;))]‘
\ i
done
I NN -3(/"’—{'- Ly +(2l+1)nm| '

(1o)== -
1+31,[1-——2//3m,—e—5(l--1 b /) +(9l+n+ (1 -+-m)]\
4

Dans le cas 19, on ¢
(Vo)) =1 Do, T+ o,
comme pour r £ 3 et en général
(v o) =0 A gy

ce qui prouve la premicre partie du théoréme. Au contraire, dans
le cas 29, on a :
(1o =130, =1+ a,.

si 'on impose la condition complémentaire de Pénoncé. Si cette
condition n’est pas satisfaite, on peut avoir (14 a,)*=1 + «;
et méme 14, Si on la suppose satisfaite, on a la formule
générale

(o P = o (kZ2),

qui prouve la seconde partie du théoréme. Etudions d’abord le cas:

m

r3 ou r=3, »gzs,(3).
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Tatorimr XV. — Soit v une racine primitive de R. On peut

choisir B=+vy 4 a, de lelle facon que B appartienne @ Uexposant
™ e —1) (mod B2 el a rh(r--- 1) (mod R#),

- On peut supposer y enlier et rationnel, alors Mdans ¥V = 1 4- Mr
est aussi rationnel, On aura '

'fjr'.»li._’,./r l+(l‘—l)’/r z’lg+d;.'“ll"!-a'.‘.

si [0, (r) dans a,=r(l 4+ nw) resp. r ‘-l +- n(’. - Ly m)] est
choisi tel que '
M—yrtlsto, (r).

Pour r = 3, on a toujours

R Gl S Ly

Par conséquent,
po =it

et en général

Rri-ttr M=y 4 gy, Q. E. b,
Tutorizme XVI. - - Les nombres a =1+ «,, B =+v+ o, cons-
tituent une base pour le module R~ les indices variant dans les limniies
ola<rk, o bt Wr—u) (R=12k),
» oth <<t (r—1) (m=2k+1).

On doit démontrer Pimpossibilité de la congruence
at= " (K7,

a, b variant dans les limites indiquées, o exclus. Supposons a = 1%,
car a“ est encore un a si &’ =M r, Soit

ort = 50, (k24 (o< k).

En élevant a la puissance 7% on obtient b= 1 (r—i1) ¥’
ou b's£Mr, car o et B“°D apparticnnent au méme cxposant
(mod R?). Dans la congruence

U,"?E Ig,.’f.l(’.,_”/,', (H“.),
il suffit de poser g =k—1. On aura

Pt 2 7 (o )Y, (R2),
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Mais (1 4 oty ,)Y =14 «;,_,. On aura done

Gy Gy .y 020, (RPE),
ce qui est impossible.
La démonstration de indépendance pour le module R*'0 est
analogue. Passons au cas:

r=3, 2 3.

3
Construisons le Tubleau suivant des exposants et des nombres
(qui leur appartiennent; a, y est soumis aux conditions du théo-

reme X1V,

(mod B2, (mod BBy,
N IR 3k 34
—l Ay .. 2,300 2. 3%
I 3k 3%
I - 7, R aal 2.3+
e 3 EN
L =k 7 2.3k 1 P Ll

On en déduit que deux bases ne peuvent pas suflire & représenter
tous les 2.3%71 pesp. 2.3% restes. Mais si Poh définit comme

restes primairves les restes ==1 et ==2 (mod R*), on voit que les
bases a=1+4+a,, B=--1+4a, rveprésentent tous les restes

primaires. L'indépendance de ces bases s’établit de la méme fagon
que dans le théoréme XVI.

On obtient tous les restes cn multipliant les restes primaires
dans le cas m=12,3, (4), R=(3, w) par 1 + o, (1 +)? et dans lc
cas m==1, (4), R = (3, 1 4+ o) par », 02, car on a

4w =ty (R?)]
(54 m) 0 -Fam, (l{'f’)‘
21 4m) 24 2m, (R2)]
2(1+m) 2+ (K]
m =, (R*)
mrTz 2 4=, (H'-’)}

200 T Ay, ( |%’)\'

2am® vy am (R

[m 22,300

[re =0 (4]

On conclut
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Tuionrime XVIL — Tous les restes premiers avec R™ sont congrus

a
o 5y (mod k%) [ 0 (D))
respe o 301 4 m)¢ P ooy 300 ),
les indices variant dans les limites
oZa<< 3t 0 h <23 0T e} (m=2k),
0Za < 3%, » » (m=ak+1).
., { d R=(2, 14+ w) m =3.(4)],
Second cas : ( —) =o0 ' f ).]
2 R==(2,m) [0 20(8)].

On constate divectement que R a une seule vacine primitive =1,
R? a o, resp. 14+ o,, R* a deux racines o, 24+ o resp. 14 o,
3+ w.

On démontre le théoréme X1 d'une fagon analogue au cas r

impair.
Tutoritme XVIIL -— R™, >3 n'a pas de racines primitives.

Un nombre . premier avec R™ salisfact

P (BT (=12l et 2k +1).
Soit d’abord mz==2, (4). Prenons un nombre . premier avee R
de la forme 1 - «,. On constate
pr= (0o )+ 2.
ou, dans a, = 2 ({4 nw), ! et nsont umpairs. A cause de cela
pre=m (v o) o 4 o
Cect prouve que R* et par conséquent R7, =>4, n’ont pas de
racines primitives. On déduit ensuite la formule générale
P2 =+ oy (h2Z2).
c’est-a~dire . appartient a Pexposant 2* (mod RR7). Sia, dans u
était divisible par une puissance supéricure de R, v apparticndrait
a un exposant plus petit que 2%, done le théoréme est démontré.

Soil maintenant m - 5, (4) et =14+, =14+ 1+ nw,oulectn
sont néeessairement impairs. Ona encore

PE=1 - o,
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ou dans a,=2(l'4 n’ (I+0)) I est impair, mais n’ pair. En cal-

-3
culant u', on constate (ue z— d =1- m + M2 est impair,
si m==3, (8), ct pair si m.z7, (8); d’ou il sult
Al c/:,; si oz 3, (8,
A o st =7, (8),

«, pouvant étre divisible par R2. On a les formules générales
PR =1+ oy [me=3,(8)].
PETI= A gy [rm=:7,(8)]
cqui prouvent le théoréme.
Puisque le nombre 14 «, appartient a des exposants différents
| P
suivant que m-=3, (8), ou =7, '(8), nous n’emploicrons pas ce
nombre pour former la base. Construisons le Tableau

(moil R%*), (mod R 1y,

R gkt ok-1
L ol 2 I R ) » »
R T ok -2 ok—1

=2(l+ nw) resp. 2({+ n(1 4 o)) est soumis ici & la condi-
tion n impair, autrement «, appartient & un exposant plus petit.
Comme évidemment deux bases ne sont pas sullisantes, choisissons
a=1-+a, B=1-4a, dont on peut démontrer 'indépendance
comme dans les cas précédcnts Les nombres de la forme o“p*
rcprescntcnt sculement ;1 des restes (modR”), notamment ceux
congrus a 1 (modR?). \Ious les nommerons primatres ¢t nous obticn-
drons tous les autres en les multlphant par o, w?, »® st m==3, (4)
et par 14w, (14 w)*, (1 + w)?, st m==2 (4), car o resp. 14 o
appartient a ’exposant 4 (mod R*). On a donc

Tutonime XIX. — Tout nombre premier avec R™ est congru d

atB ", mod (2, 1 + »)T,
resp. a1+ m)", mod (2. m)™,

ot a= 140, B=14a, ct

oSa<l,  ofb<abt  oSe<h  (m=ak),
» 02 b <<k, » (m=:2k-+1).
Journ. de Math. (8 série), tome 1. — Année 3gr§ . 13
. R S RN

I ‘.\\
FooN
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IV. — Idéaux composés de plusieurs facteurs différents.

Soit M =P P'=,., Une condition nécessaire de Pexistence des
racines primitives de M est que les facteurs P, P/™ . les pos-
stdent, Ja condition suflisunte est alors que o (P7), 2 (P'™), ...
soient premiers entre eux. Prenons pour exemple le cas m - 2, (4).
‘M peut avoir les facteurs suivants aux racines primitives :

PE 0, Koou B2 (Y, (o,m), (2,ym)’ ou (2,ym)
avee les o coveespondants
PR gt—a, e on r(r—a), 1, 2 ou .
Par suite M a des racines primitives sculement §°il est égal au
produit de (2,\/;;&) par I'un des idéaux : P*, Q, R ou R%

En appliquant ce raisonnement aux dilférents cas qui peuvent
se présenter on conclut,

Tutorimi XX. - Les racines primitives n'exislenl que pour
les produils suivants :

19 me=2 ou = 3,(4): Produit de (2,\m) resp. (2,14 ym)
par P™, Q, R ou R*.

. + .
2° m==1, (8) : Produit de (2, LT\"f) par P, Q, R ou R%.
30 m==5, (8) : Produit de (2) par un des idéaux

' Pr si P, (3),

NN
(3,__-—‘ ok ”’> i (’#):,,
2 3

(3) s (%’):—:,
1A si I.' S (3),

B & A (3),
ou

(3, M) $i (\%i) = o.

(M P, Q, R proviennent des nombres rationnels impatirs,

—— i) O E——



