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ETUDE DES MOUVEMENTS D UNE MASSE FLUIDE EN ROTATION. 27%

Contribution a Uétude des monverments d'une masse Suide

en rotation

Par GLOBA-MIKHATLENRO,

Dacteur de 'Université de Paris,

INTRODUCTION.

Le présent Mémoire a pour but Pétude des figures d’équilibre
relatif d’une masse fluide homogéne en rotation uniforme autour d’un
axe fixe et assujettie soit anx seules forces capillaires, soit aux seules
forces newtoniennes.

Dans la premicre Partie, les conditions admises sont celles de
Pexpérience de Platean. L.a masse fluide est un cylindre liquide,
soumis aux seules forces capillaires.

Nous supposons que ce cylindre a une hauteur finie, et il est limité
par deux disques circulaires horizontaux de méme axe et de méme
rayon. . ,

Nous faisons tourner ce cylindre et nous trouvons d'abord les con-
ditions de sa stabilité, ensuite ses figures de bifurcation, en tous points
analogues aux figures de bifurcation relatives 4 une masse fluide sou-
mise aux scules forces newtoniennes. Nous trouvons les nouvelles
figures, infiniment voisines du cylindre primitif et, en les suivantdans
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274 B. GLOBA-MIKHAILENKO.

leur développement, nous rattachons les résultats ici obtenus & ceux
obtenus dans la troisiéme Partie de notre premiére Thése.

La deuxiéme Partie est consacrée a I'étude des figures d’équilibre
d’une masse fluide en rotation soumise aux seules forces newtoniennes.
Nous y étudions les figures creuses, limitées par des ellipsoides ou
par des cylindres elliptiques, et nous démontrons que seule la couche
cylindrique de révolution présente une figure d’équilibre. Ici, comme
dans le cas des figures ellipsoidales, nous avons tout le jeu des figures
de bifurcation et des séries de nouvelles figures s’amorcant a chacune
des figures de bifurcation.

Eanfin, dans.la troisitme et derniére Partie, nous étudions le pro-
bléme des petits mouvements d'une masse fluide en rotation autour de
sa position d’équilibre ellipsoidale. Ce probléme a ¢té traité par
Poincaré au n° 13 de son Mémoire classique des Acia mathematica.
Nous y relevons une erreur de calcul qui a faussé tous les résultats de
Poincaré et nous démontrons 'impossibilité des oscillations simples,
sorte de clapotis sur la surface de ’ellipsoide, trouvées par Poincaré.

Nous tenons & renouvelerici toute notre gratitude ct exprimer toute
notre reconnaissance la plus affectueuse 4 M. Paul Appell, membre de
I'Institut, qui, par ses précieux conseils, nous a encouragé et guidé
dans nos travaux et nos recherches.

PREMIERE PARTIE.

Equilibre et figures de bifurcation d’un cylindre liquide homo-
géne soumis aux seules forces capillaires et tournant autour
de son axe avec une vitesse angulaire constante.

L. Position du probléme. — Considérons un liquide homogéne
incompressible non pesant et soumis aux seules forces capillaires. Un
tel liquide peut ¢tre réalisé si nous le placons dans un autre liquide de
méme densité et si nous prenons son volume assez petit pour que nous
puissions négliger les attractions newtoniennes, c’est-a-dire si nous le
placons dans les conditions des expériences de Plateau.

Supposons qu’a I’état d’équilibre le liquide affecte la figure d’'un
cylindre circulaire de rayon a el de hauteur 4 soit finie et constante,
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soit indéfinie. Dans le premier cas, les deux bases du cylindre seront
limitées par deux disques solides plans, paralléles entre eux, et de
rayon « égal a celui du cylindre. La distance entre les disques reste
constante et détermine la hauteur du cylindre. _

Nous savons que si Ja hauteur % du cylindre est inférieure au péri-
métre de la base 27 «, le cylindre est une figure d’équilibre stable.

Imprimons & notre cylindre un mouvement de rotation uniforme
autour de son axe. Evidemment la figure cylindrique sera encore une
figure d’équilibre. Pour quelle vitesse angulaire reste-t-elle stable?

Nous savons qu'il existe des figures d’équilibre de révolution et non
cylindriques (*); pour quelle valeur dela vitesse angulaire le cylindre
se transforme- t-il en une de ces figures?

Existe-t-il encore des figures d’équilibre cylindriques indéfinies
mais non de révolution?

Ce sont ces trois questions que nous nous proposons a résoudre.

Q. Formules générales. — Nous savons que I'énergie potentielle des

forces capillaires est (*)
— /S + const.,

f étant la tension superficielle et S la surface libre du liquide, car la
surface de contact avec les disques solides reste invariable. En effet,
comme I'a montré Poincaré (Capillarité, p. 102), le raccordement ne
pourra se faire que suivant le bord du disque ou, I’aréte étant toujours
plus ou moins émoussée, I’angle de raccordement peut prendre la
valeur qui lui convient. Dans ces conditions, le rayon des circonférences
des bases, et par suite la surface de contact du liquide avec les disques,
conserve bien une valeur constante.
D’autre part, I’énergie de la force centrifuge est

m?
—J,

(!) Voir ma premiére Thése, Sur quelgies nouvelles figures d’équilibre
d’une masse fluide en rotation (Journal de Mathématiques pures et appli-
quées, 1916, fasc. 1),

(%) Poincare, Capillarité, Paris, 1893, p. 48.
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J étant le moment d'inertie de la inasse liqquide par rapport & I'axe de
rotation et w la vilesse angulaire.

L’énergie potentielle totale de la masse liquide est donc

n?

(1) W= —J— /S - const.

Pour qu’il y ait équilibre, il faut que la variation premiérc de W
soit nulle pour toute déformation infiniment petite du cylindre liquide.
Nous dirons «ue la déformation est infiniment petite si le maximum
de distance entre la surface primitive donnée et la surface déformée
reste inférieur & nn nombre donné d’avance, si- petit qu’il soit. La
distance entre les surfaces est mesurée suivant la perpendiculaire &
Paxe de rotation.

Pour que I'équilibre soit stable, il fant que I'énergie soit maximum,
c’est-a-dire il faut que sa deuxiéme variation soit négative.

Si la deuxiéme varciation est nulle, nous avons une figure de bifur-
cation. En effet,soite le paramétre détinissant la figure déformée et W,
la valeur de W correspondant & la surface primitive (¢ = o). Xn déve-
loppant W suivant les puissances de ¢, nous aurons pour les surfaces
déformées

(2) W—=W,teW+a2Wp
Si la figure primitive est d’équilibre, nous aurons

AV e
( I)Z )’3:0 - \V = O,

Pour que P'équilibre soit stable, il faut que W soit négatif. Le coef-
ficient W” n’est donc autre chose que le coefficient de stabilit¢ de
Poincaré ('). En appliquant sa théorie, on voit bien que, lorsque
W’ = o, nous sommes en présence d’une ligure de hifurcation.

3. Masse liquide finie. — Reprenoans notre cylindre de révolution
de hauteur /& et de rayon a. En adoptant les coordonnées semi-polaires

(1) H. PoiNcarg, Sur léquilibre d'une masse fluide animée d’un mouve-
ment de rotation (Acta mathematica, v, V11, 1885).
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. ’, .
r9, z, nous prendrons pour axe s Vaxc du cylindre. ['équation du
cylindre sera alors

1" == .
Le volume du liquide sera
V,=ma?h,
Sa surface latérale
S, amah

ct son moment d’inertie par rapport 4 Paxe

5 étant sa densité.
)

Comme surface infiniment voisine considérons d’abord une syrface
de révolution dont la méridienne est donnée par 'équation

£ -0+ 2sin s,

u etant une fonction de ¢, ce dernier étant un paramétre trés petit
déterminant Pécart entre la figure cylindrique primitive et la figure
nouvelle. La déformation est infiniment petite si z est infiniment petit.
Nous désignerons par z, et 5, les ordonnées des bases du cylindre.
(Comme le diamitre des bases doit rester constant, égal 4 «, nous
devons avoir

R ¢sin /.‘.'.0 = é'-&in/.‘:,

et par conséquent £ doit vérifier Pune des conditions :

1 sy— Lz, onms

20 k(34 3,) =(an=)7,

n étant un nombre entier.

Nous aurons ainsi des figures de. deux genres différents. Toutes les
deux seront pour ainsi dire ondulées suivant leurs longueurs ; mais les
figures du premier genre auront un nombre pair de demi-ondes et
celles du second genre auront un nombre impair de demi-ondesentiéres.
En donnant a » les valeurs 1, 2, 3, ..., nous obtiendrons toutes les
figures de chaque genre.

En posant
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nous aurons respectivement dans les deux cas :
1° ks, =a2nm+o;

20 : ksy=2(n+1)1— =z

La hauteur du cylindre sera alors :

2n T
© /1’:51—50:7"
d’ou
22T
k= —;
L’
R . 2(n+1)n—20a
2 h:z"—z‘):-———-—T———,
d’ott :

2(n+1)w—2a

k= 7

Désignons encore par 2\ la longueur d'onde sinusoidale, nous
aurons dans les deux cas

k=3
et nous aurons également :
1° h=2ni;
2° h:(zn—*—n)l——%};-

Enfin, I'équation de la méridienne sera dans les deux cas

»
. T
Tia—poesingz.

Considérons séparément chacun des deux cas.

4. Premier cas.: Nombre pair de demi-ondes. — Cherchons
d’abord & déterminer u, fonction de ¢, de maniére que le volume du
liquide reste constant pendant la déformation.

Le volume de la figure déformée est

‘ “ & .o \?
(3) V:'rcf r’dz::‘rrf (d*;x-kes:n-iz) ds.
z,

0 2

En effectuant 'intégration et en remplacant z, par z,+ 2nw, nous
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aurons, en remarquant que 22\ = k,
82
V=mnh (a’+ pr—oap+ -2-);

et comme le volume primitif est égal & wa?/, la condition d'invariabi-
lité du volume s’écrira

pr—z2ap + S =0

En considérant ¢ comme infiniment petit du premier ordre, nous
voyons que (+ devra étre du second ordre et u* du quatriéme. En le
négligeant, nous aurons

g2
b=
et I'équation de la méridienne s’écrira

2

(&) r=a— -~ 4esints,

a )\

) o

Cherchons maintenant la variation de W. D’aprés la formule (1),

nous aurons
4 N 0

W = 01 — £.35.
Calculons séparément 6J et ¢S. La surface de la figure déformée est

S:zfrf rvi+rds,

-

\/I—-i_——lﬁzl—{—%—)-— ’z—;z—g 7;— os‘—?\-z%—.

En négligeant les puissances de ¢ supérieures & la deuxiéme, on
aura

n!
(3) S:Mff (fl~—+cs|||7 ><|+ ;tcosi )d,..

Remarquons que S,=2wah et négligeons le terme en :*, il
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vient

(2 m?— Y)Y,

nhe? (a” 14 ) The?

.(6) T)S e \ 12 T 2al?

h .
Remplacons A par ~—-» 0N aura finalement

. 6’ ‘S:“Te: Nttt — N?),
(6") 0 2(1/1(”17-” /i?)

On voit ainsi que ¢S est d'autant plus grande que n est plus grand,
c'est-d-dire que, /i étant constant, la longueur d’onde sinusoidale est
plus petite.

Par conséquent, si la surface cylindrique n’est pas minimum
(/> 27ma), la surface minimum s'obtiendra cn faisant n =1, c’est-
a-dire en prenant une seule onde sur toute la longueur du cylindre.

Passons a 2J. Nous avons

. i ~
A B T,
J=0n= rids o=
' "" - ' 2 v/ -
-0 - :

in négligeant les termes de degrés supérieurs @ 2 en ¢, on a

22

“a— - +esin

Il//:.
,l/

\'I b
(3]

(7) J“P-/ (a'—- 128t 4+ fatesin = 5 --;—(ia"aﬁsin?%:)r/;.

A

Effectuons I'intégration et, en tenant compte de ce que

rarh
e : J(,: [ ’
‘ 2
nous aurons
(8) ol =z om a2 he?

I.’accroissement de ¢J est donc Loujours positif.
Nous pouvons maintenant écrire s\V :

hr

6\V:_?;—0J—j oS*-o-—- (0@ + [y 2= na' 7

2 la

ou encore

et | o2 —

/T (qntart— /L‘-’)J
A

VA
(9) W= a’ h?

N 5'\‘
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en posant
/‘
f—
S = .
3. Stabilité. — Si l'on assujettit la figure d’¢quilibre a la condition
de rester cylindrigue ou ondulée du premier genre (nombre pair de
demi-ondes), la figure cylindrique sera stable si SW est positive ou

['(hntatnd— I*)
a* it

(l)2< . )
quel que soit 7.

Or il est clair que la partie droite de cette inégalité croit avec x.
Nous devons donc avoir pour la stabilité du cylindre la condition sui-

vante. :

hatn?— h?
’ 2 - 1 .
(9) S ht

Si nous n’assujettissons notre fluide & aucune condition, la condi-
tion de stabilité, restant toujours nécessaire, pourra ne pas étre suffi-
sante.

En posant w* == 0, nous retrouvons le résultat de Plateau : pour la
stabilité statique du cylindre, il faut avoir

Le?m®— N> o0 on h<<2ar.
6. Figures de bifurcation. — lin remarquant que 'accroisse-
ment ¢W que nous venons de trouver n'est autre chose que
2 W’
de la formule (2), nous voyons que le cylindre devient une figure de
bifurcation chaque fois que ¢W s’annule ou que I’équation suivante

est vérifiee :
’_'l,,;',,zﬁﬁ_ 2

(10) wz= f PEY/E
ou

‘ . fTa aa_ RO
(107) =M /:(4” T at)’

M étant la masse du liquide.

Journ de Math. (8% série), tome II. — Année 191g. j(;
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En donnant a n les valeurs
n—i1,2,3 ...,
nous obtenons une série discontinue de valeurs de o :

9', "('229 Qas

'Y

Chacune de ces valeurs dctermine une figure cylindrique de bifur-
cation qui pourra donner naissance & une figure onduloidale de lon-

gueur d’onde
h

2} = P
Ces figures sont dissymétriques par rapport au plan perpendiculaire a
I'axe du cylindre et passant par son milieu. Nous les appellerons
« figures Q ».

La premiére de ces figures est analogue a la figurc piriforme de
Poincare. }

Il est & remarquer que toutes ces figures seront instables pour 1 >1.
En effet, comparons une de ces figures a la figure correspondant a la
méme valeur de ¢, mais & n=1. Nous verrons que, pour le passage
de la premiére de ces figures a la deuxiéme (n=1), la variation
d’énergie, que nous désignerons par 6W,, ,, sera positive.

En désignant par W et W, les variations de W relatives au passage

de la figure cylindrique a chacune des figures considérées, nous
aurons '

oW, = oW \w___TtE’ U (2
. 1g=0W,;—0 ,,_27‘-/ api(nt—ru),

qui est toujours positive pour 12 > 1.

7. Devxiene cxs @ Nombre impair de demi-ondes. — Considérons
maintenant le deuxiéme mode de déformation, pour lequel la hauteur
du cylindre contient un nombre impair de demi-ondes entiéres. Les
calculs dans ce cas seront identiquement pareils & ceux que nous
venons de faire pour le premier cas, a cela prés que, dans toutes les
intégrales, nous devrons prendre pour les limites

ol ak

S0 = — et sy=(2n~41)h— —
=2 =0n+ni— 2
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L’intégrale (3) s’écrit alors, en développant le carré,

_(z:m—u’/.—ﬁ.é -
™ . . s s o T
V= a4 pr—a2ap -oe(a— p) sing s eteint gz ds.
Jad 3 .

4

En effectuant U'intégration et en retranchant V,=a?*#, nous oble-
nons pour la variation du volume I’expression suivante :

3 ' Ae h A \
oV=mr fe—aap) ! - ) = cosot A+ et — — —sin2a | |.
T[([J. pyh+4(a p.)n +c<2 retll )J
Nous sommes obligé de considérer ici ¢ et y. comme des infiniment
petits de méme ordre de grandeur; en néyligeant les infiniment petits
d’ordre supérieur, nous aurons

2)¢e
oV=11a (* ph+ — cosa).
Fis

La condition d’invariabilité de volume s’écrit alors, dans ce cas,

(11) a2de .
I ¥ A— OS8O,
) nh
Or, de la condition
' ® =e-~ino,
nous tirons
. 1. .2
sinot == &, coso = I—*=-
€ €

Portons cette valeur dans (11), d'ou

(12) b= —__——.2;——.1_5__——'
\//LG2+ 422
La comparaison avec (11) donne enfin

(13) sina T—z;—a COSd:-,—ﬂ—h—'_f'
Vhim? + 4 a2 Vi + 42

L’équation du méridien s’écrit alors

A

(3]

: 2 .
(14) r=a-— )‘Ecnsa—f—ssm -

nh

~|
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Ceci posé, calculons CW. Elle sera calculée 4 I'aide des mémes for-
mules que dans le premier cas, & cela prés que, dans les mtegrales

donnant la surface et le moment d’ inertie, les limites z, et 5, seronl -
. ah
et(2n -+ 1HYA — —:
t(2n+1) -

Ainsi I’ mtegrdle(o) sera rempldcee par la suivante, ou I'onanégligé
les termes en e’ et &' :

REVES IV EZ' N -
C T 24 € ae? w* . T
S=o1 U — ——C$Q + 28I 5 3 + ~— — COST = 3 ds.
o nh 7 2 A A
3

?—l

En effectuant 'intégration, et en tenant compte de ce que
S,=amal,

nous aurons comme précédemment
s @gtm? 2.
(15) Ob::—:'—_-—(/t——;sm2a>.

On remarque que, dans ce cas, ¢S est toujours positive, et que, par
conséquent, les figures d’équilibre statique de ce genre n’existent pas.
Passons au moment d'inertie.

Iintégrale (7) s’écrit maintenant, en négligeant toujoursles termes
en £ et d’ordres supérieurs :

.2
L) h— =
. g

.I:p%jw l Y—fa’ p.+6ap+(4a~——ma [J)&sIIT

ﬁ

+ 6a? ”-sm’T: ] dz;

nath
et comme J, ="

» nous aurons, en effectuant I'intégration,

6J:pg I —hat <p/z — 2—3—?(:05:/.) + ba’p (ph-—— 2-——-?00:5«)

12 ),

epeosa 4+ 3ate (/L + —‘qnza)J

3
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‘nfin, tenons compte de (11) et remplacons y par ¢sina, d’ou
(16) : 6.]:39aze’(/z—%5in :),oz).
Nous pouvons maintenant écrire cW :

s s O : A ' , n?
(17) oW = ;"’J’“f"'s o ;a’e’ (/4 — T—tsmza) <po)3—fm>'

8. Stwabilite. Figures d’équilibre. — Comme le terme

7 .
fi — Zsin2a
T

est toujours positif, W sera négative si

. 7!2
(l8) ‘(J(l)2<fm-

Si nous assujettissons notre liquide & la condition de conserver la
figure cylindrique, ou ondulée de deuxiéne espéce, I'inégalité précé-
dente nous donnera aussi la condition de stabilité d’équilibre relatif.
Mais, dans le cas général, la condition (18) est une condition néces-
saire d'équilibre et peut ne pas étre suffisante.

Lorsque

2= = :
(19) P 6arz’

la tigure cylindrique sera une figure de bifurcation.
Remplagons A par sa valeur

- h

2
2n +1) — —
(2n+1) — =

posons comme avant { = f”, la condition (19) devient

,
/

S’ (zn +i— 2__0—6)
(19') 0= _ /.
6al?

2

En donnant & n les valeurs

n=i1,2,3,...,

nous verrons qu'a chaque valeur de » correspond une et une seule
racine de w, que nous appellerons ®w,. Nous aurons ainsi une suite
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discontinue de valeurs de  :

Opr Oy veey Opy vuuy

correspondant chacune a une figure de bifurcation qui donne naissance
4 une figure onduloidale de 1, 2, .. , 7, ... ondes.

Nous appellerons ces figures « figures w ». Elles diff¢rent des
ﬁgures Q, déja étudiées, parce qu’elles ontun plan de symétrie normal
a I’axe et passant par son milieu. ’

Pour chaque valeur de r, il y aura deux figures différentes, suivant
le signe de . Pour ¢ > o, on aura une figure avec un creux au milieu,
et pour ¢ << 0, on y aura une saillie.

Pour 1 =1, ces figures sont analogues aux «haltéres » de Poincaré.

Il est évident que les valeurs de w, données par I’équation (19), vont
en croissant avec 2. Par conséquent, si le fluide part du repos et com-
mence & tourner avec une vitesse de plus en plus grande, la premicre
figure de bifurcation que I'on rencontrera sera celle qui correspond
a n =1 eta wdéterminée par I'équation

ot nay?
. 3. 2%,
(zo)v - ‘/(’)ulr< 7:)

Pour le calcul effectif de w, et de la figure qu'affectera la masse
liquide apreés la bifurcation, il nous faut savoir la valeur de o. Cetle
derniére est donnée par les équations (13), qui donnent

2% 2

tangag — — — ——— .
8 nth  m(2n—+1)— 2

Dans le cas particulier de # = 1, cette équation devient

(21) f(a):lang\a—--—l—-—

T-—a

=0,

N w

et comme
f(%) = (),2'679 —0,2300 =+ 0,0379,

f(ﬁ) =0,2126 — 0,2170 =— 0, 0044,

. : T
nous voyons que la racine de (21) se trouve entre —el Z.

15
Cette racine décroit évidemment lorsque 2 croit,
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9. Ordre des figures de bifurcation. — Cherchons d’abord dans
quel ordre se rencontrent les différentes figures de bifurcation lorsque
la vitesse angulaire, partant de zéro, va en croissant. En désignant
comme auparavant par £, ct o, les vitesses angulaires correspondant
aux figures de bifurcation du premicr et du second genre et de

n'"*"* ordre, nous aurons, en vertu des formules (10) et (19),

' 2 6 2 2
2 __ z__f" _ 2 z ( .
0wp — Q= fm/z-[ 20083+ 4 4+ 1 4+ —— prrp /;(9n+ 1) ‘+4 ) ]

n considérantj—; comme variable, nous voyons que la différence qui
nous inléresse est de signe du trinome du second degré en ;-‘-;.

Pour toutes les valeurs de #, a partir de n = 2, le terme constant de
notre trinome est négatif, car ——; 6/ ; ne peut pas étre supeneura 24. Par

conscuent, ses racines sont dc sugnes contraires et la racine positive
est supérieure 4
2n+1
2

(n=12,3,...);

-

N

o e e N 1
et comme = est en Lout cas 1nier1cure A > nous voyons que
w2 —0Q<o (n==2,3, ...).

()uam & n =1, nous aurons deux cas 4 considérer suivant la valeur
de —. Sicette valeur est assez petite, I'inégalité précédente a lieu, et,

si elle est voisine de 2, I'inégalité en question se présente changée de
signe.

Ainsi, si notre cylindre est large et court, c’est la figure », qui se
présente la premiére ; au contraire, s’il est assez long, c’est la figure Q,
qui se rencontre d’abord.

Cherchons maintenant quelles sont les figures suivantes. Nous
avons

il e 2\?
2 Q22— L ___ | _o0n?+12n - —4(2n+3) = + ~ .
“T Gah® | + +9 *‘ 22 i ) 4 T

. L4 . ' . 6/[2
Pour n 22, cette différence est toujours négative, car -

— étant au
”Tgt
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plus égal 4 24, les racines du trinome sont de signes contraires et la
. o . ’ o

racine positive est forcément plus grande que =

Mais pour n =1, cette différence est positive. En effet, dans ce cas,
les deux racines du trinome sont positives et la plus petite est supé-

rieure a

10 -—— \/a)

4

== 0,050.

Or, la valeur de « est donnée maintenant par I’équation

J(z)=tanga — —L— =o;

R —o
2

et comme
S(0,057) = 0,1384 — 0,1299 = + 0,0283,

la racine de cette équation est inférieure a 0,05% et, par conséquent,

la différence
)y ~— .‘2;

est bien positive.
Nous aurons ainsi quatre premiéres figares de bifurcation.

. h .
Pour les cylindres larges et courts <—— est peut), on aura
T

my < !2. < < g, ..

la premiére figure qui se rencontre est donc la figure de genre
« haltére » avec une demi-onde entiére.
Mais si le cylindre est allongé, on aura

Q<< < mg

et la premiére figure de bifurcation sera analogue & la figure piri-
forme.
. h e A
Pour une certaine valeur de —> la différence Q, — o, peut étre

[

nulle. Calculons cette valeur. Nous avons, en posant

I

ED

-n — %
2

J(z)=tango — ’
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et en donnant & o les différentes valeurs :

S(0,037)  =0,2235 — 00,2220 = +- 0,000y,

J(0,06037) =0,2214 = 0,222) = — 0,0006.

' ’ 7
Par conséquent, nous pouvons prendre, pour la valeur approchée de -,
. la

la valeur

. frorm
7 = 0,0ty

7

Iin écrivant que la différence o, — Q, est nalle pour n =1

o . e .
et - == 0,067, nous aurons I'équation
1.

. 6/ . .
— 5 o s 12.0,0697 -+ 1.0,006072 = o,
’ K '
d’on
h s
— ==1,6230
aT
ou
h
—— = 0,8118,
ara

Pour cette valeur du rapport entre la hauteur et le périmétre de la
base du cylindre, nous aurons une figure de hifurcation ot s¢ rencon-
trent trois scries de figures d’écquilibre :

1° Les cylindres circulaires;

2° Les figures genre « piriforme »;

3 Les figures genre « haltére ».

‘n conlinuant nos calculs, nous verrons que la cinquieme ligure de

. . . /i .
bifurcation sera w, ou Q,, suivant que le rapport de :Ei sera petil ou
Ie

- . e h
voisin de 2. P’our une valeur particulicre de —-» BOus pouvons
i

avoir m, = 4,, et nous aurons encore une figure de bifurcation oii se
rencontrent trois dilférentes séries de figures d’équilibre.

[<n général, il est facile de s’en assurer, entre deux figures consécu-
tives Q, et Q,., de la série ), nous aurons au moins deux et au plus
trois figures de la série w. En effet, nous voyons facilement que

oy ”> 2,>m,, (n=3,4,...)

Journ. de Math. (8¢ série), tome II. — Aance 1g19. 37
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car
N 2
/' - . o a‘
), = 4 2202 A ton 41— {4 (n 1) -
2n= Gah? i )Tf
_— S
o /' . Oh
-y = > 24N —
bah® |, Trat
"l 2 APVANES
/7: ) o A%
Oy T7 |0/L’+S/l. A =400 t~l)—4-/|(— .
Gl ™ T

[.es calculs numériques donnent la suite suivante des valeurs de o
déterminant les figures de hifurcation

Lty < g, - 52

E <y <ty <

< e Ly <y <L 82

— () - [
Z T < oy <y L s iy <y
-

< Q< Il TR PR

V0. Condition suffisante de stabilité. — Noas pouvons maintenant
résoudre la question de stabilit¢ du cylindre liquide en rotation dans
le cas ou le liquide est assujetti & la condition d’affecter la forme cylin-
drique ou sinusoidale. Pour qu'il y ait stabilité, il faut que 2W soit
négative pour toute déformation compatible avec cette liaison. Afin

que cetle condition soit vérifice, nous devons avoir l'iné¢galité

oy < U

sile cylindre est court <7__' L <0,81 |8); et Fincgalite

/,,/‘)

SR

. . h} ‘
ile cyl st e 0'(-4-’ 0,818 .
sile cylindre est long (. * > o0.811 /)
Dans le premier cas, cette condition s’exprime par inégalite
"=/ A
':)2<:./'-'7(.; - .
Gulr b
et, dans le deuxiéme, par
7 2 9
et — 0t
2 e
S ot h?
Pour la valeur de w, supérieurca w dans le premicr cas el a Q, dans le
second, le maximum relatif de W correspondra a la figure s’amorcant
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a cette valeur de la vitesse angulaire. Dans le premier cas cetle figure
est de genre « haltére » et dans ie deuxitme du genre « piriforme ».

Le principe d’¢change de stabilités de Poincaré se trouve ainsi
verifié,

LL. Forme eracte de la méridienne. — Nous avons étudié
jusqu'ici les figures de révolution engendrées par la rotation d’une
sinusoide. Mais nous savons que la forme exacte de ces figures est
beaucoup plus compiiquée. Nous allons montrer que, lorsquela défor-
mation est infiniment petite, la figure exacte diflere de la figure sinu-
soidale pardes ¢carts infiniment petits d’au moins du deuxiéme ordre.

‘n commencant nos calculs, nous pouvons affirmer senlement que
le rayon de la scction droite de notre figure sera une fonction pério-
dique de 5, et comme telle sera développable en une série de Fourier.

Nous chercherons ainsi I'équation de la méridienne sous la forme

T

hl . . . .
e N (ct,e08ilis v bisinif ),
' 2:1ml

it

le parameétre i ayant la méme signification que précédemment. La
période de r ¢tant désignée par 24, on aura

f=

S~

Pour que la déformation soit infiniment petite, il faut ¢ue les coef-

ficients.
a; et b, (f=1,2,3,...)

soient infiniment petits au moins du premier ordre. Si la figure différe
beaucoup de la figure sinusoidale, parmi les coefficients ¢, et ; il doit
s’en trouver au moins un du premier ordre, autre que »,. Les conditions
aux bases s’¢crivent ici

”
~ . ..
[T }d(//,»cu.s‘//{:.. +- bisinihs,)
[}
A
- , .o
S ‘\;‘((I;C(;sl/-‘s, + bisiuil sy).

i1
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Celte double condition peut étre vériliée de deux maniéres ;

1 Soit
hsyz=ant + sy
. v ae .
29 Soit en supposant que tous les @, et /; d'indice impair sont nuls
el en posant
ksy={(sn+ 1)+ ks,

Le premier mode correspond aux figures £ et le second aux ligures .
Considérons comme précédemment chacun des deux cas séparc-

ment.
[.a condition d'invariabilité de volume s’écrit ict

.7y “
o | . . .
oV-o=r f = pE s (0 — 1) Z(a,'cosms + bisinil s)

’/:U l
% vl

4+ }_:u,»cusi/.'z A- bisinil s ) ds = o.

)

in intégrant et en remplagant s, par 217 + 3, et 5, — 5, par /,

nous aurons

" P ;
V=g —saph+p2h+ }‘(a; + biyh g,
1

et la condition d’invartabilité de volume s’écrira finalement

1%

=),

— a4 A

-~

en posant
o
N »
2‘(0;' + b}y =2,
1

Considérons ¢ comme infiniment petit du premier ordre et négli-
geons u? qui sera du quatriéme, nous aurons une condition iden-
tique a celle que nous avons trouvée pour les figures sinusoidales du

genre () :
2

(Géométriquement, ¢ désignera ici la limite supéricure de la distance
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entre le cylindre 1=« — u et la surface déformée. La limite supé-
rieure de la distance entre la surface et le cylindre primitif // = « sera
donc ¢ + p.; mais comme i est du deuxiéme ordre, nous pouvons
prendre pour mesure de maximum de I'¢cart entre la surface déformée
et la surface primitive la valeur .

Calculons maintenant 28 et 2J. Nous avons

=k Xi(—a;sinilks + bycosiliz) = LY

et en négligeant les infiniment petits d’ordre supérieur au deuxiéme,
nous aurons

.':27:/ IAESEYE

3

©
v Sy
N . . .
f— tmf o =1 - \ (a;cosihs + bysindh 3)
_ ' P

g 1

al? o . .o s
+ = XA (—agsinils v bicosils): | ds,
2

d’ou, en intégrant et en remplacant u. par sa valeur,

e et al*
S = amh( — — 4 = g2,
g 4

et= 2 2(ai+ 03,

ol nous posons

Enfin, en remplacant /* par sa valeur,

0S == ——- (ha T n%e't— h2:f
2ah (has ¢ )

De méme
=,
y=Cf ras
2 S0
T .:'\ Vg 3N /] .
=5 / W — )+ e — ) X (a;cosih s + bisinilis)

+ 6(a— p)2 [ X(a;cosihs+ bisiniks) | 4. .. ds.

En effectuant I'intégration et en se bornant aux infiniment petits du
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deuxiéme ordre, on aura

N

7. ., =7t //- 1
o) . -(~— Vet i Gt —(-’-———-—'—— )/1:
b ’

\ 3
\ g

et finalement
ol = rmarh e,

expression identique 4 celle (ue nous avons trouvée pour les figures
sinusoidales Q.

Par conséquent, la variation de I'énergie sera

g > o
i /L

o 2], a0 4 / ¢
oWy == mathat | ot - f .
2

‘n comparant cetle expression a celle donnée par la formule (g),
nous voyons que
GW, < SW.

En faisant le méme calcul pour les figures analogues aux figures o,
nous trouverons le méme résultat.

Donc, pour que W soil minimum pour une de ces figures, c'est-
a-dire pour que le lignide puisse affecter une de ces figures, il faut
(que

w |
B

et, par conséquent, il faut que tous les cocfficients, sauf /,, soient
d’ordre supérieur au premicr.

Les vraies (jgures d’équilibre different donc des figures sinusoidales
par des écarts infiniment petits d’ordre supéricur. [it, en premiére
approximation, les figures sinusoidales sont les seules figures possibles
d’équilibre. '

C’est pourquoi nous pouvons lever la restriction énoncée au n” 10,
les conditions suffisantes de stabilité trouvées dans ce numéro seront
alors applicables dans le cas ou la deformation possible est ahsolu-
ment quelconque. [ ne seule restriction reste encore en vigueur : le
li(juide doit tourner 4 la maniére d’un corps solide, c’est-a-dire toutes
les particules doivent avoir i chaque instant la méme vitesse angulaire,
et les composantes de la vitesse suivant 'axe et sunantlc rayondoivent
étre nulles,
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V2. Figures s'éeartant heancoup du cylindre cirenlaire. — La
queslion saivante se pose maintenant : Que deviennent toutes ces
figures infiniment voisines du cylindre quand la vitesse angulaire
differe beaucoup de la vitesse de bifurcation? La méridienne de ces
ligures sera encore une ligne ondulée du méme nombre d’ondes, mais
differant beaucoup d’une sinusoide..

Son équation a été donnde dans la troisicme Partic de notre
premiére Thise o0 nous avons résolu le prob!éme direct suivant :

Troucer loutes los fizzures d équilibre de révolution que peut
affecter une masse liguide e rotation, soumise aws: sewles forces
capillaires.

Nous y avons trouvé pour la méridicnne de ces figures U'équation
suivante [é. (6), p. Go]:

o " hrs o
1 IV ENY Y
’ c— e e AR

(z)

(%]

S \,’“;,.:__ YT T /Y T ",,):

' o
o = —'—/— et /r et ¢ sont deux constantes.,
'

In écrivant que le volume du liquide est égal i celui du cylindre
primitif et qque la courhe méridienne, partant de === z,, 1=« arrive
en z =z, =z5,+ / avec la méne valear 1= a, aprés avoir effectué
un nombre donné d'ondunlations, nous obtiendrons deux relations
entre a, b, alaide desquelles nous exprimerons /» et « en fonctions
de «, cest-a-dire en fonction de o,

Llintégrale (z)sera alors fonction d'un senl paramétee w. En faisant
varier o a pactic de'la valeur de bifurcation, il serait possible de
suivre toutes les variations de la figure d'équilibre considérée.

IV est nicessaire de remarquer que les caleuls effectifs sont ici trés
difficiles sinon impossibles, 'intégrale (=), ainsi que intégrale don-
nant le volume du liquide, étant hyperelliptiques. Par suite, les rela-
tions entre «, et - ne pourront pas étre expriumées sous une forme
finie.

On ne pourra donc résondre (approximativement, mais avec une
précision voulue) que le problime inverse : se donuer arbitrairement
les constantes a, I, ~ et chercher ensuite 4 quel cylindre primitif
correspond la figure ainsi déterminée.
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13. Cylindre indéfint. Vigures infiniment voisines. — Qccupons-
nous maintenant des figares qui ne sont pas de révolution. Bornons-
nous pour le moment au cas id¢al d’une masse cylindrique indéfinie et
cherchons les figures infiniment voisines. Nous supposerons que la
déformation est telle que la nouvelle figure reste cylindrique sans étre
de révolution. Nous aurons ainsi & résoudre un probléme 4 deux
dimensions. EEn considérant une tranche de hauteur 1, le volume sera
remplacé par I'aire de la section droite, et la surface latérale par son
périmetre.

Soient comme précédemment

I T a
Véquation du cylindre, et

re=a—p+zsinkl

I’équation de la surface déformée, O élant I'angle polaire.
Le volume d'une tranche de hauteur 1 scra

[ 2270 1 227
\’::; / ridh = { [(r0— p)s-a(a—p)zsink + 2sin? k5| )
“elo Tea

et la condition d'invariabilité du volume s'écerira
- e

nV =: z(— 20+ 17+ —) .0,
N L.

Elle est identicque & celle que nous avons trouvée pour les figures
ondulées dans le sens longitudinal et donne

62
=

[;//'
[ élément de la surface déformeg est

AS =17+ ridY

™
"

~= —_ 28 sin /9 102/ 2] 2/ f,
== (a 11.)\/1 F— ‘u.snn/. 7+ -—_(”‘"'P')z (sin?h9+ Lcos? k%) dy,

in developpant le radical en série snivant les puissances de ¢ ct en
néglizeant les infiniment petits d’ordes supérieur & 2, nous aurons

as - [(a — ) Esinkd 4+ ha /.'fcr)s’/.’f/J/l‘.
) 24
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n intégrant, de H =0 4 ) = 2% et en soustrayant S,= 27«, nous
aurons
. k2 a2
S =—2np+ — 2n
MG
et finalement

"-——_7'-‘_' 2 oay)et
0S = '),a(/' 1)es.

Pour k=1, ¢S =0, ce qui est tout a fait compréhensible, car la
déformation correspondante consiste en une translation du cylindre
parallélement 4 son axe. Naturellement nous excluons cette transfor-
mation el nous posons seulement

k=2, 3,

LLe moment d’inertie est

27 r [ 27
J= f f /'3r,//'d9:7[ (n—p +esinkBydh
v a o 4e/y

g
= %f [(@—p)r+ f(a—p)esinkd + 6(a—p.)?e?sin?kh +...]dY.
]

Tous les calculs faits, nous trouvons la formule déja rencontrée
3] = raet,
Nous pouvons former maintenant cW :

295 T, et 5
oW = '—9— rate’ — f v (Ft—1)e2= v |zma®— f(k2—1)).

L’équation qui détermine les figures de bifurcation est donc

LR —=1
a3

mi=/

En donnant a k les valeurs 2, 3, 4, ..., nous obtiendrons les valeurs

[O7Y) 3, ceey D)y

déterminant une série discontinue des figures de bifurcation. Le
nombre k désigne le nombre de saillies ou de cotes de la nouvelle
tigure.
La valeur & = 2 donne une figure analogue au cylindre elliptique.
Journ. de Math. (8¢ série), tome 11. — Année 1g19. 38
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Si nous assujettissons la masse liquide 4 la condition de rester cylin-
drique, le cylindre circulaire sera stable lorsque

[e—) _

0)2 _— 3
a

pour toutes les valeurs de k. Pour cela, il faut évidemment que cette
inégalité soit vérifiée pour &k = 2, c’est-a-dire il faut que

Lorsque o dépasse légérement cette valeur, il y aura deux figures
possibles d’équilibre : cylindre circulaire et cylindre genre elliptique.
Mais alors le maximum de I’énergie correspondra a ce dernier et non
pas au cylindre circulaire. La figure stable sera done reprcsentee par
le cylindre genre elhpthue

Nous observons ici encore une fois la vérification du principe
d’ echange des stabilités.

Mais si nous n’introduisons aucune condition supplémentaire, toutes
les figures cylindriques indéfinies seront instables, car, quel que soit
le rayon @, nous pouvons toujours transformer notre cylindre en une
tigure ondulée de révolution et prendre la longueur d’onde  assez
grande (A > 27wa) pour que W correspondant  cette transformation
soit positive pour toutes les valeurs de w, méme pour w = o.

14. Cas général. — Sinous voulons étudier les figures plus géné-
rales, données par I'équation
©

reza— ot Z(a cosi + b;sinif),
i=k

nous trouvons, en refaisant les mémes calculs,
.=

N T
08 = — (&'-— &%),

0J = mpate?;
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6W:~?£—i [m a®— f’(— ——-l)-l

ol I'on pose comme précédemment

e ——Z(a + b,), er= Y it(aj -+ b}).

ik i=k

enfin

En remarquant que ¢*>> A*¢?, nous voyons que, pour qu'une de
ces figures soit d’équilibre, et cotelée & & cotes, il faut que tous les
coefficients, sauf 4, soient d’ordre supérieur & 1. Par conséquent, en
se bornant 4 la premiére approximation, nous pouvons affirmer que
les seules figures cylindriques d'équilibre, infiniment voisines d’un
cylindre indéfini de rotation, sont les figures sinusoidales cdtelées que
nous venons d’étudier; et que les figures exactes d’équilibre différent
des figures sinusoidales simples par des écarts infiniment petits d’ordre
supérieur.

13. Probléme direct. — Nous venons de voir que pour une certaine
vitesse oy, que nous appellerons witesse de bifurcation relative & la
Sigure ky la masse liquide pourra affecter non seulement la figure
d’un cylindre circulaire, mais encore une figure infiniment voisine du
cylindre a k cotes ou, autrement dit, & k maxima de r.

Si la vitesse w, est trés peu supérieure i wy, la nouvelle figure est
teés voisine d’une figure sinusoidale. Mais w croissant, les saillies se
marquent davantage et notre figure s'¢loigne de la forme sinusoidale.

La question suivante se pose immédiatement : Que deviennent
effectivement ces figures, d’abord sinusoidales, lorsque o croit?

Pour répondre a cette question, proposons-nous de résoudre le
probléme direct suivant :

Trouver toutes les figures d'équilibre cylindriques et non de
récolution que peut affecter une masse liguide indéfinie, soumise

aux seules forces capillaires et tournant autour d’un axe fize avec
une vilesse angulatrc constante.

Cherchons donc I'équation finie de la section droite d’une (igure
d’équilibre cylindrique et non de révolution,
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L’équation de la surface d’équilibre d’'une masse fluide, soumise aux
seules forces moléculaires et tournant autour de I’axe Oz avec une
vitesse angulaire constante w, est

‘ 2
i ) B e = o,
e )-8

R et R’ étant des rayons principaux de courbure.

Mais pour la figure cylindrique un des rayons de courbure est infini
ct I'autre est celui de la section droite.

En employant les coordonnées polaires r et ), 'équation précédente
devient, en divisant par la tension superficielle f et en posant

m?
2/ ’

rrq-art—
2
(,.2 e ,:’2)2

—ar*— b=o,

(1)

b é1ant une constante arbitraire.
Pour intégrer cette équation, prenons r’ pour la nouvelle fonction
et r pour la nouvelle variable, en posant

! " /

r=p, r'=pp.

Il vient
o2 . 2 _ p /
’_i_zf’_’_‘/’_/’_ —art— b,

(1'2-4-/)2)-’
Prenons ensuite pour nouvelle inconnue,

w=\rt4 p?,
d’ou
pPr=ut— pp'=uu'—r,
et ’équation (1) devient
2 rd

- —=a’r*+ b.
u w?

1 . . . o gy .
Enfin, en posant ¢ = —> nous obtiendrons une équation linéaire

ro'+a¢=a‘r*+ b,
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L’intégrale générale de cette équation est

atrrabrt ¢
) = ————y

hit

¢ étant une constante d'intégration.
En faisant le changement de variables dans le sens inverse, nous

aurons
hrt
B S R
atrt+abrt+c

dr Y 167+ .
N = —= =\ rt = — - - —r
F a5 — v \/( A rre o brt4c)?

\/16/""-— ri(atrt+ 2hr* 4+ ¢)?
- atr'+2bri+c

Iinsuite,
6_/"' (art = 2bri4-c¢)dr
- . S (2 ) ~3
., r\167 (et2rv4-2br*t4¢)
‘nfin, en posant /* = «, nous aurons

”?

L / (@ut+a2bu +c¢)du
}: : 1 > g,
2./, uyibu—(u +2bu +¢)

équation presque identique 4 celle que nous avons obtenue pour les
figures de révolution.

La différence essentielle entre cette équation et celle des figures de
révolution consiste en ce que la constante ¢ ne peut jamais étre nulle.

De plus, en outre de la condition d’invariabilité de volume (ici
I'invariabilité de I'aire de la section droite), nous devons introduire
encore la condition que la courbe, périmétre de la section droite, se
ferme. Clest-a-dire que la distance angulaire entre deux maxima suc-
cessifs de 7 soit un sous-multiple de 2%. Sans cela, la courbe obtenue
ne correspondra a aucune figure réelle.

Nous aurons ainsi denx conditions auxquelles doivent satisfaire les
trois constantes a, b, c. Ces conditions, (ui exprimeront que I'aire de
Ja section droite est constante, et que le nombre de maxima de r
(nombre de cotés) est égal 4 1, nous permettront d’exprimer toutes
les constantes en fonction de w. Pour avoir toutes les variations de la
figure 4 n cotés. nous donnerons 4 o toutes les valeurs & partir
de v = w, (vitesse de bifurcation).
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In répétant mot & mot la discussion que nous avons faite pour les
figures de révolution (ma premiére Thése, troisiéme Partie), nous
verrons que, o croissant, le discriminant /* — 4ac est d’abord négatif
ensuite nul et enfin positif. La section droite prend alors successive-
ment les formes analogues aux méridiens des figures de révolution. -
Pour v voisine de w,, les saillies ne sont pas trés prononcées et la ligne
est ondulée par rapport au ccrcle du cylindre. Quand o croit, les
saillies deviennent plus fortes, et, quand /* — 4 devient positif, elles
recoivent des étranglements latéraux qui s’accentuent et puis se
rencontrent. La courbe a alors un point double & chaque saillie.
Représentons ces variations pour le casde n =2,

Fig. 1. — 0*—ac < o. Fig. 2. — b*—ac > o,

Si o croit encore, il se forme deux points doubles 4 chaque saillie.
Ensuite, les tangentes aux points doubles coincident et deviennent
perpendiculaires au rayon vecteur. Enfin, la courbe se décompose
en trois courbes distinctes. Ces trois cas sont représentés sur les
figures 3, 4 et 5.

Nous aurons la méme succession de figures si nous prenons
n=3,4,5,....

Il faut seulement remarquer que les fi f'gurcs 3, 4 et 5 n’ont aucune
signification réelle, car le liquide ayant pris la for me de la figure 2 se
divise en trois parties. Ces pa;'ties, une fois détachées une de 'autre,
prennent la forme de la figure 1 comme si elles étaient libres.

En résumant, nous pouvons dire que, lorsque o croit, toutes les
saillies s'allongent, puis regoivent des étranglements latéraux, enfin
donnent naissance chacune a4 un petit cylindre qui jouera le réle de
satellite. La figure & n saillies produira alors 7 satellites.

11 est utile de noter ici, encore une fuis, que les calculs nécessaires
pour la détermination des constantes «, b, ¢ en fonction de w sont
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k)

impossibles 4 effectuer, les intégrales donnant ces relations ¢tant
hyperelliptiques. Nous ne pouvons donc que résoudre le probléme

.

Fig. 3. Fig. 4.

inverse : se donner arbitrairement les valeurs des constantes et déter-
miner la figure correspondante et le cylindre duquel elle provient.

16. Résumdé. — Pour résumer notre analyse, considérons une
masse liquide & I'état d’équilibre stalique. Ensuite, imprimons a cette
masse une rotation autour d’un axe fixe et faisons croitre peu 4 peu la
vitesse angulaire. La figure de la masse liquide se modifiera, mais elle
affectera toujours une figure d’é¢quilibre stable.

Tachons de suivre ces transformations & partir de la forme cylin-
drique. Considérons d’abord un cylindre de longueur finie limité en
haut et en bas par deux disques circulaires. Nous devons considérer
ici deux cas différents : 1° le cylindre est large et court,

h
pymps < 0,8118
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et 2° le cylindre est long,

—-/i- > 00,8118,
2T

Dans le premier cas, la figure restera cylindrique jusqu’au moment
ot la vitesse angulaire atteindra la valeur

, it 20\?
0=/ Gal’? < \

T
ou

— ] 7':2 !
=/ 6alﬁ(3 0,139%4) = 2,8606 ' —— oo /,

Lorsque la vitesse  croit encore, le cylindre, d’abord droit, affec-
tera un renflement au milieu et deux creux prés des hases ().
Ensuite ce renflement deviendra de plus en plus prononcé, s’aplatira
d’abord dans le sens de 1’axe de rotation, recevra ensuite des creux
circulaires en haut et en bas, et enfin laissera se détacher un anneau
qui continuera 4 tourner sous I'impulsion de la force vive acquise.
Quant 4 la masse centrale, elle changera brusquement de forme et
son mouvement ne sera plus régi par les équations que nous avons
établies. En cflet, la masse liquide ayant diminué de volume aprés le
détachement de 'anneau, la figure d’¢quilibre statique ne serait plus
le cylindre, mais un onduloide ou un nodoide creux. Le pointde départ
étant différent, toute I'analyse doit étre refaile de nouveau.

Nous obtenons le résultat analogue pour le deuxiéme cas, ot le
cylindre est long.

Lia figure cylindrique reste stable jusqu’au moment ou la vitesse
angulaire atteint
harmt— b2

a*h?

) == '!l = f

Aprés quoi, le cylindre recevra un renflement prés d'une base et un
creux présdel’autre. Lavitesse croissant toujours, le renflement devient
de plus en plus prononcé et, finalement, laisse se détacher un anneau.

Ensuite 'anneau tournera séparément, et la masse centrale changera
brusquement de forme en prenant une figure d’équilibre correspon-
dant, non plus au cylindre circulaire, mais & un onduloide ou a un
nodoide, comme nous 'avons montré pour le premier cas.

(') Voir page 24.
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Si la masse liquide est assujettie & rester cylindrique et si la figure
primitive est un cylindre indéfini, les déformations successives sont
déja données par les figures 1 et 2. L.a forme du cylindre satellite sera
donnée par la figure 5.

Mais ce cas ne présente aucun intérét pratique, car tous ces
cylindres sont irréalisables.

DEUXIEME PARTIE.

Sur une nouvelle figure d’équilibre d’une masse fluide
en rotation.

A. Introduction. — Toutes les figures d’équilibre d’une masse
fluide homog¢ne en rotation, soumise aux seules forces newtoniennes
étudiées jusqu'a ce moment, étaient des figures limitées par une sur-
face fermée d’un seul tenant ().

Nous voulons démontrer maintenant qu’il existe aussi des figures
d’¢quilibre creuses, c'est-a-dire limitées par deux surfaces distinctes
ne sc coupant pas.

Nous ne nous occuperons ici que des figures dont on connait actuel-
lement le potentiel newtonien, autrement dit, des figures limitées par
des ellipsoides ou par des cylindres elliptiques ou circulaires.

Nous montrerons que, parmi toutes ces figures, seule la couche
cylindrique dc révolution peut présenter une figure d’équilibre. Cette
figure existe pour loutes les valeurs de la vitesse angulaire w depuis
® = 0 jusqu'a w = y27, et présente deux séries discontinues et infi-
nies de figures de bifurcation.

Chacune dec ces figures peut donner naissance a une nouvelle série
de figures d’équilibre.

(') Voir P. ApeeLL, Traité de Mécanigue, t. 11l. — PoiNcarg, Figures
d'équilibre d’une masse fluide en rotation, lecons professées a la Sorbonne
en 1900, ou son Mémoire classique dans le n° VII des Acta mathematica, 1885,
— Liavounorr, Sur les figures d’équilibre peu différentes des ellipsoides. ..
(Mémoires de I’ Académie des Sciences de Saint-Pétersboury, 1884). — Enfin,
ma Thése Sur quelgues nouvelles figures d’équilibre d'une masse fluide en
rotation (Journal de Mathématiques, 1916).

Journ. de Math. (8¢ série), tome Il. — Année 1919, 3()
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2. Impossibilité des figures creuses ellipsoidales. — Imaginons
une masse fluide homogéne, limitée par deux ellipsoides homothé-
tiques, soumise aux seules forces newtoniennes et tournant autour
d’un axe fixe commun aux deux ellipsoides, avec une vitesse angulaire
constante. Nous prendrons I'axe de rotation pour axe O 3.

Le liquide affecte donc la figure d’une couche elliptique. Nous
savons qu’a l'intérieur d’une telle couche (4 l'intérieur de I'ellipsoide
intéricur), le potentiel reste constant.

Donc la fonction des forces a I'intérieur et sur la surface intérieure
est donnée par la formule suivante :

) m?
U= -’-;—(1’+ ¥+ e

w désignant la vitesse angulaire. Soit

e 2 52
'—,’l*-l—-F = —1=0
4

at 0t
I'équation de l'ellipsoide intérieur.
Si la masse fluide est en équilibre relatif, cet ellipsoide présente une

surface de niveau et, par conséquent, ses coefficients doivent vérifier
les relations suivantes :

m? m*

h \ y ’

—ell= —.02—=o0.cC*
2

qui peuvent étre vérifiées de deux maniéres :
1° . a=~b=zo0;
la couche elliptique est un ellipsoide plein.
20 a="h, c=%;
la couche ellipsoidale dégénére cn unc couche cylindrique de révo-
lution.
Par conséquent, parmi toutes les figures ellipsoidales limitées par

deux surfaces homothétiques de second ordre, seule la couche cylin-
drique de révolulion présente une {igure d’équilibre.

S. Ellipsoides homofocaur. — Montrons maintenant I'impossibi-
lité de la figure d’équilibre limitée par deux ellipsoides homofocaux.
Mais pour cela nous devons introduire lcs coordonnées elliptiques.
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En admettant les notations de Poincaré ('), nous prendrons pour
les coordonnées d’un point (i, y, 3) les racines ¢, p., v de I'équation
en A :

z? 2 52
: i .
( ) 1= 12— b2

et nous désignerons par R; et S; les fonclions de Lamé de premiére et
de seconde espéce. Ces fonctions ne dépendent que de 5 et conservent
une valeur constante sur la surface de chacun des ellipsoides appar-
tenant & la famille (1).

A chaque valeur de ¢, prise entre o et a, correspond un ellipsoide
de cette famille, et par chaque point de ’espace passe un de ces ellip-
soides.

(ieci posé, rappelons que pour 7 == 1 nous n'aurons (u'une fonction
de Lamé (n désignant ici Pordre de la fonction) :

Ro==1.

Pour 2 = 2, nous en aurons trois :

Ry= \‘/Io"——- b,
Ry=yp*—

Pour n =3, nous aurons déja cinq fonctions; et, en général, pour ~
quelconque, nous aurons 2 — 1 fonctions différentes.

Si, dans R;, nous remplagons ¢ par u. ou par v, nous aurons les fonc-
tions analogues que nous désignons par M; et N;.

Les fonctions de seconde espéce, S;, sont données par la formule
suivante :

S, [T 28 L
D i T = e TP
Jo R (pr =) (p— 0?) (o' — %)

‘Avec ces notations, et en posant

] 1

Via—m(e—c) = Jb—a)e—)

1

hy—=

hy =

Vic—a)(—b%)

(') Voir Figures d'équilibre. .. de Poincaré ou voir ma premiére Thése.
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on aura
o= RyM NG y =, R M,N,; s = hy Ry M, N,

Considérons un ellipsoide E,, ayant pour équation

" r? yZ 32 ,
(Eo) e e s — 1= 0.
S R T

Son potentiel en un point extérieur (x, y, 5) sera alors donné par la
formule suivante :
TS, ,. S,

— 2 Sf* ,2- .
(2) V,«.--—;[R—lx +ﬁ;y + ﬁ;.,l -~ const.,
T étant le volume de Iellipsoide k,

/
o 4
I'= 7R RR,

w

et les fonctions S; et Ri(i =1, 2, 3) correspondant a I'ellipsoide de la
famille (1) passant par le point (z, y, 5).

En un point situé a l'intérieur de I,, ce potentiel prend la forme

B - I .

(3) V,_—;lﬁ?z +R72,y +WJ -+ const.,
S; et R} désignant les valeurs des S; et R, qu’elles prennent sur la
surface de Iellipsoide E,.

Imaginons maintenant une couche ellipsoidale limitée par deux
ellipsoides homofocaux : & I'extérieur par IX* et & I'intérieur par Pellip-
soide E’, dont I'équation s’écrira

. 22 yz\ P
D — e L L —— — 120,
( ) 1{112 = B’zz -+ B':'.

En désignant encore par g’ la valeur de p correspondant a I'ellip-
soide I, nous verrons facilement que
r<e
Soient A le volume de Pellipsoide extérieur E° et B celui de I’ellip-
soide intérieur F’. Le volume de la couche sera alors

T=A—B.
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En un point extérieur, le potentiel de cette couche sera égal i la
différence des potentiels des ellipsoides E, et E', ct, en vertu des for-
mules (2) et (3), sera donné par la formule suivante :

A-—B"S, -

Vom——; R, R,

2 "1
y:+ -I-—- -+ const.
Sur la surface extérieure du fluide, c’est-a-dire sur la surface de E,,
ce potentiel prend évidemment la forme suivante :

‘ A—-B[S S9 S

(1) Vt!:;———--z——[“‘7 x4 H‘,y’—#-ﬁ—‘;"] -+ const.
En remarquant que chaque point de la surface I est intérieur a E,
nous aurons pour les valeurs du potentiel sur la surface E' la formule
suivante :

G oy A8 St SE U BIS, L S, LS ,
(,)’) - — “0 —}-R—o) l——?-;'v + “, z T?;J’ -+—-'i_"—,;u -+ const.

Si la couche présente une figure d’équilibre pour une certaine valeur
de la vitesse angulaire v, et si I'on suppose que la pression exercée sur
chacune des deux surfaces libres soit la méme, la fonction des forces

2
(6) U::%(::;’-ir- )+ V

doit alors prendre la méme valeur constante sur chacun des deux
ellipsoides E° et L',

Remplacons les variables x, y, s par leurs valeurs en fonction
des R;, M;, N;, et, en vertu des formules (4), (5) et (6), nous pourrons
écrire

Lo— "_’,,_A—'B Sy A2ROZM2N?
2 2 H"
»? A—B S} 2 RIZM2IN2 A—'Bsgzozzz
+ [7—— T | ARETMING — = R ATRITMING,
U désignant la valeur que prend U sur E*.

De méme, sur [, U devient

o (mz ASy B S»

Tl T IR TR

Wt AS) B, S,
2 2 R IR

)I‘R” MEN?

0 ’
)1 lwwwz—(ﬁ %-_g S—) A2R, M2N3.
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Mais nous devons avoir
o= 1}/

identiquement, c’est-a-dire pour toutes les valeurs de (+ et de v. Nous
pouvons donc identifier les coefficients des divers produits M,, N;, et
nous aurons les trois équations suivantes :

‘Wt A—=B S0 nps_ [0 AS! . B S nn
et LR bt f R L

. o A—B S, o ASY B ST,.
(7 5w Re= T S R T R
A—BSS . T ASE B S
RSN ——— A 2 fonnd —— ——— B,z,

2 RS R3 2 RY T3 R )

Nous pouvons écrire encore quatre équations [dont deux seulement
seraient distinctes des équations ()] en exprimant que U” et U’ sont
constantes respectivement sur les surfaces 15" et I, Mais il nous suffira
de démontrer I'impossibilité de la derniére des équations déja écrites
pour démontrer 'impossibilité des figures considérées.

Ecrivons cette équation comme il suit :

89 Se sy
8 A—B) 22 (R —R2)=B( 2 — 22| Ry,

et montrons qu’elle est impossible. Pour cela, rappelons que, dans nos
notations,

0 N o —
RY=vp} —a’, Rg__\/mz,_bz’ Rg'—\/.’hz;"czf

LRSS, R =V, R =

S,':H[f‘,‘gn-*—, by ) Pdp .
Jy RR? \/((f—a’)(pz--bl)(o’——cz)

enfin

'D?mgnons par « la variable d’intégration, posons, pour abréger
I’écriture,
x

\/(.t’-——- a?) (z* — b?) (x* — c?) = (P(x)>°;

rappelons que nous aurons, pour i = 3,

0 o0
-:-"i:%f ! w(z)dx >o0
3 N .

z:— ¢t
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et

=3 — 4(¢)zll

..__‘.
R 1,--

/

enfin
RPP—REP=pl—p/*>o0.

Formons maintenant la différence

S8 ’ a o(r)clr Tolx)de| Pou(ayde
Tty ,f fp T =3 LR <o

at— ¢t z*—(? f

Par conséquent, I"équation (8) ne peut jamais ttre vérifiée, les deux
membres de cette équation étant de signes diff¢crents. Les condi-
tions (7) ne peuvent donc jamais étre vérifiées et la figure envisagée
est impossible.

Par conséquent, une couche fluide limitée par deux ellipsoides
homofocaux et tournant autour de leur axe commun avec une vitesse
angulaire constante ne peut jamais étre en équilibre relatif.

C. Q. r.Dn.

Nous aurons toujours le méme résultat en supposant ue la pression
extérieure, étant constante le long de chaque surface, est différente
sur les deux surfaces. La condition d’équilibre s’écrira alors

\

U0 = U+ const,

et les conditions (7) resteront les mémes.

A. Cas général. Ellipsoides quelconques. — Considérons main-
tenant le cas le plus général, ol les ellipsoides E® et k' ne sont ni
homothétiques ni homofocaux. Nous supposerons seulement qu’ils
ont le méme centre et les mémes axes principaux.

Désignons par I3; et S, les fonctions de Lamé correspondant a la
famille des ellipsoides homofocaux & I’ellipsoide E'. La fonction des
forces U prendra alors dans ce cas sur E° la valeur suivante :

[_]0—:_ 1 I\ '5 _}— 3 5 /l P"'l"l N: |7-_‘___ —i-——'

B ; )ll
K 2 R 2 H,

i ROTMEIN?

v
= T;_-]/,;;ng;fm;i\';.
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Seulement les fonctions R} et S (i =1, 2, 3) ne sont plus constantes

sur Ii*, car E° et ' ne sont pas homofocaux. Nous pouvons donc
écrire ‘

SO
"R

.

i

+ 0 (1, Y),

H

-

ou, en développant 3,(1, v) en série de produits de Lamé,

S(’ s(l
l{u {u + ZAYMN,

DPe méme

.
~ =

_ 3
RY

+ AL MN,,

—
p=~y

I 5y

by
O

S

Zlls

in portant ces valeurs dans ’expression de U", nous aurons
Ue = ("i — _\_f__l_‘ S >/’|{"’M1N‘
? D D) |)0
[0:"’ A—13 8%
-+

i —-——’Jh;lif_}fMgNg—

A—B
) 2 1R '

Ii—’/ RE*MEN2 + D {p,v),
ot (., v), développée en série des produits de Lamé, ne contiendra
pas de fonctions de Lamé de degré inférieur a 3, car M:N?, M?N?,
MIN? sont du deuxiéme degré et, par conséquent, leur produit par
une somme de L.amé ne pourra jamais contenir des termes au-dessons
du troisiéme degré.

‘n faisant le méme calcul pour U’, nous aurons

‘2 0 Y e
U':("L—iiﬂ-—'—; ol 3/;’1 M N

2 2 R W, v
»! A S B "s“ —_——
‘.’__._S_g+—,_:a.)/,3n,->\|;-m-:
2 2 RY CN TR
A SE B S e ey
+( ml;T’-_;’_‘—;_;—i_?L)/'-; UM NG b (s v),
v )

{(w., v) ne contenant pas de termes en u. el v de degré inférieur au
troisiéme.
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En écrivant que
Lo_. U’

ct en idenlifiant les coefficients des diflérents produits de .amé, nous
aurons une infinité de conditions parmi lesquelles figureront au pre-
mier plan les conditions analogues aux conditions (7). La derniére de
ces conditions s’¢erira

A1 S NS OB Y

—— SR AERN e (— A AT
2 l{"/ I (',’, By, 2 |;{') 4Tty
ou cncore
S" —— Qe
(9) (3= 1) o (g =TT oy (25
l{" I‘"

De la méme maniére, nous pouvons écrire deux autres équations :

o I g ‘;f .

' A—BYy (R CTERE - (2 22 ) R,
(9" ( )“"» '1 AN (|;' “/1) 1
(9") (A — I»>12</l By "ﬁ')"(rs—“ .3%)/:?"

Pour démontrer 'impossibilité des figures considérées, il nous sul-
fira de dé¢montrer 'impossibilité de 'une des équations (), (9)
ou (9"). :

Considérons un cllipsoide I homofocal 4 E" et tangent a I’ de
maniére (qu'il lui soit tout extérieur. Choisissons encore les constantes
a’, b", ¢ relatives a Pellipsoide I” de maniére que ¢ soit le méme
pour K" et 1V, Tl suffira pour cela de prendre

a'=a, ou b= b, ou e,
suivant que les ellipsoides se touchent suivant les sommets situés sur
I'axe Oz, I'axe Oy oul'axe Ozs.

Supposons d’abord que les ellipsoides se touchent suivant 'axe O =.
Nous aurons alors
’ "=c, >b, a'>a;
ensuite

“';',=W;-, h,,{;z> /T,v /.3”("")> '—’("’")
Ceci posé, démontrons quel’¢quation (g ) est impossible. Pour cela, il

Jonrn. de Math. (8¢ série), tome II, — Année 195y, -/l"
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nous suffira de démeontrer les inégalités suivantes :

(a) . hERII—RIRE > o,
st g
() A A

»

Mais nous avons déja démontré dans le numéro précédent que, si E°
est intérieur par rapport a E*, nous aurons :

(a') KERE? — KR > o,
S!’ Su
(bl) :ﬁ—é- — i{—li: << o.

Or, nous voyons que
h,;z Hv;r;z > 7:2; R_’;!’

et par conséquent I’inégalité («) est bien vérifiée. I nsuite

1) < % o .
21—-—1‘—:;] -———-—-———(x) J(z)dL>o,
K, J,

R PR
car

¢'(#) — 9 (2)>o.

Donc l'inégalité (/) est aussi vérifiée et les figures envisagées sont
impossibles.

Si, au lieu d’avoir ¢’ = ¢, nous avons ¢’ = a ou b’ = b, nous consi-
dérons I'équation (9’) ou (9”) et la conclusion reste la méme.

Des calculs analogues nous montrent qu'il estimpossible d’avoir des
figures d’équilibre ayant la forme d'une couche limitée par deux
cylindres autres que deux cylindres circulaires de méme axe.

Par conséquent, la seule figure possible d’équilibre limitée par deux
surfaces du second ordre est la couche cylindrique de révolution.

C’est donc de cette figure que nous nous occuperons dans la suite.

3. Conditions d’équilibre d’une couche cylindrique de révo-
lution. — Nous savons que le potentiel d’un cylindre circulaire indé-
fini, de rayon R, est donné par les formules
S Ve= —2anR? L% —wR*+C,

(10)
( Vi=— T-'lfl:"i" C,
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¢ étant la distance du point considéré 4 'axe du cylindre et C une
constante. :

Imaginons maintenant une masse fluide homogéne, de densité 1,
limitée par deux cylindres circulaires de méme axe et de rayons

I et r=nIR,
k désignant le rapport des rayons (o <k <1). Le poténtiel de notre
masse étant égal a la différence des potentiels des cylindres de rayons

R et r, nous verrons que ce potentlel sera donné par les formules
suivantes :

1° A l'extérieur de la masse fluide (¢ > R),

R TPy ¥ T W o s P .
V,= — zR:(1— k) — 2 7R (L“ /.’L“{) C;

2> A lintérieur de la masse fluide (» < 7 <<R),

(11) V-:——r(o—v/.’li)—+-z~rl.’l{2L-'—{+C,

3» Dans le creux (3 < I') le potentiel est constant, égal 4 C.

En faisant z == R et z =r == /kR dans la formule (11), nous aurons
les valeurs suivantes pour le potentlel sur les deux surfaces :
Vo= — 21— k*+ ALA?) + C,
VI=C.

Supposons maintenant que notre masse fluide tourne autour de son
axe avec une vitesse angulaire constante w. La fonction des forces
a l'intérieur de la masse fluide sera

A S Y S L T TPy
(l')) U,—-—-';"; 1.(‘ /. ]l)+2;/| 15 /f“ +C
et sur les deux surfaces
2
=" — R (1 — ki + L ?) + C,

2

’))

U-_—/ R+ C.

Ensupposant que la pression est la méme sur les deux surfaces, nous
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aurons les conditions d’équilibre en écrivant ue
u=tul

ce qui donne la condition d’équilibre cherchée :
q

., P Y
(13) = L s ),

11 est facile de voir que, lorsque / varie de o &4 1, f(/*) variede1'a o
‘et passe une fois par toutes les valeurs comprises entre 1 et o. Par

conséquent, pour toutes les valeurs de »» comprises entre o et /27, il
existe une et une seule figure d’équilibre, déterminée par la valeur du
rapport / des deux rayons.

Remarque. — Fn supposant que la pression n’est pas la méme sur
les deux surfaces, nous aurons une condition d’équilibre identique,
i cela prés que o pourra varier entre d’autres limites.

Soient, en cffet, p, et p; les pressions sur la surface extérieurc et sur
la surface intéricure. La condition d’¢quilibre sera

U= Dy U= Pey
cequi donne, en posant

pe— pi=C.R*r (1 — £2),
. G+ §— k4 /s;-Lk-
27 | — I3

= G f(h).

o e . o, .
On voit ainsi que si C>o(p.> p;), la quantité ;’: peut varier entre C
N de

ct C+1. Les figures creuses sont alorsimpossibles pour une vitesse
assez pelite.

Si —1 < C<o, p.< p;, mais la différence n’est pas trés grande,
» )

'~ varie entre o et C+ 1. Les figures creuses sont impossibles pour des

le

vitesses se rapprochant de o = y2%, et les figures trop dilatées
n’existent pas.

Si enfin C < -~ 1, p;— p, trop grande, aucune figure d’équilibre
n’est possible.

1

6. Figures:d’équilibre infiniment voisines a’une couche cylin-
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drique de récolution. Position du probléme. — Imaginons une
masse floide homogéne, de densité 1, tournant autour d’un axe fixe
4 la maniére d’un solide avec une vilesse angulaire constante w, et
affectant, comme figure dethbre relatif, la figure d'une couche
cyhndnque de révolution.

Nous déformons cette couche en apphquant sur chacune de ses sur-
faces une couche d’épaisseur infiniment petite, constante le long de
chaque génératrice, et de masse totale nulle. On demande quelle doit
étre la figure primitive (figure de bifurcation) et quelles doivent étre
les couches appliquées pour que la nouvelle figure reste d’équilibre?

Soient ¢, et ¢; les épaisseurs des couches extérieure et intérieure,
et ¢ et w leurs potentiels respectifs. En conservant les notations du
numéro précédent, nous compterons les {, et {; dans la direction de la
normale extérieure au fluide.

Dans ces conditions, la fonction des forces prend la forme

U=U"+ ¢4+ w,

Pour calculer U sur la surface extérieure et sur la surface inté-
rieure, nous la considérerons comme fonction de ¢ et nous la dévelop-

perons suivant les puissances de Az =7 et nous aurons, pour la surface
extérieure par exemple,

) 17—
= U penrge= (U0 v+ w),p+ ;)“J'(l"’”*‘ L OPIS G OE P
/

0 ) . . . R
I“n considérant 0‘ t(—J‘- comme des infiniment petits de méme ordre

que Sy eten neghgeant les infiniment petits d’ordre supérieur au pre-

mier, nous aurons finalement
\

9 o) X 4

/ Uemz Ul 004 () net
(%) e + 00 (We ) 7 ),

De méme pour la surface intérieure

.. ‘0 |
(13) Cr= Uf 4 (0r)pmr+ w0+ Vo)  xz.
¢ s U’J {:r

Pour que la figure déformce soit d’équilibre, nous devons avoir

U.=U;=C.
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" Mais la figure primitive ¢tait d’équilibre, nous avons donc
(o=,

et la condition d’équilibre prendra la forme définitive

J

Ju

16) (U)o (wopon=—(
s==R

Nous développerons ensuite toutes les valeurs qui entrent dans
cette double condition en séries suivant une variable convenablement
choisie, et, en identifiant les coefficients des termes semblables, nous
obtiendrons une double série de conditions qui nous permettront de
calculer les épaisseurs I, et £, des couches déformantes et le rapport
des rayons .

h=r:R,
qui détermineront la nouvelle figure d’é¢quilibre et la figure de bifur-
cation.

Comme nos figures sont cylindriques, chacune d’elles sera com-
plétement déterminée par sa section droite. Le probléme se réduit 4
un probléme de deux dimensions. Au lieu des volumes des cylindres,
nous considérerons des aires de leurs sections droites. Les couches
cylindriques seront remplacées par des couronnes circulaires. Les
couches de I’épaisseur 7 deviendront bandes de largeur { et enfin, au
lieu de potentiels newtoniens, nous chercherons les potentiels loga-
rithmiques. .

Mais, d’abord, nous devons traiter quelques questions auxiliaires.

7. Procri e DIRICHLET pOUR UN CERCLE baNs ON prax. — Klant
données les valeurs d’une fonction harmonique sur un cercle de
rayon R el a Uinfini, troucer celle fouction a Uintéricur et a Uexte-
ricur du cercle.

Toute fonction harmonique V peut étre développée sur le cercle de
rayon R en une série trigonométrique

kA
\",:2 K% (cosn’y+ B,sinn%),
=0

I'indice o désignant les valeurs de la fonction sur le cercle.
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Ceci posé, le probleme de Dirichlet se résout immédiatement, et
nous aurons, a 'intérieur :

V,-:Z p"(Ancosnb - B,sinn?),
. r L . n=>0 .
et a 'exterieur,
{zn
V":z (Apcosnfi—+B,sinnb) + o,

n=20

g ¢tant une fonction harmonique s’annulant sur le cercle et prenant
a l'infini la valeur que doit prendre V, et ¢ la distance du point consi-
déré au centre du cercle.

‘n effet, les fonctions V; el V, sont harmoniques et deviennent, sur
le cercle (¢ =R), égalesa V.

Notre probléme est ramené ainsi & un probléme analogue. Mais
dans beaucoup de cas pamcullers la fonction ¢ peut étre facilement
déterminée. Par exemple, si V doit s’annuler a I'infini, la fonction ¢

est identiquement nulle. Si V est le potentiel loganthmlque d’une
aire de masse M, on aura évidemment

:NILEo
4

8. Potenticl logarithmique d’une bande circulaire homogéne.—
Nous appellerons hande circulaire Paire comprise entre le cercle
donné et une courbe quelconque.

Nous appellerons largeur de la bande la distance entre le cercle et
la courbe, mesurée suivant le rayon. Si cette largeur est infiniment
petite, nous dirons que la courbe est infiniment voisine du cercle.

Nous désignerons par { la largeur de la bande ct nous la considére-
rons comme fonction de I’angle polaire 6, et nous supposerons qu’elle
est développable en une série trigonométrique de la forme

(17) ::2l{"(A,lcosne-i-B,,sinnG).
n=0

Cherchons le potentiel logarithmique de cette bande sous forme
d’une série analogue. Ce potentiel étant une fonction harmonique,
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nous pouvons écrire

v, :E R (o, cosnb+ 3, sinnb),

n=0

\Y3 ::Z p" (o, cosnb + B, sinnb),

n=0
“%

Ve= — (at,cosnb + 5, sinn0) -+ Mlog —;
()

Ree !

n=~0

\
)
4]

"M étant la masse de la bande, ou, en supposant que la densité super-

ficielle est égale 4 1, M désignera aussi I'aire de notre
Nous supposons encore que la bande est infiniment

bande.
mince et que la

tangente a la courbe déterminant la couche fait avec le rayon un angle
infiniment voisin d’un angle droit. Nous pourrons alors considérer {
comme densité linéaire d’une masse répandue sur la circonférence du

cercle donné.

Nous savons que le potentiel logarithmique d’une telle masse vérifie

la condition suivante :

v, wva
(dﬂc)o+(m)o__ -27e

Cette relation peut s'écrire

EAE—
d7 Jg=n I Joeen v

et, en effectuant les opérations, on aura

©
——2 nR2=Y (e, cosn’ + 3, sinnf)

n=0

. . M
— Znﬂ'*—'(a,, cosnli+ Py sin nby— T

n=0

= znZR"(A,, cosnf -+ B,sinn?).

n=0
’

L’identification des coefficients nous donne alors

M m T .
E = AO’ o,== ; HA," ﬁ” = [-L ]{Bu .
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et le potentiel logarithmiue de la couche de largeur

@
, N M
;:Z Re (A, cosnl+ B, sinnh)

! n=0

sera
. LK ,
Vo= z[iz - (Apcosnl + B, sinnb),
n
n=|
I o/l ,
(18) / V,:zl{Z’—,— (A cosnb-+ B, sinnf).
(2

n=i

. 5 JA .
V, = :nz —— (Ancosn i+ B,sinn ).
nn

ne=)

Remarque. -- Pour obtenir le potentiel newtonien d’une couche
homogeéne de densilé 1, répandue sur la surface du cylindre et de
I’épaisseur { constante le long de chaque génératrice, il suffit de mul-
tiplier par 2 les formules (18).

9. Recherche des figures de bifurcation. — En reprenant le pro-
bléme énoncé au n® 6, ct en conservant les mémes notations, nous
supposerons que les épaisseurs (. ct J; des couches appliquées sur les
deux surfaces cylindriques sont fonctions de I'angle ) et nous les
chercherons sous la forme des séries trigonométriques suivantes :

[ %

\ == Z Re(A,cosnb+ B,sinn?),
(19) 4

Notre probléme se réduira ainsi 4 la recherche des coefhcncnls A,, B,

A, B,.

n
Nous supposerons que la masse totale de chaque couche est nulle
ct par conséquent nous devons prendre

Ag=A;=o.

“n vertu des formules (18) et de la remarque qui les suit, les poten-

Journ. de Mail. (8 série), tome II. — Annéc I'f)lg. /l‘
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tiels respectifs de ces couches seront

° n
po=2r R 2 %— (Apcosnf 4+ B,sinnb),

=1

. 0
n
(n0) cri:Zﬂl{E% (A, cosnl - B,sinn0),
n=1
~ 132
= 27:1{ T — (Aucosn -+ B,sinn9).
[/
n=1
De méme
! % .
"Il , .
W= 9,77:/'2 - (A, cosnl+ BB, sinn ),
n=1
@ .
(20") W= uﬁrz = (A,,cosn@ + B),sinn ),
' n=t

©

r2n .. .
W, o= ').171'2‘ —(Ajcosnl+ B)sinn9). '

n=1

La fonction ¢ est nulle dans les deux cas, car on suppose que la
masse totale de chaque couche est nulle.
Les formules (12) et (13 ) nous donncront ensuite

ﬂ) =R — 2 R(1— k) = am R [/ (42) — 1 + &2,
\ dp p:“

'()U," e 2 ge e g O ] — £ 2

(7,0')?~,~_~(” r=ohR=anRkf(L?).

Nous pouvons maintenant écrire explicitement la condition d’équi-
libre (16) et nous aurons, en remplacant partout r par iR,

amR[ (k) — 1 + k2] 21{"(A” cosnt + B, sinnb)

n=1

2n n
-+ 91‘]{2 — ( A,, cosnf 4+ B, sinnl) 4+ owkR 2 k2 R (A, cosnl + B sinnf)

n=1 n=1

= — 2= RAF(A?) D, kR (Al cosnl + B sinn 0)

n=1

“+ mRZ ——(A,, cosn/—}—B,, smn’J) 4o /.l’.Z——(A,,cosn + B, sinn ).

n=1
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En identifiant les coefficients de cosn( et de sinnf, nous obtien-
drons une suite de conditions

/'.m-o-l

. y I ’
(=) [S(£Y) — 14+ F2]A, -+ - A+ — A,

/f

n /Jl+l
= — kSR + = A, o+

'” ~A)=o (re==1,2,3, ...
et une suite identique pour B, et I3),.
Désignons par p, le rapport entre A}, et A, :

A,
Pu== 7>
A,

les conditions (21) se réduisent en une double série de conditions
I I R
S — 1+ k24 P kintlp, =0,
A /.'1 I ! —_
Sk )—ﬁl—l Pu-;-—"
(n=1,2,3 ...
Ces équations permettent de calculer la valeur % correspondant &
la figure de bifurcation et le rapport p de I'épaisseur de la couche

intérieure a celle de la couche extérieure.
L’élimination de p, donne

(22) [/(A"’) + A -"—,-7—'] [/(/;2) - 7:, k=g

I
et

D) — '
(T’u}) /)IL - /“/xl”f( /Az) "‘—__l)’
ol I'on désigne par %, une des racines de |’équation (22).

Le probléme se réduit alors 4 la recherche des racines de I'équa-
tion (22).

10. L'équation (22) n’a pas de racines pour n< 4 el pour chague
valeur de n >4 posséde deux et seulement deux racines. — Pour

abréger I'écriture posons
Fr=u,

u variera alors entre o et 1 lorsque k variera entre ces limites, et 4
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chaque valeur de « correspondra une ct une seule valeur de &
k= +\u.

Ceci posé, écrivons notre équation comme il suit :
4 I w"
(24) F ey n) f(u)+u__..___. f(u)—— +Z =

La dérivation successive donne

[(lt—

-:%F(u, ny == f1{a)2f( “)‘*’"“']+f('l)—_+

T;Zfﬁ F(uy, n)y=f"(u)2f )+ v —=1]4of () f'(t)+1]+ I-I—-E-L w2

» ” |
‘;;‘73 l‘(ll», n) :f’(ll)[!l/(u)__*_u__‘-‘

37 L f (] L) s

n

2;-)27!‘((1 Yy = () ['a‘/'(‘u)-f—nv;|‘l+.’4/’”(u)[2‘/”(u)+x]

e G ()] (n-—=0(n—2)(n--3)

wn—*,

n

Pour juger des valeurs de ces dérivées, calculons les valeurs des
dérivées successives de f(u).
D’aprés la formule (13) nous avons

u+ul.u wlu

f(u):'~' — =

11— u 1 —u

et, par conséquent,
Lo -y — u)

2

1~ lt):'

S ()= -

Mais, en écrivant
U=1— (1 —u),
nous aurons

L =TL[1-- (1— «)]

_t—we (—w)r (a1 =)
- 1 2 3 " i
et, par suite, -
, __l~l-ll.—(l——ll)?__ __(i:u)"“f_
fl) = 5 3 7 e
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d’oti, en dérivant,

. 2 3 - )
_/”(a)-.—_%q-%(:—[;)+§(|—u)-+...—+-t l)(t-——a)’-’+.. ,

") = — l__i_). .._i_j. —_— )t —
f U) P (l ll) G- (l ll.) v e
(1 1 - .; N
(l ))Et )(l ll)l 3 ’

- (i—2)(i—=3(i-—-4)

; (1 — )=+, ..

L. 1.3,
f“'(u)—_-_-,s-y- ! ‘)
. . )

‘On voit facilement que chacune de ces dérivées conserve son signe

dans |'intervalle
o<uzi,

Pour 1 =0 et u =1, elles prennent les valeurs suivantes :

Slo)= I, J() = o,
floy=—z,  flH=—1

S0 = e, fU) =

S"(0) = — =, VA OECESET

S (o) = +’f~,l Sr0) = ‘f
En vertu de ces formules, nous aurons:
Flo,n) =220 K1) =0,
Db, my=—, DG =0,
(—%:—l‘(o ny=-r =, —ﬁ)—-l‘(l,n):”;ll
-(-;%F(n, n)y— —e, 4)1 r(l,ll)‘::f—n——-l)/#-::)-

Enfin, 0%[ F'(u, n) pestera positive dans I'intervalle (o, ..., 1).

Ceci posé, on voit qu’au voisinage de « = 1, I'(«, n) resle positive,
car la dérivée seconde y est positive et par suite la dérivée premiére
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y est négative. On peut voir encore que dans I'intervalle
olu<r,

F(u, 1) ne peut pas avoir plus de deux racines. En effet, sa quatriéme
dérivée conservant le signe constant, elle ne peut pas avoir dans l'in-

tervalle
o.u”1

plus de quatre racines. Mais v =1 est déja une racine double, et par
conséquent, entre o et 1, il ne peut y avoir plus de deux racines.

- Nous allons maintenant démontrer que pour tout « supérieur & 4,
I’équation (22) posséde effectivement deux racines et pour = 2,
.3, 4, n’en posséde pas du tout.

Pour nn = 2, en effet, la racine « =: 1 est triple; la fonction ne peut
donc avoir plus d’une racine entre o et 1. Mais comme le nombre de
racines est toujours pair, ce nombre doit étre zéro pour 1 = 2.

Pour n =1, la racine « ==1 est au moins quadruple, et par consé-
quent la fonction n’a pas de racines.

Pour n=3, 4, ..., la fonction peut avoir deux racines. Sa courbe
représentative est de la forme

F fuln)

4

J

i
e

Fig. 6.

On voit immédiatement que la fonction I'(«, n) a deux racines si
son minimum en M est négatif et qu'elle n’en a pas du tout si son
minimum est positif.

Pour- trancher cetle question, faisons des talculs numériques et
établissons le Tableau des valeurs de IF(u, n) pour différentes valeurs
de u et de n. '
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‘n posant

$(u) =1—f(u)--u, .

il nous faudra étudier la fonction

(23) F(u. n)== u_’f —[f(.u) —_ ;It] |;4:(u,) - —'—]-

n n

En calculant f(u) et {(u) pour différentes valeurs de «, et en por-
tant dans la formule précédente, nous aurons le Tableau suivant des
valeurs de I°(u, n) :

R :—’—n () 7)1 10,3333, —,—; =0,7500, —;-' = 0,2000, ’—'l =o0,1667.
u. k=, =2 f (1), [1=f(e)-ee). I (u,3). I* ey 4). F(uw, 5). I (2, 6).
0,0...... 0,0000 1,0000 0,0000 0,2222 0,1875 0, 1600 0,1389
0,1...... 0,3162 0,542 0,1538 0,0730 0,0465 0,02%0 0,0063
0,2...... 0,4472 o0,5977 0,2023 0,035 0,0138 . —0,0009 —0,0153
0,3...... 0,3477  0,4939 0,2101 0,0290 40,0088 -—0,0048 —o0,0161
0,4...... 0,6325 o0,3888 0,2112 0,0138 60,0101 —0,0019 -—0,00Q(
0,5...... o,5071 0,3063 0,1957 0,0100 0,007 —0,00i9 —0,0034
0,6...... 0,7746 0,2338 0, 1662 0,00355 0,0068 +4-0,00)2 0,0013
0,7...... 0,8361 0,168 0,1322 0,0017 0,0035 0,0045 0,0033
0.8...... 0,8944 0,1074 0.0926 0,005 0,0032 0,0032 0,0029
0,9...... 0,9187 0,0513 0,0183 0,0008 0,0010 0,0011 0,00172
1,0...... 1,0000 ©,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

Ce Tableau montre d’abord que lorsque « variede o a 1, /(%) décroit

de 1 4 0 et Y(«) varie de o 4 o en passant, au voisinage de u = o, 3
! b 9 b
par un maximum voisin de o, 2161 et en tout cas inférieur & 2500.
Nous aurons donc, dans tout |'intervalle (o << u < 1),

(26) d (1) < o,2500.

'

Le Tableau montre encore que F(u, 3) décroit constamment
de 0,2222 4 0 sans accuser aucun maximum ni minimum.

Quant aux F(«, 4),.F(u, 5), ... et suivantes, elles accusent déja un
minimum au voisinage de
' «=—0,3
et un maximum aprés u = o, 5.

Mais le minimum de F(«, 4) est encore positif et la fonction n’a
pas de racines.
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En effet, pour que F(«, 1) puisse étre négative, il faut que les deux .
différences

(27) f(“)'-}l'z et 4,(“)_.‘_

n -
soient de méme signe.
Or, pour n = 4,

1
— = 0,2500
n

et la premicre des différences (27) est manifestement positive au
voisinage de u = 0,3; quant a la deuxiéme, elle est négative en vertu
de I'inégalité (26). La fonction F(«, 4) ne pourra donc jamais devenir
négative.

Par contre, toute fonction’

F(u, n), (n=23,6,7,...)

a deux racines, car son minimum est bien négatif. C. Q. Fu b,

11. Distribution des racines. - Démontrons maintenant la pro-
position suivante :
Si nous avons deux fonctions

F(u, n) et F(u, m)
et s1
n>im,

les racines de la fonction F(u, m) sont intérieures par rapport & celles
de la fonction F(u, n).

Pour le prouver, il nous suffira de démontrer que, pour toute valeur
de « annulant I'(«, m), la fonction F(«, n) est encore négative.

Soit u,, une des racines de F(«, m). Nous aurons

n

F(u,, m)= :—;%—[f(um) — %i] [q)(u,,,).-—- ’—:;] =o.

En remarquant que dans ce cas chacune des différences entre les
crochets est positive, et que

I 4
m<n, ;<;l, W, <,
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- Nous aurons, en rcmplaqant dans la formule précédente m par »,

0y = 22— | f ,,,>——][¢(um>——-]<o

¢. Q. F. b,
Par conséquent, en donnant & 7 les valeurs

n=35, 6, 7, ...,

nous aurons deux séries de racines de la fonction F(u, r) s'éloignant
d’un point moyen

v

w==0,3 ou méme k=o0,35,

et se rapprochant I'une de o et l'autre de 1.
Pour 1 = w, ['une des racines devient nulle et Yautre egale ai.

12. Figures infiniment voisines d’une couche eylindrique de
révolution. — A chacune des racines que nous venons de trouver
correspond une figure de bifurcation pouvant donner naissance a une
nouvelle figure d’equ1hbre

Comme a chaque racine £, correspond une seule valeur de n, la
couche déformante, tant extérieure qu'intérieure, sera de la forme

e=A,cosnb - B,sinn¥,
ou, en choisissant convenablement I'origine des arcs,

L, =¢psinnb,

De méme
{i==¢),sinnf,
ol
€, == Pntn
et
, 1
/'nl_”f(A ) — l n\/ll,,l (l’n)_" ;]l_j

. . .o 1
it comme pour loutes les racines u, la différence f(u,)— - est

positive, nous voyons que p, est toujours positif. Cela prouve que les

figures dérivées de toutes les figures de bifurcation sont toutes de

méme genre. Elles présentent une suite de renflements et de rétrécis-
Journ. de Math. (8* série), tome II, — Annic igig. h2
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sements successifs de la couche cylindrique, comme c'est indiqué sur
la figure 7 que nous avons faite en supposant 2 = 6.

---------

Q-

Si nous accentuons cette déformation, la couche cylindrique tendra
a se décomposer en n cylindres pleins.

Ce fait est analogue 4 la décomposition en petites sphéres de
Panneau dans I'expérience de Plateau.

Nous avons ainsi encore une analogie entre les figures d’é¢quilibre
d’une masse fluide soumise aux forces newtoniennes et de celle sou-
mise aux seules forces capillaires.

13. Conclusion. -- Nous nous sommes proposé d’étudier les
figures d’équilibre d’'une masse fluide ‘en rotation limitées par deux
surfaces différentes et ne se coupant pas, autrement dit, les figures
creuses, ayant un vide a l'intérienr. Nous avons vu que, parmi les
figures limitées par des surfaces ellipsoidales ou cylindriques du
second ordre, seule la couche cylindriquc de révolution présente ume
figure d’équilibre.

Cette derniére figure existe pour toutes les valeurs de la vitesse

angulaire entre o et y2=, et présente denx séries discontinues de
figures de bifurcation. Chacune de ces figures peut donner naissance
aune nouvelle figure d’équilibre du genre de la figure représentée sur
la figure 7.
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Si nous prenons, pour I’état initial de notre masse hqulde, la figure

d’une couche cylindrique correspondant &
")2 _ .

27 =00 o i =o0,54,
et si nous supposons que la vitesse angulaire décroit jusqu'a zéro, la
masse fluide passera par toutes les figures de bifurcation dans I'ordre
des n croissants, en commencant par la figure correspondant 4 n =5,
c'est-a-dire ayant cinq renflements.

De méme, si la vitesse angulaire croit jusqu’a \/‘2; la masse fluide
passera par toutes les.figures de bifurcation correspondant a la
deuxiéme série des racines de la fonction F(u, n) et toujours dans .
I'ordre des 2 croissants. La premiére figure que I'on rencontrera sera
encore une figure correspondant & n = 5 el ayant par conséquent cinq
renflements.

Mais si nous prenons comme point de départ un cylindre plein,
nous verrons que le cylindre plein ne pourra se transformer en une
couche cylindrique que pour la valeur maxima de la vitesse angu-
laire : '

w=y2T.

A partir de ce moment, la vitesse angulaire ne pourra que diminuer,
et par suite la masse fluide passera par toutes les figures de bifurcation
correspondant a la deuxiéme série des racines de F(u, n) dans le sens
inverse, c’est-a-dire dans 'ordre des n décroissants, en commencant
par n =®

La figure déformée correspondante aura une infinité de renfle-
ments, ce qui correspondra a la désagrégation de la masse.

Par conséquent, la masse liquide ne pourra jamais affecter naturel-
lement la figure d'une couche cylindrique, car avant de 'affecter elle
se désagreégera.

Cela tient a ce que toutes ces figures creuses sont évidemment ins-
tables.
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TROISIEME PARTIE.

Petits mouvements d’un ellipsoide fluide en rotation
autour de sa position d’équilibre relatif.

1. Historique. — La question des petits mouvements d’'une masse
fluide cn rotation autour de sa position d'équilibre est une des plus
importantes aprés celle de la démonstration de l’existence de ces
figures. Une fois complétement résolue, elle permettrait, en effet,
de résoudre toutes les questions relatives & la stabilité de ces figures.
Malheureusement, peu de mathématiciens se sont occupés de cette
question.

Poincaré, le premier, a étudi¢ le probléme des petits mouvements
d’un fluide autour de sa position d’équilibre relatif, et lui a consacré
un Chapitre entier de son Mémoire classique, Sur l’équilibre d’une
masse fluide animée d’un mouvement de rotation (Acta mathema-
tica, t. VII, 1885, n° 13).

[1 y traite d’abord un cas fictif ot le fluide homogéne est soumis aux
forces newtoniennes et & une force analoguc a la force centrifuge et
dont les projections sur les axes coordonnés s’expriment, par consé-
quent, de la maniére suivante :

a .’L’, p.),i Y 3z,

les coefficients a, B, ¥ étant choisis de maniére que la masse fluide
affecte la figure ellipsoidale comme figure d’équilibre absolu.

En admettant que le mouvementestirrotationnel, Poincaré suppose
que les déplacements de chaque molécule ¢, sy, 8z peuvent étre
considérés comme dérivées particlles d’une certaine fonction ¢ :

do do Jdo
oxr = - oy = = 05 == =L,

oz’ Y = dy ds

et 1l cherche  sous la forme d’une série de produits de Lamé
; p

’-."’—LZ'C’.I’RI‘A\‘[NV/',
i

£; étant des fonctions du temps & déterminer.
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I1 calcule la force vive de la masse fluide ainsi que la fonction des
forces, et, en écrivant I’équation de Lagrange, relative a %, il trouve
pour chacune de ces fonctions I'équation suivante :

C/ ci o (’H/ Rlsi
(i_tzl“ — VT -(TP—\/ b‘)(o’—c )("l—m)'

Une fois les %; déterminés, il détermine la surface libre. En supposant
que le déplacement d’une molécule quelconque estimé normalement
a Pellipsoide a pour expression

e = XA,'ZMINI,
il trouve, pour déterminer les coefficients A;, la formule suivante :

,dl
GNP = ).

A=

‘l\

A chaque déformation initiale simple, c’est-a-dire telle que le dépla-
cement d’une molécule est donnée par la formule

e = A[[NL'NI'.,

correspond une oscillation bien déterminée de période égale a

T_sz‘—.’\[(,) ] )(p —_C" )(é}[_—ﬁi).

an -+1

La surface libre reste donc toujours de méme nature. Toutes les molé-
cules de la surface ont un mouvement pendulaire de méme période et
synchrone. Au bout d’un temps égal a la période T;, la surface repasse
par sa position initiale.

Si la déformation initiale n’est pas simple, 'oscillation sera repré-
sentée comme une somme d’oscillations simples superposées.

Poincaré étudie ensuite le cas général et réel ou la masse fluide est
en rotation autour d’un axe fixe. Dans ce cas, en lenant compte de la
force centrifuge composée et en appliquant une autre méthode, il
obtient un résultat analogue. Il trouve que_toute oscillation peut étre
considérée comme le résultat de superposition de plusieurs oscillations
simples.

Nous reviendrons dans la suite & cette analyse pour montrer que ces
résultats sont inexacts.
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Quatre ans aprés (en 1889) ('), M. Love a repris cette question et
a appliqué I'analyse indiquée par Poincaré, mais avec d'autres nota-
tions, au cas d’un cylindre elliptique indéfini. Les résultats qu’il a
trouvés concordent absolument avec ceux de Poincaré. Mais ils sont
exacts, car son probléme, étant réduit 4 deux dimensions, il n’a paseu
a appliquer le changement de variables qui, 4 notre avis, a faussé¢ les
résultats de Poincaré.

La méme année, il a étudié les oscillations d’une enveloppe élastique
sphérique, remplie de liquide (*). Il a introduit dans ses calculs les
fonctions sphériques et obtient aussi des ondes régulicres.

Depuis, personne ne s’est intéressé & cette question et elle est restée
au point ot elle a été laissée par Poincaré. Malgré tout son intérét, ni
M. Liapounoff, ni M. Darwin ne se la posent.

Il y a quelque temps, nous avons essayé de résoudre cette question
par une méthode différente de celle employée par Poincaré; mais les
difficultés de l'analyse étant trop grandes, nous n’avons pu que
démontrer que 'analyse de Poincaré était inexacte et que les oscilla-
tions simples semblables & celles que I'on obtient en négligeant la
force centrifuge composée sont impossibles.

Nous commencerons par donner le résumé de la méthode de
Poincaré, ensuite nous montrerons qu’en admettant ses résultats et er
les appliquant aux cas particuliers, nous arriverons a des conclusions
impossibles a2 admettre.

Enfin, nous indiquerons I'inadvertance commise par Poincaré et
nous démontrerons I'impossibilité des oscillations simples.

2. Méthode de Poincaré (*). — Au n® 13 (p. 348 4 365) de son
Mémoire classique des Acia matliematica, Poincaré traite la question

(") Love, The oscillations of a mass of gravitating liguid in the forme of
an elliptic cylinders which rotates as if rigid about its axes (Ouarterly
Journal of Mathematics, vol. XXIII, 188g).

(?) The free and forced vibrations of an Elastic spherical Schell containing
a given mass of liguid (Proceedings of the London Mathematical Society,
vol. XIX).

(*) Pour faciliter les recherches, nous conserverons, pour indiquer les for-
mules, les numéros donnés par Poincaré au n® 13 de sun Mémoire.
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des petits mouvements d’un ellipsoide en rotation autour de sa posi-
tion d’équilibre relatif.

Il commence par écrire les équations générales de mouvement d’'un
liquide, sous leur forme habituelle; ensuite, en supposant que le mou-
vement est assez petit pour pouvoir négliger les carrés et les produits
des vitesses et de leurs dérivées par rapport aux coordonnées , y, 3,
et en tenant compte de la condition d’incompressibilité du liquide, il
ohtient I'équation suivante :

2 A 2
ois b désigne la différence V — p entre la fonction des forces V et la
pression p. :

La vitesse angulaire est désignée, comme toujours, par w; 'axe de
rotation est pris pour axe O3 et la densité du liquide est supposée
égale a 1.

Comme sur la surface libre la pression est nulle, on doit avoir

sur la surface libre du liquide.
L’équation (3), avee cette derniére condition, déterminent formel-
lement la fonction 4 et, par suite, donnent la solution du prohléme.
Pour résoudre effectivement ce probléme, Poincaré emploie I'arti-
fice suivant : il suppose que chaque molécule fait un mouvement pen-
dulaire antour de sa position d’équilibre et il représente les déplace-

ments ¢z, 5y, 53 de la molécule des coordonnées =, y, 5 de 1a maniére -
suivante :

-~ e hy y Y
o etttz oy = ey, 03 = ¢z

% étant une constante et %, v, 7 fonctions des coordonnées moyennes
%, ¥, 5, mais indépendantes du temps ¢.

Poincaré admet par la la possibilité des oscillations simples, ot
toutes les molécules ont la méme période d’oscillation.

En supposant encore que, dans ce cas,
!

A =l
i A T

4, ¢tant une fonction de i, y,  mais pas du temps, il trouve I'équa-
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tion suivante pour déterminer ¢, :

g % ()24/1 At 02 '| _

() Ozt T Gyt dy? + (l 72) EL
Désignons par

¢ = 0w cosa + 0y cosf -+ 05 Cosy

I'épaisseur de la couche qu'il faut ajouter 4 notre ellipsoide pour
obtenir la surface déformée a I'instant ¢; et supposons que, pour /=0,
e soit développable en une série de fonctions de Lamé

(a) go=Ecosa-+ncosP -+ {cosy = ZALIM, N,

o, B, v étant les cosinus directeurs de la normale. Alors
e==eMEALIMLN,

. et le potentiel a la surface libre sera

1S, RS,

—_— ine
Voz=— ine™ A, ( 3 D1 -

)M
car la surface primitive était d’équilibre.
La condition sur la surface libre devient alors

K,Si WSy

- ' \ .
() = Am A (S - BN,

La formule (&) se transforme et donne finalement

0 2[5 -3 e (-2l

dz p* = dy (p*—0%) @ ds Mgt
| ’ 7 I,“-—"L”
+m{££_w )]’ A Lt S T W
dy 0*  dx p*— 1P oVer—biypi— ¢

La fonction ¢, et les coefficients A, sont déterminés par I'équation (4)
et les conditions (5) et (6), qui doivent étre vérifiées sur la surface
libre.

Ensuite, Poincaré pose

I— — =75, 52738
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et considére deux ellipsoides :

? Y 52 selline ,

(E) o + P 7t P =1 (Vellipsoide de départ),
z? _yz T?;?

(EI) )

— 4+ —+ -- .
P2 . P’.__ b'z r,:! — (,'2 N

et il fait suivre du signe () toutes les quantités relatives & (15).
La fonction ¢, devient une fonction harmonique des variables
(x,y et 5'), et, par suite, peut étre représentée par une somme de

produits de Lamé: .
Ly == D, I M NG

Puis, en posant

D) i

il démontre, en transformant (E) et (E’) en une méme sphére, qu’un
produit de Lamé M'N’ sur (15') peut &tre représenté sur () par une
somme de Lamé du méme ordre :

(7) M \,/_—LH/ ,/M/Nk

A P'aide de cette formule, il développe en série de M, N la fonction ¢,
et la partie gauche de 'équation (6) et obtient les équations sui-
vantes : '

R,S RS, X
A Y1 ek _
(8) '*‘TEA/C ( 3 2/: +_"l:> ———-2 l);, “/.'(,R(/’
2__ )¢
(9) Auh(for— 1) Z n,,nM L )WE D, Gy

VeV —o .

ot G et By, sont des constantes connues.

Ces deux systémes d’équations donneront les valeurs des A;, D,
et A. Pour les résoudre, on suppose d’abord tous les A, et D, nuls,
sauf ceux qui correspondent a4 des fonctions de Lamé d’un certain
ordre, d’ordre n par exemple. Il y aura 4n -+ 2 équations linéaires
homogeénes. Si la solution en Ay, D, existe, le déterminant est nul. Fn
I’écrivant, ‘on a une équation pour déterminer A. A chaque racine
réelle de cette équalion correspondra une oscillation avec la période A.
Si toutes les racines sont péelles, la figure de départ est stable.

Journ, de Math. (8¢ série), tome II. — Année lg)’lq. 43
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3. Conclusions impossibles & admettre. — Nous voulons montrer
'qu en admettant les formules de ce Mémoire, on arrive 4 des conclu-
sions impossibles. En effet, considérons un elhpsolde de bifuarcation,
déformons-le en lyi ajoutant une couche le transformant en une figure
d’équilibre infiniment voisine et laissons-le sans vitesse initiale. Dans
ce cas, la formule (A) s’écrira

geosa+ncosP+ Lecosy =A,IM;N,

et la formule (5) deviendra

R 51 - ]‘/‘Sk A

b=—4mAy (T 2n+l)M/,.N/‘:o.

Par conséquent, ), sera identiquement nul sur la surface libre (ce
qu’il fallait prévoir, car la figure déformée est encore d'équilibre).
Nous concluons de 14 que tous les D, sont nuls. L’équation (9) nous

donnera alors :
Ad(fw?—A2) = o,

et, comme A, =~ o, on aura trois racines pour A :

1. =o, r==x20.

Le liquide pourra choisir entre le repos (A =o0) et un mouvement
d’oscillation de période 2w ou — 2w (?), ce qui est manifestement
impossible. Si nous faisons le méme calcul dans ’exemple que donne
Poincaré sur Dellipsoide de Maclaurin, nous trouverons \ indéter-
minée.

Inadyertance de Poincaré. — Ces résultats bizarres ont pour
cause une inadvertance qui s’est glissée dans ce Mémoire et qui n’a
pas encore été remarquée. Je signalerai d’abord le changement de
variables que fait Poincaré pour ramener lequanon (K ) a la forme
canonique. Il pose en effet

b

I
%

>
~

™
O

¢y c et T étant des constantes et p la méme variable. Dans ces condi-
tions, la transformation est absolument impossible. Ce n’est pas une
faute d’impression et p est bien le méme dans les deux parties-de la
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formule. Cela devient évident si nous considérons les formules 4 I'aide
desquelles Poincaré transforme (E) et (E’) en une méme sphére.
Il pose

!
-~
& 5

X = —_J — —
e e T e
On voit donc bien que ¢ est le méme dans toutes fes formules.

Une autre remarque non moins importante estla su1vante :

V — p étant une fonction linéaire des déplacements 2z, Sy, &3 (s'ils
sont petits) n’est pas homogéne par rapport 4 ces derniers, car elle
' posséd. une partie principale, indépendanle de S, Jy, &z, 4 savoir: la .
valeur de V — p relative & Dellipsoide non déformé. Par conséquent,
en posant sz = ¢™%, ..., on n’a pas le droit de poser

¢ :em%
En conservant les notations, il faudrait poser
'.!J — “!JU+ ei‘/-lv]bl’

¢, étant une fonction connue de ., y, 3, constante sur la surface de
Iellipsoide L.

8. Impossibilité des oscillations simples de I’espéce considérée. —
Cette remarque conduit naturellement & la conclusion de I'impossibi-
lité des oscillations avec une seule période commune & toutes les
molécules. )

En effet, les équations générales de I'Hydrodynamique sont :

du ay -
. U G+ 209 = Pk

dp Jdb

;17 — 200U = ay’

hy 0'

n ~ s

Avec les notations admises, on aura

dox ddy daos
U=—) p== y =

dt dt ’ dt

En remplagant oz, dy, 55 par leurs valeurs et en les portant dans les

~
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équations m-dessus on aura
! .
(——-gl +2wikn — gl”) i — ()%,
dx ox

! .
(‘___ NI — 2(,”')\2-—- %%) et — %‘%’

<—' $2 — 9% ) ¢ = ()410,

et, comme Y, est indépendant du temps, ces équat’ N
ment impossibles. Donc le mouvement d’oscillatic. . - .. i g
ce cas impossible. C’est ce (ue nous avons vou!*

6. Conclusion. — 11 se pose maintena. S
nature sera alors l'oscillation d’une masse t
susindiquées? Car si lafigure de départ est
auront lieu forcément. 1l est évident aussi que, s1 .
que des petits mouvements, l'oscillation de chaque
séparément, ne peut étre que simple, pendulaire. Nous pou..
poser '

’,

o = e¢, R

seulement A sera unc fonction de coordonnées et non une constante.
Chaque molécule oscillera pendulairement, mais la période d’oscilla-
lion variera d’une molécule 4 'autre. Nous n’aurons pas d’ondes régu-
litres, mais la surface libre se déformera (:)Ltmuellement et mne
-reprendra jamais sa forme primitive.

— e G t———



