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sSUR l,’lTl"JliATIO,\‘ DES FONCTIONS RATIONNELLES,

MI . . se . . . , g
émowre sur itération des fonctions rationpelles '

Pig Gasron JULIA.

INTRODUCTION, .

Le Mémoire que je soumets-au jugement de ’Académic est consacré
a l'étude de I'itération d’une fraction rationnelle, z, = =(s), dans tout
le plan des =. Il n’y avait sur ce sujet, hors I’étude locale, que deux
Notes de M. IFatou aux Comptes rendus de I Académie des Sciences
du 15 octobre 19o6 et du 21 mai 1917. Les résultats qu’il donne, fort
intéressants, ne sont que des exemples «qui utilisent des propriétés par-
treuliéres de la fonction a étudier. On verra que ces exemples étaient
lesplussimples qu’on putimaginer. J’ai tiché, dans ce Mémoire, prenant
une fraction z(z) quelconque, de donner des propriétés (ui fussent
indépendantes de telle ou telle de ses particularités.’ai voulu descendre
du général au particulier, et je n’ai donné des exemples que pour
montrer la riéalisation des possibilités qu’une analyse, stricte et avare
d’hypothéses « priori, me révélait. L’Académie estimera si j’ai réussi.

e mon point de vue, c’est une élude plus qualitative en quelque
sorle que j'entreprenais. Je cherchaisa discernerquelles pourraient étre
toutes les circonstances susceptibles de surgir. On verra, dansla suite,
(qu’un grand nombre étaient ignorées jusqu’a ce jour. Je n’ai pas la certi-
tude de les avoir toutes épuisécs, faute de temps et aussi de connais-
sances. Avant tout, il fallait montrer, par des exemples, que les
possibilités révélées par I'analyse étaient effectives. Les exemples que
j’ai donnés, nullements artificiels et toujours choisis pour éclairer une
idée, j'ai voulu aussi les étudier 4 fond. Celte étude n’a pas él¢ infruc-
tueuse, comme le montreront, je I'espére, les exemples des deuxiéme,
troisiéme et quatriéme Parties de ce Mémoire. Mais elle a été longue,

(') Mémoire couronné par I’Académie des Nciences de J’aris : Grand Prix des
Sciences mathématiques, 1918,
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ct mon temps était court. Il reste des questions a traiter. Je les indi-
(uerai chaque fois que je le pourrai, sans étre trop long.

La question qui domine cette étude est la suivante : unpoint = élant
donné dont les couséquents 3,y z,, ..., 3,y ... forment un enseinble ¢,
yuelles sont les propriétés de Uensemble o | déricé de U ensemble e.
J.’¢tude locale avait abordé des cas oui ¢’ sc composait d’un point ou
d’un nombre fini de points (point limite & couvergencc réguliere, el
groupe circulaire Ilmue) Plus gencralcment, £ étant un point de .
un point limite de pomts de e, jai cherché dans quel domaine s pou-
vait varier de facon que T vestit fonction analytique de s, sans singu-
larités essenticlles. Les exemples connus montraient que I pouvait
étre une constante dans une région du plan des = et une constante diffé-
rente dans d'autres régions. 1 fallait voir quels étaient les ensembles
séparateurs, c'est-a-dive I'ensemble de points tels que, = franchissan
1n tel ensemble, S cessdt ’Elre fonction analytique de =, 11 fallait
chercher les singulurités essenticlles de € considéré comme fonction
de 3. Clest l’objet dela premiérc Partie de cc Mémoire.

M. Fatou avait montré sur des exemples ( 15 oclobre 19go6) que cel
cnsemble des singularités pouvait étre parfalt discontinu, ou continu
linéaire. Dans tous les cas, il contrnail tous les points = ==72,(3)
oit|7,(3)[>1.

Je résolus d’étudier a privri, dans le cas géncéral, ensemble 12 des
points 5 == 5,(3)(p=1, 2, ..., ) pour lesquels |3, (z)>1. Cétlail
un ensemble dénombrable. Les travaux de M. Montel sur les suites
normales donnaient immédiatement des propriétés simples pour tout
point P deE. Dans tout cercle de centre P, les fonctions 3(=),
©,(3)r ooy 2a(5), ... |ilérées indéfinies de 9(3)| prennent a partir
d’un certain rang toutes les valeurs complexes, sauf deus: au plus
et les cas oi les valeurs exceplionnelles sont une on dews: sont définis
netiement. La comparaison de ce résultat avec le théoréme classique
de M. Picard sur les points singuliers cssentiels me conduisait a penser
que I'ensemble k, avec, naturellement, son dérivé 1, constituait I'en-
semble des singularités que je cherchais. Je reconnus que K’ contenait 1,
vt que K dtaie parfail : tout point de E' posséde d’ailleurs la propricté
que nous venons de reconnailre aux points dc K, et cette propriélé
raractérise les points de E', Yétudiai le structure de ¥ sans aucunc
hypothése restrictive ¢ priori. E’ pouvait étre discontinu, ou conlinu
linéaire, ou continu superficiel. Je montrai facilement les deux
premiéres possibilités surdesexemples, et pourla troisiéme, je montrai
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que I’ ne pouvait contenir une aire planc & deux dimensions sans
contenir tout le plan. Par comparaison des éléments communs & la
question présente et i celle qui vise la disconlinuité propreouimpropre
des groupes automorphes dans le plan, je fus corduita penser que cette
derniére éventualité pouvait se présenter, mais jen'ai pas réussi 4 la réa-
liser dans un exemyple; les analogies sur lesquelles j'ai insisté prouvent,
a tout le moins, qu’on ne pourra rejeter la possibilité pour 1% de recou-
vrit toutle plan que par une démonstrationrigoureuse. Je n'ai pas réussi
i la dooner. En sorte que, sur ce point, je reste dans lc doute. J'ai
donné des critériums qui permettent, en pratique, de reconnaitre les
cas usuels ol K’ n'est pas linéairc ou disconlinu, et j’ai montré
comment la structure de VW oest la méme dans toutes ses partics.
Jai montré aussi, en particulicr, sur les exemples de M. I“atou, com-
ment la connaissance de propriétés parliculiéres de 7 () pouvait
¢tre utilisée a étudier la structure .

Passant ensuile au cas oli ¥’ ne contient pas Loul le plan, je montrat,
ct c’est fondamental, que, dans toute région ) ne conlenant aucun
point de ¥/, la suite des ¢,(5) est normale, ct par suite ot point
limite L de conséquents de = st fonction analytique de s dans 1.
Lec résaltat cherché ¢tait donc acquis.

Tout point limite T de conséquents de s est fonction analytique de =
tant (ue s ne rencontrc aucun point de 'ensemhle ¥\ Lensemble 1
constitue done bicn U ensemble des singularitis essentielles powr toute
Sonction limite de fonctions cctrailes de la suite de 3,(3). Celle
remarque rapproche du théortme de M. Picard lc théoréme que j’ai
démontre sur les valeurs exceptionnelles de la suite des o, (5) aulour
de tout pointde I¥'. La question posée se trouvait donc théoriquement
résolue : si 'on considere les diverses régions que E” délimite dans le
plan (il n’y en a qu’une si I% est partout discontinu) et si 'on connait
Vallure de la suite des ¢,(=) dans une partic arhitrairement petite de
chacune de ces régions, on connaitra cette allure dans chacune des
régions considérée dans towle son etendue ; le probléme revient a celui
du prolongement analytique, loute fonction limite de fonctions 2,( )
étant analytique dans toute I'¢tendue de la région considérée. Jai
dit tout l'essenticl de la premiére Partie de mon Mémoire. Elle est
d’ordre tout a fait géndral, comme on I’a vu.

Mais c’est la une solution t/idorique—et 1'on sait que ces solutions ne
satisfont jamais pleinement. Poincaré disaitavec beaucoup de finesse :
« Il n’y a plus de problémes résolus et d’autres qui ne le sont pas; il
y a seulement des problémes plus ou moins résolus, etc. »

Journ. de Math. (¢ série), tome 1V, = Vasc. 1, 1918, 7
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Cet ensemble I qui, Lhéoriquemcnt, est bien défini, a l'aide de I
dont la construction point par point exige déja la résolution d’une
infinité dénombrable d’cquatnons algebmques, il fallait voir d’une facon
nette ses propriétés géométriques. Cela n’est possible tout i fait que
dans des cas extrémement particuliers comme celui des fractions &
cerele fondamenteal. Dans la plapart des cas, il fautse résigner a moins
de précision. Il en est de méme pour I'étude de loules les fonctions
linites de la suite des ¢, () dans une des régions de plan que déli-
mite IV, Jen'ai pula faire qu’a partir de 'étude locale entamée par
mes prédécesseurs, mais au prix d’hypothéses supplémentaires. Jai en
cffet appliqué, dans la deuxiéme Partic de ce Mémoire, les résultats
généraux obtenus dans la premiérc, a Pétude de la convergence

régulicre on pwr/od///ue vers in po//zt ou un groupe cire ulrm & /m////'
|c est-a-dire les points ;= 2(0), |7 (C )| <1 ou les groupes 5, %, ...,
Comyy définis par {=19,(0),% =12, |2, (0)I<1]. Supposer
I'existence d’un tel point ou d'un tel groupe, est une hypothése sup-
plémentaire, car on peut facilement construire des fractions 7 3)
pour lesquelles toute racine de z=2(3) rend |7 (z)|>1. Jen'ai
cependant réussi, ni a construire une fraction pour laquelle
toute racine de s =,(z) rend |7, (z)|> 1, quel que soit p,ni a
montrer (ue pour toute fraction 4 (z) il y a nécessairement unnombre p
et une racine de I'équation 5 =7, (=) qui rende [z, (z)[<1. Il est
facile, en prenant une fraction siNcuLikre 4 cercle fondamenial par
exemple, fraction pour laquelle le point-limite unique pour tout le
plan, sauf E' est un point de 12, de vérifier u’on peut avoir, pour toute
racine de s = ,(3), | %,(z)| 21 quel que soit p (mais, dans le cas
cile, il y en a une pour laquelle 2'(3) =1).

Mais, en admettant D'existence d’un point-limile ou d’un groupe
circulaire Jimite (ce qu'il est facile de reconnaiire dans chaque cas
particulier), on peut rechercher quel est le domaine de convergence
vers ce pomt ou vers ce groupe, c’est-a-dire 'ensemble des points dont
les conséquents tendent réguliérement vers le point-limite ou, pério-
diquement, vers les points du groupe circulaire limite. On montre que
tout point limite, ou tout point d'un groupe circulaire limite est inté-
rieur a une région R d’un seul tenant limitée par I'ensemble L' () (je
veux dire que tous ses points frontiéres sont pointsde E') dont tout point
intérieur a des conséquents qui tendent réguliérement vers le point-
limite ou, périodiquement, vers les points du groupe circulaire limite.

(') Ici i ne peut étre que continu linéaire, ou discontinu,
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Rserale domaine immédiat de convergence vers le point-limite; pour
les groupes limites, I'ensemble des p domaines R relatifs aux p points
du groupeserale domaine immédiat de convergence vers le groupe.

(’est un résultat capital que tout domaine immédiatde convergence
vers un point on un groupe limite rontieni un poinf critique de la.
/u//wl/'un V() inverse de o (), point qui est conséquentd’un point ol

' (3) == o également contenu dans le domaine immédiat considéré.
l) on la /rm/lul/on dw nombre des points ot des groupes circulaires
limites poter wne frac lion l/ur'l!'om/m’

Mais le domaine total de concergence, vers un point ou un groupe
limite, peut étre plus ¢tendu que le domamc 1mmed1al, il se compose
alors d une ////1/1/[(' de régions séparées, sans connexion entre elles,
s('[)(uw'? par 1, toutes limitérs par des points de ¥ Toules ces
régions sont antécédentes successives du domaine immédiat et le
(lOlH(ll/l!.‘ totul de convergence vers un point ou un groupe limite «
pour fronticre lowd Pensemble 1

Il est facile, en étudiant la connexion d’un domaine immediat, de
prouver qu'il est simplement connexe ou d'un ordre de connexion
infini. On en déduit, entre aulres conséquences, que, dés que [o
nombre des points linetes dépasse 2 (chaque point d’nn groupe circu-
laire limite comptant pour un dans ce nombre), «n de ces points au
plus aura un domaine total, dun seul tenant, confondic acee son
domaine immédiat, tons les auires ayant un domaine total forme
d’une infinité d’aires. La considération de la surface de Riemann
a ded (z)esticifort utile. Itle permet de se rendre comple des raisons
naturelles de toutes ces particularités. File explique aussi la simplicité
des résullats fournis par M. Faton dans ses deux Noles de 1906 et du
21 mai 1917, On traite aussi des cxemples simples ¢t déja trés géné-
raux, assez vari¢s. Puis on donne des exemples de circonstances nou-
velles :

-4 "'

. ) . . I3 ~ b <
A. Domaine total & unc infinité de picces: 1° 5, = ————= pour

lcqucl on étudicd fond le g groupement de ces domamcs et la distribu-
tion de I dans le plan; 2° I,'(emples tirés de la régle de Newton.
B. Pourla connexion des domaines immédiats, exemple
Rt -4 ~37

et —7’1:\ ’T—"’,(l—, -E,—Il‘l.— 3
2] N

ol pour A aszez grand, le domaine R & connexion infinie est Tinité
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par une infinité de continus linéaires distincts, deux & deux extérieurs.

C. 3,= 5*— 2 qui prouve que IY' pcut olrc un continu linéaire non
fermé : le segment (—- 2 + 2) de 'axe réel, par exemplc Il prouve
aussi qu’un point critique de (=) ainsi qu’un point ol ¢'(:)=o
peuvent étre des points de .

Dans la troisiéme Partie, qui utilise les résultats de la deuxi¢me, je
me suis plus spécialement attach¢ & éclaircir la nature de 17, lorsqu’on
reconnait gne c’est un continu lincaire. M. IFatou, en 16, s’aidant
de considérations sur les équations fonctionnelles, donnait I'exemple

343t

ol I n’était pas unalytique; encore fallait-il en avoir une

~
raison plus géométrique, indépendante des équations fonclionnelles,
et voir pourquoi It' n’¢tait pas analytique.

Je donne des exemples trés généraux on, 4 I'aide d’hypothéses sur
u(z) qui sont des inégalilés, je réussis & montrer directement que I
est une courbe continue de Jordan fermee et simple. [l en est ainsi

+ 3t T -
pour 'exemple 5, = — en particulier. Sur cetle courbe de Jordan,

les points de I, partout denses, sont, en général, des points ot la

courbe 1’a méme pas de tangente. [ 1 suffit qu’en ce point z == 7,(5),
! M ' . »

¢,(3) ne soit pas réel, [?our‘qu’on puisse affirmer 'absence de tangente;

c’est bien la le cas géncral. |

— 5433

Pour d’aulres exemples, z,= en parliculier, je montre

12

que [ est une courhe I' continue, fermée, représentable par
vz f(0), y=g(1),

[et g étant conlinus dans (tf{f//, mais ayant des points doubles par-
lout denses sur elle-méme:, formée par la réunion d’une infinité de
courbes = (') dont chacune est une courbe de Jordansimple fermee,
tout point d’une courbe ¢ élant point limite de courbes = qui sont
extérieures a celle que I’on considére, et dont les dimensions tendent
vers zéro. Je donne d’ailleurs (2¢ Partie) un schéma qui permet de se
représenter une telle courbe T

Enfin dans la quatricme DPartie, j’ai étudi¢ complétement les con-
vergences singuliéres vers un point-limite singulier

t=u(D), () =¢€"

(*) Et par les paints limites de ces courbes <,
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ou vers un groupe singulier issu de

::?11(.:)' ?'I’(:)=(,if)’

O élant récl et commensurable & 2%.

Un tel point { est toujours de I’ mais cst limile des conséquents
des points d’un domaine R, contigu & ¢, limité par 1. R s’appclle
domaine immdédiat de convergence vers  (méme chose pour un
groupe limite singulier). J’étends la notion de domaine total et je
donne des exemples ol ce domaine total compte une infinité d'aires,
|2 étant courbe conlinue a points doubles partout denses sur elle-
méme (3,=73s+ ') comme dans lexemple 3, = :il;.'.ff Le
domaine immédiat contient toujours, ici encore, un point critique
de 4 (z).

J'ai été moins heureux dans1¢tude des points
I=9(0), S()=e"

lorsque  est incommensurable & 27, et je n'ai pu que réduire les pos-
sibilités 4 deux qqui, pour un exemple donné, s’excluent mutuellement.

1" Ou bien T west pas de V5 alors ¢’est un centre, il est intérieur
icune région R (') du plan, limitée par 12, sillonnée de courbes ana-
Iytiques qui entourent %, conservées par 3, = 3(3) et sur chacunc
desquelles les conséquents d’un point de cette courbe sont partout
denses. Alors aussi I'¢quation de Schra:der

Pl 2(s)] = &1 (3)

a une solution holomorphe dans tout R. 7 #’esi point Limite pous les
conscéquents d’aucun point du plan.

20 Ou bien L est de 17, et 'on peut le reconnailre 4 ce que c’est un
point limite pour les conséquents d’un point critique de la branche
de U(z) qui égale T au point .

Je n'ai pu former d’exemple de fonclion rationnelle % (z ) ni pour 1°,
ni pour 2". Je reste donc ici encore dans le doute. Si la premiére pos-
sibilit¢ pouvait se trouver vérifiée, on aurait un exemple ou la suite
des ,(z) admet dans Il une fonction limite won constante; par

(") R, ni aucune des régions antécédentes de R, ne doivent alcrs contenir de
1 ST (-
point critique de b(=).
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exemple, 5 serait limite de fonctions ’.’a,,( Y 2,.(3), ..., d'indices
convenablement choisis, de facon que "% o ", ... lendent vers 1.
Dans Tt on aurait un doveloppcmenl de s en s¢rie de fractions ration-
nelles qui convergerait uniformément dans loute aire intéricure & R.
Ce sont la des résultats connus de la théorie des fonctions, mais inté-
ressants 4 relrouver ici.

I reste, on 'a déja vu, bien des quesuons a traiter. Jaurais pu
aussi apphqncr les rcsultals obtenus ici aux ¢quations fonctionnelles
bien connues depuis les travaux de M. Kaenigs et de ses successeurs.
Cela sortail de 'objet propre de ce Mémoire qai est I'¢tade de I'ité-
ration elle-méme : peut-tire reviendrai-je ultérieurcment sur les
questions ainsi laissées en suspens.

Préliminaires.

Taurai hesoin, dans le Mémoire qu’on va lire, de certains résultats
de la théorice des fonctions ui ne sont pas tous classiques cl dont la
plupart sont, & I'heure actuelle, disséminés dans diverses revies ou
publications mathématiques. Je vais donc, dans ces préliminaires,
rappeler ces résultats en renvoyant le plus souvent aux Ouvrages ori-
ginaux pour leur démonstration. J'ajouterai aussi quelquefois et plus
particulicrement aux paragraphes 4 et & qui traitent de diverses
questions de représentation conforme, certaines modifications ou
additions aux résultals connus jusqu'ici (ui me seront utiles dans la
suile. J'ai pensé¢ quainsi se (rouverait allégée Pexposition du
Mémoire, et plus facile & suivre le développement propre de la ques-
tion qu l| traite : itération des fractions rationnelles.

L. Rappel de résultats connies sur Uitération en géucral (Vaoir
Koexias, Aunales de I'Ecole Normale supéricure, 188 , Supplément
n® 2 et n® 24, 25). — 1° Ni 4(z) est une fonction analy tulnc de z dans
une région R du plan qni contient une racine { de I'équation

’l)(')—-:‘ﬁ’:()

pour li %)} < 1, 0n peul entourer Zd’un cercle C, de centre ?
de rayon assez petit ¢ tel que, si |3z — 7| < ¢, onait aussi

vy =<y,

IT étant un certain nombre positif compris entre o et 1.



SUR L ITERATION DES FONCTIONS RATIONNELLES. 55

{est dit point-limite & convergence réguliére, car les conséquents
d’un point z quelconque intérieur i (.

[si=o03), ooy 5i==2(30)s oo ]

tendent vers £ et vers { seulement.
2" Supposons que dans la région Rou 4 (= ) estanalylique, on trouve
un systée de » pomts dlSllﬂClS 5%, 'C., cvvy enmy Ui soitun groupe

cirenlaire lanile, cest-a-dire tel que

( ). i 9(:1)::?2(:), oy :u-l'—:?(:u»»;’):?n 1(:)’
'—'--",4( o) = (%) avee P9 (9 05y s Y << (),

f.es 2 points sonl permulés circulairement par [z, 2(3)]. On
démontre que tout point {; du groupe est le centre d’un cercle C, a
Pintéricur duquel

14,,1..)

i<,

Il, étant entre o et 1, 'l

On peut aussi entourer chacun des J; d’un cercle C, assez petit,
intéricur & C,;, tel que si s est inlémeur a G, ses conscquenls Iy
I.y eeey T4-, SOlCNL lespecuvcmcnt a lintérieur de C, |, C. 0y ... €,
pris dans Pordre circulaire a partir de C,,. Si alors on part d’un
point = intérieur & C), on revient avec =, dans C, et & une distance
de {, inférieure & celle de z a4 3| |5, — {| <H,|z - {|]; puis les points
Z,4ty Su+2y .. tomberont comme s,, 3,. ... dans les cercles C, |,
Ciyay ... mais plus pr«Ls de §\yy Cipay - oo que 3,, 5y, ..., Les points z,
T4y Ty .- auront J, et 3 seul pour limite; les points =, =
auront J;,, pour limite, etc.

La suite 3, 5, 7,, ... convergera donc périodiquement vers chacun
des points 7, du groupe circulaire limite.

u+l, ‘2/11»]’ e

2. Les familles normales de fonctions analytiques. — Celte
notion a ét¢ introduite par M. Montel, dans différents Mémoires parmi

(') On pose d'habitude

A2 =%:(3),  wlelsf=ole(a)] =o(s), ...
el Fon a
9, (3)=0¢(5) X %'(5) < &' (Fa-q)s

Sy« ooy 3,0 Clant les conséquents d'ordre 1, 2, ..., (2 —1) de 2.
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lesquels je citerai sa thése, et deux Mémoires parus dans les cfwnales
de ' Ecole Normale s’upﬂuumc en 1912 et 1916, Llle s’est montrée
féconde dans plusieurs (uestions de théorie des fonctions traitées par
divers auteurs et par M. Montel lui-méme dans les Mémoires précé-
dents. On verra dans la premiére Partie de ce Mémoire que celle
notion m’a été trés utile.

M. Montel dit qu'unc famille de fonclions analytiques est uormale
dans un domaine D, si, de toule suile infinie de fonctions de cette
famille, on peutextraire une suite nouvelle convergeant uniformément
a l'intérieur de D.

Il démontre (§ 2 4 6 du Mémoire de 1916) qu'une famille (17) de
fonctions /(=) bornées en cc point, posséde, si elle est normale, les
propriétés suivanles :

1” Les fonctions sont bornées dans 'intéricur de 1).

2 Les fonctions sont ¢galement continues dans P'intérieur de 1.

3° Les fonctions /() — « ont, pour chaque valeur de @, un nombre
fini de zéros & l'intérieur de D), si @ n’est pas une fonction limite.

Les fonctions bornées dans leur ensemble dans intérieur d’un
domaine D forment une famille normale. Une famille de fonctions
holomorphes dans le cercle de rayon 1, & I'intérieur ducuel elles ne
prennent ni la valeur o ni la valeur 1, est unc famille normale [§10].
Les valeurs exceptionnelles o et 1 peuvent étre remplacées par deux
aulres valeurs finies distinctes quelconques.

Dans le Chapitre 1V de son Mémoire de 1916, M. Montel cnvisage
les familles normales de fonctions méromorphes, qui sont pour nous
les plusintéressantes. Une famille (I7) de fonctions /(s) méromorphes
dans un domaine D est dite normale, si, de toute suite infinie formée
avee les fonctions de la famille, on peut extraire une suite nouvelle
convergeant uniformément, dans le domaine ouvert ), vers unc
fonction limite. Cette fonction limite est une fonction méromorphe
qui peut, dans certains cas, élre une conslante finie ou infinie (§27
et 28 du Mémoire cité, ot la convergence uniforme est bien définie).
Au paragraphe 31 on trouve le théoréme fondamental : Les fonc-
tions f(z) méromorphes dans le domaine D oi clles ne prennent
jamats les valeurs distinctes a, b, ¢, forment une famille normale.

Aux paragraphes 33 et 34 on voit que, si les fonctions méro-
morphes d’une famille normale sont bornées en un point P du
domaine D, il existe un cercle (¢) de centre P tel qu'aucune des
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fonctions de la famille n'ait de pdle 4 I'intérieur de (c). D’autre part,
si D’ est un domaine complétement intérieur & D et contenant P, le
nombre des poles de chaque fonction contenus dans D’ est inférieur
4 un nombre fixe.

Je rappelle enfin qu’au Chapitre 111 du Mémoirede 1912, on trouve
quelques intéressantes propositions sur la convergence des séries de
fonctions holomorphes, qui sont toutes déduites du théoréme fonda-
mental suivant (§ a0).

Soit une suite infinie de fonctions

/l(:')s fﬂ(s)a oy 'fn(“)x

holomorphes dans 1 et appartenant & une famille normale dans ce
domaine.

1* Si la suite converge en une infinité de points intérieurs dans leur
ensemble 4 D (1), elle converge dans tout le domaine;

2" Si la suite converge dans 1), la convergence est uniforme dans
Pintérieur de D,

o. Rappel de notions sur les ensembles de points. — On trouvera
ces notions dans 'article de I'Encyclopédie francaise des Sciences
mathémaiiques sur les ensembles de points, rédigé par M. Zoretti
(t. IT, vol. 1, fasc. 2) sous la rubrique : Structure des ensembles
- fermes (8 10, 11, 12, 13, 14).

On y verra ce qu’est un point intériewr a un ensemble, ce qu’est
un ensemble hien cnchainé entre dewr de ses points, ou d’un seul
(enant entre ces points, un domaine ouvert (domame W), une
courbe de Jordan, etc.

Un point intéricur 4 un ensemble est tel que tous les points d’un
cercle de rayon assez petit, ayant le point pour centre, appartiennent
4 'ensemble. Les points fronticres de 'ensemble ne sont pas inté-
rieurs. Un domaine ouvert (domaine V) est un ensemble tel que :

1° Tout point de I'ensemble est intérieur a I’ensemble ;
2° Deux points de'I'ensemble peuvent toujours étre joints par une
ligne brisée dont tous les points appartiennent & I'ensemble.

Un ensemble bien enchainé ou d’un seul tenant entre deux de ses

(') Clest-a-dive ayant au moins un point limite intérieur 3 D.

Journ. de Math. (7° sévie). lome IV, — Fase, T, 108, 8
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points-est tel que, quel ue soit ¢ positif donné, on peul trouver unc
succession de points de I'ensemble commencant el finissant par les
deux points donneés, ct tels que la distance de chacun au suivant soit
inféricure i ¢. .

Ine ligne de Jordan simple est le lien des points définis par des
¢quations telles que

z = f ). = (1) CRYET
ofi I'on n'a jamais simultanément

Say - fih),  glay=g(h),
sauf pour « = /.
C’est une ligne continue sans point double.
I\lle est fermdée lorsque les égalités

Sla)=[(h). g(ay=g(h)

sont possibles simultanément pour @ = o0, h=:1, et pour ces valeurs
sculement,

M. Jordan a démontré ce résultat fondamental qu’unc telle ligne
fermée C divise le plan en deux régions, une dite /niéricure, 'autre
dite extéricure 3 G, et ’on ne peut tracer une ligne de Jordan simple,
unissant un point extcmour a un point intérieur qui ne rencontre la
courbe C en un point au moins.

1

4. La représentation conforme des domaines simplement con-
neaes sur Uintériour d'un corele, P ()])owlums diverses surlarepri-
sentalion conforme. — On a souvent & considérer dans la théorie des
fonctions des domaines ui se recouvrent eux-mémes & la facon des
surfaces de Riemana.

Dansson Mémoire Sur Lwniformisation des fonctions analytiques
(Acta, t. XXXI), Poincaré les définit d’une facon bien précise (roir§ 2,
définition des domaines D) de proche en proche par la méthode du
prolonfrcment analytique. Il délinit ce qu’on appelle une lxgne conli-
nuc tracée dans un domaine, une ligne fermée, une aire continue dont
tous les points font partic dudomaine, et la frontié¢re de cette aire. Le
domaine est dit simiplement conne.se si toute courbe fermée tracée sur
ce domaine est la fronti¢re compléte d’une aire continue dont tous les
points font partic du domaine.

I établit dans ce Mémoire qu’on peut faire la représentation con-
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forme de 'intérieur du domaine soit sur l'intérieur d'un cercle, soit
sur le plan entier moins le point & Pinfini, soit sur le plan complete
par le point & U'infini (). Dans un Mémoire du Tome LXNII des Math.

Annalen, M. Garathéodory rcprend le cas ot le domaine se repre-
senle conlormemcnt sur 'intérieur d’un cercle, Si une fonction / (3)
est holomorphe dans un cercle C et sur ce cercle, le point 3, = /(3)
décrit, lorsque le point = décrit Pintérieur de C, lintérieur d’un
domaine D simplement connexe limité par un seulcontour analythuc,
cl D est de 'espéce mdlqnee plus haut: il peut se recouvrir lui-méme,
ctil se recouvre lui-méme en général. La fonction =, = f'(z) établit
une correspondance conforme entre l'intéricur de C et l'intérieur du
domaine D. En particulier, si le domaine D est un domaine borné ne
se recouvrant pas, ct défini comme la limite pour /= d’une suile
de domainesD,, D,..., ne se rccouvrant pas, limités chacun par une
courbe analytique fermée C,, tels que D, contient D,_, & son intérieur,
si /,(z) est la fonction qui fait correspondre conformémentl'intérieur
du cercle |z|< 1 & lintérieur du domaine D, |avec la condition que
S (0)=f.(0)=...etque f (o)estréel|, lasuitedes /() converge
uniformément vers une fonction limilte /"(:) dansl'intérieurde | 2| <13
f(=) cst analytique dans |z|<1etl représente conformément l'inté-
rieur | z|< 1 sur Pintérieur de D.

On peut admettre des domaines D contenant le point & Uinfini, en
admettant pour /'(5)des polesial'intérieur du cercle de représentation,
cela nous arrivera souventdanslasuite, f( 5)étant fraction rationnelle.
On passera alors, si l’on veut, a la sphere de Riemann pour supporter
la variable z et les divers domaines : c'est la une conception famili¢re
aux géométres.

Dans deux remarquables Mémoires du Tome LN\XIII des Mat/.
Annalen, M. Carathéodory représente uniformément P'intérieur d’un
domaine borné G simplement connexe, ne se recouvrant paslui-inéme
sur l'intérieur du cercle | |<1 et il étudie la correspondance entre
les points frontiéres de | 5| =1 et les points frontiére du domaine (.
Cette étude a ¢té reprise plus simplement par M. Lindelof (*).

(') Sile domaine a au moins deux points frontiéres distincts, c'esl sur un cercle
que se [ait la représentation.

(%) LanoeLor, Sur un principe géncéral de U Analyse ct ses upplications a la
théorie de la représentation conforme, llelsingfors, 1915,
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La frontiére de G est un continu linéaire ('), c'est-a-dire un
ensemble bien enchainé entre deux quelconques de ses points. lin
point P de la fronticre de (5 est dit «ccessible par 'intérieur de G si
'on peut trouver une ligne de Jordan simple, dont Lous les points,
sauf P, soient intérieurs & G, joignant ce point I’ & un point intérieur
& G cette ligne peut se composer d'un nombre fini de segments de
droites ou d’une infinité de segments ayant I’ pour seul point limile.
I.es points accessibles de la frontiire sont partout denses sur celle
Jronticre. :

Un point accessible I’ de la frontiére est dit simeple sur cetle fron-
licre lorsque, quelle que soit la ligne de Jordan simple fermée L issuc
de I, dont tous les points sont értéricurs au domaine G (sauf P, la
région iniéricure @ L ne renferme que des points intérieurs i G, el
jamais de point frontiére de G. Cette définition, moins générale que
celle de M. Carathéodory (§ 44 du Tome LXXIII), est ce que devient
cette derniére lorsqu’on I'applique aux points accessibles (voir par
exemple Lisernor, § 14 du Mémoire cité, Helsingfors, 1915).

Une frontié¢re dont tous les points sont accessibles et simples cst
une courbe de Jordan simple fermdée (voir Cararpionory, § 48 du
'Tome LXXIII, ou Lisneror, § 11,12, 13, 14 du Mémoire de 1415,
d’oit cela résulte immédiatement).

M. Carathéodory a établi que I'on peut faire Ja représentalion
conforme de l'intérieur d’une courbe de Jordan simple fermée sur
Pintérieur du cercle [z <C 1, et la correspondance ainsi établie entre
les points del’intérieur des deux courbes s'étend aux points frontiéres;
il y a correspondance biunivoque et continue entre les points de la
courbe de Jordan et ccux du cercle | 5| = 1; si un point intérieur au
cercle | 5| < 1 tend continuement vers un point de ce cercle (| 5| = 1),
son image tendra continuement vers un point déterminé de la courbe
de Jordan et réciproquement.

On a fait beaucoup de travaux sur les courbes de Jordan fermées.
On sait qu’une telle courbe partage le plan en deux régions et que
tout point de cette courbe est accessible par la région intérieure

~comme par la région extérieure. La réciproque a été établie. Tout
continu linéaire divisant le plan en deux domaines sans point commun

(') Voir par exemple Scuiixruies, Die Lehre von den Punktmannigbaltiy-
kelten, a* Partie, p. 115,
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intérieur dont il est la frontiére commune, et tel que tout point de ce
continu soit accessible par intérieur de chacun des deux domdmes,
est une courbe de Jordan simple fermée (voir Scumnrriss, loc. «

§ 1 et 12 du Chapitre V).

o, Oue /r/u(’s‘ lemmes de la théorie des fonctivns. — Soit une aire
sunple D du plan analylique llmltee par une courbe simple C (un
cercle, parexemple) et supposons qu'une fonction £ ( 5) soit analytique
dans D etsur C. Lorsque = décrit aire 1), le point 5, = f(5) décrit une
aire 1), simplement connexe limitée par une courbe analytique fer-
mée (, transformée de C. ¥n général D, se recouvrira elle-méme & la
maniére déja indiquéc prccedemmcnl d’une surface de Riemann | cela
arrivera si f(s ) prend la méme valeur en deux points distincts de
I’aire I)|. Nous imaginons les feuillets de I'aire D, étalés sur le méne
plan que D, et nous nous préoccupons surtout des cas oi Lwire D
est toul enticre (ntériewre @ Uaire D, c’est-a-dire ot 'on peut
trouver un feuillet de 1), (") sur lequel tous les points de D et de son
contour soient des points intéricurs ¢ D, ;iln’y a aucune ¢quivoque
possible li-dessus (el si méme on avait pris pour D) unc aire se
recouvrant elle-méme, il scrait encore possible de reconnaitre si 1) est
intérieur a 1), en procédant, comme Poincaré le fait dans son Mémoire
cité plus haut, par prolongement analytique 4 I'aide d’éléments).

Voici des exemples : :

Dans les figures 1, 2, 3, D) est intéricur ¢ ,; dans la ligure 1,
D) n’est pas mtcmeur abh,.

Dans la fgure 5,D et D, sont des aires se recouvrant elles-mémes
et D est tout entiére intérieure 4 D, .

Il pourrait arriver que, dans 1), la fonction /(5) ait un péle, alors
I'aire D, serait une aire contenant le point & 'infini comme point
intérieur, il n’y a rien la non plus d’essentiellement délicat. Mais, bien
cntendu, f(5) n’a pas dans D nisur C de point singulier essentiel. La
relation 5, = f(s) établit donc une correspondance biunivoque et ana-
lytique entre les points intérieurs & D et les points intérieurs a D,
(D, c’est essentiel, étant regardée comme ayant plusieurs feuillets,
et deux points de méme affixe s, situés sur des feuillets différents étant

(') Le feuillet considéré D, n'aura donc pas de point de ramification a l'in-

térieur de D quand on suppose que D est une aire simple, a un seul feuillet, du
plan analytique.
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regardés comme deux points distincts de D,) ainsi qu’entre les points
de C et de C,.

1] nous est loisible maintecnant de faire une représentation conforme
de Pintérieur de D, (*), sur P'intérieur du cercle |Z|=1 de facon que
les points de C, correspondent biunivoquement ct analytiquement aux

points de |Z| = 1. Alors D va étre représenté conformément sur unc
aire ® simplement connexe i un feuillet, limitée par une courbe ana-
lytique = fermée sans point double, toute intérieure au cercle [Z] = 1
que j'appelle cercle =,; j'appelle aussi w, I'aire intérieure au cercle
VAER®

Nous dirons qu’un point Z intérieur a ®, qui correspond & un point z
intérieur 4 D, dans la représentation conforme de D, sur w, est son
image.

Si nous considérons alors deux points - et z, respectivement inté-

(') Si D, contenait le point a linfini, il n’y aurait (u'a envisager I'aire corres-
pondant & D, surla sphére de Riemann pour bien se rendre compte de ce
qu’est la représentation conforme du point a P'infini et de son voisinage sur le
voisinage d'un point intérieur a @,.



SUR LITERATION DES FONCTIONS RATIONNELLES, 63

ricurs 4 ) et D, et qui se correspondent biunivoquement et analyti-
quement par la relation z, = f(z), leurs images 7. et Z, seront deux
points respectivement intérieurs & @ et o, qui se correspondront aussi
biunivoquement et analytiquement par une relation Z,= F (Z), qu’on

pourra appeler relation iransformée de la relation s, = f(=) par
la représentation conforme auxiliaire. IF(Z) sera analytique et uni-
forme dans @ et sur <, et sa fonction inverse sera analytique et uni-
forme dans w, et sur ¢,. A tout point Z intérieur 4 ® correspond un
point 7, et un seul intérieur a ®, et réciproquement : la correspon-
dance est analytique et s’étend aux frontiéres < et <.

La transformation conforme auxiliaire a pour but essentiel de
ramener les aires D) et D, & des aires simples & un seul feuillet. Lorsque
7. décrit le contour = dans le sens positif, en ayant Paire ® 4 sa
gauche, 7, décrira le contonr =, également dans le sens positif en
ayant I'aire v, 4 sa gauche. Dans ces conditions, on sait que le nombre
des racines de I'équation ’

F(7)-—-7=o.

intérieures au contour < est ¢gal i la variation totale de Pargument
deI'(7)) — 7 lorsque 7 décrit une fois le contour fermé ¢ dans le sens
positif. [11 faut en effet remarquer que | I'(7)| étant 1 dans 'aire ©,
la fonction F(Z) — 7 est holomorphe dans @, et n'y a aucun pdle. |
Il faut donc ¢tudier la variation totale de arg(Z, — Z) quand Z décrit ¢
dans le sens positif.

l.e cercle =, a son centre & l'origine, el 7 est toujours-un point
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intérieur au cercle 2,y done

argly— 0 <arg(Z,—7) <arg/,~ 0 (o<’/<—;>

en définissant convenablement I'argument des nombres complexes
précédents dans la posilion initiale de Z,, ¢/ en suicant ensuite ces
arguments par continuité. L'angle O a une limite inférieure bien
déterminée par ce fait qque 'angle '»(J de bissectrice OZ, doit contenir
a son intérieur le contour 2, quel que soit Z, sur <,. Puisque la
variation totale de argZ, est égale a + 2=, lorsque 7 décrit 2 dans le
sens positif, celle de arg(Z, — 7)) sera aussi égale & + 2= dans les
mémes conditions.

Donc ¥ (7)) — 7 = 0 a une racine el une seule a Uintéricur de w.

En soumettant le plan des Z & une substitution linéaire qui conserve
le cercle 2,, on peut supposer que celte racine a ¢t amenée a l'origine,
c’est-a-dire (o) = o.

Alors la fonction 7, =1(7) est telle que Z = ®(Z,), inverse de
IF(7), est une fonction holomorphe dans le cercle 2,, |Z,[~1 et sur ce
cercle; et 'on a :

b(o0) =0,
[R(7y] < quel que soit YRR

puisque Z = ®(7,) est toujours dans v ou sur < quand 7, est dans @, .
ou sur 2,. Si on développe @ (7,) autour de I'origine, on a

MWL) =7, (o) + {f{'l'”(o\ +..

D (7)) d/.
‘l"({)) et -’—':‘/’i ._i_]'_),_(_,__'_’
1

N

avee

d’aprs la formule de Cauchy. Or, sur¢,. ona

[ 7)== et (7)<,

/ Y L,)(//al [ | dZyf 2

g

Done

Donc

, [d'(0)]<T,
el par suite

, ¥ 011 | >
en revenant a 1°(7). '
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En résumé, nous avons établi que
F{o)=ro0. |Flio)|>1.
Voici une deuxiéme diémonstration de cette derniére inégalite,
basée sur un lemme intéressant de représentation conforme.

I.e domaine & contient I'origine. Il est représenté conformément
sur le cercle |Z,|Z1 a I'aide de la fonction

7., =¥ (7).
P’origine se correspondant a elle-méme.

La fonction F(Z) nulle i l'origine est égale 4 1 en module sur <. 1
est bon de remarquer (ue I¥(0) =~ o, car l'origine n’est pas point dv

ramification de @,. La fonction logm—,}—) devient infinie 4 I'origine

1 . ’ ~ . '
comme log,~ et sur 2 sa partie réelle est nulle. Cette partie réelle

estlog ——— TR (/), ¢’est une fonction harmonique de X, Y(Z = X +/Y)
nulle sur £, qui devient infinic en O comme log I_/'T (est la fonction

de Green du contour < relativement i I’origine.
Si 'on développe 1'(Z) autour de l’origine, ona

(/):::/l’(n)+ |7”(0)—~—,,

|I~‘(7,)]-..-:|7,||l"’(0) + 9—‘,|f”<«,,+...’

ct
1

1 I
Iog — :l('g - —{»—lﬂg 7
[ F(7)] |/l [."“,)..;.él"”(n) el
9

=log-—— -+ fonction harmonique nulle i {'origine.

l/ ”l"( 17 (0)]

Donc log est le terme constang du développement de la fonction

!
I¥(0)]
de (ireen autour de I'origine.

Le contour ¢ étant intérieur au cercle ,(|Z,| =1), on sait, d’aprés un

lemme (') de M. Koebe (Math. Annalen, t. LXVII, p. ,308) que le

() Ce lemme suppose que le contour & ne déborde pas &,, mais il est vrai
encore quand £ a des parties communes avec Z,.

Journ.de Math.(;° série), tome 1V, — Fasc. I, 1418, 9
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terme constant de la fonction de Green est < I', I' étant négatif,
donc |F'(0)|>1.

Revenons maintenant aux domaines D et D, qui se correspondent
blumvoquement et analyllquement a laide de la relation 3, = f(3).
Ce point Z=o0 de © qui coincide avec son cori (’spondant
Z,=F(0)=o, est 'image d’un certain point w de D qui coincide
avec son cormspondant w, de D),. Cela veut dire que, si 5 est I'affixe
de ce point w, on a 5,= f(5) ===z, et en plus que le point v, de D,
ainsi correspondant au point o de D) est sur le méme feuillet que D.
Autrement dit, la correspondance biunivoque et analytique établie
pat s, = f(=) entre les points extérieurs a D et les points extérieurs
aD, possede un point double w et un sculement.

Je répéte que cela ne veut pas dire que I'équation f(= )._ 3 n'ail
q@une racine dans D, car il pourrait trés bien arriver qu’un point =
de D ait pour correspondant dans D, un point ayant un affize
5, = f(3) égal a 3, mais situé sur un aulre feuillet de D, que celui
sur lequel on a supposé que D était tracé. Cela arriverait par exemple
si 'on pouvait trouver plusicurs feuillets distinets de D, recouvrant
chacan complétement ’aire D, c’est-a-dire si, sur plusieurs feuillets
distincts de D, le cylindre projetant la courbe C qui limite D décou-
pait des aires d’un seul tenant simplement connexes projetées sur D
complétement intérieures a D, (voir la figure 7).

Il est donc établi que Péquation f(5) — s =o0 a une racine { au
moins dans D. Si de plus on remarque que

dz, _ds, diy dZ. "
ds T df, d7. ds :

Z, étant 'image de 3, et 7 celle de s, on voit que, au point Z = o,
image de s ={ = f({), on a

&y _ 22
d., — d7.’
' ., ds ds
(*) 1l ne peut pas y avoir de difficulté pour les dérivées -(—' L7 puisque

le feuillet de Dy, qui contient D, n’a pas de point de ramiﬁcalnon intérieur a D,
Une telle difficulté ne serait d’ailleurs pas trés génante, seulement il faudrait
alors substituer a I'aire simple D une aire simplement connexe formée de plu-
sieurs feuillets identiques a D, superposés, et ramifiés entre eux afin que
I’ensemble de ces feuillets fit bien une aire simplement connexe intérieure & D,.
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puisque Z = Z, == o, et par suite

et comme
/A
(\ 7, ),,— Fi(0)
on a
(l:" — ‘t (o
73' :—‘ ‘./ (3)|>|-

Donc 'équation f(z) — = o0 a une racine 7 au moins dans D el
’ ” q .
l'onaen?
[S() >0

Ce lemme nous sera fort utile dans la suite.
Lemme de Sehwarz. — 1l se trouve dans les OFuores de Schwarz
t. I, p. 109 :

« Si f(=) est holomorphe pour |s|<1 et si, dans tout ce
domaine | z|<1,0n a

/() 1, avee  f(o)-=o,

on a pour tout point 3, 0 <| 3| < 1, l'inégalité

£ =<=1s
sauf dans le cas ol f(z) est une fonction linéaire z¢”, auquel cas
Sy =]s] »
En effet (), par hypothése, la fonction 3 (=) ='/—<:—) est réguliére

(') Voir Cararatonony, Math. Annalen, . LXXIL § 4.
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pour | 5| < 1; quel que soit p posmf et <1, le module de % () dans le

domaine |'|-.p atteint son maximum pour [5| = ¢. On a donc,
pour|z|Zg,
puisque sur | 5| =¢, | f£(5)|=1. Done, pour || 3,

e L

Ceci a lieu quel que soit & positif < 1. On a donc en tout point inté-
rieur |5 < 1,

MO

Sioz(3) n'est pas conslante, on ne peul avoir en un pointl inlé-
rieur | f(5)|=]=|, car il y aurait des points intérieurs oii | f( )|

ait >|z|, cc qui contredit lmegalltc pleccdenle I’égalité
|f( :){=|=|en un pomt intérieur n’est possnble que si |o(z)| =1,
%(5) étant constant, c’est-a-dire si f(5) = z¢”, et alors elle a hien heu
en tout point inlérieur au cercle i; | <.

On peut en outre conclure qu’a l'origine on a | /"(0)| < 1,sauf dans
le cas banal o f (=)= s¢”.

C’est évident si f(o)-—o. On peut donc se borner au cas ol
JS'(0) 03 alors si I'on envisage un cercle C assez pelit, de centre O,
limitant une aire D, 3, = f(z) décrira, lorsque = décrira D, une aire
simple D,, 4 un seul feuillet, limitée par une courbe analytique
fermée C,, et-contenant 'origine. Et comme | /(5)| < ||, I'aire D,
sera loule intéricure a Uaire D. Le lemme que nous avons précé-
demment démontré permet done de conclure qu’a l'origine on a

[/ (0)] <<1.

Il est clair que sil’on part d’un point quelconque z, intérieur au
cercle fondamental |3| <1, les conséquents successifs 3, = f(3),
z=f(5,), ... de s auront O et O seul pour point-limite [|3,| <]z, |],
hors le cas banal ou f(z)= s¢® Ce cas banal est d’ailleurs {» seul
cas ou la fonction f( z) établit une correspondance bhiunivoque et ana-
Lytique entre les points intérieurs au cercle, I'origine étant conservée
par la correspondance; ceci est bien connu depuis Poincaré. Dans
tous les autres cas, lorsque s décrit I'intérieur ® du cercle |'s| <1,
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s, = f(5) décrit I'intérieur d’une surface de Riemann @, simplement
connexe, contenant l'origine, et dont tous les points intérieurs sont
intérieurs au cercle | 5| < 1. La fronti¢re de ®, peut coincider en tout
ou partie avec la frontiére de .

Bornons-nous maintenant au cas ou la frontiére de w, serail inté-
rieure & @, c'est-a-dire oi ’on aurait pour |z|=1, | f(3)[<1, en
supposant, si l'on veut, f(s) analytique méme sur |z|==1. Alorsil
est clair que la variation de I'argument de z, — 5 = f(35) — s, lorsque
5 décrit le cercle 2(| 5| =1), sera égalea 2=; et f(5) — 5 aura une
racine, ct une seule, dans 2, ui est zéro. Ceci suggere la généralisa-
tion suivante, utile dans bien des questions d’itération, quand on
envisage le probléme général et non plus seulement le probléme
local.

[maginons que = décrivant une aire simple 4, limitée par une
courbe analytique I', le point 3, = f(3), f(s )etdnt analytique dans A
et sur 2, décrive une surface de Riemann simplement connexe A, dont
tous les points, y compris la frontiére I', qui est une courbe andlynque

-fermée, soient intérieurs & 'aire A. Alors la représentation conforme
de A sur I'aire w du cercle | 5| <1, montre :

1° Que 'équation = == f(5)a une racine et une seule 7 a ['inté-
ricur de A; '
’ £ /Y .
2° Quel'ona |f' ()| <r1;
3° Que les conséquents successifs 3,, 33, ..., Z,, ..., d'un point
(juelconque s pris dans A ou sur I', tendent réguliérement vers C.

Fig. &

Voici des extensions du lemme de Schwarz sur lesquelles il n’est
pas nécessaire d’entrer dans beaucoup de détails de démonstration.
Le lemme de Schwarz affirme que, hors le cas banal f(3) = z¢0,
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si = décrit I'intérieur du cercle |s|Sp <1, 7, = f(5) décrit une sur-
face de Riemann loute intérieurce a ce cerele : | f(3)| <.

Si I'on suppose maintcnam que pour | l :|<1 on a encore | f(3)|<1,
mais que le point { invariant f({) = 7 n’est plus I'origine, mais un
autre point intérieur au cercle | 7| < 1, on verra hien facilement que,
si {' désigne le point symétrique de % par rapport au cercle [5| =1, on
aura dans le cercle

s—Z
I-__’:I ?<,°n-,
fo €tant la valeurconstanle‘ pour |z{=1, z,=|7|
(3) — s—2
=<z

quel que soit ¢ < ¢,, sauf dans le cas o

S =5 st

T =7 U T=7

c’esl-a-dire le cas oit /'(z)esthomographique, auquel cason a toujours

J(3)—Z% __:‘:-~—Z )
Ss)y=17 <

Cela veut dire que, lorsque = décrit I'intérieur d'un cercle . quel-
conque du faiscean défini par les deux points-cercles { et'Z’ (points
limites ou points de P’oncelet), cercle C intérieur & 5| <1, le point
s,=f(s)reste a 'intérieur de ce cercle C sans jamais venir sur ce
cercle, et décrit une surface de Riemann simplement connexe conte-
nantZ, loule intéricure a C [hors le cas ot f(5) est linéaire|. ¥ affran-
chissant de I'hypothése qu’il existe un point { invariant dans 5| <1,
hypothése qui peut trés bien n’étre pas vérifice |voir plus loin les
fractions ¢(z) i cercle fondamental |z| =1 pour lesquelles 7 () = =
a toutes ses racines sur ce cercle |, on envisagera un point quelconquc :
et son symetrlque <" par rapport au cercle | 5| =1. Alors il est clair
que, si {, = f(7) est la valeur correspondante a (et 7, le symétrique
de §, par rapport au cercle | z| =1 ('), la fonction

,_./( 3)—3% !
f( )"’"~| |:||

(s

(') On suppose bien enlendu que 7, n'est pas sur le cercle [s|=1.
rp { 1 P
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est une fonction de la variable « —- gui est nulle pour

|:| c"
"u=o0(s=1,) et qui, pour |u| <1, est toujours <1. On a donc, dans
le cercle,

.

Q

Zo<<|gy,

(4]

k]
i
qui est un cercle quelconque du faisceaun (¢, {') intérieur & | 5| <1

f() z,
S =17

sauf le cas ol £(z) serait homographique et conserverait l'intérieur du
cercle | 5| <1, auquel cas le signe < est 4 remplacer par le signe =.

Ce fait s’énonce plus simplement si I'on transforme, par une substi-
tution linéaire convenable, 'intérieur de |¢|<u en lintérieur du
demi- plan analytique supéricur [3(z )= pame imaginaire de 3 > o].
On voit alors immédiatement ue, si 5, = /(3) transforme tout
point 5 de ce demi-plan [1( )>o0]| en un point 5, du demi-plan
[3(¢,)>o], si { est un point quelconque du demi- plan [8(C)> o]
et { 9 __f( )pour lcquel 3(¢,) > o, en désignant par {' et (' les valeurs
conjuguées de { et ¢, il est visible qu’on aura

v _r
=1 >

T

/ 9

<

LI )

tant que

cquel que soit ¢ > 1, sauf dans le cas ou £( =) est une fonction linéaire
as -+
du type —

) . [
conservant le demi-plan supérieur
+d

Pour une telle fonction homographique, on aurait toujours

lﬂﬂ-—i. _.5_':
S =8| |s—=Y
et, d’ailleurs, '
/( )"‘"*I ____:'—': 'Ci")
f(=)—=¢ s =7 ’

‘Remarque. — Sil'on avait affaire & une fonction £ () qui conserve
a la fois I'intérieur et Uextérieur du cercle C |z| =1, c’est-d-dire telle
qu’a tout point 3 intérieur corresponde 5, = /(s ) intérieur, 4 'symé-
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trique de 5 par rapport a C et extérieur corresponde un point z, symé-
trique de 3, par rapport 4 C, et a tout point du cercle un point du
cercle [exemple : les fractions 4 cercle fondamental de M. IFatou
(Comptes rendus, 21 mai 1g17)] et si 'origine et I'infini étaient points
donbles de la transformation z, = f (), on aurait, hors le cas banal
ol 3, =500,

|/(s)|<[5]| (pour tout point intérieur)

et, évidemment,
[f(3)|>]z]| (pourtout point extérieur),

le cercle (0 étant évidemment axe de symétrie pour la transfor-
mation.

Extension nouvelle du lemme de Sehwars. — On a analysé précé-
demment comment se comportait dans le cercle |z|. 1 la transforma-
tion 3, = f(3) lorsque cette transformation transforme en lui-méme

Pintérieur du cercle en laissant invariant un point (ntéricur.

[l peut arriver, comme je I'ai dit plus haut, que la transformation
ne laisse invariants que des points situés sur la circonférence du
cercle | 3| = 1.

Je vais indiquer maintenant comment, ici encore, on peut analyser
I'allure de la transformation dans le cercle.

Je suppose, d’abord, que ce cercle a été transformé par une substi-

Fig. ¢.

tution linéaire auxiliaire dans le demi-plan analytique supérieur
3(z)2o.
Alors 3, = f(s) sera supposée une fonction analytique dans le
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demi-plan supérieur, et nous supposerons qu'elle transforme I'axe réel
en lui-méme, que tout pomt s situé au-dessus de I'axe réel se trans-
forme en un point 3, situé au-dessus de I’axe réel. Nous la supposons
donc analytique et réelle sur I’axe réel, donc elle s'étendra au demi-
plan analylique inférieur par la méthode des symétries, mais c'est la
une question accessoire.

Nous avons vu que, si { est un point du demi-plan supérieur et C,
son correspondant {, =f('C), lorsque z décrit 'intérieur et la circon-

—r

férence du cercle C, = l‘~*<1( ), ona
S(3)--¢ 3—3%
/'<s>-~c'.‘<l: 2

hormis le cas banal ou f(5) est homographlque (¢ et ¢, sont conju-
gués de C et {, ). Cela veut dire que si z est intérieur 4 C ou sur sa cir-
conférence, 5, = f(z) est intérieur au cercle C, défini par

1— &

a=hlo,

l_‘clx

(1}

(3]

Les deux cercles C et C, sont homothétiques par rapport a un point
de Paxe récl et dans cette homothétie { et {, se correspondent. Le
rapport des rayons de Coet C, est égal au rapport des ordonnées
delell,.

Imaginons que ¢ lende vers un point = de 'axe réel, le cercle C
conservant un rayon fini R; alors ¢, tendra vers un point <, de I'axe
réel (*) [, =/(3)]. Wl est v1s:ble que, sur 'axe réel, f'(3) est réelle
et positive (*); donc { et {, tendant vers = et =, on conclut que le
rapport

ordonnée de %,
ordonnée de §

tend vers une limite bien déterminée qui est égale a /().

[l n’est pas difficile de conclure dans ces conditions que, C tendant
vers une position limite I' qui est un cercle de rayon R tangent en 7 &
I’axe réel, C, tendra vers une position limite I', qui est un cercle de
rayon Rf( ) tangent en =, a 'axe réel. Et il est encore facile de voir

! p est un nombre quelconque < 1.

(')
(?) On peut toujours supposer 7 et 7, a distance finie.
(*) Sans étre nulle. '

Journ. de Math. (¢ série), tome IV, — Fasc. [, 1918, 10
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que lorsque z décrit l'intérieur de la circonférence du cercle T,
5, = f(z) décrira un domaine A, qui r'aura aucun point e¢xtéricur
a I'y, mais qui @ priori pourrait trés bien avoir des points sur T',.
L’hypothése contraire : celle ol A, aurait des points extérieurs a I,
conduirait 4 une contradiction; envisageant en effet un cercle 2 mh-
niment voisin de T et situé au-dessus de O, auquel correspondralt
un cercle ¢, infiniment voisin de I',, ©, devrait toujours contenir s,
lorsque s est dans 2; et ceci ne serait pas vrai lorsque s, serait voisin
d’un point de A, extérieur i I', donc extérieur a 2,.

On peut cependant afﬁrmer que, lorsque z décrit I'intérieur de la
circonférence du cercle T', 3, décrit un domaine qui n’a, en commun
avec I', que le point =, loraque f(z) n'est pas homographique.

On vient de voir en effet que, lorsque 5 décrit 'intérieur de la cir-
conférence du cercle I' de rayon R qui, évidemment, est un cercle
quelcongue tangent en 7 a I'axe réel), z, décrit un domaine dont tous
les points sont & l'intérieur ou sur la circonférence de T',, circonfé-
rence de rayon R, = Rf'(7) tangent en 7, 4 OX. Cela veut dire que

.. . . I Coyre e e

la partie imaginaire de la fonction FEy=r, esha I'intérieur ou sur la
~)T

circonférence de T', < & une certaine limite négative qui est

TR RG]
1 . ) .
5 L .
(re==) —wm ©
Or lorsque s décrit 'intérieur de I', on a

3(3;.)<—T{’

le signe < étant remplacé par = quand s vient sur I".
Dontc lorsque s décrit la circonférence T', on aura

’ [f(“)'—ﬂ B (s—~:')f’(:)j‘; °

o ae . i .
(') Car, évidemment, le point — » lorsque z, est dans I'; est dans le
=T

1\ 1
A )'.j.....__.
<31~"'~'| K

demi-plan
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La fonction

I
a[f(G)—Tn T (5= (7).

est une fonction harmonique et réguliére en tout point intérieur 4T,
et en tout point de I, sauf peut-étre au point 5 = 1.
Or, en ce point, on a

[(3)—n=[f(z)—f(z)=(s—1)/"(7) + (-Z—'Q—_-!—-T-)—z-f”(r)%-...
==+ s=1)+...]
Done
] . T : I
f(5)—z, 7 (=) /1) 1+ 2(5—T)+...

{ - ) .
"(?:Wl‘—/'(v—‘)+""]’

la quantité entre parenthéses étant réguliére autour de s =~.
Donc
1 “_ t _ A +
SE)—n GG=)/() T S T

~ le second membre étant régulier autour de 5 = ~.
Donc '

. . -
A

I
JEH—== G=2)F).

est harmonique réguliére autour de s =~.

Cette fonction, si elle n’est pas constamment = o sur T, sera
donc < o a I'intérieur de T puisque, sur T', elle est Zo.

On aura donc, en tout point intérieur a T,

o=l le=ra )

Cette inégalité ne peut devenir une égalité que si

A[f(Z)l——':a_-(:—1'l)f’(r)-_l

est = o sur tout T, alors ladite quantité est nulle ‘dans out T et évi-
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demment f(3) est une fonction homographique :

p—— ! +/
JE—n T G=0)/) "

k étant une constante réelle quelconque
Donc, hormis le cas ot f (5) est homographique, on a, en tout
point intérieur a T,

=l <le=rm |

Cette inégalité est donc valable en tout point situé au-dessus
de Oz, car on peut trouver un cercle T tangenten 74 Oz et conte-
nant ce point 3.

Et elle prouve, ce qu'il fallait démontrer, que le domaine A, décrit
par z, quand z décrit |'intérieur de la circonférence d'un cercle T" tan-

Fig. 10,

gent en 7 4 Ox, de rayon R quelconque est intéricur au cercle T', de
rayon R /(=) tangent en =, 4 Ou, sans avoir avec la circonférence
de T, d’autre point commun que =, lui-méme.

Application. — Voici une application de cette proposition & Ja
question de U'itération : f(z), satisfaisant aux hypothéses précédentes,
sera une fonction rationnelle ou une fonction entiére conservant chacun
des demi-plans analytiques 4(z) >0 et 3(z) < o.

Si 7 estun pointdouble de la transformation =, = f(z)situé sur O,
on aura

n=[f(t)=r.

. Si, en outre, on a 0 < f'(1)<1, il estclair que tout cercle T tan-
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gent en = & Ox deviendra un domaine A,, intérieur & T, n’ayant
avec T que = comme point commun. Tout point z de T', distinct de 7,
devient un point de z, intéricur a I'; z, donnera un point z,= f(3,)
intérieur au cercle mené par z, et z tangent ent 4 Ow, .. .. On voit
que la suile 3, 3., 34, ... lend régulicrement vers le point ~ pour
lequel = = f(z), 0 < f’(7)Z1, quel que soit le point z initial pris
dans le demi-plan supérieur (non sur Oz).

Ceci démontre trés simplement les résultats énoncés par M. Fatou
(Comptes rendus, 21 mai 1917) pour les fractions ¢(z) & cercle fon-
damental pour lesquelles, sur le cercle, se trouve un point = ¢(%)
tel que |¢'(C)|S1 @ tout point intérieur ou tout point extérieur au
cercle a des conséquents successifs qui tendent réguliérement vers (.
On verra plus loin que les deux cas |4 ()| <1 et |¢/({)| =1 se dis-

tinguent I'un de 'autre profondément.

Remargue. — Toutes les hypothéses faites plus haut sur la fonc-
tion f(=) ne sont pas ¢galement indispensables : voici des hypothéses
plus générales qu’on peut faire pour donner au lemme de Schwarz
P’extension qui nous a servi dans 'application precedente ces hypo-
théses sont d’un ordre aussi général (ue celles qu’on fait dans le
lemme de Schwarz lui-méme :

Soit f (5) une fonction analytique & I’intéricur d’un cercle C du
plan des z qu’on peut toujours snpposer étre le demi-plan 3(z)>o0;
supposons en outre :

1° Que tout point s intérieur & C soit transformé en un
point 5, = f(3) intéricur a Cou situé sur C

Af(z)|Z0  entoutpoint  I(5)>o0
2° Qu'un point O du cercle C reste invariant, par exemple 'origine
SJ(o)=o.

3¢ Que f(3) soit holomorphe dans une petite reglon autour de ce
point (). (On ne suppose rien d’autre sur C ailleurs qu’en O.)

(') Ul suffit méme de supposer que f(s), holomorphe dans C, admet quand s
tend vers O dans C une dérivée premiére et une dérivée seconde finies el
conlinues de facon qu’ on puisse écrire

3= 3f'(0) + /”(0)

~+ 5%e(3),

¢(z) étant holomorphe dansC et tendant vers zéro lorsque 5 tend vers O dans C.
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Alors il faut nécessairement que f(0) soit réelle et positive pour
gue la condition (1°) soit vérifiée autour de I'origine.

On se rend compte immédiatement que tous les raisonnements faits
pour la démonstration du lemme é¢tendu que nous avons donné plus
haut, valent ici encore, c’est-a-dire qu'en tout point intérieur a C,

3(z)>o0,0na
()< ()

I’égalité ne poucant avoir lieu que si f(z) est homographique.

Donc, lorsque s décrit 'intéricur et le contour d’un cercle quel-
conque T de rayon R intérieur a C, tangent en O a C, 5, décrit un
domaine A, dont tous les points, y compris les points [rontiéres
(sauf O) sont intéricurs a un cercle T\, tangent en O a C, et de
rayor R, =R f'(0). A, est tangent en O & C.

‘n particulier, si f"(0) =1, A, est tout entier intérieur & T', sauf
en O ot A, toucheT.

Ainsi énoncé, le lemme nous sera fort utile plus loin.

6. Ruppel de notions sur les fonctions algébriques. — Soit ¢(3)
~une fooction rationnelle quelconque; L (s) la fonction algébrique
inverse de 9(s). Posant ¢(3)=5,, on a 5= {(3,). Envisageons la
snrface de Riemann & ¢talée sur le plan des 3, relative 4 {(5); ¢ étant
de degré¢ k, & a k feuvillets, et 5= {(3,) est une fonction uniforme
sur & prenant toujours des valeurs distinctes en deux points distincis
de &, quand hien méme ces points auraient méme affixe 3,.
A une valeur de 5, correspondent & valeurs de z, distinctes ou con-
fondues, ses k antécédents.

[. Imaginons gue 3, décrive I'intérieur d’une aire A, du plan analy-
ligue A, étant d’un seul tenant, el limitée par un ou plusieurs contours
analytiques. Pour voir quelles sont les aires décrites par 'ensemble
des antécédents de z, il suffit d’étudier les points de la surface de
Riemann & qui se projettent sur le plan analytique en un point inté-
rieur a l'aire A,. Plusieurs cas sont possibles.

1° [l peut arriver que ces points forment sur &, A aires $, d’'un seul
tenant, distinctes, superposces, chacune ayant un seul feuillet, étant
identique a A,. Ceci arrivera si et seulement si, partant d’un point
quelconque z, intérieur 4 A, avec uné détermination quelconque de



SUR L'ITERATION DES FONCTIONS RATIONNELLES. 70

¢ (z,) et y revenant par un chemin cuelconque intérieur 4 A,, on -
retrouve en 5, la méme détermination de Y (3, ). Alors aucun point de
ramificationde §(3) ne peut étre intérieur & A,, mais cette condition
n’est sirement suffisante que si A, est limitée par un seul contour.

Alors chacun des / antécédents de 3, représente une fonction holo-
morphe de 5, dans A, et décrit une aire simple A, limitée par des
contours analyticues, aire & un seul feuillet. Les i aires A ainsi obtenues
sont deuw @ deux: extérieures, elles ne peuvent avoir en commun que
des points frontiéres, et ceci n'arrive que si la fronticre de A, con-
tient un point de ramification de y(s). L'intérieur de chacune des
k aires 8, de & se trouve représenté conformément sur I'intérienr
d’une A, par la fonction {(3).

2 |l peut arriver ue ces points forment sur & moins de A aires dis-
tinctes chacune d’un seul tenant, & cause de ce fait que I'une de ces
aires peut étre 4 plus d'un feuillet. Cieci se produira (uand, partant
d’un point z, intérieur & A, avec unc certaine détermination de $(s,)
on pourra décrire un chemin intérieur & A, qui raméne en 3, une
autre détermination dey(3,) que la détermination initiale. Cela
voudra dire que I'on pourra passer d’un point P de &, projeté a 'inté-
rieur de A,, & un point I’ superposé 4 I, situé sur un autre fevillet
de & que P, par un chemin continu tracé sur A dont tous les points se
projettent & U'intérieur de A,. I’ et I appartiendront donc & une aire
située sur A, d’un seul tenant, comptant au moins deux feuillets dont
les points se projettent a I'intérieur de J3,.

Ce fait se produira certainement quand l'aire A, contiendra au moins
un point de ramification de }(s). Mais cela n’est pas nécessaire. Si
'on envisage en effet une fonction ¢(3) du deuxiéme degré, relative-
ment & laquelle {(3) compte deux points critiques ¢,, , et si'l’on con-
sidére deux courbes fermées C, et C, dont chacune sépare {, et ,,
courbes qui ne se coupent pas, elles délimitent un anneau (C, C,) qui
constitue une aire A, doublement connexe. 1l est visible que les points
de & projetés & l'intérieur de A, forment une seule et unique aire,
d’un seul tenant, a deux feuillets superposés, et limitte par chacune
des courbes C, et C,.

Quoi qu’il en soit, si 'on envisage p aires 8, ( p < £) ainsi découpées
dans la surface de Riemann de §(z) il est visible que I'ensemble
des £ antécédents de z, décrira, lorsque z, décrira I'intérieur de A,,
un ensemble de p aires A, chacune étant d’un seul tenant, 4 un seul
feuillet, et fournissant une représentation conforme d’une des aires s,
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- sur le plan 5. Ces p aires A sont deux & deux extérieures, elles ne
peuvent avoir en commun que des points frontiéres, et sculement dans
le cas ol la fontiére de A, passe par un point de ramification de ¢ (z).

1l pourra arriver en particulier que, partant d’un point =, intérienr
a A, avec une détermination quclconquc de 4(3,), on puisse traccr un
chemm intérieur &4 A, qui ramene en sz, loule aulre détermination
de Y(3,). Alors 'ensemble des points de &, prOJetesal intéricurde A,
formera une seule aires,, d’un seul tenant, i £ feuillets superposés
(ici p=1). Partant d’un point P de & projeté dans A, on pourra par-
venir en chacun des £ — 1 points de & superposés a P, en décrivant un
chemin continu tracé sur & dont les points se projettentdans 'aireA,.
11 est clair alors que, lorsque 3, décrira l'intérieur de A,, 'ensemble
de ses £ antécédents décrira une seule aire A du plan des = (aire 4 un
seul feuillet) qui sera une représentation conforme de I'aire s, &
k feuillets.

En résumé, lorsque s, décrira 'aire A,, I'ensemble de ces 4 anté-
cédents décrira p (p <4, p pouvant étre = 1) aires distinctes A du plan
des z, chacune & un seul feuillet d’un seul tenant, limitée par des con-
tours analytiques | avec peut-étre des points anguleux quand la fron-
tiére de 4, passera par des points critiques de ,]/( )| Ces p aires sont
deux & deux extérieures; elle ne peuvent avoir en commun que des
points frontiéres en nombre fini et seulement quand la frontiére de A,
passe par un point critique de ().

II. Considérons deux aires A, et A, du plan analytique, A, étant
intéricure & A,. z, décrivant A, I'ensemble de ses £ antécédents
décrira p aires distincles A du plan 3(x<psk), et il est clair que
lorsque z, décrira l'aire A], I'ensemble de ses % antécédents décrira
~ p’ aires distinctes A’ du plan z, p’ étant < p. De plus chaque aire A sera
intérieure 4 une aire A’. 1l pourra arriver que p’ soit < p, et que deux
aires A distinctes soient intérieures & une méme aire A'.

I11. Si I'on considére maintenant deux aires 4, et A| du plan ana-
lytique extéricures U'une a Uautre, 'ensemble des £ antécédents
d’un point 5, qui décrit A, décrira p aires distinctes A du plan z, et
lorsque 3, décrira A, cet ensemble d’antécédents décrira p aires dis-
tinctes A’du plan . 1l est bien certain que chacunc des A est extérieure
& chacune des &', et si A, et A| n’ont pas de point frontiére commun,
aucune des A ne pourra méme avoir de point frontiére commun avec
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une 4". Nous utiliserons ce résultat plus tard, dans la formation des
domaines de convergence vers les points limites & convergence régu-
liere [{=%(%), |2'({)| <C1. Nous verrons immédiatement que les
domaines relatifs 4 deux tels points limites distincts ne peuvent acoir
aucun point intéricur commun.

PRIEMIERE PARTILE.

Etude générale de Pitération d’une substitution rationnelle.
Ensemble des points singuliers de l'itération.

7. Dans tout le cours du Mémoire, nous désignerons par 4 (3) la
fraction rationnelle dont il s'agit d’étudier l'itération; nous poserons

o= (E),
ecale ()] = ws), Su= 4 (Spq) =9 9n-y(3)]

Les points =, 3., ..., 54 ... s’appellent les conséquents d’ordre 1,
2, ..y 1y ... de z. Inversement, : est antécédent &’ordre 1 de z,, et
antécédent d’ordre n de z,. Un point quelconque admet k antécédents
si ¢ est une fraction de degré 4. Les fonctions rationnelles ¢, (z), .
92 (3), ... seront dites les itérées de 3 (3).

Le probléeme de U'itération consiste a étudier la suite s, z,, 55, ...,
Su --- et principalement & étudier V'ensemble déricé de 'ensemble
dénombrable précédent, et comment cet cnsemble déricé dépend du
chota: de =z, élément initial.

Ce probléme n’a été étudié jusqu'ici qu'au point de vue local;
logiquement, cette restriction s’explique par la facon dont une fonction
analytique ¢ (z) est définie en général: par une série de puissances
convergeant au voisinage d’un certain point; si 'on veut que les
conséquents successifs d’un ‘point z puissent se définir de proche en
proche, il faut que les valeurs 5, que prend f (5) dans le domaine on
elle est définie ne sortent pas de ce domaine : d’ou, avec presque tous
les auteurs qui se sont occupés jusqu'ici de la question, la préocupation
d’étudier les conséquents au voisinage seul des points{ racines de
s=/f(z) pour lesquels | f'(5)] <t par exemple; c'est qu’alors les
valeurs de | 7, — I} sont < |z — ¥}, pourvu que |z -- {{ soit assez petit

ooy

(Journ. de Math. 7¢ séric), tome IV, - Fasc. L. g8, ) 11
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et par suite les conséquents successifs restent dans la région voisine
de § ou £ (z) est définie (*).

Pour étudier Vitération de z quel que soit 5 dansle plan analytique,
il faut que/(z) et toutes ses itérées soient pdrfallpmont définies pour
tout point du plan. Il faut pour cela que seul le poml a U'infini puisse
étre un point essentiel de £ (z). Et ceci conduil & supposer que f est
une fonction rationnelle ou une ranscendante entiére. Dans ces deux
cas seulement, quel que soit = 4 distance finie il a des conséquentsbien
définis, et le probléme a un sens.

Nous supposerons donc pourl'étude générale en vue, que la fonction
aitérerest rationnelle 3, -= % (z). On verra desoi-méme quelles seront
celles de nos conclusions qui s'étendront 4 I'itération des transcen-
dantes entiéres. » étant rationnel, /P[)Olnl al'infini sera assimilé a un
point ordinaire //uplrum[w c'est-a-dire que 'on considérera le plan
complet (*).

Une premiére remarque & faire est la suivante : toutes les itérées
93(3)y o0y %n (. ), ... sont rationnelles, et si I'on suppose (en laissant
de coLé le cas ol 4 est du premier df‘gl(, cas bien facile et bien connu)
que g est d'un dl‘grg k>1,leurs degrés respectifssont /2, A%, ..., &”, .
Aucune n'esl identique a z. Ccla se voit tout simplement en remar-
quant qu’un point arbitraire du plan aura kantécédents d’ordre 1,
k* antécédents d’ordre 2, ..., i antécédents d’ordre n, ...

Les Ltudes locales ont montré I’ nnpo:tance des groupea circulaires
de points 7,, %,, .... {,-, racines des équations = -=%,(z) lorsque
pour un de ces groupes on a

lon(Ol=lo,CGol=.=lonlun) | =19"(517 (20 -7 L) | <1
Un tel groupe est appelé g/'oupr:\circulair(: limite. On a

L=l L=e(G f=9(ln
Mais on ne trouve rien dans la littérature du sujet qqui se réfere, par
exemple, & une racine de z = ¢(z) lorsque |¢'(3)[ > 1. Les auteurs
qui ont traité le point de vue local passent tout de suite, dans ce cas,

(1) Ces points z == f(3) out | /' (2)] <1 sont dits points limites & convergence
véguliére.

(2) Quelquefois on préfére alors prendre la sphére de Riemann comme sup-
port de Ja variable =.
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a la fonction inverse z = 4(3,) pour laquelle 5 = PO et |4 (O] <,
ce (ui ramene tout de suite au cas procedvnt (poml limite ou groupe
limite ), mais pour (z) et non pour $(z); on a ainsi des indications
sur certains anlécédents d’un point z voisin de ¢, non sur ses consé-
quents. La suite va pourtant nous révéler des propriétés profondes et
extrémement intéressantes de pareils points.

Envisageons I'ensemble des équations

s=o(s), Fm09(5), R s = 9.(3), ce

aucune d’elles n’est identité, Chacune a un nombre fini de racines et
M. Keenigs a défini ce qu'il fallait entendre par racine primitive { (')
d’une équation

s 0,(3)

ainsi que par groupe circulaire de racines attaché 4 {. Nous appelle-
rons &, {y, Cyy ...y Cuey les n racines d’un tel groupe. Flles sont
distinctes et I'on a

Li=9(L), :3:'4(;!) . in- 1:’9((,_0), ::'?(Cn- ).

O;r(g) = Qlll(cl) —_—...= Jn(zn 1) = 'J c)” ). -é’l(‘gn-l)-
La substitution |z, 9(2)] permute circulairement les racines d'un
groupe.
8. L'ensemble E. — Appelons E 'ensemble dénombrable formé
des racines primitives { de toutes les équations
s=0n(2) (%) (n=12,....0) |e(3)=¢(s)]

pour lesquelles on aura
[9n(5) | >

(') M. Kenigs dit quelquefois qu'une telle racine « appartient & l'indice n »,
~ car elle n’est racine d’aucune équation 2= 9,(s) pour un indice p << 2.

(%) Si au lieu de partir de la substitution 5, = %(2) pour définir ’ensemble E
des 5 ==0,(2) olt |},(5)| > 1, on partait de la substitution

sn=q(3) =§‘n(5)

pour former I'ensemble ¢ =®,(z) on |[®,(5)|>1, les deux ensembles F
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9. 1° Kzistence. — Pour ne pas raisonner dans le vide, il importe
d’abord de prouver que I econtient toujours des points.

l()

Prenons donc = = 2(3) = ik P et ) étant deux polynomes de

degré /i (). Ses racines (,, Z,, ..., {4, sont celles de I'équation

P — ()= o,
SiQ=a,s"+...,0ona

<

R P s () o s L

75 = u)g“"' *(::)

Etles ¢; étant racines de i(z) =0, on a

Or,

(.'_'1 WG
0 ):_" O(%2)
Done,

Iy l)l =/
(1) 25 = gt

Rappelons-nous, d’autre part, qu’a cause de

Q(Z) 7% LN
R(zs) 7 — 00

M r ( . . . .
on ohtient, en decomposam—éen fractions simples, la relation bien
: t

connue

0" '
. EE

et € sont identiques car toute racine de 2 = g,(z) ot | 5,(2)| > 1 satisfait &
S =onp(s) =®,(z),
lb;‘(;) l'?}’(:)]u'

Done | @),(5)| >1 pour cetleracine; de plus, tonte équation s == ®,(z) est une
s = gp(s )(,‘—'n/’)elld’( I—l',’np( ).
(') On peut toujours, en faisant au besoin sur 5 el ; une méme substitution
homographique, supposer que P(z)et Q(z) sont du méme degré /, degré de la
fraction rationnelle,

et Pona
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A un POint Mi d’afﬁxe (e'(;i)’ pOUl‘ ]equel Iq)/('cl)l< . COl‘respond
par (1) un point N; d'affixe %50

R(%)

situé dans le demi-plan,

. . X |
A (54: partie réelle de s << — =

si |2 (5)i>1, N; est dans le demi-plan &(z)> ~ é, et récipro-
quement.

Fig, 1.

La relation (2) prouve que les &£ + 1 points N,, N,, ..., Ny, ont

pour centre de gravité le point d’affixe — /—l{—'- qui est dans le demi-

. 1 . . ..
plan (=) > —~ =, donc, un au moins des points N, est dans ce demi-
N 2

plan, et non sur sa frontiére ('). '
Il y a donc une au moins des valeurs %'(%;) qui est en module > 1,
L contient donc stirement des points (*).

Remarque. — Lorsque P et Q sont de méme degré /i, comme on
peut toujours le supposer, le point & 'infini ne peut étre racine de

P{s)

::9(:)::‘#?(:).

(') La méme relation monire que tous les N, peuvent étre dans le demi-plan
A(z) >—=u c'est-a-dire qu'il peut n’y avoir aucun point limite a conver-

zence réguliére.
(?) Voir la note additionnelle a la fin du Mémoire.
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On peut méme, 'ensemble des racines des équations 5 = ¢,(z) étant
dénombrable, supposer que le point a I'infini du plan n’appartient pas
a cet ensemble il suffit pour cela d’envoyer a l'infini, par une méme
substitution homographique convenable sur z et z,, un point n’appar-
tenant pas 4 I’ensemble précédent.

Ceci n’a rien d’essentiel d’ailleurs, puisque, dans notre étude, le
point & linfini ne se distingue en rien de tout autre point du plan
(lorsque 4 est rationnel); I'avantage formel qu’on peut retirer de
I'hypothése précédente est de pouvoir parler, sans ambiguité possible,
de la valeur de ¢, () en tout point { racine de z = ¢,(z); si { pouvait
étre le point & Iinfini, il faudrait quelques précautions de langage et
par exemple, on conviendrait que ¢,({) en ce point a méme valeur
qu ‘en tous les points du groupe circulaire ¢, C,, ..., {,_, auquel appar-
tient le pomt a I'infini {. Cette convention est naturelle : si I'on soumet
le plan 5 & une transformation homographique quelconque

Y Y AE

(S LA 2= -
() '/Z—*—';" YTl + 6

la nouvelle forme de la substitution a itérer se déduira facilement de
s,=¢(3); cesera Z, = ®(Z); les groupes circulaires fournis par ¢(z)
deviennent par la transformation (S) les groupps que fournit (I)(Z),
et la valeur de ¢, ({) pour un groupe, {,, ..., {,-, est égale a celle
de ®,(Z), pour le groupe Z, Z,, ..., Z,_, correspondant au préce-
dent.

Tout ceci résulte immédiatement de la formule classique

3 dZ, _ d, ds, ds

) L =@, &
sans qu'il soit utile d’insister.

Avec ces éclaircissements la convention qui définit ¢, ({) au point &
I'infini { dans le cas ot ce point est racine de

2= 4,{3)

est toute naturelle. On voit aussi comment on peut, pour étudier
litération de 2(z ), soumettre le plan z & telle substitution homo-

graphique (S) qu’on voudra de facon a avoir une (ransformée de
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la substitution |z, 3(z)] par$ (') qui soit plus commode & étudier
que ¢(z).

Dans la suite, il nous arrivera souvent d’user de ces transformatlons
homographiques. Nous étudierons V'itération dans le plan complet ou,
si P'on préfére, sur la sphére de Ricimann, support de la variable =.

10. 2° Proprictis des points de . — Il y a toujours un point
de E satisfaisant i

Une transformation homowmphique convenable permet de supposer
que ce point est l'origine z= 0. Nous allons étudier l'itération d'un
petit domaine entourant O, et tout ce que nous dirons pourra
s'appliquer a ['itération de la substitution 3,-=%,03) autour d'un
point { satisfaisant &

R TIRGE l?;).(g,l>l:

les itérées de 7 font partie de celle de 5 et 'on connaitra bien Pité-
ration d’un petit domaine entourant { par 4, si I'on connait I'itération
de ce domaine par g,.
ol - ) ) tort
' D apres I’ hypothese, <(z) se développe autour de I'origine en une
série de Taylor

(3 S = O(S) =y 5+ (a3 avee lag | =5 (o) >1.

Remarquons d'abord que, parmi tous les antécédents d'ordre 1 de o,
il y ena un et un seul confondu avee o a cause de ¢'(0)5£0. Lorsque 3,
varie autour de l'origine, cet antécédent = qui est bien déterminé varie
autour de l'origine et I'on a un développement de Tagylor pour = en
fonction de =, tiré de (),

(") R T Bl S e

Les résultats obtenus par M. Kcenigs prouvent que, si z, décrit un
cercle C, de rayon assez pelit, autour de l'origine, s défini par (3)
décrira une courbe C ftoute iniérieure @ ce cercle; c’est-a-dire que,

(') Si P’on désigne par X l'opération qui fait passer de 5 & ¢(3), celle qui fait
passer de Z a ®(Z), sera S—!'2S, comme il est bien connu en théorie des
groupes. ’ ‘
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N’

< ¢, ¢ étant assez petit, on a aussi
o] <hklsi] avee k<1,

et si =, décrit I'aire D, limitée par C,, z décrira 'aire D limitée par C.
On peut dire aussi bien : si z décrit une aire D limitée par un cercle (0
(je dis : cercle pour fixer les idées) de centre O, de rayon assez pelil,
5, décrira une aire 1), limitée par une courbe C, transformée de C, et
D, contiendra D a son intéricur.

D, est la premiére itérée de I'aire D ; prenons les itérées successives
de D. z, décrivant D,, 3, décrira une aire D, qui contiendra D, tout
enticre ¢ son intérieur; D, sc recouvrira elle-méme si, pour deux

“valeurs distinctes de = dans D,, ¢ reprend la mémec valeur : on envisa-
gera alors que D, se compose de deux ou plusieurs feuillets superposeés,
a la facon d’une surface de Riemann; = décrivant D, (tous les feuillets
de D.), .;( ) décrira une certaine aire 1), itérée de D, qui contien-
dra D, & son intérieur, et pourra étre comme D, une surface de’
Riemann & plusieurs feuillets. Il est juste de remarquer que toutes
les D; successives sont snmplement connexes, comme ’aire D initiale.
Chacune des aires D; est tout entiére contenue dans la suivante D,, ,,
c’est clair si D; et D,H n’ont qu’un feuillet; si elles ont plusieurs feuil-
lets, tout feuillet de D; fait partie d’un feuillet de D;_, et sur ce feuillot
tout point de D; ou de la frontiére dr D, est intérieur a D; ... La
question qui se pose immédiatement est la suivante : tout point du
plan est-il intérieur a une D; d’'indice assez grand ('), ou bien y a-t-il
des points du plan qui ne sont intérieurs 4 aucune D;. La réponse est
particuliérement simple et intéressante :

11, Theoréme fondamenial. - Trois cas seulement sont possibles :

1" Qu bien deux points distincts du plan complet et deux seulement
restent extérieurs & toutes les D; successives (*). En les envoyant
respeclivement en « et & l'infini par une homographie conve-
nable, z, = %(z) se réduit a I'une des deux formes simples

; i 1
L --a=(7 —a) ou L - a= T2y

(1) Cest-a-dire : existe-t-il un feuillet de D; qui recouvre ce point.
() (Vest-a-dire ne sont recouverts par ancan feuillet des I); successives,
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alors toute aire finie du plan ne contenant pas le point « est intérieure
a une D; d’indice assez grand et a toutes les itérées de D,.

2° Ou bien il y a un point du plan complet et un seul qui reste exté-
térieur & toutes les D; successives. I'n envoyant ce point 4 l'infini par
une homographie convenable, $(s)ne peut étre alors qu’un polynome
et elle l'est effectivement. [Cette conclusion est encore vraie si ¢ () est
une transcendante ent1ere.| Dans cette hypothése, toute aire du plan
située a distance finie est intérieure 4 une D; d’indice assez grand et &
toutes les itérées de D,. )

3° Ou bien tout point du plan complet est intérieur a une D;d’indice
assez grand ('), et comme le plan complet (*) est un ensemble fermé,
ily aura uneD;d'indi ce assez grand qui recouvrira tout le plan complet ;
il en sera de méme de toutes les itérées de cette Di. C’est le cas d’une
fraction rationnelle (=) générale.

Supposons en effet que trois points distincts du plan complet restent
extérieurs a toutes lesD; et remarquons que Pensemble des points du
plan recouverts par une D: représente I’ensemble des valeurs prises
par la fonction z:(z) itéréede o () danslaire D initiale. On conclurait
de la qu'il existe aux moins trois valeurs que la famille des fonctions

9(3), 2:(5)s ...y wi(z),

ne pourrait prendre dans ). Cette famille est composée de fonctions
rationnelles; elle serait donc normale dans D, au sens de M. Montel,
c'est-a-dire que de la suite des 7:(z) on pourrait extraire une suite
partielle

on(3) 2m(3) eeen 2al3),

qui tendrait uniformément dans toute aire intérieure & D, vers une
fonction méromorphe dans D, qui pourrait étre partoutinfiniedans D.

Cette derniére éventualité est impossible, puisqu’a l'origine toutes
les =, sont nulles. La fonction limite f£(5) serait donc nulle a Porigine
et méromorphe dans D. L'origine serait point ordinaire de f(z) et
dans une petite aire A entourant l'origine et contenue dans D, f(s)
serait holomorphe. Dans cette aire A, les ¢, tendraient uniformément

(1) Cest-a-dire est recouvert par un feuillet au moins d’une D; d’indice con-
venable.

(*) Ou la sphére de Riemann dont il est la projection stéréographique.

Journ. de Math. (5* série), tome IV. — Fase, I, 1918, 12
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vers f(u lin particulier aussi, les valeurs des dérivées des ¢, 4 I'ori-
gine g, (o) tendraient vers la valeur bien déterminée et finie de la
dérivée f'(0) de fal’origine. Ici se rencontre une contradiction, car
bien évidemment, le développement de Taylor de 3,(s) autour de
'origine est
p(8) =iz + ..., J,, (0) = a’,
si '
2(s) =3+ ...,

et comme rn; devient infini, ¢} devient infini aussi puisque |a,]>1
par hypothése. ’

Deux points seulement peuvent échapper & touteslesl);; ona donc
trois cas.

 Premier cas. — Ou bien il y en a deux distincts et alors chacun
d’eux coincide avec ses propres antécédents, ou bien chacun d’eux
coincide avec tous les antécédents d’ordre un de I'autre; en envoyant
les deux points respectivement en ¢ et a I'infini par une homographie
convenable, la relation z, = ¢ (=) se transformera (') soit en

lTh—a=(1l—a),
soit en
]
y R —
a: (/J — a)

On voit immédiatement que toute aire a distance finie ne contenant
pas le point « sera intérieure a toutes les D; d'indice jZ i, / étant
convenablement choisi. .

On reconnaitra aisément qu'on est dans ce cas, a ce fait qu’alors il
existe d€ux points 7, ct Z,, et deux seulement, oli %'(z) = o et cespoints
sont lels, en outre, que : ou hien (*)

L=o(f). =0, PN =0, ..., ¢Fh(L) =o. 9t (L),

(') Pour abréger il nous arrivera de dire que la fraction @ (Z), fournie par la
transformation de 5, = 5(s) en Z,= ®(7.), a 'aide de ’homographie auxiliaire,
est la transformée homographique de o (3).

() Chacun d’eux estalors un point limite convergence réguliére et Fon verra
plus loin qu’il n’est ni point de E, ni limite de points de E.
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L=, D=0, L) =0, ... o N(G)=o, 9W(L) o

fno(Z). Y(ZG)=o. 9% zo. ... BEN(G)=0, oF(5) e
avec
Lz=0(4), Y(L)=o, (L)=o, ..., ok U(L)=o0, oB() 0.

Deuxiéme cas. — Il y a un point et un seul qui échappe & toutes
les D;, il coincide alors, nécessairement, avec tous ses antécédents.
Si on 'envoie 4 I'infini par une homographie convenable, la relation
s, = %(z) se transforme en une relation Z, = &(Z), ®(Z) étant une
fraction rationnelle dont tous les poles sont & U'infini (car un pole est
un antécédent du point a I'infini), c’est-a-dire un polynome entier
en Z.

On reconnaitra aisément, étant donnée une forme rationnelle < (z),
si 'on a affaire & ce deuxiéme cas. La fraction sera transformée homo-
graphique d’un polynome si, et seulement si I’on trouve un point { qui
coincide avec tous ses antécédents. Ce point sera critique pour la
fonction (), inverse de %(s), il sera aussi un point ol ¢'(5) = o0
puisque, parmi les antécédents d’un point critique de $(z), il en est
un oi1 %'(3) = 0. Clest donc un point £, pour lequel I’équation

o(s) — =0,
a ses & racines égales a L.

Cjest un poiPt {= :‘;(C),, qui annule <'($), 2"(0), ..., 9% "(0).
“(%) 5 o, et c’est a cela qu’on le reconnaitra ().

Si l’on est dans ce cas, il sera ais¢ de transformer ¢(3) en un poly-
nome, et alors on reconnait tout de suite que, quelle que soit I'aire A
a distance finie du plan z, on peut trouver un indice ¢ tel cue les
itérées de D d’ordre 2 i recouvrent complétement A : cecirésulte de ce

- k\

(*) Lis forment alors un groupe cirtulaire limite d’ordre 2 et on verra qu'ils
ne sont ni points de E, ni limites de points de E.

(*) C'est donc un point limite a convergence réguliére. Il ne sera ni de E, ni
limite de points de E.
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que chaque point de I’aire A, qui est un ensemble borné et fermdé ('),
est intérieur 4 une D,; donc, les D, étant contenues chacune dans la
suivante, il en est une bhien déterminée qui contient A 4 son intérieur.
Pour bicn préciser encore une fois, cela voudra dire qu'// existe un
Jeuillet de D, sur lequel tout point de I'aire A ou de son contour est
un point intérieur a D,,

Troisi¢me cas.— Si la fraction rationnelle ¢ () donnée ne se laisse
ramener & aucun des types offerts par les deux cas précédents (et I'on
a donné le moyen de reconnaitre quand ces deux cas se présentent),
c’est-a-dire s’il n’existe ni point qui coincide avec toussesantécédents,
ni systéme de deux points dont chacun coincide avec les i antécédents
d’ordre un de I'autre, on peut affirmer que tout point du plan com-
plet sera intérieur & une 1), d’indice assez grand, et comme le plan
complet (*) est un ensemble fermé, il existera un indice i tel que
toutes les itérées de D d’indice 2 i recoucriront le plan complet.

Ainsi se trouve démontré notre théoréme fondamental.

Remarque. — [. L’aire D initiale a été prise limitée par un cercle
de centre O uniquement assujetti a étre assez petit, c'est-a-dire dont
le rayon soit inférieur 4 un nombre déterminé r,.

Mais toutes nos conclusions sont encore vraies, quelle que soit
Paire ® entourant O dont on parte, si petite soit-elle, car une telle
aire contiendra toujours 4 son iniérieur une aire circulaire D de
centre O assez petite, et il est évident que toute itérée ®, de ® contient
4 son intérieur l'itérée D; de D. :

II. Dans un langage équivalent & celui du théoréme précédent on
peut dire :
‘Quelle que soit I'aire arbitrairement petite ® entourant O que I'on

(') Je fais ici appel au lemme de théorie des ensembles appelé Lemme de
Borel-Lebesgue : « Si tout point d’un ensemble fermé borné 4 deux dimensions
est intérieur a une aire plane, on peut trouver un nombre fini de ces aires qui
contiennent a leur intérieur tous les points de 'ensemble. » Mais ceci n’est pas
essentiel. .

(%) Ou, si I'on veut, la sphére de Riemann considérée comme support de ta
variable 3.
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envisage, il existe deux valeurs complexes (y compris l'infini) au plus
que ne puissent prendre dans ® les fonctions ¢,(z) itérées de 9(=).

Premier cas. — 1l 'y en a deux qui se raménent & a et infini
lorsque ¢ (=) se raméne, par homographie, 4

. . _ 1
h—a= (L —a)* ou L,——a_(—Z_—a),‘-
Alors, si 'on considére une aire quelconque A du plan complet ne
] . s DA .
contenant pas ces deux points a4 son intérieur ou sur sa frontiére, &
partir d’un certain indice ¢ chacune des itérées ¢;(z), jZi, prendra
dans ® toutes les valeurs affixes des points de 'aire A.
P

Deuzxi¢me cas. — Ily en a une qu’on peut supposer étre 'infini,
lorsque o(s) se raméne par homographie & un polyrome quelconque.
Alors il existe un indice i tel que chaque itérée ¢.(s) d’indice 7=/

7 J.
prenne, dans ®, toutes les valeurs affixes des points d’un domaine
borné quelconque, fixé a 'avance, du plan.

Troisiéme cas. — Pour une fraction quelconque ¢(z) qui n’est ni
’ g ' r l
transformée d’un polynome, ni transformée de Z, = - par homogra-

phie, il existe un indice ; tel que toute itérée ¢;(s) d’indice jZi
prenne, dans ®, loules les valeurs complexes finies ou infinies.

12. Corollaires. — 1° Les conclusions précédentes sont vraies sil’on
remplace le point O, racine de s = ¢(z) o1 [¢’(5)| > 1, par un point
quelconque de E, racine de 5 = g,(z) ot |9,(5)| > 1, quel que soit
Vindice n. 1l n’y a, pour s’en assurer, qu’a substituer ¢,(s) a 3(3),
pour former les itérées successives de 1'aire ® entourant le point de E
considéré; on étudie ®,, ©.,) Psny -y Oy -+, 4’00 I'on conclut pour
toute la suite ®,, @, ..., ® ..., que le théoréme précédent est vrai.

2° Toul pointde E est point limite pour l'ensemble des antécédents
successifs d’un point quelconque du plan, exception faite pour deux
points du plan au plus qui peuvent : ou bien coincider chacun avec ses
propres antécédents, ou bien coincider chacun avec tous les antécé-
dents d’ordre un de I'autre.

On a fait remarquer, d’autre part, que, parmi les antécédents
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d’ordre 1 d’un point quelconque de E, il peut y en avoir un au plus qui
coincide avec ce point lui-méme, un peu de réflexion suffit alors &
prouver qu'un point (uelconque de I a une infinité d’antécedents
successifs et par conséquent Zoul point de E est pointlimite pour l'en-
semble de ses propres antécédents ().

3° De la suit une propriété trés intéressante des points de E, &
savoir : tout point de K est limite de points de E, c’est-a-dire que
dans un voisinage arbitrairement petit d’un point P de F

[E=2,(8); |9,(5)| >1],

il y a toujours une infinité de points de E, racines d’équations telles
que
3=0,(5), oil Jon(z) | >1.

En effet, quelque petite que soit I'aire & entourant un point P de E,
on peut trouver dans ® un point distinct de P qui soit antécédent de P
d’ordre assez élevé m ; soit P_,, ce point-la, on peut I'entourer d’une
aire A_, intérieure 4 ® et ne contenant pas P, assez petite pour que la
transformée de A_,, par ¢..(z) qui est une aire A entourant P, soit une
aire simple & un seul feuillet aussi petite qu’'on voudra (mais ceci n’a
pas d’importance, I'essentiel est que A entoure ). L’itérée d’ordre
de Aest itérée d’ordre m -+ n de A_,,, etl’on peut prendre 7 assez grand
pour que la petite aire finie A_, soit tout entiére 4 I'intérieur d’un
feuillet de A, (ceci résnlte bien de ce qu’aucun des antécédents d'un
point I ne peut étre un de ces deux points exceptionnels qui inter-
viennent dans le premier et le deuxiéme cas de notre théoréme fonda-
mental ).

La fraction g,,,,(5) transforme alors I'aire A_,, en une aire 4,, qui
peut sc recouvrir elle-méme 4 la facon d’une surface de Riemann,
mais qui est telle que A_,, est intérieur & un feuillet de A,, c’est-a-dire
que, sur le feunillet considéré, A_,, et son contour ne renferment que
des points intéricurs ¢ A, et non sur le contour de A,. Ceci suffit pour
affirmer (*) que l'aire A.,, renferme ¢ son intéricur une racine de

(*) Un point de E n’est donc jamais un des deux points exceptionnels prévus
an théoréme fondamental
() Voir aux Préliminaires, § 5.
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5 = gu4a(5) pour laquelle |4, (5)| > 1 et cette racine est distincte
de P, car A_,, ne contient pas P.

On ainsi montré que toute aire arbitrairement petite i entourant
un point P de I contient nn point de I distinct de I”; elie en contient
donc une infinité : donc tout point de Eest bien limite de poinis de L.

Ceci montre en outre que I, qui contient s(irement un point au
moms, en_conticnt toujours une infinité dénombrable. 11 est alors
permis de parler de {’ensemble K déricé de 1. I contient I, c’est ce
qu’affirme le corollaire 3” que nous venons de démontrer.

° Les principes sur lesquels reposent la démonstration précédente
prouvent aussi que loul antécédent d’un point de k5 appartient a 19';
enfin il est évident que I est un ensemble pars;fait, car d’une part il
contient son dérivé £’, d’autre part, il contient I, et toutpoint de I
étant limite de points de IY est limite de points de I¥. Donc, I est
identique & E, V' est parfait.

Remarque. — Le fait : tout point de IS est limite de points de L,
est capital, nous I'avons oblenu par. une analyse toute naturelle,
comme conséquence du théoréme fondamental. Voici une nouvelle
démonstration directe. Elle utilise le théoréme de M. Picard, avec le
perfectionnement apporté par M. Landau, dont voici I'énoncé :

% et B étant dewr nombres complexes quelconques (3£ 0), o
existe un nombre Ra, B) ne dépendant que de v et de 3, tel que
toute fonction holomorphe

J(5) =z -3: =+ ¢

dans le cercle | s| <R, prend dans ce cercle la valeur zéro ou la
valeur vx.

Supposons que l'origine soit un point de L et, pour simplitier l'ex-
position, que cesoit une racine de s = (=) ot |[%'(s)| >1, ce n'est
pas la, comme on I’a dit plusieurs fois, restreindre la généralité.

= (=) se développe autour de l'origine sous la forme

S o(s)mas +ast4 ., (teay]=>0)
L’itérée d'ordre 7 de ¢ a un développement facile a calculer : c’est

Sp=oa(3) = als+ aya’ N (a — )3+
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Or

9n(5)

~
~

) apalT (at— )5+ ., (Jat]|>n).

On est stir alors que dans un cercle de rayon R[a}, a,a}7'(a} — 1)],
'”( )prend si elle est reguhere dans ce cercle, en un point distinct

de 0, la valeur zéro ou la valeur urn.
M. Hurwitz a montré (voir Picann, Traité d'Analyse, 2° édition,
t. 3, p. 377) que

R(a, B l()!—p—l\/loc]’\/w—ll

On peut donner des expressions plus précises de R, mais celle-li
nous suffit. Si I'on calcule avec elle la valeur de R pour *=— <P"( ), on

trouve une expression qui est de I'ordre de

2
3+

sl

bn

_-—-p'

lat]
Ia Izu—l Iall !

c'est-a-dire qui tend vers zéro quand n grandit indéfiniment.

La conclusion de tout cela est que dans un cercle de centre O dont

, - A oo
le rayon est d’ordre |«,| (rayon arbitrairement petit si 2 est
0.5
assez grand ), "‘f )

a un péle, ou bien un zéro, ou prend la valeur 1,
ailleurs qu’a 'origine.

1° Si {—’ prend la valeur 1; le théoréme est démontré, car en ce
point 3, ona 2, = s. Les seuls cas embarrassants sont ceux ou, (uel

que soit z & partir d'un certain rang, 2 prendraxt bien les valeurs o
et « , mais pas la valeur 1.

2" 'Si cest la valeur zéro, on arrive a la conclusion que O est point-
limite de ses propres antecedents et I'on se tire de la difficulté bien
aisément par le procédé employé au 3¢ corollaire : le cercle C, qui est
arbitrairement pelit, contient un antécédent P_» de 'origine qu’on
peut entourer d’une aire A.. assez petite pour étre contenue dans C et
pour que sonitérée A par 9,(z) entourant O soit arbitrairement petite ;
comme |'étude locale des environs de O suffit, C étant arbitrairement
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petit, 4 prouver qu’une certaine itérée A, de A renferme 4 son inté-
rieur C, et parsuite A .., on conclut que A_, et par suite C renferment
un point de E distinct de O pour lequel

;:@lt0~/l(:)) |?;H—/:(;)l>l-

20 vp(3)

3 Enfing si 2= a toujours mif pole dans le cercle C, cela veut dire

que () est point-limite pour ensemble formé par les antécédents du
point & P'infini. Par une homographie convenable, s’il existe un point
du plan distinct de O dont les antécédents n'admettent pas O pour
point-limite, on enverra ce point a l'infini et la difficulté précédente
se trouvera écartée. Il ne serait impossible de la conjurer que si O
étail point-limite d’antécédents pour tout point du plan. Mais I'origine
ayant alors des antécédents distincts d'elle-méme, on raisonnerait
comme au 2° et le théoréme serait encore démontré.

Cette deuxiéme démonstration n'est pas, au Jond, différente de la
premiére, surtout si 'on songe que M. Montel a déduit le théoréme
de Picard-Landau des notions qu’il a introduites sur les familles nor-
males de fonctions. On remarquera le lien étroit qui relie ces deux
faits : 1° tout point de E est point-limite de points de K5 2¢ tout point
de 1< est point-limite pour ses propres antécédents.

15. Lensemble ', dérive de li. — Nous avons vu que E’ est parfait.

Tout point I de I ¢Lant limite de points de &, quelle que soit I'aire
arbitrairement petite ® dont on entoure P, il y aura toujours dans ®
un point de L, et par suite il y aura au plus deux points du plan
(conformément aux premier et deuxiéme cas de notre théoréme fonda-
mental) qui resteront extérieurs a toutes lesitérées ®; de .

Cest la une propriété caractéristique des points de E'.

Tucorime. — La condition nécessaire el suffisante pour qu’un
point P du plan complet jouisse de la propriété fondamentale sui-
vante : quelque petite que soit Uaire w entourant P, deux points du
plan complet au plus pourront rester ectérieurs a toules ses ilérées ®;
(cas correspondant aux 1° et 2° de notre théoréme fondamental), est
que ® soit un point de 1.

On a vu (ue, si P est de I, la condiltion était réalisée : la condition
est suffisante. 1l est visible qu’elle est nécessaire; en effet, si quel que
soit ® entourant un point P, les ilérées »; de ® recouvrent tout point

. « sért e Raae ]'
Journ. de Math. (7° série), tome 1V. ?,’sq‘."[,?/n:&\‘ ) 3

s
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du plan complet sauf deux points au plus, il est visible que P est point
limite pour I'ensemble des antécédents d’un point gquelcongue du
plan (il ne peut y avoir exception que pour deux points du plan, si ce
systétme de deux points est identique 4 lensemble de tous ses antécé-
dents et de tous ses conséquents, ce (jui nous raméne aux premier et
second cas de notre théoréme fondamental). Parmi ces points dont
les antécédents admettent P pour un de leurs points fimites, se trouve
évidemment tout point de . (On a v qu’un point de K n’est jamais
un des deux points exceptionnels.) I’ étant limite pour les antécédents
d'un point de E est donc de I, puisque, d’une part, tout antécédent
d’'un point de I est de IV’ et, d’autre part, I’ est parfait.

P étant donc un point de E’ et ® une aire arbitrairement petite qui
I'entoure, A étant d’autre part une aire (uelconque du plan complet,
uniquement assujettie & ne contenir ni 4 son intérieur nisursa frontiére
un ou deux points particuliers bien déterminés, quand ¢ (=) est une
des fractions visées par le premier ou le second cas du théoréme fon-
damental, A pouvant étre le plan complet lui-méme si ¢ (5) est géné-
rale, il existe un indice / tel que toutes les itérées de ®, d’indice /.
recouvrent complétement A (*).

14. Corollaiies. — 1° Tout point de I est point limite pour ’ensemble
des antécédents successifs d'un point quelconque du plan complet,
exception faite peut-étre pour deux points au plus qui coincident
chacun avec ses propres antécédents ou chacun avec tous les antécé-
dents d’ordre 1 de 'autre. (Cas 1° et 2" du théoréme fondamental.)

Dans un autre Ianﬂage, il existe au plus deux valeurs complexes,
finies ou infinies, qu'aucune des fonctions

@(3)s 22(30 sy 9u(3),

(1) En particulier, tout pointde I’ ne pouvant étre un des deux points excep-
tionnels prévus au théoréme précédent, sera intérieur i une ®;, et comme
I’ensemble E’ est parfait (et borné si 'on se place sur la sphére de Riemann),
on pourra méme trouver un nombre fini de ®;, ou méme slmplemem une ®;,
d’indice assez élevé i, qui conlienne d son intérieur tout l'ensemble E', ainsi
que toutes les ®; d'indice i > i,. Cela tient & ce que, quelque petite que soit
l'aire ® entourant P de I¥/, elle contient une petite aire circulaire entourant un
point de K, et pour les itérées de celte petite aire, qui sont toutes intérieures
aux itérées de méme rang de ®, la propriété précédente a déja été reconnue
exacle. i
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ne puisse prendre dans un voisinage donné ® de P arbitrairement
petit. :

2° Tous les antécédents successifs d’un point de E’ et tous ses con-
séquents appartiennent 4 ['; car les uns el les autres possedent,
comme le point de | considéré, Ja propriété caractéristique énoncée
an théortme ci-dessus ().

On peut dire que E' est un ensemble parfait qui reste invariant
par la transformation simplement rationnelle du plan 5, = %(s) et
par les & branches de fa transformation inverse.

3° les antécédents successifs d’un point quelconque P de E'
forment un ensemble partout dense dans E’ (), c’est-a-dire que toute
aire contenant des points de |2’ contient des antécédents du point con-
sidéré P. Clest évident puisque, ancun point P de K’ ne pouvant étre
un des deux points exceptionnels prévus au théoréme précédent, tout
point de E' est limite pour les antécédents du point considéré P.

4 En un poine P de K, il est impossible que la famille 3(s),
92(5)y +ovy 9u(%), ... 0w une famille quelconque formée d’une infi-
nilé de o soit normale.

Fn effet, quelque petit que soit le cercle (& de centre P, il existe un
indice ¢ tel que toutes les aires C; itérées de C d’indice 2 ¢ recouvrent

(') De la note (') (page précédente) il résulte, en tenant compte de ce
second corollaire, que, si 'on considére une aire arbitrairement petite ® (par
" exemple un cercle de centre () entourant un point P de E', et la partie £’ de E'
(ntérieure a laire v, I'itérée ®; de ¢ contenant a son intérieur tout I'en-
semble E' : .

a. Toul itéré d’ordre 4, d’un point de ' est un point de E’ intérieur 2 ®;,;

b. Tout point de I/ étant intérieur 2 ®;,, aura un antécédent d’ordre £, inté-
rieur & ®, cet antécédent sera un point de L'; d'oit 'on conclut :

c. Touat point de E' est contenu dans 'ensemble itéré d'ordre &, (et dans tous
les itérés d’ordre (2> i) de ¢,

On peut doac dire qu'd partir de toute partie arbitrairement petite &' de E'
on peut engendrer tout E' a Uaide d’un nombre fini d’itérations successives
de ', ceci nons sera utile pour discuter la structure de E', car on peut dire,
comme conséquence de cette note : La structure de E' tout entier est la méme
que celle de toute partie L' de E' formée des points de E' intérieurs a une
aire arbitrairement petite du plan qui entoure un point arbitraire de E'.

(%) H n’en est pas de méme des conséquents de tout point de E', puisque I'on
sait @ priori que tout point de E ou tout antécédent d’un point de E n’a qu'un
nombre fini de conséquents successifs.
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toute aire A fixce a 'avance et uniquement assujettie & la condition de
laisser deux points bien déterminés du plan au plus & son cxtérieur.
Si la famille considérée était normale en I, ou si une suite infinie
quelconque extraite de la suite g; était normale en I’, on pourrait
trouver une suite

9 (2)y P (3)y .o om,(3),

qui, dans C suppose assez pem tendrait uniformément vm.s une
fonction analyllque Sf(s )qux pouxmxl ¢tre une conslante; mais C
étant suppose assez petit, a parm d’un certain rang les aires C,,
Cp,.,s -+ itérées de C seraient voisines de l'aire I' transformée de C
par /(s), et par suite seraient, comme I, arhitrairement petites. Ceci
contredit le fait (que pour tout indice j supérieur ou égal a Uindice /
dont il a ¢té queslion plus haut, C, recouvre A.

5° Dans toute aire w, dlb:lralrenwnt petite, entourant un point P
de L il existe deux valears complexes (finies ou mhmes) au plus que
ne puisse prendre aucune des fonctions 2'(3), 2,(z), ..., 7.(3) ou
méme (ue ne puisse prendre aucune des foncllons d’une suite infinie
extraite de la précédente :

90, (3), 9u,(3) . 9(3),

Car s'il existait trois valeurs complexes distinctes (qu'aucune des
fonctions

‘ /I - /' -
Wa,(3) Gn (3 o, wu(3), ..

ne prenne dans ®, cette suite serait normale dans v, et 'on en dédui-
rait de suite que '
9n,(5) 2a (3 ooty @ (3), ...

serait aussinorinale, contrairementau 4* corollaire.

15. La structure de . — Des ex2mples simples montrent immé-
diatement que I peat étre : 1° un ensemble parfait discontinu, ou
2° un ensemble parfail continu linéaire (1), mais 3° rien n’exclut
a priori la possibilité pour 1Y d’avoir des portions qui soient des
continus superficiels, des aires.

('y A priore. L' peut étre a la fois discontinu dans certaines régions el
continu linéaire dans d’autres; nous verrons plus loin que cela ne peut étre.
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A ce titre la proposition suivante est intéressante.

Théoréme. — Llensemble I ne peut comprendre des aires que s'il
comprend toul le plan complet; end’autres termes : s'il existe un point
du plan complet qui n’appartienne pas a I, I ne peut étre qu’un
ensemble continu linéaire ou un ensemble parfait discontinu, mais ne
comprend certainement aucune aire du plan. Autrenent dit encore,
dans ce cas, I¥' n’a pas de point intéricur,.

En effet, si A est un point du plan n’appartenant pas a IV, on peut
I’entourer d’une petile aire A dont aucun point n’estde E; aucune des
antécédentes de A ne contient de point de E'; par suite, un point Pde I/
ne peut é&tre point limite pour les antécidents d’un point arbitrai-
rement choisi dans A ('), que «i dans tout cercle de centre P il y a des
points n'appartenant pas & I, Ceci exclut done la possibilité pour P
d’étre « point intérieur » de 17, ¢’est-a-dire d’étre centre d’un certain
petit cercle dont tous les points sont de k. Comme nous le verrons
par la suite, I’étude locale aux environs des points remarquables du
plan déja signalés par M. Kaonigs permet de fixer certaines régions
(ui ne conticnnent pas de point de £’ '

A priori I pent done 1 1° étre un ensemble parfait discontinu ou
continu linéaire (*), ou 2° étre identique au plan complet. '

(1) Geci écarte I'objection an raisonnement actuel que pourrait faire naitre

- Fhypothése que tous les antécédents de A ne cont qu’en nombre fini, hvpothese
qui correspond aux prewmieretdeusiéme cas du théoréme fondamental, A étant
supposé un desdeux points exceptionnelsdont il est fait mention alors. Nous ver-
rons d'ailleurs plus tard que ces deux points exceptiotnels dans les premier et
. deuxiéme cas ne sont jamais des points de E', et (u'on peut lesentourer chacun
d’une aire ne contenant pas de point de E': ils forment en effet un groupe circu-
laire limite d’ordre 2, ou bien chacun est point limite a convergence réguliére.
(%) Voiciune conséquence immédiate de la note (') de la page gg du présent
Mémoire : Si dans une région R arbitrairemeut petite du plan, les points de I/
forment un ensemble partout discontinu, c'est-i-dire « mal enchainé entre deux
quelconques de ses points », E' tout entier sera partout discontinu. En effer,
tout point de E' peut étre entouré d’une petite région D, dont une itérée D;
contient R & son intérieur (car un point de E’ n’est jamais un_des deux points
exceptionnels qui peuvent échapper 4 toutes les D;). Il y a-donc une antécé-
dente R_; d'ordre 7 de R qui est tout entiére contenue dans D. Dans D, les
points de F' forment un ensemble mal enchainé entre deux quelconques de ses
points, car si cet ensemble partiel était bien enchainé entre deux de ses points
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l6 1° Voicides exemples simples du premier cas :
° E’ est ensemble parfait discontinu : Il suffit d’envisager les frac-
t!ons rationnelles signalées par M. Fatou dans sa Note des Comp/ns

/v'mlus du 15 octobre 1906 : 3, = 7 pour lesquelles il démontre

que tout point du plan complet n apparten.mt pas 4 un certain
ensemble parfait discontinu E’ a des conséquents qui tendent vers
lorlgme

> ces fractions se réduisent a des

\I-—

Ll’(nr la transformation s =
polynoes
LTo=aolh 41
et le point de convergence pour tout le plan, sauf 1<, est le point a
l’inﬁui.]
E" est obtenu par M. IFatou de la facon trés simple que voici : 1l

détermine un cercle C, de centre situé a I'origine, dont le rayon o se
calcule d’aprés les formules de M. Keenigs, et tel que, si|s| <z, on ait

5] < K} s (o< K <), .

K se détermine connaissant la valeur de %2 a, a Porigine, gui est ici

nulle. C,, dans le cas présent, contient les deux points critiques de

la fonction algébrique =(s,) inverse de z, =2(z) qui sont 3z, =1

son itéré d’ordre ¢ le serait aussi; or, cet itéré d’ordre { contient la portion
de E' contenue dans R (puisque D contxenl R_;) yui, par hypothése, est par- -
tout discontinue dans R.

De méme, si dans une région R arbitrairement petite du plan, les points de E’
forment un ensemble continu linéaire, c'est-a-dire bien enchainé entre deux
quelconques de ses points, E', toul entier, sera bien enchainé entre deux quel-
conques de ses points, E' sera un continu linéaire.

E' ne peut donc étre partout discontinu dans une région et continu dans
d’autres. 1l ne peut se composer de deux portions continues sans point commun,
mais rien n'empéche a priori E' d'étre tel que, dans toute région du plan, il y
ait des points de E' entre lesquels E’ est bien enchainé, et d’autres entre lesquels
E' soil mal enchainé; c’est-a-dire que rien n'empéche que dans toute région du
plan contenant des points de I, si petite soit-elle, il y ait des portions de E’
continues et des portions discontinues,
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et 7, = 0. Alors si I'on prend les antécédentes successives de C,, on a
successivement k courbes, puis &* courbes, ..., k7 courbes, la portion
du plan limitée & C, contenant O a pour antécédente une portion du
plan contenant la précédente et limitée aux k& courbes antécédentes
de C,, cette derni¢re portion a pour antécédente la portion du plan
contenant O et limitée aux k* antécédentes d’ordre 2 de C,, etc.
Chacunc des régions antécédentes 'une de I'autre, ainsi déterminées,
contient sa conséquente, et chacune de ses courbes limites délimite
une région (ne contenant pas ) ou se trouvent & courbes limites de
la région antécédente de la région considérée.

Par ce processus, on voit que les courbes antécédentes successives
de C, ainsi introduites, se rétrécissent indéfiniment dans toutes leurs,
dimensions. L’ensemble des points n’appartenant a aucune des
régions envisagées précédemment, qui sont les antécédentes de 'aire
du cercle C,, est un cnsemble parfait partout discontinu. Tout point
de cet ensemble est point limite pour les antécédents de tout point du
plan, sauf I'origine (qui est un point exceptionnel du type signalé au
deuxiéme cas de notre théoréme fondamental), c'est évident d’aprés.

la définition méme de cet ensemble; on reconnait ainsi que cet
=k
ensemble n’est autre que I’ensemble E' relatif a la fraction 3, =

ey
sk
2° E” est un continu linéaire : Il suffit de prendre I'exemple =, == 3*
(ui entre dans le premier cas du théoréme fondamental.
[ci I'itérée d’ordre 1 de * est
= 9,(3) = 3
l.es racines { de == 2,(5) ont toutes 1 pour module, cxcepté = =o.
Ce sont les racines de
=t —1=o.

En chacune de ces racines, on a

o' (%) = 2%,
donc

[ ()] =2,
et, par suite, .

lo,(2) [ >1.

Les racines de



/
104 "GASTON JULIA,

sont toutes des points de E. Elles sont partoul denses sur le
cercle | 2| = 1. I se compose de toute la circonférence |z = 1.

L'équalion 3= »(z) admet en outre les racines o et o | qui sont les
deux points cx('eptlonnels du théortme fondamental (1° Las)],
ol | ¢"(3)|est nul. Ce sont rcst'cuvement les points-limites des consé-
(quents de tout point de la région du plan limitée par le cercle |z]|=1
gui les contient.

3" Nous verrons plus loir quelle complexité peut offrir I’ensemble E
dans des cas ou il est linéaire. Nous verrons en par tlculmrqu il pourra
diviser le plan en une infinité de régions, c’est-a-dire (qu’il sera pos-
sible de donner des fractions 2 (z) snmplc- pour l(wquolles il existe'une

infinité de régions distinctes du plan hmlleee chacune par une partic
de E'.

17. La question se pose de savoir si, effectivement, 12 peat com-
prendre le plan complet tout entier, et de répondre a cette question
soil par la négative, soit par I'affirmative, en donnant un exemple de
fonction rationnelle = (z).pour laquelle tout point du plan soit de K.
Nous verrons plus loin qu’une telle fonction n’est ni un polynome ni
une fraction se ramenant au premier cas de notre théoréme fonda-
mental.

Montrons dés maintenant comment, par analogie avec une question
connue et bien simple, on peuat penser que E pourra peut-étre
compter tout le plan.

E'a ¢té défini par sa propriéLé caractéristique : Toul point de E est
potut-limite pour les antécédents d’un point quetconque du plan
complet, sauf peul-étre pour deus; points ar plus.

Or, prendre les antécédents successifs d’un point 5 du plan, c’est
résoudre 'équation

=35 «quidonne k antécédents z_; dordre 1.

)
2(35-,) =5, » 2 » s_, d'ordre 2,

Ce probléme est un cas particulier du suivant : f(z, 3,) == 0 étant
une relation algébrique entre z et z, ( f est un polynome en s et d.)
3 est dit antécédent de z,; 3 défini par f(z_,, 3) = o sera anté-
cédent de 3, etc. On définit ainsi les antécédents succe_,sjfs de zetla
question est d’examiner "ensemble dérivé de | ensemﬁe"fdx’rmepar ces
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e
4
nlec(,deg . Or il est facile de voir que, pour certains choix de S et
/ﬁﬂﬁm rlm ivé se compose du plan lout entier, quel dque soit le
point = envisagé.
In effet, si
3= S8,(3), 3= §,(5), e 5= 8,(3)

sont les substitutions fondamentales d’un groupe automorphe impro-
prement discontinu dans lout le plan (groupe de Picard par exemple,

ol ces substitutions sont

Sl =5 =S (2] 5 —=8:(=5) ). .. [5—8u(35) | =0,

les antécédents successifs d'un point quelconque 3, du plan ne seront
pas autre chouse évidemment (ue tous les homologues de z, dans le
groupe considéré. [.e groupe étant improprement discontinu quel que
soit =, dans tout le plan, ces homologues seront denses partout dans
le plan; 'ensemble dérivé de I'ensemble de ces homologues se com-
pose de tout le plan complet, quel que soil le point =, dont on est
party.

La question qui nous occupe : détermination de }’ pour une rela-
tion

s—w(s) =0,

% étant rationnel en z, et la question de la détermination des poiuts
du plan, autour desquels un groupe automorphe cesse d’étre propre-
ment discontinu, sont douc deux cas particuliers de la question plus
générale suivante : détermination de I'’ensemble dérivé pour 'ensemble
des antécédents d'un point quelconque z, du plan, ces antécédents
¢tant définis de proche en proche par la relation algébrique

f(z.5)=o.

A ce titre, puisque le deuxiéme cas particulier (groupe automorphe)
donne facnlement des exemples oli F est ldenllque au plan complet,
on peut tout au moins penser qu’il n’y a pas de raison « priori pour
(que la question qui nous occupe dans ce Mémoire (itération des fonc-
tions rationnelles) ne comporte pas de tels exemples, et 'analogie

~ Journ. de Math. (¢ série), tome IV. — Fasc. 1I, 1418, lll
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signalée serait plutdt une présomption en faveur de l'affirmative ().
Je profite de I'occasion pour signaler d’autres analogies entre la ques-
tion de l'itération et celle des groupes automorphes.

A8. Sil'on prend pourS,(s), ..., S,(z) les substitutions d’un groupe
fuchsien a cercle fondamental, il est clair que, pour tout point du
plan, 'ensemble dérivé de 'ensemble des antécédents sera composé
de tous les points du cercle fondamental : E' se compose de toute la
circonférence conservée par le groupe. On a trouvé un résultat ana-
logue dans le deaxiéme exemple signalé plus hant (=, == z*).

Si les S,(5) sont les substitutions fondamentales d'un groupe klei-
néen de 'espéce de ceux qui conservent l'intérieur d’une courbe
continue pourvue de tangente enune infinité de points et dépourvue de
cercle osculateur en ces points (courbe signalée par Poincaré dans son
Mémoire sur les groupes kleinéens), I3 se composera de tous les points
de cette courbe. Effectivement, nous donnerons plus tard des exemples
de fonctions rationuelles pour lesquelles LI’ se compose de tous les
points d’une courbe de Jordan sans tangente.

‘nfin, si les S;(s) sont, par exemple, les substitutions fondamen-
tales d’un groupe fuchsien pour lequel le polygone fondamental a des
cotés de la deuxiéme sorte, ce (qui conduit 4 des fonctions fuchsiennes
definies dans tout le plan, sauf aux points d'un ensemble parfait dis-

continu E' situé sur le cercle fondamental, on a Panalogue .du
A
I = ] oli ensemble était parfail

premier exemple signalé

(") Depuis le dépot de ce Mémoire. M. Laltés a fait cownaitre dans une Note
des Comptes rendus (7 janvier 1918) un excmple intéressant de ce cas,
En posant

3 ==p(u) (&2
siz=p(2u) L4z 0)

on a

Tous les points u = (¢ 4- {1w) pour les quels ¢ et w ont des (,léw:loppcmcnls
périodiques simples dans le systeme de base 2 avec n chiffresi la périade, sont tels
que 2" =« & une période prés et corvespondent ivdes racinesde s = 5, = 0,(3)
pour lesquelles o, (3) =2%. Ce sont des points de F; les n précédents étant
denses dans le parallélogramme des périodes, I est dense dans tout le plan. B est
identiqque aa plan complet.

.
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discontinu. On aura facilement un exemple de tels S;(s) en prenant
trois cercles extérieurs deux 4 deux C,, C,, C,, considérant l'aire qui
leur est extérieure, la réfléchissant sur un des cercles, C, par exemple,
et considérant I'ensemble de I'aire primitive et de son image comme
le domaine fondamental d’'un groupe fuchsien, en faisant se corres-
pondre dans le domnaine fondamental obtenu C, et son image (3, C,
et C. Siles S;(z) sont les substitutions fondamentales d’un groupe
klein¢en donnant des fonctions kleinéennes définies dans tout le plan,
sauf aux points d’'un ensemble parfait discontinu (groupe Schottrky,
par exemple), on aura epcore une foule d’exemples ou E’ est parfait
«hscontmu, mais n’a pas ses points sur un cercle fondamental.

J’ai un peu insisté sur les rapprochements entre 'ensemble E'relatif
a Pitération d’une fraction rationnelle et I’ensemble ¢ des points ol
un groupe automorphe cesse d’é¢tre proprement discontinu; car il m’a
para que les deux questions (ue ces deux ensembles dominent (itéra-
tion d’une fraction rationnelle, et étude d’un groupe automorphe)
devaicnt s’éclairer I'une Vautre, toutes deux ¢étant cas particuliers de
la question plus générale relative 4 la fonction algébrique 5(z,) définic
par f(5,2,) =0 que jai signalée plus haut. Dans nos deux cas
particuliers, tout point de I (ou de (') est point limite pour
I'ensemble des antecidents (ou des homologues) d'un point guel-
congue du plan, et cetle propriété caractéristique de E' comme de ¢
est trop importante pour que nous n'ayions pas mis en lumiére les
liens étroits gu’elle établit entre les deux questions signalées.

Je bornerai la cette digrecsion pour ne pas m’écarter trop du sujet
propre de ce Mémoire, qni est P'étude de I'itération d’une fraction
rationnelle.

19. Sans nous attarder a la question de savoir si, effectivement,
I peut, pour certaines fractions rationnelles % ( =), se composer du plan
tout entier, nous poursuivrons plus avant I'étude des cas o l'on a
reconnu que I’ n’est pas superficiel. On reconnait le plus souvent ceci
par’étude locale des environs d’un point limite [z = % (3), [2'(3)] <1,
ou d’un groupe circulaire limite.

Montrons, en effet, que si 'on reconnait pour la fraction 5, = (=)
I'existence d’un point limite 4 convergence réguliére, ¢’est-a-dire d'un
point A racine de

s==olz). o oi(3)] <,

on peut fixer un voisinage de ce point dans lequel aucune des
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dquations
3=15,(3) (n=1,2....,%)

n'a de racine distincte de A (*).
On sait, en effet, que si J est I'affixe de A, on peut trouver un

nombre o tel ue si

is—3l<o
on ait
oy —Z|<<ll.o
H étant compris entre o et 1.
De la s’ensuit
{:u—.:}<””'?-

5 décrivant le cercle C de centre A de rayon z, 3, décrira une
c

C

Fig. 12,

courbe C, sans point colnmun avee C, toute intérieure & C. Si = décrit
I’aire D intérieure a C, 5, décrit I'aire D, intérieure a C,. Si 2'() # o,
on peut supposer p assez petit pour que, I'aire D étant simple et &
un seul feuillet, I'aire D, décrite par z, soit aussi a un seul feuillet;
il est clair, alors, que les itérées successives de D seront emboitées
chacune dans la précédente et tendront vers A dans toutes leurs
dimensions.

Si ¢'({) = o, alors I'aire décrite par z; sera a 2 feuillets, quel (ue
soit 7, et admettra A pour point de ramification; mais ceci n’a pas
d’importance, I'essentiel est que, dans tous les cas, s décrivant le
cercle C dans le sens positif autour de A, z,, 3,, ..., 3,. ..., décrivent.

() Tout polynome admet le point & I'infini comme point limite a convergence
réguliére, on peut s'en assurer par une homographie arbitraire qui raméne
a distance finie le point a I'infini. Pour aucun polynome F' ne peut donc étre
superficiel.
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tous des courbes complétement intéricures a C. Car alors, ainsi qu’on
I'a indiqué dans les préliminaires, la variation de 'argument de 5—3,
lorsque s décrit C est nécessairement égale a 2= comme la variation
de l'argument de z—7, d’oit il suit que, dans l'aire D, les équa-
tions

5——-"0,,(3)."_’:() pour N0y, 2. .,...%.

n'ont d’autre racine que ¢.
['ensemble L& se composant de points qui sont racines de telles
équations, il est visible que aucun pointde I ni de E’ ne figure dans
Paire D. E' n’est alors siirement pas superficiel.
La démonstration, pour un groupe limite 7, 7, ..., {,, provenant
des racines dc
5
k

S22 5,(3), ;l:?(:)~ ) :/»—1:?(:/;~2)- :?(:p—l);

?};(:l) — ?,(:)’J/(:I) . '?,(:p—l)‘

est a peine différente (*). Comme I'a montré M. Keenigs, chacun
des ¢, peut étre entouré d’un cercle C; de rayon g, tel que, si 5 est
intérieur & un C;, ses itérés tombent respectivement dans les cercles (C
suivants. 5, revenant tomber dans C; de telle facon que |z — ;| <g¢
entraine | 5, — {,| <<Hg;, H étant < 1. On peut toujours supposer que
les C; sont extérieurs deux 4 deux et assez petits; alors, si s décrit C,
T1y Ty .0y 3, décrivent des courbes extérieures a C et respectivement
voisines de {,, ..., 3, ..., donc la variation de I'argument de 5 — 3;
(i=1,2,...,p,...) le long de C est nulle.

On voit immédiatement (u’il en sera de méme quel que soit Z, sanf
pour les valeurs de ¢ multlples de p; la variation de arg(s — .,,) sera
tou;ours nulle le long de C si i n’est pas multiple de p; elle sera égale
a 27 si [ est multlple de p. On conclut que, dans I'aire D limitée
par C, les équations

s—9,(3)=o0 (n=r1, 2, z)

n’ont pas de racine si n n’est pas multiple de p, et n’ont qu’une racine
(quiest 7) si n est multiple de p. Le méme raisonnement vaut pour

(') On peut toujours supposer que tous les points du groupe sont a distance
finie, sans restreindre la généralité.
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les aires D, D,,...,D,_, limitées par les cercles C,, (_,, ..., C,, ().
in rapprochant ce que nous venons de dire du troisiéme corollau‘e
de notre théoréme fondamental, on peut dire : « Dans I’ensemble des
racines des équations
5 =2,(3) (nz-z1.9, ..., %)

1° Si une racine { rend |z, (7)| <1, elle est isolée dans l'en-
semble;

2* Si uneracine {rend [, ()| > 1, elle est limite de points de
P’ensemble | et le troisieme corollaire dit méme qu’elle est limite de
racines d’équations = — ,(z )pourlesquclles |2, (2)|>110

Ainsi se distinguent neuement les points de I des points limites &
convergence réguliére ou des groupes circulaires limites.

20. Il peut arriver aussi que des propriétés particulicres de la frac-
tion z(s) considérée permettent d’énoncer des propriétés de 'en-
semble IV’ et, en particulier, de reconnaitre de suite qu'il n’est pas
superficiel, c’est le cas des fractions qui conservent I'intérieur et lacir-
conférence d’un cercle fondamental et que M. IFatou a signalées dans
une Note des Comples rendus (21 mai 1917). On peut toujours sup-
poser que ce cercle Cest le cercle {71 alors, pour [z1<1, on a
lz(z)|<r,etpour|z| =1 o0n a |4(5)|=1. |[M. IFatou a donné la
forme nécessaite des ¢(z) jouissant de cette propriété en ramenant
le cercle au demi-plan analytique supeneur, par une transformation
homographique.| ¢(z) est supposée de degré¢ k. On voit qu'a deux
points s et 5" symétriques par rapport au cercle C correspondent deux
points % (3) et 5 (5') symétriques par rapport au cercle. La fonction
algébrique inverse de 4 (5) a, en général, k — 1 points critiqques inté-
rieurs & C, et (A —1) antres points critiques symétriques des premiers
par rapport a (C. Si I'on considire la surface de Riemann R relative 4
cette fonction algébrique, la circonférence | z| = 1 découpera dans ses
% feuillets une aire S simplement connexe 4 / feuillets contenant O et

(') Pour toute fraction du type correspondant au premier cas de notre théo-
réme fondamental, c’est-i-dire pouvant par homographie se ramener i

/‘l—a: (Z_——T)’:

le point « et le point & l'infini (c’est-a-dire les deux points exceptionnels du
théoréme) forment un groupe circulaire limite d’ordre 2.
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limitée 4 la circonférence |=! = « parcourue k fois. La fonction algé-
brique s = 4 (5,) inverse de » ( z) donne une repr ésentation conforme
sur I'intérieur du cercle C de I'intérieur de la surface S i k feuillets pré-
cédente; par la méme fonction, la portion de la surface de Riemann R
c0n51dcrce crtéricure @ || =1 se trouve reprosentee de facon con-
forme sur 'extérieur du cercle |3 = 1. En définitive 5 =(5,) repré-
sente, conformément sur le plan complexe des s, la surface de Rie-
mann R, complétée par les k points i l'infini des k feuillets, .cui est
comme on sait, ferméc et de genre séro. Si z parcourt C dans le sens
positif une fms, si= 5 (3) parcourra G loujours dans le sens posm/
el k fois d’ou il suit facilement que, sur C, se trouvent A — 1 racines an
moins de I'équation s == 2 (), et,s’'il yenaplusdek —ril yenak +1,
c'est-a-dire que toutes sont sur C,

Sily en a eﬂ'eclivemenl k + 1, on verra qu’il y aura sur C toutes
les racines des équations = = 7, (s)peur =1, 2, ..., =%.

Fn effet, =, déerit C (hm le sens positif A2 fois, z, le décrit A fois.
Chacane des équations z = %, (=) a sur Cau moins 4" — 1 racines. Elle
en a en tout k" + 1. Il ne peut en exister deux hors de C que si chacune
est racine de = = % (3), ce qui est impossible puisque s =7z(z) a ses
k + 1 racines sur (, ou si les deux racines considérées forment un
groupe circulaire fourni par z=2.( ), mais on voit immédiatement
que ces deux racines devant étre symétriques 'une de I'autre par rap-
port 4 C, ’hypothése actuelle est impossible a accepter, car la trans-
formée = ( z) de la racine intérieure & C serait 2, extérieure 4 C, ce qui
par hypothése, est impossible.

Conclusion. —Oubien toutesleséquationsz = 72,(3), (2 =1,2,...,%)

ont leurs racines sur C; ou bien I'équation = =7 () a deux racines,
symetrlquee ( ) par rapport a C, non situées sur C, et toutes ses autres
racinesainsique touteslesautresracinesdes s =17,(3) (n=2,3,...,%)
sont sur C.

La donnéedu cercle fondamental permet donc d’affirmer immédiate-
ment que E’ n’est pas superficiel. M. Fatou a énoncé dans sa Note que,
si toutes les racines sont sur le cercle C, il peut arriver qu’elles y
forment un ensemble dont le dérivé (qui comprend E’ évidemment)
soit parfait discontinu, ou soit composé de C tout entier.

(*) I peut arriver que ces deux racines viennent a se confondre sur C, elles

vérifient alors s— 2 (z)z=0, <'(z)=1. et forment une racine double de
2 — g (5)=o0, mais c’est li un cas particulier.
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21. Si s = (=) admet deux racines symétriques par rapport a (.,
non situées sur C, on peut, & une homographie auxiliaire prés, sup-
poser que ces racines sont o et =z, Alors 3(z) est telle que

z(0)==o0; [o(s)|<<r st < oty =1 si z:=1:

Jo(s)|>1 si s3>0 ACAE=E"R

e lemme de Schwarz rappelé dans les Préliminaires (35) prouve
alors, 7 (=) n’étant pas linéaire, que, pour |z {<1,0na

fo(a)l=fs] 1)

sans égalité possible et cela prouve qu'a I'origine on a [z'(0)| <1
sans égalité possible puisqu’un petit cercley de centre O se transforme,
par =(z), en une courbe intérieure & v (voir les Préliminaires).

L’origine est un point limite 4 convergence réguliére, et 'on voit
qu’il en est de méme pour le point i Iinfini.

Il est facile de montrer que, dans I’hypothése actuelle, 2 tous
pointde Corna |2 (z)|>1 (.
En effet, pour [zi=1,

el pour |z| <1,

(*) On a, de meme, pour ; 3j>>1,
fo(s)]>]=].

(?) Cette proposition me parait un complemeul trés utile @ la Note, signalée
plus haut, de M. Fatou.



SUR L'ITERATION DES FONCTIONS RATIONNELLES. 113

Pac suite, tout segment AB normal au cercle | 5| =1 est transformé
en un”arc de courbe A B, joignant A, (sur le cercle |3]=1)aB,
(intérieur au cercle de rayon OB). Donc, la longueur de ’arc A, B, est
toujours supdricure i celle de AB sans égalité possible ('). Lecn
entraine que |3'(3)|Z1 en A (*). D’axlleurs, la courbe I | ¢'(= )I_ 1
étant une courhe algébrique ne pourrait rencontrer C qu’en un
nombre {ini de points et I'on voit bien aisément qu’en ces points, [ ne
saurait couper C en un point A, ou lui étre tangente, ou uvoir un
point multiple en A sans aboutir & une contradiction résultant de 'un
ou de l'autre des faits suivants : 1° aux environs de A point commun,
aCetT,il yaurait sur le rayon OA ou sur son prolongement, un
segment AB sur lequel |9'(3)|serait <1, sauf en A, et d ce segment AB
ne pourrait correspondre un arc A, B, de longueur supérieure a celle
du segment AB lui-méme; 2° ou hien il y aurait sur C, aux environs
de A, des points ot1 [2'(3)| < 1.

Les figures « et & montrent I'impossibilité pour I’ de couper C en

un point simple A, la région voisine de A hachurée est celle ot
'(3)] < 1. ¢ montre 'impossibilité pour I de toucher C et d 'impos-
sibilité pour T d’avoir un point double (nécessairement a tangentes
rectangulaires) en un point de I' & cause du premier ou du deuxiéme
fatt précédent.

Donc, en chaque point de € |2'(3)|>1. Toutes les racines de
s=12,(3)(n=1,2,...,%) situées sur C rendent donc|z,(z)|>1.
Elles sont donc de E. Il est aisé de montrer qu'elles sont partout
denses sur C.

En effet, sur Con a :
[2'(5)| >M>1,

M n’étant pas égal a un.
Si s décrit un arc quelconque ab de C, son itéré 5, décrira un

(') De méme a tout segment A’B’ normal a C et extérieur a C, correspond un
arc A} B} toujours > A'B'.
(2) En effet, on a

.0
arcA, B, :/ |9'(3)] | ds],
A

et sien A |¢'(5)] était <1, il serait <1 sur un certain segment AB de OA et
P’on aurait
arcA,B; < AB.

Journ. de Math. (3¢ série), tome 1V. — Fasc. 11, 1918,

[¥24

"
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arc a,b,, dans le méme sens que ab, qui sera >M x(arcab)

5, decru‘a un arc
ay by > M“(arc ab) ....

Les arcs a;, b; grandissent indéfiniment. | existe un itéré 3, qui

7z “
AN
8 / /4 \
’ : c I
' /
(a) i (b) g -
0
Fig. 14.

décrit strement un arc a,b, comprenant autant ce circonférences
qu’on voudra et qui le décrit dans le sens positif si 5 décrit ab dans le
sens positif : il faut donc évidemment que le poinl s, coincide avec 3
pour une certaine position de z, c’est-a-dire que z = 2,(z) ait une
racine dans I'arc ub. I.’arc ab étant quelconque, ceci veul dire que les
racines des équations ;5 —3,(z) = o sont partout denses dans le
cercle C. E’ est identique au cercle C tout entier.

22. Remarque (*). — Sil'on avait considéré, au lien d’un cercle C,

(') Apres le dépdt de ce Mémoire, M. Fatou a démontré dans une Note des
Comptes rendus (4 février 1918), que I ne pouvait étre qu’'un cercle, désl’ins-
tant qu’elle était formée d’un arc régulier de courbe analytique. Cette
remarque n'a donc plus de raison d’étre et le lecteur est prié de n’en pas tenir

compte.
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une courbe analytique simple I' séparant deux régions qui se transfor-
ment chacune en elle-méme £ fois () par 9 (z), comme l'aire limitée
par C se transforme en elle-méme k fois, on serait arrivé aux mémes
conclusions que les précédentes. Nousappelleronsla courbe courbe fon-
damentale T'. Ou bien toutes les racines des z =9¢,(z) n=1,2,...,%
sont sur I, ou bien deux d’entre elles seulement, racines de z = 9(z)
sont hors de'I'. Dans ce dernier cas, sil'on fait une représentation
conforme de I'intérieur (*) de I sur I'intérieur de C(]Z|Z 1) al'aide de
la fonction 5 = f(Z) analytique dans T etsur T' (I est en effet une
courbe analytique simple sans singularités) la relation z, = ¢(3) qui
fait correspondre sy 4 z dans I devient une relation Z, = ®(Z) qui
fait correspondre 7, 4 Z dans C. ® est analytique dans C et sur C; si
Z est sur C, Z, est sur C,. Si l’on fait correspondre une racine de
s =9(s) intérieura1"a Z = o, alors on a

®(0)=o, ®(Z)| 21 st |Z]<1.

A un point z; intérieur 4 T correspondent k points z; donc a Z, inté-
rieur & C correspcndent k points Z, @ (Z) n’est donc pas linéaire, donc
on a pour |Z| <1

[®(Z)|<]|Z].

Donc, a Porigine, ®'(0) < 1. De la suit que les points z = ¢(z)
hors de T' rendent | 2'(3)| < 1. Iin effet en ces points

do  dz __ _cfﬁ dZ, d7.
ds — dz — df, d7. dz

et comme 5 = 3, ¢t Z =7, aux points considérés, on a aussi, en ces

(') Clest-a-dire qu’a 5 intérieur a la courbe correspond un point 3, intérieur
a la courbe et & 3, & points 35 distincts en général; si z est sur la courbe, 3, est
sur la courbe. La courbe I restant invariante par une infinité de substitutions
rationnelles 5; = 9;(5), doit étre de‘genre 3€ro ou un, si elle est algébrique,
d’aprés un théoréme de M. Painlevé.
. (*) Nous appelons intérieur de I une quelconque des deux régions en les-
queltes I' divise le plan complet et, pour fixer les idées, celle qui contient une
racine de 5 = ¢(z). Nous verrons d’aillears plus loin que, dans ce cas, chacune
des deux régions contient une de ces racines & son intérieur et que pour ces

racines | ¢'(3)| <1.
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points,
az, = 7.
Done
(Ie| _ dZ‘ f
Az T dL =0

La fonction inverse de ¢(z) a £ — 1 points critiques (en général)
intéricurs 4 T et k — 1 extérieurs & I'; sur les & feuillets de sa surface
de Riemann T découpe une aire simplement connexe & £ feuillets, inté-
rieure 4 T, limitée par la courbe T', k fois parcourue ('). De méme la
fonction inverse de ®(7Z) a k -—1 points critiques intérieurs a C; sur
les /: feuillets de sa surface de Riemann C découpe une aire S &
" k fenillets, intérieurce 4 C, contenant I'origine, simplement connexe ct
limitée par C, & fois parcourue.

La functlon L=1{(%4,)inversede}( /) réalise donc la représentation
conforme sur I'aire simple |Z]7 1 de l'aire S (*). Les bords des deux
aires en correspondance étant analytiques, cette représentation
conforme peut se prolonger analytiquement. Complétons S en lui
adjoignant sa symétrique S’ par rapport 4 C et soudant.S et &' le long
de C parconru £ fois. L’ensemble S + &' fait une surface de Riemann R
fermée, & k feuillets, de genre zéro. A deux points Z, et Z symé-
triques par rapport a C, faisons correspondre, d’aprés le principe des
symétries de Schwarz, deux points Z et Z’ symétriques par rapporta C;
on aura alors réalisé I'application conforme de R sur le plan complet,
a 'aide de la fonction §(Z,) et de son prolongement précédent. Mais
on sait que la fonction qui réalise 'application d’une surface fermée
de genrezéro a k feuillets (Z,) sur le plan complet de Z est une fonction
algébrique Z = 4(7,), fonctioninverse d’une fraction rationnelle (*)
de degré £.

On voit donc que Z, = ®(Z) est nécessairement une fonction ration-
nelle de Z, et c'est une des fonctions rationnelles a cercle fondamental

(*) Cette aire est celle que décrit z, lorsque z décrit Pintérieur de I'.

(%) On sait d’ailleurs qu’a une substitution homographique prés qui conserve
Paire |Z|<1, la fonction (Z;) qui réalise cette application est parfaitement
déterminée.

(*) On peut dire aussi en raisonnant directement que Z; est une fonction
analytique de Z, n’ayant dans le plan complet que des péles; c’est donc une
fonction rationnelle.
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conscrvant l'origine que nousavons considérées plus haut. Aux racines
de Z=2a,(2)(n=1,2,...,%) partout denses (*) sur C correspon-
dront par la représentation conforme s = f(Z) des racines de 5 =¢,(3)
partout denses sur I', dans le cas ot nous nous plagons : celui ot deux
desracines de 5 = 3(z) sont hors de T, et!’on voit par ce qui précéde,
que de ces deux racines, 'une est intéricure et 'autre extéricure aT.
E’, ici encore, est identique & la courbe T.

Il peut sembler bizacrre a priori que la fonction sz = f(Z) qui
applique conformément 'intérieur de T' sur Pintérieur de C(|Z[S 1) et
qui, si I' n’est pas nn cercle, n'est pas linéaire, donne une relation
1, =® (1), transformée de 3, = ¢ (%) qui soit rationnelle et de méme
degré £ que =z, = cp( ) Iin effet, la relation = _f(/) applique non
sculement [ et son intérieur sur lmterleur de C, mais encore toute
une petite bande limitrophe de T (extérieure 4 T') sur une petite bande
limilrophc de C (extérieure a C), puisque, la courbe T' étant analy-
tique, Uextension analytique de 5 = S(Z) au dela de C et T se fait par
la méthode des symétries de Schwarz.

— -

-~

Fig. 15,

On pourrait étre alors tenté de croire que s = f(Z) réalise 'appli-
cation de tout le plan s sur le plan Z (?), ce qui n'est sdrement pas
vrai si T n’est pas un cercle, car alors f(Z) ne peut étre linéaire; la
fonction f(Z) aura un domaine d’existence plus grand que C, mais
qui ne s’élendra sirement pas sur tout le plan ; on est st d’avance
que, ' n’étant pas un cercle, 'extension de /(7)) au dela de U r'est pas

(") On démontre facilement que si Z et 3 se correspondent et sont tels que
=®,(7), 5:?11(3)’

,(7)=9,(3).

on aaussienZeten s

(*) D'autant plus que la relation Z, = ®(Z) transformée de z,—o(z) est
»définie dans tout le plan Z.



118 GASTON JULIA,

possible indéfiniment. 11 n'y a plus, dés lors, paradoxe a ce que la
relation rationnelle 5, = 4 (3) se transforme, par la substitution auxi-
liaire non linéaire

s=f(1), [s1=/(Z)],

S(Z) w'existant que dans une partic du plan 7, en une relation
rationnelle 7, = ®(Z). Si la fonction 5 = f(Z) réalisant la transfor-
mation de 5, =173(z) en 7, = & (Z) était définie dans tout le plan Z,
elle devrait étre linéaire. Mais si clle n’existe que dans une partie du
plan Z au dela de laquelle clle n’est plus prolongeable analytiquement,
il n’y a nuolle nécessité qu’elle soit linéaire.

23. Etude des régions du plan-qui ne conticnnent aucun point
de E'. — Soit D une aire quelconque du plan ne contenant aucun point
de E'. Il est clair qu'aucune des itérées de D ne contiendra de point
de E', car I'hypothése contraire, E’ coincidant avec tous ses anté-
cédents, nous conduirait 4 admettre que D contient des points de E'.
Il est donc immédiat que dans 'aire D aucune des fonctions de la
famille 9,(2), 9,(5), 93(5), -++s 9n(5), ... ne prend une valeur affixe
d’nn point . E est parfait; il y a donc une infinité¢ de valeurs (ayant
la puissance du continu) qu’aucune des g; ne saurait prendre dans I2'.
Il suit de la, d’aprés les travaux de M. Montel, que la famille des g,
est normale dans D. De loute suite infinic extraite de la suite des g,
on peut cxtraire une suile qui, dans toule aire intérieure a 1) tende
uni formémentvers une fonction limite qui est méromorphe dans D
(comme les 3,), et qui peut élre une constante, voire une conslanle
infinie.

C’est la un résultat primordial pour P'étude de l'itération et en
particulier de I'enscmble dérivé de I’ensemble des conséquents d’un
point du plan.

Si, en effet, = est un point quelconque intérieur & D, z, = 9(53),
3, = 9,(2), ..+, 3,=%,(3), ... sont ses conséquents successifs. Soit

{.9,,‘(:), "?n,(:), e ?n,,(:')s

une suite infinie extraite des y;, qui, dans toute aire intérieure 4 D,
tende vers une fonction limite f(z) méromorphe dans D, qui peut
étre unc constante. Alors z étant un point quelconque intérieur a D,
ses consé¢quents

3,,‘2(?,,‘(5), RN :n’,:?nl,(z)a
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aaront un point limite { = f(‘) qui sera la valeur en s de la fonc-
tion f(3) limite dans D de la suite des o, ,(3).

Lulsque z variera dans toute aire 1nter|eure a D C pourra resier
Jixe, sa valeur pouvant étre infinie; sinon { d('pe/edra analytique-
ment de 3, §{(z) sera méromorphe dans D (*). Clest Ja un résultat
particuliérement intéressant et simple. Il est d’ailleurs immédiat que,
si 'on connait une suile particuliére

‘?n,(s)v @n,(z)v ooy ‘?n,,(z)a

tendant uniformément dans toute aire intérieure 4 D, vers une fonction
méromorphe dans D, ou vers une constante finie ou infinie, on connait
Pallure de toule la suite (=), 9,(3)y <oy 92(5), ... dans D. Car bien
¢videmment, si

Cp,,,(:), ?ﬂ,(s)v ) C?,,’,(Z),

tend vers f(3) dans D, la suite
JRY €5 PR Y (-3 PPN 5?14,,+l(5)e o

tendra uniformément vers ¢[ ()| dans D, et généralement
Pn+i(5)y Pni(3)y  oovy Onpri(5),

tendra uniformément vers ;[ £(5)] dans toute aire intérieure a D,
quel que soit i. Tl est, d’autre part, évident que toute fonction 7,(z)
d’indice k> n figure dans I'une des lignes précédentes, pour une
certaine valeur de /.

On peut donc dire, en résumé que, s variant dans D, les points
limites de ses conséquents successifs varient analytiquement avec z :
ce qu’il faut entendre par la est suffisamment expliqué par les lignes
précédentes.

(') Silonsaitseulement que, 5 étant un point déterminé intérieur 2 D (5 non

de E’), est point limite d’une suite z,, 5,, ..., Zn,, -.. de conséquents
de z, de la suite 9,,, 04 ..., Gnyy v o - normale dans D, on pourra extraire une
suite

PN PN -ee PN

qui converge vers une fonction limite méromorphe dans tout D et la valeur de
cette fonction au point 5 ne saurait étre diflérente de £, ce qui montre que lout

point limite ¢ pour I'ensemble des conséquents de z dépend analytiquement
de z dans D.
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D’autre part, on a vu que, eu un point quclconque de I, et par
suile dans loute aire conlenan! un point de 1 aucune suite l,nﬁ/u'c
extraite de la suite des g; ne pouvail étre normale; il s'ensuit done
qu’aucunc suite infinie

@1:,(5)- '?n,(:)‘ ey '?/:I.(J)’

ne peut, dans une aire contenant un point de E', tendre vers une fone-
tion analytique. On voit donc que s variant dans une telle aire, aucun
point limite pour Uensemble de conséquents successifs ne pourra
dcpmzdre analyttquvmml de 5 dans toute U'aire. Les points de I
apparaissent ainsi comnme des points singuliers essentiels des fonce-
tions limites de la suite des ¢,(3). La propriété caractéristigne des
points de L’ estd’ailleurs, au fond, identique au théoréme de M. Picard
sur les points singuliers essentiels. C’est pour cela que nous appelle-
rons points singuliers de U'itération tous les points de E'.

24. A ce titre, I'importance des points de E’ apparait comme pri-
mordiale, pour délimiter les régions du plan complet, dans chacune
cles'qu(’llﬂs Pallure de la suite des fouctions ¢,(s) est loujours la
méme.

Voici ce qu'il faut entendre par la :

Considérons une région du plan, d’un seul tenant, qui 1’ aura pour
poinis frontiéres que des points de E'. On peut en définir une a
partir de tout point A du plan n’appartenant pas & E’, par la méthode
de prolongement analylique : elle scra d’un seul tenant, et limitée
umquement par des pomts de I, si on la définit 'ensemble des
pomts qu'on peul joindre a A par um' ligne simple dont aucun pomt
a'estde 1V, Appelous R cette région, aucun de ses points intérieurs
n’est de K. Elle pent étre simplement connexe dans certains cas, si E’
est identique 4 uné.ligne simple fermée (par exemple, I'intérieur du
cercle | 5] =1 relativement & 'itération de z, == z? est une région R);
elle peut aussi étre multiplement connexe, voire d’un ordre de con-
nexion infini ('), si E' est un ensemble parfait discontinu dans tout le

(') A ce point de vue, on peut faire une remarque intéressante. Si I'on a
reconnu (ue dans une petite aire du plan les points de E' forment un ensemble
bien enchainé entre deux quelconques de ses points, on sait que E’ tout entier
est un continu linéaire. Alors, toute région R du plan, d’un seul tenant, dont la
frontiére est formée par E' ou partie de E’' est nécessairement simplement
connere, car 'hypothése contraire impliquerait I'existence d’une ligne L simple
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plan. Il peut (comme dans les deux exemples précédents) n'y avoir
qu'un nombre fini de régions R dans tout le plan; i/ peut aussi en
exister une infinité, et nous en verrons plus loin des exemples bien
simples. ’

Quoi qu'il en soit, il est certain que dans toute aire D’ intérieure 4 R
la suite des ¢, est normale. Si donc, par un moyen quelconque, on a
reconnu qu’une suite partielle

CP/H(‘:)) "?":(3)’ ey (Pll,,(‘:)’ v

tendrait, quel que soit z & I'intérieur, d’une aire D (d’ailleurs arbitrai-
rement petite), toute entiére située dans R, vers une fonction-

hmltef( ), meromorphe dans D, on peut afﬁrmer que, quelle que soit
Paire A intéricure 4 R qu’on envisage, la suite

5{‘/1,(5), f?nq(;): ey f?n,,(:')» .

tendra uniformément vers une fonction-limite f(s) méromorphe
dans tout A. 11 suffit, pour s’en convaincre, de considérer des aires
emboitées les unes dans les autres contenant toutes D 4 leur intérieur,
et ayant pour limite R. Toute aire A intérieure a R peut étre ainsi
enfermée dans uneaire A’ intéricure 4 R et contenant D 4 son intérieur,
Il est clair maintenant que, d’une part, la suite des

@"‘(:), ?n;(z)v vy q’"l‘(:)’

étant normale dans A’, d’autre part cette suite convergeant uniformé-
ment vers une fonction méromorphe f(s) (ou une constante finie ou
infinie) dans une aire D intérieure & A’, cette suite tendra uniformé-
ment vers une fonction méromorphe f(z) dans toui A' (*).

Dire que dans tout R l'allure de la suite des ¢,(5), 9.(3), ...,
9a(3), ... est la méme, c’est dire qu’une suite partielle extraite de

fermée dont tous les points sont intérieurs a R, et telle que chacune des deux
régions en lesquelles L divise le plan complet contiendrait & son intérieur des
points de E’. E' ne serait donc pas un ensemble d’un seul tenant, contrairement
a I’hypothése, puisqu'un point de E' intérieur & L et un point de E' extérieur
ne sauraient éire bien enchainés dans E', tous les points de L étant a une distance
de E'Z¢, € étant un nombre positif fixe non nul.

(') Je m’appuie ici sur le théoréme suivant de M. Montel [Sur les familles
de fonctions analytiques (Annales de I’Ecole Normale, 1912, p. 531)] :

Journ. de Math. (3* série), tome IV, — Fasc. 11, 1918. 16
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cette suite converge dans toute aire intéricure & R oune converge
dans aucune de ces aires.

C’est de cette facon qu’on peut dire que ’cnsemble parfait E' déli-
mito les diverses régions de convergence du plan : dans toute région
d’un scul tenant que délimite ¥', les caractéres de convergence dr’s
diverses suites mﬁ/ues extraites de la suite 3(3), 40( ) PP
94(3)y + .. sont les mémes.

25. Le théoréme précédent fait le véritable pont entre I'étude
genemle de I'itération dans tout plan et I'étude locale, seule entreprlse
jusqu’a ce ]our. [.’étude locale nous apprend, par oxemple que si 'on
trouve un point { racine de z = 9(z) pour lequel [¢'({)| < 1, on peut
déterminer un cercle C de centre { dans lequel :

1° Il n’existe aucun point de E';

2° Quel que soit z, ses conséquenls successifs 5, 2,y vvy Sy oee
admettent { et { seul pour point-limite.

Le théoréme précédent nous donne aussitdt un résultat plus
général :

1° { estintérieur 4 une région R, d’un seul tenant, limitée unique-
ment par des points de

2° C est intérieur & cette région R, et, dans tout C, la suite (3),
©3(5)y + vy 02(3), ... tend uniformément vers la constante C;

3° Il s'ensuit donc que, quel que soit z dans R, la suite o(5),
©,(5)y ++vy ©p(3), ... tendra vers Z; les conséquents successifs d'un
point quelconque s de R auront { et  seul pour point-limite.

A ce titre, nous dirons que R est le-domaine de convergence
- immédiat du point-limite {. lmmmédiat rappelle que R est d’un seul
tenant avec {. Sa frontiére est formée uniquement de points de K/,
chacun de ces points-frontiéres n’a pour conséquents que des points
de I’ qui n’admettent pas { pour point-limite.

Soit une suite infinie de fonctions fi(z) ({=1, 2, ..., w) holomorphes
dans ) et appartenant a une famille normale dans D.

1° 8¢ la suite converge en une infinité de points urte/zeuls dans leur
ensemble a D, elle converge dans tout D,

2° Si la suite converge dans D, la convergence est uniforme dans Uinté-
rieur deD (a).

(*) Il n’y a qu’a supposer qu’on a envoyé un point P de E' 4 Pinfini pour que, tous les
poles des o, étant antécédents de I, soient de E’, c’est-a-dire que tous les p, soient holo-
morphes dans R.
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Des considérations toutes analogues S apphquent aun pomt (racine
de z =g,(3) pour lequel |¢,({)| <1 et aux points §y, ..., §,_, qui

forment avec lui un groupe circulaire limite.

26. Voici des applications immédiates de cet important théoréme :

t° Si E est un ensemble partout discontinu (1), il n'y a qu'une
1‘egnon R composee de tout le plan, sauf IY'; il ne peut donc exister
qu’un point-limite & convergence réguliére

s==0(3). o' (z) | <
mais jamais deux points limites distinets, a4 convergence régulicre,
ni un groupe circulaire limite (2).

Le point limite & convergence véguliére, st Pon reconnait son
existence, aura pour dum(unc de convergence tout le plan sauf E'.

Ceci s’applique, en particulicr, aux fractions rationnelles a cerele
fondamental si E' est partout discontinu.

20 Pour les fractions & cercle fondamental (0 qui admettent
deux racines z = (z) symétriques par rapport a G, on a vu qu’en
chacunce de ces racines on avait )| < 13 ces racines sont des
points limiles & convergence régulicre, E est identique au cercle C;
le domaine de convergence pour chacun des deux points limites
se compose de la région du plan, limitée par G, qui contient ce
point.

(') Et d’une fagon générale, si I’ ne divise pas le plan en plusieurs régions
. telles que tout chemin allant d’un point intérieur 4 'une & un point intérieur &
I'autre contienne nécessairement un point de E’.

(*) En effet, s'il y avait deux points limites distincts a convergence réguliére §;
el &y, il y aurait deux aires D, et D, intérieures & R entourant respeclivement
¢, et §,, telles que dans D la suite des ¢,(3) converge uniformément vers la
conslante §;, et dans D, cette méme suite converge vers &y, ce qui contredirait
notre théoréme.

S’il y avait un groupe circulaire limite &, %y, ..., {4

c='-?/z(§)s ICP;L(C)I<"

on pourrait enlourer les points{ et §; qui sont distincts des petites aires D et D,
telles que la suite

©n(2)y 9 (3)y ooy Qua(3), ...

converge uniformément vers la constante { dans D et vers la constante diflérente
¢, dans Dy, et notre théoréme serait encore contredit.
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Ces résultats 19t 29 sont d’accord avee ceux signalés par M. Ifatou
dans sa Note du 21 mai 1917 aux Comptes randus de U Académie des
Sciences.

30 81, @ priori, en reconnail Pexistence simultanée de deux
points himites distinets & convergence régulicre, ou d’un groupe
circulaire limite, on peut allivmer que ' comprend un ensemble
continu linéaire qui divise le plan en plusieurs régions, car B ne
peut alors ni contenir tout le plan, ni élre partout discontinu dans
aucune aire du plan, et les domaines de convergence immédiats
vers chacun des deux points limites distinets (par exemple), ne
pouvant ¢videmment avoir aucun point commun, doivent étre
sé¢parés I'un de Pautre par 1Y, de fagon qu’on ne puiesc aller de Pun
dans lautre par aucun chemin simple qui ne contiennce de point

de E'-

DEUCXIEME PARTIE.

Etude de la convergence régulidre vers un point limite
et de la convergence périodique vers un groupe circulaire limite.

27. Le théoréme énoncé a la fin du Chapitre précédent nous a
montré que si I’on connaissait 'allure de la suite

(p(.z), (‘?2(5)1 ] ‘1711(7'% LR

dans une aire arbitrairement petite, intérieure 4 une région R,
d’un seul tenant, dont les points intéricurs ne sont pas de E’; mais
dont tous les points fronti¢res sont de E’,; on connaissait par cela
méme Vallure de la suite dans toute la région R. Nous avons fait
remarquer alors que I’étude locale de I'itération, telle qu’on Pavait
pratiquée jusqu’a ce jour, donnait des renseignements sur allure
de la suite des ¢;(z) dans le voisinage : 1° de tout point dit point
limite a convergence réguliére, c¢’cst-a-dire de toute racine de
z=0(z) pour laquelle |3'(z )l< 1; 29 de tout point appartenant
a un groupe circulatre limite, ¢’est-a-dire de toul point ¢ racine
de z=19,(z) (1) pour lequel |g,(z)] <1, et des n—1 autres

(') On suppose, bien entendu, avec M. Kanigs, que { n’est pas racine d’une
équation 5 = ¢,(3), oit p < n. On dit quelquefois que { appartient a 'indice n,
ou que c’est une racine primitive de 5 = 9,(s), par analogie avec les équations

binomes.
[ 4
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points
§|=‘P(C), &=09(8), erey Cn-1=<P(§u- 2) lcr"(f’(:n-t“

qui avee ¢, forment le groupe circulaire limite.

Nous allons maintenant approfondir I’étude des caractéres
d’une région R qui contient & son intéricur, smt un point limite
a convergence réguliére, soit un point d’un groupe circulaire limite.

28. Domaine de convergence immédiat vers un point limite d
convergence réguliére. — Bornons-nous pour l'instant au cas du
point limite & convergence réguliére {=0({), |2’ ({)| <1 et nous
verrons ensuite que nos conclusions vaudront encore pour les
groupes circulaires limites.

On peut toujours, grice a une homoo‘raphic préalable, supposer
que le pan limite considéré est a I’ orlgme On peut supposer aussi
que le pmnt a l'infini (') est un point qui n’admet pas o pour | [imite
de ses conséquents. Un point z = ¢(z), distinct de I'origine, pourra
par exemple étre envoyé a 'infini

s=9(3)=a,5+a;3*+..., Ja | <1,

Si a, # o, origine a un antécédent et un seul confondu avec elle-
méme. ,

Si a, = o, I'origine a au moins deux antécédents confondus avec
clle-méme. Soit 5 un nombre positif assez petit; si je fais décrire au
point z le cercle C de centre () de rayon ¢ :

10 Si a,=£ o, I'antécédent unique z_, de z qui devient égal a
zéro pour z = o décrit autour de P’origine une courbe analytique C_,
gui comprend C & son intérieur. z décrivant I'aire limitée par G
contenant 0, z_, qui est fonction analytique de z dans C, décrit ’aire
limitée par C_, contenant O.

20 5i a, =0, a,=0, ..., a,, =0 (a,5 0), l'origine a p anté-
-cédents confondus avec clle et p seulement. z étant voisin de zéro,
ces p antécédents sont voisins de zéro et forment un seul et méme
systéme circulaire; z décrivant C p fois de suite dans le sens positif,
chacun des p antécédents précédents décrira une fois une courbe C_,

(") Ceci permet de conclure que dans une petite région autour de zéro toutes
les fonctions ©,(z) (2 =1, 2, ...,®) ont une branche de leurs fonctions inverses
$,(3) qui reste finie.
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analytique ferméc cntourant G; z décrivant Taire S qimplommt
connexe, composée de p feuillets superposés, chacun 1dent1quc ala
surface du cercle C, ces feuillets se ramifiant au point O les uns
aux autres, S étant d’ailleurs limitée par le cercle C, p fois décrit
¢t contenant () & son intérieur, chacun des p antécédents de z, dont
il a été parlé précédemment, décrit une et une seule fois Pintéricur
de la courbe C, precedente tout point z intéricur au cercle C a
p antécédents intérieurs 4 C_, et p seulement ; tout pomt intérieur
a C_, a son conséquent et par suite tous ses conséquents dans C.

Nous savons d’autre part que, si z est un point quelconque inté-
rieur a4 G, |z|<g, on a

) s |<H.p (<),
el par surte
2] < Hip.

La suitez,,2,,...,3,, ... a, quel que soit z dans C, () et O scule-
ment pour point limite. Nous allons étudier des propriétés du
domatne de convergence immédiat du point (), entendant par la
I'ensemble des points du plan dont les conséquents admettent O
pour seul point limite, et qu’on peut joindre au point ) par un
chemin simple dont tous les points jouissent de la propriété pré-
cédente (d’admettre o pour seul point limite de leurs conséquents).
Ce domaine, c’est la région R du plan d’un seul tenant contenant )
limitée par I'’ensemble parfait E’: tout point intéricur a cette région
admet O pour seul point limite de ses conséquents, et peut &tre joint
a () par un chemin simple dont tous les points sont intérieurs a R
et jouissent de la propriété précédente. Un point frontiére de la
région R appartient a E', ses conséquents sont dans E’, ils
n’admettent pas O pour point limite, car O n’étant pas de E’ est,
comme on P’a déja vu, entouré d’un cercle G ol ne pénélre aucun
point de E’.

Sur la frontiére de R les points de E sont denses partout, ¢’ est-a~dire,
que dans toute aire du plan qui contient des points frontiéres de R
il s’en trouve qui sont des racines de z=¢,(z) pour des valeurs
convenables de n, et pour lesquels |4, (z)|> 1. Tout point z inté-
rieur a R ayant O pour ‘point limite de ses conséquents, il s’ensuit
qu’un certain z; sera intérieur a C, ainsi que tous les conséquents
suivants de z.

R peut donc se définir aussi : Pensemble des points, d'un seul
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tenant avec O, dont un conséquent tombe dans C, et nous sommes con-
duits a le construire par le processus dont nous allons maintenant
nous occuper.

z décrivant aire intéricure & C, cherchons laire décrite par
celui ou ceux de ses antécédents qui s’annulent avec z : ¢’est aire
limitée par C_,, je 'appellerai pour abréger antécédente de U'aire C.
()n a vu que €_,, contient C.

, décrivant l'aire C_,, celui ou ceux de ses antécédents qui
S annulont avec z_, décriront une aire C._2 qut contiendra C_, & son
intérieur, puisque C_, contenait C et puisque Paire C_, est antécé-
dente de C. C_, sera dite antécédente d’ordre 2 de C.

Il importe de faire de suite une remarque : si ,= o, le point O
est un point critique pour la fonction algébrique 4 (z) inverse
de ©(z), ¢’est aussi un point: qui annule 3'(z); le domaine R de
convergence immédiat vers O contient alors 4 son tntérieur un
point critique de Pinverse de ¢(z), conséquent d’un point qui annule
o' (z). .
Supposons au contraire «,= o et, partant du petit cercle C
envisagé précédemment, définissons successivement Paire C_,
antécédente de I'aire C, décrite par z_,, antécédent unique de z, qui
soit = o pour z=o0 lorsque z décrit 'aire C; puis C_, antécé-
dente de C_, dans les mémes conditions, et ainsi de suite. Le pro-
cessus se poursuivra sans dilliculté tant que les aires successives
C-,, G_,, ..., C_, qu'on déterminera ainsi ne contiendront pas de
point critique de la branche de fonction algébrique $(z) inverse
de ©(z), qui devient égale & o pour z = o; toutes les alre% ainsi
déterminées seront a un seul feuillet, SImplcment connexes, et
chacune complétement intérieure a son antécédente. Si ce pro-
cessus se poursuivait indéfiniment sans qu’aucun point critique
de (z) soit intérieur & une des aires C_; successives, R se présen-
terait comme la limite de P'aire C_; pour ¢ grandissant indéfini-
ment (!). Je vais montrer que cette hypothése est impossible.

(") 1I est facile, en effet, de voir que si I'aire C_; ne renferme aucun point
critique de Y(z), chacun des K antécédents de z est fonction analytique de =
dans C_;; chacun décrit une aire 4 un seul feuillet limitée par un contour ana-
Iytique simple, si z décrit aire G_; et les k aires antécédentes de G_; n’ont
deux a deuz ni point intérieur ni point frontiére commun, seule peut donc
chaque fois nous intéresser 'antécédente de C_; qui contient I'origine,
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29. En effet R serait alors une aire simplement connexe (1) dont
il est aisé (%) de faire la représentation conforme sur Paire inté-
rieure & un cercle |Z| <1 (tous les points de E’ étant extérieurs a
R ou points frontiéres de R, c’est bien sur un cercle que se fait la
représentation ; cette représentation conforme z = f(%) fait corres-
pondre & tout point z intérieur & R un point Z de module |Z] <1,
la correspondance étant biunivoque et analytique pour tous les
points intérieurs. Nous ferons correspondre entre elles les origines
des plans z et Z, [f(0) = o] ainsi que les directions positives des
axes réels de ces plans [f'(0) réel]. A deux points z ¢t z, qui se
correspondent par z, = ¢(z) la représentation conforme fait cor-
respondre deux points Z et Z,. Quel que soit Z dans |Z| <1, il lut
correspond un point z par z= f(Z), puis z, par z, = 9(z), puis Z,
par z,=f(Z,). Ainsi, & tout point Z dans |Z| <1 correspond un
point Z, dans |Z,| <1 qui évidemment dépend analytiquement de
Zdans |Z]| < 1.Inversement 4 Z, dans [Z,| <1 correspond un point
Z et un seul dans |Z| <1 qui dépend analytiquement de Z,. La
relation Z, = ®(Z), holomorphe dans [ Z| < 1 [ainsi que son inverse
Z=1y(Z,) dans |Z| <1} est la transformée de z,=¢(z) par la
substitution z=f(Z). La relation Z,= ®(Z) transforme en lui-
méme 'intérieur du cercle |Z| <1 et conserve Uorigine (si 7,= o,
Z,=0), il en est de méme de la fonction inverse Z=1{(Z,). La
transformation est biunivoque, analytique. C’est un résultat bien
connu qu’elle ne peut étre autre qu’une rotation autour de l'ori-
gine () : on a nécessairement

Z, =17 e"";
¢’est-a-dire qu'en O on a

dZ,|

[—d—,/:' \ =1I.

(') La relation 5,= ¢(z) ferait correspondre a tout point s intérieur a3 R un

point z, intérieur a R et, inversement, & tout point 5, intérieur a2 R correspon-
drait un et un seul point z intériear a R.
- (%) On peut, par exemple, en désignant par f,(Z) la fonction qui applique
sur |Z| <1 l'aire C_, [ f4(0) =0, f,(0) réel], affirmer que f(Z) est la limite
de la suite f3(Z), ..., fa(Z), ..., uniformément atteinte dans toute aire inté-
rieure 4 |Z| <1.

() Voir Poincare, Sur les groupes des équations linéaires, § 7. Lemme fon-
damental.
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Or ¢’est 1a un résultat contradictoire avee nos hypothcscs.

En effet on a
1174] . {li!. (/u’ da
(;’ﬁ o \d31 /o d-) dr.)y’

ds, - ds . dsy\ _ _
(@)=ro=(7), = (&)-do=n

d’aprés hypothese,

Done

dL,™
(7,2 )0= @y,
et Pon a supposé |a, | <1.

Il est donc impossible de supposer sans contradiction que la
région R ne renferme 4 son intérieur aucun point critique de 9 (z)
ou aucun point qui annule g’(z), antécédent d’un tel point critique.
Dans la formation indiquée plus haut des antécédentes succes-
sives C_; de Vaire C, on tombera toujours sur une aire C_, qui,
contiendra un point critique de la fonction inverse de z(z) (%).

30. Nous avons donc, que la dérivée soit nulle au point { = (/)
considéré ou qu’elle y soit tout simplement en module inféricure a
un, le¢ théoré¢me fondamental suivant :

Tutorikme. —— Le domaine de convergence immédiat R d’un point
limite a convergence réguliére L (3), contient toujours é son intérieur au
moirs un point critique pour la fonction algébrique inverse de
% (2). Ce point est critique pour la branche de cette fonction qui devient

(') Pour définir alors les antécédentes de l'aire C_, qui contient un point
critique, il faut imaginer que s décrive Paire C_,, alors il y a deux de ses anté-
cédents en général qui deviennent égaux si s vient au point critique; le point con-
sidéré élant critique pour la branche 4 {(s) qui s’annule a l'origine, 'un de ces anté-
cédenls est fourni précisément par la branche 4(z); s décrivant 'aire C_, une et
une seule fois, 'ensemble des antécédents qui deviennent égaux entre eux,
lorsque 5 vient au point critique, décrit une aire C_(,..,, qui contient C & son
intérieur, et qui est a un seul feuillet, limitée par une seule courbe analytique.
L'aire C_¢,.,) est Iantécédente de C_,, qu’il faut considérer dans R.

(?) Il 'y a rien de particalier a dire pour le cas ou  point limite 4 conver-
gence réguliére est le point a P'infini du plan; par homographie on peut, si 'on
veut, ramener ce point 2 distance finie, mais ce n’est la qu'une commodité de
langage. Ceci se présentera chaque fois que ¢(3) sera polynome; alors I'infini
sera point limite a convergence réguliére et aussi point critique pour ¢(z).

Journ. de Math. (7* série), tome IV. — Fasc. II, 1g18, 17
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gale & ¢ pour z= ¢, il est conséquent d'un poini, intérieur aussi
aR,oue(z)=0(").

QR

émonstration de orém 1 résulte de Panalyse précé-
La dé trat e ce théo e qui résulte de 1

dente hasée sur la représentation conforme est toute naturelle
quand on cherche & définir R, comme nous 'avons fait, par la
limite des antécédentes successives de Vaire C.

31. Voici une deuxieme démonstration qui n’est pas différente,
en principe, mais ui n’utilise pas la représentation conforme.
Reprenons
s=09(s)=as+...,

d’ot1, pour la branche de {4 (z) qui est nulle a Porigine,

Si le processus indiqué plus haut pour la formation des anté-
cédentes C_,,.C_,, ..., de Paire C se poursuit indéfliniment sans
que Von rencontre a Pintérieur d’une C_; de point critique pour
la branche de {(z) considérée, cela veut dire que la fonction 'L,,
inverse de 2,(z) a, quel que soit n, une branche nulle a Porigine ot
analytique dans G (*).

Cest ici le lieu d’appliquer le théoréme suivant :

St une fonction w = F(z) holomorphe dans un cercle C de centre O
de rayon r et sur ce cercle, pour laquelle T"(0o) =o0, I"(0) =1, ne
prend jamais dans ce cercle la méme valeur en deux points distincts,
alors, z décrivant le cercle C de rayon g, w décrit une ligne I, dont la
plus courte distance a Uorigine est

— 1+

()
a> A

(*)-

(*) En réfléchissant un peu, on se rend compte que le théoréme précédent est
encore vrai pour I'itération d’une fonction entiére transcendanie dans le voisi-
nage d’une racine de 5 = ¢(2) qui rend |¢/(z)] < 1.

(*) Grice a la précaution prise d’envoyer a l'infini un point qui n’admet pas
zéro pour point limite de ses conséquents, il n’y a dans C aucun pole de {,(z)
(quel que soit n) en choisissant C assez petit.

(*) Voir Kueix et Fricke, Fonctions automorphes, p. 5oo0.
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La branche de {,(z), inverse de 9,(z), nulle a V'origine, est ana-
lytique dans C et sur C (si C est assez petit), son développement de
Taylor dans C est

P \®
z--n='!Jn(z)=(a—) SH4....
1

Cette branche étant 'inverse d’une fraction rationnelle ne peut
prendre la méme valeur en deux points différents z et 7/, le théo-
S—n

1 n
(7)
a l'origine, a une dérivée égale & 1 & Vorigine; z décrivant C, z_,
décrira C_, antécédente de C d’ordre n.

It s’ensuit done que la plus courte distance de C_,, & Porigine sera

I/"> \/_21:,!_{/ _l.|u,
N [
¢ elant le vayon de C.
Cela voudrait dire que, pour n assez grand, I'aire C_, contien-
drait un cercle de centre O de rayon aussi grand qu’on voudrait

, nul

réme précédent peut lui étre appliqué; d’autre part

(puisque |le—.tn est aussi grand qu’on veut pour n assez grand, a
cause de [a,[<1). Mais il n’y aurait qu’a choisir ce rayon égal @
la distance & Uorigine d’un point critique pour la branche de }(z),
inverse de 3 (z), nulle & Uorigine, pour étre siir que Paire C_, con-
tiendrait 4 son intérieur un point critique de la branche consi~
dérée, contrairement a hypotheése, faite au début.

32. Remarque. — Le théoréme précédent étant admis, voici
comment il faudra opérer pour trouver R a partir de C. On imagine
qu’on ait étalé sur le plan z la surface de Riemann & 4 K feuillets
de la fonction §(z), algébrique, inverse de ¢(z). Partons de C; s’il
est assez petit et si ¢'(0) £ o, il ne contient pas de point de rami-~
fication de &. G découpe, dans &, k aires identiques superposées :
quand z décrit chacune de ces aires, z_, décrit dans le plan ana-
lytique z une aire simple limitée par une courbe analytique simple,
et 1l y a une de ces aires et une seule G_, qui contient C & son inté-
rieur. Les (k—1) autres aires n’ont pas de point commun aveec G_,.
Puis si Paire C_,, comme C, ne contient pas de point de ramifica-
tion de &, on opére sur clle comme on vient d’opérer sur C; on
continuera ainsi jusqu’a ce qu’on arrive & une aire C_; limitée
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par une courbe C_; analytique simple, contenant a son intéricur
un point de ramification de &. Si 'on suppose que I'origine appar-
tient au feuillet supérieur de &, C_, sera I'antécédente de Iaire
découpé par C dans le feuillet supérieur et les (k—1) autres aires
décrites par z_, seront les antécédentes des k ——1 aires découpées
par C dans les 26, 3¢, ..., ki“m feuillets de &. Il en sera de méme
tant que la courbe C_; ne¢ renfermera pas a son intérieur (1) de
point de ramification de &, et, ¢n précisant, de point qui ramifie lc
feuillet supérieur de & avec un feuillet inférieur.

Car ¢’il arrivait que la courbe C_; contienne un point qui ramific
entre cux deux feuillets de & distincts du feuillet superlcur, e
point ne serait pas critique pour la branche de la fonction J(z) qui
s’annule & Uorigine, cette branche serait parfaitement’ holomorphv
dans Paire C_;; alors C_; découperait dans le feuillet superwur une
aire simple, dont I'antécédente C_, ,, serait aussi une aire simple,
contenant C_. A vrai dire, dans ce cas, il y aurait 4 envisager
les feuillets qui sont ramifiés entre eux en un point P intérieur a
la courbe C_;; il y en a deux en général; la courbe C_; découpe
dans ces deux feuillets une aire ¥ simplement connexe, se recouvrant
elle-méme; z décrivant 'intérieur de cette aire X, 1l y a deux de
ses antécédents (qui deviennent égaux lorsque z vient en P) qui
décrivent une méme aire simple X_,, a un seul feuillet du plan,
limitée par un seul contour analytique : chacun de ces antécédents
décrit toute l'aire ¥_,, si z décrit toute I’aire X; on peut donc dire
si 'on veut que X_, est décrite deux fois, une fois par chacun des
deux antécédents de z considérés, lorsque z décrit une fois 'aire ¥,
en ce sens qu a tout pomt z intérieur a C_, correspondent deux
antécédents intérieurs a X_,.

Mais l'aire ¥_, n’aurait aticun point commun avec laire inté-
rieure a C_,,,, et ¥_; ne peut étre prise en considération dans la
formation du domaine R de convergence immédiat des O. Si elle
reste toujours extérieure aux courbes C_; successives, X_, sera
intérieure a une certaine antécédente de I'aire simple R, elle appar-
tiendra bien, comme nous le verrons plus tard, au domaine de
convergence total de O, mais n’aura aucun point commun avec le
domaine tmmédiat.

(') L'intérieur de C_; s’entend toujours : la région du plan limitée a C_; qui
contient origine.
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Ceci étant bien précisé, on se rend compte du mécanisme
de formation de R, tant-que chacune des C_; découpe dans le
feuillet supérieur une aire ne contenant pas de point ot ce feuillet
s¢ ramifie avec un feuillet inférieur, ¢’est-a-dire, répétons-le, de
point qui soit crmquo pour la branche de {(z) nulle a Porigine.

Mais nous savons qu’un certain contour C_; (1 ) contiendra a son
intéricur un tel point P. En ce point le feuillet supérieur se-ramifie
avee un certain nombre de feuillets inférieurs, en général avec le
feuillet immédiatement inférieur seulement (2).

Supposons, pour simplifier, que seul ce point P de 1-am1f1(,at10n
de a figure dans G_;; la courbe C_; découpe alors dans & un cer-
tain nombre d’airves simplement connexes, superposées, dont la
supérieure contient Porigine, est limitée par la courbe C_; par-
courue deux fois et comprend deux feuillets superposés ramifiés en P,
D’une fagon générale, on considérera I'aire d’un seul tenant S_;,
découpée dans a par C_; et qui contient Porigine sur le feutllet supé-
rieur: cetteaireserecouvrira plusieurs fois elle-méme, elle comprendra
la partie du feuillet supérieur intérieure & C_; et les parties inté-
rieures & C_; de tous les feuillets qui sont d’un seul tenant avecle
feuillet supérieur & I'intérieur de C_;, c’est-a-dire de tous les feuil-
lets tels u’on puisse joindre un point quelconque de ces feuillets
intérieur a la courbe C_; au point O du feuillet supérieur par un
chemin continu, intérieur 4 la courbe C_,, tracé sur M.

[aive a pluswurs feuillets S_;, ainsi déterminée par C_;, est
simplement connexe, si elle admet C_, plusieurs fois décrit pour
seul contour, ce qui arrive par exemple si elle ne contient qu’un
point de ramification pour la fonction algébrique 4(z).

Mais il peut arriver que cette aire soit multiplement connexe :
un cas teés simple ol il en est ainsi serait celui o la courbe C_;
renfermerait a son intérieur deux points de ramification unissant
cntre eux le premier et le deuxiéme feuillet, et uniquement ceux-la.

(1) Cela pOurra arriver dés le premier contour C, si I'on a o'(0) =0 avec
v(o)=o. -

(?) Je rappelle que R étant le genre zéro et o(s) étant générale, le feuillet
supérieur n° 1 sera uni au deuxiéme feuillet par deux points de ramification,
chacun des feuillets ne¢2, 3, ..., &k —1 sera uni par deux points de ramification
au feuillet précédent et au suivant; enlin le feuillet inférieur n° £ sera uni par
deux points au feuillet (A — 1) (voir Picaro, Traité d’Analyse,t. 2, p. 416, § 16).
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Alors, évidemment, I'aire considérée S_; serait limitée par deux
contours superposés a C_; le premier tracé tout entier sur le
feuillet supérieur, le deuxiéme tracé tout entier sur le feuillet infé-
rieur.

Quoi qu’il en soit, on considérera donc I'aire d’un seul tenant S_,
découpée dans la surface de Riemann par C_,, qui contient I'origine
sur le feuillet supérieur; z_; décrivant cette surface, celui de ses
antécédents z_,,,, qui devient nul a Porigine, décrira une aire
plane C_;,,, 4 un seul feuillet contenant & son intérieur la courbe C_,
et I'aire plane limitée par C_;; I'aire plane C_,,,, sera limitée par
autant de contours que l'aire d’un seul tenant, découpée dans =
parC_;, a de contours. Cette aire plane C_,,, est le lieu des points
qui peuvent étre joints & O par un chemin dont tous les points ont
leurs conséquents a I'intérieur de la courbe C_. On peut dire de
cette aire que c’est I'antécédente contenant O de I'aire limitée
par C ; qui contient O; z décrivant Paire C_,, Pantécédent qui est
nul a l'origine et tous les antécédents qui se ramifient avec celui~
la a lintérieur de C_; décriront la nouvelle aire plane en question.
Bien qu’il puisse arriver que cette nouvelle aire plane antécédente
de Paire C_, ne soit pas simplement connexe, je I'ai encore appelée
C_i, . On continuera a opérer sur C_,,, comme sur C_; : on cher-
chera P'antécédente G_.,,,, de I'aire C_,,;, qui contient (); ce sera
le lieu des points du plan, qu’on peut joindre a O par un chemin
simple dont tous les points ont leurs conséquents a I'intérieur
de Paire C_,,,,; pour déterminer C_,,,, on envisagera dans &
I'ensemble d’un seul.tenant avec l'origine du feuillet supérieur
formé par les parties des feuillets de & qui se projettent a I'inté-
rieur de P’aire plane C_,,,. Cet ensemble est une aire S5_,,; d’un
seul tenant, contenant ’origine du feuillet supérieur, se recouvrant
elle-méme plusieurs fois; tout point de S_. ,, se projette a l'intérieur
de C_., , et peut étre joint & 'origine pointée sur le feuillet supérieur
par un chemin continu tracé sur & et se projetant a 'intérieur de
Paire plane C_isv) 2_isy) décrivant Paire S_;, ), celui de ses antéceé-
dents qui devient nul lorsque z ) coincide avec I’origine pointée -
sur le feuillet supérieur décrira une aire plane C_.., d’un seul tenant
contenant I'origine O, contenant a son intérieur I'aire plane C_;.,,
et dont Fordre de connexion est égal a celui de 'aire S_,, . Le
processus, nettement expliqué maintenant pour tous les cas
possibles, peut se continuer indéfiniment. Les aires planes suc-
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cessives C, C_,, C_,, ..., C_; ... sont contenues chacune dans
la suivante, ct chacune C_; a pour antécédente I'aire C_, ,, quila
contient. R, domaine de convergence immédiat de O, n’est autre
que la limite de Uaire C_; lorsque i croit indéfiniment. Tout point
intérieur a R est intéricur a tous les C_;, dont l’mdlco] surpasse un
nombre donné bien déterminé. Tout, point intérieur & R doit
en effet pouvoir étre joint a O par un chemin simple intérieur
a R dont les conséquents admettent () pour unique point limite,
et par suite soient, & partir d’un certain rang, intérieurs a I'aire C;
¢’est bien cette proprié¢té qui a réglé la construction des régions G_,
successives car toute région C_; est I'ensemble des points qu’on
peut joindre & () par un chemin dont le 7™ conséquent soit tout
entier 4 I'intérieur de I'aire C dont toutes les conséquentes tendent
vers () et O seulement. La frontiére de R est, nous 'avons déja vu,
uniquement formée de points de E', et sur cette frontiére, les points
de E{z=1%(z), |%,(3) I> I] sont partout denses. Le plus souvent,
dans les exemples aisés a tralter, les C_; seront tout simplement
connexes, et il en sera de méme pour R. E’ sera alors un simple
continu linéaire. Mais on a donné plus haut un exemple

oit R avait un ordre de connexion infini. Par la transformation
z,= %(z) tout point zintéricur & R se transforme en un point z,
intérieur 4 R. Inversement, 4 un point z, intérieur & R, corres-
pondent deux antécédents au moins intérieurs & R a cause du
théoréme fondamental précédent.

a
a

33. Cas du groupe circulaire limite. — 1l s’agit ici d’un groupe
de p points distinets {, {,, Ly, ..., C,_, racines de z=9,(z) pour
lesquels [¢/(z)[<1. On a

C|=¢(C)a 2= ( ) vey :p—l=?(§p—2)r C=§°(Cp-|)»
0 (£) =9"(2) 9" (L) @'(&a) - 9'(Ep1)-

Nous envisagerons la substitution z,= ©,(2), dans le voisinage
de chacun des points précédents, dans le voisinage de { par exemple;
nous pourrons définir comme précédemment, & partir d’un petit
cercle C entourant {, le domaine de convergence R immédiat
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vers { pour cette substitution z,= 4,(z): cc sera la limite des
antecedentes successives contenafit C de Paire C par la branche
de 4,(z) inverse de %,(z) qui devient égale & { pour z= L

- R renfermera a son intérieur un point critique pour la branche

conSIdereo de J,(2) ()n aura les domaines de¢ convergence immé-
diats vers {,, (s, ..., _,,_, pour la substitution z,=¢,(z) en prenant
tout simplement les itérés d’ordre 1, 2, ..., p-x du domaine R.

(I'1téré d’ordre p de R est identique a4 R.) Ce seront deq domaines
R, R, ..., R,_, entourant respectivement ¢,, {,, ..., {,_,; chacun
d’eux est d’un seul tenant, ils n’ont aucun point commun deux a
deux; on peut les ranger dans un ordre circulaire R, R, R,, ..., R,_,,
de telle fagon que, quel que soit le chemin intérieur & 'un d’eux,
R par exemple, unissant un point intérieur & R au point {, ses
conséquents successifs sont respectivement intérieurs a R, R,, ...,
R,_,, R, R,, ..., périodiquement répétés, et n’ont comme points
limites que le systéme des p points {,C,, ..., {,_, qui sont les seuls
conséquents de { distincts. Dans 'ordre circulaire, R, R, R,, ...,
R,_, sont chacun I'itéré du précédent par la substitution

51=9(3) [Ri=¢(R), R,=¢(Ry), ..., R=o(K,_)].

Tout cela est aisé & voir. Chacun des R, contient au moins un point
critique pour la branche de la fonction inverse de 2,(z) qui devient
égale 4 {; pour z=1{,. Or les points critiques de {,(z) inverse
de.7,(z) sont les points critiques de J(z) inverse de 2(z) et leurs

conséquents d’ordre 1, 2, ..., (p—1). $(z) a, en général, 2 (k—1)
points eritiques qui sont les conséquents d’ordrc it des 2 (k-—1)
points ol ¢'(z) =o [,, z) est d’ordre k|, J,(z) a donc en tout

2p(k—1) points ormques Il arrive donc neccssalrement qu'un
des points critiques de J(z) au moins est intérieur & un R, et ses
p—1 conséquents suivants sont respectivement intérieurs aux R;
qui suivent le R, considéré dans I'ordre circulaire. On peut encore
dire : il y a au moins un point annulant 3'(z) qui tombe dans un des
pdomaines R, R, ..., R,_,, c'est-d-dire dont les conséquents admettent
[ T 'C,,_, comme groupe circulaire limite.

Dans le cas ol existe un groupe circulaire limite, on est sir,
comme on V'a dit, que E’ comprend un ensemble parfalt continu
linéaire qui divise le plan en plusieurs régions telles qu’il soit-
impossible de passer de 'une 4 1’autre par un chemin simple qui ne
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renferme aucun point de E'. R, R,, ..., R,_,, sont parmi ces
régions séparées par E’. Leurs frontiéres, appartenant a E’; com-
prennent des continus linéaires qui séparent tout point intérieur
a un R; de tout point extéricur (voir n® 26, 30).

34. ConcrusioN mponrraNte. - - Pour une fraction ration-
nelle 2 (z) yuelconque, le nombre des points limiles & convergence
réguliére el des groupes circulawres limiles est [ini.

I est claiv en effet que chaque point limite & convergence régu-
liére devant étre point limite unique des conséquents d’un point
au moins ou %' (z) = o, et les p points d’un groupe circulairve limite
devant aussi étre points limites des conséquents d’un point au
moins ol 7' (z) = o, le nombre des points limites a4 convergence
réguliere, augmenté du nombre des groupes circulaives limites ne
pourra jamais dépasser le nombre des points ou 2/(z) = o, lequel
nombre, en général égal a 2(k—~—-1) si 2(z) est de degré k, n’est
:n tout cas jamais supéricur a 2 (k--—1). .

Je rappelle que le théoréeme fondamental qui oblige un point au
moins oit ¥’ (z) = o & avoir des conséquents convergeant régulié-
rement vers un point limile, ou convergeant périndiquement vers
les points d’un groupe limite, est encore vrai si 2(z) est une trans-
cendante entiére. Mais la conclusion que nous venons de tirer ne
s’étend pas & toutes les transcendantes entiéres «(z), car il arrive
en général qu’une telle transcendante admet une infinité de points
ou f’( ) = 0.

Ainsi se trouve levé, bien simplement, le doute qui subsistait
relativement aux groupes circulaires limites. M. Keenigs dil ¢n
effet, au paragraphe 34 de son Mémoire, Sur les intégrales de certaines
équations fonctionnelles, publié aux Annales de I Ecole normale supé-
rieure en 1884 (page 401 du Supplément) :

« L'importance de la division du plan en regwns d’aprés le point
limite auquel conduisent ses points, se trouve ainsi une fois de plus
mise en évidence. Mais on concevra quelle difficulté s’attache au
probléme ¢n songeant qu’il ya généralf'mcnt une infinité de groupes

“circulaires hmltes, pour si grand que soit 'indice auquel ce groupe
appartient. M. Cayley a mis le premier en avant ce probléme dans
le cas de la régle de Newton; mais, méme dans le cas d’'un stmple
polynome entier, le nombre des groupes limites peut étre infini... »

Journ. de Math. (7* série), tome IV, — Fasc, 11, 1918. 18
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Cette derniére assertion ne subsiste plus maintenant, pour tout
polynome entier le nombre des groupes civeulaires limites est
rint. Nous reviendrons plus loin sur application du probléme
a la régle de Newton, car nous verrons surgir, dés que 'équalion
soumise & la rogle dépasse le degré 2, des circonstances Lout a fait
nouvelles et inléressantes. ‘

33. Applications. -— On peut, dés maintenant, utiliser les théo-
rémes généraux ¢lablis Jusqu’ici pour Lraiter vorn|)|(‘-tvnwut des pro-
blemes d’ 1terat10n d’un caractére h(-auu)up plus général que ceux
traités ]usqu ict. Les seuls exemples jusqu’ici connus de Pétude
d’une itération dans Lout le plan sont ceux publiés par M. Fatou
dans ses deux Notes des Comptes rendus de 19006 el 1917 (15 octo-
bre 1906, 21 mal 1917). On verra plus loin que ce sont les cas les
plus simples qui se puissent présenter dans Pitération, et Pon
verra & quelles circonstances tient celle simplicité.

=h

1° La Note de 1906 Lraite des fractions z, = o—- (qui dérivent,
par I'homographie auxiliaire z = ’7,' des polynomes 74, =2/ 4 1).
Pour ces fractions I'origine est un point limite & convergence régu-
liére.

Le cercle C, de centre O que, avee M. Kaenigs, on est conduit &
former dans I'étude locale autour delorigine, contient les deux sculs
point% eritiques de la fonction inverse qui sont z=0 ¢l 2= 1. On
est str alors que ces pomtq-]a admettent O pour seul point limite
de leurs conséquents. Il n’y a donc pas d’autre point limite & con-
verge-ncp réguliére ni d’autre groupe circulaire imite z = 2,(z) ol
|9,(z)| <r1. R, domaine de convergence immédiat vers O, com-
porte tout le plan saul un ensemble parfait partout dlsconl,lnu
qui est E’. R est aussi le domaine de convergence total vers 0.

La simplicité de la réponse tient & ce que Pinverse de 2(z) n’a
ici-que deux polnts Ll‘lthU(,S, et tous les deux appartiennent au
domaine R de Iorigine.

~2

S+3

20 Elle traite ensuite de I'exemple particulier z, = pour
lequel Forigine et le point a 'infini sont des points limites & con-
vergence réguliére. Les points critiques de la fonction inverse

sont z=——-é et z=oo. Il est immédiat que z=—é appartient
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au domaine de convergence immédiat R, de Porigine et z=x au

domaine R, du point a l'infini. Entourant l'origine d’un cercle G

[ J . - hnde ;
assez petit (pm' excinple ]z\:—-—> et prenani les antécédentes

2

suceessives de Paire G, on formera des aires C_,, C_, qui toutes
comprendront 'origine et seront 4 distance finie. Elles seront toutes
intérieures & urr certain cercle 1" de rayon assecz grand qui est au
point = ce que C est & Porigine : I'aire limitée par I' contenant oo
se transforme par < (z) en une partie d’elle-méme entourant aussi =,
¢’est-d-dire que la conséquente de la courbe 1" est une courbe I,
qui entoure complétement I (1), (On pourra prendre par exemple

Fig. 16, .

pour I' le cerele |z| =4.) Toutes les aires C_; seront simplement
connexes, clles auront pour limite une aire R, simplement con-
nexe intéricure & I' qui sera le domaine de l'origine. On prendra
de méme les antécédentes successives de I'aire T hmitée par I' et
contenant le point & Pinfini. Ces antécédentes sont toutes exté-
rieures @ R, elles ont une limite qui est une aire simplement con-
nexe R, contenant le point & Uinfini; cette aive est le domaine du
point a Pinfini.

Les aives IR, et R, n'ont aucun point intéricur commun.
Donc E’ est dans ce cas un ensemble qui divise le plan en deux
régions au moins R, et R.; E’ comprend un continu linéaire. La
frontiére de R, et celle de R, sont des continus appartenant
a E’. Mais tout point de E’ est limite pour les antécédents succes-
sifs d’un point quelconque du plan (le point a 'infini excepté), et
si Pon choisit un point quelconque dans R, tous ses antécédents

(") L'aire limitée par T el contenant co devient ainsi 'aive limitée par Ty el
contenant oo qui est intérieure a la précédente.
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sont dans R,, et pour un point qllf-l("nnquv de R,, ils sont tous
dans R, (1): Ceci prouve que toul point de B qui est frontiére
pour R, 'est aussi pour R, et inversement. Donc R, et'R.. ont pour
frontiére commune un continu linéaire V' vers lequel tendent ¢ la
fois les antécédentes de lu courbe C et celles de V. (Nous verrons
plus loin que E’ est dans ce cas une courbe de Jordan.)

30 Ce qui vient d’étre dit de z,= :'._'.f:_ff’ peut évidemment se
répéter de toute fraction du deuxiéme degré yui posséde deux points
limites & convergence réguli("re ¢’est-a-dire deux points , et T,
pour lesquels z = 2(z), ]f' z)|<r. Une telle fraction aura des
coellicients oomploxvs qui pourront varier dans certaines limites
(par exemple chaque coellicient pourra étre représenté par un
point du plan complexe assujetti & demeurer dans cerluines aires
de son plan), mais ces limites sont bien moins restrictives que celles
qui consistent par exemple & assujettiv z, = 2(z), & admettre un
cercle fondamental. Ainsi que 'a montré, en effet, M. IFatou dans
sa Note du 21 mai 1917, une fraction z,=%(z), qui conserve
Iintérieur d’un cercle fondamental se raméne par homographie
a une fraction dont tous les coefficients sont réels, et il est clair que
la condition de réalité imposée & des coeflicients équivaut -4 une
relation d’égalité | ¢ est. éerive que la partie imaginaive est nulle () |,
alors que les restrictions imposées plus haut aux coeflicients ne
sont que des tnégalités, les points représentatifs de ces coeflicients
pouvant décrire des aires & deux dimensions chacun dans leur plan.
Il suffit, pour se rendre combte de ce dernier point, de partir d’'une
fractmn du deuxiéme d(-m'o particuliére ayant deux points
limites & convergence wgulu re; les vacines de Péquation z =2 (z),
dépendant continiiment des paramétres qui entrent dans g(z)
ainsi que la quantité ¢'(z) prise en une de ces racines, on verra,
en considérant les deux racines de z = 2(z) qui rendent |3/ (z) | <1
dans le cas particulier dont on part, que si les coellicients de +(z)

(1) Car chacun de ces domaines, R, par exemple, renferme un point critique
et un seul pour §(s); ce point est critique pour la branche de 4 (z) qui est égale
a zéro a Porigine. A un point intériear a Ry correspondent deux antécédents inté-
rieurs a R, el un conséquent intérieur 3 R,.

(2) Ou gue le point représentatif de ce coefficient est sur 'axe réel ou sur une
circonférence, transformée de cet axe par la substitution homographique exécutée
sur la variable.



SUR L'ITERATION DES FONCTIONS RATIONNELLES. 141

déerivent, chacun dans leur plan, de petites aires autour de leurs
valeurs initiales, les deux racines précédentes varieront continii-
ment et rendront toujours | ¢'(z) | < 1.

¢, et {, étant donc les deux points limites a convergence régu-
licre, chacun sera point limite pour les conséquents d’un point eri-
tique de la fonction inverse de ¢(z). 1l y a deux points critiques en
a?:: : Z,zs:_cc, est la frac-
tion envisagée 4(z), ces deux points critiques s’obtiennent en
égalant a zéro le discriminant de P'équation

toul et on les obtient facilement : i z,=

(a’:,-;-tz):’+ (b'z33—b)ys+¢'s,—ec=o.
Tls sont racines de I’équation
(b zy—bY¥—f(a'z,—a)(c's,—c)=o0.

En dehors de 7, ., il n’y aura ni point limite a convergence
réguliére, ni groupe circulaire limite. Partant de deux cercles sufli-
samment petits, G et I', entourant respectivement {, et C, et cher-
chant les antécédentes successives des. aires (u’ils limitent, on
verra que les antécédentes de G sont Loutes des aires simplement
connexes C_,, C_,, ..., laissant T & leur extéricur, celles de T
qui sont, de méme T'_,, T, ... lanssent C a leur extérieur. Les
premiéres C_; ont pour hmite une aire simplement connexe R,
qui est le domaine de convergence immeédiat vers ¢, les deuxiémes
I'_; ont pour limite une aire R, domaine de ¢,, et 'on voit comme
pru :édemment que R, et R, ont pour frontiére commune U'ensemble E
qui est tct encore un conlinu linéaire séparant le plan complet en
deux régions complémentaires R, et R,; ce continu est la limite
commune des antécédentes successives C_; et l_, des courbes C
et T. Tout point du plan appartient soit a R, soit a R,, soit & leur
limite commune E’. Sur la nature du continu linéaire E’ (dont nous
.savons déja qu’il n’est nulle part superficiel), nous reviendrons plus
loin.

#° Les exemples généraux que vient de nous offrir le 3° nous
permettent de nous élever a des exemples plus généraux encore.

Dans I'exemple précédent, les aires C_; comme les T_; succes-
sives ¢talent simplement connexes et leurs limites avalent une
méme frontiére; cela tenait au fond a ceci : 4 partir d’un certain
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rang, C_; -par ‘{cmphs, contenait un point critique pour la déter-
mination de 4 (z) qui devient égale a ¢, en {5 alors z_; décrivant
I'intérieur de V'aire C_;, ses deux antecedents déerivent lintéricur
d’une aire C_,.,), simplement counexe, contenant G_; & son inté-
rieur' Z_;y,, décrivant le contour C_,.,, une fois dans le sens pmitil‘

i décrit C_; deuz fois dans le scns p(ml,lf on peut dire la méme
(hosc de C_; et C. e pour ] > 5 méme chose aussi pour les '
a partir d’'un certain rang. I’essentiel est que Tous Lies ANTRECE-
piENTs d’une aire C_; solent intéricurs 4 C_;,,, dés que ¢ dépasse une
certaine valeur, et qu'il en soit de méme des 1'_;; alors il faudra
bien que R,, limite de G_;, qui a pour {rontiére une partic de B/, voi-
sine en tous ses points frontiéres avee Ry, limite des I'_;, puisque
tout point de E’ est limite pour les antécédents d’un point de C
comme d’un point de T'_;. D’ou la conclusion de 3°.

Ce que nous avons dit précédemment s’appliquera done aussi
a toute fraction d’un degré quelconque ayant deux points limiles
a convergence réguliére, mais pour laquelle la fonction inverse n’a
que deux points critiques; par cxemple a toute fraction du type

azh+b

()= e d’

i

-Q

a, b, ¢, d étant des constantes telles que équation z =« (z) admeltte
deux racines ¢, ct ¢, pour lesquelles |2'(z) | soit < 1.

D’ailleurs 1l est facile de ramener toute fraction du deuxiéme
degré z, = %(z) au type précédent (k=12) par une substitution
linéaire auxihaire sur z. ‘

Pour une telle fraction le plan se divisera encore en deux régions
simplement conncxes, R, et R,, contenant respectivement 4, et ¢,
séparées par un continu hnéaire E’. R, et R, sont respectivement
les lieux des points dont les conséquents convergent vers {, et ,.
Tout point de E’ a tous ses conséquents dans E’. Sur E’ les points
de E |z2=1¢,(2),|¢,(z)| > 1], points n’ayant qu’un nombre fini de¢
conséquents, sont partout denses.

b. Mais on peut encore généraliser, en laissant de coté la res-
tricition imposée & ¢(z) de n’avoir que deux poinls distincts ot
:'a'(z) = o [correspondant aux deux points critiques de l'inverse
de 3(z)|. Considérons une fraction du degré k pour laquelle existent
deux points limites & convergence réguliére {, et {,; entourant C,
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et {,, comme précédemment, de deux petites aires limitées C et T,
on prend les antéeédentes successives de G et de Ty a Paide des
brane hm de ,p(z) qui deviennent respectivement égales a 7, et T,
en€, et 2, amsl quon Ia expliqué pages 5()-6/; du présent Momon'c.
Supposons qu’en proe édant ainsi on arvive & une C_j, simplement
connexe, contenant Z,, telle que z ; déerivant C ; tous ses k anté-
cédents z_,,,, décrivent une aive C_g,,, simplement connexe, con-
tenant C_; & son intéricur, cn sorte que, z_,, ) décrivant une fois
le contour simple C_,,) dans le sens positif, z_; décrira k fois le
contour simple C_; dans le sens positif. Ceer exigera en général que
C_; contienne a son intéricwr (k- -1) puinls‘ m'itiques' convenables
de la fonetion ',z( ) inverse de 2 (z), poinls critiques qui seront tels
que, partant de 2, avee une détermination quolumquv ded(z), on
pourra revenir en par un chemin mtérieur & C ;, avee telle
autre détermination gqu’on voudra de 4(z). On se rendra bien
compte de cela en imaginant la surface de Riemann s a k feaillets
relative & 4(z) ¢ il faudra que le contour C_; découpe dans & une
aire simplement connexe a k leuillels superposés, contenant $, et
limitée par C_; parcouru k fois. | Ceet exige en généeal que chaque
fewillet de w soit relié au suivanl par un point eritique intéricur
a C_; ce qui done exige la présence dans G, de (k---1) points
critiques convenables de $(z). |

Supposons qu’vn procédant de méme %ur Fon arrive & une anté-
cédente T Jumss.mt relativement a ¢, des mémes propr 16Lés
que C_; relativement & {5 ¢’est-a-dirve que, z_; décrivant I'intéricur
de Vaire simplement connexe I’ ;, tous ses k antécédents z_;,
décrivent Pintéricur d’une aire simplement connexel’ ), contenant
I"_; & son inléricur.

Alors les antécédentes successives de Paire C, comme celles de
Paire Iy seront toutes simplement connexes. Les premiéres ont pour
limite une aire R,, simplement connexe, qui est le domaine de con-
vergence vers (5 les deuxiémes ont pour limite une aire R,,
simplement connexe aussi, qui est le domaine de convergence vers (,;
R, et R, ont pour frontiére commune un continu linéaive E’
qui les sépare ct qui est la limite commune des courbes simples C_;
el ;. Toul point du plan appartient & R, & R,, ou & 1. On
reviendra plus loin sur la nature de E', et 'on verra que, dans des
hypothéses trés générales, ¢’est une courbe de Jordan.

Remarquons que, dans tout ce qui a été dit précédémment, on
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peut se borner & partir de C_; et de T'_; au liew de Cet T, car c’est scu-
lement & partir de C_; et de T'_; qu’on a commencé a tirer les conclu-
sions précédentes sur R,, R, et leur limite commune E. SiC_; et I'_;
sont a priort deux courbes, quelconques d’ailleurs, entourant
respectivement {, et {,, jouissant relativement a (, et {, des pro-
priétés indiquées précédemment dans tout leur détail, dont
les & anlécédentes d’ordre 1 soient, pour la premiére, confoundus
avec C_py), pour la deuxié¢me avee U, Paire C_g,,, contenant
C_;et {,, et 'aire I'_;,,, contenant I'_; et C,, alors on peut aflirmer
que les C_, successifs et les I'_, tendent vers la méme limite I,
séparant les domaines R, et R, de ¢, et ..

Certaines des fonctions a cercle fondamental signalées par
M. Fatou (Comptes rendus, 21 mai 1917) rentrent dans ce cas-la.
Ce sont celles qui admettent deux points limites {, et {, & conver-
gence réguliére, symétriques.par rapport au cercle fondamental
[voir n®26 et suiv., et ausst n°20 du présent Mémoire (2°)]. 5t (, est
intériecur et ¢, extérieur, R, se compose de Pintéricur, et R, de
Pextérieur du cercle, E' est identique au cercle séparateur. On peut
a priore choisiv pour les courbes C_; el I'_; des cercles, trés voisins
du cercle fondamental, ayant pour points de Poncelet T, et 2, (1).

Mais & partir d’une telle fraction rvationnelle qui, comme on Pa
fait remarquer plus haut, a des coellicicnts assujettis a des con-
ditions d’égalité (conditions de réalité), on peut en définir de beau-
coup plus générales, en s’affranchissant de la propriété de con-
server le cercle fondamental; si en cffet on fait varier assez peu les
voellicients de la fraction initiale, chacun de ces coellicients res-
tant, dans son plan, dans une aire assez petite entourant sa valeur
initiale, mais par ailleurs étant quelconque, on obtiendra une frac-
tion rationnelle beaucoup plus générale (dont les coellicients ne
satisferont plus qu’a des inégalités), ne conservant plus un cercle
fondamental, mais pour laquelle, comme pour la {raction initiale,
les propriétés fondamentales relatives : 10 & ’existence de deux
points limites {,, £, & convergence réguliére; 20 aux courbes C_;
et I'_;, qui les entourent respectivement, seront encore satisfaites.
(Si les variations des coellicients sont assez pelites, on pourra en
effet conserver pour C_; et I'_; les cercles indiqués plus haut pour
la fraction initiale.)

(") Voirle lemme de Schwarz rappelé aux Préliminaires.
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Pour cette fraction la division du plan en deux régions R, et R.,
par le procédé indiqué plus haut, sera valable. Le continu E! qul
sépare R, de R, sera voisin du cercle fondamental que conservait
la I’rwtlou lllltlal(‘ puisqu’il.est compris entre les ¢ m(,lcs Cietl;
qu’on a choisis pour la fraction initiale aussi voisins qu’on a voulu
du cercle londamental. Dans ce cas Pon peut dire que le continu
linéaire E' a varié de fugon continue avec les paramétres de la frac-
tion % (z), résultat qui est loin d’étre évident @ priori; quant aux
deux points limites & convergence réguliére, ils ont, cux aussi, varié
contintiment avee les paramétres de g, ce qui résulte immédialement
de la continuité de %(z) relativement a ces |).n'um(-L1 es [comme
aussi de la contlinuité de 2'(z) .

36. Domaine de convergence lotal vers un point limite a convergence
réguliére ou vers un groupe circulaire limite. - 1l convient dappe-
ler ainsi Pensemble de tous les pomts du pldn dont les conséquents
successifs admettent pour seul point limite le point limite con-
sidéré, ou pour seul groupe limite le groupe circulaire considéreé.
Nous allégerons 'exposition en nous bornant au cas du point limite
a convergence régulicre.

Dans tout ce qui précéde, nous nous sommes occupés d’étudier
le domaine de umvvr(rcnu- immédiat R vers le point limite { consi~
déré |L=2(%), 4" ({)| < 1]. Cétait un domaine d’un scul tenant,
contenant { a son mteneur, n aydnl pour pmnts frontiéres que
des points de E’, n’ayant pour point intérieur que des points n’ap-
partenant pas a E', qu’on pui%sc joindre & { par un chemin dont
aucun point n’apparticnne a E’. Nous avons reconnu que R
contenail nécessairement 4 son intérieur un poinl au moins ol
&'(z) = o dont le conséquent est critique pour la branche de §(z),
fonction inverse de ¢(z), qui devient égale & £ au point . Ceci
indique : 1° qu’a tout point z intérieur & R correspond un consé-
quent intérieur & R (ainsi que tous les conséquents successifs);
29 que tout point z intérieur a R a au moins deux antéeédents z_,
d’ordre 1 intérieur & R, ces deux antécédenls devenant égaux 4 une
valeur qui annule 3'(z) lorsque z devient égal & un point critique
intérieur & R de la branche }(z) qui nous intéresse.

Mais il ne résulie nullement de la, ainsi qu’on le verra plus loin,
que tous les antécédents d’un point intérieur a R soient intérieurs a R.
Cela serait vrai par exemple si, & partir d’un certain rang i, toutes

Journ: de Math. (7* série), tome V. — Fasc. U, 1g1®, . 19
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les courbes C_; antécédentes I'une de l'autre, qu on a apprm a
former précédemment ct dont la limite pour ¢= constitue la
frontiére de R, étaient formées d’un seul contour, hmitant une airve
sumplement connexe du plan, telles aussi que chacune de ces C_; (a
partiv d’'un certain rang) découpe dans la surface de Riemann &
a Ik feuillets relative a 4(z) une aire S_; & k feuillets superposés,
contenant{, simplement connexe, limitée par la courbe C_; parcourue
k fois. Alors, z décrivant I'intéricur de C_,, Pensemble de ses k
antécédents décrira Uinléricur d’une courbe simple C_, ) entourant
C_; et contenant C_; & son intérieur. Puisque R est la limite pour
1 == de Pintérieur de C_j, il est clair que, z déerivant 'intéricur
de R, Pensemble de ses K antécédents déeriva aussi Pintérieur de R.
Si Pon imagine la portion S de &, simplement connexe, a k leuil-
lets, qui se projette sur R, z déerivant celte S, chacun de ses anté-
cédenls sera fonction uni}‘orme de z sur S, et décrira Utntéricur de R
quand z décrera Uintérieur de S. S contice ndr a alors en général k—1
points critiques convenables pour (z). lls devront étee tels que,
partant de { avec une détermination arbitracre de Y (z), on puisse
revenir en ( avec lelle autre délerminalion qu’on voudra de (z)
aprés avoir suivi un chemin intérieur @ R (1). Dans ce cas, réalisé
aux numéros 2°, 30, et 4° des applications précédentes, le domaine
total D de convergencevers ¢, se confond avec le domaine immédiat R ().

En effet, un point z intérieur au domaine total admettant < pour
seul point limite de ses conséquents successifs, il arvivera qu’un
de ses conséquent z; d’indice convenable, ct Lous les conséquents
suivants, tomberont dans le domaine R qui contient €. D peut done
se délinir I'ensemble des points dont un conséquent (d’ordre arbi-

(') Cest la, en définitive, la condition nécessaire et suffisante pour que R soit
identique a D, puisqu’alors 4 tout point z intérieur & R correspondent k anté-
cédents tous intérieurs a R et tels qu’on puisse passer de I'un a I'autre sans soitir
de R en faisant décrire & 5 des circuits convenables intérieurs a R,

(?) Dans I'exemple donné précédemment comme premiére application,

R est encore identique a D, car la condition nécessaire et suffisante qu’on vient
dénoncer se trouve la encore vérifiée, R contenant tous les points critiques de

$(2).
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tratrement élevé d’atlleurs) tombe dans R. D se compose donc de R
el de toutes les antécédentes successives de 'atre R.

37. Dans le cas signalé plus haut, 'aire R coincide avec ses k anté-
cédentes d’ordve 1; elle coincide done avec toutes ses antécé-
. dentes successives. Le domaine total D de convergence vers § est
alors identique a R, domaine immédiat.

On a indiqué plus haut la condition nécessaire et sullisante
pour que cette circonstance se produise’: ¢’est que R soit un domaine
tel que, partant de { avec une détermination arbitraire de ¥ (z),
on puisse y revenir, par un chemin intéricur & R, avec telle autre
détermination de 4 (z) que Pon voudra. Cest dire, en'd’autres tcrm(,.,
que Pensemble des points de s {surface de Riemann de $(z)]
qui se projettent a Pintéricur de R doit former une surface Sd’un
seul tenant & k feuillets (1) (tous les feuillets de &) contenant L.

Ceei exige, dans le cas o tous les points critiques sont simples,
¢’est-a-dire ne relient entre cux que deux feuillets de la surfaece @,
ou bien ne permutient entre elles que deux déterminations de 4(z),
que R, ¢l est simplement connexe (2), contienne 4 son inlérieur
k-1 poinls criliques au moins qui permellent, par des ctrcuils
convenables intérieurs a R, de permuler chacune des ki détermina-
tions de | (z) avec les (k—- 1) autres, sans sortir de R. Si les points
eritiques sont multiples, ils devront compter pour au moins (k—- 1)
points critiques simples (*).

a38. Or il n’est pas diflicile @ priort de constater que cette condition
ne peut se trouver réalisée dans la majorité des cas dés que le

(') S pourra étre simplement connexe, comme dans les applications 2¢, 3°, 4°,
ou d’un ordre de connexion infini, comme dans la premiére application. Si z
décrit R une et une seule fois, son conséquent z, décrit 'aire S 4 K feuillets,

(?) Je fais ici cette restriction, car il pourrait arriver que R, sans contenir le
nombre de points critiques que j'indique pour les domaines simplement connexes,
put satisfaire 4 la condition nécessaire et suffisante énoncée plus haut s'il était
multiplement connexe. C'est la une question délicate que je réserve pour I'instant,

(®) La condition est toujours remplie par le domaine immédiat de conver-
gence vers le point a Uinfini, dans le cas ot 0(z) est un polynome quelcongque
de degré k; car le pointa I'infini compte pour & — 1 points critiques multiples:
autour de lui se permutent, en effet, les 4 branches de la fonction inverse de

$(3). !



148 GASTON JULIA,

degré I de o(z) dépasse 2. Lorsque k=2, il sullit d’un point
critique dans R pour satisfaire a la condition, et on sait que ce point
eritique figure toujours dans R, nécessairement; done la condition
est remplie d’elle-méme.

Lorsque k > 2, nous allons voir que le nombre des points limites
a convergence r(,guhcre peut atteindre k alors que le nombre des
points critiques de J (z) ne dépasse pas 2 k-—2. Il est donc impos-
sible, a priori, que les domaines de convergence immédiats vers
chacun des points limites & convergence réguliére, dans tous les.
cas ol I'on aura reconnu qu’ils sont bien simplement connexes ('),
ces domaines étant évidemment sans point commun deux a deux;
renferment chacun a leur intéricur k— 1 points critiques au moins,
dés que le nombre des points limites existants dépasse 2. On est cer-
tain a priori dans tous les cas, «’il y a plus de deux pomtq limites
a convergence réguliére, que pour un au moins de ces points limites
le domaine total de convergence sera plus élendu que le domaine
immédiat. C’est .Ja une circonstance toule nouvelle, elle parait
avoir échappé a tous les auteurs qui se sont occupés jusqu’ici
d’itération. Dans tous leurs exemples, que j’ai repris en partie dans
les applications préeédentes, les domaines totaux de convergence
coincident toujours avee les domaines immédiats, J'en ai montré
la raison dans le décompte des points critiques de 4(z) ligurant a
Iintéricur des domaines immédiats.

A ce titre, comme je I'annongais (n° 35) cn traitant des applica-
tions precedenteq ces exemplcs étaient les plus szmple.s' qui puis“ent
se présenter dans I'itération; ils ne conduisaiént qu’a une division
du plan par E’ en un nombre, fint de régions R, ils ne laissaient pas
soupgonner que B pouvait trés bien diviser le plan en une infinité
de régions, ct que v’(',Lait la-méme le cas le plus général dés que le
dcgrc de la fraction a itérer dépassait 2. s ne faisaient pas prévoir
qu’en général le domaine total de convergence, vers un point limite
a convergence réguliére, se composcrait d’une mﬁmte d aires,
sans point commun deux 4 deux, antécédentes successives de 'aive R

(') On verra plus loin sur un exemple que ceci se rzconnait en déterminant,
pour chaque point limite a convergence réguliére, les points critiques de ¢(3)
dont le- conséquents convergent vers ce point limite, et examinant les permu~
tations Jes branches de {/(5) autour de ces points.
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(distinctes de R) qui constitue le domaine de convergence immé-
diat.

39. Montrons d’abord, en considérant une fraction rationnelle
quelconque du degré k, que le nombre des points limites & conver-
gence réguliére peut atteindre la valeur k, sans la dépasser.
Reportom—nous pour cela au paragraphe de ce Mémoire qui traite

de Pexistence des points de E [z2=1,(z),|%,(z)|>1 | (n° 9). Soit

la fraction a itérer, P et Q étant deux polynomes de degré k. Les

racines de z =2 (z) sont les racines {,,{y, .. ., Gy (1) de équation
R=P—3Q0=o0 .

de degré (& +1).

On a d’ailleurs démontré la relation

ko

R'(§)

V=1 b el

AN
On a vu aussi que si le point M; d’allixe ¢' ({;) est intéricur au cercle
de centre O de rayon 1 [|3/({ )l< t], le point N; d’allixe 3 (é’;
dans le demi—plan

On sait aussi que

est

R (3) = partie réelle de 5 < — g

et réciproquement.
La relation

H

2

prouve que les (k- 1) points N,, N,, ..., Ns,, ont pour centre de
1
gravité le point d’allixe —r

Il ’ensuit immédiatement de la que parmi ces pmntq N;, il peut

(1) Nous nous plagons dans le cas général oil toutes ces racines sont distinctes
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y en avoir k, mais pas plus, dans le demi-plan R (z) <{— & On pourra

se les donner a priort, et le (k + 1)¥*™ sera alors déterminé par
la relation précédente.

. Y{
Connaissant ainsi a priori les (k- 1) valeurs des -ST((%, on
=/
formera immédiatement "( )' PPaide de Pidentité
. k+1
Q(Z)__z 1 Q%)
k) H(Z) - 5”—':1’ R, ;1)

en se donnant arbitrairement les (ki -+ 1) points 2. Q(z) et R(z)
seront respectivement de la forme

B(2)= aps* + ..,

R(s)= -—a,s% ' +....
a cause de Uidentité

h+3 3
2 0G) _
KW (%) )
1

connaissant () et R on aura P(z) par
P(zy=R(z) +:0(3).

), admettra los points 2, 0,y .., G

et la fraction z, =7 z) z
' Q( )
convergence réguliére, puisqu’ r~n ces points

(.,)

) dans le

(
pour points limites a

|2/ (%) | <1, & cause du choix des ki premiéres valeurs =

' ’/
demi-plan 4 (z) <-— .;.

On a ainst le moyen de former une fraction rationnelle (z) du
degré k ayant /& points himites (1) a convergence régulicre 7,,%,,..., %
arbitrairement choisis, en lesquels les 2/(Z;) ont des valeurs’ infé-

ricures & 1 en module, arbitrairement choisies a priori. Cest une

() On voit aussi gu’une fraction du degré £ ne peut avoir plus de & points
limites a convergence réguliére. Il y a toujours une racine de z = ¢(3) qui rend
|o'(s)| >1 ainsi qu'on I'a fait remarquer en établissant I'existence des points
de I'ensemble E. On voit aussi qu’il est facile de former une fraction sans point
limite a convergence réguliére.
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fraction trés générale eu égard aux arbitraires qui entrent dans la
question. Pour une telle fraction, (k-—-1) de ces points limites &
convergence réguliére pourront avoir des domaines totaux de con-
vergence plus étendus que leur domaine immédiat de convergence.

40. Bupposons done que le domaine de convergence immédiat R
vers un point limite L& convergence véguliére ne %atlsla%so pas a la
condition requise pour que le domaine total D de convergence
vers [ soit identique & R. Cela voudra dire que, z décrivant R,
il y a des antécédents de = qui ne sont pas dans R. Tmaginant Pen-
semble des points de & [surface de Riemann de 4(z), inverse de 2 (z))
qui se projettent a Pintérieur de R, cet ensemble se composera de
plusieurs parties distinctes, chacune d’un seul tenant, telles qu’on
ne putsse passer de 'une & Uautre par un chemin dont tous les points
se projetlent & U'intérieur de R (1); 'une de ces parties S, contenant
le point T du feuillet supéricur, est d’un seul tenant avec la partie
du feuillet supéricur qui se projette a Pintérieur de R; z déeri-
vant S, un de ses antéeédents z_,, qui est égal & J pour z=1,
est fonction uniforme de zsur S et déerit Paive simple & un seul feuil-
let R, z décrivant les parties de s projetées sur R el ne se vamifiant
pas avee S a Uintérieur de R, il y aura des antécédents z_,, de z qui
ne tomberont pas dans R et que décriront des aires simples du plan
analytique d’un seul tenant, & un seul feuillet, suns point commun
intérieur entre elles, et sans point commun intérieur avec R (voir Préli-
naires, § 6); nous appellerons ces aires, les aives R_, pour marquer
qu’elles sont déerites par des antécédents d’ordre 1 de z lorsque z
déerit R. Ainsi, z décrivant R, ses antécédents décrivent et R, et les
atres R_, sans point commun avec R. On continuera de méme; z
décrivant chacune des aires R_, aucun de ses antécédents ne peut
tomber dans une aire R_, n1 dans Paire R (2); ces antécédents décri-
ront donc un certain nombre d’aires simples, chacune d’un seul
tenant, & un seul feuillet; ces aires, que appellerai les R_,, n’ont ni
point commun intérieur entre elles, ni point commun intérieur avec
les R_,, ni avec R. Lorsque z décrit R, ses antécédents d’ordre 2
décrivent R, les R_, ¢t R_,. De méme z décrivant les R_,, ses anté-

(') Car autrement R satisferait 4 la condition nécessaire et suffisante pour que
tout point intérieur 3 R ait tous ses antécédents dans R,
() Car cela forcerait 5 & &tre dans R, ce qui est absurde.
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cédents décriront des aires R_, sans point commun avee R, ni avec
les R_,, n1 avee les R_,, etc.

En continuant indéfiniment, on voit que le domaine total de con-
vergence vers . se composera de R, des R_,, ..., des R_,, ..., cest-
a dire d’une infinité d’aires chacune d’un seul tenant (1), a un seul
feutllet, et sans point commun intérieur deux & deux. z décrivant R,
ses antécédents d’ordre ¢ déerivent les aires R, R_, ..., R_;. Les
R_; sont les antécédentes des R_,_,); lorsque z est dans une R_,
son conséquent est dans une R_,_,,; ses antécédents d’ordre 1 sont
dans des R_,,,,. Les points fronti¢res de R, sont tous des points de 2,
on le sait, et tout antécédent d’un point de E' étant de E|, tout point
frontiére d’une R_, sera point de E'. On est ici dans le cas ou E’
comprend un ensemble continu linéaire et divise le plan en une
infinité de régions sans point commun intéricur deux a deux,
telles qu’il soit impossible de passer d’un point queleonque d’une
région & un point quelconque ’une autre par un chemin qui ne
contienne de point de E',

Parmi ces régions sont toutes les R, R, B, ...

41. S’il y a un point limite & convergence réguliére autre que ,
aucun des R_, n’aura de point commun intérieur avece son do-
maine de¢ convergence immédial ou Lotal: si pour ce deuxiéme
point limite la méme circonstance que pour 7 se produit, c’est-
a-dire si son domaine immeédiat de convergence n’est point iden-
tique & son domaine total, on déterminera a partir de son domaine
immeédiat une série de domaines antécédents 'un de Pautre, ana-
logues a la série des R, R_,, R_,, ..., ctc. 1l peut d’ailleurs arriver
(que pour certains points limites & convergence régulicre le domaine
immeédiat R coincide avec le domaine total D, sans que cela se pro-
duise pour d’autres. Nous en verrons des exemples plus loin : il est
clair par exemple que, pour un polynome 2(z) quelconque de
degré k, = étant poinl limite & convergence réguliére, et auss
point erilique pour la fonction §(z) inverse de 2(z) autour duquel
se permutent les k branches de cette fonction, le domaine immé-

(') Si Restsupposée simplement connexe, toutes les R_, le seront si tout mor-
ceau d'un seul tenant de la surface de Riemann R qui se projette sur 'intérieur
de R est aus-i simplement connexe. Mais, a priori, on concoil trés bien que
ceci puisse ne pas avoir lieu pour les morceaux de & distincts du morceau S qui
contient le feviilet. supérieur,
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)

diat du point a Pinfini sera id«-niiquo a son domaine total; si en
outre il v a au moins deux pnmts lunites a convergence régulicre, a
distance finie, on pourra s‘attendve a ce que leur domaine tntdl
comple une infinité d’aives R, R_,, R_,, ....

Remarquons encore qu’en supposant (ce¢ qui peut se faire par
une homographie convenable, par exemple en envoyant a Pinfim
un point intérieur a R d’ ot ne résulte aucune ambiguité sur ce gqu’on
doit appeler Paire R) que Le point a Finfini v'est pas point Lmite
pour Fensemble des aires R_;, les aires R (7r=1,2,...,%) ne
devant pas avoir de point commun intéreicur deux a deux, devreont
se rapelisser indéfiniment lorsque ¢ grandit indéfiniment, de
fucon, par exemple, qu’on ne puisse Lrouver de cercle mtérieur
a R_; qui conserve un rayon fini lorsque ¢ grandira indéfiniment.

2. Cus otele domaine de convergence immeédiat vers un poinl limile
a convergence régulicre nest pas simplement connexe. - - Je me suis
borné, pour montrer que le domaine de convergence total pouvait
élre plus étendu que le domaine immédiat, aux cas ot 'on recon-
naissait, @ priori, que le domaine immédial R était simplement
connexe. On peut aussi étudier le cas ou R est multiplement con-
nexe. I est elair, par la facon méme dont ce domaine R a éLé envi-
sagé comme limite pour (=% des aives (C_;,) antécédentes suc-
cessives convenables de la petite aire (C) entourant le point
fimite J, que R sera multiplement connexe si et sculement si, a
partiv d’un certain indice £, les aires (C_;) le sont aussi. 1 faudra
done, et ¢est une condition suflisante, qu’une certaine courhe G_;
formée d’un seul contour, embrasse une aire (C_;) dont Pantéeé-
dente C_ ) coit limitée par plusceurs contours. Cela exige que la
portion d’un seul tenant de & [surface de Riemann de b(z) |, appe-
lée précédemment S_;, qui se projette a Fintérieur de (C_;) et
qui contient le point 2 du feuillet supérieur, soit multiplement
connexe, ct pour cela il est indispensable que S_; soit limitée par
plus d'un contour. S_; devra étre hmitée par plusiears courbes
ferinées dont chacune se projettera sur la courbe C_; chacune de
ces diverses courbes fermées pouvanl élre tracée sur plusieurs
feutllets de &, mais ces diverses courbes étant telles qu’on ne puisse
passer d’un point de I'une & un point d’une autre courbe distincte
de la premiére que par un chemin qui traverse I'intérieur de S_,.
Autrement dit, encore, si Von imagine que z décrive le contour de

(Journ. de Hath. 7 sévie), tome IV. — Fasc. 11, 198, 20
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(C-;) la fonction algébrique 4 (z) inverse de % (z) échange entre elles
p de ses déterminations, d’une part, ¢t d’autre part p’ autres déter-
minations. 1l est impossible, lorsque z décrit le contour C_; de passer
de 'une des p premiéres déterminations a une des p’ autres déter-
mination considérées, mais, et ¢’est la le fait important, partant d’un
point de C_;avee une des p premiéres déterminations, on peut revenir
en ce point avec une des p' autres envisagées, a condition de décrire
un chemin intérieur & (C_;). Pour avoir un exemple simple, il suffit
d’imaginer que, 3(z) étant du deuxiéme degré, C_; soit une courbe
simple fermée entourant les deux points critiques de $(z). Alors S_;
sera une surface de Riemann doublement connexe & deux feunllets,
limitée par deux courbes distinctes tracées chacune sur un feuillet
de & el chacune. projetée sur C_j, les deux fewllets de S_; étant
réunis par une ligne de croisement joignant les deux points eri-
Liques, ligne qu’on peut supposer intéricure & C_;.

43. Revenant au cas général, en supposant bien entendu que les
points eritiques de P(z) sonl simples ¢l au nombre de 2k—2
(h ¢tant le degré de z), il résulte d’un procédé classique exposé
par exemple dans le Traité & Analyse de M. Picard, t. LI, 2¢ édis
tion, p. 416-417, qu'on peut supposer les & feutllets de & unis
chacun au précédent par une seule ligne de croisement. Dans ces
conditions, sur les p premiers feuillets de x, C_; découpe unc
courbe fermée I'_; et sur les p’ feuillets suivants, elle découpe unc
autre courbe fermée 17, (1), T_; et 1, sont des contours de S_;
on ne peut passer d’un point de I'_; a2 un point de I'_, que par un
chemin intériewr a S_; et nullement en suivant le bord de S_.
Cela implique que la figne de croisement unique ecntre le piome
feuillet et le (p +1)¥™ a ses deux extrémités tntérieures a S_,
| ce sont deux points eritiques convenables de b (z) | et il est bien clair,
les hignes de eroisement étant dans une certaine mesure arbitraives
entre leurs extrémités connues, qu'on peut toujours supposer
la ligne de croisement entre le p* et le (p + 1) feuillet
wntérieure tout entiére ¢ S_;. 1l suit de la cette conséquence fort
importante (ue, partant d’un point z du plan extérieur a (C_;)

(M Sip+4p' <k, C_; découpera encore d’autres courbes dans &, mais cela
ne nous préoccupe pas pour l'instant.
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avee une des podéterminations de b(z) qui correspondent aux
p premicrs feuillets de &, on ne peut passer a une quelconque des
autres déterminations de L gu’en décrivant un circuit fermé qui
traverse L'aire (C_;) en traversant la ligne de croisement entre
fe pieme o1 1o (p +|)“""" feuillet. Done tout circuit fermé qui ne
traversera pas I’ dll‘(‘ (C_;) raménera cn z une des p premiéres déter-

minations de 4 (z) du sysl('me auquel dppartenalt la détermination
initiale. De mér nc, si 'on part de z, extérieur & (C_;) avec toute

autre détermination de "( z) qu’unv des p déterminations précé-
dentes, on ne pourra jam(ns revenir en z avee une de ces p déter-
minations, si le circuit déerit ne traverse pas (C_;).

1

44%. La conclusion est immédiate. S’il existe un point limite & con-
vergence réguliére ' distinet de {, son domaine immédiat R’ ne
ne pourra pas satisfaire a4 la condition nécessairc et sullisante
pour que R’ soit aussi le domaine total, puisque, évidemment,
R’ étant extérieur a R, sera extérieur a (C_;) et, partant d’un
point z intérieur & R’ avec une des p premiéres déterminations
de b (z) et décrivant un circuit fermé quelconque intérieur 4 R/, on
ne traversery pas (C_;) et Pon ne pourra pas revenir en z avec une,
(k —- p) déterminations de 4 (z) distinctes des p premiéres. Done le
domaine total de 7 se composera d’une infinité d’ aires distinctes sans
point commun d:ux a deux.

I”hypothése qu- le domaine de convergence immédiat vers un
des points limites est multiplement connexe, conduit donc a cette
cone usion intéressante que le domaine total de tout autre point
fimite sera composé d’une infinité d’aives. Le fait que j’énoncais
page 148 est done ciexiéwar: Pour toute fraction e degré ke qui a plus
de dewx points limiles a convergence réguliére, il ne peul y avoir
qu'un de ces points limiles au plus qui ait un domaine de convergence
tmmédiat confondu avec son domaine total. En effet, ou bien un
des points limites a un domaine immeédiat mulhplement connexe,
et alors tous les autres ont un domatne total (composé d’une infinité
daires distinctes) plus grand que leur domaine immédiat de con-
pergence, ou bien tous les points limites ont un domaine immédiat
simplement connexe, il v en aura alors ur: au plus qui possédera a son
intérieur les (A—1) points eritiques tels que soit vérifiée la
condition nécessaire et suflisante pour que ce domaine soit iden-
tique au domaine total de convergence vers le point limite considéré.-
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46. Une autre conséquence non moins inbéressante se Live de
Pétude précédente. Siya priori, on vérifie que 'un des points limites a
un domaine de convergence total identique a son domaine de convergence
immédiat [ce qui se fera, en général, en déterminant les points cri-
tques de L (z) qui sont intérieurs au domaine immédiat considéré |,
on peut aflirmer, §’il existe d’autres points limites a convergence
réguliére, que les domaines immédiats de convergence vers cha-
cun de ces autres points limites sont lous simplement connezes.

46. 11 n’est pas dillicile non plus de liver des considéralions pré-
cédentes ce fait que le domaine immédiat & de convergence vers un
point limite T ne peut étre multiplement connexe sans avoir un ordre
de connexion infint (*). On a vu en elfel que, si (C_;) est la premiére
aire antécédente de aire (C), qui détermine dans la surface de Rie-
mann & une surface de Riemann (S_;), multiplement connexe,
contenant le point { du feuillet supéricur, la seule ligne de croise-
ment L entre le p*™ et le (p +1)"" feuillet peut toujours élre
supposée tntérieure & (S_;). L’aire (C_,, ), antécédente de (C_;),
sera donc limitée par autant de contours distinets que (S_;) aura
elle-méme de contours distincets. Done Paire (C_,.,)) aura au
moins deux contours distinets dont évidemment aucun ne traversera
la ligne de eroisement, L-puisque Lous ces contours sont extéricurs &
(C_:), Paire (C_yyy)) contenant (€ ;) & son inléricur. Si alors on
considére la surface de Riemann S_g,, qui est formée des points
de & projetés a I'intéricur de (C_ . py) - qu’on peut unir a £ du feuillet

(') Cest la une propriété qui est vraie de tout domaine R d’un seul tenant
limité par Pensemble ', Un tel domaine, s'il est multiplement connexe, a une
. connexion d'ordre infini. En efet, I'existence d’une courbe I' fermée, dont tous
les points sont intérieurs 4 R et dont 'intérieur et 'extérieur contiennent chacun
des points de [ (ceci ¢quivaut 4 dire que R n’est pas simplement connexe).
entraine l'existence d’une telle courbe dans toute aire, si petite soit-elle, entou-
rant un point frontiére de R d’oir suit la propriété énoncée, car une telle aire
a toujours une itérée qui contient 4 son intérieur I ainsi que Paire finie limitée
parI'[il ne peut y avoir exception ue pour les fractions banales 5, —a = (z — a)¥,

Sy—a = GaF pour Iesquelles Ia question ne se pose pas; pour les polynomes,

le point exceptionnel rejeté i I'infini ne géne pas]. On a d’ailleurs vu (p. to1, note 2
P 8 : p. 11,

que ' ne pouvait étre formé de plusieurs continus linéaires distincts sans poini

commun deux a deux, ce qui équivaudrait & une connexion d’ordre fini.
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supéricur par un chemin continu tracé sur s et se projetant a
Cintéricur de (C_yyy), il est visible que chacun des contours de
(C_:+y) donnera naissance au moins & deux contours de S_;,
projetés sur le contour considéré de (C_,.,,). En effct, z décrivant
un contour de (C—,,,)), ¥(z) supposé partie d’une des p détermina-
tions qui correspondent aux p premiers feuillets de & n’échangera
la détermination initiale qu’avec une autre des p déterminations
précédentes sans jamais faire passer & la détermination qui cor-
respond au (p -+ 1)“m* feuillet, ni aux suivants; done S, a un
premicr contour limite projeté sur le contour considéré de (C_ . ))
et tracé sur tout ou partie des p premiers feuillets de &, Mais,
S_iey ayant des points intéricurs dans le p 419" feaillet, el plus
généralement dans les p' feuillets qui suivent les p premiers, le méme
raisonnement que précédemment, fait sur le méme contourde (C_ip ),
en substituant les p’ déterminations de (z) qui suivent les p déja
considérées & ces p déterminations, prouvera que S_,,,, a aussi
un deuxiéme contour limite projeté sur le méme contour de (C_;y )
et tracé sur tout ou partie des p’ feuillets de & qui suivent les p pre-
miers. La conclusion est que S._g,,, aura au moins 22 contours
ainsi que (C_4.,)). En continuant le méme raisonnement, on verra
que S,y aura an moins 22+ contours, ainst que (G, ;
Lous ces contours sonl extéricurs deux & deux (1), (Cop,hy)) est
Paire d’un seul tenant limitée par tous ces contours et contenant {
a son intérieur. R, limite de (G ) pour n=2=, a done an ovdre de
connexion infini,

On a déja rencontré des exemples de ce fait (Voiur Fatou,
Comples rendus, 15 octobre 19oG), et Pon en a rappelé dans la
premicre partie (voir p. 58). Cest ainsi- que pour z, =27" 41, le
domaine de convergence vers e point a I'infini est d’une connexion
d’ordre infini, il est limité par les points de I’ensemble pdl‘falt
discontinu E’ : ¢’est un cas ou les contours limites envisagés preé-
cédemment tendent vers zéro dans toutes leurs dimensions, quand
p devient infini; il n’y a alors qu’un seul point limite & convergence
réguliére. Mais je donnerai plus loin un exemple avec plusieurs
points hmites 4 convergence réguliére, 'un d’ecux ayant un do-
maine immédiat, dont la connexion est d’ordre inﬁni, limité par

(') Dans le plan des s, il peul y en avoir un qui contient tous Ies autres,
mais sur la sphére de Riemann ceci n’a pas lieu.
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une infinité de courbes, eL.non plus seulement par un enscmble dis-
continu de points.

47. Exemples, — J’en donneraide trois sortes : d’abord, sur un
exemple particulier, J’étudierai le mode de génération et de groupe-
ment des domaines R, R_,, ... rencontrés au cours de I’étude précé-
dente; puis je montrerai que Papplication de la régle de Newton,
pour la recherche des racines d’un polynome quelconque de degré
> 2, conduit immédiatement aux ecirconstances précédentes, ce
qui explique Pinsucets de la tentative de Cayley, quand il a voulu
délimiter le plan en diverses régions suivant la racine du polynome,
a laquelle conduit Papplication de la régle de Newton en partant
d’un point queleonque de la région considérée (1). 1l avait trés bien
réussi, et nous le montrerons, pour les équations du deuxiéme degré,
a diviser le plan en deux régions contenant chacune une racine a
laquelle conduit par approximations successives la méthode de
Newton en partant d’un point quelconque de cette région; nous
verrons que la solution ne peut étre aussi simple pour les degrés > 2,
le domaine de convergence total vers une racine pouvant alors se
composer d’une infinité daives séparées,

Eunfin, je donnerai Pexemple d’un domaine immédiat multiple-
ment connexe qui n’esk pas limité uniquement par un ensemble
parfait discontinu de points.

48. Premier exemple. — Considérons le polynome

— 3+ 3z
HE T = o9 (3).

Il'y a trois points limites & convergence réguliére
19 z=1, 2/ (1) =o.

0 5 — Ty —

20 z=—1, 5’ (—1)=o0.

30 z =, comme pour lout polyrmrrw.

, . —3#+ 33 .
L’équation z=17(z) = ——— admel encore {a racine z =0
3
2

our laquelle 2/ (n) == = : elle appartient a 'ensemble IE.
P { 7. !

(") Voir Kwevigs, Annales de ULcole normale, 1884, Supplément, p- Goetfr.
— CavLey, C. R. Acad. Sc., 1. CX, 18go, p. 215-218. Il dit, en concluant: « J'espére
appliquer cette théorie au cas d'une équation cubique, mais les calculs sont
beaucoup plus difficiles. » Il na pas poussé la question plus loin.
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" ;
. 21— 35%) . . . .

Du caleul de ' (z) == ————> il suit que les points qui annu ent

2'(z)sonl z3=1 clz=- -1;ils sonl & eux-mémes leurs conséquents.

Les points eritiques de b(z), Pinverse de 2(z) sont done au
nombre de trois. ’

1 be pomnt =1 autour duquel se permutent deux branches
dep(3) quisont égales o pour =21 fear g’ (1) =0 el 3"(1) £ 0.

20 Le point 3= 1 autour duquel se permutent deux branches
de b(z) qui sont égales & (- ) pour z= -1 Jear 2'(- 1) =0,
() fol

30 Le point z = =%, aulour duquel se permutent les trois branches
de 3 (z), qui tontes trois deviennent infinies pour z = =,

On peul allivmer de suite qu’en dehors des trots points limiles a
convergence régulicre cités plus haut, il 0’y a ni aulre poind [imite, ni
groupe circulaire limite. Car chacun des trois points limites a con-
vergence régubicre (%, 1, ——1) aura dans son domaine immédiat
un point critique de Y (z) (=, 1,—1) el puiqu’il 0’y a que trois points
evitiques, il ne peut y avoir ni quatriéme point limite & convergence
regulicre, mi d’autre groupe civeulaive limite.

Cherchons a former les domaines de convergence immeédiats de
chacun des points 1, -1, =, 1l sullit de considérer 1 et =, car le
domaine de (-1) sera symétrique de celui du point 1 par rapport

A Poviei > o de P arité d Iv 35
a lorigine, a cause de Pimparité du polynome f(z) == —
9(2)=—29( -3),

done a deux points symétriques par rapport & O correspondent
deux conséquents symélriques par rapport a (),

Pour le poinl z= =%, on peut partir du cercle C de centre O de
rayon g=|[z|=23. Si z est un poinl quclconque tel que [z]> 3,
on aura

- } ISP_—:J’I:‘
I

235

et par suile le domaine (C) mité par |z| =3 contenant le point 4

Pinlini (') est toul enticr mléricur au domaine de convergence
immeédial vers =,

(') Ce domaine (C) n’est autre que 'extérieur du cercle C, au sens ordinaire
du mot, en comprenant dans (C) le point & Vinlini.
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.

Cherchons les antécédents successifs du domaine (C) pour avoir
le domaine immédial de convergence vers =. Si z déerit intéricur
g
du domaine (C), ses trois antécédents déerivent Pintérieur d’un
domaine (C_,) contenant le point a l’inlini, ainsi que (C), et Iimité
par une seule courbe algébrique simple C | antécédente de G Si 2z
décrit C_, une fois d.ms le sens pusml z, décrira C trois { 1s dans
le sens positif; tout ceci résulte du simple fait que 2 = % est un point
?
critique autour duquel se pcrmutvnt les trois branches de $(z)
f(m(/ti(m inverse de 2(z), et ¢’est le seul point ¢ rmqm- contenu dans
C). La courbe C_ se définit Lees simlement par Péquation
) I |
] -— $'+ 5.' ‘
‘ 2

Elle entoure les deux points - -1 et 4 1, el les sépare du cercle
C(1). z déertvant Pintérieur du domaine (C_)) ses trois antéeé-
dents déeriront Fintérieur d’un domaine (C_,) qui contient (C_,)
et qui est limilé par une courbe algébrique simple C_, antécé-
dente de C_,. C_, entoure les deux points —-1 el 41 et les sépare
de la courbe C_,. On continuera indéliniment ainsi. Toutes les
aires anléeédentes successives, (C), (C_), C_.), ... sonl des aives
simplement connexes chacune est contenue dans les suivantes;
et contient le point & Pinfini. (C_;) est limitée par une courbe algé-
brique simple C_; qui entoure les points (---1) ¢l 1) et les sépare
des courbes C_._,), ..., C. La limite de (C_)) pour 1= est un
domaine R, simplement connexe, contenant le point a Pinfini,
laissant 4 son eatérieur les points ---1 el 4 1 (ainsi que des
cercles assez petits ayant pour centres ces deux poinls), tel que
toute courbe fermée sunple intévieure & R, on bien entoure les
deux points ——1 el + 1, ou bien n’en entoure aucun, les laissant
tous deux a son extéricur, mais ne sépare jamais —1 de +1 (3).
N’insistons par pour le moment sur la nature de la frontiére de R,
nous verrons plus loin que ¢’est en effet une courbe continue ayant
des points multiples dereses partout sur elle-méme. Sachons seulement,

(') Cest-a-dire qu'on ne peut aller du point 1, par exemple, & un point de C
sans traverser C_,,

(?) Cette propriété résulte du fait que toute courbe fermée intérieure 4 R est,
_& partir d’un certain rang, intérieure & tous les domaines ((i_;) pour chacun
desquels la propriéte en question est évidente.
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ce qui résulte immédiatement des faits precedents, que cette fron-
tiére est un continu separant tout point intérieur & R, des points
(—-1) et + 1.Le point & 'infini étant point critique autour duquel se
permutent les trois branches de Y (z), I'aire R,, coincide avec toutes
ses antécédentes : ¢’est & la fois le domaine immeédiat et le domaine
total de convergence vers le point a I'infini.

Il est bon de remarquer que tout point de Paxe imaginaire
(excepté Vorigine) est intérieur au domaine R, ; il sullit pour s’cn
assurer de remarquer que si on pose z=1iA, z,=1A,, A étant
réel, A, le sera aussi et 'on aura

toul point de axe imaginaire a done tous ses conséquents sur cet
axe, et ces conséquents tendcnt.reguherement vers le point a
I'infini, car on a toujours |A,|> % |A| dés que A £ o.

L’origine est un point frontiére (1) de R.., c’est un point mulitple
de cette frontiére, car on peut atteindre ce point O, en restant dans
R. (%), par le coté positif et par le c6té négatif de I'axe imaginairc,
et 1l est 1mpossible de ]omdrc un point infiniment voisin de O
situé sur le demi-axe imaginaire posmf 4 un point infiniment
voisin de () situé sur le demi-axe imaginaire négatif par un chemin
infiniment petit qui ne sorte pas de R.. (Un tel chemin doit en
effet couper I’axe réel en un point infiniment voisin de O, et 'on
verra que les points de P'axe réel, aux environs de O, sont exté-
rieurs a R...)

L’axe imaginaire tout entier, sauf l’origine, appartenant a R.,
il en sera de méme de toutes les courbes antécédentes de cet axe
(il est confondu avec toutes ses conséquentes). Les antécédentes
d’ordre 1 sont : cet axe lui-méme et, en outre, une hyperbole dont
I'équation se tire de

3\[*:3_*_35] —o,
2

(') Clest un pointde E, 0(0) =0, |¢'(0) | >1.
(?) L'origine est donc un point frontiére de R, accessible par U'intérieur de
R. (voir Préliminaires, § 4).

Journ. de Math. (7¢ série), tome IV, — Fasc, IT, 1gi8. 21
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en posant z == 2 +- 7y, Cette hyperbole a pour équation

2! 3y*--3 =o0.

Eile passe par les deux poinls 2= == y3 de Paxe véel qui sont les
deux antéeédents de Porigine distinets de O, Ces deux points sont
des points fronticres de R, tous les aulres points de Phyperbole
sont intériears a R,

Les antécédentes suceessives de cetle hyperbole seront ausst
des courbes intéricures & R,. 1 axe imaginaire et Paxe réel sont
axes de symétric pour R, puisque & deux points symétriques par

~3

rapport & Oz ou & Oy la transformation z, = = fail corres-

pondre deux points symétr lquvs par rapport & Oz ou a Oy.
Dnnv (au sens de la théorie des tmages par rapport & une courbe
algébrique), toutes les courbes antécédentes de 'axce imaginaive ou
de Paxe réel sont des axes de symétric de R, puisque & deux points
de R, symétriques par rapport & Oy, ou a Oa, correspondent,
par la transformation z, = J(z) inverse de 4(z), deux antécédents
symétriques par rapport a Pantécédente considérée de Oy ou de
Oz. Toutes ces courbes antécédentes successives de ’axe imaginaire
couperont I’axe réel a angle droit (Paxe réel coincide avee une de
ses propres courhes antecedentes) comme l'axe imaginaire lui-
méme, cn des points qui seront tous les dntccedentq successils
réels de 'origine et qui sont des points frontiéres de R.. Ce seront
des courbes algébriques dont les degrés iront constamment en
croissant. Elles passent toutes par le point a Pinfini qui coincide
avec tous ses antécédents. Dans le plan complet (ou sur la sphéve
de Ricmann) elles sont & considérer comme des courbes fermées
ayant le point & 'infini comme point multiple. Ainsi ’hyperbole
22—3y*-—3 =0 est & considérer comme une courbe fermée
ayant pour point double le point a l'infini, les tangentes de ce
point double (asymptotes), jointes & 'axe imaginaire (qui est aussi
une courbe antécédente de I'axe 1maginaire), étant régulicrement
disposées en étoile autour du point a I'infini; ces tangentes (asymp-
totes de hyperbole) font en effet des angles de 600 entre elles et
avee Paxe imaginaire. Tout ceci résulte de ce que Paxe imaginaire,
dont on prend les antécédentes, passe par le point critique 2= o
de z_, ={(z) autour duquel les trois branches de | (z) se permutent
et il est inutile d’insister plus longuement la-dessus. Ajoutons que
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les anlécédents successifs de Uorigine sonl lous points fronticres
de R, ct sont partout denses sur la fronticre de R.. lls sont tous,
comme Vorigine elle-méme, points multiples de celte fronticre (1),
et ¢’est 1a un fait remarquable qu’on a signalé plus haut. On a vu
d’ailleurs, au début de ce Mémoive, que les points frontiéres d’un
domaine comme R, sont des points de E'; d’autre part tout point
de ', étant limite pour leg antéeédents d’un point arbitraive du
plan (sauf Uinfint) et en particulier d’un point futéricur & R., devea
élre point fronticre de R, puisque les antéeédents suceessifs d'un
point intéricur & R,, étant tous intéricurs a R., tout point limite
pour ces antéeédents devra étre limite de poinls intérieurs & R..
La frontiére de R, épuise donc tout Uensemble I\ auquel donne nais-
sance la raclion frationnelle

— 3%+ 33

2

Sy = .

Ceel, on le verra, est la source d’apparents paradoxes qui résul-
tent de notre intuition élémentaire de la frontiere d’un domaine
sous forme de courbe simple, dés qu’on éclaircit la nature des
domaines de convergence vers les points (-——1) et (4 1). Tous ces
paradoxes s’expliquent d’ailleurs parfaitement dés qu’on remarque,
ainsi que je Pai fait précédemment avee insistanee, que la fron-
tiere de R, renferme des points multiples partoul denses suy elle-
méme.

Silon étudie 'axe réel; on voit bien factlement que seules appar-
tiennent & R, les deux demi=droites de cet axe qui vont de (- 5)
a(+w)etde 5 a( =)

Les points 45 et - —y5 forment d’ailieurs an groupe circulaive
appartenant a Pindice 2. lls appartiennent a E, car ils satisfont a

5= 9,(3) avec [oi(s) >0,

Ils sont points frontiéres de R, Dés que {2 >5 on a, en effet,

, . . r \
s> =] et les conséquents d’un point du demi-axe (45, +=),
par cxemple, tendent 1'éguh("r(-ment sur eel axe vers -+ o,

(') Et, comme l'origine, ils sont points frontiéres de R, accessibles par U'in-
térieur de R, : on les atteint par exemple en suivant une courbe antécédente de
I'axe imaginaire.
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49. Passons maintenant au point z=1 pour déterminer son
domaine de convergence immédiat R,. Nous partirons pour cela
d’un petit cercle I'de centre z = 1 dont les antécédentes successives
embrasseront un domaine contenant z==1 de plus en plus grand et
tendant vers R,. Ce cercle I' devra étre tel, nous le savons, que,
s1 z décrit son intérieur, le conséquent z, devra rvester dans une
aire complétement tniérieure a T ’

Si ¢, est le rayon de I' on devra avoir, dés que |z-—1|% 3,

5, —1|<K|s—1],
K étant entre o et 1.
Or 1l est facile d’avoir la relation

— (5 —1)*—3(5—1)?
- .

P3+ 392

Pour que g, < ¢, il sullit que 35 4-£* < 2, ¢’est-a-dire

—3+Vi7
2

—3+V13
2

0Zp<

Si done on choisit g, positif et < » par exemple gy= =,

I
2
on est slir que pour |s—1]<¢,, on aura

|si—1| <K|z—1l. .
K étant entre o et 1. .

Imaginons que z décrive l'intérieur (I') de I'; alors la branche
de b (z)inverse de ¢ (z), qui présente en z=1 un point critique simple,
décrira 'intérieur d’une aire (I'_,) antécédente de (I'), comprenant (I7)
a son intérieur.T_, est la courbe limite de (T'_,) (}). S1z est dans (T),
il y a deux de ses antécédents et deux seulement dans (I'_,), ce
sont les deux antécédents qui se permutent quand z fait un tour
autour du point z = 1. Si 'on imagine deux feuillets superposés et
ramifiés 'un a Pauire en z=1 et l'aire a deux feuillets simple-
ment connexe T découpée dans ces deux feuillets par I', contenant

(') I_; est évidemment une courbe algébrique simple fermée entourant s =1,
Elle rencontre I'axe réel 4 angle droit, comme I' lui-méme.
5 )
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z=1 el limitée par 1" deux fois parcouru, Paire (1.,) sera Paire
slmplo du pldn analytique que décrira le pmnt Foy = L(z) lor%quo z
décrira Paive X |{(z) est en effet uniforme sur X et ne prend qu’'une
fois chacune de sm valeurs dans X|. T' ne rencontrant pas 'axe
imaginaire Oy, I' | ne le rencontrera pas non plus. 11 est bon de
remarquer encore que, lorsque z déerira (1'), le troisiéme antécédent
de z déerira une aive simple & un seul feuillet entourant le point
z=-—2 (qui est antécédent de z=1) et limilée par une courbe algé-
brique simple fermée, sans point commun avec )y, cntourant z =—2,

La suite du processus est immédiate; z_, décrivant U'intérieur de
(V_,), deux de ses antécédents z_, dccl'lronl, Pintérieur d’une aire
slmpl(- (I_,) limitée par une courbe a](rébrique fermée T'_,, sans
pomt commun avee Oy, entourant I'_; le troisicme antécédent
déerira une aire simple limitée par une courbe algébrique fermée,
sans point commun avee Oy, entourant le point z= 2. 1} est
a peine besoin de remarquer que toutes les aires (1), (I'_,), (1...) ...
successives que 'on construira ainsi seront toutes intérieures au
cercle C de rayon ¢ = 3, de centre O qui a servi de point de départ
dans la construction de R,. Toutcs ces aires seront dans la région
intéricure a ce cercle, limitée par Oy, qui contient z=1, ¢’est-
a-dire dans la moitié droite de I'aire limitée par le cerele. Quant aux
régions que décrirait le troisi¢me antécédent de z, lorsque z décrit
une des (I'_), elles sont toutes dans la moitié gauche de Paire
limitée par C, et jamais elles n’auront de point commun ni avec Oy
ni avee les aives (I'_;). Toutes les aires (I'_;) sont simplement con-
nexes; leur limite, pour ¢ ==, qui est le domaine de convergence
immédiat R, vers z =1, est donc une aire simplement connexe con-
tenant z = 1, située dans la moiti¢ droite de Pairc limitée par C.
On reconnait immédiatement que la portion d’axe réel comprise
entre Iorigine et le point d’abscisse + y3 appartient & R, les points
() et \3 eux-mémes sont frontiéres pour R, I +3 est d’ailleurs anté-
cédent de Porigine]. O est d’ailleurs Je seul point ot la frontiére
de R, touche Paxe imaginaire Oy.

$0. Le domaine R, symétrique de R, par rapport a l'origine
est le domaine de convergence immédiat vers z =-—1. Il contient le
segment (O, —3) de laxe réel. La frontiére de R, comme celle
de R’ appartiennent & E’. Sur ces {rontiéres les antécédents de



166 GASTON JULIA,

Porigine sont partout denses, mais alors que I'origine, considéréce
comme point frontiére de R., était point multiple de cette fron-
tiére, il ne semble pas a priori qu’elle soit point multiple de la fron-
tiere de R, ou de R). Cela tient & ce que les courbes C_;, entourant
Porigine, dont la limite donnait la frontiére de R., tendaient a
admettre Porigine (et tous ses antéeédents) comme point double,

Fig. 17.

¢’est-a-dive que deux ares distinets de C_;, symétriques par rapport
a Porigine, séparés 'un de I'autre par une longueur finie de courbe,
deux arcs, non infiniment voisins sur la courbe, tendaient tous deux
vers () 'lol"sque l grandisqait indéfiniment, tandis qu’il ne semble
pas a priori que sur (F_;) deux ares distincts, non infiniment voi-
sins sur cette courbe, tendent tous deux vers O, puisque les (')
n’entourent pas Uorigine et n’atteignent pas Oy (1).

R, et R se touchent en leur point frontiére commun 0, et en ce
point seulement. R, et R touchent le domaine R, en O, comme en
tous leurs points h’ontmos, puisque tous ces points étant de T2/,

(1) Voici d’ailleurs une démonstration rigoureuse de ce fait que O, comme
d’ailleurs tout point de la fronti¢re de R, (ou de R} ) qui est accessible par I'in-
térieur de Ry (ou de R)), est point simple pour cette frontiére. Prenons O par
exemple; si c’était un point multiple pour la {rontiére de Ry, il existerait une
ligne simple L fermée (ligne de Jordan) passant en O, dont chaque point distinct
de O soit intéricur a Ry, el qui ne pourrait se réduire au seul point O par un
mouvement continu sans rencontrer un point frontiére au moins de R, distinct
de O (c'est la la délinition des points multiples d’une frontiére); c'est dire que
cette ligne contiendrait & son intéricur (on sait trés bien qu'une ligne de Jordan
divise le plan en une région intérieure et une région extéricure) un point Q. au
moins, frontiére de K. Ce point Q serait pointde I, il serait donc point frontiére
de R, car E' est idcatique & la frontiére de R.. } y aurait donc, dans tout
voisinage de Q, des points intérieurs a R.. 1l existerait donc dans la région
intérieure a L une infinité de pointsintérieurs a R,. J'en prends un au hasard Q.
Prenant d’autre part un point Q" intérieur a R, et qui soit siirement extéricur
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apparticnnent & la frontiére de R, (). Il faut maintenant déter-
miner les domaines de convergence totaux D, et 1) vers les points

z=1t1el z2=--1.

81. Siz est dans R, deux de ses antécédents sont dans R, le
Lroisicme décrit une aire simplement connexe que je désigne par R,
entourant le point z=- -2, contenant a son intéricur un petit
segment de Paxe réel, débutant & z= 3, segmenl qui est
antécédent. véél du segment (o, + v3), du méme axe. R7' n’accéde
par aucun point a Paxe Oy, car R, n’y accéde que par le point O,
dont les antécédents sont O, (4 /3) et (~-y3); il est tout entier &
gauche de Oy, il n’a pas de point commun, méme frontiére, avec R,
et il touche R au point z=-—-y3 ¢t en ce point seulement. R
est intérieur au cercle C. Lorsque z décrira R, chacun de ses
trois antéeédents est fonction analytique de z dans R el décrit
par suite une aire simple a un seul feuillet simplement connexe :
ces Lrols aires sont complétement extérieures les unes aux autres,
elles sont extérieures & R, aR,, et a R, je les appelle les aires R
'une d’clles contient un petit segment de axe réel positif antécé-
dent réel du segment de Paxe réel négatif qui traverse R;™"; ce
segment est séparé du segment (o, +y3) par le scgment symé-
Lrique par vapport & () du segment négatif qui traverse R, le
segment séparatif est d’ailleurs intérieur a 'aire R} antécédente
de R, comme R;" est antécédente de R,. Le processus est indé-
fini, On définit de proche en proche les aires R™ décrites par les
antécédents de z lorsque z décrit les R, Ces R sont simplement

a L, par exemple un point extérieur au cercle G||Z| > 3], il serait impossible
de joindre Q' et Q’, tous deun intéricurs @ R, par une ligne simple sans ren-
contrer L (en un point intérieur & R,, donc extérieur & R, ) ousans passer par O
(point frontiére de R.). Ceci est absurde puisque Q',Q" tous deux intérieurs
a R, domaine d’un seul tenant, doivent pouvoir étre joints par une ligne simple
dont tous les points soient intérieurs & R... La contradiction rencontrée démontre
donc que O est point simple de la frontiére de R;, et qu'il en est de méme de
tout point accessible de cette frontiére, Le raisonnement précédent se retrouvera
plus loin (p. 198 et suiv.).

(') Clest lia qu’est le paradoxe apparent : La frontiére de R, est une partie de
celle de R, mais sur ceite partie, la frontiére de R, a des points multiples denses
partout : ce sonl tous Jes antécédents de 'origine situés sur la frontiére de R;.
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connexes ot n’vmpidtcnt ni sur les R ni sur RY™ ni sur R,. On
définit de méme les R, les R, ... symchlquvs des R, R™, ..,
par rapport a (. Iout(-s les aires ainsi définies sont extéricures
deux 4 deux et ne peuvent se Loucher qu’en des points frontieres.

I’ensemble des R, R;™, R,™, ..., constitue le domaine de con-
vergence total vers 4+ 1, et ensemble des R, R1™", R\™, ..., le
domaine de convergence total vers (—i). Tout point fronticre
d’un R7" ou d’un R est point de E', il est point frontiére de R.,,
en sorte que R, touche tous les R, et tous les R,™ en tous leurs
points frontiéres. On voit hien de quellc étrange espéce est ce con-
tinu E’ qui limite R, et tous les R, et R\™, il porte des points
multiples denses partout sur lui-méme, et divise le plan en une
infinité de régions. I.’axe récl, par exemple, coupe E’ en une infinité
de points qui sont tous les antécédents réels  de Povigine, auxquels
il faut joindre ’ensemble des deux points (5, — 5) quisont points
limites de ces antécédents réels.

Si Pon suit ’axe véel Oz vers la droite, on traverse d’abord R,
le long du segment (o, + y3), puis on traverse R\, puis une R,
puis une R, puis une R;¥, ete.; suivant une ]m ¢vidente, lo
segments amsi décrits décroissent constamment el ont (—I— \:J)
pour pomt limite. Puis, dépassant (4 5), on entre dans R,.
Silon suit Oa’ (axe réel vers la gauche) on traverse R, R, R,
R, R, ete. Il serait facile également de voir que les antécé-
dents de Paxe réel traversent une infinité de régions successives
appartenant alternativement aux domaines totaux de z=1 et de
z=—1, puis entrent dans R.. Les régions R, ¢t R™ tendent
vers zéro dans toutes leurs dimensions, lorsque ¢ augmente indé-
finiment. On s’en rend compte immédiatement en remarquant
qu’a Pextérieur des cercles I et 17 de centres (4 1) et (--1) de
rayons p=% la valeur de ‘;{_-‘ zi 1-—2z%| est >M, M étant un
nombre > 1.

En effet, sur I et sur 1V, on a

ds,

E :l—)‘ll——-.‘-”l-}—:-l._/_

¢t évidemment la courbe

ds ds,

3
- =1==|1—:z||1+ 2|

2
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sera unc courbe algébrique, formée de deux ovales de Cassini
ds,
ds

entourant respectivement les points (—1) et (4 1) ol =o.

Done sur T', T et 4 'extéricur, on a

dsz,

7[: —>l.

D’autre part, aucune des R/ ((=1, 2, ...; %) ni des R7" ne
renflerme de point ervitique de 4(z). Done dans les R comme dans
les R, ", b (z) est holomorphe. Ces R et R}~ sont toutes extérieurcs
aux cm’(,lcs I" et I qui sont dans R, et R'l. Donc dans tout R

i(lw()l
ods |

comme dans tout R} 7. Si done S est Paire (1) couverte par R,

celle couverte par chacune des R sera < g\)z S, et celle couverte
L 8201 .

par chacune des R sera < ((—)} S. Elle tend done vers zéro

quand i augmente indéfiniment (2).

Tout point de E’ est point frontiére de R., il est point limite de
régions RS et de régions R)", dont Uindice { augmente indéfini-
ment, ou est poinl fronticre d'une Ry et d’une R\, ou est point
fmntu-u- Cune R et lunite de végion R, dont Uindice ¢ croft
mdclmmunl, ot bien enfin est point fronticre d’une R et himite
de région R dont Pindice ¢ eroit indéfiniment.

Cela résulte de eo qu'un point de I est limite pour les antécé-
dents d’un pomnt arbitraive de R, d’un point de R, d’un point de R’

83. ll est assez dillicile de se veprésenter exactement ce que peut
étre ce continu 19, Mais il w’est pas impossible de 8’en faive une idée
a laide d'un processus constructif, que je vais maintenant exposer
et qui monlrera qu’il 0’y a nulle impossibilité par exemple & ce

() U n’est pas absurde de parler de 'nire de R, car Ry, par exemple, limile
pour = des aires quarrables conlenues chacune dans la suivante, (1),
(Toh), ooy (Ply), ooy est quarrable. 1 en est done de méme de tous les R,
de tous les R~ et de R...

(*) On montre de méme que, si L est la plus grande corde de R, la

i—1
plus grande corde de R % sera ¢ (5) L, et, par suite, tend vers zéro avec ¢.

Journ. de Math. (3* série), tome IV. — Fasc. 11, 1918, 22
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qu'une aire &, simplementl connexe, soit Jimitée par un conlinu
linéaire B/ ayant des points multiples partoul denses sur lui-méme,
continu qui divise le plan en une infinité de végions dont chacune
touche #, par Loute sa fronmticee: la frontiere de chaque petite
région étant d’ailleurs une courbe simple,

Ce qui suit n’est évidemment qu’un schéma, mais il est tres
propre a aider 'intuition et & expliquer ce qu’il y a de paradoxal
dans le fait que la frontiére de .. qui estun conlinu linéaire, tout en

8

iz, 18,

touchant la frontiére de chacune des petites régions précédentes
en tous les potnts de cetle derniére [rontiére, ne enincide cependant
pas avec elle. Jai puisé 'idée du processus que je vais exposer dans
un beau Mémoire de M. Ielge von Koch, rédacteur suédois aux
Acta Mathematica, inséré aux Acta de 19o6 (1. XXX) sous fe titre
) 9
Une méthode géométrique élémentaire...
=] y

$4. Partons de deux triangles équilatéraux égaux opposés par un
sommet. Soit ¢ leur c6té, OAB, OA'B’ les deux iriangles. [Jen-
semble des deux fait une ligne polygonale P, fermée (réguliére et de
¢6té a) OABOA'B’ O qui divise le plan en trois végions : 19 #, inté-
térieur de OAB; 20 &', intérieur de OA’B’; 30 région contenant =
limitée par la ligne polygonale enticre OABOA’B’(). () est point
double pour la frontiere de cette dermére région.

Au milieu de chacun des cotés de la ligne polygonale P, précé-

. , . , a,r Qa
dente, plagons un sommet d’un triangle équilatéral de coté o, de

cOtés parallcles aux ¢Otés de la ligne polygonale P, ; chacun de ces
triangles élant d’ailleurs dans la région imitée par P, qui contient .
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CDE, IFGIH sont deux de ces triangles. [ensemble de P et des
triangles ainsi construils fait une ligne polygonale fermée P, dont
les sommets se suivent dans Pordre OCDECAFGHIB.... P, divise
le plan en 34 6= ¢ régions, & savoir &, &', Uintéricur des six
triangles qu’on vient de construire, enfin la région conlenant = et
limitée & Py; pour cette derniére région, la frontiére, qui est P, tout
entiére, a des points multiples (doubles) en O, C, IY, ... Tl n’est pas
inutile d’ajouter que si Von déerit P, en ayant a sa gauche la région
précédente (contenant =) les angles que font deux cotés consécutifs
de la ligne P, (angles comptés vers 'intérieur de la région) sont
de 1209, ou 600, ou 3002 (360°-600) (Exemples : angles (0, C, ou A).

88. Aumilicu de chacun des ¢6Lés dela ligne P,, nous plagons un
sommel d’un triangle équilatéral dont le e6té est le 5 du coté con-
sidéré de la ligne P,, dont les ¢otés sont paralléles a ceux de P,,
chacun des nouveaux triangles étant situé dans la région limitée
par P, qui contient le point a Pinfini (KLM, PQS sont deux de ces
triangles). I’ensemble de P, et des nouveaux triangles fait une ligne
polygonale fermée P, qui, quant aux angles, a les mémes propriétés
que Py, mais qui détermine dans le plan un nombre de régions
égal & celui qui déterminait P, avgmenté du nombree des cotés de P,.
Il est facile de voir, en effet, que deux des nouveaux triangles con-
struils ne peuvenl avoir aucun point commun, el qu’ils sont bien lous
intérieurs a la région limitée par P, contenant le point & Uinfine.

Pour la construction de P,, cette difficulté se présentait déja,
nous allons la lever, Prenons le triangle CDE construit sur le coté
OA de P,. A cause de CD = % = (—’[9, il esl visible que 'angle
o . Lo . .
COD < 30° (On a construit a ¢oté de la figure un triangle équi-
latéral abe; cd = gcb et ce = ~ch. Il est visible que

-

P PN
COD = cae = f < 30°.)

Done le triangle CDE ne peut empiéter sur le triangle analogue
construit sur OB’. Point de difliculté done pour P... Pour P, il importe
seulement de montrer que deux triangles construits sur deux cotés
consécutifs de P,, faisant entre eux un angle de 60° (compté inté-
rieurement & la région limitée par P, contenant =), ne peuvent
empiéter 'un sur Pautre. Par exemple, KLM et PQS construits sur
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les cotés OC et CD de P,. 11 est visible cn effet que

IS ST : C _OK
(OR =R =p  oawsede KbL=O¢ =28,
l M
De méme
ZN ; (M
OCP =5 acausede PO = %‘-)- == ——,l .
) b N}

F . q . . . . - / . F
Done le triangle LKM est intérieur a Pangle MCO=3 et le

PR
triangle PQS est intéricur & Pangle PCQ =14, Ces deux angles
sont symétriques Uun de Pautre par vapport & la bissectrice de

Pangle ()/Cl) et sont séparés 'un de Paulre par cette bissectrice
et par un angle égal & 22 (2 =="730° —3, vuir la figure) qu’elle
bissecte. Les deux Lriangles en question ne peuvenl empiéter Pun
sur Vautre.

On a déja vu & propos de P, que deux triangles construits sur
deux cotés conséeutifs de P, faisant entre cux 1200 (tels les ¢otés
issus de ) ne peuvent empiéter Fun sur Pautre. 1 est visible, d’autre
part, que les triangles construits sur les ¢otés de P, tels que DIE
ou GH ne peuvent empiéter sur les aulres Lriangles.

Tout ceci tient en somme dans celte simple remarque : le triangle
construit sur un des cdtés de la ligne polygonale P, ou P, est tout
entier intérieur & un triangle isoscéle, dont la base est ce coté, dont
I'angle & la base est 3. Il était donc essentiel que cet angle 3 fit
choisi <300 afin que les triangles isoscéles d’angle a la base 3
construits sur deux co6tés consécutifs de P, comme base, faisant
entre cux un angle de 600, fussent sGrement extérieurs 'un a lautre
¢l n’cussent en commun que le point d’articulation des deux ¢otés
considérés (1).

Il est bien établi donc que P, limite une région d’un scul tenant,
simplement connexe, contenant le point a P'infini; chacun des som-
mets de cette région est accessible, de 'intéricur de la région, par
tout chemin situé dans un angle de 22 au moins bissecté par la
bissectrice des deux cotés de P, qui aboutissent ausommet considéré,

(') Clest a cette fin que j'ai pris le colé de chaque nouveau triangle égal au }
du coté de P, sur lequel il est construit; cela donne un 5 << 30°, mais j'aurais pu
remplacer le dénominateur 8 par tout autre nombre > 3 (car pour 4 Vangle
eut été égal a 300). J'ai pris 8 pour la simplicité de I'exposition,
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86. Le processus peut se continuer indéfiniment. Au milieu de
chaque c6té de P, plagons le sommet d’un triangle équilatéral, dont
le ¢6té sera le b du coLé de P; considéré, dont les cotés seront paral-
léles a ceux de P, ¢t qui sera situé dans la région d’un scul tenant
limitée par P; contenant le point & Uinfini. Les nouveaux triangles
joints & P; donneront une ligne polygonale fermée P;.,. On démon-~
trera de pmche en proche que la construction est tou_]ours posslblL
sans que les nouveaux triangles & chaque fois construits empletent
Pun sur Pautre ou sur les preucdcnts déja construits. La raison en
est immédiate : si Pon considére les ¢otés de P, les nouveaux trian-
gles qu’on conslruit sur cux sont intérieurs aux triangles isoscéles
d angle a la base p construits sur ces ¢otés comme base. Les trian-
ales isoscéles ainsi construits sur chacun des ¢otés de P, sont deux a
deux extérieurs, et par suite les triangles qu’on construit pour
passer de P, & P, sont deux 4 deux extérieurs et n’empiétent
pas sur les triangles de P,. On vérifie ensuite que les triangles
isosceles construits sur les ¢otés de P, comme base avee 'angle
a la base 3 sont encove extéricurs deux a deux (1). Ces triangles
sont dans la région du plan d’un scul tenant limitée par I’, et conte-
nant linfini, et pav suite le processus peut se continuer sur P,
comme sur P, pour donner P;, ete.

"-

87. Imaginons donc que le processus se continue indéfiniment. La
ligne pol) gonale fermée P,aura pour limite pour#= % uneligne [ermée
continue & ayant des points doubles partout denses sur elle-méme ().
Ce seront les points tels que O, K, C, P, I, ete., qui évidemment
sonl denses sur chaque ¢6té d’une P; quelconque. Les triangles
qu’on ajoute a P; pour passer a P;, ont des c¢otés qui tendent
vers zéro lorsque ¢ croit indéfiniment. La portion du continu &’
comprise entre deux sommets consécutifs d’une P; est tout entiére
a Pintéricur du triangle isoscéle d’angle & la base 3 construit sur le
cOté de P; unissant les deux sommets comme base. C’est immeédiat.
&' divise le plan en une infinité dénombrable de régions, qu’on

(1) Ces triangles isosctles élant intérieurs i ceux construils sur les cotés de
P, il sufflit d’examiner ce qui se passe i I'intérieur d’un des triangles isoscéles
construits sur les cotés de P, et la encore la vérilication est immédiate.

(2) U est claiv que &' a tous ses points i l'intérieur des triangles isoscéles
d’angle a la base 3 construits sur les cotés des deun triangles équilatéraux initianx
comme base,
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peut ranger par ordre @ 1% a1, et &) 2° Pintérieur des triangles
construits pour passer de P, a P,; 30 'intérieur de ceux construits
pour passer de P, a Py, ete.; enfin une région simplement connexe
R d’un seul tenant contenant le point a Pinfini, et hmitée par &/,
c’est la limite de la région contenant le point a infini et limitée
par P; quand ¢ = =. Tout sommet d’une ligne P; quel que soit ¢
est un point de &', un point accessible (1) de Pintéricur de 2.,
par tous les chemins compris dans un angle 2 ayant méme bis-
sectrice que [a bissectrice de I'angle considéré de la ligne P; ( hissec-
trice dirigée vers 'intérieur de R. ). ¢ est identique a Pensemble
dérivé de I'ensemble dénombrable formé par tous les sommets des
lignes P; (t =1, 2, ..., %=). Sur ¢’, tout point qui est sommet d’une
ligne P; ou les deux cotés de P; font entre eux un angle de 60°
(compté vers 'intérieur de &, ) est un point double de la fronticre de
de &.. O est aussi point double. Les ponts doubles de &' sont

denses partout sur &', <(les sommets des P; jouent le role des anté-

. .. <y . — 3P+
cédents de Porigine dans Pitération de z, = —— ~->

38. Le continu linéaire &' que nous venons de construire jouit
donc de toutes les propriétés de 'ensemble E’ relatif a la fonction

rationnelle

J’ai, avec intention, affecté de lettres correspondantes les élé-
3 2 -
. 990, 1 . —5" I3 :

ments qui, dans Pitération de z, = —— ="~ et dans la construc-
tion précédente, jouaient ce méme role : ainsi ¢’ et B, o, et Ry, &t
et R, . et R.. Quant aux triangles que les lignes polygonales P,
P,, ... ajoutent a la ligne P,, on peut y voir Panalogue des
domaines R, R, R, R, ...

Tous les points (2) de la {rontiére de & sont, ici aussi, des points
de la frontiére ¢’ de ., sans que ¢’ coincide pour cela dans la
région du plan considérée avee la frontiere de &, ; &' contient cetle

(1) Le sens de I'expression point frontiére d’'un domaine accessible par !’inté-
rieur de ¢g domaine est bien net (voir, par exemple, les Préliminaires).

(%) 11 est évident que lout point de la frontiére de &, est simple sur cette
frontiére & puisque Ry, est 'intérieur d’un triangle équilatéral.
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dernicee {ronticee, ¢’est veai, mais sur sur cette derniére frontiére,
il faut bien le remarquer, car ¢’est essentiel, & a des points doubles
partout denses.

Je wai pas besoin insister sur la nouveauté des circonstances

. . — 394+ 33 . .

que eet exemple bien simple, z, = ———=; a fait surgiv. [l montre
avee quelle précaution if faut vaisonner dés qu’on ne suppose rien
a priori dans les questions d’analyse et de théorie des fonctions.
Les notions les plus subtiles relatives aux frontiéres des domaines
plans simplement connexes, sur lesquelles récemment il a éLé
éerit bien des Mémoires intéressants (1), surgissent naturellement,
el ¢’est au regard des circonstances actuelles que Pon peut dire,
ainst que je I'al déja fait remarquer plus haut, que les exemples
d’itération jusqu’d ce jour traités étaient les plus simples possibles.

89. Deurieme exemple.  Jat annoneé quil étail d’ordre général
et qu'il était fourni par Papplication de Ja régle de Newton a une
équation algébrique queleconque,

St f(z) = o est une équation algébrique, f(z) étant un polynome,
on sait que la méthode de Newton pour évaluer une racine 2
de f(z) =0 consiste & procéder par approximations suceessives a
partir d’une valeur z assez voisine de {5 le conséquent de z se définit
par la relation rationnelle

les conséquents suceessifs de z sont les approximations successives,
feur limite est une racine £ de f(z)=o0. f(z) étant un polynome
queleconque, envisageons done Pitération définie par

st fest de degré k, 2(z) est rationnelle et de degré k.
Si
S50 ayst ...
Sy = hagst—t 4L

(Y)Y Voir LiNoerLir, Sur un principe général de U Analyse... ( Acta Soc. Se.
Fennicwe, 1915), ol se trouve une bibliographie compléte. — Voir aussi
MoxteL, Sur la représentation conforme (Compies rendus, j juin 191-).
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et .

s _(/.-—l)rz‘,"‘~i—..,
==zls) =" fcty %=1+,

Le point z =2 est une racine infinic de z=¢(z), ¢’est un point

'

double de la transformation z, = 2(z) du plan. Si on le rameéne a

. . . 1
Porigine par Thomographie auxiliaive 3= 705 = 7—-, la substitu-
. ! i

tion translormée de z,=5(z) est

. kaylo 4. ..
/41 _ —-—
(h—1)a,=4-. ..
numérateur et dénominateur étant cette fois m’dnnnés‘ sutvant les
puissances croissantes de 7. On voit bien qu'a 7 = o correspond

. e & [Pt Al ok dr,| . R
Z,=o. Dailleurs, a Porigine, T T done l ’/Ji > 1. Done

Porigine est un point de 'ensemble T relatif 3 7, = ®(7).
Revenant a z,=4(z), I'infini ¢st un point de E pour cetle
substitution. L’équation z=2(z) «, en oulre, k racines a distance
finie, ce sont fes k racines de f(z) = o.
En chacune de ces racines 7, on a
s, = f g

= L,

ds R ZER i

et a cause de f(z) =0, on a

Donc les kracines de f(z) sont k points limites & convergence végu-
liére, et aussi k points eritiques de la fonetion algébrique inverse de

J

h
Q
Q
—_
m
i
(X}

. . . dz C e e e . .
et aussi k points ol — = o. Le point a l'infini étant point ordi-

naire pour inverse de z(z), on von que, outre les k racines de
f(z), les seuls points du plan complet qui soient c¢r lthucs pour I'in-
verse de ¢ (z) sont les conséquents des (f-—2) points ou [f'(z) = o.
D’ailleurs
dsy S S "

RS Py

ds? —7+f” _/"
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et en une racine { de f(z) =o, on a

a2z o r_r
Donc —=t £ 0 si, comme on peut le supposer dans le cas général,

chacune des racines rend f'(¢) # o.
En un point ot f'(z)=o0, on a

_-_i /' mn
g

ct, dans le cas général, = sera == o en un tel point.

H d -2
Donc, dans le cas général, les points critiques de J(z) inverse de
¢(z) sont :

10 Les kracines de f(z) = o qui sont des points critiques simples
autour desquels se permutent deux branches de {(z);

29 Les conséquents d’ordre 1 des (k—2) racines de f'(z)=o,
qui sont aussi des points critiques simples autour desquels se per-
mutent deux branches de }(z). Cela fait bien, si f(z) est quel-
conque de degré k, 2k-—2 points critiques distincts pour la fonc-
lion algébrique §(z) inverse de

~

—~~
u

e

~

S
&

-

60. «. Liquidons d’abord le casle plus simple : celui ot f(z) est du
deuxiéme degré. Si I'on désigne par {, et (, ses racines, ce sont
aussi les deux seuls points critiques de l'inverse de z, = 3(z);
dans ce cas [car f’(z) = const. |, ce sont deux points limites a con-
vergence réguli¢re. On est donc dans le cas simple, traité a Pappli-
cation 3° (p. 140 du présent Mémoire). Le plan doit donc se diviser
en deux régions R, et R, séparées par un continu linéaire, chacune
de ces régions contenant un des points limites, dont clle est le
domaine de convergence total (R, contient ¢, et R, contient §,).

Pour apercevoir tous ces résultats, il suffit de se rappeler qu’on a

Journ. de Math. (¢ série), tome 1V. — Fasc. 11, 1918, 23
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et, par suile, la relation d’itération s’écrit

I 1 I
(') = ~ —

s—3 55— 55—,

z, étant le conséquent de z. De la se conclut que : s¢ z déerit lu
perpendiculaire au miliew du segment {, C,, z, la décrit ausst.

Fig. 19.

Le plus simple pour le voir est de faire une transformation homo-
graphique auxiliaire qui soit un simple déplacement du plan z
et améne £, et {, a étre sur I'axe réel symétrique I'un de Pautre par
rapport & I'axe imaginaire; il est clair qu'on aura la méme relation

que (1) entre les transformés des points z, z,, £, (.

Fig. 20,

Rien n’empéche done de supposer d’emblée ¢, réel positif et
{,=—1U,. Ce n’est pas non plus diminuer la généralité que de
supposer £, = 1 (il sullit ’'une simple homothétie auxihaire pour
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y arriver). Le probléme s¢ raméne done a étudier

. . . . . ]
Alors, st z est puremenl imaginaire, - et - seront deux

-~

points symétriques par rapport & Oy. Done leur somme sera un

. I . . .
point de Oy. Donc -—— sera purement imaginaire, comme z et

3—23

par suite comme z,. Done la perpendiculaive au milieu de ¢, ¢,
p 1 perp -y G2
est conservée par la relation de Newton

N

J'(3)

Il est encore facile de prouver que chacun des demi-plans qu’elle
détermine se transforme aussi en lui-méme. On est done dans le
cas de ces fractions a cercle fondamental que M. Fatou considére

dans sa Note du 21 mai 1917 aux Comptes rendus. Le plus simple pour
le voir consiste a revenir a 'expression

oS3
Ty S — T
S (3)
olt I'on suppose f(z) = z*—1, ainsi qu'une homographic auxiliaire

qui transforme 7, et §, en les points (-~ 1) et (4 1) le permet

assurément. Cela donne

ct, sur cette expression, 1l est clair que chacun des demi-plans que
détermine la perpendiculaire au milieu de 7,7, est transformé en
lui-méme par la substitution

2]

(=)
S (5)

chacun d’eux est le domaine de convergence total vers celui des
points {, ou {, qu’il contient. Sur la fronticre commune des deux
domaines, qui est la perpendiculaire commune au milicu de ¢,
les points racines des équations z=1¢,(z) (n=1, 2, ..., %) pour
lesquels | 9, (z)| > 1 (ensemble E) sont partout denses.

3

Iy 3

=o¢(3);

(3]

61. b. Silon revient & un polynome général f(z) de degré k, la
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fraction

(me=s— 2

~

admet, on I’a vu, pour points limites & convergence réguliére les
k racines distinctes de f(z) = o. La fonction {(z) inverse de ¢(z)
admet pour points critiques les k racines de f(z) = o ct les (k—2)
racines de f’(z) qui sont distinctes en général des précédentes.
I1 suit de 1a que (k — 1) au moins des racines de f(z) ont un domaine
de convergence total formé d’une infinité d’aires du genre de ceux
considérés dans le premier exemple. Il suffit de se reporter aux
remarques faites page 155 pour s’en assurer immédiatement.

62. Si, par exemple, on considére le polynome f(z) =z(z*—1)
dont les racines sont o, —1, 41, 0n a

s(st—1) 25

G -— T ’
33— 35 —1

5

-
~g 2

et si I’on transforme cette substitution par ’homographie auxiliaire

il vient

¢’est-a-dire le premier exemple traité, sur lequel il est par suite
inutile d’insister.

Done, en général, la division du plan en régions, qui conduisent
chacune 4 une racine déterminée de f(z) = o, sera un probléme
impraticable, puisque (k-—1) au moins des racines ayant un
domaine de convergence formé d’une infinité d’aires, on serait con-
duit a diviser le plan en une infinité de régions. Voila la raison de
I’échec de la tentative de Cayley pour 'application de la régle aux
équations de degré 3 3.

63. Citons, pour terminer, le cas de f(z) = z*—a’.
Alors

2534 a?

3]:———'—3~2 ==

(5).

-Q

Les trois racines de f, a, aw, et aw? (w*=1) sont trois points
limites & convergence réguliére et trois points critiques de I'inverse
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de ¢(z). Le quatriéme point critique de (z) est évidemment
le pomt a I'infim, car le poin't a I'infini a deux antécédents confon-
dus a Porigine. C est un point de E'. 1l n’ ya done pas de groupe
circulaire limite, ni d’autre point limite & convergence réguliére.
Le domaine immédiat de convergence vers chacun des points «,
aw, an? ne contiendra pas a son intérieur d’autre point critique que
ce point lui-méme qui permute entre elles deux branches seulement
de {(z). Donc chacun des domaines de convergence totaux
vers a, aw ou aw? se composera d’une infinilé de piéces, comme dans
I'exemple précédent, chacun des domaines de convergence vers —1
¢t + 1. Chacun de ces domaines totaux fournit les deux autres par
deux rotations successives de 120° autour de 1origine, car, évidems-
ment, a z et 2w correspondent les conséquents z, et z, w.

Le continu linéaire E’, qui forme ’ensemble des frontiéres des
domaines totaux précédents (chaque domaine total a évidemment
pour [rontiére tout 'ensemble E’, car tout point de I est limite
pour les antécédents successifs d’un point arbitraire pris dans
chacun de ces domaines), se conserve par une rotation de 120° autour
de Dorigine. Par wune transformation homographique %1mple
(2= a7.), on raméne au cas ol ¢’ = 1. Alors, sans diminuer la géné-

ralité, on prendra
. 2 4 ',
S == 3 .y

Les trois points limites sont 1, w, ©2

On reconnait a priori que la partie positive de ’axe réel appartient
au domaine immédiat vers (4 1), O et » étant points frontiéres.
Cet axe réel est axe de symétrie pour le domaine considéré. On a
ainsi quelques renseignements sur les domaines des points 1, w, w2

64. Trowsiéme exemple. -—- Conformément aux considérations
exposées aux pages 153-158 du présent Mémoire, montrons que le
domaine 1mmédiat de convergence vers un point limite peut étre
limité par un ensemble infini de courbes deux a deux extérieures et
non seulement de points comme dans les exemples z, =2z 4 1
mentionnés précédemment. J'obtiendrai immédiatement un tel
exemple par le procédé suivant : z, = 9(z) sera un polynome pour
lequel o'(z) =0 n’aura que deux racines distinctes a distance
finie, o et @, Je prendrai a réel, et je m’arrangerai pour que le point
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z=a s0it du domaine immédiat du point %; on sait que pour un
polynome quelconque le point = a un domaine immédiat de conver-
gence R. confondu avee le domaine total. Si @ appartient & R.,, il
est clair que R. ne sera pas simplement connexe, car R, contiendra
deux points critiques de §(z) qui sont % et le conséquent de a, et
un contour décrit autour des ces deux points critiques seulement (1)
ne pourra pas permuter une détermination quelconque de $(z) avec
toutes les autres déterminations de {(z). En effet, la surface de
Riemann & relative a y(z) inverse d’un polynome de degré k, peut
étre construite en prenant pour lignes de croisement entre les
divers feuillets des lignes unissant les points critiques de §(z)
situés a distance finie au point . Un peu de réflexion sullit alors
a sc¢ rendre compte de ce que je viens d’avancer.

Si maintenant j’'impose au point () d’étre un point limite & con-
vergence réguliére en prenant ¢(o) =o avee 9'(0) =0, ce point
aura un domaine immédiat R, de convergence simplement connexe
limité par un continu linéaire qui appartiendra a la frontiére
de R... Et il est clair que le domaine total de convergence vers zéro
sera composé d’une infinité d’aires antécédentes de R,, toutes sim-
plement connexes évidemment, toutes extéricures a R., limitées
chacune par un continu linéaire. I.’ensemble de tous ces continus
linéaires et de leurs points limites formera la frontiéve de R..
R. est ainsi limité par une infinité de continus linéaires (et leurs
points limites ), sans que tous les continus réunis forment un con-
tinu (on le voit d’aprés le mode méme de génération). Entre deux
points appartenant a4 deux de ces continus distincts, la frontiére
de R. est mal enchainée; on peut tracer, dans le domaine R., une
infinité de courbes ferméés deux & deux extérieures qui contiennent
a leur intéricur comme a leur extéricur une infinité de ces continus
linéaires. La génération de R., a partir d’un petit domaine entourant
le point %, met tout ceci en évidence, comme pour I'exemple

s51=23" 4+ 1;

mais dans cet exemple-]a les courbes limites des antécédentes suc-
cessives de ce petit domaine tendaient vers zéro dans toutes leurs
dimensions, et se réduisaient, & la limite, &4 un ensemble de points,
dont le dérivé était 'ensemble parfait discontinu E’.

(") Il n’y a pas d’ambiguité possible sur le sens de cette expression.
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65. Ceei bien compris, la rvéalisation de Pexemple est [acile. Je
prends tout simplement
¢ (s)=Asz*(s—a)

A ¢tant un nombre réel positif & déterminer et ¢ un nombre positif
arhitraire, mais lixe. Alovs, je prendrai -

o 5 zh
(:):A(-J,;—?.az -{-a-—3—>

3
3

pour avoir
w(0) =, @' (0)=0¢"(0) == 0.

Le point O est point limile & convergence régulicre. 1] faut s’arranger
pour que les conséquents de o tendent vers infini.
La courbe z,=%(z), z et z, étant considérés comme des coor-

%
!
’,
8 //‘,"'
2L/
Ve
1 /
"7
/
|4
/1
|
A
0l il
) X
2
’
4
/
7/

Fig. 2.

données rectangulaires d’un point a Palluee ci-contre; il suflira
que la portion de courbe correspondant & la variation de z dans
(a; 4 ») soit tout entiere au-dessus de la bissectrice z, =z pour
qu’on soit siir que les conséquents de a ont des abscisses réguliére-
ment croissantes vers - %. Or, ¢’est 14 une chose aisée : il sulfira

:Z) 55 aﬂ:’.'i 5
= — 20 5 + —; -
3 4 3 A
Or, la courbe
- -~ ~3
2= —2a> +a
1 5 A -+ 3

ayant une forme bien déterminée analogue a la précédente, 1l sera

. . . . 1 . o
en effet toujours possible de choisir ¢ assez petit et positif pour que
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. . . 1 . o .
la droite de coellicient angulaire 5 issue de lorigine soit tout

enti¢re au-dessous de la portion de cette courbe

2]
<

-6 -~
A}
—'2(1'—' +a-._

7, = A 3

oy ¥

qui correspond & la variation de z dans (a; + =).

66. A étant ainsi choisi, N
" -
H=0 _~A ——-—-9a~ a®
aura pour points limites a convcrgencc réguliére o et . Il n’y aura
ni autre point z=9(z) ou |¢’(z)|< 1, ni groupe circulaire limite.

6 ; (z) = ux T
L’équation ¢'(z) = 0 n a que d(ux racines distinctes, o et a. {4(x )
inverse de ¢(z), n’a que deux points critiques qui sont o et —?;O; a
distance finie.

Autour de O se permutent trois déterminations de 4 (z); autour
du point z= é;,%) se permutent aussi trois déterminations. On
peut imaginer les trois feuillets supéricurs 1, 2 ¢t 3 ramifiés autour
de z = o, et les troisiéme, quatriéme, cinqui¢me ramifiés en z = AT‘;—
Les cing feuillets sont ramifiés en z = =. Les lignes de croisement

, Aa® , -
peuvent étre tracées de o & —a et de =g 2 -+ wsuraxe réel. Quand
o

on tournc autour de o dans le sens positif, on passera du premier au
deuxiéme, puis du deuxiéme au troisiéme, puis du troisiéme au
. . ) Aad .
premier feuillet. En tournant autour de z = 55 on passera du troi-
siéme au quatriéme, du quatriéme au cinquiéme, du cinquiéme au
troisiéme, etc.
Partant d’un point du premier feuillet et déerivant dans le sens
négatif un circuit qui entoure les deux points critiques, on passe
sur le cinquicme feuillet, ete.

67. Les cing feuillets se ramiliant autour du pointss,le domaine R,
sera a la fois domaine immédiat et domaine total de convergence
vers I'infini. R, est d’un seul tenant et infiniment connexe. Partant
d’une courbe ¢ qui délimite 1'aire (¢) entourant le point a I'infini et
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prenant ses antécédentes successives, 'une d’elles délimitera unc
région (C ;) contenant Vinfinictz = A,g: et les antécédentes (G opp)) ...
seront d’un ordre de connexion de plus en plus grand. Toutes ces
aires (C_,) laissent o & leur extérieur. Quant & R,, domaine
immédiat de convergence vers o, il contiendra le seul point cri-
tique o de J(z). R, sera simplement connexe. R, laissera R, 4 son
extérieur, mais aura tous les points fronti¢res de R, pour points
frontiéres. Cela résulte de ce que ces points sont points de I/, et R.,
d’un seul tenant, étant domaine total de convergence vers I'infini,
la frontiére de R, est identique a ’ensemble E', puisque tout point
de I/, étant limite pour les antécédents successifs d’un point de R..,
antécédents qui sont tous intérieurs & R., devra &tre point fron-
ticre de R..

68. R, découpe dans la surface de Riemann & de ¢(z) : 1 un
morceau simplement connexe S, qui comprend les portions (rami-
fiées entre elles autour de o) des trois {euillets supérieurs qui se pro-
jettent & U'intérieur de R, ; 2° deux autres morceaux simplement con-
nexes identiques & R, qui sont les parties des quatriéme et cinquiéme
feuillets projetés sur R,. z décrivant R,, trois de ses antécédents
décriront R,, les deux autres, correspondant aux quatri¢éme ct
cinquiéme déterminations de 4(z) décriront chacun une aire
simplement connexe, extérieure & R,, ces deux aires n’ayant m
entre elles, ni avec R, de point commun intérieur ou frontiére. Ce
seront les aires R'7". On pourra tracer un contour simple entourant
R, et laissant & son extéricur les deux aives R et de méme un
contour entourant une des aires R ct laissant Pautre et R,
& son extérieur. Continuant ainsi, on détermincra les aires R™
antécédentes de R,", cte. Toutes ces aires Ry seront simplement
connexes, aucunce d’elles ne contiendra de point critique de §(z).
Elles sont toutes & distance [inie. Elles s’agglomérent entre clles (1)
de fagon que tout point frontiére d’une aire R}, étant point de E,
soit, par exemple, point limite pour les antécédents successifs
des continus linéaires frontiéres des aires R;¢+", R;™%, ..,
toutes aires qui sont extéricures a I'aire R envisagée. Il n’est pas

(') Par un processus analogue & celui suivant lequel se groupenteles points
d’un ensemble parfait discontinu.

Journ. de Math. (7* série), tome IV. — Fasc. I, 1418. 24

L 4
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utile d’insister davantage sur un processus de formation qui nous
est déja familier. Le domaine R, apparait ainsi comme un plan dans
lequel seraient percés une infinité dénombrable de trous tous a
distance finie et extérieurs deux & deux dont les courbes fronticres
s’aggloméreraient pour former un ensemble parfait, tout point
d’unc courbe frontiére étan?. pan limite d’une infinité de courbes
frontiéres de plus ou plus petites, extéricures & la premiére.

Le domaine total de convergence vers Porigine serait I'ensemble
des aires intérieures & tous ces trous,

69. Quatriéme emmple. — Nous avons vu, page 180, & propos de
¥4 a?
5 ~2

critique de la fonction §(z) inverse de 9(z), conséquent d’un point
ol 9/(z) = o pouvait faire partic de Uensemble I’ En écrivant
pour un po]ynome du deuxiéme degré que le deuxiéme conséquent,
du point ot ¢’ (z) = 0 est un point double, on tombe sur Pexemple

I'exemple z, = —, tiré de la regle de Newton, qu’un point

— -2
5, =asi—

)

QN

a étant un paramétre arbitraire; posant az = Z, il vient
/d| = Z2 -— 2,

et cet exemple est intéressant. On voit immédiatement que Z =2
est un point de E, son antécédent (— 2) est point critique de Y (7),
c’est un point de E'. On voit que tous les antécédents du point 7, = 2
sont réels et compris entre —2 et + 2. Tout point du segment
(—=2, +2) a des (onqéquent% qui ne sortent pas de ce segment. Donc
ce segment (—2, +2) nappartmnt pas au domaine du point a
I'infini. Z =12 étant de E, ses antécédents sont partout denses
sur E/ qui est donc Pensemble dérivé de Pensemble des antécédents
de Z = 2. E/ a done tous ses points sur le segment (-—2, 4 2). Tout
point du plan hors de ce segment a done des conséquents qui con-
vergent régulicrement vers Pinfini. Le domaine R. comprend tout
le plan, sauf la coupure (—2, + 2). On en conclut que le segment
(—2, -+ 2), fronti¢re compléte de R., est 'ensemble E' lui-méme,
et que les antécédents de Z = 2, comme de tout point du segment,
sont partout denses sur ce segment.

Cet exemple montre que E’ peut étre un continu linéaire avec
deux bouts distincts. Jusqu’ici on n’avait donné que des exemples
de continus linéaires fermés pour E’.
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TROISIEME PARTIE.

Sur la nature des continus linéaires qui délimitent
les divers domaines de convergence.

70. En étudiant la convergence régulicre vers un point limite
(comme aussi la convergence u'reguhcre vers un groupe circulaire
limite), il arrive d’avoir simultanément plusicurs points limites a
convergence régulicre. Chacun d’eux a alors un domaine immédiat
de convergence dont Pintérieur est séparé de tout point extérieur
par un continu linéaire qui coupe toute ligne simple joignant un
point intérieur au domaine & un point extérieur. On peut essayer
de pénétrer plus avant dans la question en recherchant quelle est
la nature des continus linéaires qui se présentent ainsi. Déja, a

i o o .
propos de Pexemple z, = ——> on a cu affaire & des continus

d’une nature trés compliquée. On peut cependant montrer dans des
cas trés généraux que la complexité de tels continus peut se résoudre
en unc agglomération de continus Jinéaires d’une nature beaucoup
plus simple, par exemple de lignes de Jordan, courbes continues
fermées, sans pmnts multlpks “Je n’ai pas toujours réussi a dissé-
quer les propriétés caractéristiques de tous les continus qui se
présentent dans les itérations de fractions rationnelles; J'ai néan-
moins, sous des hypothéses trés générales, réussi & montrer qu’ils se
rameénent a des lignes de Jordan. Ceci jettera un jour nouveau sur
la structure de ces continus, et expliquera les diflicultés rencontrées
jusqu’a ce jour dans la délimitation des domaines de convergence.
A ce ltre, on verra que les exemples d’itération traités jusqu’ici,
et notamment celui des fractions & gercle fondamental, sont des
exemples particuliérement simples (voir p. 110, n° 20 et la généra-
lisation indiquée en remarque, p. 114-118 de ce Mémoire).

Je commencerai par un exemple simple, qui fera bien comprendre
la méthode que j’ai suivie. Ainsi qu’il est bien naturel, je prendrai
toujours des fractions rationnelles dont je saurai « priort qu’elles
ont au moins deux points limites distincts & convergence réguliére :
je serai siir ainsi a priori que 'ensemble E' comprend un continu
linéaire qui divise le plan en régions, et c’est sur la nature de ce
continu que va porter la recherche actuelle.
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5?2

71. Premier exemple. — Jereprendraile cas de z, = signalé

par M. IYatou dans sa Note du 15 octobre 1906, aux Comptes rendus.
Nous avons reconnu antérieurement qu’il y a dans ce cas deux
points limites (o et %) & convergence réguliére. Le plan se divise en
deux régions R, et R, simplement connexes contenant respective-
ment o et o, ayant pour commune frontiére un continu linéaire E/
(voir p. 138 du présent Mémoire). E’ est la limite commune des
antécédentes successives de deux cercles, 'un C entourant I’origine

|z|= %, Pautre T' cntourant le point & Uinfini |z|=14 (). Les
2

points critiques de Pinverse de ¢(z) sont 2= — ;; ¢t z=12. 51 done
z déerit une fois C, 'ensemble de ses deux antécédents déerit une
courbe algébrique fermée C_, entourant C. Si z décrit C deux fois,
chacun de ses antécédents déerit C_, une fois; on peut dire la méme
chose des antécédentes successives C_,, C_,, ..., qui tendent vers B/,
Je dis que la convergence des C_; vers I/ est untforme; voici ce qu'il
faut entendre par la. Les courbes C_; successives sont emboitées
les unes dans les autres; d’aprés le processus de formation, quel que
soit Je nombre positif 2 donné a I’avance, il sera possible de déter-
miner un indice N assez grand tel que, quels que soient les indices n
et p supérieurs a N, Uécart des deux courbes G_, et C_, soit toujours
<& On pourra appeler écart de deux courhes le maximum (*)
de la plus courte distance d’'un point de Uune d Uautre quand le point
considéré décrit la courbe sur laquelle 1l est sttué. Dire que deux
courbes L et L' ont un éeart < ¢, ¢’est dire que L est tout entiére
dans la bande balayéc par un cercle de rayon ¢ dont le centre
décrirait L. )

72. Pour montrer ceci, je 1;enmrqucrai que de la relation

ds, 1
z—:?’(z):—:;%—:,

il 18 z)|> 1 en toul point extéricur au cercle ¥

de centre (—— ~) dc 1'ay0n I.

(') i n’y a pas d’¢quivoque sur ce qu'il faut entendre par Ii.
(*) C'est un nombre bien défini, positif lorsque les deux courbes, comme c’est
le cas pour C_, et C_, sont des courbes continues sans point commun.
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Ecrivons d’ailleurs

’ ’ ¥ 14 4 1
¢t nous verrons que lorsque z décrit le cercle précédent, ‘z + ;‘ =1,

1 2
b=

___.2’

5+

Nl -
o -

3

, e 1 1
donc z, décrit au cercley, de centre — g derayon 3 ¢’est un cercle vy,
complétement intéricur au précédent, et qui contient a son inté-
. . .. 1 . .
rieur le point critique (——— §>, et aussi le point de convergence o.

Il n’en faut pas plus pour allirmer que ¥ est tout entier intérieur a R,,
les conséquentes successives de y ayant o pour seul point limite.
On voit immédiatement que pour définir R, on peut partir de ¥
aussi bien que de C, on arrivera toujours a la fronti¢re E' comme
limite des antécédentes Successives Y_,, Y—gy covy Y—is - 108 Y—;
jouissent les unes par rapport aux autres des mémes propriétés
que les C_; les unes par rapport aux autres. Si z décrit une vy_; une
fois, son conséquent z, décrira v_,_,, deux fois de suite, etc. Sans
qu’il soit nécessaire d’insister, on voit que I'aire contenant O limitée
par une C_; quelconque sera, pour P assez grand, intérieurc a toutes
les v_, d’indice p>P. Inversement, une v_; quelconque sera,
pour P> assez grand, intéricure a toutesles C_, d’indice assez grand.
Tout ceci tient, répétons-le, a cette propriété essentielle que, si z
décrit une aive (C_;) ou une airve {y_;), ses deux antécédents décrivent
une aire (C_g, ), ou une aive (v_;,,,) qui comprend a son intérieur
Paire (C_,) ou l'aire (y_,); j’ai longuement insisté, lors de la recherche
du domaine immédiat de convergence vers un point limite a con-
vergence réguliére, sur ce fait essenticl qui permet de définir le
domaine immédiat comme limite des domaines (C_;) ou des (y—;),
lorsque ¢ augmente indéfiniment.

73. Puisque, en tout point extérieur & v, on a [¢/(z)|>1,il en
résulte que, pour I assez grand, toutes les C_; (72 [) entourant v,
on aura & I'extérieur de ces C_;|2’(z)|>M>1. Pour la méme
raison, J(z) étant la fonction inverse de 4(z), on aura, pour I'm-
dice assez grand [,

[V EI<N <.
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dés que z cst extérieur & C_p. Il sulfira de choisiv pour cela I de
telle fagon que .C_; entoure vy, car alors, si z est extéricur & C_,
chacun des antécédents est extéricur & (' e et Lon a

d}l
()= 7 —1)
Done, z_, étant extéricur a v,
= —==N<1,

.

Désignons par ¢ Pécart entre C_, et C_,,,, cela veut dno que la
plus courte distance de tout point de C_,,, & C est Z¢. Ima-
ginons une quelconque de ces plus courtes distances AB. Aux
points B et A correspondent des antécédents situés respectivement
sur C_,,, et C_,,,.

Soit B_, un ‘antécédent de B; z déerivant BA, la détermination
de (z) dont I'aflixe est B_, quand z est ¢n B, aura pour aflixe un cer-

Fig. 2o,

tain point A_, quand z viendra en A. A_, sera un antécédent de A,
et zdécrivant BA, L (z) décrira une courbe unissant B_, A_. Puisque,
sur BA, ona|¢’(2)|ZN <1, 0n aura

longueur arc A_;B_ ;SN X segment ABZ N,
car ABZ¢. Il est done claiv que Uéecart de C_,,,, et C_,,,, sera SNE,

puisque la plus courte distance de A_, | qui est en somme un point
quelconque de C_ .., & condition de choisir convenablement A sur
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) ’ A N .
C.y |2 Cy,, étant sirement Sarc A, B_, sera £ Ng, quel que soit

le point A, de C_,,,.

74. On montrera de méme que Pécart entre G_,y,, et C_, ., sera
ZN7g, N étant < 1. On voit done que 'écart entre C_; et C_,
décroit dés que 1> 1 suivant une progression géoméirique. [l
est, d’autre part, évident que Uéeart entre G, et C_.,, est inférieur
a la somme des écarts entre C._, et C_, ., Cﬁ(,,“) et Cprny +oo
Corpny @V Gy pumquo Pon peut, d’un point quelconque A de
C..,, aller & un certain point de C_,,, par un chemin formé de
segments rectilignes AN, AA,, .., A, /\,,, A; étant sur C_, ),
AA,,, étant la plus courte distance d(s A a C,~ wriens CL puisque
chacun de ces segments est inféricur, quel que soit A inttial, a
Pécart entre les deux courbes que décrivent ses extrémités. On
en conclul done que, si on considére la série convergente,

No+ N2 +...++NPO+...,

Pécarlt entee G, et G,y sera, dés que nZn,, n, étant asscz
grand, quel que soit dailleurs o/, inféricur au reste de la série pré-
cédente, pris a partic d’un certain rang p, et ce reste est arbitrai-
rement petit sip estassez grand. 1 est bien prouvé ainsi que les C_
convergent uniformément vers leur limite qui est E'. Il en résulte
immédiatement que, ¢ tendant vers Pinfini, C _; tend vers une courbe
continue, ¢’esl-a-dire vers un ensemble de points E représenté par
les équations
= [f(t), y=o0(t) (0s¢.1),

les fonctions f el % étant des fonctions conlinues de t dans U'inter-
valle (o, 1).

73. Je vais montrer ceel d'une fagon bien nette en formant,
théoriquement, les fonctions 4 (¢) et < (¢), et je 'déduirai d’autres
propriétés de E'.

A partir d’un certain rang I, on sait que toutes les C_; (¢ >I) sont
dans fa région o |2/ (z)|ZM > 1, par suite aussi dans une région
ot |4/ (2)| 2N <1, ¥ (z) élant la fonction inverse de o(z).

Considérons 'anneau compris entre les deux courbes C_, et G_,,,.
Les deux courbes limites sont des courbes algébriques simples
formées d’'un seul arc analytique fermé, puisque le C initial (ni
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aucune des C_;) ne passant par aucun point critique de §, aucune
des C_; n’aura de point anguleux. On peut alors faire une repré-
sentation conforme de 'anncau (C_,, C_,,,) sur un anncau (c2’)
compris entre deux cercles concentriques. Il sullit pour cela que
le rapport des rayons des cercles © et 7 soit un nombre conve-

™~
J ) |
/\"(Xn)
¢
\3
A TN
S~
Fig. 23.

z intéricur a

nable. La fonction analytique F(z) qui, a4 tout point

Ianneau (eg’), fait correspondre un point I7(z) intérieur a
Panneau (C_, C_,,,) est encore analytique sur 2, ¢’ et un peu au
dela, puisque C_, comme C_,,, sont formés d’un seul arc ana-
lytique (1). Aux rayons tels que -1’ qui unissent un point de 2
a un point de &' correspondent des courbes analytiques unissant
un point A de C_; & un point B de C_,,,. A et 1, B et 5L/ se cor-
respondent par la fonction F(z). L’arc de courbe analytique AB
coupe orthogonalement les courbes C_, et C_,,,, puisque le rayon
el coupe orthogonalement < et &/, et puisque les angles sont con-
servés par la représentation conforme que I'(z) définit. A tous

(1Y Voir Picarn, Traité d’Analyse, t. 11 (2¢ édition), p. 301 et suiv.
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les rayons de Uanneau 22’ correspondent ainsi des trajectoires ortho-
gonales de C_, et C_,,,; ces trajectoires font correspondre a tout
point A de C_, un point B et un seul de C. ,,, situé sur la trajec-
toire orthogonale de AB. A deux points distincts de C_, corres-
pondent deux points distinets de C_,,, et réciproquement. Deux
trajectoires orthogonales issues de deux points distincts de C
n’ont aucun point commun, et par chaque point de C_, ne passe
(qu’une de ces trajectolres.

76. z décrivant C_,, considérons un de ses antécédents z_, =1 (z);
il décrira C_,,,; si z décrit la trajectoire orthogonale AB, z_, va
décrire une courbe A.,B_, qui sera orthogonale a C_,,, comme
AB Pest a C_; en B_,, cette courbe A_, B_, sera orthogonale a C_,,
comme AB l'est en B a C_,,. Lorsque z occuipe toutes les positions
sur C_,, a chaque antécédent z_, de z correspond ainsi une tra-
jectoire qui coupe orthogonalement C_,,, et C_,,,; si la trajectoire
orthogonale AB issue de z balaic deuz fois de suite 'anneau
(C,, C ..), la trajectoire A_,B_,, antécédente de AB [qui est
décrite par une détermination quelconque de Y (z quand z décrit
AB| balaie une fois 'anneau (C_,,, C_,,,). Cela tient & ce que si z
décrit deux fois de suite C_,, chacun de ses deux antécédents corres-
pondant & une guelconque des deux déterminations de §(z) décrit

une fois d’une fagon continue C_, ., en marchant toujours dans le
méme sens.

Chaque trajectoire orthogonale AB de I’'anneau (C_,C_,,,)
admet deux antécédentes qui soni trajectoires orthogonales de
Panneau (C_,,,, C_,,,). Ce dernier anneau est donc, lui aussi, sillonné
de trajectoires orthogonales a C_,, et C_,,, et qui sont telles évi-
demment que deux quelconques de ces trajectoires sont ou bien
identiques, ou bien n’ont aucun point commun. Ces nouvelles
trajectoires pmloncrent celles de 'anneau (C_, C_ ), avec continuité
de la tangente, mais sans nécessairement les prolonger analytzque—
ment (1). En effet, la trajectorre BD de (C_,,,, C_,,) qui passe
en B a pour tangente en B la normale a lu courbe C_,,, mais ¢’est
un arc analytique qui est antécédent d’une trajectoire de C_,C_,,

(1) Ul ve faut pas croire que les trajectoires de (C_yy, C_y.y) qui prolongent
deux trajectoires déterminées, d’ailleurs quelconques de (C_y, C_1.y)), sont des
antécédentes de ces derniéres, il n’en est rien en général.

~

Journ. de Math. (7 série), wme IV, — Fasc. I, 1g18. 22
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issue du conséquent B, de B, et il n’y a aucune raison a priort pour
que l'antécédente BD de la trajectoire B, D, de (C,, C_,;,,) soit
prolongement analytique de la trajectoire AB de (C_, C_.,,).

I’anneau (C_,, C_,,,) (}) est donc sillonné de trajectoires ortho-
gonales a C_,, C_,,,, C_,,, formées chacune¢ de deux arcs ana-
lytiques se raccordant sur C_,,, avec continuité de la tangente.
Deux trajectoires n’ont aucun point commun ou coincident sur
tout leur parcours.

l.e processus peul évidemment se continuer, car la zone oi
I'on opére (région entre C ct I') ne contient pas de point cri-
tique de {(z). On définira ainsi des trajectoires orthogonales a
toutes les C_; d’indice i 2 1. Elles seront formées chacune d’une
infinité d’ares, 4 savoir les portions entre C_; et C_j,,), qui seront
individuellement analytiques, se raccordant les unes aux autres
avee continuité de la tangente. Deux trajectoires ou bien sont
identiques ou bien n’ont aucun point commun intérieur ¢ R, (2).

78. On voit que, a Paide de ces trajectoires orthogonales, s’établit
une correspondance biunique et continue entre les points d’une C_;
quelconque d’indice ¢ > | et les points de C_, elle-méme ( 2). IFaisant
correspondre a chaque point de C ; un paramétre variant de o a 1
(par exemple, on choisira sur C_, une origine o et un sens de par-
cours; si [ est la longueur de C_, & tout point A de C | corres-
pondra l¢ parameétre t = ;, s élant Pare de G_, décrit dans le sens
positif pour aller de w & At variant deoa 1, A décrit une fois G dans
le sens positif de w & ), on voit que les coordonnées x;, y; d’un point
qui décrit C_; seront des fonctions continues du parameétre ¢

xri= fi(¢), ‘y,~=g1(t)‘ (otry (=114, ..

- &),

(') Si Von faisait la représentation conforme de 'anneau (C_y, C_y,y.) sur un
anneau (€€") formé de deux cercles concentriques, il n’y a aucune raison pour
«que les Lrajectoires qu'on vient de trouver correspondent aux rayons (ui coupent
orthogonalement les cercles €, &, car, dans cette représentation, la courbe
C_11) € correspondra pas en générala un cercle concentriquea 2",

(2) A priori, rien n’empéche deux trajectoires distinctes, issues de deux points
distincts de C_;, de tendre vers un méme point de E'; nous verrons plus loin
que c’est impossible.

() On fera correspondre entre eux les points situés sur une méme Lrajectoire
orthogonale.
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¢l 'on n’aura simultanément

Jila) = fi(b),

gila)y=gi(h),

que st a =0, b=1, ou bien a =6 (1).
Tous les points des C_; (6 =14 1, 1 + 2, ...) situés sur une méme
Lrajectoire orthogonale correspondent a la méme valeur de t.

79. Je vais montrer que les f;(¢) tendent uniformément vers une
limite f(t) ainsi que les 3,().

Lorsque A, de paramétre ¢, décrit C_, ’arc de trajectoire compris
entre C_; et C_,,_, a un maximum A et un minimum tous les deux
positifs (le maximum A joue un role analogue a ce qu’'on a appelé
plus haut Pécart entre C_ et C_,., ). I est clair que | {'(z) | étant <N
dans toute la région ol sont les C_; d’indice 21, toute portion
de trajectoire comprise entre C_,,, et C_,,, sera << NA, car ces
portions sont décrites par J(z) quand z décrit les portions situées
entre C_et C_,,. De méme on voit, en continuant, que toute portion
de trajectoire comprise entre C. et C . ,,, sera < NPA Onen
dédmt immédiatement

l ./‘lv-[/(t) - ,fl-&-p'!-l(z) I: NPA’
l;’)’l-i [l(l) - f""+/l+l(t) I : NrA

(p=o.1...., m).

My

quel que soit ¢, car évidemment |z, (¢)—-2;(¢)| différence des
abscisses de deux points extrémités d’un arc de trajectoire compris
entre C_; et C_,, ) est, en valeur absolue, inférieure 4 la longueur
de cet are qui est elle-méme SNA d’aprés ce que on vient de
voir.

Donc la suite des f;(¢) tend uniformément pour t = x vers une
fonetion limite f(¢) qui est continue. De méme la suite des g;(¢) tend
uniformément vers une fonction hmite g(t) continue. Cela résulte
en somme de ce que la série

(X A+ NA+N2A -+ 4+ NP

convergeant |c’est une progression géométrigue (N <1)f, on en

(') C_; répond exactement i la définition des courbes de Jordan simples fer-
mées, que, pour abréger, 'on appelle courbes de Jordan.
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déduit
| Jien (D) = Jrepeq ()| <G,
l.-'-’l—#—p(l) - gl+p+4/(l) | < &,

quel que soit ¢ positif, ¢ étant arbitrairement donné a Pavance,
dé.s que p est pris assez grand pour que le reste R, de la série (X)
soit < e.

80. I’ensemble E’ est donc I'ensemble des points

r=f(1), v=g) (0ZtZr),
f et g étant deux fonctions continues, et
/(0) =f(')y
Z(0)=g().

Toute trajectoire orthogonale est formée d’une infinité d’arcs
dont les longueurs successives sont = aux termes de la progression ().
Chacune de ces trajectoires a donc une longueur finie, et le point oit
elle coupe C_; tend uniformément vers un point limite et un seul,
quand : grandit indéfiniment; & savoir le point [f(¢), z(t)] corres-
pondant a la valeur de ¢ qui caractérise la trajectoire considérée.

81. Il peut subsister dans I’esprit du lecteur un doute relatif a la
représentation particuliére choisie pour les C_; d’ou découle une
représentation particuliére pour la limite des C_;. Il est facile de la
dissiper. Si P est un point quelconque de E’, il est, on I’a vu, limite
de points des C_; On peut sur chaque C_; choisir un point P,
tel que Pensemble des P; ait P pour seul point limite. On prendra
par exemple pour P; le pied do la plus courte distance PP; abaissée
de P sur C_,, alors

PP, <PP,<PP,_,....

car C_,,, entoure C_;; PP; est une fonction de i qui décroit cons-
tamment vers zéro quand ¢ croit indéfiniment. Evidemment
avec ce choix des P; ’ensemble des P; n’a pour point limite que le
point P. Soit ¢; la valeur du paramétre ¢ qui correspond au point P;;
P; a pour coordonnées f;(¢;) et g;(t;). L'ensemble des ¢, est en
général un ensemble infini dénombrable compris entre o et 1. [l
a donc au moins un point limite < (si une infinité de ¢; coincident,
on prendra pour 7 une des valeurs qui coincident avec une infinité
de ¢, ceci pour lever I’objection relative au cas ou les #; ne seraient
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distincts qu’en nombre fini 4 cause des coincidences précédentes),
c’est-a-dire qu’on peut trouver dans tous les cas une infimté
d’indices croissants

P A S

lels que, quel que soit & donné a 'avance, on ait I’—-—t | <, dés
que p > P, P étant assez grand. Il est clair alors qu’a cause de la
convergence uniforme des f;(¢) vers f(¢) et des gi(t) vers g(t),
la suite

Tty Jalhde eoee Si00)
tendra vers f(7) et

LR 75 RN U 7 N ,;’/,,(/i,,)-

tendra vers g(7). Or la premiére suite est celle des abscisses de la
suite
P.. P ..., P,

ipt .oy

qui tend vers P et P seul, et la seconde est celle des ordonnées de la
méme suite. |l en résulte que P (qui est un point queleonque de E')
a des coordonnées fournies par les fonctions f(¢) et g(t) pour la
valenr = du paramétre. Done la courbe continue

z=[(N.  y=g) (0. 1),

est hien tdentique & Uensemble E'.

82. Dans ce qui précéde, rien ne nous assure a priori que ’ensemble
des t; n’a pas plus d’un point limite <; donc rien ne nous assure
« priort que E' est une courbe continue simple fermée, ¢’est-a-dire
dont chaque point ne correspond qu’a une valeur ¢ du paramétre
(exception faite bien entendu pour les valeurs o et 1 qui donnent
le méme point). Dire que tout point P de E’ correspond a une
valeur au moins <, de ¢, cela veut dire qu’il y a au moins une tra-
]ecton'e orthogonale du systeme considéré dont P est 'extrémité,
¢’est celle qu1 passe par le point de C_; de paramétre =

Cette trajectoire orthogonale, aboutlssant en P, est une ligne
simple, | ¢’est-a-dire une courbe continue qui correspond biunivoque-
ment et continiment & un segment de droite (voir Préliminaires,
§2 et 4)], dont tous les points, sauf P, sont intérieurs a R,. Cest
dire que tout point P de E qui est point frontiére de R, est accessible par
Uintérieur de R, en sutvant une des trajectoires orthogonales précédentes.
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83. Je vais maintenant, en m’aidant de considérations nouvelles
puisées dans. la théorie des continus frontiéres d’un domaine,
montrer que E’ est ligne de Jordan fermée simpLE.

Je dis en effet que tout point P de E’ est point simple de la fron-
tiére de R,. I.’hypothése contraire conduirait & dire qu’on peut
trouver une ligne simple fermée L. ou courbe de Jordan fermée, issue
de P ¢t revenant en P (1), dont tous les points, sauf I?, soient des
points intérieurs & R,, telle aussi qu’elle délimite une région inté-
rieure (2), dans laquelle se trouve au moins un point Q frontiére de
R, (?), car cela revient a dire qu’on ne peut réduire cette eourbe de
Jordan L au seul point P d’un mouvement continu sans rencontrer
de point Q de E’ distinct de P. Un raisonnement déja fait antérieu-
rement [goir p. 166, note (1)| prouve que Q ne pourrait alors étre
limite pour les antécédents successifs d’un point arbitraire de R,
sans qu'on se heurte a une contradiction, car il y aurait alors des
points intérieurs & R, dans intéricur de la ligne 1., points qu’on
ne saurait joindre a des points intérieurs & R, assez éloigm’-e dans le
plan (pour lesquels par exemple |z]> 4) pour étre extérieurs a L, par
aucune ligne simple qui ne rencontre L, c’est-a-dire qui ne sorte
de R, (car les points de L. sont dans R,), on ne passe en P, ¢’esi-
a-dire encore en un point non intérieur a K., et ceci contredit le
fait. que R. est d’un seul tenant et simplement connexe.

Tout point P de E’ étant accessible par R, et point simple de la
frontiére de R, cette frontiére ne peut étre qu’une courbe de Jordan (voir

Th. XX1V, p. 366, du Mémoire cité plus haut, de M. Carathéodory).

84. Il n’est point nécessaire de recourir a ce théoréme pour vérifier
que E’ est une courbe de Jordan.

En effet, on a vu que tout point de E’ est accessible par Pintérieur
de R,. Mais tous les raisonnements faits pour R, valent pour R,
et pour 'approximation de E’ 4 'aide des courbes I"_; successives;

') P étant accessible par P'intérieur de Ry, il n’y a rien la de contradictoire.

(?) On sait ce yu’il faut entendre par Vintérieur d’ane courbe de Jordan
fermée simple.

(3) Tous les auteurs ne donnent pas cette définition pour un point multiple de
la frontiére (voir, par exemple, Carataeonory, Math. Ann., t. LXXIHI, p. 362
et suiv., § bk, 45, 46, 48 et surtout Th. XX1V}, mais dans le cas ou le point fron-
tiére considéré esl accessible, ces définitions reviennent a celle que J'indique.
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car, dans la région comprise entre C_, et I, région ol sont tracées
toutes les I'_;, on a |{/(z) | < N <1, et c’est la ce qui sert a établir
la convergence. uniforme des I'_; vers E/, comme on a étabh celle
des C_; vers E’. On voil done que tout point de E’ est accessible
ausst par Uintérieur de R... Une courbe continue E' fermée, dont tout
point est ainsi accessible par son intérieur (R,) et par son exté-
vieur (R, ), n’est autre qu’une courbe de Jordan, courbe continue
fermée dont les points correspondent biunivoquement et contindiment
aux poinls d’une circonférence (voir ScH@NrLIES, Die Lehre von
den Punktmannigfaltigkeiten, 2© Partie, Chap. V, § 11 et 12).

85. La ligne fermée simple 1) frontiére commune de R, ¢t R.,
renferme des points racines des équations

5=19,(3) (n=1.2,...,r),

ol |7, (2)| >1 (points de E), partout denses sur elles~-mémes. Elle
T . 3 o .
passe, en particulicr, par le point z = 1 = (1), /(1) = ;- Tout point

de B/ a tous ses conséquents et tous ses antécédents sur E'. Cest
dive que 15’ veste invariante par la substitution simplement ration-
nelle z, = < (z) et par ses inverses. M, Fatou, a I'aide de la théorie
des équations fonctionnelles, annonce dans sa Note des Comptes
rendus gu’elle West pas analytique 1l est facile de voir qu’en un
point de K, elle n’a pas en général de tangente déterminée.

86. Ei tout d’abord remarquons qu’a cause de la relation
s+ Nt
a=—=try) —w

a un point arbitraire z, de E’ correspondent deux antécédents z,

Pt . I . , .
symetriques par rapport au point —- 5 situessur E’. Ceci montre que

" . ] L, . .
la courbe K admet le point -— - pour centre de symétrie; il est clair

qu’elle admet pour axe de symétrie 'axe réel Oz, puisque C et les
C* successives sont symétriques par rapport a cet axe. D’ailleurs
les points de E sont deux a deux symétriques par rapport a cet
axe puisque z =%,(z) est une équation a coeflicients réels, et ces
points de E, partoul denses sur la courbe de Jordan E’ simple,
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suffisant & la déterminer, la déterminent symétrique par rapport
& Oz, comme I’ensemble E lui-méme.

En définitive E’ admet pour axes de symétrie Oz, et la paralléle
a I’axe Oy menée par le point (-— é) Oz coupe E’ en deux points
qui sont le point 1 et le point — 2, le segment (—2,1) est intérieur
a R,, les deux demi-droites (1, ) et (—2,—aoc) sont intérieures
a R.. Cela se voit immédiatement dés qu’on remarque que le seg-

ment <~— ;?, 1) de l'axe réel est intérieur & R,, car tous ses points,
sauf le point z = 1, ont o pour seul point limite de leurs conséquents;
le segment (— 2, — —;) symétrique du précédent par rapport a
2= ——-;' (qui est centre de E’) est aussi intérieur a R,. La demi-droite
(1, + ) est, on_le voit de suite, intérieure & R., ainsi que sa
symeétrique (—2, — o) par rapport a z =—é-

E' n’a sur Oz d’autre point que les points z=1 et z=
E n’a done sur Oz d’autre point que z=1.

2.

87. Considérons alors un point { de E, racine inaginaire de
z = %,(z), non située sur Ox. Désignons par {,,{,,..., {,_, les points

de E qui, avec &, forment groupe circulaire d’ordre n (1).

On a

(?;l(;) = ?I(C) {?I(gi) L ‘?/(cu-vl )
Or

Les arguments de C+ %’ ¢+ é: s Cpp +é sont les angles que font

avec Oz les segments allant du point — % aux points §, §,, G,y ..o, G
Ces arguments ne sont pas nuls si { est un point arbitraire de E,
donc imaginaire. La somme de ces arguments ne jouit pas d’une
propriété particuliére. Elle n’est pas constamment nulle pour les
points de E. En général ¢, ({) n’est donc pas réel en un point arbi-
traire de E. Il pourrait, & ce sujet, y avoir doute pour les groupes
circulaires d’ordre pair, pour lesquels comme pour le groupe d’ordre 2,

(') SiZ est imaginaire, les §; le sont aussi en général,
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2 2
les 5,%,, ..., 5, Tussent (Ivux a deux svmcm([ut"s par rapport &
Paxe |(~(I [r (qualmn z=1,(z) étant & coellicients nols], auquel
cas o, (1) serait véel, \Lus p.nml fait ne se produira eertainement
pas pour les groupes d*ordre impair, les racines d’un tel groupe ne
pouvant s¢ grouper deux & deux par symétrie. On est done en dvoit
de penser que, saul des points LX(,(‘[)tionnvk un point arbitraive {
de E, appartenant a U'indice n, vend 7, ({) imaginaire. Il est méme
probable, daus le cas général, que I m'uumont de o,,(C) sera incom-
monsulablo aom. Lonsldemns alors un tel point ¢ de E, {=2,({)
ol argz, (L) 5= 0 ou . Les points eritiques de lmver,so de %,(3)

. —_— 3 — l’ /-l-::; D — 3 +i /“—5\ . ’ ’ A
(4 o LTIV Y | = — . ), tl pourrait arriver pent-étre que

¢tant ceux de Vinverse de 2(s) (c est-a-dire —~—§~ et or:) et lears
\ «

conséquents jusqu’a lordre n, qui n’onl pour point hmite (r deve-
nant =) que o el %, on pourra entourer § d’un cercle dans lequel la
fonetion inverse de g,(3) aura ane branche holomorphe ¢,(z)

’ } Y ) - Iy 1
devenant égale & { pour 3=7 On aura {,({) = 77—;; Donc
Tn\»
e )[< 1 et argd, (3) £ 0 ouw, et méme argy), (7) = incommen-
surable 4 2%, en m'nu'a] On peut alors entourer C d'un cerele C

de vavon 2 dans |<-({ut'l la relation | z— | < ¢ entraine

() =2 <s=7%]  (o<H <)

Cest dire que les points 4,(z), '{;.,l(z), oy Y (2), oo quisont des
antécedents d’ordre ny, 2n, 5n, ... du point z tendent vers 7 dés
que |z—71<e¢.

Mais il est elaiv que, dés que [z-—7| est assez pelit, on aura

arg| L, (3)— 2| —arg(s—1%) = sensiblement arg 4 (¥),

arg[d,,(s) — %] —arg(s — {) = sensiblement arg ¥, (2) = pargd, (7).

Ceel veut dive que les pointq Yn(z), {J (2), ... se rapprochent de ¢
¢t les rayons qui joignent { & deux points consécutifs de cette sum-
font entre eux un angle qui tend vers argy’, (L ) quand, leur indice
devenant =, les points considérés tendent vers L.

St done argy), (z) £ o0 ou =, arg[d,,(z) —{] ne tendra pas vers
une limite déterminée quand, p augmentant indéfiniment, },,(z)
tend vers {, et méme, si argy)({)= incommensurable a 2=,
arg|L,,(3)-—C] sera voisin de toute valeur choisie entre o el 2%,

Journ. de Math. (5 sévie), tome IV.— Fasc. 11, 1g18. 26
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pourvu que p soit choisi assez grand. Remarquant maintenant
que, si z est choisi sur E, tous les },,(z) seront sur E/, cela voudra
dive que E' n’a pas en { de tangente déterminée, ¢t méme si

arg, (§) =incommensurable i 27,

cela voudra dire quo I‘ a, au votsinage de , des pomls voisins de
loute droite issue de T, T est alors analogue 4 ces poinls doubles de
substitutions loxodmmlquos F/ situés sur In frontiére du domaine
Fexistence d’une fonction kleinéenne [voir Pm\u vk, Mémoire sur
les groupes kleinéens (Acta, t. 111, 1883, p. 77), et aussi Scu@ENenizs,
Die Lehre ..., Chap. V, § 14, déja cité plus h.lutj. La courbe ]4.
entoure un de ces points £ a la maniére d’une double spirale Joga-
vithmique ayant un seul pole (1). Je n’insiste pas la-dessus, les
travaux récents sur la nature des lignes de Jordan ayant sulli-
samment éclairei Pallure de ces courbes au voisinage d’un de leurs
poinls,

88. Mais, puisque j’ai parlé d’un rapprochement entre les points ¢
de E situés sur II et Jes points doubles des sabstitutions d’un groupe
kleinéen admettant une courbe fondamentale du genre de celles
signalées par Poincaré, je vais indiquer une génération de 17,
d’un caractére théorique, tout a fait paralléle a la génération de la
courbe fondamentale du groupe kleinéen a partiv du domaine fon-
damental de ce groupe. Dans ee dernier cas, on sait que Poineare
part d’un domaine fondamental 1) <|m[)lorrmr|t connexe limité pae
des cercles G, C,, ..., C, tels que C, touche C,, C, touche (,, ...,
G, ., touche C,, C, touche C,, tous les contacls étant extérienrs,
in ajoutant & D les domaines déduits de 1 par symétries relatives
a ses edtés, puis ajoutant au domaine oblenu ses symétriques par
vapport a ses cotés, ... indéfiniment, le licu des sommets des
domaines successifs, ensemble dérivé de 'ensemble de ces sommels,
est la courbe signalée par Poincaré.

'y Gela wa rien de contradictoire. Entre deux spirales logarithmiques non

w

sécantes ayant méme pole ¢, on peul observer une aire simplement ¢onnexe pour
laquelle % est point frontiére (voir la figure).
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89. Je rappelle que j’ai signalé au début de ee Mémoire un rap-
prochement entre la génération des antécédents successifs d’un
point z, dans Pitération de z, =<« (z) et la génération des homologues
d’un pmnt z, dans un groupe automorphe, comme antécédents suc-
cessils (1) (,lu point 5, un antéeédent z de z, étant défini par la

relation
S5, 5) =3 - Si(5)) s —=Sa(s) =0,

les S;(z) étant les substitutions fondamentales du groupe (voir p. 105
el suiv.). Le domaine fondamental 1) du groupe kleinéen est tel
qite, quel que soit le point z intéricur au domaine d’existence,
il ait un homologue sculement intérieur & D (deux dans le cas ou
Phomologue est sur une frontiére de D).

90. Je vais déterminer, parallolement un domaine fondamental a)
S+ 3
pour I’ nLu'alnm de z,= e ‘est-a~dire un domaine ®, intéricur

a ik, tel (,]ll( si 'on choisit un point quelconque z intérieur & R,
il y ail, dans Pensemble de ses antécédents, un antécédent au plus
de chaque ordre (%) qui soil intéricur & » ((xc('pti(m faite pour les
points situés sur le contour de M), tel aussi qu’a partir d’un certain
inidice ¢, il y ait, dans o, un conséquent de chaque ordre z;, z;. ., ...

Poug [aive une exposition plus simple, nous ramenons d’ dbord en
posant

i

la substitution z, == 2 (z) - a s’écrive

472+ 3

7= 200

pour laquelle les points limites a convergence réguliére sont = et

(') 5, étant dit conséquent de 3, il est évident qu'ici I'ensemble des consé-
rpueends successifs d'un point est idenlique i celui de ses antécédents successifs.

(*) Jai di faire ainsi parce (u'en réalité, dans le cas oil les homologues d'un
point 3, dans un groupe automorphe sont définis comme antécédents ou consé-
quents successifs de 3, par la relation f(5,3,) == 0, il y a une infinité d’antécé-
dents qui tombent dans 1), mais ils sont tous confondus en un méme point s,
et il n’y en a qu'un de chaque ordre. Ce sont toutes ces propriétés de D que jai
attribules a ®.
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Tout point Z, du plan a deux antécédents symélrigques par vap-
port & la nouvelle origine Z =o. Done, il a un antéeédent el un
seul dans le denu-plan superwur 3(z) >0 que Jappelle D

v)
Remarquons maintenant que 7, = g ost point critique pour la

GL +

———8——~ Si done 7, déerit Paxe

fonction Z=W(7,) inverse de 7, =
réel de + o & -, & la demi-droite (+ ®, é) correspond pour 7

la demi-droile (4, 0), Z étant Pantécédent de 7, qui estsitué dans
le demi-plan supérieur quand 7, est quelconque dans le plan; 7,

‘ 2
décrivant (g’
nacre; 7., décrivant le demi-plan 3(7,) > o, celui de ses antéeédents
qui est dans le demi-plan supévieur décrira le premier quadrant
XOY[n(Z) > 0,5(Z) > o] que yappelle D_,.

Tout pan du plan a done un antécédent dordre 1 dans le
demi-plan supérieur D_; et un denxiéme antéeédent syméivigue
du préeédent pav rapport a o; parmi les antéeédents d’ordre 2
ceux qui naissent du premier antécédent d’ovdre 1 sout Vun dans le
premier, Pautre dans le troisitme quadrant; ceux qui naissent du
deuxiéme antéeédent d’ordre 1 sontrespectivement dans le deuxiéme

~ao>, Z décrira la purtie positive Oy de Uave imagi-

ct le quatritme quadrant | car a deux points symétvigues par

rapport a Paxe réel correspondent des antéceédents s)m(-lmpu-s
/)
par rapport & cel axe (/,, —&—-———g—u— ¢tant & coellicients réels ), done
« /'
a un poinl quclu)nquc du demi-plan inférieur correspond un anté-

cédent dans le quatricme quadrant el un antéeédent opposé daus
le (l(tuxi(‘,‘nm].

Tout point du plan a done un antéeédent d'ordre 2 cb un seul
dans le premier quadrant D_ ..

On continue Papplication du procédé. Toul point 7 du demi-
plan supéricur avail un antécédent 7_, et un seul dans le premier
quadrant; Loul point Z_, de ce premier quadrant aura done un anté-
cédent el un seul Z_, dans une partie du premier quadrant (|ui sera
décrite par Pantécédent Z_, d’ordre 1 de Z quand 7Z décriva le
premier quadrant.

N

) auquel

,

Pour cela, on fait décrire a Z: 1° le demi-axe véel (—}- =,

U‘I BS



SUR L'ITERATION DES FONCTIONS RATIONNELLES. 205

r ’ . 3 4 7 M
cas 7 , déerit (- sc, 0); 2° les egment (ga o) auquel cas Z_, décrit
un segment O0_,, de 'axe imaginaire OY <O“.,antécédent deOa

. /.—‘
AL
pour aflixe —V?

); 30 le demi-axe imaginaire OY auquel cas z_,
o . , - . e
déerit une demi-hbranche d’hyperbole 11 issue du point { =~

orthogonale a OY el située dans le promiu' quadrant.
1’ équation de cette hyperbole est aisée a obtenir: &4 Z=X+4-¢Y
correspond 7, = X, 4 1Y, tel que

6N Y?) 43

X|= 9

Y, = X).

1”hyperbole H en question s’obtient par X, = o; elle a done pour
¢quation

X?—

|~
T
RNy I
I
[~

Iille est équilatire.

Lorsque 7 décrit Je premier quadrant, celui de ses antécédents
qui est au-dessus de OX décerit Paire limitée par OX, 00_, ct la
branche H, aire contenant la bissectrice de XOY. Jappelle D_,
cette aire. Tout point du plan a done un antécédent d’ordre 3 et
un scul dans D_,;, comme 1l avait un antécédent d’ordre 2 et un seul
dans D_,. Reprenant tout cela, on voit qu'un point quelconque
du plan a un antécédent d’ordre 1 et un scul dans D_,, un anté-
cédent d’ordre 2 et un seul dans D_,, un ante(,edent d’ordre 3 el
un seul dans D_,. Mais on a vu aussi quun point arbitraire du
plan a deux antécédents d’ordre deux dans D_,; il aurait done
deux antécédents d’ordre trois dans D_,, et quatrc antécédents
d’ordre trois dans D_,, ete. Done, si nous voulons rechercher un
domaine © fondamental tel qu’il n’y ait gu’un antécédent au plus
de chaque ordre dans ® pour tout pomt intérieur 4 R, nous nc
pouvons prendre pour @ m D_, n1 D_,, ..., mais il faut pousser
le procédé indéfiniment.

Tout point Z intérieur & D_, a un antécédent ct un seul dans une
aire D_, intérieure & D_, limitée par : 1° 'axe OX; 20 le segment
00_,, de OY; 30 'are O_,0_, de la branche d’hyperbole H, qui
limite D_, (O_, étant 'antécédent de O_, sur cette branche); 4° une
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branche infinie 11_, d’une courbe algébrique antéeédente d’ordre 1
de H, 1ssue de O_, orthogonalement & 11, tracée dans Pintéricur

. g . . . . i
de D_,, ayant une direction asymptotique qui fait Pangle g avee 0X,

la direction asymptotique ce H faisant + avee OX. De méme tout

pan intéricur a Dﬂ,, aura un anLu,cd(,nL el un seul dans une
aire D_y antécédente de D_, intéricure a D_,, imitée par OX, 00_ ,
Parc de 1L qui va de O_, & O_,, Pave de H_, qui va de O , 4 O_,

antécédent de O_,, enfin une branche infinie 11_, de courbe .1lgc-
brique antécédente de H_, qui part de O_, orthogonalement & 11,

, 1 . . T
ot est tracée dans D_,, sa direction asymptotique est -

91. Poursuivons ce processus indéfiniment, Jes aives D_,, D_,, ...
sont contenues chacune dans la précédente; st Z déerit D_j, il a un
antécédent d’ordre 1 ct un seul dans D_,, . ; D_,,, est antécédente
de D_;. Je dis que P’aire D_; ne Lend pas vers zéro quand ( augmente
. r v * . . .. 1 1 .
indéfiniment. Envisageons en effel le voisinage de Z= - qui csl
point limite & convergence végulicre, par exemple, la partie ()
située au-dessus de OX de Uaire limitée par un cercle assez petit (') de

r I . . ’ , g .
cenire 1= ~> c’est une aire située dans D_,, D_,. Je dis que si elle
est dans D_;, elle est aussi dans D_;,,. En effet, si Z décrit "aire (2,),
son antécédent d’ordre 1 situé au-dessus de ()X décrit une aire (;-',)
qu1 contient a son mterwur( )aire (2,), les frontiéres de ces deux aives
n’ayant en commun qu’un segment de I’axe réel. Or () est contenue
dans D_,,,, car D_,, est decmtc par lantécédent dc 7 situé dans

(') On pourra prendre le cercle A -3 i

— car la distance de ~ au point
16 2

. . . . r, , ~ ¥
critique voisin qui est Z =  étant Q’ nous prendrons un cercle £, de rayon < 3

8
laissant le point crilique extérieur pour ne pas avoir de difficulté relativement a
- Pantécédent choisi.

1
(*) Ceci résulte de Ia remarque évidente que si A ={ S5, par exemple,
| ,41 H Y

on a
“-

3!, 1

S| -

par un procédé maintes fois employé dans ce Mémoire,
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le demi-plan supéricur quand 7 décrit D_;. Donc D_,,, contenant
(2) contient Paire (2,) intérieure a 2.

Done tous les D_; contiennent (2/). On peut donc parler sans
équivoque de Uaire A limite de D_; pour i = =. Elle contient Paire
(2,). Elle est limitée par une m[mm- de lignes algébriques : 1° 'axe
réel OX; 20le segment O0_ de OY ;391 are O_, O_, de la branche H;
rolare O_, 0_, dela branche H_, antécédente de H; 50 Pare O_, 0 _,
de la branche H_, antécédente de FL_,, ...; (i41)° Pave O_;,.,,O
de la branche H_,_, antécédente de H_,_,, ....

A est un polygone curviligne d’une infinité de c¢dtés dont tous
les angles sont droits; si on le parcourt, a partir du point 4 = en
venant vers () sur I’axe réel, puis déerivant OO_,, ..., on alaire A
a sa droite, et chaque cdté du polygone est antécédent d’ordre
du précédent, Il faudrait encore remarquer que le point g est a
considérer comme un sommet du polygone (sommet critique) dont

Pantécédent est O; O0_, est antécédent du segment (0, g) de OX,

el OX est antécédent de la demi~droite ( + g, -+ oo) de OX,

92. Un pointintérieur a A est intérieur a tous les D_;; done ’anté-
cédent d’ordre 1 de ce point situé au-dessus de OX est aussi inté-
vicur & tous les D_; d’aprés la délinition de ces D _;; donc cet anté-
cédent est intérieur @ A. Tout point intérieur & A a un antécédent
dordre t et un seul intéricur & A. Tout point intérieur 4 A a son
cnnséquen’l; intéricur a A, car ce conséquent est intérieur a tous
les D_;

Tous les conséquents d’un point tntérieur & A sont inlérieurs a A.
Examinons les antécédents successifs d’un point intérieur & A.
[l y en a un d’ovdre 1 et un scul intéricur a A. 1)’ ailleurs tout point
extérieur @ A n’a aucun antécédent dordre 1 dans A, ni sur son
econtour, car le conséquent d’un point intérieur & A (ou sur son
contour) étant intérieur 4 A ou sur son contour, il faudrait
admetire, contraivement & hypothése, que le point donné est
intérieur & A. Donc un point extérieur & A n’a aucun anlécédent
dans A. Mais un point intérieur & A ayant un antécédent ’ordre 1
et un seul Intérieur & A aura, de ce fait, un antécédent de chaque
ordre et un seul intérieur a A.

A posséde done déja cette propriété que tout point du plan aura
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un antécédent et un seul de chaque ordre dans 4, s’il est intévieur
a A, et n’en aura aucun sl est extéricur a A.

93. Je dis que A est toul entier & distance finie, tout point intéricur

a A a par exemple un module | 7| < 4, de méme tout point du con-

tour de A, sauf peut-étre des points de Paxe OX| est a distance finie.

En effet tout point du contour de A, non situé sur OX, a un consé-
: /3 .

quent sur O0_,, et un sur le segment ((), §> de 'axe X, tous les

points de ce dernier segment sont d’ailleurs intérieurs a Ry, comme
on le voit immédiatement. Done tous les points du contour de 4,

sauf la demi-droite G, —}—oo\) de OX (1), sont intéricurs & R,. On
pourrait en conclure, puisque A étant un domaine simplement
connexe limité par un scul contour, que A tout entier est inléricur
a R,. Il y a cependant une diflicuité qui se léve facilement.

Pour cela, je remarque que, tout point Z intérieur a A ayant tous
ses conséquents Z, dans A, 510, désigne Pargument du conséquent Z,
on devra avoir tangf,> o, quel que soit n.

Or si r et 0 sont les coordonnées de 7,

7o=r ¢
si r, et 0, sont les coordonnées de Z,,

Z,=r e,

Apr—_ 3\ 3,0
1 hr=— o Y] ar
rt= - -~ C08%7
' < 8 > 4

Ona

ct
8ritang’

tangf, = i .
ST vt 3 (47— ) tang?’

Si|r|Z4,0na

ir—3>0, 2Tl s w0 o
d’on
tangf, > tangf & condition que tang?f < i::qj—_ -i;’
ot

443

tangfy <o si lang"0>/”‘,_,—Tg-

(') Qui d’ailleurs, on le reconnaitra immédiatement plus tard, n'est pas frop-
tiére de A, n'étant pas limite de points intérieurs a A,
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/ 2oy
Dans ce dernier cas, si tang?l > [' 3 tdngf) < 0; done 3z,
n’est pas dans (»), donc zn’y est pas non plus.
Si tang?0 < 3, on aura

tangf, > 1angh el ry> 1

done 0, grandit ainsi que r. On continuera, tant que

) )
WY L sl
lang*8; < ,l,_:g —3)
a avoir
tangb.,,> tangf; (9:,,> 0:) et Piy > 1.
q9e . . hr? ~4- n
Mais, r; grandissant indéfiniment avec lindice ¢, 477—’)——-— décroit

constamment vers 1, tandis que tangl; croit constamment, il
|/,,-f 3

—3
et le conséquent Z,,, étant alors hors de 4, 7 ue peut étre dans A.

Je dis qu’il arrivera fatalement qu’'un certain Z, soit tel que

arrivera que, pour un certain indice p, on aura tang’),,>

-

—1—3.
— o)
)

r

T

tangb, >

A
47

\u

car hypothése contraire obligerait tang‘),, croissant 4 avolr une
limite positive = pour p = , mais la relation

8r:_, tangf,_,
— ]
3/;,+)~(4/p,—3)tanl'0 .

Lang 6, =

ou r, tend vers % si p augmente indéfiniment, prouve qu’il est impos-
sible que tang 0, et tangf, tendent vers une méme limite /[ 3 o, car
on devrait avoir pour [ la relation

- S/ Y
hae Ry T A=

qui n’est satisfaite que pour le nombre réel [ = o et les imaginaires
[==1. Il est done prouvé que tout pomt du cercle |Z| =4 est
extérieur 4 A, car un au moins de ses conséquents est extérieur a A
(celui pour ]equel tangf,<C o). Donc A tout entier est intérieur a
' Z|< 4. Tout point intérieur & A a tous ses conséquents intérieurs
a A, et non sur son contour, ces coanséquents sont donc tous & dis-
tance finie. Donc tout point intérieur a A est intérieur a R,, ainsi

Journ. de Math. (7° série), tome IV, — Fasc. L1, 1qi8, 27
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. . . 3 ’
que tout point do contour de A, sauf la demi-dvoite ( + = + sc) de

Paxe réel OX. Nous conviendrons que cette demi-droite n’appartient

pas aw contour de A, anssi bien il 0’y a pas de point de A hors de

, . . . / 3
'axe réel au voisinage de toul point de | -+ = w\). Done A aura

pour frontiére Je segment (o, ,—’\ de OX, puis O0O_, O_, 0 , ete.,
2y

tous ces cOtés étant intérieurs a R, et délmitanl une région

. . i I 1 . ,

simplement connexe contenant laire (<) :/ :lgn—; située au-

dessus de OX, dont il a été fait mention plus haut.
94. Soit A', le domaine symétrique de A par rapport i axe réel.
Envisageons le domaine v formé par la réunion de A et A, aprés

. . Ty 3 e,
suppression de leur segment commun de frontiére kO, =) situé sur

'axe réel.  est un domaine d’un seul tenant simplement connexe,

intérieur & R,, n’ayant en commun avec la frontiére de R, que
; r 3 ) A e ’
le point Z==. A’ ayanl exactement les mémes propriétés que J,
2
4 cause de ce fait que deux points symétriques par rapport a OX
ont leurs antécédents et leurs conséquents symétriques parrapport

RS

. r . r B ’ . o .
a OX, la relation 7, = . étabhit don¢ une transformation
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biunivoque de Vintérieur de A’ en lui-méme, comme de Uintérieur
de A en lui-méme.

. o, ' ] .
Iensemble A+ 8 =w contient le cervcle (72— 5 < = qui

entoure le point imite 7 = ~ d convergence véguliére. Il en résulte

que tout pomi intérieur a R‘,, ayant, & partir d’un certain rang,
tous ses conséquents intéricurs & <, aura, & partir d’un certain
rang, tous ses conséquents intérieurs a .

93. w a bien les propriétés requises :

19 Tout point intérieur & R, ne peut avoir qu’un antécédent
au plus de chaque ordre intévieur & w. Et cela arrivera en effet et
n’arrivera que si le point considéré est intérieur & w. S'il est inté-
rieur a A, 1l y a un antécédent de chaque ordre intéricur a A; s il est
intérieur & A’, il y a un antécédent de (‘haquo ordre intérieur & A,

2° Tout point intéricur & R, a, & partn- d’un certdm rang, tous
ses conséquents successifs dans v (il 0’y a bien siir qu’un conséquent
de chaque ovdre).

A tout point intérieur & w corvespond un antécédent intériear
a w, mais pour dire que Pintérieur de o est transformé biunivo-

.
3

quement. en lui-méme, il faat, & cause du poinl critique 7. == o

supposer qu’on a coupé @ suivant. le segment ( 0, + ,2) de OX (qui

contienl 7, = §"), £t Imaginer (ue la coupure ansi tracee appar-

tient & la frontiére de w. [(Im,’ue coupure a pour antécédente le

. o oy ’
segment (—— #’, i 5—,/-‘) de OY, suivi du segment ( O, —i) de ().\'.]

96. A cause de la propriété 2° de ®, on voit que R, s’obtient en
ajoutant aux aires A et A’ toutes leurs antécédentes d’ordre 1, puis
toutes leurs antécédentes d’ordre 2, ..., indéfiniment et en suppm-
mant toutes les parties communes aux frontiéres de deux aires ainsi
déterminées. Cela nous donne une generatmn de R, a partir de A
qui rappelle la génération du domaine d’existence d’un groupe
kleinéen rappelée plus haut.

En effet, les antécédentes de A sont A et sa symétrique par rap-
port & O, celles de A’ sont A" et sa symétrique par rapport a O.
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Ces quatre aires réunies aprés suppression des frontiéres communes
i3

[sogment (-—--. + = )de 0X, segment ——-—\/—:, + 2= \/ de OY]

{’ounem un polygome curviligne o_, symetnquo par rapport

4 0OX et OY limité par des arcs des courbes algébriques H, H_,, ...
qui limitaient A, polygone dont tous les angles sont, droits. ®-—, est
le polygone décrit par les deux antécédents de Z, quand 7 déerit ®.
®~, est formé de @i et de son symétrique par rapport a OY. Or
a deux points symétriques par rapport a OY correspondent des
antécédents deux 4 deux symétriques par rapport & 'hyperbole H
équilatére qui est antécédente de ’'axe OY (c’est la définition méme
de la symétrie par rapport & une courbe analytique, au sens de
Schwarz). Donc lorsque 7 décrira v_,, ses deux antécédents décri-
ront le polygone ®_,, auquel il faudra adjoindre son image par
rapport & 'hyperbole H. Cette image se compose de deux poly-
gones curvilignes séparés, le premier touchant m_, le long du coté
0_,0_, et de son symétrique par rapport a 0Y (1), le deuxiéme
symétrique du premier par rapport a 0. L’ensemble de ®—, et de
son image par rapport a H fait un polygone curviligne ®_, a
angles droits du méme genre que w_,.

Le méme raisonnement, qui, de w_, formé par Pensemble de o el
de son symétrique parrapport 4 OY, déduit @_, formé de I’ensemble
de ® et de son image par rapport a ’hyperbole H, c6té de ®_, anté-
cédent de OY, prouve que, Z décrivant @ _,, ses deux antécédents
décriront un domaine ®_, formé de ©_, et de son image par rapport
a la courbe algébrique H_,, antécédente de 'hyperbole I1.-

I’image de @ , par rapport & H_, est formée de quatre poly-
gones séparés symétriques 'un de I’autre par rapport aux deux
axes coordonnés et touchant respectivement «_, suivant quatre
arcs qui se déduisent de 'arc O_,0_, de H_, qui est coté de A
(arc prolongé par son image relative ¢ H) par symétrie relative
aux axes coordonnés et a I'origine. Le processus se poursuit indé-
fintment, ®_,, ) se déduit de ®_; en lui ajoutant I'image de ®_;
par rapport 4 la courbe algébrique H_; ,, antécédente d’ordre &
de OY; Z décrivant ® , ses deux antécédents décrivent ®_,.).

R, sera évidemment la limite de ®_; pour : = x. Il saute aux

(') Premiére branche de I'hyperbole H.
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yeux que le procédé employé pour engendrer R, & partir de ® est
celui qui sert & engendrer le domaine d’existence d’une fonction
kleinéenne & courbe fondamentale, & partir du domaine fonda-
mental I) du groupe, en adjoignant & ce domaine D ses images
successives par rapport a ses cotés.

Rien d’étonnant alors 4 ce que la frontiére de R,, comme la
courbe limite signalée par Poincaré, soit une courbe de Jordan E'
simple fermée, sur laquelle les points ol elle n’a pas de tangente
peuvent former un ensemble partout dense. Ces points de E,
partout denses sur E’, qui sont des points coincidant avec un de leurs
antécédents (1), jouent ici un rdle paralléle & celui des points
doubles (?) des substitutions du groupe kleinéen, situés sur la courbe
fondamentale du groupe. En tous ceux de ces derniers points qui
sont points doubles de substitutions loxodromiques, la courbe fon-
damentale du groupe ne peut, on le sait bien, avoir de tangente
déterminée (voir ScuonrLies, loc. cit., Chap. V, § 14). C’est pour la
méme raison que E’ ne peut avoir de tangente déterminée en tout
point { de E ou argo, ({) # o0 ou =.

Je ne me suis aussi longuement étendu sur 'exemple précédent
que parce qu’il est un type simple d’une catégorie d’exemples
beaucoup plus généraux conduisant aux mémes conclusions, qu’il
suffira maintenant d’indiquer. Ces exemples seront choisis paral-
léles & ceux exposés dans les applications 3° et 4° (p. 140 & 145
du Mémoire présent) de la deuxiéme Partie. '

97. Deuxiéme exemple. ~- Prenons d’abord le cas d’une fraction
quelconque du deuxiéme degré z, = 2 (z) admettant deux points
limites {, et {, & convergence réguliére, et supposons qu’on puisse
entourer respectivement {, et {, de deux courbes C et I telles que :

1° La conséquente de I’aire (C) contenant ¢, soit une aire (C,)
intérieure & (C) contenant un point critique de ¢(z) fonction
inverse de 3(z);

20 La conséquente de l'aire (T') contenant {, soit une aire (I',)

(1) Car ils satisfont 4 Z = ¢u(Z) pour n=1, 2, ..., ; ces pointsde E, coin-
cidant avec leur conséquent d’ordre n, coincident avec un de leurs antécédents
d’ordre n.

(*) Ces points doubles sont, en effet, des points qui coincident avec un de
leurs homologues dans le groupe.
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intérieure & (T') et contenant un point critique de J(z) |cela veut
dire que (C) et (T') contiennent chacune une racine de ¢’(z) = o|;
3° Dans I'airc doublement connexe compris¢ entre C ¢t T, on
ait
fo'(z)}|>M>1.
Alors il est évident que, entre C et L, on aura

()N =g <1,

L’aire (C) est intérieure 4 R,, domaine de convergence vers {,;

L’aire (T') est intérieure 2 R,, domaine de convergence vers (,.

Les antécédentes (C_;) successives de l'aire (C) convergent
uniformément vers l'aire R,, car les courbes C.; antécédentes
successives de C convergent uniformément vers leur limite & cause
de Pinégalité |{/(z)| <N valable entre C et T, région sillonnée
par les C_;. Les antécédentes I'_; de 1" convergeront aussi unifor-
mément vers leur limite qui sera identique a celle des C ; et sera une
courbe de Jordan fermée simple E’ séparant R, de R..

Il est méme possible d’étendre a ce cas la génération indiquée
pour R, dans le premier exemple en remplacant l'axe réel de
I’exemple précédent par une coupure convenable du plan unissant
les points critiques de }(z).

On peut, au lieu de la troisiéme condition, réclamer seulement
que : 4° entre C et T on ait |2, (z){>M> 1 pour une certaine
valeur de n, on verra alors que les C_,, C_,,, ..., C_,, ... con-
vergent uniformément vers leur limite, et cela suflit, pour que
cette limite soit courbe de Jordan fermée simple.

Quant aux courbes C et 1" dont il est question dans les premiére
et deuxiéme conditions précédentes on les choisira le plus commodé-
ment possible; ce seront généralement des antécédentes d’ordre
assez élevé de petits cercles entourant , et 7,.

98. Troisiéme exemple. — a. Mais il est clair qu’a toute fraction
d’ordre 2 satisfaisant aux conditions de I'exemple précédent, on
pourra substituer, toutes les conclusions restant valables (1), une frac-

(') Saufévidemment la génération des domaines de convergence par symétries
successives.
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tion d’un degré quelconque n’ayant que deux points ot 3/(z) =o (1)
(c’est-a-dire dont la fonction inverse n’aura que deux points cri-
tiques) et ayant deux points limites {,, {, & convergence réguliére
vemplissant les premiére et deuxiéme conditions de J'exemple
précédent, et, soit la troisieme, soit la quatriéme condition de ce
méme deuxiéme exemple. On aura encore, pour séparer les domaines
de convergence R, et R, vers {, et {,, une courbe de Jordan
simple fermée E'.

b. Parallélement & I'application 4°, b (p. 142, on peut laisser
de cdté la restriction imposée a ¢’(z) de ne s’annuler qu’en deux
points distincts.

Soit une fonction rationnelle z, = % (z) de degré K ayant deux
points limites, {, et {, & convergence réguliére

[ Zi= i) |2 (En 1<y L=9(8:), |0 (L) | < ¢

Jouissant des propriétés suivanies analogues aux propriétés 1° et
20 des 3° et 4° exemples précédents.
19 On peut trouver une courbe fermée simple C entourant I,

(séparant {, de {,) délimitant une aire (C) contenant ,, telle que
I’ensemble des K antécédents d’un point z intérieur & (C) décrive une
aire (C _,) contenant (C) & son intérieur, la courbe C_, étant une
courbe simple fermée qui est alors décrite une fois par chaque
antécédent de z quand z décrit K fois la courbe C.

20 On peut trouver une courbe fermée simple I" entourant 7,,
séparant {, de , et de la courbe C, I' étant extérieure a C et telle que

iy
. ast 4 b . N
(') Par exemple une fraction du type 3, = s (voir application 4, a,

p- 142).
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Paire (I'), limitée par I' et contenant £,, ait pour ensemble de ses K
antécédents une aire simplement connexe (['_, ) contenant aire (T")
limitée par une courbe simple fermée T'_, qui est décrite une fois par
chaque antécédent de z quand z décrit K fois la courbe I (voir le
schéma ci~dessus).

30 On suppose en outre que dans I’aire doublement connexe limitée
par C et L (ou dans ’aire limitée par deux antécédentes quelconques
C_etT_;deCetT), on ait constamment |7, (z)|>M>1 pour une
certaine valeur de I'indice n (le plus souvent, cesera |7/ (z)| >M >1
qu’on reconnaitra).

Alors, d’aprés ce qu’on a dit dans 'application 4°, b (p. 142,
143, 144), le plan se divise en deux régions R, et R,, chacune
domaine de convergence du point 7, ou %, qu’elle contient, séparées
par un continu linéaire E’ qui est la limite des antécédentes succes-
sives de C et de T.

Mais il suffit que Uon ait dans U aire doublement connexe, limitée
par deux antécédentes quelconques C ; et V_; de C et T, la relation

jon(s)|>M >0,

pour un certain indice n, pour pouvoir affirmer que les antécédentes
de C et T convergent uniformément vers une courbe de Jordan
simple fermée qui coincide avec E'.

Dans la pratique on reconnaitra facilement les cas ot Uon a

[9'(z)| >M s

dans Uanneau limité par C et I', ils rentrent dans le ¢as général
précédent.

99. Quatriéme exemple. — En particulier, revenons aux exemples
signalés par M. Fatou dans sa Note du 21 mai 1917 aux Comptes
rendus, et repris dans le Mémoire actuel (application- 40, b, de la
deuxiéme Partie, p. 144 et suiv.). Prenons une fonction a cerele fon-
damental ¢, pour laquelle existent deux points limites ¢, et £, a
convergence réguliére, symétriques par rapport au cercle fonda-
mental 2. Dans le cas ou ce cercle fondamental est a distance finie
(c’est-a-dire non dégénéré en une droite, Z, et 7, étant le centre du
cercle et le point & I'infini, cas auquel on se raméne aisément par
homographie, on a vu précédemment que 'on avait |2/(z)|>1
sur tout le cercle.
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La fonction ¢(z) inverse de (z) admet en général K— 1 points
critiques simples & Uintérieur de <, ses K—1 autres points cri-
tiques simples étant les symétriques des premiers par rapport & .

On a vu que, z ¢tant un point <uelconque intéricur au cercle 2,
on avait

|’-? HI<isl
¢n vertu du lemme de Schwarz el st z est extéricur au cercle 2,
. le(z)| >z
On sait que
9(0) =0, (%) =@, fo'iorj<r.

Considérons donc un cercle C de centre , intérieur 4 2, ainsi que
son symétrique I' par rapport a 2, G étant choisi assez voisin de 2
pour que : 19 les points critiques de b(z) solent intérieurs a C ou
extéricurs a I'; 20 entre G et I’ on ait

[o'(z) | >M>1.

Ceci est possible puisque, sur 2, on a |2/(z){> 1 et jamais
|2/ ()| = 1. Alors, évidemment, si z déerit G, ses K antécédents
décrivent une courbe simple fermée C_; entourant C, tracée dans
I'anneau (G, 2) entre G et =. Les antécédentes successives de G,
C_,, C_,, ... s’entourent mutuellement, G_; étant dans 'anneau
(CG. iy 2 ) entourant G ), ....

Les antécédentes successives de I', T, I',, ... contiennent cha-
cune la suivante. I'_; est dans anneau (I'_,_,), £), et entoure .

Toutes les conditions 12, 29, 30 précédentes sont remplies. Les C_;
et les I'_; convergent uniformément vers le cercle 2.

100. Mais si Pon fait varier tes coeflicients de % (z) dans des limites
assez étroites, on verra que la nouvelle fonction rationnelle ® (z)
sera telle que :

1° Elle aura deux points limites & convergence réguliére voisins
de o et =, car aux racines o et = de z= 7(z) correspondent des
racines voisines pour z = @ (z), avec variation petite du module
de la dérivée en ces points. J'appelleral Z, et Z, ces deux points
limites.

20 W' (z), fonction inverse de ®(z), aura encore K—1 points
critiques intérieurs a G et K—1 points critiques extérieurs a I'; cela

Journ. de Math. (7* série), tome IV. — ¥Fasc. 1, 1915, 28
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est évident puisque les points critiques de W' (z) sont voisins de
ceux de J(z).

3° L’ensemble des K antécédents W (z) de z, lorsque z décrira C,
décrira une courbe fermée C', entourant C et trés voisine de €,
trouvée précédemment. C’, entourera done C et sera tracée dans
Panneau (C, I').

De méme 'ensemble des K antécédents de z, lorsque z décriva I,
décrira une courbe fermée I située dans Panneau (C, I} et entou-
rant C_,.

4° Enfin, entre C et T, on aura |9’ (z) | > M, > 1 comme on avait
|7 ()| >M >

Ces quatre conditions sont satisfaites si les variations des coef-
fictents de = (z) qui font passer de % (z) a ¥ (z) sont assez peliles.

L’ensemble des quatre conditions précédentes prouve que le
plan est alors divisé en deux régions simplement connexes i, et 11,
domaines respectifs de Z, et 7., régions séparées par unc courbe de
Jordan simple fermée E’ qui est la limite commune des antécé-
dentes successives des cercles C et I, par la transformation z, = ®(z).
E' est évidemment tracée dans P'anncau (C, I'). Cet anneau lui-
méme est trés voisin du cercle fondamental <.

Il est donc visible que, pour des variations trés petites (en valeur
absolue) des coeflicients d’une fraction % (z) a cercle fondamental 2,
du type signalé plus haut (variations par ailleurs arbitraires), les
relations auxquelles les nouveaux coefficients seront astreints
étant uniquement des tnégalités, ce qui fournit de nouvelles frac-
tions ®(z) beaucoup plus générales que les fractions a cercle fonda-
mental), on obtient des fractions ®(z) relativement auxquelles
le plan se divise en deux régions séparées par une courbe de Jordan
simple fermée E’, voisine du cercle . En résumé, la courbe sépa-
ratrice des domaines de convergence vers 7, et J,, quand on fait
varier infiniment peu les coellicients de % (z), varie contintiment avec
ces coeflicients. C’est 1a un fait qui est loin d’étre évident a priort.

LOL. En considérant une des fonctions ®(z) qui dérivent d’une 3(z)
a cercle fondamental pav variations assez petites des coefficients,
et envisageant la courbe de Jordan E' qui sépare les domaines
de 3, et de Jy, on sait que sur E sont partoul denses les racines des
équations
s=®,3)
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pour Jesquelles
J4,(z)] > (n=1,2,...,).

Envisageons une de ces racines, ¢’est un point P de I’ensemble
appelé E, et 1l est évident qu en general en P, @) (z) ne sera pas réel.
Voiel comment on peut préciser ceci.

Si 'on considére conjointement avec ®(z) la fraction a cercle
fondamental z,==(z) de laquelle dérive ®(z), ®(z) aura des
coellicients arbitraires qui seront des paramétres assujettis seu-
lement a certaines inégalités, par rapport a ceux de z(z) : par
exemple, chaque coelficient de @ (z) sera assujetti a avoir son affixe
intérieur & un petit cercle dont le centre sera I'allixe de la valeur
du coefficient considéré dans 7 (z). Les valeurs de ®, (z) aux points
racines de z=®,(z) (n=1, 2, ..., =) sont des fonctions des para-
métres précédents, et écrive qu'un @, (z) est réel, c’est écrire une
relation d’égalité entre ces paramétres. Pour préciser encore, la valeur
de @ (z) en un point racine de z = ®,(z) est fonction algébrique
des paramétres-coellicients de ®(z), et écrire que @, (z) est réel,
¢’est écrire une relation algébrique (non identique) entre ces para~
métres. Si Uon éerit toutes ces relations pour n=1, 2, ..., =, on
a une infinité de relations algébriques (&) entre les paramétres.
Comme ces paramétres, ainst qu’on I’a vu, peuvent varier chacun
dans un petlt cercle de ]eur plan, tl est toujours possible de les chotsir
de fagon qu’aucune des relations précédentes (i) ne soit satisfaite.
Pour cela, on choisira par e¢xemple tous les paramétres sauf un
arbitrairement, puis on choisira le dernier paramétre distinct des
racines de toutes les équations algébriques par rapport & ce para-
métre auxquelles se réduisent dans ces conditions les relations
algébriques entre paramétres (&), car ces racines-la ne forment
qu’un ensemble dénombrable, alors que I'ensemble des valeurs per-
mises au dernier paramétre a la puissance du continu.

Une fraction ®(z) ainsi choisie sera évidemment ce qu’on peut
appeler une fraction générale, ¢’est-a-dire une fraction dont les
coefficients ne satisfont & aucune relation particuliére.

On peut imposer a ®{z?) pour étre dite générale, d’étre telle qu’au-
cune des valeurs de @, (z) en un point racine z=®,(z) pour n =1,
2, ..., ¢, n’ait un argument commensurable d 27, ¢a reviendrait a dire
encore que les paramétres ne doivent satisfaire a aucune des relations
d’égalité d’un groupe (#) de relations en infinité dénombrable.
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Quoi qu’il en soit, pour une fraction ®(z) générale, en répétant un
raisonnement antérieurement fail, on verra qu’en aucun point P
de E, la courbe E’ ne peut avoir de tangente déterminée, et les points
de E sont partout denses sur E’. (1l va sans dire que ce que nous
disons la s’applique en particulier aux fractions générales des 28, 3¢ et
4¢ exemples, car dam toutes ces fractions, les parameétres coefficients
ne sont assujettis qu’a des relations d’inégalité et peuvent demeurer
arbitraires chacun dans une petite aire du plan oit on le représente
par un affixe.)

Dans tous ces exemples, pour lesquels, dans les applications 1°,
29, 30, 40 de la deuxiéme Partie, on a fait remarquer qu’ils étaient
les plus simples possibles, on tmuvc de]a des courbes séparatrices
pour les domaines qui sont loin d’avoir la slmpllclte des courbes
analytiques. C’est pourtant déja un grand point que de pouvoir
dire qu’elles sont des courbes de Jordan stimples fermées.

102. Cinquiéme exemple. — Voici maintenant un exemple plus
compliqué, ol certains domaines ont pour frontiéres des courbes de
Jordan simples fermées, et d’autres des courbes continues fermées,
mais qui ne sont pas simples, car elles ont des points doubles denses
partout sur elles-mémes. Je veux parler de la fraction

33233

3=
2

(s)

-Q

traitée 4 la fin de la deuxiéme Partic (p. 158 et suiv.).
Envisageons le domaine R, entourant le point limite z =1 :
c’est la limite des aires (' ), (I'.), ..., (T ;), ... antécédentes de

. N [ . . yon .
Paive I'( |z-— 1|7 - ) qui entourent cette aire. On a déja fait remar-
quer que, en dehors des cercles U, 1V qui servent & définir R, ¢t R,
(y’emploie les notations de la deuxiéme Partie), on avait

dzs .9
ER

TRYZ

s

c’est dans cette région extérieure a T et 1 que sont tracées les
courbes 1'_;. Dans cette région on a

ds

ds,

8
:IH‘/(~|)I<§

On peut donc conelure, comme on I’a fait pour R, dans ’exemple
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2

— que les courbes I, antécédentes de I' qui =ntourent I',

[ XY

z, =
tendent uniformément vers une courbe limite < qui est une courbe
continue représentable par les équations

() x=f(1), y=g) pour 0t <,

f et g étant deux fonctions continues de . Tout point de la frontiére
de R, est un point de 2, et Pon voit qu’il est accessible par U'inté-
rieur de R,. | Tout ceci se fait & l'aide des trajectoires orthogonales

de 'anneau (I',]_,)} qu'on prolonge dans tout R, ainsi qu’on I'a
S+ 3t

2

vu pour z, =
D’autre part, ’ai montré [eoir p. 166, note (1)] que tout point de
Te part, | :
la frontiére de R, estsimple pour cette frontiére. On en conclut
donc que cette frontiére © est une courbe de Jordan simple fermée.
La méme conclusion s’impose pour la frontiére 2’ de R, qui est
. F "
symétrique de ¢ relativement a Uorigine, et aussi pour les fronti¢res
de toutes les aires R7” et IR, " de R, et R qui constituent les
domaines totaux de convergence vers (4 1) ou (——1).
La frontiére E’ du domaine R, du point a V'infini, est une courbe

continue
o= flt), y=g() (oZtl),

car on peut la définir, & partiv du cercle C, |z| =3, comme limite
des C_; antécédentes de C qui convergent uniformément vers leur
limite, & cause de 'inégalité
-8
RACN ES
9

vérifiée hors de T" et T”, ¢’est-a-dire dans toute la région ou sont
tracées les C_; (1). Mais, sur cette frontiére, on a vu que Porigine était
point multiple, ainsi que les antécédents de cette origine, qui sont
partout denses sur E'. E’ est donc continue et fermée, mais n’est
point « bE JorDAN, siMPLE », B est formée de la réunion des courbes
de Jordan 2, ¢’, de toutes leurs antécédentes, et de tous les points
qui sont des points limites pour I'ensemble de ces antécédentes
(points au voisinage desquels se pressent une infinité de ces anté-
cédentes).

(*) On verrait, comme dans les précédents exemples, gue tout point de E' est
accessible par I'intérieur du domaine R, du point & linfini.
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QUATRIEME PARTIE.

L’étude des convergences singuliéres.

103. Je me suis attaché surtout dans les deuxiéme et troisiéme
Parties a 'étude de la convergence vers un point limite & conver-
gence réguliére | L =~ J(") 1%/ (2)| < 1], ou vers un groupe civculaire
fimite | = 2,(0), |5.(0)] < 1)

Déja, dans ce (,hdm p de recherches, les résultats ont été nouveaux
et variés. La considération de I’ensemble parfait E’ a dominé cette
étude et a jeté sur elle un jour précieux. Je vais maintenant m’oc-
cuper des cas singuliers : points racines de

Lol on [o/(D)]=1
ou de

{=o9p(%) avec [ep(S) | =1.

I’étude est moins aisée que celle des points limites régulicrs.
Les résultats que j’ai obtenus ne sonl pas tout a fait généraux,
mais, ainsi qu’on le verra, ils permettent déja de se faire une idée
convenable de la question qui est dillicile. Pour I'historique, je
remarquerai que M. Leau a, dans sa the¢se, étudié les environs d’un
point {=9(%) olt '({) = 1. Mais on peut dire plus que ce qu’il
a dit, & condition de se servir de Uensemble E',

M. Fatou, dans sa Note du 21 mai 1917, étudic les cas singuliers
relatifs aux fractions & cercle fondamental; ce sont toujours des
cas L =125({) avee 3'({) =1 et ils sont trés simples. Je donnerai
des compléments a tous ces résultats connus et Pon verra claire-
ment la raison de leur simplicité. Je donnerai des exemples moins
aisés & traiter et d’unc portée plus générale que ceux jusqu’ici
étudiés. Enfin j’esquisserai pour le cas général des points L = 2({),
o' ({)=1e", 0 étant réel et quelconque, un mode de raisonnement qui
réduit les hypothéses possibles a deux, telles que la réalisation
de 'une, si elle est reconnue dans un exemple donné, exclut la pos-
sibilité de 'autre pour ce méme exemple. Je n’ai pas réussi jusqu’ici,
quand f est incommensurable 4 27, a4 décider () si on peut

(') JFai réussi, postérieurement au dépot de ce Mémoire, a exclure I'une des
deux possibilités; cela fera 'objet d’'un Mémoire ultérieur,
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construire des exemples de fractions 2 (z) pour chacune des deux
possibilités précédentes. Pour ) commensurable a 2%, et 2(z) ra-
tionnel, ¢’est toujours l'une des deux hypothéses, toujours la méme,
qui est vérifiée el jamais autre.

104. Etude des points T = (%) avec "’(C) =eVel = f/,(' ) avec
o (5)=e?, Im.s(/ue 0 est commensurable ¢ 2=. - - Je¢ vais montrer
qu’un tel pomt appartienl toujours a 1. .

Il suffit de considérer un point {=4({) avec ¢'({) =1, car :

ami

19 si Pon avait { = 4 ({) avee ' ({) = e 7, la substitution z,= 3, (z)
admettrait le point double { = 2,(8) avee %, (L) =1 et cette substi-
Lution z,= 2, (z) ayant méme E' que z,==:>( ) le théoréme sera

1
. i
"/T.'I—

démontré; 20 si Pon a {=12,(%) avee 2, (%) = e 7, la substlitution
p
. .\ "
z,=7,(z) aura le point double { = J,,( () avee 2, (L )= e 7 et Pon
retombe sur le 1°. Dans tout ce qui va suwre, Je me bornerai
done aux L= 4(0), o/ (Z) =1, les extensions & 1 6t 2° étant trés
faciles.

On peut supposer que  est a Porigine : 2= o; alors soit
2(3) =5 4wy -a L. (re22)
le développement de Taylor de 2. On aura
9,(3) =z 54 pu, st (p=1.2,...,%).

Les fouctious 2,(z) sont nulles & Porigine. St ovigine n’était
pas point de B, la suite des 7, serait normale dans une petite
aire D entourant O, et comme les 2, sont bornées en O elles le
seralent dans tout D. On pourrait en extraive une suite infinie 5,
s +-. qui, dans D, convergerait uniformément vers une lumtmn
limite f(z) analythue dans. D, pour laquelle f(O)=o, f'(z)=1.
Cecei est impossible puisque le deuxi¢me coclficient du développe-
ment de Taylor de 5, qui est p;a, devient infini avee p,. Donc O
est un pointde E’, les =, 0’y sont pas normales.

105. M. Leau (Thése, 18y7) a montré qu’un point 7= 2(Z) ou
"5’(")—-1 pouvait étre entouré ’un pclnL cercle contenant des
points dont les conséquents tendaient vers { et des points dont les
antécédents successifs, définis par la branche de Vinverse de o qui
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égale { en {, tendaient aussi vers {’. Je vais le montrer autrement
a Paide de la proposition établie dans les Préliminaires (§ 5) qui
généralise le lemme de Schwarz.

Débutons par le cas le plus simple, ol 4(z) se développe autour
de { =0 par

Sy= ()= 4yt (e, 72 0).
Considérons le cercle y de centve « pussant par Uorigine, son équa-
tion sera

s’ —a's —as’=0 (s et s étant conjugués);
d’ou

_— ! - <!
SpSy T O Sy — oSy

!

=(ss' =z —as |4y () by (=) ...,

les termes non écrits étant d’ordre 4 si Pon suppose o infini-

ment petit du premier ordre et le point z choisi intérieur a4 ou sur y.

‘tn

Si le point z est pris sur ¥ on aura, ¢n posant % = re*,

5 — g el o) s=arcoshel vl 3 — g = emito 2

et par suite

o - A 3 e G ’ ' '
535 -2y~ asi= At eosti(a, e - ay e Y+ L,

les termes suivants étant d’ordre 7 4 en r.

La partie principale de z,3,—2'z,—a3,, dont le signe fixe la
position de z, par rapport au cercle ¥ quand r est choisi assez petit,
étant . .

hr3costOR (ay et™) = 41% cos*§ X | partie réelle de a, ¢® ],
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1

. M . Tf T ’ . a .
a un signe constant si § varie de —-~a - ~» z déerivant y a condi-

tion que & (a,e®) 5= 0. (est le signe — si 'on a choisi o tel que

7 . Y 3n
5 <Larga 4 arg a,<< -
car alors
3r

)

7—: <arg(a,e®) < el R (a, ) <o,

Supposons Pargument o de « ainst choist tel que a(a,e) <o:
pour cette valeur de ® on pourra choisir r assez petit (r<r,)
pour que, z dvcnvant le cercle v de centre 2, de rayon r(a=re),
le signe de 2,2, o'z, —az smt constamment le signe -—. Alors
fe point z, sera intérieur au cercle ¥ et ne viendra sur y que lorsque
z viendra en O. D’aprés notre lemme, tout point intérieur au cercley
aura O pour seul point limite de ses conséquents.

FFaisanl varier o entre ses limites extrémes dcpuls;—--urgu._,
";T’ ’
. L Y M ’ .
jusqu'a — -—arga, et pour chaque valeur de o déterminant »

positil de fagon que z,z)-—o'z,-—az, (= re) soit constamment
négatif lorsque z déerit le cercley, on aura tout un domaine A [dont
la forme rappelle celle de la ¢ n-dlold(: avee un angle rentrant nul
en O dont la tangente (vers Uextérieur de A) serait la divection
(—arga,), ¢est-a-dirve la direction qui va de O & @) conjugué de o
tel qu'un point intérieur admettra O pour seul point limite de ses
conséquents.

Si Pon passe & la branche de fonction inverse nulle & Vorigine,
on aura

:=0(5) ==+,

et les mémes considérations (lonn(: ont un domaine &' sensiblement
symétrique de A par rapport & O, dont tout poiut a des antéeédents
successifs définis par (z) qui Lcnd(‘nt vers O et vers O sculement.
A et A ont une partw commune a cause de leur forme en cardioide.

Dans toute région intérieure a A, les %,(z) tendent donc vers zéro
uniformément et forment une suitc normale. A est donc intéricur
a une région R du plan z, d’un seul tenant, limitée par I'ensemble E’
telle que tout point intérieur a R admette O pour seul point limite
de ses conséquents. R sera le domaine de convergence immédiat
du point O. (Nous verrons que R peut ne pas étre le domaine total

Journ. de Math. (¢ série), tome 1V, — Fasc. 11, 118, 20
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de O.) U est clair que si Pon part d’un petit cercle ¢ entourant O et
intérieur a 'ecnsemble de A et de A’ etsi on prend les antécédentes
successives de I'aire (¢) par la branche de $(z) qui est nulle a Pori-
gine, la portion de (¢) qui est intérieure & A" aura des antécédentes
qui tendront vers () et celle qui est intérieure a A aura des antécédentes
qut tendront vers le domaine R. R est done la limite des airves (C)
antécédentes successives de Paive (¢) définies par la branche de

$(z) nulle en O (1).

106. Tout ce qui précéde suppose évidemment a, 5 o el tombe si
a,= 0, mais on peut présenter des considérations plus générales,
inspirées du cas précédent, et plus faciles & suivre quand on a bicn
compris le cas a, = 0. Soit, généralement, le développement autour
de 0O,

n=o(3)m s d a4, (ap,~0, p22).

Cherchons a remplacer le cerele v précédent par une courbe ana-

Ifig. 2.

logue I' passant par Porigine : nous prendrons une boucle de la

rosace = a"cosnf (dont axe OA fait Pangle = avec OX, et nous

cherchons & determiner n, 2, a (a assez petit) de fagon que, s = re’’**

décrivant cette boucle I', 5, veste intérieur & la boucle et ne vienne

sur la boucle que lorsque s viendra en O, amenant aussi 5, en O.
La boucle T sera détinie pay

el:tl}+ ol

t—e pnopnithray — g pui®4u) C ,

2
noLni n
. (L_f_ —_ t_l__eui"z[)_ka,.
2 2 ’
no—nix "
s — a e T _ % e -migal+a)
2 ! ’
H i =
0 variant de - - —a 4+ -
2n 2n

(1) Si une (C_;) vieat & contenir un point critique de la branche considérée,
cela ne génera pas, ainsi qu’on I'a déjia vu. Je montrerai que ce fait se produit
toujours ici : le domaine R conticnt toujours un point critique de ().
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Done

: h p—nid i
(]‘) ansin e - a’ e’ sn= 0,
2 2

Considérons, a étant positif infiniment petit da premier ordre, la
(uantité '
P a® ¢ -/zia.z i at i .

2 I

’ N . |
on aura, en développant 3 el se vappelant que z est sur I

- a " ’ a” .
D notept ”p i T onix - Itnip la;' e I i
2] 2

4,

les termes non éerits ¢lant d’ordre supérieur & 2n-+4 p—1 par
. - . 0 . . . . . ~

rapport & @ pris comme infiniment petit prineipal. l.e signe de ¢,
st @ esl choisi assez petit, est done, quel que soit z sur U, le signe de
n

N i ! “ 3 ) 1 1, ] "” 'r'
o= n FCRNE 1 ”/) R _’ e nix ~4-nz np ”/l = ,,(,- %
B3 it

qui se véduil, en prenant n=p 1,4

n 1 wul
0y=mon A ay PR pnrid -y ~ r2n “'ll a, enix l'
R 2

Si donc on prend  tel que

.
h%i4

2}

7 .
S e arga, < (mod 272},

on voil que on pourra ensuite déterminer a assez petit pour que,
z décrivant la boucle I' ’axe OA (OA faisant aveec OX Pangle ),
d’équation r*=a"cosnf par rapport & OA, le signe de 2 soit
constamment celut de = (a,e"™) qui est négatif. Alors, 5 étant
constamment négatif, z, sera intérieur a la boucle considérée V'
et ne viendra en () que si z vient en () (z, sera évidemment intérieur
a la boucle considérée, et non a une autre boucle de la méme rosace,
parce que z, différe de z par un infiniment petit d’ordre pZ2).
Un raisonnement tout pareil a celui qu’on a fait pour p=2 et
une extension immédiate du lemme ui nous a servi, au cas ot I’
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vemplace le cerele ¥ (1), prouve alors que tout point z intéricur
a I'admet O pour seul point limite de ses conséquents.
Les inégalités

T 3n
S <nztargap< «;’- (mod 27),
n o /I —1
prouvent que la direction déterminée par I'angle « peut étre prise
. o LT
arbitrairement dans p-—1=n angles égaux chacun a ~ (angles

hachurés), réguliérement disposés autour de 0. A chacque 2 ainsi

€ ——— e —————

Fig. 8,

déterminé correspond un a assez petit, jouissant de la propriété
précédente (on pourra prendre le plus grand nombre @ jouissant
de la propriété). Puis, 2 prenant ainsi toutes les valeurs admis-
sibles, I' balaiera un domaine A qui aura n = p-—1 pointes rentrantes

\

(') Cette extension peul se faire en représentant [ conformément sur un
cercle y par la transformation Z = 3”; alors Z, devient une fonction de Z régu-
liére dans le cercle y jouissant des propriétés prévues par notre lemme. 12n O, il
est vrai (%), 7, n’est pas analytique en Z, elle est algébroide en Z autour de O,
al,
72

d*Z, . . . , . .
tend vers 1, v tend vers une limite bien déterminée finie, en sorte que le

mais Z tendant vers. O par Pintérieur de T, on voit que Z, tend vers zéro,

lemme continue de s’appliquer.

() On a aux environs de O, dans I', L, =7+ (p=1)a,2*+7<(Z), (1) tendant vers
zéro avec 7 mais n’étant qu'algébroide en Z,
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en O dont les tangentes sont les bissectrices des angles qui séparent
les angles balayés par OA. Tout point intérieur a A aura () pour
seul point imite de ses conséquents.

Si Pon considére la branche () inverse de ¢ qui est nulle en O,
on aura, tout comme pour @, % 0,

s=O(s)ma—apsi 4.,

et ’'on tombe sur un domaine A’, analogue a A, ayant cette fois pour
pointes les bissectrices des angles hachurés (A" sera sensiblement
symétrique de A par rapport & une quelconque de droites qui
déterminent les angles limites de « dans les inégalités précédentes).
A el A" auront des parties communes (27 en général opposées par O)
a cheval sur les 2n demi-droites limites des angles hachurés.
Tout point intérieur & A’ aura des antécédents successifs délinis
par 4(z) qui tendront vers O.

Si donce on envisage un petit cercle ¢ entourant I'origine et assez
petit pour étre intérieur dans toutes ses parties soit & A, soit a A,
et si 'on prend les antécédentes successives de l'aire (¢) conte-
nant O, a l'aide de la branche {(z) nulle en O, on verra, comme précé-
demment, que ces antécédentes (c_;) tendent pour ¢ = % vers unc
aire (R) limitée par 'ensemble E’, qui aboutit en O, point frontiére
de cette aire par p-—1 pointes dont les tangentes sont les tangentes
aux points de A; cette aire (R) pourra étre formée de plusieurs
régions distinctes aboutissant en O et sans connexion entre clles.
(R) sera le domaine immédiat de convergence vers O.

A vrai dire, les parties de (¢) qui sont intérieures & A’ tendront
vers zéro et ce ne sont que celles qui sont intérieures & A qui ten-
dront vers R. Dans toute aire intérieure a R, la suite des o; est
normale et tend uniformément vers zéro. R contient A. Nous
verrons que R peut ne pas étre le domaine total de convergence
vers ().

107. Si, en particulier, p =3, on peut avoir un résultat plus
simple. Prenons

et cherchons encore un cercle I' passant par O, qui contienne son
conséquent. Il faut déterminer le nombre complexe 2 = re™ de
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facon que si
33 =als—as'=o,
avec
z— o = peito+ed) s=marcoesfelioih

) variant de -

vl

b ﬁ -
a—+ Z»on art

=5 — a5 —az <o,
Or

o= R[ays*(s—oa)]+...,

les termes non écrits étant de degré >4 en r pris pour infiniment
. . . . I . E . .

petit principal. o, a le signe de A/ [a;z"" (z—a)] sl r est pris assez

petit, ct cette derniére quantité n’est autre que

K[ ay.8r¢ cos?hei@o+l)],

. T T et .
0 variant de -— Za + - celte quantité n’aura un signe constant,
ui sera négatif, que si 'on a pris

2m -+ arga,=r (mod a1),

Ceci détermine deux directions opposées sur lesquelles doit se
trouver a. On prendra r assez petit sur ces directions pour que,
z décrivant T, &, soit négatif, et par suite z, soit intérieur a T.
Donc Aiciaceéde en () par deux pointes opposées, et il est plus simple
de prendre pour A 'ensemble des deux plus grands cercles tangents
extérieurement en O qui satisfont 4 la derniére condition énoncée
prenant les antécédentes successives des aires intérieures a ces deux
cercles, on aura a la limite le domaine de convergence vers O.

v

108. Ceci a lieu par exemple pour les {ractions singuliéres a
cercle fondamental de M. Fatou (Comptes rendus, 21 mai 1917).
Considérons

s s bi .
5 =3 +2 o (b;>o0. a; réel).
(L’axe réel est cercle fondamental.)
Le point a I'infini est un point limite singulier.
En effet, on peut écrire autour du point z =«
be

b 6
R . T 9,:‘21?1, By=— a; B
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la série du deuxiéme membre convergeant pour z assez grand.

¥ )] . .
Posant z = 705 = g il vient
4 l'

I
o I —hH7 U A ..
7 ,Z 1fo 9 1%
ou

le dénominateur convergeant pour Z assez petit, ou
To="Tot 6,05+ ...

On est ict dans le cas a,= 0, a, 5 o.

On sail que Lout point intérieur au cercle fondamental admet
7.=o0 pour point limite de ses conséquents. E' est ici le cercle
fondamental tout entier r (voir Fatou, p. 807). Dans cet exemple, les
deux directions opposées que ] mdlquals précédemment sont portées
par la droite joignant le point Jimite singulier au centre du cercle
fondamental (1). 1" est un cercle quelconque tangent en 7 = o, au
cercle fondamental, ¢ est-a-dive a Paxe réel.

109. Autres exemples : 1. z,=z4-z2. - L’origine est point limite

. . ’ - f .
singulier vers lequel tendent les conséquents du point z =-—- 5 qu

annule ¢'(z). L’infini est Pautre point limite. Le cercle I' de dia-
métre (o, - 1) appartient au domaine de O. En effet, on voit que
la condition pour que

-
5‘1( l-!‘ SR (i ou R :'— — -l_ i — R ! —=0
5 ¥ ER 143

R (14 3) 20, d’ou NA(3)Z—

i

esl

On en conclut que pour tout point du cercle I' de diamétre (o, —1)
(saul pour ---1 qui étant antécédent de O est de IE'), on a

s,

(0 1
v -

(") lei, la perpendiculaire en 7 == 0 i l'axe réel.
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et, par suite, le conséquent est intérieur & I, puisque I'équation
de T est
"
N (:) =—1.

Iet a,=1. La direction de la tangente & la potnte du domaine
de O qui est (—arga,) est bien ici la direction OX puisque arga, = o.

l/ e \\\‘
t 0

-1 .& )
\\ /

Iy, #g.

Si done on prend les antécédentes successives de Paive (1), les
aires (I'_;), toutes simplement connexes, tendront vers le domaine
R, (1) de l'origine. Les courbes I'_;, frontiéres de ces aires, tendent
vers un continu linéaire qui est E' et qui sépare R, de R, domaine
du point a Pinfini. Hors de T', on a

/()| > ]2 — 1| >1.

Done, des considérations bien simples el que la troisicme Partic
nous a rendues familiéres prouvent que les I'_; tendent unifor-
mément vers leur limite E' qui est une courbe de Jordan stmple
fermée passant par O et —1 tangente en ® a la divection OX,.

110. 1L Prenons z, =z+ z*. Les zéros de 2/ (z) sonl 2= ;/5;, on
s’assure de suite que leurs conséquents tendent réguli¢rement vers ()
en restant sur Paxe imaginaire. En dehors de O, il n’y a done ni
point limite ni groupe circulaire limite. Le domaine inmumédiat du
point O se compose de deux aires simplement connexes symétriques
par rapport & O, tangentes en ) a OX et qui s’obtiennent respecti-

(") Ry comme R., chacun simplement connexe et d'un seul tenant, sont a la
fois domaine immédiat et domaine total de convergence vers le point limite
qu'ils contiennent,
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vement & partir de deux cercles I' et I’ symétriques par rapporta O,
tangents en O 4 OX, et de rayon quelconque pourvu qu’il soit E%

On peut supposer, si 'on veut, que ce rayon est -3, T et T’ passent

alors par ¢ et ——- ¢ antécédents de 0.
On vérifie, cn effet, que
oA —=_),
) B (I -~ 5? )

)

. . ! .
dont le signe est celui de 5( z -+ :) » deux nombres inverses ayant

K]

il

Fig. 3c.
des parties imaginaires de signe contraire. Donc, si |z| <1 et si

3(z) > 0, on aura \ /
(5)=06)

Done, st z est pris intérieur 4 I' ou sur I' (ailleurs qu'en z = 1),

on aura un point z, intérieur 4T, car ’équation de I est » ( %:) =1,
son intérieur correspondant a > ( %) <-—1.T est bien intéfieur aR,.
D’ailleurs on voit que ! ¢'(z)| - 1 'est une lemniscate de foyers + \—/%—
et — \/—‘3 passant en O, et intérienre a4 T et I''. Donc, sur I', T’ et hors

Journ. de Math. (7° série), tome V. —— Fasc. I, 1gi8. 3o
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de T et ', on a |2/(z)|> 1. On en conclut que la frontiére de R,,
domaine immédiat de O, est formée de deux courbes de Jordan
simples fermées tangentes en O &4 OX et symétriques 'une de 'autre
par rapport & OX. R, est formé de deux parties symétriques
simplement connexes (1); chacune des deux moitiés de R, ne con-
tient qu’un point critique de 1 (z). Si I'on forme le domaine total
de convergence vers O en prenant les antécédentes successives de
chacune des deux aires dont s¢ compose R,, on aura une infinité
d’aires (limitées chacune par une courbe de Jordan simple fermée)
dont les dimensions linéaires tendront vers zéro et qui se grouperont
absolument comme se groupaient les aires étudiées dans I’exemple

-3+ 33z
Sy T ——*—————';

2
I’ensemble de leurs frontiéres formera un seul continu linéaire qui
sera la frontiére du domaine d’un seul tenant simplement con-
nexe R..
R. est domaine immeédiat et total de convergence vers Uinfini.
Le continu linéaire qui le borde est une courbe continue fermée
représentable par des équations

r=f(t), Yy =80 (f et g étant continues).

Ffla)y = f(b). s(a) = g(b) (ast<h),

mais non de Jordan simple. Elle a des points doubles partout
denses sur elle-méme, ce sont les antécédents de Porigine. Tout ces
points sont accessibles par Vintérieur de R. comme I'origine est
accessible par les deux cotés (positif et négatif) de Paxe réel (2).

A11. Les points critiques de L (z) intérieurs au domaine immédiat

(') Chacune de ces deux parties se transforme d’ailleurs en elle-méme par
z,=5 -+ 3% et par les deux branches de la fonction inverse $(z) qui se permutent
autour du puint critique intérieur a la partie considérde.

(%) Si j'avais pris 3, =z — 2%, les points criliques auraient été réels, 'axe Oy
aurait remplacé 'axe OX, et les deux parties de Ry se seraient trouvées placées

~3
— 3384 33 .
comme, dans I'exemple z,— —> les deux domaines R, et R',.
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d'un point { =2 ({), =" ({)=1 (1).--—~Envoyons d’abord 4 I'infini un

point z=12(z) ou |%/(z)| > 1, point de E, pour étre sir que le
point & Pinfini n’admcttra pas le point I (qu’on peut supposer
&tre Porigine) pour point limite de ses conséquents. Tragons autour
de {=o0 un petit cercle (. limitant une aire (C), dont nous pren-
drons les antécédentes (('_;) successives par la branche de ¢ (z) qui
devient nulle 4 Porigine. Si, quel que soit i, aucune des (€_;) ne
contenait de point critique pour la branche de 4(z) envisagée, cela
voudrait dire que les fonctions

T E 3 = I = V- S
samlp(z) = 4.

obtenues en itérant la branche }(z) et qui sont respectivement les
branches des inverses de % (z), %.(z), ... nulles 4Porigine, sont toutes
holomorphes dans (C) [clles n'y ont ni péles ni point critiques,
car (C) ne contient pas de conséquent de I'infini|. Toutes ces fone-
tions ont leur dérivée =1 a l'origine, et 'une quelconque d’entre
elles ne prend qu’une fois chacune de ses valeurs dans (C), ¢’est-
a-dire que si z, et z, dans (C) sont distinets, on a {,(z,) # Y(2.),
quel que soit . On peut alors s¢ servir du théoréme dit & M. Keebe et
rappelé page 130 du présent Mémoire. J;(z) remplirait toutes les con-
ditions de validité du théoréme; z décrivant C, le point z_; décrirait
une ligne fermée C_; dont la plus courte distance & l'origine serait

d> \/) - ¢, ¢ étant le rayon de C. Toutes les courbes C_; restevaient

a une dlstance finie de O, et ceci est impossible puisqu’on a vu
que les parties du cercle C, intérieures au domaine (ue nous avons
appelé A’ dans ce qui précéde, ont des antécédentes qui tendent
vers O. On a done établi, en établissant que la plus courte distance
de O a C_; tend vers zéro pour i =2, que ((_;) finit, ¢ grandissant,
par contenir un point critique de la branche 4 (z) nulle en O, et
cela quelque petite que soit laire (C) initiale. On a vu aussi
précédemment que seules ne tendaient pas vers zéro les parties
des (C_,) suceessives qui, n’étant pas intérieures & A', étaient inté-
rieures 4 A; on a vu que ces parties, intérieures a A, étaient inté-

(') Tout ce que nous disons s’applique a

Vg
, 1wt .
" o' (Cr=e ¢ (Jr, ¢ entiers,
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rieures au domaine immédiat R, de I'origine. On en conclut que le
domaine immédiat de U’origine conticnt toujours un point critique
pour la branche de {(z) nulle a l'origine, ou bien, avec moins de
préeision, qu’il y a un point critique de }(z), conséquent d’un point
ou ¢'(z) = o, dont les conséquents admettent O pour seul point

I

limite.

112. Le mode de raisonnement employé prouve aussi que st acun
point critique de Y (z) n’admettait origine pour point limite de ses
conséquents, l’origine ne pourrait étre de B'. En effet, (C) étant avec
cette hypothése choisi assez petit pour ne contenir de conséquent
@’aucun point critique de J(z), toutes les {; seraient holomorphes
dans (C) et Yon aurait des limitations supérieures et inférieures
pour |J;(z)]|, lorsque z décrirait un cercle déterminé quelconque
intérieur a (C); ces limitations seraient indépendantes de l'indice 1
(vour KLEIN ¢l FrickE, 2€ volume, p. 500 et 506, pour la limitation
supérieure de |};(z)|]. On en conclurait que O serait intérieur & une
végion -1, simplement connexe, d’un seul tenant, intérieure a toutes
les (C_;), cette -l se transformant biunivoquement en elle-méme
par z,=%(z) et par la branche de z_, = {(z) nulle & Vorigine.
Cette -1 pourrait étre représentée conformément sur Vintérieur
d’un cercle de centre O, par z=f(Z). La relation transformée entre
Z,etZ,7,= ®(Z)serait évidemment larotation Z, = Ze™ (1) conser-
vant tout cercle de centre O. z, = 2(z) conserverait alors une infi-
nité de petites courbes analytiques sillonnant. -l. et entourant O
(ala fagon des centres des équations différentielles du premier ordre).
Il est dés lors évident que, dans 'intérieur d’une de ces courbes,
toutes les ¢;(z) seraient bornées puisque toutes les z;=3;(z)
transformeraient en elle-méme biunivoguement I’aire intérieure
a cette courbe. Les z;(z) formeraient une suite normale dans I'in-

(}) e® est la valeur de ¢'({) au point { ==¢(Z), et, dans nos hypothéses,
w = znf(p,q entiers). Si l'on avait ¢’({)=1, on aurait tout simplement
ew =y, Z'oﬁ Z,=1, impossible évidemment, car 3,7 s autour de O. Pour
w=2rn¥, I'impossibilité d’une telle représentation conforme avec o(z) ration-

nelle résulte aussi de ce que 3,—= 9,(z) deviendrait, par cette représentation,
Z,=7(e*7=1) et l'on aurait 9,(5) = 5 autour de O, ce qui est évidemment
impossible.
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térieur de P’aire 4 et O ne serait pas de E'. Ceci contredit le résultat
déja trouvé qu’aucune suite infinie extraite de la suite des g,(z)
n’est normale en O. Dong le fait que O est de E’ entraine qu’un point
critique de Y (z) doit avoir O pour point limite de ses conséquents.

1153, Quelques réflexions sur les points (1)
E=o(f), (L) =l

) incommensurable é 2 = (on suppose toujours {=o0). — L’emploi
stmultané des théorémes sur les suites normales et du théoréme
de M. Keebe, indiqué précédemment, va nous conduire a réduire
les possibilités 4 deux seulement.

Entourons, comme précédemment, le point { =0 d’une petite
courbe C (cercle) dont nous prendrons les antécédentes successives
par la branche de {(z) inverse de % nulle & I'origine :

w(z)==se® 4+ ...
P(sy=ce 4 ..

On a vu que, st aucune des aires (C_;) antécédentes de (C) ne con-
tient de point critique pour la branche de {(z) considérée, O est
centre d’une région -\ sillonnée de courbes analytiques conservées
par z, = 9(z) comme par z_, = (z). On peut, autour de O, trouver
une fonction holomorphe

L f(3)

telle qu'entre Z et Z, la relation devienne
Ly les
f(z) satisfait a I’équation fonctionnelle
fle(z) | =€ f(3).

qui est Péquation dite de Schreeder. ,
Cette équation a une solution f(z) holomorphe en O,si O n’est pas
point limite des conséquents des points critiques de la branche

4(z) nulle en O. Inversement, si elle a une solution holomorphe

(') Ce que uous dirons s’appliquera évidemment aux groupes circulaires
limites pour lesquels { = ¢,(%), () = e, 6 incommensurable i 27,
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en O, tout point z voisin de O a tous ses conséquents sur la courbe
analytique -qui dérive de |Z|= const. par la représentation con-
forme Z =f(z), [f(0) =o0], et sur cette courbe ses conséquents
sont partout denses, comme sont denses sur | Z| = const. les consé-
quents de Z par Z,=Ze". Donc z=0 ne peut étre point limite
des conséquents d’aucun point du plan.

114. Il revient donc au méme de dire que O est un centre, ou de
dire que O n’est point limite des conséquents d’aucun point critique
de §(z). Qu’il soit possible d’avoir des fonctions ¢(z), holomorphes
en O, telles que pour elles O soit un centre, c’est ce qu’il est facile de

voir en partant de
Z,="71¢eb,

choisissant f(z) holomorphe et nulle en O [f(0o)=o0| et tirant z,
de z par I’équation
S(31) = f(z) e,

qui admet une solution z, = %(z) holomorphe et nulle en O déve-
loppable par

=0¢(z)=zel4.. ..

Les courbes conservées seraient ici les courbes |f(z)]| = const.
Si on prend, par exemple, Z = 2z—32, on aura

25, —zt=eM(2z5—3%) et s =1—vVi1—(22—1322)e
} z® . .
=e(s)=szed— 7)-(e“’—e"")+,.. (")-

Pour cette transformation, 'origine est centre et les courbes
conservées sont les ovales de Cassini de foyers o et 2

{2z —32i= K.

entourant Porigine (K < 1); toutes ces ovales sont intérieures a la
boucle de lemniscate L

qu entoure !'origine.

115. Le probléme revient donc, étant donnée une fraction 7(z)

(*) Cette série entiére en s converge daus le cercle de centre O tangent inté-
rieurement a la boucle de lemniscate L. | 2z — 32| =1, qui entoure I'origine.
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rationnelle, 4 discerner si {= o est un centre, c’est-a~dire : 1° si
Péquation .
flo(z)1=e f(2)

a une solution f(z) holomorphe (et nulle en O) autour de 'origine,
ou bien 29 si elle n’en a pas, auquel cas on est slir que { = o sera
point limite pour les conséquents d’un point critique de la branche
4(z) nulle en O. Telles sont les deux hypothéses auxquelles on est
réduit. Nous savons (ue, % (z) étant rationnelle, la deuxiéme est
seule possible si ) est commensurable a 27, nous ’'avons reconnu au
paragraphe précédent, et nous avons vu que 'impossibilité de la
premiére hypothése venait de ce fait que { = o était, pour § com-
mensurable 4 2%, un point de E/. Cela résultait pour nous alors du
fait que £ = o était toujours limite des conséquents d’un point cri-
tique de la branche Y (z) nulle en O. On peut dire aussi que, dans tous
les cas ol la premiére hypothése sera vérifiée, I'aire (') intérieure
a une courbe |f(z)|= const. (la constante étant assez petite), se
transformant en elle-méme biunivoquement par z, = 2(z) et son
inverse z_, = 4 (z), on est sir que la suite des z,(z) sera bornée dans (I')
puisque toutes les z,= 7;(z) transforment (T') en elle-méme, donc
la suite des »; sera normale dans I'. O ne sera pas point de E'.

Ainsi, la premiére hypothése ne peut se trouver vérifiée que si
7= o n’est pas de E'. Dans tous les cas o1 I'on constatera que { = o
est de E’; on pourra affirmer que la deuxiéme hypothése seule se
vérifie, et 'équation de Schreeder n’a pas de solution holomorphe
et nulle en O.

116. Montrouns qu’effectivement, si {= o n’est pas de E’, c’est-
a-dire si les 4,(z) forment une suite normale (!) dans Paire R
(limitée par E’) d’un seul tenant qui contient le point { = o consi-
déré, la premiére hypothése se réalise toujours.

Entourons en effet {=o0 d’une petite aire D, intérieure a R,
dans laquelle la suite des 2:(z) est normale. Celle des 2. (z) Vest

aussi, ainsi que celle des En O on a|y;(z)| =1, quel que soit z.

(') Onsupposera toujours gue I'infini est un point de E, en sorte que, dans R,
il n’y ait aucun pole pour les ,(3) et pour leurs fonctions inverses, ces pdles étant
les antécédents et les conséquents de Uinfini se trouvent alors tous étre dans E',
c’est-a-dire non intérieurs a R.
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, , .. [
Les |9,(z)| bornés en O sont bornés dans D, ainsi que les 'm, (z)l'
v

Done, dans D, assez petite, on aura

R'.—<|<p§(z)l<K (K>1),

quel que soit L.

On pourra aussi borner supérieurement les | 2,(z)| dans D.

Les 7;(z), nulles en O, ayant leurs dérivées toutes égales a 1
en module en O, une suite extraite des 7;(z) ne peut converger uni-
formément dans D vers une constante, car il faudrait pour cela
que les valeurs en D des dérivées des fonctions de la suite con-
vergeassent vers zéro. On peut donc trouver un nombre N tel que,
quel que soit Z, et quel que soit le nombre complexe a, aucune des ¢,
ne prenne dans D plus de N fois la valeur a.

. O
La suite des < est, dans D, normale comme celle des 7, et

bornée. Si
n=o(s)=cel ..

on voit que
= a(s) =zt

Gy .
donc, pour z= o, toutes les = sont holomorphes et le point 1 est
un point limite pour les valeurs de ces fonctions en O. Choisissons

71/

alors une suite d’indices n,, n,, ... tels que les valeurs e, e™’. ...
. o
tendent vers 1. En O, la suite des @,(z) = = tend vers 1.

Done, on peut extraire de la suite des n; une suite N, N, ... telle
que ¥, (z), ..., Py (z), ... tende dans D uniforn.’ment, soit vers la
constante 1, soit vers une fonction ¢ (z) holomorphe en O, prenant
en O la valeur 1.

Dans la deuxiéme hypothese, ©(O) étant égal & 1, toutes les fonc-
tions @, (z) prendraient dans un petit cercle de centre O, a partir
d’un certain rang, la valeur 1. Done, toutes les équations @, ,(z) =1
ou 7y (2) =z auraient toutes, & partir d’un certain rang, des solutions
dans tout cercle de centre O. O serait un point de E’, ce qui est
absurde.

Reste donc la seule hypothése que les ®, (z) tendent vers la cons-
tante 1 dans D, c’est-a-dire, les o (z) tendent uniformément vers z
dans D. (On voit dés ici apparaitre le centre z=o0.)

Dans ce cas, on peut tracer autour de O un cercle dans lequel
aucune fonction 9,(z) ne prenne la méme valeur en deux points
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distinets. En effet, admettre le contraire serail admettre Pexistence
d’une suite infinie de vayons g; tendant vers zéro, de couples de
points distinets z,, z, inLéricurs respecltivement aux cercles de centre
O, de rayon 2, et d’indices n; grandissant indéliniment, tels que

- e % -
f,'Jn;( Sp) = 90;‘*7)'

De la suite des =, , on peut extraire une suile oy, tendant unifor-
mément dans D vers une fonction f(z) non constanle, puisque

'

en O tous les o, (2) sonl = 1; f(z) est nulle en O, et sa dérivée
est en module = 1 a Povigine. Done, f(z) représente conformément
un cercle assez petit de centre O sur une aire qui ne se recouvre
nulle part, ¢’est-a-dive que f(z) prend des valeurs distinctes en deux
points distinets quelconques intéricurs @ un cercle assez petit
de centre O3 pourcassez grand, les 2, (z) different aussi peu qu’on
le veul de f(z);ils ne peuvent done prendre la méme valeur en deux
points distinets voisins de O, comme on vient de le supposer dans
Phypothése. La contradiction qui se rencontre mantre done qu’on
peul brouver un’petit cercle v entourant O dans lequel aucune
des 2;(2) ne prend la méme valeur en deux points distinets.

On peut alors, les 2,(z) ¢tant holomorphes dans v, ayant en O
leurs dérivées =1 en module, et jouissant de la propriété qu’on
vient de montrer, leur appliquer le théoréme de M. Keebe déja men-
tionné. Les conséquentes de Paive (¥) sont des aires simples, sim-
plement connexes, ne se recouvrant nulle part et dont les contours
restent a distance finle, et supérieure a une fimite fixe, de Corigine.
On en déduit Pexistence d’une aive -1 intéricure a toutes les (v,),
simplement connexe, entourant O. .4 sera transformée biunivoque-
ment en elle-méme par z, = 4 (z) et par la branche de b (z) nulle en O.
La représentation conforme de - sur un cercle de centre O, avee
conservation de lorigine prouve ict encore que Porigine est un
centre. On entourera O 'une famille de courbes analytiques qui se
conservent biunivoquement par z,=z(z). Les conséquents d’un
point z assez voisin de O scront partoul denses surla courbe analy-
tique qui passe en ce point |en particulier, il y aura une suite d’in-
dices n,, n,, ... tels que 7, (z) tende vers z unormément dans -1.].

[’ équation de Schreeder

Fla(z1]=¢€(3)
aura une solution nulle a Porigine, holomorphe en O. Et, d’aprés

Journ. de Math. (* série), ome IV, — Fase, 1, 1918, 31



242 GASTON JULIA.

les propriétés des domaines R limités par E’ (1), I'(z) sera holo-
morphe dans tout ce domaine R, tout R sera sillonné par des

courbes analytiques conservées par z,= 2 (z). { =0 ne sera limite
pour les conséquentls d’aucun point du plan. N

117. Ainsi, lorsque 0 est incommensurable 4 27, nous w”avons le
choix qu’entre deux hypothéses

10 {=o0 n'est pas de B Alors, ¢est un centre. Toute laire R
’un scul tenant entourant ce centre, limitée par E', est sillonnée
de courbes analytiques conservées par z,=2(z). Le domaine R
ne contient aucun point critique pour fa branche 4(z) inverse de 2 (z)
qui est nulle a Porigine (2). On voit aussi facilement qu’aucun
antécédent du domaine R ne peut contenir de point critique de la
fonction algébrique {(z), sans que {=o cesse d’élre un centre.
L’équation de Schreeder a une solution I7(z) holomorphe dans tout R,
Pour cette solution, les points fronticres de R (points de E') sont des
points smgu]m'q essentiels, et le théoréme fonddmenml démontré
dans la premiére Partie velativement aux pomts db ' et aux deux
seules valeurs exceptionnelles, apparait ici comme le théoréme
de M. Picard apphqué a la solution I(z) de Péquation de Schraeder.
Tous ces fails se tiennent entre eux et tiennent a ce que les 2,(z)
sont supposées normales en 2= o.

20 (=0 est de E’. Alovs, il est limite pour les conséquents d’un
point critique de la branche 4(z) nulle en {=o0. L’équation de
Schreeder n’a pas de solution holomorphe a Porvigine. T=0 n’est
pas un centre.

Je nai Ppas pu, jusqu’icl (*), me prouoneer ¢ntre ces deux hypo-
theéses qul pour un cas ‘déterminé, s’excluent mutucllement. 1l
m’aurait fallu, pour pousser la qucstlon plus a fond, plus de temps
et de connaissances que je v’en ai. Je me véserve d’y revenir
plus tard, sl y a licu, car peut-&tre Putilisation de Péquation de
Schreeder conduira~t-clle a trancher la question.

o1, en effet, on cherche les coellicients de Taylor de 19(z) satis-

H
(') Toute suite extraite des ¢, (3), qui converge uniformément dans une partie
de R, converge uniformément dans toute aire intérieure i 1,
(2) Ni pour les g;(3) itérées de &(3), branches inverses de o;(3) qui sont
nulles en O.
(®) Voir note ('), page 223.°



SUR L'ITERATION DES FONCTIONS RATIONNELLES. 243

faisant a
Flo(s)]=¢"F(2),

o(z)=zeM ...,

otlt

on peut les déterminer tous de proche en proche lorsque f-est incom-
mensurable & 2% (ce calcul formel est en général impossible si
() est commensurable & 2%). J’ai essayé de montrer la convergence
de développemment par la méthode des majorantes, mais toutes
les majorantes que J’ai obtenues étaient divergentes! J’ai tenu &
montrer cependant que, pour %(z) holomorphe autour de l'origine,
cette équation pouvait, dans certains cas, avoir une solution holo-
morphe, en sorte que I'existence des centres est certaine. [Exemple
donné ol F(z) = 2z—2?% <(z) étant une fonction algébrique de z. |
Reste & savoir si, pour ¢ (z) rationnelle, elle peut en avoir; il serait
intéressant de décider soit Uaflirmative en construisant un exemple,
soit la négative.

NOTE ADDITIONNELLE.

118, Jai reconnu, aprés le dépdt de ce Mémoire, qu’il n’était pas
P (=)

()( )
une solution  pour laquelle |5/( £)|> 1. Ce serait exact si cette

équation n ‘avatl pas de racine rlouble mais la pre%m-n possible de
ces racines doubles pour lesquelles T=5(7) el 2/(7) =1 oblige a
conelure qque :

12 Ou hien il y a une racine aw moins de {=2() o | 2" ()| > 135

20 Ou bien il y a au moins une racine J=%(J) ou 2'(J) =1.

Daus le premier cas, tout ce que nous avons dit dans la premiére
Partic du Mémoire, de Uensemble E; de E' et de leurs propriétés,
est absolument légitime.

Toutes ces propriétés restent vraies dans le deuviéme cas, mais
elles ont besoin d’étre présentées différemment.

On reconnait, en effet, d’abord, comme a la page 223 du Mémoire,
que les 2,(z) ne forment pas une suite normale au point h—?('/,),
Y5 =1

Done, dans un cercle arbitraivement petit de centre I, toute
valeur déterminée, sauf deux au plus, est prise par une certaine
Aonction g,(z). Ces valeurs exceptionnelles, on voit aisément, comme

toujours exact de dire que l’équation z=12(5)= a toujours
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dans la premiére Partie, qu’elles ne se présentent que si z, = 2 (z)
s¢ rumeéne par transformation homographique a z,=z"" ou a un
polynome. Mais certainement J n’est pas valeur exceplionnelle ni
aucun de ses antécédents. (En aucun de ces antéeédents, les 7, ne sont
d’ailleurs normales.) { est donc nécessairement point limite de ses
propres antécédents. Si Uon entoure T d'un cerele T' sullisamment,
petit, on pourra trouver une suite T_,, I, ... dantéeédents de T
intéricurs & I' et tendant vers 2 1y a plus. 1. étude locale des environs
de £, faite aux pages 224 et suivantes du Mémoire précédent, prouve
que, si Von entoure { d’untcercle T suflisamment petit, on peut
trouver deux domaines () A, et A intéricurs & I' dont  soit point
frontiére, A, et A] ayant une ou plusieurs aires communes, domaines
tels que tout point de A, ait tous ses conséquents dans 1' (et dans A,),
tendant vers C et vers { seul, et que loul point de A’ ail tous ses anté-
cédents [ par la branche de la fonction 4 (z), inverse de 2 (), égale a {
en | successifs intérieurs a 1' (et a A)) et lendant vers T et vers
seul (2). Ajoutons que, dans le domaine formé par A, ct A7, on peut
enfermer un cercle assez petit I') de centre 20 Tout point de T,
appartient donc a A, ou a A},

Envisageons alors un cercle I" assez petit pour laisser a son exté-
rieur un certain antécédent { , de T et pour que la construction
précédente soit possible.

(") Siparexemple { =o et si 3;=0(3) =%+ a,3*+ ..., @y ;£ 0. on pourra,
a condition que [ snit assez petit, prendre pour Ay l'aire intérieure a deux cercles
convenables passant par £ et tangents a T, et pour A} Paire symétrique par rap-

port a L. 11 est alors visible que A+ A} contient uu cercle assez petit T, de
centre 7.

(*) Dans A, la branche de (3) éuale & £ en £, et loutes les itérées de cetle
hranche sont holomorphes.
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Dans I" on peut trouver une suite infinie d’antécédents de ¢ :

- w

T oy Y Mg e e e (Pi ny <y <o)

tendant vers 20Si Pon fait [a construction précédente, a partir d’un
certain indice n; les 7,0, ... sont intérieurs au cercle I,
Mais 7_, ayant un conséquent J_, extérieur a T’ n’apparlient pas
A5l appartient done a A, ¢’est-a-dive que tous ses antécédents
par la branche de {/( ) qqui egalv o Csont intérieurs a I' et tendent
vers 2, On peat méme entourer 7, d’un cercle assez petit ¥ pour
que loutes les aires anlécédentes successives de ce cercle par la branche
constdérée de 4 (z) soient des aires planes simplement connexes
tendant vers 2. Donc dans tout cercle de centre 7, si petit soit-il, on
peut trouver une aire plane & un seul contour ¥_, qui soit antécé-
dente de laire du cercle v précédent.

Cela équivaut a dive que, quelque petite que soit une aive plane ®
entourant J, tout le cercle v sera intérieur a un feuillet d’une certaine
itérée o de aire @, ou bien que sur un certain feuillet de ® lous les
points qui se projettent & U'intérieur de ¥ ou sur y sont des points
intérieurs @ ®s. Or on"a pu choisir v assez petit pour que l'itérée
Y., contenant { soit une petite aire simple entourant %, qu’on choi-
sira précisément pour aire w. Et 'on a vu dans la premiére Partie
(troisieme corvollaire du théoréme fondamental) qu’il résulte de la,
en vertu du paragraphe 5 des Préliminaires, que ¥ contient Loujours
une racine au moins de Péquation z=2y, (2] pour laquelle
25, (5)] > 1, puisque Pitérée dordre N 4+ n; de~ n’est autre que @y,
@ étant identique a Vitérée d’ovdre n; de 5.

On vient done de prouver que tout point 7 vérifiant 7 =12(3)
avec o' (L) =1 est limite de points-racines d équations z=7,(z)
ot |5, (z)| > 1. Cect prouve bien que E existe, contient une infinité
dénombiable de points, et qu'on est en droit de parler de son
dérivé E'. L'exposition se poursuil mamtendnt comme dans le
Mémoire. R




