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Mémoire sur l'itération des fonctions îutiontieUes ({)\ 

PAR 41ASTON JULIA. 

ΙΝΊΊΚ)I)UCTI()\. . 

Le Mémoire que je souniels au jugemenl de l'Académie estconsacré 
à l'étude de l'itération d'une fraction rationnelle, — o('s), dans tout 
le plan des s. Π n'y avait sur ce sujet, hors l'étude locale, que deux 
iNotes de M. Fatou aux dompte.y rendus de /'Académie des Sciences 
du ID octobre 1906 et du 21 mai 1917. Les résultats qu'il donne, fort 
intéressants, ne sont que des exemples qui utilisenldes propriétés par-
/rrulières de la fonction à étudier. On verra que ces exemples étaient 
les plus simples qu'on put imaginer. J'ai taché, dans ce Mémoire, prenant 
une fraction o(z) quelconque, de donner des propriétés qui fussent 
indépendantes de telle ou telle de ses particularités. J'ai voulu descendre 
du général au particulier, et je n'ai donné des exemples que pour 
montrer la réalisation des possibilités qu'une analyse, stricte et avare 
d'hypothèses a priori, me révélait. L'Académie estimera si j'ai réussi. 

De mon point de vue, c'est une étude plus qualitative en quelque 
sorte que j'entreprenais. Je cherchais à discerner quelles pourraient être 
toutes les circonstances susceptibles de surgir. On verra, dans la suite, 
qu'un grand nombre étaient ignorées jusqu'à ce jour. Je n'ai pas la certi-
tude de les avoir toutes épuisées, faute de temps et aussi de connais-
sances. Avant tout, il fallait montrer, par des exemples, que les 
possibilités révélées par l'analyse étaient effectives. Les exemples que 
j'ai donnés, nullements artificiels et toujours choisis pour éclairer une 
idée, j'ai voulu aussi les étudier à fond. Celte étude n'a pas été infruc-
tueuse, comme le montreront, je i'espére, les exemples des deuxième, 
troisième et quatrième Parties de ce Mémoire. Mais elle a été longue, 

( 1 ) Mémoire couronné par l'Académie de» Sciences de Paris : Grand Prix des 

Sciences mathématiques, 1918. 
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et mon temps était court. Il reste des questions à traiter. Je les indi-
querai chaque fois que je le pourrai, sans être trop long. 

La question qui domine cette élude est la suivante : un point s étant 
donné dont lus conséquents z

t
, z

21
 ..., z

n
, ... forment un ensemble e, 

quelles sont les propriétés de Γ ensemble e , dérivé de l'ensemble e. 
L'étude locale avait abordé des cas où e' se composait d'un point ou 
d'un nombre fini de points (point limite à convergence régulière, et 
groupe circulaire limite). Plus généralement, ζ étant un point de e'. 
un point limite de points de e

1
 j'ai cherché dans quel domaine s pou-

vait varier de façon que ζ restât fonction analytique de z, sans singu-
larités essentielles. Les exemples connus montraient que ζ pouvait 
être une constante dans une région du plan des ζ et une constante diffé-
rente dans d'autres régions. Il fallait voir quels étaient les ensembles 
séparateurs, c'est-à-dire Γ ensemble de points tels que, ζ franchissant 
un tel ensemble, ζ cessât d'être fonction analytique de ζ. Il fallait 
chercher les singularités esseutiédies de ζ considéré comme fonction 
de z. C'est l'objet de la première Partie de cc Mémoire. 

M. Fatou avait montré sur des exemples ( 10 octobre igofi) que ccl. 
ensemble des singularités pouvait être parfait discontinu, ou continu 
linéaire. Dans tous les cas, il contenait tous les points z — 'zfz ) 
oùl îv(-) l>«; 

Je résolus d'étudier a priori, dans le cas général, l'ensemble E des 
points z -- 9,,(s) (p=,i

t
 2, ...,») pour lesquels | ) > 1. C'était 

un ensemble dénombrable. Les travaux de M. Montel sur les suites 
normales donnaient immédiatement des propriétés simples pour tout 
point Ρ deE. Dans tout cercle de centre P, les fonctions <?(?), 
o.j(z)

f
 ..., o

n
(z), ... \ilérées indéfinies de o(z) | prennent à partir 

d'un certain rang toutes les valeurs complexes, sauf deux au plus 
et les cas où les valeurs cxcep lionne lies sont une on deux sont définis 
nettement. La comparaison de ce résultat avec le théoréme classique 
de M. Picard sur les points singuliers essentiels me conduisait à penser 
que l'ensemble E, avec, naturellement, son dérivé E', constituait l'en-
semble des singularités que je cherchais. Je reconnus que E' contenait E 
Cl que V/ était parfait ; tout point de E' possède d'ailleurs la propriété 
que nous venons de reconnaître aux points de E, et cette propriété 
caractérise les points de E', J'étudiai la structure de YJ sans aucune 
hypothèse restrictive à priori. E' pouvait être discontinu, ou continu 
linéaire, ou continu superficiel. Je montrai facilement les deux 
premières possibilités surdesexemplcs,etpourla troisième, je montrai 
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que E' ne pouvait contenir une aire plane à deux dimensions sans 
contenir tout le plan. Par comparaison des éléments communs a la 
question présente et à celle qui vise la discontinuité propre ou impropre 
des groupes automorphes dans le plan, je fus conduitâpenser que cette 
dernière éventualité pouvait se présenter, mais jcn'ai pas réussi à la réa-
liser dans un exemple; les analogies sur lesquelles j'ai insisté prouvent, 
à tout le moins, qu'on ne pourra rejeter la possibilité pourV/de recou-
vrir tout le plan que par une démonstration rigoureuse. Je n'ai pas réussi 
à la donner, En sorte que, sur ce point, je resLe dans le doute. .1 ai 
donné des critériums qui permettent, en pratique, de reconnaître les 
cas usuels où E' n'est pas linéaire ou discontinu, et j'ai montre 
comment la structure de E' est, la même dans toutes ses parties. 
J'ai montré aussi, en particulier, sur les exemples de M. Fatou, com-
ment la connaissance de propriétés particulières de 9(3) pouvait 
être utilisée à étudier la structure E'. 

Passant ensuite au cas où E' ne contient pas tout le plan, je montrai, 
et c'est fondamental, que, dans toute région D ne contenant aucun 
point de E', la suite des ofz) est normale, et par suite tout point 
limite'Ç deconséquents de ζ est fond ion analytique de ζ dans D. 
Le résultat cherché était donc acquis. 

Tout point limite ζ de conséquents de r est fonction analytique de ζ 
tant que τ ne rencontre aucun point de l'ensemble V/. L'ensemble E' 
constitue donc bien V ensemble des singularités essentielles pour toute 
fonction limite de fonctions extraites de la suite de o,(z). Celle 
remarque rapproche du théorème de M. Picard le théorème que j'ai 
démontré sur les valeurs exceptionnelles de la suile des ο, (z) autour 
de tout pointde E\ La question posée se trouvait donc théoriquement 
résolue : si l'on considère les diverses régions que E' délimite dans le 
plan ( il n'y en a qu'une si E' est partout discontinu) et si l'on connaît 
l'allure de la suite des 9/(5) dans un e partie arbitrairement petite de 
chacune de ces régions, on connaîtra cette allure dans chacune des 
régions considérée dans tonte son étendue ; le problème revient à celui 
du prolongement analytique, toute fonction limite de fonctions ofz) 
étant analytique dans toute l'étendue de la région considérée. J'ai 
dit tout l'essentiel de la première Partie de mon Mémoire. Elle est 
d'ordre tout à fait général, comme on l'a vu. 

Mais c'est là une solution theoriquerçt l'on sait que ces solutions ne 
satisfont jamais pleinement. Poincaré disait avec beaucoup de finesse : 
« Il n'y a plus de problèmes résolus et d'autres qui ne le sont pas; il 
y a seulement des problèmes plus ou moins résolus, etc. » 

Joum. de Mulk. (V série), tome l\ . — l-'ase. I, lyiS. 7 
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Cet ensemble E' qui, théoriquement, est bien défini, à l'aide de Κ 
dont la construction point par point exige déjà la résolution d'une 
infinité dénombrablc d'équations algébriques, il fallait voir d'une façon 
nette ses propriétés géométriques. Cela n'est possible tout à fait que 
dans des cas extrêmement particuliers comme celui des fractions à 
cercle fondamental. Dans la plupart des cas, il faut se résignera moins 
de précision. J1 en est de même pour l'étude de toutes les fonctions 
limites de la suite des o,(z) dans une des régions de plan que déli-
mite K'. Je n'ai pu la faire qu'à partir de l'élude locale entamée par 
mes prédécesseurs, mais au prix d'hypothèses supplémentaires. J'ai en 
elfet appliqué, dans la deuxième Partie de ce Mémoire, les résultats 
généraux obtenus dans la première, à l'étude de la convergence 
régulière on périodique vers un point ou un, groupe circulaire limite 
| c'est-à-dire les points ζ = ?(ζ), | ο'(ζ ) | < ι ou les groupes ζ, ζ,, .... 

définis par ζ = ο
ρ
(ζ),ζ

/
 — o( ζ,·_,), | f

r
('Ç) | < ι J. Supposer 

l'existence d'un tel point ou d'un tel groupe, est une hypothèse sup-
plémentaire, car on peut facilement construire des fractions 'z(z) 
pour lesquelles toute racine de z = z(z) rend \f('·) |>'· Je n'ai 
cependant réussi, ni à construire une fraction pour laquelle 
toute racine de z = op(z) rend \f

/
,(z')\f> \, quel que soit /?, ni à 

montrer que pour toute fraction o(z) il y a nécessairemen tun nombre ρ 
et une racine de l'équation z = ?;*(-) qui rende \f

ll
 f-) [ < ι. Il est 

facile, en prenant une fraction SINGULIÈRE à cercle fondamental par 
exemple, fraction pour laquelle le point-limite unique pour tout Je 
plan, sauf E' est un point de E', de vérifier qu'on peut avoir, pour toute 
racine de z = of)(z), \fr(z)\c.i quel que soit ρ (mais, dans le cas 
cité, il y en a une pour laquelle s'(z) = τ ). 

Mais, en admettant l'existence d'un point-limite ou d'un groupe 
circulaire limite (ce qu'il est facile de reconnaître dans chaque cas 
particulier), on peut rechercher quel est le domaine de convergence 
vers ce point ou vers ce groupe, c'est-à-dire l'ensemble des points dont 
les conséquents tendent régulièrement vers le point-limite ou, pério-
diquement, vers les points du groupe circulaire limite. On montre que 
tout point limite, ou tout point d'un groupe circulaire limite est inté-
rieur à une région Ii d'un seul tenant limitée par l'ensemble E' (' ) (je 
veux dire que tous ses points frontières sont points de E') dont tout point 
intérieur a des conséquents qui tendent régulièrement vers le point-
limite ou, périodiquement, vers les points du groupe circulaire limite. 

(') Ici VJ ne peut être que continu linéaire, ou discontinu. 
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Il sera le domaine immédiat de convergence vers le point-limite; pour 
les groupes limites, l'ensemble des ρ domaines 11 relatifs aux ρ poinls 
du groupe sera le domaine immédiat de convergence vers le groupe. 

C'est un résultat capital que tout domaine immcdiatdc convergence 
vers un point ou un groupe limite contient un point critique de la. 
fonction ψ(Υ) inverse de z), point qui est conséqucntd'un point où 
"J (;) — o également contenu dans le domaine immédiat considéré. 
l)'où la limitation du nombre des points et des groupes circulaires 
limites pour une fraction quelconque. 

Mais le domaine total de convergence, vers un point ou un groupe 
limite, peut être plus étendu que le domaine immédiat; il se compose 
alors d'une infinité de régions séparées, sans connexion entre, elles, 
séparées par Vf toutes limitées par des poinls de Ε. Toutes ces 
régions sont antécédentes successives du domaine immédiat et le 
domaine total de convergence vers un point ou un groupe limite a 
pour frontière tout Γ ensemble E'. 

il est facile, en étudiant la connexion d'un domaine immédiat, de 
prouver qu'il est simplement connexe ou d'un ordre de connexion 
infini. On en déduit, entre autres conséquences, que, dès que le 
nombre des poinls limites dépasse 2 (chaque point d'un groupe circu-
laire limite comptant pour un dans ce nombre), un de ces points au 
plus aura un domaine total, d'an seul tenant, confondu avec son. 
domaine immédiat, tous les autres ayant un domaine total formé 
d'une infinité d'aires. La considération de la surface de Uicmann 
.n de i>( z) est ici fort utile. Elle permet de se rendre compte des raisons 
naturelles de toutes ces particularités. Elle explique aussi la simplicité 
des résultats fournis par M. Faton dans ses deux Notes de 190G et du 
21 mai 1917. On traite aussi des exemples simples et déjà très géné-
raux, assez variés. Puis on donne des exemples de circonstances nou-
velles : 

+3-
A. Domaine total à une infinité de pièces : i° —— pour 

lequel on étudie à fond le groupement de ces domaines et la distribu-
tion de V dans le plan; 20 Exemples tirés de la règle de Newton, 

11. Pour la connexion des domaines immédiats, exemple 
~-i ,3" 

Z, —-· A ^ 1 a f -·- lé èr ' 
.) à 

où, pour A assez grand, le domaine IE à connexion in fi n ie est. limité 
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par une infinité de continus linéaires distincts, deux à deux extérieurs. 
C. z, = ζ* — 2 qui prouve que 17 peut être un continu linéaire non 

fermé : le segment (— 2-1-2) de Taxe réel, par exemple. Il prouve 
aussi qu'un point critique de '\>(z) ainsi qu'un point où f(z) = o 
peuvent être des points de E'. 

Dans la troisième Partie, qui utilise les résultats de la deuxième, je 
me suis plus spécialement attaché à éclaircir la nature de 17, lorsqu'on 
reconnaît qne c'est un continu linéaire. M. Eatou, en 1906, s'aidant 
de considérations sur les équations fonctionnelles, donnait l'exemple 

^ , -2 

z
t
 = " ■ où E' n'était pas analytique; encore fallait-il en avoir une 

raison plus géométrique, indépendante des équations fonctionnelles, 
et voir pourquoi 17 n'était pas analytique. 

Je donne des exemples très généraux où, à l'aide d'hypothèses sur 
φ(-) qui. sont des inégalités, je réussis à montrer directement que 17 
est une courbe continue de Jordan fermée et simple. Il en est ainsi 

pour l'exemple -, = en particulier. Sur celle courbe de Jordan, 

les points de K, partout denses, sont, en général, des points où ta 
courbe té a même pas de tangente. [Il suffit qu'en ce point ; zp(z), 
o',,{z) ne soit pas réel, pour qu'on puisse affirmer l'absence de tangente; 
c'est bien là le cas général. | 

Pour d'autres exemples, ζ, = —" ^ en particulier, je montre 
que 17 est une courbe Γ continue, fermée, représcntable par 

Λ·0. — σ ( 0» 

f et g étant continus dans a^l^b, mais ayant de,s points doubles par-
tout denses sur elle-même, formée par la réunion d'une infinité de 
courbes Ζ (1 ) dont chacune est une courbe de Jordan simple, fermée, 
tout point d'une courbe Ζ étant point limite de courbes 3 qui sont 
extérieures à celle que l'on considère, et dont les dimensions tendent 
vers zéro. Je donne d'ailleurs (2e Partie) un schéma qui permet de se 
représenter une telle courbe T\ 

Enfin dans la quatrième Partie, j'ai étudié complètement les con-
vergences singulières vers un point-limite singulier 

: = ?C). ?'(0 = Λ 

(') lîl par les points limites de ces courbes Z, 



SUll j/lTKNATION DES FOXCTIOXS It VNONXEl.T. ES. 53 

ou vers un groupe singulier issu de 

c=?,(o. 

0 étant réel et commensurable à 2-. 

Un tel point's est toujours de E' mais est limite des conséquents 
des points d'un domaine H, contigu à ζ, limité par Ε'. H s'appelle 
domaine immédiat do comergence vers ζ (même chose pour un 
groupe limite singulier). J'étends la notion de domaine total, et je 
donne des exemples où ce domaine total compte une infinité d'aires, 
E' étant courbe continue à points doubles partout denses sur elle-

même (ϋ, = τ 4-s:J) comme dans l'exemple ■= ~~ " J*" ■ Le 

domaine immédiat contient toujours, ici encore, un point critique 
de ψ (ζ). 

J'ai été moins heureux dans l'étude des points 

Î = o'(S) = e"> 

lorsque 0 est incommensurable à 2π, et je n'ai pu que réduire les pos-
sibilités à deux qui, pour un exemple donné, s'excluent mutuellement. 

ι" Ou bien ζ n'est pas de E'; alors c'est un centre, il est intérieur 
à une région E ( ') du plan, limitée par E', sillonnée de courbes ana-
lytiques qui entourent ζ, conservées par = $(:?) et sur chacune 
desquelles les conséquents d'un point de celte courbe sont partout 
denses. Alors aussi l'équalion de Schrœder 

ι •i:?(3)] = e/01;(=) 

a une solution liolomorphc dans tout R. ζ n'est point limite pour les 
conséquents d'aucun point du plan. 

2° Ou bien ζ est de E', et l'on peut le reconnaître à ce que c'est un 
point limite pour les conséquents d'un point critique de la branche 
de ψ(-) qui égale ζ au point ζ. 

Je n'ai pu former d'exemple de fonction rationnelle z>(s) ni pour i°, 
ni pour 2". Je reste donc ici encore dans le doute. Si la première pos-
sibilité pouvait se trouver vérifiée, on aurait un exemple où la suite 
des φ,(-) admet dans R une fonction limite non constante; par 

(') H, ni aucune des légions antécédentes de R, ne doivent alors contenir de 
point critique de 'j'(-)· 
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exemple, ζ serait limite de fonctions ···? d'indices 
convenablement choisis, de façon que r"''1', ... tendent vers J. 

DansR on aurait lin développement de ζ en série de fractions ration-
nelles qui convergerait uniformément dans toute aire intérieure à II. 
(le sont là des résultats connus de la théorie des fondions, mais inté-
ressants à retrouver ici. 

Il reste, on l'a déjà vu, bien des questions à traiter, .l'aurais pu 
aussi appliquer les résultats obtenus ici aux équations fonctionnelles 
bien connues depuis les travaux de M. Kocnigs et de ses successeurs. 
Cela sortait de l'objet propre de ce Mémoire qui est l'étude de l'ilé-
ralion elle-même : peut-être reviendrai-je ultérieurement sur les 
questions ainsi laissées en suspens. 

Préliminaires. 

J'aurai besoin, dans le Mémoire qu'on va lire, de certains résultats 
de la théorie des fonctions qui ne sont pas tous classiques cl dont la 
plupart sont, à l'heure actuelle, disséminés dans diverses revues ou 
publications mathématiques, .le vais donc, dans ces préliminaires, 
rappeler ces résultats en renvoyant le plus souvent aux Ouvrages ori-
ginaux pour leur démonstration. J'ajouterai aussi quelquefois et plus 
particulièrement aux paragraphes 4 et f> qui traitent de diverses 
questions de représentation conforme, certaines modifications ou 
additions aux résultats connus jusqu'ici qui me seront nlilcs dans la 
suite. J'ai pensé qu'ainsi se trouverait allégée l'exposition du 
Mémoire, et plus facile à suivre le développement propre de la ques-
tion qu'il traite : itération de,s fractions rationnelles. 

1. Rappel de, résultais connus sur V itération en général (Voir 
KOKXIC.S, Annales de. l'Ecole Norm a le s u péri eu ι <>, τ 8 (S \, Supplément 
n° 2 et nos 21, 25). — i" Si 'z(z) est une fonction analytique de ~ dans 
une région R du plan qui contient une racine ζ de l'équation 

pour laquelle | ç/( ζ) | < ι, on peut entourer ζ d'un cercle Q de centre ζ 
de rayon assez petit c tel que, si | ν — ζ | < ρ, on ait aussi 

ι ?< 3) — - ; < Il ο, 

Jl étant un certain nombre positif compris entre ο et T. 
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ζ est dit point-limite à convergence régulière, car les conséquents 3,· 
d'un point 3 quelconque intérieur à C 

1. z r— ? ' ; ) ι · · · ι -Î — 9 ( 1 ) 1 · ' · ] 

tendent vers ζ et vers ζ seulement. 
ί" Supposons que dans la région Il où'9(3) est analytique, on trouve 

un système de u points distincts ζ, ζ,, ζ3, ..., qui soit un groupe 
circulaire Untile, c'est-à-dire tel que 

- I V ( Τ ) ! "5 2 - - 9 ' ~l )— 9- ( " ) I ■ f ~lt ~1 — 9 ( 2) — ?« I ( -s )) 

( = Z ( Ln 1)«)-?·(0 avec jo'^.o'C,), o'| . (·). 

Les //, points sont permutés circulairemcnt par (3,9(3)!. On 
démontre que tout point 'C,· du groupe est le centre d'un cercle C, à 
l'intérieur duauel 

On (s) z1" < II,< I, 
i I, étant entre ο et ι. 

On peut aussi entourer chacun des ζ, d'un cercle C, assez petit, 
intérieur à C,, tel que si r est intérieur à G-, ses conséquents 3,, 

-a» ···? -«-i soient respectivement à l'intérieur de C
/+1

, C
/+2
, G,. , 

pris dans l'ordre circulaire à partir de C/+). Si alors on part d'un 
point ; intérieur à C·, on revient avec z

n
 dans C) et à une distance 

de ζ,· inférieure à celle de ; à ζ, [ | z
u
 — ζ,.| < H, | 3 - ζ,·|] ; puis les points 

zn + 1, zn~//+o, ... tomberont comme 3,, 3
2
., ... dans les cercles C

/+M 

C
/+2

, ... mais plus près de ζ,
Μ

, £
<H

.
2

, ... que r,, z.2: .... Les points 3, 
3

rt
, z.,

H
 ... auront ζ, et ζ, seul pour limite; les points 3,, 3

/l+1
, 3.,„

Η
, ... 

auront ζ,-., pour limite, etc. 
La suite 3, z

n 32, ... convergera donc périodiquement vers chacun 
des points du groupe circulaire limite. 

2. Les fa//tille s normales de fondions analytiques. — Celte 
notion a été introduite par M. Montel, dans différents Mémoires parmi 

(') On pose d'habitude 

VLVvOl — rn\z)i 9d.9( — ?l?2(s).l — 'iAz)·. ··■) 
et l'un u 

?«(«) = ? («) X ?'(5i) ...X p' (zn -1) 

go, ..., zn-1étant les conséquents d'ordre 1,2, ...,(// —1) de s. 
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lesquels je citerai sa thèse, et deux Mémoires parus dans les Annales 
de l'Ecole Normale supérieure, en 1912 et 1916. Elle s'est montrée 
féconde dans plusieurs questions de théorie des fonctions traitées par 
divers auteurs et par M. Montel lui-même dans les Mémoires précé-
dents. On verra dans la première Partie de ce Mémoire que celle 
notion m'a été très utile. 

M. Montel dit qu'une famille de fonctions analytiques est normale 
dans un domaine D, si, de toute suite infinie de fonctions de cette 
famille, on peut extraire une suite nouvelle convergeant uniformément 
à l'intérieur de D. 

Il démontre (§ 2 à 6 du Mémoire de 1916) qu'une famille (E) de 
fonctions/(r) bornées en ce point, possède, si elle est normale, les 
propriétés suivantes : 

i° Les fonctions sont bornées dans l'intérieur de I). 
2° Les fonctions sont également continues dans l'intérieur de 1). 
3° Les fonctions f(z) — a ont, pour chaque valeur de a, un nombre 

fini de zéros à l'intérieur de 1), si a n'est pas une fonction limite. 

Les fonctions bornées dans leur ensemble dans l'intérieur d'un 
domaine D forment une famille normale. Une famille de fonctions 
holomorphes dans le cercle de rayon 1, à l'intérieur duquel elles ne 
prennent ni la valeur ο ni la valeur 1, est une famille normale [§

 10l· 
Les valeurs exceptionnelles ο et 1 peuvent être remplacées par deux 
autres valeurs finies distinctes quelconques. 

Dans le Chapitre IV de son Mémoire de 1916, M. Montel envisage 
les familles normales de fonctions méromorphes, qui sont pour nous 
les plus intéressantes. Une famille (F) de fonctions f(z ) méromorphes 
dans un domaine D est dite normale, si, de toute suite infinie formée 
avec les fonctions de la famille, on peut extraire une suite nouvelle 
convergeant uniformément, dans le domaine ouvert D, vers une 
fonction limite. Cette fonction limite est une fonction méromorphe 
qui peut, dans certains cas, être une constante finie ou infinie (§27 
et 28 du Mémoire cité, où la convergence uniforme est bien définie). 
Au paragraphe 51 on trouve le théorème fondamental : Les f onc-
tions f(z) méromorphes dans le domaine D où elles ne prennent 
jamais les valeurs distinctes a, b, c, forment une famille normale. 

Aux paragraphes 53 et 54 on voit que, si les fonctions méro-
morphes d'une famille normale sont bornées en un point Ρ du 
domaine D, il existe un cercle (c) de centre Ρ tel qu'aucune des 
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fonctions de la famille n'ait de pôle à l'intérieur de (c). D'autre part, 
si D' est un domaine complètement intérieur à D et contenant P, le 
nombre des pôles de chaque fonction contenus dans D' est inférieur 
à un nombre fixe. 

Je rappelle enfin qu'au Chapitre 111 du Mémoire de 1912, on trouve 
quelques intéressantes propositions sur la convergence des séries de 
fonctions holomorphes, qui sont toutes déduites du théorème fonda-
mental suivant (§ 50). 

Soit une suite infinie de fonctions 

/.(;), /
s
(0. ■■·, /«(-)> ··· 

holomorphes dans D et appartenant à une famille normale dans ce 
domaine. 

1 " Si la suite converge en une infinité de points intérieurs dans leur 
ensemble à D (' ), elle converge dans tout le domaine; 

20 Si la suite converge dans D, la convergence est uniforme dans 
l'intérieur de D. 

5. Rappel de notions sur les ensembles de points. On trouvera 
ces notions dans l'article de VEncyclopédie française des Sciences 
muthémaiû/ues sur les ensembles de points, rédigé par M. Zoretli 
(t. II, vol. 1, fasc. 2) sous la rubrique : Structure des ensembles 
fermés (g 10, 1 1, 12, 15, 14). 

On y verra ce qu'est un point intérieur à un ensemble, ce qu'est 
un ensemble bien enchaîné entre deux de ses points, ou d'un seul 
tenant entre ces points, un domaine ouvert ( domaine W ), une 
courbe de Jordan, etc. 

Un point intérieur à un ensemble est tel que tous les points d'un 
cercle dé rayon assez petit, ayant le point pour centre, appartiennent 
à l'ensemble. Les points frontières de l'ensemble ne sont pas inté-
rieurs. Un domaine ouvert ( domaine W) est un ensemble tel que : 

J° Tout point de l'ensemble est intérieur à Vensemble ; 
2° Deux points de l'ensemble peuvent toujours être joints par une 

ligne brisée dont tous les points appartiennent à l'ensemble. 

Un ensemble bien enchaîné ou d'un seul tenant entre deux de ses 

(') C'est-à-dire ayant au moins un point limite intérieur à D. 

Jauni, de Mal h. (y sc-rie ). |.ï»mf IV. — rase. i, 191S. 8 
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points est tel que, quelque soit ε positif donné, on peut trouver une 
succession de points de l'ensemble commençant et finissant par les 
deux points donnés, et tels que la distance de chacun au suivant soit 
inférieure à s. 

Une ligne de Jordan simple est le lieu des points définis par des 
équations telles que 

·*-■/( 0· 7 = Α'·(0 (ο'·/ ι), 

où l'on n'a jamais simultanément 

/(a) ,/V>), y(a)^y(h), 
sauf pour a = />. 

C'est une ligne continue sans point double. 
Kile est fermée lorsque les égalités 

f (a) = f (h) . g (a) = g(b) 

sont possibles simultanément pour a = o, h ~ i, et pour ces valeurs 
seulement. 

M. Jordan a démontré ce résultat fondamental qu'une telle ligne 
fermée C divise le plan en deux régions, une dite intérieure, l'autre 
dite extérieure à C, et l'on ne peut tracer une ligne de Jordan simple, 
unissant un point extérieur à un point intérieur qui ne rencontre la 
courbe C en un point au moins. 

i. La représentation conforme des domaines simplement con-
nexes sur Γ inférieur d" un cercle. Propositions diverses sur la repré-
sentation conforme. — On a souvent à considérer dans la théorie des 
fonctions des domaines qui se recouvrent eux-mêmes à la façon des 
surfaces de Riemann. 

Dans son Mémoire Sur L uni formisalion des fonctions analytiques 
(Acta, t. WXl), Poincaré les définit d'une façon bien précise foir§ 2, 
définition des domaines D ) de proche en proche par la méthode du 
prolongement analytique. Il définit ce qu'on appelle une ligne conti-
nue tracée dans un domaine, une ligne fermée, une aire continue dont 
tous les points font partie du domaine, et la frontière de cette aire. Le 
domaine est dit simplement connexe si toute courbe fermée tracée sur 
ce domaine est la frontière complète d'une aire continue dont tous les 
points font partie du domaine. 

Il établit dans ce Mémoire qu'on peut faire la représentation cou-
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forme de l'intérieur du domaine soit sur l'intérieur d'un cercle, soit 
sur le plan entier moins le point à l'infini, soit sur le plan complété 
par le point à l'infini ('). Dans un Mémoire du Tome LXXll des Mail·, 
yimiaUm, M. Carathéodory reprend le cas où le domaine se repré-
sente conformément sur l'intérieur d'un cercle, Si une fonction /(-) 
est holomorphe dans un cercle C et sur ce cercle, le point r, =/(3) 

décrit, lorsque le point * décrit l'intérieur de C, l'intérieur d'un 
domaine D simplement connexe limité par un seul contour analytique, 
et D est de l'espèce indiquée plus haut: il peut se recouvrir lui-même, 
et il se recouvre lui-même en général. La fonction -, =/'(r) établit 
une correspondance conforme entre l'intérieur de Cet l'intérieur du 
domaine D. En particulier, si le domaine D est un domaine borné ne 
se recouvrant pas, et défini comme la limite pour / = ao d'une suite 
de domaines ne se recouvrant pas, limités chacun par une 
courbe analytique fermée C„ tels que D, contient D,·.., à son intérieur, 
siest la fonction qui fait correspondre conformémentl'intérieur 
du cercle | ; |< 1 à l'intérieur du domaine D, |avec la condition que 
/, (ο) = /

2 (ο) = ... et que/· (0) est réel|, la suite des/)(s) converge 
uniformément vers une fonction limite/(^)dans l'intérieur de | ; |< 1; 
/(r)cst analytique dans |;|<ict représente conformément l'inté-
rieur | r | < ι sur l'intérieur de D. 

On peut admettre des domaines D contenant le point à l'infini, eu 
admettant pour/(s) des pôles à l'intérieurdu cercle de représentation, 
cela nous arrivera souventdans la suite,/(3) étant fraction rationnelle. 
On passera alors, si l'on veut, à la sphère de lliemann pour supporter 
la variable ; et les divers domaines : c'est là une conception familière 
aux géomètres. 

Dans deux remarquables Mémoires du Tome LXXlll des Mailt. 
Annaleu, M. Carathéodory représente uniformément l'intérieur d'un 
domaine borné G simplement connexe, ne se recouvrant pas lui-même 
sur l'intérieur du cercle |s|<i et il étudie la correspondance entre 
les points frontières de | - | = 1 elles points frontière du domaine G. 
Cette étude a été reprise plus simplement par M. Lindelôf (2). 

(1 ) Si le domaine a au moins deux points frontières distincts, c'est sur un cercle 
<|ue se fait la représentation. 

(2 ) Lindelof, Sur un principe général de l'Analyse et ses applications à la 
théorie de la représentation conforme, llelsiniifors, 191.'>. 
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La frontière de G est un continu linéaire c'est-à-dire un 
ensemble bien enchaîné entre deux quelconques de ses points, lin 
point Ρ de la frontière de G est dit accessible par l'intérieur de G si 
l'on peut trouver une ligne de Jordan simple, dont tous les points, 
sauf P, soient intérieurs à G, joignant ce point Ρ à un point intérieur 
à G; cette ligne peut se composer d'un nombre fini de segments de 
droites ou d'une inimité de segments ayant Ρ pour seul point limite. 
Les points accessibles de la frontière sont partout denses sur celle 
frontière. 

Un point accessible Ρ de la frontière est dit simple sur cette fron-
tière lorsque, quelle que soit la ligne de Jordan simple fermée L issue 
de P, dont tous les points sont intérieurs au domaine G (sauf P), la 
région intérieure à L ne renferme que des points intérieurs à G, et 
jamais de point frontière de G. Cette définition, moins générale que 
celle de M. Carathéodory (§ 44 du Tome LXXIlI),est ce que devient 
cette dernière lorsqu'on l'applique aux points accessibles (voir par 
exemple LiNiuaoL·, § 14 du Mémoire cité, Helsingfors, 1915). 

Une frontière dont tous les points sont accessibles et simples est 
une courbe de Jordan simple fermée (voir Gaiiatîiéodoky, $ 48 du 
Tome LXXII1, ou Liîsdklôi·, g 1 1, 12, 13, 14 du Mémoire de 1910, 
d'oii cela résulte immédiatement). 

M. Carathéodory a établi que l'on peut faire la représentation 
conforme de l'intérieur d'une courbe de Jordan simple fermée sur 
l'intérieur du cercle \ z\ <[ 1, et la correspondance ainsi établie entre 
les points de l'intérieur des deux courbes s'étènd aux points frontières; 
il y a correspondance biunivoque et continue entre les points de la 
courbe de Jordan et ceux du cercle |-| = 1 ; si un point intérieur au 
cercle \z\ <1 tend continuement vers un point de ce cercle (| s| = 1), 
son image tendra continuement vers un point déterminé de la courbe 
de Jordan et réciproquement. 

On a fait beaucoup de travaux sur les courbes de Jordan fermées. 
On sait qu'une telle courbe partage le plan en deux régions et que 
tout point de cette courbe est accessible par la région intérieure 
comme par la région extérieure. La réciproque a été établie. Tout 
continu linéaire divisant le plan en deux domaines sans point commun 

(') Voir par exemple SCHÛNFUES, Die Le lire von den Punklmannigbaltig-
Lcitcn, Partie, p. uà. 
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intérieur dont il est la frontière commune, et tel que tout point de ce 
continu soit accessible par l'intérieur de chacun des deux domaines, 
est une courbe de Jordan simple fermée (voir SCIIŒNFLIKS, loc. est., 
$ I l et 12 du Chapitre V). 

<>. ()uniques lemmas de la théorie des fonctions. — Soit une aire 
simple D du plan analytique limitée par une courbe simple C (un 
cercle,par exemple) et supposons qu'une fonction/( r) soit analytique 
dans D et sur C. Lorsque : décrit l'aire D, le points, = f(z) décrit une 
aire I), simplement connexe limitée par une courbe analytique fer-
mée C, transformée de C. Kn général D, se recouvrira elle-même à la 
manière déjà indiquée précédemment d'une surface de Riemann | cela 
arrivera si /(-) prend la même valeur en deux points distincts de 
l'aire I) |. ÎNous imaginons les feuillets de l'aire D, étalés sur le même 
plan, f/ue D, et nous nous préoccupons surtout des cas oil Vawe D 
est tout entière intérieure à Γaire D,, c'est-à-dire où l'on peut 
trouver un feuillet de 1), ( ') sur lequel tous les points de D et de son 
contour soient des points intérieurs à D, ; il n'y a aucune équivoque 
possible là-dessus (et si même on avait pris pour D une aire se 
recouvrant elle-même, il serait encore possible de reconnaître si I) est 
intérieur à I), en procédant, comme Poincaréle fait dans son Mémoire 
cité plus haut, par prolongement analytique à l'aide dy éléments). 

Voici des exemples : 
Dans les figures i, 2, 3, 1) est intérieur à D,; dans la ligure 

1) n'est pas intérieur à D,. 
Dans la figure 5, D et D, sont des aires se recouvrant elles-mêmes 

et D est tout entière intérieure à D,. 
11 pourrait arriver que, dans D, la fonction f(z) ait un pôle, alors 

l'aire D, serait une aire contenant le point à l'infini comme point 
intérieur, il n'y a rien là non plus d'essentiellement délicat. Mais, bien 
entendu, /(-) n'a pas dans D ni sur C de point singulier essentiel. La 
relation s, =/(s) établit donc une correspondance biunivoque et ana-
lytique entre les points intérieurs à D et les points intérieurs à D, 
(D,, c'est essentiel, étant regardée comme ayant plusieurs feuillets, 
et deux points de même affixes, situés sur des feuillets différents étant 

(') Le feuillet considéré D, n'aura donc pas de point de ramification à l'in-
térieur de D quand on suppose que D est une aire simple, à un seul feuillet, du 
plan analytique. 
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regardés comme deux points distincts de D,) ainsi qu'enLre les points 
de C et de C,. 

Il nous est loisible maintenant de faire une représentation conforme 
de l'intérieur de D, (*), sur l'intérieur du cercle |Ζ|ί ι de façon que 
les points de C, correspondent biunivoquement et analytiquement aux 

H g· i· Fig. ι is 3. 

IiS '.· l-ig. ·». 

points de |Z| = i. Alors D va être représenté conformément sur une 
aire cq simplement connexe à un feuillet, limitée par une courbe ana-
lytique s fermée sans point double, toute intérieure au cercle | Ζ | — ι 
que j'appelle cercle j'appelle aussi m, l'aire intérieure au cercle 
mit· 

Nous dirons qu'un point Ζ intérieur à fo, qui correspond a un point ; 
intérieur à D, dans la représentation conforme de D, sur <Λ), est son 
image. 

Si nous considérons alors deux points; et;, respectivement in té-

(') Si D, contenait le point à l'infini, il n'y aurait qu'à envisager l'aire corres-
pondant à D, sur la sphère de Rie matin pour bien se rendre compte de ce 
qu'est la représentation conforme du point à l'infini et de son voisinage sur le 
voisinage d'un point intérieur à Φ,. 
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rieurs à J) et D, et qui se correspondent biunivoquement et analyti-
(juementpar la relation s, =/(5), leurs images ZetZ, seront deux 
points respectivement intérieurs à m et m, qui se correspondront aussi 
biunivoquement et analytiquement par une relation Ζ, = F (Z), qu'on 

l'is. Ii. 

pourra appeler relation transformer de la. relation, s, = f (z·) par 
la représentation conforme auxiliaire. F(Z) sera analytique et uni-
forme dans (0 et sur ε, et sa fonction inverse sera analytique et uni-
forme dans .o, et sur ε,. A tout point Ζ intérieur à correspond un 
point Z, et un seul intérieur à ω, et réciproquement : la correspon-
dance est analytique et s'étend aux frontières ε et ε,. 

La transformation conforme auxiliaire a pour but essentiel de 
ramener les aires I) et D, à des aires simples à un seul feuillet. Lorsque 
Z décrit le contour ε dans le sens positif, en ayant l'aire a) à sa 
gauche, Z, décrira le contour ε, également dans le sens positif en 
ayant l'aire m, à sa gauche. I )ans ces conditions, on sait que le nombre 
des racines de l'équation 

F(7,)-Z = o. 

intérieures au contour ε est égal à la variation totale de l'argument 
deF(Z) — Z lorsque Z décrit une fois le contour fermé ε dans le sens 
positif. [11 faut en effet remarquer que | F(Z) | étant ^1 dans l'aire co, 
la fonction F(Z) — Z est holomorphe dans ©, et n'y a aucun pôle. | 
il faut donc étudier la variation totale de arg(Z, — Z) quand Z décrit ε 
dans le sens positif. 

Le cercle ε, a son centre à l'origine, et Z est toujours'un point 
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intérieur au cercla Ζ, ; donc 

argZ1 - 0 < arg(Z, — Z) < ανμ/,-Ι· 0o < 0 < T) 

en définissant convenablement l'argument des nombres complexes 
précédents dans la position initiale de Z,, et en suivant ensuite ces 
arguments par continuité. L'angle 0 a une limite inférieure bien 
déterminée par ce fait que l'angle 2O de bissectrice OZ, doit contenir 
à son intérieur le contour 0, quel que soit Z, sur z

f
. Puisque la 

variation totale de argZ, est égale à 4- 2π, lorsque Ζ décrit 9 dans le 
sens positif, celle de arg(Z, — Z) sera aussi égale à -t- 27: dans les 
mêmes conditions. 

Donc F(Z) — Ζ = ο a une racine et une seule à L'inférieur de <0. 

En soumettant le plan des Z à une substitution linéaire qui conserve 
le cercle Z

{
, 011 peut supposer que cette racine a été amenée à l'origine, 

c'est-à-dire E(o) = o. 
Alors la fonction Z, =E(Z) est telle que Ζ = Φ(Ζ,), inverse de 

F(Z), est une fonction holomorphe dans le cercle 0,, |Z, [<1 et sur ce 
cercle: et l'on a 

Φ(ο) ~ o. 

|Φ(Ζ,)|<ι quel que soit | Z, |.r. 

puisque Ζ = Φ(Ζ,) est toujours dans ω ou sur 0 quand Z, est dansco,. 
ou sur 0,. Si l'on développe Φ(Ζ,) autour de l'origine, on a 

Φ(Ζ
1
)^Ζ

1
φ>,-+-|ΐψ"(ο)4-... 

avec 
Φ'ίο)(o) = 1 f O Z1 dZ 

2 TT E1 

d'après la formule de Cauchy. Or, sur 0,, on a 

|Z, I ·. 1 el 1 Ψ(Ζ. ) I < 1. 
Donc 

fz O (Z1) dZ1 | < f o |dZ1| = 2tt 

Donc 
1 Φ' ( ο ) I < I, 

et par suite 
I F' ( O ) I —: Ti >

 1

 · 

en revenant à F(Z ). 
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En résumé, nous avons établi que 

F ίο)-- ο. I F'i ο) I > ι. 

Voici une deuxième démonstration de cette dernière inégalité, 
basée sur un lemme intéressant de représentation conforme. 

Le domaine co contient l'origine. Il est représenté conformément 
sur le cercle | Ζ, | ̂  ι à l'aide de la fonction 

/., — F(/). 

l'origine se correspondant à elle-mèrne. 
La fonction F(Z) nulle à l'origine est égale à ι en module sur 3. Il 

est bon de remarquer que F'foj^o, car l'origine n'est pas point de 
ramification de <o,. La fonction logdevient infinie à l'origine 

comme log^ et sur 3 sa partie réelle est nulle. Cette partie réelle 

est log jjtjyjj '
 c ost une fonction harmonique de Χ, Υ(Ζ=.-Χ+/Ύ) 

nulle sur 3, qui devient infinie en Ο comme log y^y C'est la fonction 
de Green du contour 3 relativement à l'origine. 

Si l'on développe FYZ) autour de l'origine, on a 

!■(/.) = Ζ Γ'ί«)-H , 

|Ι·(/.)|-Γ.|/.|||·'(Ο) + ΑΡ(Ο,+... 

et 

Ιθ" |F(Z)| - 'oiî | Ζ I + log | Ζ 1 11 I F'(o) -+- ~^\:"(θ) r . . . 

= l°g-jT7
 + ι

 Γ

;
ο)

 | fonction harmonique nulle à l'origine. 

Donc log j p|
0

^| est le terme constanldu développement de la fonction 
de Green autour de l'origine. 

Le contour 9 étant intérieur au cercle 3, (|Z,| = i), on sait, d'après un 
lemme (' ) de M. K.œbe (Malh. ÂJinalen, t. LXVII, p. 208) que le 

(') Ce lernme suppose que le contour 3 ne déborde pas S,, mais il est vrai 
encore quand 3 a des parties communes avec 3,. 

Joum. de Math. (7· série), lome IV. — Fasc. I.HJIS. q 
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lerrne constant de la fonction de Green est < Γ, Γ étant négatif, 
donc |F'(o)| >i. 

Revenons maintenant aux domaines D et D, qui se correspondent 
biunivoquement et analytiquement à l'aide de la relation z

t =/(-)■ 
Ce point Ζ = ο de cD qui coïncide avec son correspondant 
Z, = F(o) = o, est l'image d'un certain point ω de D qui coïncide 
avec son correspondant ω, de I),. Cela veut dire que, si ζ est l'affixe 
de ce point ω, on a z, = f(z) — z, et en plus que le point ω, de D, 
ainsi correspondant au point ω de T) est sur le même feuillet que D. 
Autrement dit, la correspondance biunivoque et analytique établie 
par z

f
=f(z) entre les points extérieurs à D et les points extérieurs 

à D
4 possède un point double ω et un seulement. 

Je répète que cela ne veut pas dire que l'équation f(z) — z n'ait 
quune racine dans D, car il pourrait très bien arriver qu'un point ^ 
de D ait pour correspondant dans D, un point ayant un affixe 
z

t ■= f(z) égal à ζ, mais situé sur un autre feuillet de D, que celui 
sur lequel on a supposé que D était tracé. Cela arriverait par exemple 
si l'on pouvait trouver plusieurs feuillets distincts de D, recouvrant 
chacun complètement l'aire D, c'est-à-dire si, sur plusieurs feuillets 
distincts de D,, le cylindre projetant la courbe C qui limite D décou-
pait des aires d'un seul tenant simplement connexes projetées sur D 
complètement intérieures à D, (voir la figure 7). 

il est donc établi que l'équation f(z)— ζ = ο a une racine ζ au 
moins dans D. Si de plus on remarque que 

dzs dzx d'/j\ d'L , 
~7h dL

x
 IE ds ^ h 

Z, étant l'image de z, et Z celle de z, on voit que, au point Z = o, 
image de 5 = ζ = /(ζ), on a 

ds j dz 
ΊΠ%~Τ/' 

cl" d" 
(') Il ne peut pas y avoir de difficulté pour les dérivées et puisque 

le feuillet de D,, qui contient D, n'a pas de point de ramification intérieur à D. 
Une telle difficulté ne serait d'ailleurs pas très gênante, seulement il faudrait 
alors substituer à l'aire simple D une aire simplement connexe formée de plu-
sieurs feuillets identiques à D, superposés, et ramifiés entre eux afin que 
l'ensemble de ces feuillets fît bien une aire simplement connexe intérieure à D,. 
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puisque Ζ = Ζ, — ο, et par suite 

( ds )r \ drL ); 

ί'ίμ. 7-
et comme 

m .=-■(·)· 
on a 

srl/,(ï)l>'· 

Donc l'équation f (ζ) — ζ — ο a une racine ζ au moins dans D et 
l'on a en 'C 

1/(01 >«· 

Ce lemme nous sera fort utile dans la suite. 

Lent me de Scltwarz. — Il se trouve dans les Œuvre* de Schwarz 
t. il, p. 109 : 

« Si /(-) est holomorphe pour |r|<i et si, dans tout ce 
domaine on a 

1/(5)1 I, avec /(o)--o, 

on a pour tout point ζ, ο < | s | < ι, l'inégalité 

l/(~)|< l-l· 

sauf dans le cas où f(z) est une fonction linéaire ze''\ auquel cas 

/ (3 ) — 151 · » 

En effet ('), par hypothèse, la fonction o(z) = ·~^· est régulière 

(',) Voir CARATHÉODORY, Math. Annale η, I. LXX11. § V. 
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pour | j| < i; quel que soit ρ positif et < i, le module de o(z) dans le 
domaine |-|=·ρ atteint son maximum pour |î| = p. On a donc, 
pour|ï|<p, 

f (s) i| < 1 
Ζ ~ o 

puisque sur | z \ == ρ, |/(-)|^i. Donc, pour | z\ 'Jp, 

!/(-)!/ -ψ"' 

Ceci a lieu quel que soit ρ positif < i. On a donc en tout point inté-
rieur \s I < i, 

Ι.ΛΟΚ-Μ 

Si 9(3) n'est pas constante, on ne peut avoir en un point inté-
rieur |/(-)| = js|, car il y aurait des points intérieurs où 1/(5)| 
serait >|~|, ce qui contredit l'inégalité précédente. L'égalité 
|/(5)| = | ;| en un point intérieur n'est possible que si |o(r)| = i, 
9(5) étant constant, c'est-à-dire si f(z) = ze'{\ et alors elle a bien lieu 
en tout point intérieur au cercle M<»· 

On peut en outre conclure qu'à l'origine on a |/'(o)| < i,sauf dans 
le cas banal où f(z) = ze^. 

C'est évident si /'(o) = o. On peut donc se borner au cas où 
/'(ο)φ o; alors si l'on envisage un cercle C assez pelil, de centre O, 
limitant une aire D, z, = f(z) décrira, lorsque 5 décrira D, une aire 
simple D,,à un seul feuillet, limitée par une courbe analytique 
fermée C,, et contenant l'origine. Et comme |/(-)|<|-|, l'aireD, 
sera Îoule intérieure à Vaire D. Le lemme que nous avons précé-
demment démontré permet donc de conclure qu'à l'origine on a 

f' (o) | < 1 

Il est clair que si l'on part d'un point quelconque 5, intérieur au 
cercle fondamental |3|<i, les conséquents successifs 3, =/(5), 

3
a
=/(5,), ... de 3 auront O et Oseul pour point-limite [|3,.| < 13,. Jj, 

hors le cas banal où /(5)= ze'd. Ce cas banal est d'ailleurs le seul 
cas où la fonction f(z) établit une correspondance biunivoqueet ana-
lytique entre les points intérieurs au cercle, l'origine étant conservée 
par la correspondance; ceci est bien connu depuis Poincaré. Dans 
tous les autres cas, lorsque 3 décrit l'intérieur φ du cercle \'z | < 1, 
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z
t ==f(z) décrit l'intérieur d'une surface de Niemann φ, simplement 

connexe, contenant l'origine, et dont tous les points intérieurs sont 
intérieurs au cercle | - | < 1. La frontière de (B, peut coïncider en tout 
ou partie avec la frontière de Φ. 

Bornons-nous maintenant au cas où la frontière de Φ, serait inté-
rieure à (0, c'est-à-dire où l'on aurait pour |:| = 1, |/(:)|<i, en 
supposant, si l'on veut, f(z) analytique même sur | s | -- 1. Alors il 
est clair que la variation de l'argument de s, — : = f (z') — lorsque 
3 décrit le cercle a(\ζ | = 1), sera égale à 2τ. ; et f(z) — z aura une 
racine, et une seule, dans 0, qui est zéro. Ceci suggère la généralisa-
tion suivante, utile dans bien des questions d'itération, quand on 
envisage le problème général et non plus seulement le problème 
local. 

Imaginons que - décrivant une aire simple Δ, limitée par une 
courbe analytique Γ, le point:, =/(:),/(:) étant analytique dans Δ 
et sur 3, décrive une surface de Kiemann simplement connexe Δ, dont 
tous les points, y compris la frontière Γ, qui est une courbe analytique 
fermée, soient intérieurs à l'aire Δ. Alors la représentation conforme 
de Δ sur l'aire Φ du cercle | ^ |< 1, montre : 

ιυ Que l'équation : — f (z) a une racine et une seule ζ à l'inté-
rieur de Δ ; 

2° Que l'on a |/'(ζ) | < 1; 
3° Que les conséquents successifs z

2
, ..., z„, ..., d'un point 

quelconque : pris dans Δ ou sur Γ, tendent régulièrement vers ζ. 

Kig. χ. 

Voici des extensions du lemme de Schwarz sur lesquelles il n'est 
pas nécessaire d'entrer dans beaucoup de détails de démonstration. 

Le lemme de Schwarz affirme que, hors le cas banal f( z) — zc'°, 
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si z décrit l'intérieur du cercle | ζ |^p < ι, z, = f (z) décrit une sur-
face de iiiemann ίοul·'. intérieure, à ce cercle : |/(~)| < ?. 

Si l'on suppose maintenant que pour | - | < ι on a encore |/(z) | ί ι, 
mais que le point ζ invariant/(ζ) = ζ n'est plus l'origine, mais un 
autre point intérieur cercle \ 'C\ < i, on verra bien facilement que, 
si ζ' désigne le point symétrique de ζ par rapport au cercle | ζ | = i, on 
aura dans le cercle 

- — y 

~—77 9 < .V. Ν · 

„ Y 
p

0
 étant la valeur constante "

m

_ pour | s | = 1, p„ = | ζ | : 

f( = )-ï ^ s-? 
/(v)-r ^ 5 — r ' 

quel que soit ρ < p„, sauf dans le cas ou 

m=i- ,^ΐζζΐ, 
/υ)-;' J—; 

c'est-à-dire le cas 011/(r )est hotnographique, auquel cas on a toujours 

/(3)-? ^ -- ; 1 
f(3) — ï " - — ΪΊ 

Cela veut dire que, lorsque ^ décrit l'intérieur d'un cercle C quel-
conque du faisceau défini par les deux points-cercles ζ et ζ7 (points 
limites ou points de l'oncelct), cercle C intérieur à |s| < 1, le point 
z

t
 = f(z) reste à Γ intérieur de ce cercle C sans jamais venir sur ce 

cercle, et décrit une surface de ftieinann simplement connexe conte-
nante, loule intérieure àC [hors le cas où /'(-) est linéaire|. S'alï'ran-
chissantde l'hypothèse qu'il existe un point ζ invariant dans | = IO, 
hypothèse qui peut très bien n'être pas vérifiée | voir plus loin les 
fractions o(z) à cercle fondamental \z\ = i pour lesquelles o(z) = z 
a toutes ses racines sur ce cercle], on envisagera un point quelconque ζ 
et son symétrique V' par rapport au cercle | ζ | = 1. Alors il est clair 
que, si ζ, = /(ζ) est la valeur correspondante à ζ et ζ', le symétrique 
de ζ, par rapport au cercle j ζ | = 1 (1 ), la fonction 

.i(3)
-/c>-;;. _j_. 

( ') On suppose bien entendu (\ue ζί n'est pas sur le cercle | ~ | = 1. 
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est une fonction de la variable u— yy-j- ~_ζ>* 4
l
"
 est nu

'l
e pour 

u = ο (ζ = ζ) et qui, pour | u | < 1, est toujours <i. On a donc, dans 
le cercle, 

7^4|=?<ΐζΐ' 

qui est un cercle quelconque du faisceau (ζ, ζ ) intérieur à | ζ \ <£ 1 

Ï(3) — Kl . Kl 5-C 
/(;)- ^ ζ s — r ' 

sauf le cas où f(z) serait bornograpbiqueet conserverait l'intérieur du 
cercle |Î|<I, auquel cas le signe < est à remplacer par le signe =. 

Ce fait s'énonce plus simplement si l'on transforme, par une substi-
tution linéaire convenable, l'intérieur de |Ξ|<Ι en l'intérieur du 
demi-plan analytique supérieur [-"*(3) = partie imaginaire de3>o|. 
On voit alors immédiatement que, si 3, —/(z) transforme tout 
point 5 de ce demi-plan [«t(s)>o| en un point 3, du demi-plan 
[3(3,)>o], si ζ est un point quelconque du demi-plan [5(ζ)>ο] 
et ζ, = f('£) pour lequel -"*((,) > o, en désignant par ζ'et ζ', les valeurs 
conjuguées de ζ et ζ, il est visible qu'on aura 

f( = )-Ki . 
/(o-r, ;-κ' 

tant que 
3-< - ^ -.c< ' 

quel que soit ρ > ι, sauf dans le cas où f( :■) est une fonction linéaire 

du type aJ_ ̂  ^ conservant le demi-plan supérieur 

Pour une telle fonction homographique, on aurait toujours 

/(*)-gl | '
z — ζ 

/(ζ)-ζ\\~ Ζ-ζ' 
et, d'ailleurs, 

Α = )-Κι _~-K -h 
/(;)-r; - .--r 

Remarque. — Si l'on avait affaire à une fonction/(3) qui conserve 
à la fois l'intérieur et l'extérieur du cercle C \ z | = 1, c'est-à-dire telle 
qu'à tout point 3 intérieur corresponde z

t
 = /(3) intérieur, à 3'symé-
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Irique de z par rapport à C et extérieur corresponde un point z\ symé-
trique de z

t par rapport à C, et à tout point du cercle un point du 
cercle [exemple : les fractions à cercle fondamental de M. Fatou 
(Comptes rendus, 21 mai 1917)! et si l'origine et l'infini étaient points 
doubles de la transformation z

i
=f(z)

1
 on aurait, hors le cas banal 

où z,— Ze'Ç"\ 
l/(5)l<|s| (pour lout point intérieur) 

et, évidemment, 
\f( z) | > | z | ( pour tout point extérieur), 

le cercle C étant évidemment axe de symétrie pour la transfor-
mation. 

Extension nouvelle du Icmmc de Sc/nvarz. — On a analysé précé-
demment comment se comportait dans le cercle \ z |; 1 la transforma-
tion —f(z) lorsque cette transformation transforme en lui-même 
l'intérieur du cercle en laissant invariant un point intérieur. 

il peut arriver, comme je l'ai dit plus haut, que la transformation 
ne laisse invariants que des points situés sur la circonférence du 
cercle | ζ | = 1. 

Je vais indiquer maintenant comment, ici encore, on peut analyser 
l'allure de la transformation dans le cercle. 

Je suppose, d'abord, que ce cercle a été transformé par une substi-

y· 

tution linéaire auxiliaire dans le demi-plan analytique supérieur 
-l(s)îo. 

Alors z, = f(z) sera supposée une fonction analytique dans le 
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demi-plan supérieur, et nous supposerons qu'elle transforme l'axe réel 
en lui-même, que tout point ζ situé au-dessus de l'axe réel se trans-
forme en un point z

{
 situé au-dessus de l'axe' réel. Nous la supposons 

donc analytique et réelle sur l'axe réel, donc elle s'étendra au demi-
plan analytique inférieur par la méthode des symétries, mais c'est là 
une question accessoire. 

Nous avons vu que, si ζ est un point du demi-plan supérieur et ζ, 
son correspondant ζ, = /(ζ), lorsque ζ décrit l'intérieur et la circon-

( » r 
ference du cercle C, ^

 1
 ( ' )»

 on a 

/(s) --g. JizzI 
/(c)-c; ^\z-v ' 

hormis le cas banal ou/( = ) est homographique (ζ' et ζ', sont conju-
gués de ζ et ζ, ). Cela veut dire que si z est intérieur à C ou sur sa cir-
conférence, s, = f(z) est intérieur au cercle C, défini par 

Si £1
 Λ f" P* -1 's 1 

Les deux cercles C et C, sont homothétiques par rapport à un point 
de l'axe réel et dans cette hornolhétie ζ et ζ, se correspondent. Le 
rapport des rayons de C el C, est égal au rapport des ordonnées 
de ζ et ζ,. 

Imaginons que ζ tende vers un point τ de Vaxe réel, le cercle C 
conservant un rayon fini II; alors ζ, tendra vers un point 7, de l'axe 
réel {-) [Τ, =/(τ)]. Il est visible que, sur l'axe réel, f'(z) est réelle 
et positive (3); donc ζ et ζ, tendant vers τ et τ, on conclut que le 
rapport 

ordonnée de ζ, 
ordonnée de ζ 

tend vers une limite bien déterminée qui est égale à /'(τ). 
Il n'est pas difficile de conclure dans ces conditions que, C tendant 

vers une position limite Γ qui est un cercle de rayon R tangent en τ à 
l'axe réel, C, tendra vers une position limite Γ, qui est un cercle de 
rayon R/'(T) tangent en τ, à l'axe réel. Et il est encore facile de voir 

(') 0 est un nombre quelconque < i. 
(') On peut toujours supposer τ et r, à distance finie. 
(') Sans être nulle. 

Journ. de Math. (-* série), tome IV. — Fasc. I, iyi*. It) 
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que lorsque ζ décrit l'intérieur de la circonférence du cercle Γ, 
zs = /(s) décrira un domaine A, qui n'aura aucun point extérieur 
à F,, mais qui a priori, pourrait très bien avoir des points sur Γ,. 
L'hypothèse contraire : celle où A, aurait des points extérieurs à Γ, 
conduirait à une contradiction; envisageant en effet un cercle 3 infi-
niment voisin de Γ et situé au-dessus de Ox, auquel correspondrait 
un cercle G, infiniment voisin de Γ,, G, devrait toujours contenir z

t 

lorsque s est dans 3; et ceci ne serait pas vrai lorsque z, serait voisin 
d'un point de A, extérieur à Γ, donc extérieur as,. 

On peut cependant affirmer que, lorsque s décrit l'intérieur de la 
circonférence du cercle F, z

t
 décrit un domaine qui n'a, en commun 

avec Γ, que le point τ,, lorsque f(z) n'est pas homographique. 
On vient de voir en effet que, lorsque ζ décrit l'intérieur de la cir-

conférence du cercle Γ de rayon R qui, évidemment, est un cercle 
quelconque tangent en τ à l'axe réel), z, décrit un domaine dont tous 
les points sont à l'intérieur ou sur la circonférence de F,, circonfé-
rence de rayon R, = R/'(T) tangent en τ, à OX. Cela veut dire que 

la partie imaginaire de la fonction est, à l'intérieur ou sur la 

circonférence de F, < à une certaine limite négative qui est 

I I 

- R1 z~kTûî' 

s (1 f(z) -z) - 1 Rf' (t) (1) 

Or lorsque s décrit l'intérieur de F, on a 

D ( 1 z-t) < - 1 R,) 

le signe < étant remplacé par = quand ζ vient sur F. 
Donc lorsque ζ décrit la circonférence F, on aura 

Λ Γ » ' ,-
J(Z) τ1 (Ζ -

(') Car, évidemment, le point -—lorsque est dans Γ, est dans le 

demi-plan 

D ( 1 z1 - t1) <= - I R1. 
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La fonction 

a Γ ! î I 
L/(5)—"1 (*—I 

est une fonction harmonique et régulière en tout point intérieur à Γ, 
et en tout point de Γ, sauf peut-être au point ζ = τ. 

Or, en ce point, on a 

Λ = )--,=/( = )-/(τ) = <--Γ)/'(τ)+ίΐ^/"(τ) + ... 

= (5— τ)/'(τ)[ι + λ(3 — τ 

Donc 
1 _ ' 1 

/ ( ~ ) ( ■? — Τ ),/' ( Τ ) I -Η λ ( ζ — χ ) . . . 

— (=—ΛΛ(Τ)
 1 --:1. 

la quantité entre parenthèses étant régulière autour de^ = τ. 
Donc 

I l'A 

/(*)—-> ~<·- —·)/'(·) TTô+
"" 

le second membre étant régulier autour de .ζ = τ. 
Donc 

"Ί./(( = --)/'(-)j 

est harmonique régulière autour de ζ = τ. 
Cette fonction, si elle n'est pas constamment == ο sur Γ, sera 

donc <oà l'intérieur de Γ puisque, sur Γ, elle est <0. 
On aura donc, en tout point intérieur à Γ, 

Λ [/<*)—-.]<Λ[(=—t)/'w]' 

Cette inégalité ne peut devenir une égalité que si 

Λ [/<*)—*i (- — 0/'(*)] 

est = ο sur tout Γ, alors ladite quantité est nulle 'dans out Γ et évi-
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demment/(s) est une fonction homographiquc : 

1 — 1 / 
A')— ~ (ΐ-:)Λ«) + '' 

k étant une constante réelle quelconque 
Donc, hormis le cas où j (z) est homo graphique, on a, en tout 

point intérieur à Γ, 
\ Γ 1 | | Ι 

" /<5) |.(5-T)/'(T). ' 

Cette inégalité est donc valable en tout point situe au-dessus 
de 0.x, car on peut trouver un cercle Γ tangent en τ à Ox et conte-
nant ce point z. 

Et elle prouve, ce qu'il fallait démontrer, que le domaine Δ, décrit 
par s, quand z décrit l'intérieur de la circonférence d'un cercle Γ tan-

Fij,'. io. 

gent en τ à 0.x·, de rayon R quelconque est intérieur au cercle Γ, de 
rayon R/'(T) tangent en τ, à 0.x, sans avoir avec la circonférence 
de Γ, d'autre point commun que τ, lui-même. 

Application. — Voici une application de cette proposition à la 
question de l'itération : f(z), satisfaisant aux hypothèses précédentes, 
sera une fonction rationnelle ou une fonction entière conservant chacun 
des demi-plans analytiques Ά (ζ) > ο et a(s) < o. 

Si τ est un point double de la transformation zt = f(z) situé sur 0.x, 
on aura 

"!-/(') — T. 

Si, en outre, on a ο</'(τ)5:ΐ, il est clair que tout cercle Γ tan-
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gent en τ à Ο oc deviendra un domaine Δ,, intérieur à Γ, n'ayant 
avec Γ que τ comme point commun. Tout point s de Γ, distinct de τ, 
devient un point de intérieur à Γ; z

{ donnera un point z
2
 — f(z

{
 ) 

intérieur au cercle mené par z
{
 et τ tangent en τ à Oa?, .... On voit 

que la suite ζ, z2l ... tend régulièrement vers le point τ pour 
lequel τ = /(τ), ο</ν(τ)^ι, quel que soit le point ζ initiai pris 
dans le demi-plan supérieur (non sur O#). 

Ceci démontre très simplement les résultats énoncés par M. Fatou 
(Comptes rendus, 21 mai 1917) pour les fractions φ(ζ) à cercle fon-
damental pour lesquelles, sur le cercle, se trouve un point ζ = ^(ζ) 
tel que |<ρ'(ζ)|<ι : tout point intérieur ou tout point extérieur au 
cercle a des conséquents successifs qui tendent régulièrement vers ζ. 
On verra plus loin que les deux cas |φ'(ζ)| < ι et |φ'(ζ)| = 1 se dis-
tinguent l'un de l'antre profondément. 

Remarque. — Toutes les hypothèses faites plus haut sur la fonc-
tion f(z) ne sont pas également indispensables : voici des hypothèses 
plus générales qu'on peut faire pour donner au lemme de Schwarz 
l'extension qui nous a servi dans l'application précédente; ces hypo-
thèses sont d'un ordre aussi général que celles qu'on fait dans le 
lemme de Schwarz lui-même : 

Soit f (z) une fonction analytique à Γ intérieur d'un cercle C du 
plan des ζ qu'on peut toujours supposer être le demi-plan λ 0)>°; 
supposons en outre : 

i° Que tout point s intérieur à C soit transformé en un 
point z

t
=f(z) intérieur à Cou situé sur C 

^[/(î)|L° en tout point '1(c)>o. 

2° Qu'un point Ο du cercle C reste invariant, par exemple l'origine 
/(o) = 0. 

3e Que f(z) soit holomorphe dans une petite région autour de ce 
point ( ' ). (On ne suppose rien d'autre sur C ailleurs qu'en O.) 

(') Il suffit même de supposer que f{z), holomorphe dans C, admet quand ζ 
tend vers Ο dans C une dérivée première et une dérivée seconde finies et 
continues de façon qu'on puisse écrire 

Sl
=ï/'(0)-t-5*^-i2>+S'i(

S
), 

s(s) étant holomorphe dans C et tendant vers zéro lorsque ζ tend vers Ο dans C. 
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Alors il faut nécessairement que /'(o) soit réelle el positive pour 
que la condition (i") soit vérifiée autour de l'origine. 

On se rend compte immédiatement que tous les raisonnements faits 
pour la démonstration du lemme étendu que nous avons donné plus 
haut, valent ici encore, c'est-à-dire qu'en tout point intérieur à C, 
3(s) > o, on a 

V égalité ne pouvant avoir lieu que si, f(z) est homo graphique. 
Donc, lorsque ζ décrit l'intérieur et le contour d'un cercle quel-

conque Τ de rayon R intérieur à C, tangent en O à C, z
{
 décrit un 

domaine Δ, dont tous les points, y compris les points frontières 
(sauf O) sont intérieurs à un cercle T,, langent en O à C, et de 
rayon, R, = R/'(o). Δ, est tangent en O à C. 

Pn particulier, si /'(ο) = ι, Δ, est tout entier intérieur à Γ, sauf 
en O où Δ, touche Γ. 

Ainsi énoncé, le lemme nous sera fort utile plus loin. 

(>. Rappel de notions sur les fonctions algébriques. — Soit φ (s) 
une fonction rationnelle quelconque; ψ(-) la fonction algébrique 
inverse de cp(-). Posant = :„ on a ; = ψ(«0· Envisageons la 
surface de Riemann Λ étalée sur le plan des relative à ψ(~); <p étant 
de degré /r, Λ a h feuillets, et 3==ψ(;

ι
) est une fonction uniforme 

sur A prenant toujours des valeurs distinctes en deux points distincts 
de A, quand bien même ces points auraient même affixe z

t
. 

A une valeur de z
t
 correspondent k valeurs de ζ, distinctes ou con-

fondues, ses k antécédents. 

1. Imaginons que-, décrive l'intérieur éé une aire du plan analy-
tique Δ, étant d'un seul tenant, et limitée par un ou plusieurs contours 
analytiques. Pour voir quelles sont les aires décrites par l'ensemble 
des antécédents de s, il suffit d'étudier les points de la surface de 
Riemann A qui se projettent sur le plan analytique en un point inté-
rieur à l'aire Δ,. Plusieurs cas sont possibles. 

i° Il peut arriver que ces points forment sur A, k aires s, d'un seul 
tenant, distinctes, superposées, chacune ayant un seul feuillet, étant 
identique à Δ,. Ceci arrivera si et seulement si, partant d'un point 
quelconque z

t
 intérieur à Δ, avec une détermination quelconque de 

\/(θ) <Λ (-/'(»))' 
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ψ(ί,) et y revenant par un chemin quelconque intérieur à Δ,, on 
retrouve en s, la même détermination de'^(v, )'. Alors aucun point de 
ramification de ψ(-) ne peut cire intérieur à Δ,, mais cette condition 
n'est sûrement suffisante que si Δ, est limitée par un seul contour. 

Alors chacun des k antécédents de -, représente une fonction holo-
morphe de -, dans Δ, et décrit une aire simple Δ, limitée par des 
contours analytiques, aire à un seul feuillet. Les Λ ai res Δ ainsi obtenues 
sont deux à deux extérieures, elles ne peuvent avoir en commun que 
des points frontières, et ceci rd arrive que si la frontière de Δ, con-
tient un point de ramification de ψ(-). L'intérieur de chacune des 
k aires S, de A se trouve représenté conformément sur l'intérieur 
d'une Δ, par la fonction ψ(-δ). 

2° Il peut arriver que ces points forment surfil moins de k aires dis-
tinctes chacune d'un seul tenant, à cause de ce fait que l'une de ces 
aires peut être à plus d'un feuillet. Ceci se produira quand, parlant 
d'un point-, intérieur à Δ, avec une certaine détermination de ψ(-,) 
on pourra décrire un chemin intérieur à Δ, qui ramène en z

{
 une 

autre détermination, de '']>(z, ) que la détermination initiale. Cela 
voudra dire que l'on pourra passer d'un point Ρ de projeté à l'inté-
rieur de Δ,, à un point P' superposé à P, situé sur un autre feuillet 
de Λ que P, par un chemin continu tracé sur A dont tous les points se 
projettent à l'intérieur de Δ,. Ρ et P' appartiendront donc à une aire 
située sur Λ, d'un seul tenant, comptant au moins deux feuillets dont 
les points se projettent à l'intérieur de Δ,. 

Ce fait se produira certainement quand l'aire Δ, contiendra au moins 
un point de ramification de ψ(«). Mais cela n'est pas nécessaire. Si 
l'on envisage en effet une fonction <ρ(-) du deuxième degré, relative-
ment à laquelle ψ(*) compte deux points critiques ζ,, et si l'on con-
sidère deux courbes fermées C, et C

2
 dont chacune sépare ζ, et ζ.,, 

courbes qui ne se coupent pas, elles délimitent un anneau (C, CL) qui 
constitue une aire Δ, doublement connexe. Il est visible que les points 
de A projetés à l'intérieur de Δ, forment une seule et unique aire, 
d'un seul tenant, à deux feuillets superposés, et limitée par chacune 
des courbes C, et C

2
. 

Quoi qu'il en soit, si l'on envisage p aires &,(p <^k) ainsi découpées 
dans la surface de Kiemann de ψ(-) il est visible que l'ensemble 
des k antécédents de z, décrira, lorsque z

h
 décrira l'intérieur de Δ,, 

un ensemble de p aires Δ, chacune étant d'un seul tenant, à un seul 
feuillet, et fournissant une représentation conforme d'une des aires 8, 
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sur le plan z. Ces /; aires Δ sont deux à deux extérieures, elles ne 
peuvent avoir en commun que des points frontières, et seulement dans 
le cas où la fonlière de Δ, passe par un point de ramification de ψ (s). 

Il pourra arriver en particulier que, parlant d'un point z
(
, intérieur 

à Δ, avec une détermination quelconque de ψ(·5,), on puisse tracer un 
chemin intérieur à Δ, qui ramène en z

s
 loulc autre détermination, 

de ψ(^«). Alors l'ensemble des points de Λ, projetés à l'intérieurdeA, 
formera une seule aire$

n
 d'un seul tenant, à k feuillets superposés 

(iciρ — i). Partant d'un point Ρ de Λ projeté dans Δ,, on pourra par-
venir en chacun desà — ι points de Λ superposés à P, en décrivant un 
chemin continu tracé sur Λ dont les points se projetlentdans l'aire Δ,. 
Il est clair alors que, lorsque ζ, décrira l'intérieur de Δ,, l'ensemble 
de ses k antécédents décrira une seule aire Δ du plan des ζ (aire à un 
seul feuillet) qui sera une représentation conforme de l'aire s, à 
k feuillets. 

En résumé, lorsque z
t
 décrira l'aire Δ,, l'ensemble de ces k anté-

cédents décrira ρ (p<k, ρ pouvant être = i) aires distinctes Δ du plan 
des ζ, chacune à un seul feuillet d'un seul tenant, limitée par des con-
tours analytiques | avec peut-être des points anguleux quand la fron-
tière de Δ, passera par des points critiques de ψ(^)|. Ces ρ aires sont 
deux à deux extérieures; elle ne peuvent avoir en commun que des 
points frontières en nombre fini et seulement quand la frontière deΔ^ 
passe par un point critique de ψ(-). 

II. Considérons deux aires Δ, et Δ', du plan analytique, Δ, étant 
intérieure à Δ,, z, décrivant Δ, l'ensemble de ses k antécédents 
décrira ρ aires distinctes Δ du plan 5(1 <p^k), et il est clair que 
lorsque z

t
 décrira l'aire Δ,, l'ensemble de ses k antécédents décrira 

p' aires distinctes Δ' du plan s, />' étant< p. De plus chaque aire Δ sera 
intérieure à une aire Δ'. Il pourra arriver que p' soit <ρ, et que deux 
aires Δ distinctes soient intérieures à une même aire Δ'. 

111. Si l'on considère maintenant deux aires Δ< et Δ', du plan ana-
lytique extérieures Γ une à l'autre, l'ensemble des k antécédents 
d'un point z

t
 qui décrit Δ

(
 décrira p aires distinctes Δ du plan z, et 

lorsque z
t
 décrira Δ,, cet ensemble d'antécédents décrira p' aires dis-

tinctes Δ' du plan s. Il est bien certain que chacune des Δ est extérieure 
à chacune des Δ', et si Δ< et Δ', n'ont pas de point frontière commun, 
aucune des Δ ne pourra même avoir de point frontière commun avec 
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une Δ'. Nous utiliserons ce résultat plus tard, dans la formation des 
domaines de convergence vers les points limites à convergence régu-
lière [ζ = φ(ζ), |?'(ζ)| < ι. Nous verrons immédiatement que les 
domaines relatifs à deux tels points limites distincts ne peuvent avoir 
aucun point inférieur commun. 

PREMIÈRE PARTIE. 

Étude générale de l'itération d'une substitution rationnelle. 
Ensemble des points singuliers de l'itération. 

7. Dans tout le cours du Mémoire, nous désignerons par φ(-) la 
fraction rationnelle dont il s'agit d'étudier l'itération; nous poserons 

ζ··ι .. . ο J ο ( ζ ι | ·ν2 ( -· )» .... Zn — 'j ( z/r..f ) — ο I 'j,, _ j ( ζ ) | 

Les points z,, z.,, ..., ... s'appellent les conséquents d'ordre ι, 
2, ..., η, ... de ν. Inversement, ζ est antécédent d'ordre ι de*,,et 
antécédent d'ordre η de z

n
. Un point quelconque admet A' antécédents 

si φ est une fraction de degré k. Les fonctions rationnelles o.2 (s) , ...., 
o„ (r), ... seront dites les itérées de γ (s). 

Le problème de l'itération consiste à étudier la suite ζ, ζ,, z2, ..., 
ζ/ι j ... et principalement à étudier V ensemble dérivé de l'ensemble 
dénombrable précédent, et comment cet ensemble dérivé dépend du 
choix de élément initial. 

Ce problème n'a été étudié jusqu'ici qu'au point de vue local; 
logiquement, cette restriction s'explique par la façon dont une fonction 
analytique <?(z) est définie en général: par une série de puissances 
convergeant au voisinage d'un certain point; si l'on veut que les 
conséquents successifs d'un point ζ puissent se définir de proche en 
proche, il faut que les valeurs z

{
 que prend / (J) dans le domaine où 

elle est définie ne sortent pas de ce domaine : d'où, avec presque tous 
les auteurs qui se sont occupés jusqu'ici de la question, lapréocupation 
d'étudier les conséquents au voisinage seul des points ζ racines de 
z=f(z) pour lesquels |/'(s)|< ι par exemple; c'est qu'alors les 
valeurs de | z

{
 — ζ| sont < | r — ζ|, pourvu que | r — ζ| soit assez petit 

(J)urn. de Math. série), tome IN . - l'asc. I. MJIJL ' 1 
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et par suite les conséquents successifs restent dans la région voisine 
de ζ où f(z) est définie (' ). 

Pour étudier l'itération de ζ quel que soit ζ dans le plan analytique, 
il fiiut que/(s) et toutes ses itérées soient parfaitement définies pour 
tout point du plan. Il faut pour cela que seul le point à l'infini puisse 
être un point essentiel def (z). Bt ceci conduit à supposer que/est 
une fonction rationnelle ou unc transcendante entière. Dans ces deux 
cas seulement, quel que soit ζ à distance finie il a des conséquents bien 
définis, et le problème a un sens. 

Nous supposerons donc pour l'étude générale en vue, que la fonction 
à itérer est rationnelle 2, ~ 9(2). On verra de soi-même quelles seront 
celles de nos conclusions qui s'étendront à l'itération des transcen-
dantes entières, 9 étant rationnel, le point à C infini sera assimilé à un 
point ordinaire quelconque, c'est-à-dire que l'on considérera le plati 
complet (2 ). 

Une première remarque à faire est la suivante : toutes les itérées 
92(5), ...,ç„(V), ... sont rationnelles, et si l'on suppose (en laissant 
de côLé le cas où 9 est du premier degré, cas bien facile et bien connu) 
que 9 est d'un degré A>·ι, leurs degrés respectifs sont/r, A3, ...,A", — 
Aucune n'est identique à 2. Cela se voit tout simplement en remar-
quant qu'un point arbitraire du plan aura kantécédents d'ordre 1, 
h" antécédents d'ordre 2, ..., k" antécédents d'ordre n, .... 

Les études locales ont montré l'importance des groupes circulaires 
de points ζ,, ζ

2
, .... racines des équations 2 o

n
(z) lorsque 

pour un de ces groupes on a 

1 1 -1?;, (?.> ι=.·. ?*««-,) ι = i )··· ?'(?«-.) ι<> · 

Un tel groupe est appelé grouperairculaire limite. On a 

ΐι-?<0. ;*=?(?.); .... :~c 

Mais on ne trouve rien dans la littérature du sujet qui se réfère, par 
exemple, à une racine de 2 = 9(2) lorsque 19'(ζ >| > 1. Les auteurs 
qui ont traité le point de vue local passent tout de suite, dans ce cas, 

(') Ces points z f (5) oil | f (z ) | < 1 sont dits points limites à convergence 
régulière. 

(2) Quelquefois on préfère alors prendre la sphère de Riemann comme sup-
port de la variable Î. 
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à la fonction inverse ζ = ψ(s, ) pour laquelle s = ψ(ζ) f't | ψ'(ζ)| < ' 5 
ce qui ramène Lout de suite au cas précédent (point limite ou groupe 
limite), mais pour ψ(«) et non pour 9(5); on a ainsi des indications 
sur certains antécédents d'un point c voisin de ζ, non sur ses consé-
quents. La suite va pourtant nous révéler des propriétés profondes et 
extrêmement intéressantes de pareils points. 

Envisageons l'ensemble des équations 

5 = 0(5), 5=.02(5), . ... 5 as 9,,(5), . ..; 

aucune d'elles n'est identité. Chacune a un nombre fini de racines et 
M. Kœnigs a défini ce qu'il fallait entendre par racine primitive ζ (') 
d'une équation 

5 = on(z) 

ainsi que par groupe circulaire de racines attaché à ζ. Nous appelle-
rons 'ζ, ζ

η
 ζ

2ΐ
 ..., ζ

η
_, les η racines d'un tel groupe. Elles sont 

distinctes et l'on a 

C1 = O (C), C2 = Z (C1) . .... Cn - 1 = O (Cn-2), C= O (Cn- ). 
= = · = ?Αζα-ί) = ?it) φ(ς.;···? 

La substitution | z, ο{ζ)] permute circulairement les racines d'un 
groupe. 

8. L'ensemble Ε. — Appelons Ε Γ ensemble, dènombrable formé 
des racines primitives ζ de toutes les équations 

5 = 0
ft

(5) (2) (« = 1,2 00) [0,(5) = 0(5)j 

pour lesquelles on aura 
I?/IU)I>I. 

(') M. Kœnigs dit quelquefois qu'une telle racine « appartient à l'indice η », 
car elle n'est racine d'aucune équation ζ = pour un indice ρ <n. 

(2) Si au lieu de partir de la substitution ζγ = ?(-s) pour définir l'ensemble Ε 
des z = qp(z) oil | o'p{z) | > 1, on partait de la substitution 

z
n
 — Φ ( Z ) — Qn ( Ζ ) 

pour former l'ensemble C des ζ — Φ,, (ζ) où |Φρ(5)| > ι, les deux ensembles Ε 
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9. i° ExifiieiKu·. — Pour rie pas raisonner dans le vide, il importe 
d'abord de prouver que Κ contient toujours des points. 

Prenons donc ζ = o(v) - Ρ cl Q étant deux polynômes de 

degré/î (' ). Ses racines ζ,, ζ;,, ..., ζΑΜ., sont celles de l'équation 

ρ _ -( ) o. 
Si Q = a0 z1' ..., on a 

R — I» — s Ο- . . . 
Or, 

O' C1) = ( P) = 1 + (RQ) '10. 

Et les ζ, étant racines de \\ ( ζ ) — ο, on a 

(!±\ --iiiiii 

Donc, 

<·> "·##· 

Rappelons-nous, d'autre part, qu'à cause de 

QÇg) t!
a
z'· \ .. . 

Kfs) ~~ — a
tt 

on obtient, en décomposant ̂  en fractions simples, la relation bien 
connue 

(a; 
Z Q ( C1) 

«M?/) 

et C sont identiques car toute racine de ζ — yp{z) où | ^'
μ
(ζ) | > ι satisfait à 

■-1 — ) — Φ ρ( ~ )> 
et l'on a 

Φ/(ί-)[ Op (z)] n. 

Donc | Φp(z) | > i pour cette racine; de plus, toute équation c — Φρ{ζ) est une 
s = oA:

(z)(k = np) et | Φ
ρ

{ζ) \ = | ?;p(s) |. 
(') On peut toujours, en faisant au besoin sur ζ et zt une même substitution 

homographique, supposer que P(s)et Q(z) sont du même degré k, degré de la 
fraction rationnelle, 



suit L'ITÉRATION DES FONCTIONS RATIONNELLES. 85 

A un point M/ d'affixe φΧ'ζ,·), pour lequel | φ/(ζ
ί
·) | < ι correspond 

par(i) un point N/ d'affixe âk-'l situé dans le demi-plan, 
( ".π 

•H (z > : - partie réelle de r<— 

si |ο'(ζ/)|>ί, Ν,· est dans le demi-plan -
y

> et récipro-
quement. 

l-'iS- "· 

La relation (2) prouve que les /γη- ι points Ν,, N
2
, ..., i\A+1 ont 

pour centre de gravité le point d'affixe — ^
 t

 qui est dans le demi-

plan Λ(Τ) > - donc, un au moins des points N, est dans ce demi-
plan, et non sur sa frontière (' ). 

Il y a donc une au moins des valeurs '/(ζ,) qui est en module ]> ι, 
L contient donc sûrement des points 

Remarque. — Lorsque Ρ et Q sont de même degré /., comme 011 
peut toujours le supposer, le point à l'infini ne peut être racine de 

?(-)- 0(C) 

(') La même relation montre que tous les N/ peuvent être dans le demi-plan 

<A(s)> — c'est-à-dire qu'il peut η\γ avoir aucun point limite à conver-

gence régulière. 
C2) Voir la note additionnelle à la fin du Mémoire. 
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On peut même, l'ensemble des racines des équations 3 = ©„(s) étant 
dénombrable, supposer que le point à l'infini du plan n'appartient pas 
à cet ensemble : il suffit pour cela d'envoyer à l'infini, par une même 
substitution homographique convenable sur ζ et z,, un point n'appar-
tenant pas à l'ensemble précédent. 

Ceci n'a rien d'essentiel d'ailleurs, puisque, dans notre étude, le 
point à l'infini ne se distingue en rien de tout autre point du plan 
(lorsque ® est rationnel); l'avantage formel qu'on peut retirer de 
l'hypothèse précédente est de pouvoir parler, sans ambiguïté possible, 
de la valeur de ο'

;ι
(ζ) en tout point ζ racine de ζ = si ζ pouvait 

être le point à l'infini, il faudrait quelques précautions de langage, et 
par exemple, on conviendrait que φ'η(ζ) en ce point a même valeur 
qu'en tous les points du groupe circulaire ζ, ζ,, ..., ζ

Λ
._, auquel appar-

tient le point à l'infini ζ. Cette convention est naturelle : si l'on soumet 
le plan ζ à une transformation homographique quelconque 

,· ώ \ _ α Ζ -h |i y. L | -h ji 1 »3 ) .♦· — -
 r

. > V J — r, A 1 
y/ + >i yZ, -+- 0 

la nouvelle forme de la substitution à itérer se déduira facilement de 
z

t
 = φ(ζ^); ce sera Ζ, = Φ(Ζ); les groupes circulaires fournis par <p(z) 

deviennent par la transformation (S) les groupes que fournit Φ(Ζ), 
et la valeur de ο„(ζ) pour un groupe ζ, ζ

η
 ..ζ

η
__, est égale à celle 

de Φ'
η
(Ζ), pour le groupe Ζ, Zn ..., Z„_, correspondant au précé-

dent. 
Tout ceci résulte immédiatement de la formule classique 

. λ ^(Z| dz^ dz 
( } ΊΤ ~ ΊΓ

Χ
ΊΠ. 7îzy 

sans qu'il soit utile d'insister. 
Avec ces éclaircissements la convention qui définit ©,,(ζ) au point à 

l'infini ζ dans le cas où ce point est racine de 

est toute naturelle. On voit aussi comment on peut, pour étudier 
l'itération de o(z)

}
 soumettre le plan ζ à telle substitution homo-

graphique (S) qu'on voudra de façon à avoir une transformée de 
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la substitution | z, 9(2) | par S ( ') qui soit plus commode à étudier 
que 9(2). 

Dans la suite, il nous arrivera souvent d'user de ces transformations 
hornographiques. Nous étudierons l'itération dans le plan complet ou, 
si l'on préfère, sur la sphère de Riemann, support de la variable T. 

10. 20 Propriétés des points de E. — Il y a toujours un point 
de Κ satisfaisant, à 

5 =?(-). |'y'(5)|>l. 

Une transformation homographique convenable permet de supposer 
que ce point est l'origine z = 0. Nous allons étudier l'itération d'un 
petit domaine entourant O, et tout ce que nous dirons pourra 
s'appliquer à l'itération de la substitution ζ,,— ο,,ιζ) autour d'un 
point ζ satisfaisant à 

C = Qn (C). |Q'n. (C) | > 1 : 

les itérées de φ
Λ
 font partie de celle de 9 et l'on connaîtra bien l'ité-

ration d'un petit domaine entourant ζ par φ, si l'on connaît l'itération 
de ce domaine par φ

Λ
. 

D'après l'hypothèse, 9(z) se développe autour de l'origine en une 
série de Taylor 

(V) Zj=: θ( Z ) — Cl
)
 Z -h (tnZ2-r-■ ■ ■ avec j tf, | ~ | ç>'(oj I > I . 

Remarquons d'abord que, parmi tous les antécédents d'ordre 1 de o, 
il y en a un et un seul confondu avec o à cause de 9'(0)^0. Lorsque z

{ 

varie autour de l'origine, cet antécédent z qui est bien déterminé varie 
autour de l'origine et l'on a un développement de Taylor pour - en 
fonction de z

{
 tiré de Ci), 

(5) z = 1 z1 = x2 z2 = ..... 

Les résultats obtenus par M. Rœnigs prouvent que, si z, décrit un 
cercle C, de rayon assez petit, autour de l'origine, s défini par (5) 
décrira une courbe C toute intérieure à ce cercle: c'est-à-dire que, 

(') Si l'on désigne par Σ l'opération qui t'ait passer de z à o(-), celle qui fait 
passer de Z à Φ(Ζ), sera S_12S, comme il est bien connu en théorie des 
groupes. ' 



88 GASTON JULIA. 

si I r, |< δ, δ étant assez petit, on a aussi 

| s | < Λ-1 wi | avec /.* < ι, 

et si r, décrit l'aire D, limitée par C,, ζ décrira l'aire D limitée par C. 
On peut dire aussi bien : si ; décrit une aire D limitée par un cercle 0 
(je dis : cercle pour fixer les idées) de centre O, de rayon assez petit, 
z

{ décrira une aire D, limitée par une courbe C, transformée de C, et 
D, contiendra D à son intérieur. 

D, est la première itérée de l'aire D; prenons les itérées successives 
de D. décrivant D,, z

2
 décrira une aire IX qui contiendra D, tout 

entière à son, intérieur; D2 se recouvrira elle-même si, pour deux 
valeurs distinctes de s dans D,, îp reprend la même valeur : on envisa-
gera alors que D

2
 se compose de deux ou plusieurs feuillets superposés, 

à la façon d'une surface de Riemann; - décrivant D
2
 (tous les feuillets 

de Do), o(z) décrira une certaine aire 1), itérée de Do, qui contien-
dra IX à son intérieur, et pourra être comme Do une surface de 
Riemann à plusieurs feuillets. Il est juste de remarquer que toutes 
les D

f
 successives sont simplement connexes, comme l'aire D initiale. 

Chacune des aires D, est tout entière contenue dans la suivante D/+,, 
c'est clair si D, et D,·^, n'ont qu'un feuillet; si elles ont plusieurs feuil-
lets, tout feuillet de Dj fait partie d'un feuillet de D

t
_, elsurce feuillet 

tout point de D
t
 ou de la frontière de D ι est intérieur à D < + ,. La 

question qui se pose immédiatement est la suivante : tout point du 
plan est-il intérieur à une d'indice assez grand (1 ), ou bien y a-t-il 
des points du plan qui ne sont intérieurs à aucune D,. La réponse est 
particulièrement simple et intéressante : 

14. Théorème fondamental. — Trois cas seulement sont possibles : 

i" Qu bien deux points distincts du plan complet et deux seulement 
restent extérieurs à toutes les D, successives (2). En les envoyant 
respectivement en α et à l'infini par une homographie conve-
nable, z

t
 z) se réduit à l'une des deux formes simples 

Ζ|--α = (Ζ — a)k ou Zi - a -- ï— 
{/, — a)k 

(') C'est-à-dire : existe-til un feuillet de D; qui recouvre ce point, 
( -) C'est-à-dire ne sont recouverts par aucun feuillet des Γ),· successives. 
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alors toute aire finie du plan ne contenant pas le point a est intérieure 
à une D/ d'indice assez grand et à toutes les itérées de D,·. 

20 Ou bien il y a un point du plan complet et un seul qui reste exté-
térieur à toutes les D

f
 successives. En envoyant ce point à l'infini par 

une homographie convenable, φ(^) ne peut être alors qu'un polynome 
et elle l'est effectivement. [Cette conclusion est encore vraie si o{z) est 
une transcendante entière.] Dans cette hypothèse, toute aire du plan 
située à distance finie est intérieure à une D/ d'indice assez grand et à 
toutes les itérées de D.. 

3° Ou bien tout point du plan complet est intérieur à une D/ d'indice 
assez grand ('), et comme le plan complet (-) est un ensemble fermé, 
il y aura une D, d'indice assez grand qui recouvrira tout le plan complet; 
il en sera de même de toutes les itérées de cette D

t
. C'est le cas d'une 

fraction rationnelle z>(z) générale. 

Supposons en effet que trois points distincts du plan complet restent 
extérieurs à toutes les D/ et remarquons que l'ensemble des points du 
plan recouverts par une D; représente l'ensemble des valeurs prises 
par la fonction 9/(5 ) itérée de o (z) dans l'aire D initiale. On conclurait 
de là qu'il existe aux moins trois valeurs que la famille des fonctions 

VIO· ?î('=)' ···} *·■ 

ne pourrait prendre dans D. Cette famille est composée de fonctions 
rationnelles; elle serait donc normale clans D, au sens de M. Monte!, 
c'est-à-dire que de la suite des o;(z) on pourrait extraire une suite 
partielle 

?"t(*')· ?//,( "h ···: γ'/ι,ί")» ··· 

qui tendrait uniformément dans toute aire intérieure à D, vers une 
fonction méromorphe dans D, qui pourrait être partout infinie dans D. 

Cette dernière éventualité est impossible, puisqu'à l'origine toutes 
les sont nulles. La fonction limite f(z) serait donc nulle à l'origine 
et méromorphe dans D. L'origine serait point ordinaire de f(z) et 
dans une petite aire Δ entourant l'origine et contenue dans D, f(z) 
serait holomorphe. Dans cette aire Δ, les o„. tendraient uniformément 

(') C'est-à-dire est recouvert par un feuillet au moins d'une D, d'indice con-
venable. 

Ο Ou la sphère de Kiemann dont il est la projection stéréographique. 

Journ. de Math. série), lome IV. — Kasc. I, 1918. I-
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vers f(z). lin particulier aussi, les valeurs des dérivées des à l'ori-
gine 9«.(o) tendraient vers la valeur bien déterminée et finie de la 
dérivée/'(o) de fk l'origine. Ici se rencontre une contradiction, car 
bien évidemment, le développement de Taylor de 9„X^) autour de 
l'origine est 

?//<( z ) — a>iiz 1= a " 1' 
si 

9 ( 3 ) = tf, 3 -+-

et comme n; devient infini, a!\i devient infini aussi puisque | at\>i 
par hypothèse. 

Deux points seulement peuvent échapper à toutesles D,; on a donc 
trois cas. 

Premier cas. — Ou bien il y en a deux distincts et alors chacun 
d'eux coïncide avec ses propres antécédents, ou bien chacun d'eux 
coïncide avec tous les antécédents d'ordre un de l'autre; en envoyant 
les deux points respectivement en a et à l'infini par une homographie 
convenable, la relation ζ, = ο (ζ) se transformera (') soit en 

'/,_« = (/,_ a)'·. 
soit en 

Z1 - a·~^ττγ· 

On voit immédiatement que toute aire à distance finie ne contenant 
pas le point a sera intérieure à toutes les D

t d'indice jii i, i étant 
convenablement choisi. 

On reconnaîtra aisément qu'on est dans ce cas, à ce fait qu'alors il 
existe de'ux points 'Ç

t
 et 'i.,, et deux seulement, où o'(z) = ο eteespoints 

sont tels, en outre, que : ou bien (-) 

:, = ©(£,), 9'(ζ,) = ο, 9"(ζ,) = ο, ..., ο-'-Μ?,) ~ο. 9(Α'(?.)^Ο, 

(' ) Pour abréger il nous arrivera de dire que la fraction Φ(Ζ), fournie par la 
transformation de 3, = 0(3) en Ζ, — Φ(Ζ), à l'aide de l'homographie auxiliaire, 
est la transformée homographique de 9(3). 

(*) Chacun d'eux est alors un point limite à convergence régulière et l'on verra 
plus loin qu'il n'est ni point de E, ni limite de points de E. 
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avec 

r <?'(£,) = ο, — ..., ον-"{ζι)-.·=ο, ο^{·ί,)^θ] 

ou bien (') 

rs: o(r,). ?'(£,)= Ο. ο 'ϊ'Μ ( ζ, ) — ο,Q (k, (C1) : / o 

avec 

?,r=?(Ç2), ο'('ζ,)-ο, ο"(ζ,)·^ο, .ç>a-»( ζΐ) = ο. o(/f)(^)r^o. 

Deuxième cas. — Il y a un point et un seul qui échappe à toutes 
les D„ il coïncide alors, nécessairement, avec tous ses antécédents. 
Si on l'envoie à l'infini par une homographie convenable, la relation 
z, = o(s) se transforme en une relation Ζ, = Ψ(Ζ), Φ(Ζ) étant une 
fraction rationnelle dont tous les poles sont à l'infini (car un pôle est 
un antécédent du point à l'infini), c'est-à-dire un polynome entier 
en Z. 

On reconnaîtra aisément, étant donnée une forme rationnelle 9(2), 

si l'on a affaire à ce deuxième cas. La fraction sera transformée homo-
graphique d'un polynome si, et seulement si l'on trouve un point ζ qui 
coïncide avec tous ses antécédents. Ce point sera critique pour la 
fonction ψ(-), inverse de 9(5), il sera aussi un point où o'(z) = ο 
puisque, parmi les antécédents d'un point critique de ψ(~), il en est 
un ou o'(z) — o. C'est donc un point ζ, pour lequel l'équation 

?(-) — ' ~o, 
a ses h racines égales à ζ. 

C'est un point ζ —- ο(ζ), qui annule o'ÇÇ), 9"(ζ), ..., o[k""(ζ). 
ζ>ίΑ>(ζ) φ Oj et c'est à cela qu'on le reconnaîtra (2). 

Si l'on est dans ce cas, il sera aisé de transformer 9 (s) en un poly-
nome, et alors on reconnaît tout de suite que, quelle que soit l'aire Δ 
à distance finie du plan 5, on peut trouver un indice i tel que les 
itérées de D d'ordre^ / recouvrent complètement Δ : ceci résulte de ce 

(') Ils forment alors uu groupe circulaire limite d'ordre 1 et l'on verra qu'ils 
ne sont ni points de E, ni limites dépeints de E. 

(5) E'est donc un point limite à convergence régulière. Il ne sera ni de E, ni 
limite de points de E. 
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ojue chaque point de l'aire Δ, qui est un ensemble borné et fermé (r), 
est intérieur à une D,; donc, les D, étant contenues chacune dans la 
suivante, il en est une bien déterminée qui contient Δ à son intérieur. 
Pour bien préciser encore une fois, cela voudra dire qu'// existe an 
feuillet de D, sur lequel tout point de l'aire Δ ou de son contour est 
un point intérieur à D,. 

Tt *oisième cas.-- Si la fraction rationnelle 9(s) donnée ne se laisse 
ramener à aucun des types offerts par les deux cas précédents (et l'on 
a donné le moyen de reconnaître quand ces deux cas se présentent), 
c'est-à-dire s'il n'existe ni point qui coïncide avec tous ses antécédents, 
ni système de deux points dont chacun coïncide avec les h antécédents 
d'ordre un de l'autre, on peut affirmer que tout point du plan com-
plet sera intérieur à une D, d'indice assez grand, et comme le plan 
complet (2) est un ensemble fermé, il existera un indice i tel que 
toutes les itérées de D d'indice ^ i recouvriront le plan complet. 

Ainsi se trouve démontré notre théorème fondamental. 

Remarque. — 1. L'aire D initiale a été prise limitée par un cercle 
de centre Ο uniquement assujetti à être assez petit, c'est-à-dire dont 
le rayon soit inférieur à un nombre déterminé r(l. 

Mais toutes nos conclusions sont encore vraies, quelle que soit 
Γ aire (D entourant Ο dont on parte, si petite soit-elle, car une telle 
aire contiendra toujours à son intérieur une aire circulaire D de 
centre Ο assez petite, et il est évident que toute itérée CD,· de CD contient 
à son intérieur l'itérée Dt de D. 

H. Dans un langage équivalent à celui du théorème précédent on 
peut dire : 

Quelle que soit l'aire arbitrairement petite (D entourant Ο que l'on 

(') Je fais ici appel au lemme de théorie des ensembles appelé Lemme de 
Borel-Lebesgue : « Si lout point d'un ensemble fermé borné à deux dimensions 
est intérieur à une aire plane, on peut trouver un nombre fini de ces aires qui 
contiennent à leur intérieur tous les points de l'ensemble. » Mais ceci n'est pas 
essentiel. 

(') Ou, si l'on veut, la sphère de Riemann considérée comme support de ta 
variable z. 



suit τ/ΐΤΚΙΙΑΤΙΟΝ DES FONCTIONS RATIONNELLES. <)3 

envisage, il existe deux valeurs complexes (y compris l'infini) au plus 
que ne puissent prendre dans φ les fonctions φ,(ζ) itérées de 

Premier cas. — Il y en a deux qui se ramènent à α et Vinfini 
lorsque φ(s)se ramène, par homographie, à 

Z, —Λ = (Ζ -a)'-· ou Z,— a — -
{Z

^_
a

y
e

' 

Alors, si l'on considère une aire quelconque Δ du plan complet ne 
contenant pas ces deux points à son intérieur ou sur sa frontière, à 
partir d'un certain indice i chacune des itérées Oj(z), j>i, prendra 
dans φ toutes les valeurs affixes des points de l'aire Δ. 

Deuxième cas. — Il y en a une qu'on peut supposer être l'infini, 
lorsque o(z)se ramène par homographie à un polynôme quelconque. 
Alors il existe un indice i tel que chaque itérée <?j(z) d'indice y re-
prenne, dans φ, toutes les valeurs affixes des points d'un domaine 
borné quelconque, fixé à l'avance, du plan. 

Ti 'oisicme cas. — Pour une fraction quelconque <p(s) qui n'est ni 

transformée d'un polynome, ni transformée de Z, = ^ par homogra-

phie, il existe un indice i tel que toute itérée Oj(z) d'indice j>i 
prenne, dans φ, toutes les valeurs complexes finies ou infinies. 

12. Corollaires. — i° Les conclusions précédentes sont vraies si l'on 
remplace le point O, racine àe ζ = ψ(ζ) où |φ'(^)| > ι, par un point 
quelconque de E, racine de ζ = ®n(z) où |φή(*) | > 1, quel que soit 
l'indice η. Il n'y a, pour s'en assurer, qu'à substituer <p

n
(z) à %(ζ), 

pour former les itérées successives de l'aire Φ entourant le point de Ε 
considéré; on étudie Φ„, ®

2
„, ®

#Λ
, ..., ®y,„, ..., d'où l'on conclut pour 

toute la suite φ,, φ
2

, ®
t
, que le théorème précédent est vrai. 

20 Tout point de Ε est point limite pour Vensemble des antécédents 
successifs d'un point quelconque du plan, exception faite pour deux 
points du plan au plus qui peuvent : ou bien coïncider chacun avec ses 
propres antécédents, ou bien coïncider chacun avec tous les antécé-
dents d'ordre un de l'autre. 

On a fait remarquer, d'autre part, que, parmi les antécédents 
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d'ordre ι d'un point quelconque de E, il peut y en avoir un au plus qui 
coïncide avec ce point lui-même, un peu de réflexion suffit alors à 
prouver qu'un point quelconque de Ε a une infinité d'antécédents 
successifs et par conséquent tout point de Ε est point limite pour Cen-
semble de ses propres antécédents ( ' ). 

3° De là suit une propriété très intéressante des points de E, à 
savoir : tout point de Ε est limite de points de E, c'est-à-dire que 
dans un voisinage arbitrairement petit d'un point Ρ de E 

[Ζ =9,(0; Ι?;,(?)I>'L· 

il y a toujours une infinité de points de E, racines d'équations telles 
que 

5 = φ
Λ

(5), οιΊ |φ;(*)|>ι. 

En effet, quelque petite que soit l'aire &) entourant un point Ρ de E, 
on peut trouver dans © un point distinct de Ρ qui soit antécédent de Ρ 
d'ordre assez élevé m \ soit P_,

ft
 ce point-là, on peut l'entourer d'une 

aire A_m, intérieure à Φ et ne contenant pas P, assez petite pour que la 
transformée de Δ_

ω
 par ç

/w
(z) qui est une aire Δ entourant P, soit une 

aire simple à un seul feuillet aussi petite qu'on voudra (mais ceci n'a 
pas d'importance, l'essentiel est que Δ entoure P). L'itérée d'ordre // 
de Δ est itérée d'ordre m-\-n de Δ_

/Η
, et l'on peut prendrez assez grand 

pour que la petite aire finie soit tout entière à l'intérieur d'un 
feuillet de Δ

Λ
 (ceci résulte bien de ce qu'aucun des antécédents d'un 

point E ne peut être un de ces deux points exceptionnels qui inter-
viennent dans le premier et le deuxième cas de notre théorème fonda-
mental ). 

La fraction ym+a(z) transforme*alors Taire Δ_^ en une aire Δβ, qui 
peut se recouvrir elle-même à la façon d'une surface de Riemann, 
mais qui est telle que A_

m
 est intérieur à un feuillet de Δ

Λ
, c'est-à-dire 

que, sur le feuillet considéré, Δ_
;Λ
 et son contour ne renferment que 

des points intérieurs à Δ
Λ

βΙ non sur le contour de Δ„. Ceci suffit pour 
affirmer (2) que l'aire A.

/n
 renferme à son intérieur une racine de 

(J) Un point de E n'est donc jamais un des deux points exceptionnels prévus 
au théorème fondamental 

(') Voir aux Préliminaires, $ ;>. 
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Ζ — ^/rt+tt. Ζ ) pour laquelle | o'

M+ll
(z) | >· ι et cette racine est distincte 

de P, car à.„, ne contient pas P. 
On a ainsi montré que toute aire arbitrairement petite m entourant 

un point Ρ de Ρ contient un point de Ρ distinct de P; elle en contient 
donc une infinité : donc tout point de Ε est bien limite de points de E. 

Ceci montre en outre que E, qui contient sûrement un point au 
moins, en contient toujours une infinité dénombrable. Il est alors 
permis de parler de Γ ensemble E' dérivé de Ε. E' contient E, c'est ce 
qu'affirme le corollaire 3° que nous venons de démontrer. 

4° Les principes sur lesquels reposent la démonstration précédente 
prouvent aussi que tout antécédent d'un point de E appartient à E'; 
enfin il est évident que E' est un ensemble parfait, car d'une part il 
contient son dérivé E", d'autre part, il contient E, et tout point de E' 
étant limite de points de E est limite de points de E'. Donc, E' est 
identique à E", E/ est parfait. 

Remarque. — Le fait : tout point de E est limite de points de E, 
est capital, nous l'avons obtenu par une analyse toute naturelle, 
comme conséquence du théorème fondamental. Voici une nouvelle 
démonstration directe. Elle utilise le théorème de M. Picard, avec le 
perfectionnement apporté par M. Landau, dont voici l'énoncé : 

v. et β étant deux nombres complexes quelconques ( β ο ), il 
existe un nombre R(a, β) ne dépendant que de y. et de β, te! que 
toute fonction holnniorphe 

/(0 = *·+· β-4-

dans le cercle |R| < 11, prend dans ce cercle la valeur ZÉRO ou la 
valeur UN. 

Supposons que l'origine soit un point de E et, pour simplifier l'ex-
position, que ce soit une racine de ζ =. o(ζ ) où |o(r)|^>i, ce n'est 
pas là, comme on l'a dit plusieurs fois, restreindre la généralité. 

s(r) se développe autour de l'origine sous la forme 

ζ, — 9 ( - ) — a i- -l· :·2 -h ..., ( i".| > ·)· 

L'itérée d'ordre η de ο a un développement facile à calculer : c'est 

~/i - ?»(-) Ci'{z + α«αη-{{α'1 — ι)~2-+-
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Or 

a'l ■+· a2a'i~' (< — 1)5 , ( | af| > 1). 
ν 

On est sûr alors que dans un cercle de rayon Κ [α", a2
dy^a" — OL 

prend, si elle est régulière dans ce cercle, en un point distinct 

de G, la valeur zéro ou la valeur un. 
M. Hurwitz a montré (voir PICARD, Traité d'Analyse, 2" édition, 

t. 3, p. 377) que 

R(oc,β)< 1(5v/|a|Vl«-»l· 

On peut donner des expressions plus précises de R, mais celle-là 

nous suffit. Si l'on calcule avec elle la valeur de H pour ■ ? on 

trouve une expression qui est de l'ordre de 

I an\ 3 2 - — M 1 — I a 1 -
\a

x
 I1»-1 1 11 

c'est-à-dire qui tend vers zéro quand η grandit indéfiniment. 
La conclusion de tout cela est que dans un cercle de centre Ο dont 

le rayon est d'ordre |a,j 6 (rayon arbitrairement petit si η est 
C? ( Ζ1 · assez grand), ' " a un pôle, ou bien un zéro, ou prend la valeur 1, 

ailleurs qu'à l'origine. 

i° Si ~ prend la valeur i,> le théorème est démontré, car en ce 

point z, on a o„ = z. Les seuls cas embarrassants sont ceux ou, quel 

que soit η à partir d'un certain rang, % prendrait bien les valeurs ο 

et κ , mais pas la valeur 1. 
20 Si c'est la valeur zéro, on arrive à la conclusion que Ο est point-

limite de ses propres antécédents et l'on se tire de la difficulté bien 
aisément par le procédé employé au 3e corollaire : le cercle C, qui est 
arbitrairement petit, contient un antécédent P_» de l'origine qu'on 
peut entourer d'une aire Δ~« assez petite pour être contenue dans C et 
pour que son itérée Δ par φΛ(3) entourant Ο soit arbitrairement petite ; 
comme l'étude locale des environs de Ο suffit, C étant arbitrairement 
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petit, à prouver qu'une certaine itérée Δ/; de Δ renferme à son inté-
rieur C, et par suite Δ on conclut que Δ « et par suite C renferment 
un point de Κ distinct de Ο pour lequel 

v — ?/t » /< ( * )» I 9 //+-/)(■*') I ' · 

Enfin, si a toujours tuf pole dans le cercle C, cela veut dire 
ν 

que Ο est point-limite pour l'ensemble formé par les antécédentsdu 
pointa l'inlini. Par une homographie convenable, s'il existe un point 
du plan distinct de Ο dont les antécédents n'admettent pas Ο pour 
poinl-liinite, on enverra ce point à l'inlini et la difficulté précédente 
se trouvera écartée. Il ne serait impossible de la conjurer que si Ο 
était point-limite d'antécédents pour tout point du plan. Mais l'origine 
ayant alors des antécédents distincts d'elle-même, on raisonnerait 
comme au ί° et le théorème serait encore démontré. 

Cette deuxième démonstration n'est pas, au fond, différente delà 
première, surtout si l'on songe que M. Montel a déduit le théorème 
de Picard-Landau des notions qu'il a introduites sur les familles nor-
males de fonctions. On remarquera le lien étroit qui relie ces deux 
faits : i° tout point de Κ est point-limite de points de Κ ; a" tout point 
de Κ est point-limite pour ses propres antécédents. 

15. id ensemble E', dérivé de E. — Nous avons vu que E' est parfait. 
Tout point Ρ de E' éLant limite de points de E, quelle que soit l'aire 

arbitrairement petite (0 dont on entoure P, il y aura toujours dans (0 
un point de E, et par suite il y aura au plus deux points du plan 
( conformément aux premier et deuxième cas de notre théorème fonda-
mental) qui resteront extérieurs à toutes les itérées (0/ de ιό. 

C'est là une propriété caractéristique des points de E'. 

TICÉOHÈME. — La condition nécessaire et suffisante pour quun 
point Ρ du plan complet jouisse de la propriété fondamentale sui-
vante : quelque petite que soit Caire ^ entourant P, deux points du 
plan complet au plus pourront rester extérieurs à toutes ses itérées (D,· 
{cas correspondant aux iw et i° de notre théorème fondamental), est 
que c£) soit un point de E'. 

On a vu que, si P est de E', la condition était réalisée : la condition 
est suffisante. 11 est visible qu'elle est nécessaire; en effet, si quel que 
soit (ô entourant un point P, les itérées (ô,· de (0 recouvrent tout point 

Journ. de Math. (7' série), toine IV.— 'ο 
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du plan complet sauf deux points au plus, il est visible que Ρ est point 
limite pour l'ensemble des antécédents d'un point quelconque du 
plan (il ne peut y avoir exception que pour deux points du plan, si ce 
système de deux points est identique à l'ensemble de tous ses antécé-
dents et de tous ses conséquents, ce qui nous ramène aux premier et 
second cas de notre théorème fondamental). Parmi ces points dont 
les antécédents admettent Ρ pour un de leurs points limites, se trouve 
évidemment tout point de E. (On a vu qu'un point de Κ n'est jamais 
un d.es deux points exceptionnels.) Ρ étant limite pour les antécédents 
d'un point de Ε est donc de E', puisque, d'une part, tout antécédent 
d'un point de Ε est de E' et, d'autre part, E' est parfait. 

Ρ étant donc un point de E' et tD une aire arbitrairement petite qui 
l'entoure, Δ étant d'autre part une aire quelconque du plan complet, 
uniquement assujettie à ne contenir ni à son intérieur ni sur sa frontière 
un ou deux points particuliers bien déterminés, quand φ (ζ) est une 
des fractions visées par le premier ou le second cas du théorème fon-
damental, Δ pouvant être le plan complet lui-même si <ρ (ζ) est géné-
rale, il existe un indice i tel que toutes les itérées de CD, d'indice ?; /, 
recouvrent complètement Δ ('). 

li. Corollaires. — i°Toutpointde E/ est point limite pour l'ensemble 
des antécédents successifs d'un point quelconque du plan complet, 
exception faite peut-être pour deux points au plus qui coïncident 
chacun avec ses propres antécédents ou chacun avec tous les antécé-
dents d'ordre ι de l'autre. (Cas i° et 2" du théorème fondamental.) 

Dans un autre langage, il existe au plus deux valeurs complexes, 
finies ou infinies, qu'aucune des fonctions 

<p(s), φ«(5), ... 

(') En particulier, tout point de E' ne pouvant être un des deux points excep-
tionnels prévus au théorème précédent, sera intérieur à une (©,·, et comme 
l'ensemble E' est parfait (et borné si l'on se place sur la sphère de Kiemann), 
on pourra même trouver un nombre fini de (D/, ou même simplement une ©

/o 

d'indice assez élevé i
0
 qui contienne à son intérieur tout l'ensemble E', ainsi 

que toutes les CD/ d'indice i > i
0

. Cela lient à ce que, quelque petite que soit 
l'aire CD entourant Ρ de E', elle contient une petite aire circulaire entourant un 
point de E, et pour les itérées de cette petite aire, qui sont toutes intérieures 
aux itérées de même rang de CD, la propriété précédente a déjà été reconnue 
exacte. 
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ne puisse prendre dans un voisinage donné cO de Ρ arbitrairement 
petit. 

2° Tous les antécédents successifs d'un point de E' et tous ses con-
séquents appartiennent à E'; car les uns et les autres possèdent, 
comme le point de E' considéré, la propriété caractéristique énoncée 
au théorème ci-dessus (' ). 

On peut dire que E' est un ensemble parfait qui reste invariant 
par la transformation simplement rationnelle du plan = &(s) et 
par les k branches de la transformation inverse. 

'y)° Les antécédents successifs d'un point quelconque Ρ de E' 
forment un ensemble partout dense dans E' (2), c'est-à-dire que toute 
aire contenant des points de E' contient des antécédents du point con-
sidéré P. C'est évident puisque, aucun point Ρ de E' ne pouvant être 
un des deux points exceptionnels prévus au théorème précédent, tout 
point de E' est limite pour les antécédents du point considéré P. 

/," En an point Ρ do E', il est impossible que la famille φ (s), 
9i(z)i · ' -ι ·" 0U une famille quelconque formée d'une infi-
nité de z»; soil non nab'. 

1 

En effet, quelque petit que soit le cercle C de centre P, il existe un 
indice i tel que toutes les aires Cy itérées de C d'indicejf i recouvrent 

(1) De la note (') (page précédente) il résulte, en tenant compte de ce 
second corollaire, que, si l'on considère une aire arbitrairement petite CE) (par 
exemple un cercle de centre Ο entourant un point Ρ de E', et la partie C de E' 
intérieure à l'aire (0, l'itérée (0/, de Φ contenant à son intérieur tout l'en-
semble E' : 

a. Tout itéré d'ordre i
0 d'un point de C est un point de E' intérieur à CD

io
; 

b. Tout point de E' étant intérieur à (E),
o
, aura un antécédent d'ordre Î

0
 inté-

rieur à (D, cet antécédent sera un point de d'où l'on conclut : 
c. Tout point de E' est contenu dans l'ensemble itéré d'ordre i

Q
 (et dans tous 

les itérés d'ordre i >■ Î0) de 
On peut donc dire qu'à partir de toute partie arbitrairement petite C de E' 

on peut engendrer tout E' à l'aide d'un nombre fini d'itérations successives 
de , ceci nous sera utile pour discuter la structure de E', car on peut dire, 
comme conséquence de cette note : La structure de E' tout entier est la même 
que celle de toute partie C de E' formée des points de E' intérieurs à une 
aire arbitrairement petite du plan qui entoure un point arbitraire de E'. 

(2) 11 n'en est pas de même des conséquents de tout point de E'. puisque l'on 
sait a priori que tout point de E ou tout antécédent d'un point de E n'a qu'un 
nombre fini de conséquents successifs. 
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toute aire A fivee à l'avance et uniquement assujettie à la condition de 
laisser deux points bien déterminés du plan au plus à son extérieur. 
Si la famille considérée était normale en P, ou si une suite infinie 
quelconque extraite de la suite '£,· était normale en P, on pourrait 
trouver une suite 

?//(('*')' 9"i(0» ···. ?«,,(«)> ··· 

qui, dans C supposé assez petit, tendrait uniformément vers une 
fonction analytique /(s) qui pourrait être une constante; mais C 
étant supposé assez petit, à partir d'un certain rang les aires C , 
C

e
 , ... itérées de C seraient voisines de l'aire Γ transformée de C 

par /7V), et par suite seraient, comme Γ, arbitrairement petites. Ceci 
contredit le fait que pour tout iridice j supérieur ou égal à l'indice / 
dont il a été question plus haut, C, recouvre A. 

5° Dans toute aire <t), arbitrairement petite, entourant un point P 
de K' il existe deux valeurs complexes (finies ou infinies) au plus que 
ne puisse prendre aucune des fonctions οΊζ), 'f !,(-), ..., γ'Μ(ζ) ou 
même que ne puisse prendre aucune des fonctions d'une suite infinie 
extraite de la précédente : 

?«,(-), ?;„(*), ···> *;,.·(=), ···· 

Car s'il existait trois valeurs complexes distinctes qu'aucune des 
fonctions 

Q'n1 (Z), ?«,(-)· ···. ?/#,·(-b ··· 

ne prenne dans m, cette suite serait normal·' dans m, et l'on en dédui-
rait de suite que 

Qn1 (z); oN1 5Z°? ... , Qn, (z) , ...... 

serait aussi normale, contrairement au corollaire. 

D>. />« structure de. VI. — Des exemples simples montrent immé-
diatement que K'peut être : i° un ensemble parfait discontinu, ou 
2° un ensemble parfait continu linéaire f1), mais 3° rien n'exclut 
a priori la possibilité pour K' d'avoir des portions qui soient des 
continus superficiels, des aires. 

(') A priori. Ë' peut être â la fois discontinu dans certaines régions el 
continu linéaire dans d'autres; nous verrons plus loin que cela ne peut être. 
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A ce titre la proposition suivante est intéressante. 

Théorème. — L'ensemble F' ne peut comprendre des aires que s'il 
comprend tout le plan complet; en d'autres termes : s'il existe un point 
du plan complet qui n'appartienne pas à F', F' ne peut être qu'un 
ensemble continu linéaire ou un ensemble parfait discontinu, mais ne 
comprend certainement aucune aire du plan. Autrement dit encore, 
dans ce cas, F' n'a pas de point intérieur;. 

Fin effet, si A est. un point du plan n'appartenant pas à K', on peut 
l'entourer d'une petite aire Δ dont aucun point n'est de F/; aucune des 
antécédentes de Δ ne contient depointdeE'; par suite, un point Pde F' 
ne peut être point limite pour les antécédents d'un point arbitrai-
rement choisi dans Δ ('), que si dans tout cercle de centre Ρ il y a des 
points n'appartenant pas à F'. Feci exclut donc la possibilité pour Ρ 
d'être « point intérieur » de F', c'est-à-dire d'être centre d'un certain 
petit cercle dont tous les points sont de F'. Comme nous le verrons 
par la suite, l'étude locale aux environs des points.remarquables du 
plan déjà signalés par M. Kumigs permet de fixer certaines régions 
qui ne contiennent pas de point de F'. 

. t priori F' peut donc : f° être un ensemble parfait discontinu ou 
continu linéaire ( -), ou 20 être identique au plan complet. 

(') Ceci écarte l'objection ;iu raisonnement actuel que pourrait faire naître 
l'hypothèse que tous les antécédents de A ne sont qu'en nombre lini, hypothèse 
qui correspond aux premier et deuxième cas dii théorème fondamental, A étant 
supposé un desdeux points exceptionnelsdont il est fail mention alors. Nous ver-
rons d'ailleurs plus tard que ces deux points exceptionnels dans les premier et 
deuxième cas ne sont jamais des points de E', et qu'on peut les entourer chacun 
d'une aire ne contenant pas de point de Ε' : ils forment en effet un groupe circu-
laire limite d'ordre ou bien chacun est point limite à convergence régulière. 

(2) Voici une conséquence immédiate de la note (' ) de la page 99 du présent 
Mémoire : Si dans une région H arbitrairement petite du plan, les points de E' 
forment un ensemble partout discontinu, c'est-à-dire « mal enchaîné entre deux 
quelconques de ses points », Ε' tout entier sera partout discontinu. En effet, 
tout point de E' peut être entouré d'une petite région D, dont une itérée D, 
contient H à son intérieur (car un point de E' n'est jamais un des deux points 
exceptionnels qui peuvent échapper à toutes les D,). Il y a donc une antécé-
dente K_, d'ordre /' de lî qui est tout entière contenue dans D. Dans D, les 
pointsde E' forment un ensemble mal enchaîné entre deux quelconques de ses 
points, car si cet ensemble partiel était bien enchaîné entre deux de ses points 
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16. i° Voici des exemples simples du premier cas : 
ι0 E' est ensemble parfait discontinu : Il suffit d'envisager les frac-

tions rationnelles signalées par M. Fatou, dans sa Note des Comptes 

rendus du i5 octobre 1906 : z
t
 — ' , pour lesquelles il démontre *■ Z 1 -+- 2 

que tout point du plan complet n'appartenant pas à un certain 
ensemble parfait discontinu E' a des conséquents qui tendent vers 
l'origine. 

Par la transformation ζ = y> ces fractions se réduisent à des 

po ynomes 

et le point de convergence pour tout le plan, sauf E', est le pointa 

l'infini. J 

E' est obtenu par M. Fatou de la façorl très simple que voici : 11 
détermine un cercle C0 de centre situé à l'origine, dont le rayon ρ se 
calcule d'après les formules de M. Kœnigs, et tel que, si \ z\ <p, on ait 

|s,|<K|s| (o < Κ < 1 ). 

Κ se détermine connaissant la valeur de ^7· à l'origine, qui est ici 
& ν 

nulle. C0, dans le cas présent, contient les deux points critiques de 
la fonction algébrique inverse de zt = o(z) qui sont 1 

son itéré d'ordre i le serait aussi; or, cet itéré d'ordre i contient la portion 
de E' contenue dans Κ (puisque D contient R_/) qui, par hypothèse, est par- · 
tout discontinue dans R. 

De même, si dans une région R arbitrairement petite du plan, les points de E' 
forment un ensemble continu Linéaire, c'est-à-dire bien enchaîné entre deux 
quelconques de ses points, E', tout entier, sera bien enchaîné entre deux quel-
conques de ses points, E' sera un continu linéaire. 

E' ne peut donc être partouL discontinu dans une région et continu dans 
d'autres. Il ne peut se composer de deux portions continues sans point commun, 
mais rien n'empêche a priori E' d'être tel que, dans toute région du plan, il y 
ait des points de E' entre lesquels E'est bien enchaîné, et d'autres entre lesquels 
E' soit mal enchaîné; c'est-à-dire que rien n'empêche que dans toute région du 
plan contenant des points île E', si petite soit-elle, il

#
v ait des portions de E' 

continues et des portions discontinues. 
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et 3, = o. Alors si l'on prend les antécédentes successives de C

0
, on a 

successivement k courbes, puis k- courbes, ..kq courbes, la portion 
du plan limitée à C

0
 contenant Ο a pour antécédente une portion du 

plan contenant la précédente et limitée aux k courbes antécédentes 
de C

0
, cette dernière portion a pour antécédente la portion du plan 

contenant O et limitée aux k- antécédentes d'ordre 2 de C
0

, etc. 
Chacune des régions antécédentes Tune de l'autre, ainsi déterminées, 
contient sa conséquente, et chacune de ses courbes limites délimite 
une région (ne contenant pas O) où se trouvent k courbes limites de 
la région antécédente de la région considérée. 

Pa r ce processus, on voit que les courbes antécédentes successives 
de C0 ainsi introduites, se rétrécissent indéfiniment dans toutes leurs, 
dimensions. L'ensemble des points n'appartenant à nuruna des 
régions envisagées précédemment, qui sont les antécédentes de Taire 
du cercle C0, est un ensemble parfait partout discontinu. Tout point 
de cet ensemble est point limite pour les antécédents de tout point du 
plan, sauf l'origine (qui est un point exceptionnel du type signalé au 
deuxième cas de notre théorème fondamental), c'est évident d'après. 
la définition même de cet ensemble; on reconnaît ainsi que cet 

ensemble n'est autre nue l'ensemble Ε relatif à la fraction 3. = -7-

2° E' est un continu linéaire : Il suffit de prendre l'exemple s, =-- z* 
qui entre dans le premier cas du théorème fondamental. 

Ici l'itérée d'ordre η de 3J est 

S n = On (z) = s2n 

Les racines ζ de r. = o
/t

( 3) ont toutes 1 pour module, excepté 3 = o. 
Ce sont les racines de 

Z2n - 1 -- 1 = 0. 

En chacune de ces racines, on a 

donc 

et, par suite, 

Les racines de 

?'C) = «C; 

| Q' (C) | = 2, 

KO |>I. 

•s*"-1 —1—0 (/1 — 1,2, ..., 00) 
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sont toutes des points de K. I^lles sont partout denses sur le 
cercle | s | = ι. K' se compose de toute la circonférence | ζ | — τ. 

L'équation ζ = o(z) admet en outre les racines ο et oc [qui sont les 
deux points exceptionnels du théorème fondamental (ier cas)|, 
où ] (p'(j)|est nul. Ce sont respectivement les points-limites des consé-
quents de tout point de la région du plan limitée par le cercle |s|= ι 
qui les contient. 

3" i\ous verrons plus loin quelle complexité peut offrir l'ensemble E' 
dans des cas où il est linéaire. Nous verrons en parliculierqu'il pourra 
diviser le plan en une infinité de régions, c'est-à-dire qu'il sera pos-
sible de donner des fractions z>(z) simples pour lesquelles il existe une 
infinité de régions distinctes du plan limitées chacune par une partie 
de K'. 

17. La question se pose de savoir si, effectivement, K'peul com-
prendre le plan complet tout entier, et de répondre à cette question 
soit par la négative, soit par l'affirmative, en donnant un exemple de 
fonction rationnelle ~>(z).pour laquelle tout point du plan soit de K'. 
Nous verrons plus loin qu'une telle fonction n'est ni un polynome ni 
une fraction se ramenant au premier cas de noire théorème fonda-
mental. 

Montrons dès maintenant comment, par analogie avec une question 
connue et bien simple, on peut penser que Ef pourra peut-être 
compter tout le plan. 

E' a été défini par sa propriété caractéristique : Tout point de E' est 
point-limite pour les antécédents dê un point quelconque du plan 
complet, sauf peut-être pour deux points au plus. 

Or, prendre les antécédents, successifs d'un point r du plan, c'est 
résoudre l'équation 

Ce problème est un cas particulier du suivant : f(z, — ο étant 
une relation algébrique entre ; et s, est un polynome en s et 5,). 
ζ est dit antécédent de s,; z—

K
 défini par /(j_n s) = ο sera anté-

cédent de z, etc. On définit ainsi les antécédents successifs de ζ et la 
question est d'examiner l'ensemble dérivé de l'ensepi^Îé?ï^inié:par ces 

^ <|iii donne £ antécédents Γ.., d'ordre i. 
—» ;_2 d'ordre 2, 
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Or il est facile de voir que, pour certains choix de f, cet 

Mr derive se compose dit plan foui entier, quel que soit le 
point z envisagé. 

Ln effet, si 

z' — S| ( c ), ζ' S-2 ( ζ), .... - — S
/(
 ( « ) 

sont les substitutions fondamentales d'un groupe automorphe impro-
prement discontinu dans tout le plan ^groupe de Picard par exemple, 
où ces substitutions sont 

c' = z + 1. z' = z + i, z' = - 1, z' == --iz i) 

en prenant 

J ( ζ. J, ) r.: | ν ι — Si (5 )] [:·, S» ( ; ) |... [ z, · S
/;

 ( ζ ) | — o, 

les antécédents successifs d'un point quelconque z, du plan ne seront 
pas autre chose évidemment que tous les homologues de dans le 
groupe considéré. Le groupe étant improprement discontinu quel que 
soit J, dans tout le plan, ces homologues seront denses partout dans 
le plan; l'ensemble dérivé de l'ensemble de ces homologues se com-
pose de tout le plan complet, quel que soit le point z

t
 dont on est 

parti. 
La question qui nous occupe : détermination de V/ pour une rela-

tion 
Ν J — ( Ν ) — Ο. 

ο étant rationnel en z, et la question de la détermination des points 
du plan, autour desquels un groupe automorphe cesse d'être propre-
ment discontinu, sont donc deux cas particuliers de la question plus 
générale suivante : détermination de l'ensemble dérivé pour l'ensemble 
des antécédents d'un point quelconques, du plan, ces antécédents 
étant définis de proche en proche par la relation algébrique 

/(-·· 3|) = 0-

A ce titre, puisque le deuxième cas particulier (groupe automorphe) 
donne facilement des exemples où F/ est identique au plan complet, 
on peut tout au moins penser qu'il n'y a pas de raison a priori, pour 
que la question qui nous occupe dans ce Mémoire (itération des fonc-
tions rationnelles) ne comporte pas de tels exemples, et l'analogie 

Journ. de Math. (7e série), tome IV. — Kasc. II, ÎYIN. 14 
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signalée serait plutôt une présomption en faveur de l'affirmative ('). 
Je profite de l'occasion pour signaler d'autres analogies entre la ques-
tion de l'itération et celle des groupes automorphes. 

18. Si l'on prend pourS,(5), S„(r) les substitutions d'un groupe 
fuchsien à cercle fondamental, il est clair que, pour tout point du 
plan, l'ensemble dérivé de l'ensemble des antécédents sera composé 
de tous les points du cercle fondamental : E' se compose de toute la 
circonférence conservée par le groupe. On a trouvé un résultat ana-
logue dans le deuxième exemple signalé plus haut (s, =- z·). 

Si les Sj(s) sont les substitutions fondamentales d'un groupe klei-
néen de l'espèce de ceux qui conservent l'intérieur d'une courbe 
continue pourvue de tangente en une infinitude points etdépourvue de 
cercle osculateur en ces points (courbe signalée par Poincarédans son 
Mémoire sur les groupes kleinéens), E' se composera de tousles points 
de cette courbe. Effectivement, nous donnerons plus tard des exemples 
de fonctions rationnelles pour lesquelles E' se compose de tous les 
points d'une courbe de Jordan sans tangente. 

Enfin, si les S/(s) sont, par exemple, les substitutions fondamen-
tales d'un groupe fuchsien pour lequel le polygone fondamental a des 
cotés de la deuxième sorte, ce qui conduit à des fonctions fucbsiennes 
définies dans tout le plan, sauf aux points d'un ensemble parfait dis-
continu E' situé sur le cercle fondamental, on a l'analogue du 

premier exemple signalé -, — ^—- où l'ensemble était parfait 

(') Depuis le dépôt de ce Mémoire. M. I,ailes a fail connaître dans une Note 
des Comptes rendus (7 janvier 1918) un exemple intéressant de ce cas. » 

Eu posant 
- —fi") ( r ·> " ' -1 ) 

on a 
(' -h- 1 ) · 

4-t Z*—l) 

Tous les points u.. — ·>. ',1 ( c -i- isv) pour les quels r cl w oui des développements 
périodiques simples dans le système de base 2 avec η chiffres à la période, sont tels 
que 2 nu~u à une période près et correspondent à des racines de - = οβ( ~ ) 
pour lesquelles ο'Ν(ζ) — ·.ι". Ce sont des points de E; les η précédents étant 
denses dans le parallélogramme des périodes, E est dense dans tout le plan. E'est 
identique au plan complet. 



SL'It L'jTÉllATJON I)ES FONCTIONS RATIONNELLES. IO7 

discontinu. On aura facilement un exemple de tels $,(3) en prenant 
trois cercles extérieurs deux à deux C,, C,, C

3
, considérant l'aire qui 

leur est extérieure, la réfléchissant sur un des cercles, C, par exemple, 
et considérant l'ensemble de l'aire primitive et de son image comme 
le domaine fondamental d'un groupe fuchsien, en faisant se corres-
pondre dans le domaine fondamental obtenu C, et son image C

2
, 0., 

et C'
(
. Si les S,(ζ) sont les substitutions fondamentales d'un groupe 

kleinéen donnant des fonctions kleinéennes définies dans tout le plan, 
sauf aux points d'un ensemble parfait discontinu (groupe Schottrky, 
par exemple), on aura encore une foule d'exemples où VJ est parfait 
discontinu, mais n'a pas ses points sur un cercle fondamental. 

J'ai un peu insisté sur les rapprochements entre l'ensemble K'rclalif 
à l'itération d'une fraction rationnelle et l'ensemble c' des points où 
un groupe automorphe cesse d'être proprement discontinu; car il m'a 
paru que les deux questions que ces deux ensembles dominent (itéra-
tion d'une fraction rationnelle, et étude d'un groupe automorphe) 
devaient s'éclairer l'une l'autre, toutes deux étant cas particuliers de 
la question plus générale relative à la fonction algébrique z(z,) définie 
par f (z, z

t
) = ο que j'ai signalée plus haut. Dans nos deux cas 

particuliers, tout point de Κ (ou de c') est point limite pour 
l'ensemble des antécédents (ou des homologues) d'un point fjuel-
rtjiifjur. du plan, et cette propriété caractéristique de E' comme de 
est trop importante pour que nous n'avions pas mis en lumière les 
liens étroits qu'elle établit entre les deux questions signalées. 

Je bornerai là celte digression pour ne pas m'écarter trop du sujet 
propre de ce Mémoire, qui est l'étude de l'itération d'une fraction 
rationnelle. 

I». Sans nous attarder à la question de savoir si, effectivement, 
E' peut, pour certaines fractions rationnelles ç(r), se composer du plan 
tout entier, nous poursuivrons plus avant l'étude des cas où l'on a 
reconnu que E'n'est pas superficiel. On reconnaît le plus souvent ceci 
par l'étude locale des environs d'un point limite [ζ — o(^), !?'(-)( Ό |* 
ou d'un groupe circulaire limite. 

Montrons, en effet, que si l'on reconnaît pour la fraction z
t
 = z>(z) 

l'existence d'un point limite à convergence régulière, c'est-à-dire d'un 
point A racine de 

z~o(z). oi. j ?'(-)!< 'i 

on peut fixer un voisinage de ce point dans lequel aucune des 



Ιθ8 GASTON JULIA. 

equations 
Ζ — 'j

 n
 ( - ) ( Il — 1,2. . . . , X ) 

η a de racine distincte de A ('). 
On sait, en effet, que si ζ est l'affixe de A, on peut trouver un 

nombre ρ tel que si 

on ait 
ι - — r | < n .0. 

H étant compris entre ο et ι. 
De là s'ensuit 

; Il", p. 

- décrivant le cercle G de centre A de rayon p, -, décrira une 

Fig. i2. 

courbe C, sans point commun avecC, toute intérieure à C. Si - décrit 
l'aire D intérieure à C, - , décrit l'aire D, intérieure à C,. Si z'CÇ) φ ο, 
on peut supposer ρ assez petit pour que, l'aire D étant simple et à 
un seul feuillet, l'aire D, décrite par z

K
 soit aussi à un seul feuillet; 

il est clair, alors, que les itérées successives de D seront emboîtées 
chacune dans la précédente et tendront vers A dans toutes leurs 
dimensions. 

Si φ'(ζ) = ο, alors l'aire décrite par sera à 2 feuillets, quel que 
soit 1, et admettra A pour point de ramification; mais ceci n'a pas 
d'importance, l'essentiel est que, dans tous les cas, ζ décrivant le 
cercle G dans le sens positif autour de A,s,,s

3
, ..., :

r
 ..., décrivent 

(l) Tout polynome admet le point à l'infini comme point limite à convergence 
régulière, on peut s'en assurer par une homographie arbitraire qui ramène 
à dislance finie le point à l'infini. Four aucun polynome E' ne peut donc être 
superficiel. 
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tous des courbes complètement intérieures à C. Car alors, ainsi qu'on 
l'a indiqué dans les préliminaires, la variation de l'argument de ζ—z„ 
lorsque ^ décrit C est nécessairement égale à 2îî comme la variation 
de l'argument de τ — ζ, d'où il suit que, dans l'aire D, les équa-
tions 

Ζ Q
n

(z)— o pour n-=1,2 X. 

n'ont d'autre racine que ζ. 
L'ensemble Ε se composant de points qui sont racines de telles 

équations, il est visible que aucun point de Ε ni de E' ne figure dans 
l'aire D. E' n'est alors sûrement pas superficiel. 

La démonstration, pour un groupe limite ζ, ζ,, *C/y_, provenant 
des racines de 

s = oP(z), ζ, = 9θ :Η = ?ί^)· £ = ?(?,>-,); 

est à peine diiïérente ('). Comme l'a montré M. Kœnigs, chacun 
des ζ, peut être entouré d'un cercle C, de rayon tel que, si - est 
intérieur à un G, ses itérés tombent respectivement dans les cercles C 
suivants. z

p
 revenant tomber dans C/ de telle façon que \z — | <? 

entraîne | zp — ζ,| < Hp,, H étant < i. On peut toujours supposer que 
les C, sont extérieurs deux à deux et assez petits; alors, si ζ décrit C, 
z

n
 z.,,..., j/r_, décrivent des courbes extérieures à C et respectivement 

voisines de ζ,, ..., 'ίρ, ..., donc la variation de l'argument de ζ — zt 
(i — i, 2, ..., ρ, ...) le long de C est nulle. 

On voit immédiatement qu'il en sera de même quel que soit i, sauf 
pour les valeurs de i multiples de p; la variation de arg(r — sera 
toujours nulle le long de C si i n'est pas multiple de p \ elle sera égale 
à ir, si i est multiple de p. On conclut que, dans l'aire D limitée 
par C, les équations 

z — o
//
(z)—o (n = 1,2. ...,») 

n'ont pas de racine si η n'est pas multiple de ρ, et n'ont qu'une racine 
(qui est ζ) si ri est multiple de p. Le même raisonnement vaut pour 

(') On peut toujours supposer que tous les points du groupe sont à distance 
finie, sans restreindre la généralité. 



I 10 GASTON JULÎA. 

les aires D,, IX, ..., Dy,_, limitées par les cercles C,, G2, ..., G ). 
En rapprochant ce que nous venons de dire du troisième corollaire 

de notre théorème fondamental, on peut dire : « Dans l'ensemble des 
racines des équations 

ζ — ( ζ ) ί η -- ι. , ce ). 

» ι" Si une racine ζ rend |'./(ζ)|<ι, elle est isolée dans l'en-
semble; 

» 2" Si une racine ζ rend i, elle est limite de points de 
l'ensemble ; et le troisième corollaire dit même qu'elle est limite de 
racines d'équations r — ^P(

z) pour lesquelles | z'^z) j > ι !. » 
Ainsi se distinguent nettement les points de Ε des points limites à 

convergence régulière ou des groupes circulaires limites. 
20. Π peut arriver aussi que des propriétés particulières de la frac-

tion z>(z) considérée permettent d'énoncer des propriétés de l'en-
semble E' et, en particulier, de reconnaître de suite qu'il n'est pas 
superficiel, c'est le cas des fractions qui conservent l'intérieur et la cir-
conférence d'un cercle fondamental et que M. Eatou a signalées dans 
une Note des Comptas rendus (21 mai 1917). On peut toujours sup-
poser que ce cercle C est le cercle |r|^i; alors, pour |J!<I, on a 
| o(z) | < 1, et pour | — | = 1 on a \z ( z)\ = r. | M. Eatou a donné la 
forme nécessaire des o(z) jouissant de cette propriété en ramenanl 
le cercle au demi-pjan analytique supérieur, par une transformation 
homographique.] z>(z) est supposée de degré h. On voit qu'à deux 
points ζ et z' symétriques par rapport au cercle C correspondent deux 
points 9(z) et 9 (V) symétriques par rapport au cercle. La fonction 
algébrique inverse de φ (z) a, en général, k — 1 points critiques inté-
rieurs à G, et (k — 1) autres points critiques symétriques des premiers 
par rapport à G. Si l'on considère la surface de Hiemann K relative à 
cet té fonction algébrique, la circonférence | ζ | = 1 découpera dans ses 
k feuillets une aire S simplement connexe à k feuillets contenant Ο et 

(') Pour toute fraction du type correspondant au premier cas de notre iliéo-
réme fondamental, c'est-à-dire pouvant par homographie se ramener à 

Zj — a= ^· 
(/, — a)'-

le point a et le point à l'infini (c'est-à-dire les deux points exceptionnels du 
théorème) forment un groupe circulaire limite d'ordre 2. 
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limitée à la circonférence \z\ - ' parcourue k fois. La fonction algé-
brique ζ — 'l( :·,) inverse de o( z) donne une représentation conforme 
sur l'intérieur du cercle C de l'intérieur de la surface S à k feuillets pré-
cédente; par la même fonction, la portion de la surface de Uiemann 
considérée extérieure à |s| =i se trouve représentée de façon con-
forme sur l'extérieur du cercle 13 j == ι. En définitive z = ψ Γ s, ) repré-
sente, conformément sur le plan complexe des -, la surface de Uie -
mann II, complétée par les k points à l'infini des k feuillets, qui est 
comme on sait, fermée et de gmre zéro. Si ζ parcourt C dans le sens 
positif une fois, z

t
 = ζ ( ζ) parcourra C toujours dans le sens positif 

el k fois d'où il suit facilement que, sur C, se trouvent k — ι racines au 
moins de l'équation z~ ^(-), et, s'il yen a plus de/r — ι il y en a k -+-1, 
c'est-à-dire que toutes sont sur C. 

S'il y en a effectivement k -+- i, on verra qu'il y aura sur C toutes 
les racines des équations - — ?/,(~) pour a — i, a, ..., ce. 

Un effet, z« décrit C dans le sens positif k- fois, z
:t
 le décrit k* fois. 

Chacune des équations ζ = z„( z) a sur Cau moins k" — ι racines. Elle 
en a en tout k" -ί— ι. 11 rie peut en exister deux hors de C que si chacune 
est racine d e ζ = ζ ( -), ce qui est impossible puisque ζ = z( ζ ) a ses 
k-h ι racines sur C, ou si les deux racines considérées forment un 
groupe circulaire fourni par z = z>-A z), mais on voit immédiatement 
que ces deux racines devant être symétriques l'une de l'autre par rap-
port à C, l'hypothèse actuelle est impossible à accepter, car la trans-
formée ζ (ζ) de la racine intérieure à C serait ζ, extérieure à C, ce qui 
par hypothèse, est impossible. 

Conclusion. — Ou bien toutesleséquationsc = z
n

{ z),(n —1,2,...,se) 
ont leurs racines sur C; ou bien l'équation ; = o(z) a deux racines, 
symétriques (' ) par rapport à C, non situées sur C, et toutes ses autres 
racinesainsi que toutes les autres racines des ζ — z

n
(z^ (/1= 2, 3,..., ce) 

sont sur C. 
La donnéedu cercle fondamental permet donc d'affirmer immédiate-

ment que E' n'est pas superficiel. M. Fatou a énoncé dans sa Note que, 
si toutes les racines sont sur le cercle C, il peut arriver qu'elles ν 
forment un ensemble dont le dérivé (qui comprend E' évidemment) 
soit parfaitdiscontinu, ou soit composé de C tout entier. 

(') 11 peut arriver que ces deux racines viennent à se confondre sur C, elles 
vérifient alors -—ο, o'(;)=i. et forment une racine double de 
- — o(z) = 0, mais c'est là un cas particulier. 
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21. Si ζ = z>(z) admet deux racines symétriques par rapport à 
non situées sur C, on peut, à une homographie auxiliaire près, sup-
poser que ces racines sont ο et oc. Alors o(z) est telle que 

9(0) — o; | 9(5) |<i si ζ < ι ; | ç. < c ) | — 1 si 0 ; - 1 ; 

| 9( 5 ) | > 1 si 0 > 1 ; 9 (χ ) -χ. 

Le lemme de Schvvarz rappelé dans les Préliminaires (£ ">) prouve 
alors, z>(z) n'étant pas linéaire, que, pour j ς j <i J, on a 

l?(^|<|-| (M 

sans égalité possible et cela prouve qu'à l'origine on a j 19'é0 ) j <Γ 1 
sans égalité possible puisqu'un petit cercle*; de centre Ο se transforme, 
par z>(z)

1
 en une courbe intérieure à γ (voir les Préliminaires^. 

L'origine est un point limite à convergence régulière, et l'on voit 
qu'il en est de même pour le point à l'infini. 

Fig. i.'L 

Il est facile de montrer que, dans l'hypothèse actuelle, <n tout 

point de C on a\z>' (z)\^> 1 (2 -t. 
Ln effet, pour j J j = 1, 

i t. v ) I — ' 1 

et pour J ^ j << ι, 
|o(;)|<U|. 

(1 ) On a, de mime, pour I 0 j > 1. 

i?LOl>l-|. 

{-) Cette proposition me parait un complément très utile à la Note, signalée 
plus haut, de M. Falou. 
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Par suite, tout segment AB normal au cercle |s| = i est transformé 
en un*arc de courbe Α,Β, joignant A, (sur le cercle |z| = i)àB, 
(intérieur au cercle de rayon OB). Donc, la longueur de l'arc A, B

(
 est 

toujours supérieure à celle de AB, sans égalité possible ('). Ceci 
entraîne que |φ'(-)|^ι en A(2). D'ailleurs, la courbe Γ |<p'(^)|= ι 
étant une courbe algébrique ne pourrait rencontrer C qu'en un 
nombre fini de points et l'on voit bien aisément qu'en ces points, Γ ne 
saurait couper C en un point A, ou lui être tangente, ou avoir un 
point multiple en A sans aboutir à une contradiction résultant de l'un 
ou de l'autre des faits suivants : i° aux environs de A point commun, 
à C et Γ, il y aurait sur le rayon OA ou sur son prolongement, un 
segment AB sur lequel |φ'(- )| serait <i, sauf en A, et à ce segment AB 
ne pourrait correspondre un arc A, B, de longueur supérieure à celle 
du segment A Β lui-même; 20 ou bien il y aurait sur C, aux environs 
de A, des points où | ç/(s) | <1 · 

Les figures a et b montrent l'impossibilité pour Γ de couper C en 
un point simple A, la région voisine de A hachurée est celle où 
1z'(z) | < 1. c montre l'impossibilité pour Γ de toucher C et d l'impos-
sibilité pour Γ d'avoir un point double (nécessairement à tangentes 
rectangulaires) en un point de Γ à cause du premier ou du deuxième 
fait précédent. 

Donc, en chaque point de C \ z>'(z)\^> 1. Toutes les racines de 
ζ = ©„(-) (ri — 1,2, ..., ce) situées sur C rendent donc | o'Jz) | > 1. 
101 les sont donc de Ε. Il est aisé de montrer qu elles sont partout 
denses sur C. 

En efîet, sur C on a 
|®'(5)|>M>I, 

M η étant pas égal a un. 
Si ζ décrit un arc quelconque ab de C, son itéré z

t
 décrira un 

(') De même à tout segment A'B' normal à C et extérieur à C. correspond un 

arc A', B', toujours > A'B'. 
(2) En effet, on a 

arc A, Β, = ί |o'(-)||efc|, 
\ 

et si en A | φ'(-) | était < 1, il serait < 1 sur un certain segment AB de OA et 
l'on aurait 

arcAjB, < AB . 

Journ. de Math. (7· série), tome IV. — Fasc. II, 1918. ï»> 
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arc atb{, dans le même sens que ab, qui sera >M χ (arcah). 
z2 décrira un arc 

α2
 b
t
> M2(arc ab) 

Les arcs ait hi grandissent indéfiniment. Il existe un itéré z
n
 qui 

Fig. 14. 

clécrit sûrement un arc a
n
b

n
 comprenant autant de circonférences 

qu'on voudra et qui le décrit dans le sens positif si ζ décrit ab dans le 
sens positif : il faut donc évidemment que le point z,

L
 coïncide avec ζ 

pour une certaine position de
 %
z, c'est-à-dire que ζ = o

n
(z) ait une 

racine dans Tare ab. L'arc ab étant quelconque, ceci veut dire que les 
racines des équations \z — ojz) = ο sont partout denses dans le 
cercle C. E' est identique au cercle C tout entier. 

22. Remarque ('). — Si l'on avait considéré, au lieu d'un cercle C, 

(*) Après le dépôt de ce Mémoire. M. Fatou a démontré dans une Note des 
Comptes rendus (4 février 1918), que Γ ne pouvait être qu'un cercle, dès l'ins-
tant qu'elle était formée d'un arc régulier de courbe analytique. Cette 
remarque n'a donc plus de raison d'être et le lecteur est prié de n'en pas tenir 
compte. 
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une courbe analytique simple Γ séparant deux régions qui se transfor-
ment chacune en elle-même k fois (') par φ (s), comme Taire limitée 
par G se transforme en elle-même k fois, on serait arrivé aux mêmes 
conclusions que les précédentes. Nous appellerons la courbe courbe fon-
damentale Γ. Ou bien toutes les racines des ζ = yn(

z) n~ 1,2, ...,so 
sont sur Γ, ou bien deux d'entre elles seulement, racines de ζ — φ (s) 
sont hors de Γ. Dans ce dernier cas, si l'on fait une représentation 
conforme de l'intérieur (2) de Γ sur l'intérieur de C(| Ζ |< 1) àl'aide de 
la fonction ζ =/(Z) analytique dans Γ et sur Γ (Γ est en effet une 
courbe analytique simple sans singularités) la relation zt = φ (s) qui 
fait correspondre à ζ dans Γ devient une relation Ζ, = Φ(Ζ) qui 
fait correspondre Z, à Z dans C. Φ est analytique dans C et sur C; si 
Ζ est sur G, Z, est sur G,. Si Ton fait correspondre une racine de 
- = o(z) intérieur à Γ à Z = o, alors on a 

Φ (ο) — ο, Φ|(Ζ)|5ι si I Ζ [ *Η ι. 

A un points, intérieur à Γ correspondent k points z; donc à Z, inté-
rieur à G correspondent k points Ζ, Φ(Ζ) n'est donc pas linéaire, donc 
on a pour | Ζ | < 1 

|Φ(Ζ)|<|Ζ|. 

Donc, à l'origine, Φ'(ο)<ι. De là suit que les points ζ — ψ(ζ) 
hors de Γ rendent | 'f'(-) | < 1. En effet en ces points 

é/φ dz| dz\ dL·,ij f//i 
dz dz d/j{ drL dz 

et comme z = z, et Z = Z, aux points considérés, on a aussi, en ces 

(') C'est-à-dire qu'à z intérieur à la courbe correspond un point 3, intérieur 
à la courbe et à ~t, k points z distincts en général; si z est sur la courbe, s, est 
sur la courbe. La courbe Γ restant invariante par line infinité de substitutions 
rationnelles \ζι = a>,-(z), doit être de genre zéro ou un, si elle est algébrique, 
d'après un théorème de M. Painlevé. 

C2) Nous appelons intérieur de Γ une quelconque des deux régions en les-
quelles Γ divise le plan complet et, pour fixer les idées, celle qui contient une 
racine de z — ?(-)· Nous verrons d'ailleurs plus loin que, dans ce cas, chacune 
des deux régions contient une de ces racines à son intérieur et que pour ces 
racines j φ'(ζ) | < 1. 
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points, 
d z | dz 
c/Zj d'A 

Donc 
iifi - — φ'(οϊ 
dz ~ drL 

La fonction inverse de ο (z) a k — ι points critiques (en général) 
intérieurs à Γ et k — ι extérieurs à Γ ; sur les k feuillets de sa surface 
de Riemann Γ découpe une aire simplement connexe à ά feuillets, inté-
rieure à Γ, limitée par la courbe Γ, k fois parcourue (1 ). De même la 
fonction inverse de Φ (Z) a k — ι points critiques intérieurs à C; sur 
les k feuillets de sa surface de Riemann C découpe une aire S à 
k feuillets, intérieure à C, contenant l'origine, simplement connexe cl. 
limitée par C, k fois parcourue. 

La fonction Ζ = ψ(Ζ, ) inverse de ψΓΖ) réalise donc la représentation 
conforme sur l'aire simple | Ζ ] 5 t de l'aire S Ç2). Les bords des deux 
aires en correspondance étant analytiques, celte représentation 
conforme peut se prolonger analytiquement. Complétons S en lui 
adjoignant sa symétrique S' par rapport à C et soudant.S et S'le long 
de C parcouru k fois. L'ensemble S H- S' fait une surface de Riemann R 
fermée, à k feuillets, de genre zéro. A deux points Z, et Z'

(
 symé-

triques par rapport à C, faisons correspondre, d'après le principe des 
symétries de Schwarz, deux points Ζ et U symétriques par rapport à C ; 
on aura alors réalisé l'application conforme de R sur le plan complet, 
à l'aide de la fonction ψ(Ζ,) et de son prolongement précédent. Mais 
on sait que la fonction qui réalise l'application d'une surface fermée 
de genre zéro à /f feuillets (Ζ, ) sur le plan complet de Ζ est une fonction 
algébrique Ζ = ψ(Ζ, ), fonction inverse d'une fraction rationnelle ( ') 
de degré k. 

On voit doneque Ζ, = Φ(Ζ) est nécessairement une fonction ration-
nelle de Z, et c'est une des fonctions rationnelles à cercle fondamental 

(*) Celle aire est celle que décrit 2, lorsque z décrit l'intérieur de Γ. 
(*) On sait d'ailleurs qu'à une substitution homographique près qui conserve 

l'aire |Z|5i, la fonction ψ(Ζ0 qui réalise cette application est parfaitement 
déterminée. 

(*) On peut dire aussi en raisonnant directement que Z, est une fonction 
analytique de Z, n'ayant dans le plan complet que des pôles ; c'est donc une 
fonction rationnelle. 
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conservant l'origine que nous avons considérées plus haut. Aux racines 
de Ζ = Φ„(Ζ) (λ = ι, 2,..ao) partout denses (' ) sur C correspon-
dront par la représentation conforme ζ = /(Ζ) des racines de ζ = ο

α
(ζ) 

partout denses sur Γ, dans le cas où nous nous plaçons : celui où deux 
des racines de ζ — ©(s) sont hors de Γ, et l'on voit par ce qui précède, 
que de ces deux racines, l'une est intérieure et l'autre extérieure à Γ. 
E', ici encore, est identique à la courbe Γ. 

Il peut sembler bizarre a priori que la fonction ζ — /(Ζ) qui 
applique conformément l'intérieur de Γ sur l'intérieur de C(|Z|< i) et 
qui, si Γ n'est pas un cercle, n'est pas linéaire, donne une relation 
Ζ, = ψ(Ζ), transformée de ζ, = φ (ζ) qui soit rationnelle et de même 
degré k que z, — φ(ζ). En effet, la relation s— /(Z) applique non 
seulement Γ et son intérieur sur l'intérieur de C, mais encore toute 
une petite bande limitrophe de Γ (extérieure à Γ) sur une petite bande 
limitrophe de C (extérieure à C), puisque, la courbe Γ étant analy-
tique, l'extension analytique de z — fÇL) au delà deC et Γ se fait par 
la méthode des symétries de Schwarz. 

Fig. i5. 

On pourrait être alors tenté de croire que z — Z) réalise l'appli-
cation de tout le plan s sur le plan Z (2), ce qui η est sûrement pas 
vrai, si Γ n'est pas un cercle, car alors /(Z) ne peut être linéaire ; la 
fonction ./(Z) aura un domaine d'existence plus grand que C, mais 
qui ne s étendra sûrement pas sur tout le plan ; on est sûr d'avance 
que, Γ n'étant pas un cercle, l'extension de /"(Z) au delà de C n'est pas 

(') On démontre facilement que si Z et s se correspondent et sont tels que 

Ζ=.-Φ„(Ζ), ~ = ?«(3)» 
011 a aussi en Z et en z 

Φ«(ζ) = ?«(·)· 

(*) D'autant plus que la relation Ζ, = Φ(Ζ) transformée de z{ — o(z) est 
•définie dans tout le plan Z. 



I id GASTON JULIA. 

possible indéfiniment. Il n'y a plus, dès lors, paradoxe à ce cpie la 
relation rationnelle s, = o(z) se transforme, par la substitution auxi-
liaire non linéaire 

*=/(Z), [^=/(Z,)], 

/(Z) n'existant que dans une partie du plan Ζ, en une relation 
rationnelle Ζ, = Φ(Ζ). Si la fonction 5 = /(Z) réalisant la transfor-
mation de z, = z>( s) en Ζ, = Φ(Ζ) était définie dans tout le plan Z, 
elle devrait être Linéaire. Mais si elle n'existe que dans une partie du 
plan Z au delà de laquelle elle n'est plus prolongeable analytiquement, 
il n'y a nulle nécessité qu'elle soit linéaire. 

25. Etude des régions du plan fqui rte contiennent aucun point 
de E'. — Soit D une aire quelconque du plan ne contenant aucun point 
de Ε'. Il est clair qu'aucune des itérées de D ne contiendra de point 
de E', car l'hypothèse contraire, E' coïncidant avec tous ses anté-
cédents, nous conduirait à admettre que D contient des points de E'. 
Il est donc immédiat que dans l'aire D aucune des fonctions de la 
famille φ,(ζ), φ3(«), ÇS(-)» · · ·> ?»(-)» ··· ne prend une valeur affixe 
d'un point Ε'. E' est parfait; il y a donc une infinité de valeurs (ayant 
la puissance du continu) qu'aucune des φ,· ne saurait prendre dans E'. 
Il suit de là, d'après les travaux de M. Montel, que la famille des φ, 
est normale dans D. De toute suite infinie extraite de la suite des φ,·, 
on peut extraire une suite qui, dans toute aire intérieure à I ) tende 
uniformément vers une fonction limite qui est méromorphe dans D 
(comme les o

n
), et qui, peut être une constante, voire une constante 

infinie. 
C'est là un résultat primordial pour l'étude de l'itération et en 

particulier de l'ensemble dérivé de l'ensemble des conséquents d'un 
point du plan. 

Si, en effet, z est un point quelconque intérieur à D, .s, = φ(^), 
z.,= On (z), ..., z

n
=o

n
(z), ... sont ses conséquents successifs. Soit 

-Λι—9«ι(5)' ··*' —9«,. iz)i ··· 

une suite infinie extraite des φ,, qui, dans toute aire intérieure à D, 
tende vers une fonction limite f(z) méromorphe dans D, qui peut 
être une constante. Alors z étant un point quelconque intérieur à D, 
ses conséquents 

-
Λι

—9«ι(5)' ··*' —9«,. iz)i ··· 
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auront un point limite ζ = /(s) qui sera la valeur en ζ de la fonc-
tion f(z) limite dans D de la suite des o„ (z). 

Lorsque ζ variera dans toute aire intérieure à D, ζ pourra rester 
fixe, sa valeur pouvant être infinie; sinon ζ dépendra analylique-
menl de ζ, ζ(^) sera méromorphe dans D ('). C'est là un résultat 
particulièrement intéressant et simple. Il est d'ailleurs immédiat que, 
si l'on connaît une suite particulière 

©«,(*), »«,(5), .··, Or.·· 

tendant uniformément dans toute aire intérieure à D, vers une fonction 
méromorphe dans D, ou vers une constante finie ou infinie, on connaît 
l'allure de toute la suite Φ (S), oa(-)» ···> ?»(-)> · · · dans D. Car bien 
évidemment, si 

©«,(*), »«,(5), .··, Or.·· 

tend vers/(-) dans D, la suite 

©«,(*), »«,(5), .··, Or.·· 

tendra uniformément vers dans D, et généralement 

©«,(*), »«,(5), .··, Or.·· 

tendra uniformément vers Φ»Ϊ|/(-)] dans toute aire intérieure à D, 
quel que soit i. Il est, d'autre part, évident que toute fonction ok(z) 
d'indice k^>n figure dans l'une des lignes précédentes, pour une 
certaine valeur de i. 

On peut donc dire, en résumé que, Φ variant dans D, les points 
limites de ses conséquents successifs varient analytiquement avec ζ : 
ce qu'il faut entendre par là est suffisamment expliqué par les lignes 
précédentes. 

(' ) Si l'on sait seulement que, z élanl un point déterminé intérieur à D (s non 
de E'), est point limite d'une suite z

no
 z„

s
, ..., z

np
, ... de conséquents 

de ζ, de la suite cp,
(l

, φ
Λι

, .. ., ... normale dans D, on pourra extraire une 
suite 

?»,. φ.ν ··· ?v ··· 
qui converge vers une fonction limite méromorphe dans tout D et la valeur de 
cette fonction au point ζ ne saurait être différente de ζ, ce qui montre que tout 
point limite ζ pour l'ensemble des conséquents de z dépend analytiquement 
de z dans D. 
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D'autre part, on a vu que, en un point quelconque de E', et par 
suite dans toute aim contenant un point de E', aucune suite infinie 
extraite de La suite des ψ; ne pouvait être normale; il s'ensuit donc 
qu'aucune suite infinie 

9«ι ( 2.. ., o„
;i

( ζ), ... 

ne peut, dans une aire contenant un point de E', tendre vers une fonc-
tion analytique. On voit donc que s variant dans une telle aire, aucun 
point limite pour Vensemble de conséquents successifs ne pourra 
dépendre analytiquemenl de z dans toute l'aire. Les points de E' 
apparaissent ainsi comme des points singuliers essentiels des fonc-
tions limites de la suite des Φ,-(s). La propriété caractéristique des 
points de E'est d'ailleurs, au fond, identique au théorème de M. Picard 
sur les points singuliers essentiels. C'est pour cela que nous appelle-
rons points singuliers de l'itération tous les points de E'. 

24. A ce titre, l'importance des points de E'apparaît comme pri-
mordiale, pour délimiter les régions du plan complet, dans chacune 
desquelles l'allure de la suite des fondions ofz) est toujours la 
même. 

Voici ce qu'il faut entendre par là : 
Considérons une région du plan, d'un seul tenant, qui n'aura pour 

points frontières que des points de E'. On peut en définir une à 
partir de tout point A du plan n'appartenant pas à E', par la méthode 
de prolongement analytique : elle sera d'un seul tenant, et limitée 
uniquement par des points de E', si on la définit l'ensemble des 
points qu'on peut joindre à A par une ligne simple dont aucun point 
n'est de E'. Appelons R cette région, aucun de ses points intérieurs 
n'est de E'. Elle peut être simplement connexe dans certains cas, si E' 
est identique à une ligne simple fermée (par exemple, l'intérieur du 
cercle | 3 | = ι relativement à l'itération de z, — z2 est line région R); 
elle peut aussi être multiplement connexe, voire d'un ordre de con-
nexion infini ('), si E' est un ensemble parfait discontinu dans tout le 

(') A. ce point de vue, on peut faire une remarque intéressante. Si l'on a 
reconnu que dans une petite aire du plan les points de VJ forment un ensemble 
bien enchaîné entre deux quelconques de ses points, on sait que E' tout entier 
est un continu linéaire. Alors, loute région R du plan, d'un seul tenant, dont la 
frontière est formée par E' ou partie de E' est nécessairement simplement 
connexe, car l'hypothèse contraire impliquerait l'existence d'une ligne L simple 
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plan. Il peut (comme dans les deux exemples précédents) n'y avoir 
qu'un nombre fini de régions II dans tout le plan; il peut aussi en 
exister une infinité, et nous en verrons plus loin des exemples bien 
simples. * 

Quoi qu'il en soit, il est certain que dans toute aireD' intérieure àR 
la suite des φ, est normale. Si donc, par un moyen quelconque, on a 
reconnu qu'une suite partielle 

?«((-5)J 9'iiC3)? ···' ψη,ΧΌι ··· 

tendrait, quelque soit s à l'intérieur, d'une aire D (d'ailleurs arbitrai-
rement petite), toute entière située dans R, vers une fonction-
limite/^ s), méromorphe dans D, on peut affirmer que, quelle que soit 
l'aire Δ intérieure à R qu'on envisage, la suite 

?«((-5)J 9'iiC3)? ···' ψη,ΧΌι ··· 

tendra uniformément vers une fonction-limite f(fi) méromorphe 
dans tout Δ. Il suffit, pour s'en convaincre, de considérer des aires 
emboîtées les unes dans les autres contenant toutes D à leur intérieur, 
et ayant pour limite R. Toute aire Δ intérieure àR peut être ainsi 
enfermée dans une aire Δ' intérieure à R et contenant D à son intérieur. 
Il est clair maintenant que, d'une part, la suite des 

?«((-5)J 9'iiC3)? ···' ψη,ΧΌι ··· 

étant normale dans Δ', d'autre part cette suite convergeant uniformé-
ment vers une fonction méromorphe f(z) (ou une constante finie ou 
infinie) dans une aire D intérieure à Δ', cette suite tendra uniformé-
ment vers une fonction méromorphe f(z) dans tout Δ' (' ). 

Dire que dans tout R l'allure de la suite des γ„(ζ), φ2(ζ)? ···> 
φ

Λ
(ζ), ... est la même, c'est dire qu'une suite partielle extraite de 

fermée dont tous les points sont intérieurs à R, et telle que chacune des deux 
régions en lesquelles L divise le plan complet contiendrait à son intérieur des 
points de Ε'. E' ne serait donc pas un ensemble d'un seul tenant, contrairement 
à l'hypothèse, puisqu'un point de E' intérieur à L et un point de E' extérieur 
ne sauraient être bien enchaînés dans E', tous les points de L étant à une distance 
de Ε'^ε, ε étant un nombre positif fixe non nul. 

(*) Je m'appuie ici sur le théorème suivant de M. Montel [Sur les familles 
de fonctions analytiques (Annales de l'Ecole Normale, 191-2, p. 53i)] : 

Journ. de Math. (7· série), tome IV. — Fasc. II, 1918. IO 
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cette suite converge dans toute aire intérieure à ft ou ne converge 
dans aucune de ces aires. 

C'est de cette façon qu'on peut dire que l'ensemble parfait E' déli-
mita les diverses régions de convergence du plan : dans toute région 
d'un seul tenant que délimite E', les caractères de convergence des 
diverses suites infinies extraites de la suite 9(5), 9

2
(«), ..., 

φ
Λ
(^), ... sont les mêmes. 

215. Le théorème précédent fait le véritable pont entre l'étude 
générale de l'itération dans tout planet l'étude locale, seule entreprise 
jusqu'à ce jour. L'étude locale nous apprend, par exemple, que si l'on 
trouve un point ζ racine de ζ = y (ζ) pour lequel |φ'(ζ)|< ι, on peut 
déterminer un cercle C de centre ζ dans lequel : 

i° Il n'existe aucun point de E'; 
2° Quel que soit s, ses conséquents successifs zti 2„ . 

admettent ζ et ζ seul pour point-limite. 
Le théorème précédent nous donne aussitôt un résultat plus 

général : 
i° ζ est intérieur à une région R, d'un seul tenant, limitée unique-

ment par des points de F/ ; 
20 C est intérieur à cette région ft, et, dans tout C, la suite φ(-), 

®
3
(w), ..., ··· tend uniformément vers la constante ζ; 
3° Il s'ensuit donc que, quel que soit ζ dans R, la suite ©(-"), 

..., 9„(s), ... tendra vers ζ; les conséquents successifs d'un 
point quelconque ζ de 11 auront ζ et ζ seul pour point-limite. 

A ce titre, nous dirons que R est \e domaine de convergence 
immédiat du point-limite ζ. Immédiat rappelle que ft est d'un seul 
tenant avec ζ. Sa frontière est* formée uniquement de points de E', 
chacun de ces points-frontières n'a pour conséquents que des points 
de E' qui n'admettent pas ζ pour point-limite. 

Soit une suite infinie de fonctions f fx) (î —1, 2, ...,00) hotomorphes 
dans D et appartenant à une famille normale dans D. 

i° Si la suite converge en une infinité de points intérieurs dans leur 
ensemble à D, elle converge dans tout D. 

20 Si la suite converge dans D, la convergence_ est uniforme dans f inté-
rieur del) (a). 

(") Il n'y a qu'à supposer qu'on a envoyé un point Ρ de E' à l'infini pour que, tous les 
pôles des φ· étant antécédents de P, soient de E', c'est-à-dire que tous les φ· soient holo-
morphes dans R. 
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Des considérations toutes analogues s'appliquent à un point ζ racine 
des — <p

n
(s) pour lequel | ( ζ ) | < ι et aux points ζ,, . ..,ζΛ_, qui 

forment avec lui un groupe circulaire limite. 

26. Voici des applications immédiates de cet important théorème : 

i° Si E'est un ensemble partout discontinu (1), il n'y a qu'une 
région R composée de tout le plan, sauf E'; il ne peut donc exister 
qu'un point-limite à convergence régulière 

3 = 9(-). |<p'(s)|<i 

mais jamais deux points limites distincts, à convergence régulière, 
ni un groupe circulaire limite (2). 

Le point limite à convergence régulière, si l'on reconnaît son 
existence, aura pour domaine de convergence tout le plan sauf E'. 

Ceci s'applique, en particulier, aux fractions rationnelles à cercle 
fondamental si E' est partout discontinu. 

2° Pour les fractions à cercle fondamental C qui admettent 
deux racines s = φ(ζ) symétriques par rapport à C, on a vu qu'en 
chacune de ces racines on avait |ç/('()(<r; ces racines sont des 
points limites à convergence régulière, E'esL identique au cercle C; 
le domaine de convergence pour chacun des deux points limites 
se compose de la région du plan, limitée par C, qui contient ce 
point. 

(') lit d'une façon générale, si li' ne divise pas le plan en plusieurs régions 
telles que tout chemin allant d'un point intérieur à l'une à un point intérieur à 
l'autre contienne nécessairement un point de E'. 

(2 ) En effet, s'il y avait deux points limites distincts à convergence régulière ζχ 

et ζ2, il y aurait deux aires D, et D
2
 intérieures à Et entourant respectivement 

Ç, et ζ
2
, telles que dans D, la suite des φ,(s) converge uniformément vers la 

constante ζ1} et dans D2 cette même suite converge vers ζ2, ce qui contredirait 
notre théorème. . 

S'il y avait un groupe circulaire limite ζ, ζ,, .. .,cn-1 

ζ = ?„(ζ), Ιφ^(ζ) | < ι, 

on pourrait entourer les points ζ et ζ, qui sont distincts des petites aires D et D, 
telles que la suite 

9«(s)i 92W(^)I ·*·ι ··· 
converge uniformément vers la constante ζ dans D et vers la constante différente 
C1dans Dj, et notre théorème serait encore contredit. 
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Ces résultats i°ct i° sont d'accord avec ceux signalés par M. Eatou 
dans sa Note du 21 mai 1917 aux Comptes rendus de VAcadémie des 
Sciences. 

3° Si, a priori, 011 reconnaît Γ existence simultanée de deux 
points limites distincts à convergence régulière, ou d'un groupe; 
circulaire; limite, on peut aiïirmer que E7 comprend un ensemble 
continu linéaire qui divise le plan en plusieurs régions, e;ar E' ne 
pe;ut alors ni contenir tout le plan, ni être partout discontinu dans 
aucune aire du plan, et les domaines de; convergence'immédiats 
vers chacun des deux points limites distincts (par exemple), ne 
pouvant évidemment avoir aucun point commun, doivent être; 
séparés l'un de l'autre par E', de façon qu'on ne puisse aller de; l'un 
dans l'autre par aucun chemin simple qui ne contienne de point 
de E7· 

DEUXIÈME PARTIE. 

Étude de la convergence régulière vers un point limite 
et de la convergence périodique vers un groupe circulaire limite. 

27. Le théorème énoncé à la lin du Chapitre précédent nous a 
montré que si l'on connaissait l'allure de la suite 

φ(ζ), o2(z), 9„0),..., 

dans une aire arbitrairement petite, intérieure à une région R, 
d'un seul tenant, dont les points intérieurs ne sont pas de E7, mais 
dont tous les points frontières sont de E', on connaissait par cela 
même l'allure de la suite dans toute la région R. Nous avons fait 
remarquer alors que l'étude locale de l'itération, telle qu'on l'avait 
pratiquée jusqu'à ce jour, donnait des renseignements sur l'allure 
de la suite des o,-(z) dans le voisinage : i° de tout point dit point 
limite à convergence régulière, c'est-à-dire de toute racine de 
z = ©(z) pour laquelle |φ7(ζ)|<ι; 2° de tout point appartenant 
à un groupe circulaire limite, c'est-à-dire de tout point ζ racine 
de z = o

n
(z) (*) pour lequel | 9^(z) | <[ 1 > et des η—ι autres 

(*) Ori suppose, bien entendu, avec M. Kœmgs, que ζ n'est pas racine d une 
équation z — <p7,(5), où ρ < η. On dit quelquefois que ζ appartient à l'indice η, 
ou que c'est une racine primitive de s — par analogie avec les équations 
binômes. 
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points 

Î, = <P(Ç), Ç, = <p(Ç.) Ç»-. = 9(Ç«-t) [C «?(:«-»)] 

qui avec ζ, forment le groupe circulaire limite. 
Nous allons maintenant approfondir l'étude des caractères 

d'une région R qui contient à son intérieur, soit un point limite 
à convergence régulière, soit un point d'un groupe circulaire limite. 

28. Domaine de convergence immédiat vers un point limite à 
convergence régulière. — Bornons-nous pour l'instant au cas du 
point limite à convergence régulière ζ = ©(ζ), |φ'(ζ) | < ι et nous 
verrons ensuite que nos conclusions vaudront encore pour les 
groupes circulaires limites. 

On peut toujours, grâce à une homographie préalable, supposer 
que le point limite considéré est à l'origine. On peut supposer aussi 
que le point à l'infini (') est un point qui n'admet pas ο pour limite 
de ses conséquents. Un point ζ = <p(z), distinct de l'origine, pourra 
par exemple ctre envoyé à l'iniini 

ζ ι — cp ( ζ ) — et γ ζ -f- ci^z^ -t~. . · ι \at | ι. 

Si a, φ ο, l'origine a un antécédent et un seul confondu avec elle-
même. 

Si a
{
 = o, l'origine a au moins deux antécédents confondus avec 

elle-même. Soit ρ un nombre positif assez petit ; si je fais décrire au 
point ζ le cercle C de centre Ο de rayon ρ : 

i° Si a
{
 φ ο, l'antécédent unique z_, de ζ qui devient égal à 

zéro pour ζ — ο décrit autour de l'origine une courbe analytique C_, 
qui comprend C à son intérieur, ζ décrivant l'aire limitée par C 
contenant O, z_, qui est fonction analytique de ζ dans G, décrit l'aire 
limitée par C_, contenant O. 

2° Si a, = ο, a.>=o, ..., a
y
_, = ο (αρφ o), l'origine a ρ anté-

cédents confondus avec elle et ρ seulement, ζ étant voisin de zéro, 
ces ρ antécédents sont voisins de zéro et forment un seul et même 
système circulaire ; ζ décrivant C ρ fois de suite dans le sens positif, 
chacun des ρ antécédents précédents décrira une fois une courbe C_, 

(') Ceci permet de conclure que dans une petite région autour de zéro toutes 
les fonctions on(z) {η = i, 2, .. ., oo) ont une branche de leurs fonctions inverses 
ψ

/(
(5) qui reste finie. 
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analytique fermée entourant G; z décrivant l'aire S simplement 
connexe, composée de ρ feuillets superposés, chacun identique à la 
surface du cercle C, ces feuillets se ramifiant au point 0 les uns 
aux autres, S étant d'ailleurs limitée par le cercle C, ρ fois décrit 
et contenant 0 à son intérieur, chacun des ρ antécédents de z, dont 
il a été parlé précédemment, décrit une et une seule fois l'intérieur 
de la coûrbe C_, précédente; tout point ζ intérieur au cercle C a 
ρ antécédents intérieurs à C_, et ρ seulement; tout point intérieur 
à C_, a son conséquent et par suite tous ses conséquents dans C. 

Nous savons d'autre part que, si ζ est un point quelconque inté-
rieur à C, | ζ | < ρ, on a 

|s, |<H.p ( II < ι), 
et par suite 

|«/|<H'.p. 

La suitez,,z
2

, . . .,ζ
Λ

, ... a, quel que soit ζ dans C, Ο et Ο seule-
ment pour point limite. Nous allons étudier des propriétés du 
domaine de convergence immédiat du point (), entendant par là 
J'ensemble des points du plan dont les conséquents admettent Ο 
pour seul point limite, et qu'on peut joindre au point () par un 
chemin simple dont tous les points jouissent de la propriété pré-
cédente (d'admettre ο pour seul point limite de leurs conséquents). 
Ce domaine, c'est la région R du plan d'un seul tenant contenant () 
limitée par l'ensemble parfait Ε7 : tout point intérieur à cette région 
admet Ο pour seul point limite de ses conséquents, et peut être joint 
à C) par un chemin simple dont tous les points sont intérieurs à R 
et jouissent de la propriété précédente. Un point frontière de la 
région R appartient à E7, ses conséquents sont dans E7, ils 
n'admettent pas Ο pour point limite, car Ο n'étant pas de E7 est, 
comme on l'a déjà vu, entouré d'un cercle 6 où ne pénètre aucun 
point de E7. 

Sur la frontière de R les points de Ε sont denses partout, c'est-à-dire, 
que dans toute aire du plan qui contient des points frontières de R 
il s'en trouve qui sont des racines de z = z>

n
(z) pour des valeurs 

convenables de n, et pour lesquels \ο„(ζ) |> i. Tout point ζ inté-
rieur à R ayant Ο pour point limite de ses conséquents, il s'ensuit 
qu'un certain Z/ sera intérieur à C, ainsi que tous les conséquents 
suivants de z. 

R peut donc se définir aussi : l'ensemble des points, d'un seul 
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tenant avec O, dont un conséquent tombe dans C, et nous sommes con-
duits à le construire par le processus dont nous allons maintenant 
nous occuper. 

z décrivant l'aire intérieure à C, cherchons l'aire décrite par 
celui ou ceux de ses antécédents qui s'annulent avec ζ : c'est l'aire 
limitée par C_,, je l'appellerai pour abréger antécédente de faire C. 
On a vu que CL,, contient C. 

z_, décrivant l'aire C_,, celui ou ceux de ses antécédents qui 
s'annulent avec z_, décriront une aire C_2

 qui contiendra C_, à son 
intérieur, puisque CL, contenait C et puisque l'aire CL, est antécé-
dente de C. C 2 sera dite antécédente d'ordre ι de C. 

Il importe de faire de suite une remarque : si α, ·= o, le point Ο 
est un point critique pour la fonction algébrique ψ(ζ) inverse 
de Φ(Ζ), c'est aussi un* point qui annule φ{ζ) ; le domaine R de 
convergence immédiat vers O contient alors à son intérieur un 
point critique de l'inverse de ç(z), conséquent d'un point qui annule 
s'(z). 

Supposons au contraire a, φ o et, partant du petit cercle C 
envisagé précédemment, définissons successivement l'aire CL, 
antécédente de l'aire C, décrite par z_,, antécédent unique de z, qui 
soit = o pour z = o lorsque ζ décrit l'aire C; puis CL, antécé-
dente de CL, dans les mêmes conditions, et ainsi de suite. Le pro-
cessus se poursuivra sans difficulté tant que les aires successives 
CL,, CL

2
, . . ., CL,·, qu'on déterminera ainsi ne contiendront pas de 

point critique de la branche de fonction algébrique ψ(z) inverse 
de o(z), qui devient égale à o pour z = o; toutes les aires ainsi 
déterminées seront à un seul feuillet, simplement connexes, et 
chacune complètement intérieure à son antécédente. Si ce pro-
cessus se poursuivait indéfiniment sans qu'aucun point critique 
de ψ(ζ) soit intérieur à une des aires CL/ successives, R se présen-
terait comme la limite de l'aire C./ pour i grandissant indéfini-
ment f1). Je vais montrer que cette hypothèse est impossible. 

(') II est facile, en effet, de voir que si l'aire C_
{
-ne renferme aucun point 

critique de ψ(s), chacun des Κ antécédents de z est fonction analytique de z 
dans C_,· ; chacun décrit une aire à un seul feuillet limitée par un contour ana-
lytique simple, si z décrit l'aire CL, et les k aires antécédentes de C_/ n'ont 
deux à deux ni point intérieur ni point frontière commun, seule peut donc 
chaque fois nous intéresser l'antécédente de C_/ qui contient l'origine. 
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29. En effet R serait alors une aire simplement connexe (x) dont 
il est aisé (2) de faire la représentation conforme sur l'aire inté-
rieure à un cercle |Z| <i (tous les points de E' étant extérieurs à 
R ou points frontières de R, c'est bien sur un cercle que se fait la 
représentation ; cette représentation conforme z = / (Ζ) fait corres-
pondre à tout point z intérieur à R un point Ζ de module | Ζ | < i, 
la correspondance étant biunivoque et analytique pour tous les 
points intérieurs. Nous ferons correspondre entre elles les origines 
des plans ζ et Ζ, [/(o) = o] ainsi que les directions positives des 
axes réels de ces plans [/'(o) réel]. A deux points ζ et z, qui se 
correspondent par z, = <p(z) la représentation conforme fait cor-
respondre deux points Ζ et L

K
. Quel que soit Ζ dans | Z| < i, il lui 

correspond un point ζ par z = / (Z), puis z, par zt — z>(z), puis Z, 
par z, = /(Z,). Ainsi, à tout point Z dans |Z|<i correspond un 
point Z

i
 dans | Ζ, | < ι qui évidemment dépend analytiquement de 

Z dans | Z| < i. Inversement à Z, dans | Ζ, |< ι correspond un point 
Z et un seul dans |Z|<i qui dépend analytiquement de Z,. La 
relation Z< = Φ(Z), holomorphe dans [ Ζ | < ι [ainsi que son inverse 
Ζ = ψ(Ζ,) dans |Z|<i| est la transformée de z, = ®(z) par la 
substitution z = /(Z). La relation Ζ, = Φ(Ζ) transforme en lui-
même Yintérieur du cercle |Z|<i et conserve Vorigine (si Z = o, 
Z, =o), il en est de même de la fonction inverse Ζ = ψ(Ζ,). La 
transformation est biunivoque, analytique. C'est un résultat bien 
connu qu'elle ne peut être autre qu'une rotation autour de l'ori-
gine (3) : on a nécessairement 

Z, = Z ei() ; 
c est-à-dire qu en O on a 

dZ o""1* 

(') La relation zx—y(z) ferait correspondre à tout point s intérieur à Κ un 
point zx

 intérieur à R et, inversement, à tout point z
x
 intérieur à R correspon-

drait un et un seul point z intérieur à R. 
. (s) On peut, par exemple, en désignant par /„(Z) la fonction qui applique 
sur |Z | < ι l'aire C_„ [/«(o) = o,/£(o) réel], affirmer que /(Z) est la limite 
de la suite/i(Z), Z), ..., uniformément atteinte dans toute aire inté-
rieure à | Z j < i. 

(3) Voir POINCARÉ, Sur les groupes des équations linéaires, § 7. Lemme fon-
damental. 
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Or c'est là un résultat contradictoire avec nos hypothèses. 
En effet on a 

\[dZ /0 Vdz\ )0 \ dz )υ \d'/j)0 

\[dZ /0 Vdz\ )0 \ dz )υ \d'/j)0 

d'après l'hypothèse. 
Donc 

(TE).*""· 
et l'on a supposé \a\ I < I· 

Il est dont; impossible de supposer sans contradiction que la 
région R ne renferme à son intérieur aucun point critique de ψ(ζ) 
ou aucun point qui annule ψ'(ζ), antécédent d'un tel point critique. 
Dans la formation indiquée plus haut des antécédentes succes-
sives C _,· de l'aire C, on tombera toujours sur une aire C_„ qui, 
contiendra un point critique de la fonction inverse cle ç»(z) f1). 

50. Ν ous avons donc, que la dérivée soit nulle au point ζ — ο (ζ) 
considéré ou qu'elle y soit tout simplement en module inférieure à 
un, le théorème fondamental suivant : 

THÉORÈME. — LE domaine de convergence immédiat R d'un point 
limite à convergence régulière ζ (2), contient toujours à son intérieur au 
moins un point critique pour la fonction algébrique inverse de 
z>(z). Ce point est critique pour la branche de cette fonction qui devient 

(') Pour définir alors les antécédentes de faire C_
w
 qui contient un point 

critique, il faut imaginer que ζ décrive l'aire C_„, alors il y a deux de ses anté-
cédents en général qui deviennent égaux si ζ vient au point critique; le point con-
sidéré étant critique pour la branche ψ(5) qui s'annule à l'origine, l'un de ces anté-
cédents est fourni précisément par la branche ψ(3); - décrivant l'aire C_

/t une et 
une seule fois, l'ensemble des antécédents qui deviennent égaux entre eux, 
lorsque ζ vient au point critique, décrit une aire qui contient G à son 
intérieur, et qui est à un seul feuillet, limitée par une seule courbe analytique. 
L'aire C_lVi+1) est l'antécédente de C_„ qu'il faut considérer dans R. 

(2) Il n'y a rien de particulier à dire pour le cas où ζ point limite à conver-
gence régulière est le point à l'infini du plan; par homographie on peut, si l'on 
veut, ramener ce point à distance finie, mais ce n'est là qu'une commodité de 
langage. Ceci se présentera chaque fois que φ (s) sera polynome; alors l'infini 
sera point limite à convergence régulière et aussi point critique pour ψ(^). 

Journ. de Math. (7· série), tome IV. — Fasc. II, 1918. 17 
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égale à ζ pour z = ζ, il est conséquent (Tun point, intérieur aussi 
à R, où o'(z) = ο ('). 

La démonstration de ce théorème qui résulte de l'analyse précé-
dente basée sur la représentation conforme est toute naturelle 
quand on cherche à définir R, comme nous l'avons fait, par la 
limite des antécédentes successives de l'aire C. 

31. Voici une deuxième démonstration qui n'est pas différente, 
en principe, mais qui n'utilise pas la représentation conforme. 

Reprenons 
Z J = ( .3 ) — Ci ι Ζ + , . . , 

d'où, pour la branche de ψ (z) qui est nulle à l'origine, 

Z = — 3 -h ... . 

Si le processus indiqué plus haut pour la formation des anté-
cédentes C_n.C_.,, ..., de l'aire C se poursuit indéfiniment sans 
que l'on rencontre à l'intérieur d'une C_, de point critique pour 
la branche de ψ(ζ) considérée, cela veut dire que la fonction ψ»(ζ) 
inverse de o„(z) a, quel que soit η, une branche nulle à l'origine et 
analytique dans C (2). 

C'est ici le lieu d'appliquer le théorème suivant : 

Si une fonction w = F(z) holomorphe dans un cercle C de centre Ο 
de rayon r et sur ce cercle, pour laquelle F(o) =o, F'(o) = i, ne 
prend jamais dans ce cercle la même valeur en deux points distincts, 
alors, z décrivant le cercle C de rayon ?, w décrit une ligne L dont la 
plus courte distance à l'origine est 

4>=i+£r ())
. 

(*) En réfléchissant un peu, on se rend compte que le théorème précédent est 
encore vrai pour l'itération d'une fonction entière transcendante dans le voisi-
nage d'une racine de z — φ (z) qui rend |c/(s)| < i. 

(l) Grâce à la précaution prise d'envoyer à l'infini un point qui n'admet pas 
zéro pour point limite de ses conséquents, il n'y a dans G aucun pôle de ψ„(5) 
(quel que soit n) en choisissant G assez petit. 

(') Voir KLEIN et FRICKE, Fonctions automorphes, p. 5oo. 
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La branche de ψ
Λ
(ζ), inverse de φη(ζ), nulle à l'origine, est ana-

lytique dans C et sur C (si G est assez petit), son développement de 
Taylor dans C est 

Z.-„= ψ„(Λ) = Q-j 5 + 

Cette branche étant l'inverse d'une fraction rationnelle rie peut 
prendre la même valeur en deux points différents ζ et z', le théo-

rème précédent peut lui être appliqué; d'autre part , nul 

à l'origine, a une dérivée égale à ι à l'origine; ζ décrivant C, z_„ 
décrira C_„ antécédente de C d'ordre n. 

11 s'ensuit donc que la plus courte distance de C_„ à l'origine sera 

. v/?, — ι ι 1" 

ρ étant le rayon de C. 
Cela voudrait dire que, pour η assez grand, l'aire C.

 n
 contien-

drait un cercle de centre Ο de rayon aussi grand qu'on voudrait 
I n 

(puisque — est aussi grand qu'on veut pour η assez grand, à 
a\ 

cause de α, [<i). Mais il n'y aurait qu'à choisir ce rayon égal à 
la dislance à Vorigine (Vun point critique pour la branche de ψ (ζ), 
inverse de ζ-(ζ), nulle à Vorigine, pour être sûr que l'aire C..,, con-
tiendrait à son intérieur un point critique de la branche consi-
dérée, contrairement à l'hypothèse, faite au début. 

32. Remarque. — Le théorème précédent étant admis, voici 
comment il faudra opérer pour trouver R à partir de C. On imagine 
qu'on ait étalé sur le plan ζ la surface de Riemann Λ à Κ feuillets 
de la fonction ψ(ζ), algébrique, inverse de Φ(Ζ). Partons de C; s'il 
est assez petit et si ç/(o) φ o, il ne contient pas de point de rami-
fication de &. C découpe, dans A, k aires identiques superposées : 
quand ζ décrit chacune de ces aires, z_, décrit dans le plan ana-
lytique ζ une aire simple limitée par une courbe analytique simple, 
et il y a une de ces aires et une seule C_, qui contient C à son inté-
rieur. Les (k — i) autres aires n'ont pas de point commun avec C_,. 
Puis si l'aire C_,, comme C, ne contient pas de point de ramifica-
tion de A, on opère sur elle comme on vient d'opérer sur C; on 
continuera ainsi jusqu'à ce qu'on arri ve à une aire Climitée 
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par une courbe C_; analytique simple, contenant à son intérieur 
un point de ramification de A. Si l'on suppose que l'origine appar-
tient au feuillet supérieur de Λ, C_, sera l'antécédente de l'aire 
découpé par C dans le feuillet supérieur et les (k — i) autres aires 
décrites par z_, seront les antécédentes des k—ι aires découpées 
par C dans les 2e, 3e, ·..., k'èmi! feuillets de Λ. Il en sera de même 
tant que la courbe C_, ne renfermera pas à son intérieur (*) de 
point de ramification de a, et, en précisant, de point qui ramifie le 
feuillet supérieur de Λ avec un feuillet inférieur. 

Car s'il arrivait que la courbe C_,· contienne un poinl qui ramifie 
entre eux deux feuillets de ,<H distincts du feuillet supérieur, ce 
point ne serait pas critique pour la branche de la fonction ψ(ζ) qui 
s'annule à l'origine, cette branche serait parfaitement holomorphc 
dans l'aire CL,·; alors CL,· découperait dans Je feuillet supérieur une 
aire simple, dont l'antécédente serait aussi une aire simple, 
contenant C_,·. Λ vrai dire, dans ce cas, il y aurait à envisager 
les feuillets qui sont ramifiés entre eux en un point Ρ intérieur à 
la courbe CL,·; il y en a deux en général; la courbe CL,· découpe 
dans ces deux feuillets une aire Σ simplement connexe, se recouvrant 
elle-même; ζ décrivant l'intérieur de cette aire Σ, il y a deux de 
ses antécédents (qui deviennent égaux lorsque ζ vient en P) qui 
décrivent une même aire simple Σ_,, à un seul feuillet du plan, 
limitée par un seul contour analytique : chacun de ces antécédents 
décrit toute l'aire Σ_,, si ζ décrit toute l'aire Σ; on peut donc dire 
si l'on veut que Σ_, est décrite deux fois, une fois par chacun des 
deux antécédents de ζ considérés, lorsque ζ décrit une fois l'aire Σ, 
en ce sens qu'à tout point ζ intérieur à CL, correspondent deux 
antécédents intérieurs à 2Lr 

Mais l'aire Σ_, n'aurait aticun point commun avec l'aire inté-
rieure à C_.,

+()
 et Σ..,· ne peut être prise en considération dans la 

formation du domaine R de convergence immédiat des 0. Si elle 
reste toujours extérieure aux courbes CL,·, successives, Σ_, sera 
intérieure à une certaine antécédente de l'aire simple R, elle appar-
tiendra bien, comme nous le verrons plus tard, au domaine de 
convergence total de 0, mais n'aura aucun point commun avec le 
domaine immédiat. 

(') L'intérieur de C_,· s'entend toujours : la région du plan limitée à Cqui 
contient l'origine. 
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Ceci étant bien précisé, on se rend compte du mécanisme 
de formation de R, tant que chacune des C _,· découpe dans le 
feuillet supérieur une aire ne contenant pas de point où ce feuillet 
se ramifie avec un feuillet inférieur, c'est-à-dire, répétons-le, de 
point qui soit critique pour la branche de ψ(ζ) nulle à l'origine. 

Mais nous savons qu'un certain contour C-,- (x) contiendra à son 
intérieur un tel point P. En ce point le feuillet supérieur se-ramifie 
avec un certain nombre de feuillets inférieurs, en général avec le 
feuillet immédiatement inférieur seulement (2). 

Supposons, pour simplifier, que seul ce point Ρ de ramification 
de λ figure dans C_,·; la courbe C_; découpe alors dans Λ un cer-
tain nombre d'aires simplement connexes, superposées, dont la 
supérieure contient l'origine, est limitée par la courbe C-, par-
courue deux fois et comprend deux feuillets superposés rami liés en P. 
D'une façon générale, on considérera l'aire d'un seul tenant S_„ 
découpée dans ,»i par C_, et qui contient Vorigine sur le feuillet supé-
rieur : cette aire se recouvrira plusieurs fois elle-même, elle comprendra 
la partie du feuillet supérieur intérieure à C./ et les parties inté-
rieures à C_i de tous les feuillets qui sont d'un seul tenant avec le 
feuillet supérieur à l'intérieur de C_/5 c'est-à-dire de tous les feuil-
lets tels qu'on puisse joindre un point quelconque de ces feuillets 
intérieur à la courbe C_

z
 au point Ο du feuillet supérieur par un 

chemin continu, intérieur à la courbe C_
<5
 tracé sur Λ. 

L'aire à plusieurs feuillets S_,·, ainsi déterminée par C_„ est 
simplement connexe, si elle admet C_

z
 plusieurs fois décrit pour 

seul contour, ce qui arrive par exemple si elle ne contient qu'un 
point de ramification pour la fonction algébrique ψ(ζ). 

Mais il peut arriver que cette aire soit multiplement connexe : 
un cas très simple où il en est ainsi serait celui où la courbe C_, 
renfermerait à son intérieur deux points de ramification unissant 
entre eux le premier et le deuxième feuillet, et uniquement ceux-là. 

(') Cela pourra arriver dès le premier contour C,.si l'on a 0(0) —o avec 
<p (o ) — o. 

(·) Je rappelle que Λ étant le genre zéro et 0(3) étant générale, le feuillet 
supérieur n° 1 sera uni au deuxième feuillet par deux points de ramification, 
chacun des feuillets nos 2, 3, .. ., /. — 1 sera uni par deux points de ramification 
au feuillet précédent et au suivant; enfin le feuillet inférieur n° k sera uni par 
deux points au feuillet (k — 1) (voir PICARD, Traité cfAnalyse, t. 2, p. Î\i6, § 16). 
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Alors, évidemment, l'aire considérée S_,· serait limitée par deux 
contours superposés à C_,·, le premier tracé tout entier sur le 
feuillet supérieur, le deuxième tracé tout entier sur le feuillet infé-
rieur. 

Quoi qu'il en soit, on considérera donc l'aire d'un seul tenant S_,· 
découpée dans la surface de Riemann par C_.,·, qui contient l'origine 
sur le feuillet supérieur; z_, décrivant cette surface, celui de ses 
antécédents z_(/+l) qui devient nul à l'origine, décrira une aire 
plane C_(,-

+l)
 à un seul feuillet contenant à son intérieur la courbe C_; 

et l'aire plane limitée par CL,·; l'aire plane C _(,·+,; sera limitée par 
autant de contours que l'aire d'un seul tenant, découpée dans Λ 
parCL/, a de contours. Cette aire plane est le lieu des points 
qui peuvent être joints à Ο par un chemin dont tous les points ont 
leurs conséquents à l'intérieur de la courbe C_,·. On peut dire de 
cette aire que c'est l'antécédente contenant Ο de l'aire limitée 
par C , qui contient Ο; ζ décrivant l'aire C._,·, l'antécédent qui est 
nul à l'origine et tous les antécédents qui se ramifient avec celui-
là à l'intérieur de C_, décriront la nouvelle aire plane en question. 
Bien qu'il puisse arriver que cette nouvelle aire plane antécédente 
de l'aire C_,· ne soit pas simplement connexe, je l'ai encore appelée 
CL/+, . On continuera à opérer sur C_(/+l)

 comme sur C_,· : on cher-
chera l'antécédente C_7+2) de l'aire qui contient O; ce sera 
le lieu des points du plan, qu'on peut joindre à Ο par un chemin 
simple dont tous les points ont leurs conséquents à l'intérieur 
de Γ aire C pour determiner C. 7*j »^, on envisage! a dans til. 
l'ensemble dun seul■ tenant avec l'origine du feuillet supérieur 
formé par les parties des feuillets de Λ qui se projettent à l'inté-
rieur de l'aire plane Cet ensemble est une aire d'un 
seul tenant, contenant l'origine du feuillet supérieur, se recouvrant 
elle-même plusieurs fois ; tout point de S_7+l) se projette à l'intérieur 
de C_Ί+ί) et peut être joint à l'origine pointée sur le feuillet supérieur 
par un chemin continu tracé sur ,îl et se projetant à l'intérieur de 
l'aire plane C_uvo· z-(<+o décrivant l'aire celui de ses antécé-
dents qui devient nul lorsque z_7+0 coïncide avec l'origine pointée 
sur le feuillet supérieur décrira une aire plane C_

 /+J)
 d'un seul tenant 

contenant l'origine O, contenant à son intérieur l'aire plane C_
 i4

.
t) 

et dont l'ordre de connexion est égal à celui de l'aire S_(<+l). Le 
processus, nettement expliqué maintenant pour tous les cas 
possibles, peut se continuer indéfiniment. Les aires planes suc-
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cessives C, C_,, C_.3, . C_,·, ... sont contenues chacune dans 
la suivante, et chacune C_, a pour antécédente l'aire qui la 
contient. R, domaine de convergence immédiat de Ο, η est autre 
que la limite de Vaire C_,· lorsque i croît indéfiniment. Tout point 
intérieur à R est intérieur à tous les C_

y
·, dont l'indice / surpasse un 

nombre donné bien déterminé. Tout point intérieur à R doit 
en effet pouvoir être joint à Ο par un ehemin simple intérieur 
à R dont les conséquents admettent Ο pour unique point limite, 
et par suite soient, à partir d'un certain rang, intérieurs à l'aire C ; 
c'est bien cette propriété qui a réglé la construction des régions C_< 
successives car toute région C_, est l'ensemble des points qu'on 
peut joindre à () par un chemin dont le conséquent soit tout 
entier à l'intérieur de l'aire C dont toutes les conséquentes tendent 
vers Ο et Ο seulement. La frontière de R est, nous l'avons déjà vu, 
uniquement formée de points de EA, et sur cette frontière, les points 
de E|2 = 0(2), |?«(z) | > i] sont partout denses. Le plus souvent, 
dans les exemples aisés à traiter, les C_, seront tout simplement 
connexes, et il en sera de même pour R. E' sera alors un simple 
continu linéaire. Mais on a donné plus haut un exemple 

(-M 
où R avait un ordre de connexion infini. Par la transformation 
z

s
 — 0(2) tout point 2 intérieur à R se transforme en un point s, 

intérieur à R. inversement, à un point 2, intérieur à R, corres-
pondent deux antécédents au moins intérieurs à R à cause du 
théorème fondamental précédent. 

55. Cas du groupe circulaire limite. — Il s'agit ici d'un groupe 
de ρ points distincts ζ, ζ,,ζ2, racines de z = oi,(z) pour 
lesquels | φr

p(z) | < 1. On a 

ζ, = ?(£), Ç,«<P(C.), ···, ip-« = <p(Çp-t), C = <p(Çp-.), 
?'„<ω = ?'(0 <?'(*;»)?'(?*). · · φ'(ζρ··ι). 

Nous envisagerons la substitution 2^=0^(2), dans le voisinage 
de chacun des points précédents, dans le voisinage de ζ par exemple; 
nous pourrons définir comme précédemment, à partir d'un petit 
cercle C entourant ζ, le domaine de convergence R immédiat 
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vers ζ pour cette substitution zy,= ο,,(z) : ce sera la limite des 
antécédentes successives contenant ζ de l'aire C par la branche 
de ψ;,(ζ) inverse de 5y,(z) qui devient égale à ζ pour ζ — ζ. 

R renfermera à son intérieur url point critique pour la branche 
considérée de ψ;,(ζ). On aura les domaines de convergence immé-
diats vers ζ,, ζ

3
, ..tp_{

 pour la substitution zfl — ορ(ζ) en prenant 
tout simplement les itérés d'ordre i, 2, .. ., ρ— ι du domaine R. 
(L'itéré d'ordre ρ de R est identique à R.) Ce seront des domaines 
R,, R

a
, ..R^, entourant respectivement ζ,, ζ

2
, ..ζ/;_, ; chacun 

d'eux est d'un seul tenant, ils· n'ont aucun point commun deux à 
deux; on peut les ranger dans un ordre circulaire R, R,, IL,R;,_,, 
de telle façon que, quel que soit le chemin intérieur à l'un d'eux, 
R par exemple, unissant un point intérieur à R au point ζ, ses 
conséquents successifs sont respectivement intérieurs à R,, R.,,. . ., 
R/;_t, R, R,, ..périodiquement répétés, et n'ont comme points 
limites que le système des ρ points ζ, ζ,, .. ., ζ/;_, qui sont les seuls 
conséquents de ζ distincts. Dans l'ordre circulaire, R, R,,.R2, . . ., 
R/;_, sont chacun l'itéré du précédent par la substitution 

sI = 9(a)[R1 = e(R),.R,= 9(H1), R = e(Rp-t)]. 

Tout cela est aisé à voir. Chacun des R, contient au moins un point 
critique pour la branche de la fonction inverse de op(z) qui devient 
égale à ζ,· pour z ='(,·. Or les points critiques de ψ,,(ζ) inverse 
de οΛ(ζ) sont les points critiques de ψ(ζ) inverse de c-(z) et leurs 
conséquents d'ordre 1, 2, ..., (ρ — 1). ψ(ζ) a, en général, 2 (k-—1) 
points critiques qui sont les conséquents d'ordre 1 des 2 (k — τ) 
points où o'(z) = ο ['f(z) est d'ordre k\, ψ,,(ζ) a donc en tout 
ip(k — 1) points critiques. Il arrive donc nécessairement qu'un 
des points critiques de ψ(ζ) au moins est intérieur à un R,, et ses 
ρ — ι conséquents suivants sont respectivement intérieurs aux Ry 
qui suivent le R, considéré dans l'ordre circulaire. On peut encore 
dire : il y a au moins un point annulant φ'(ζ) qui tombe dans un des 
ρ domaines R, R,, ..., R/;_,, c est-à-dire dont les conséquents admettent 
ζ, ζ,, ..., tp_

i
 comme groupe circulaire limite. 

Dans le cas où existe un groupe circulaire limite, on est sûr, 
comme on l'a dit, que E' comprend un ensemble parfait continu 
linéaire qui divise le plan en plusieurs régions telles qu'il soit 
impossible de passer de l'une à l'autre par un chemin simple qui ne 
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renferme aucun point de E'. R, R,, R/;_(, sont parmi ces 
régions séparées par E'. Leurs frontières, appartenant à E', com-
prennent des continus linéaires qui séparent tout point intérieur 
à un R, de tout point extérieur (voir n° 26, 3°). 

5 h. Cois CL I.'SIOIS ΙΜΙΌΙΙΤΛΝ'Π·;. - Pour une fraction ration-
nelle z>(z) <fuel conque, le nombre des points limites à convergence 
régulière et des groupes circulaires limites est fini. 

I! est clair en effet que chaque point limite à convergence régu-
lière devant être point limite unique des conséquents d'un point 
au moins où z>'(ζ) = o, et les ρ points d'un groupe circulaire limite 
devant aussi être points limites des conséquents d'un point au 
moins où ç/(z) = o, le nombre des points limites à convergence 
régulière, augmenté du nombre des gioupes circulaires limites ne 
pourra jamais dépasser le nombre des points où ç/(z) = o, lequel 
nombre, en général égal à i(k ---i) si φ (s) est de degré k, n'est 
en tout cas jamais supérieur à 2 {h-— i). 

Je rappelle que le théorème fondamental qui oblige un point au 
moins où ç/(z) = o à avoir des conséquents convergeant réguliè-
rement vers un point limiLe, ou convergeant périodiquement vers 
les points d'un groupe limite, est encore; vrai si s (s) est uni; trans-
cendante entière. Mais la conclusion que nous venons de tirer ne 
s'étend pas à toutes les transcendantes entières o(z), car il arrive 
en général qu'une telle transcendante admet une infinité de points 
où φ'(ζ) = o. 

Ainsi se trouve levé, bien simplement, le doute qui subsistait 
relativement aux groupes circulaires limites. M. Kœnigs diL en 
effet, au paragraphe 34 de son Mémoire, Sur les intégrales de certaines 
équations fonctionnelles, publié aux Annales de VEcole normale supé-
rieure en 1884 (page 4oi du Supplément) : 

« L'importance de la division du plan en régions, d'après le point 
limite auquel conduisent ses points, se trouve ainsi une fois de plus 
mise en évidence. Mais on concevra quelle difficulté s'attache au 
problème en songeant qu'il y a généralement une infinité de groupes 
circulaires limites, pour si grand que soit l'indice auquel ce groupe 
appartient. M. Cayley a mis le premier en avant ce problème dans 
le cas de la règle de Newton; mais, même dans le cas d'un simple 
polynome entier, le nombre des groupes limites peut être infini... » 

Journ. de Math. (7· série), tome IV. — Kasc. II, 1918. '6 
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Cette dernière assertion ne subsiste plus maintenant, pour tout 
polynome entier le nombre des groupes circulaires limites est 
FINI. Nous reviendrons plus loin sur l'application du problème 
à la règle de Newton, car nous verrons surgir, dès que l'équation 
soumise à la règle dépasse le degré 2, des circonstances Lout à fait 
nouvelles et intéressantes. 

55. Applications. -— On peut, dès maintenant, utiliser les Lhéo-
rèmes généraux établis jusqu'ici pour traiter complètement des pro-
blèmes d'itération d'un caractère beaucoup plus général que ceux 
traités jusqu'ici. Les seuls exemples jusqu'ici connus de l'étude 
d'une itération dans tout le plan sont ceux publiés par M. bal ou 
dans ses deux Notes des Comptes rendus de 190b et J917 (10 octo-
bre 1906, 21 mai 1917). On verra plus loin que ce sont les cas les 
plus simples qui se puissent présenter dans l'itération, eL l'on 
verra à quelles circonstances tient celte simplicité. 

i° La Note dé 1906 traite des fractions z, = tî~~ ((lui dérivent, 

par l'homographie auxiliaire z= lj-> des polynômes Z-, = 2 Z/1'-f- 1). 

Pour ces fractions l'origine est un point limite à convergence régu-
lière. 

Le cercle C„ de centre Ο que, avec M. Kœnigs, on est conduit à 
former dans l'étude locale autour de l'origine, contient les deux seuls 
points critiques de la fonction inverse qui sont z = ο et ζ — 1. On 
est sûr alors que ces points-là admettent Ο pour seul point limite 
de leurs conséquents. 11 n'y a donc pas d'autre point limite à con-
vergence régulière ni d'autre groupe circulaire limite z — z>

n
{z) où 

I ?//(z) I r· RJ domaine de convergence immédiat vers O, com-
porte tout le plan sauf un ensemble parfait partout discontinu 
qui est E'. R est aussi le domaine de convergence total vers O. 

La simplicité de la réponse tient à ce que l'inverse de z,(z) n'a 
ici-que deux points critiques, et tous les deux appartiennent au 
domaine R de l'origine. 

2° Elle traite ensuite de l'exemple particulier z, = " pour 

lequel l'origine et le point à l'infini sont des points limites à con-
vergence régulière. Les points critiques de la fonction inverse 

sont z = — ^ et z = oc. Il est immédiat que z——g appartient 
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au domaine de convergence immédiat R
0
 de l'origine et ζ = oc au 

domaine R„ du point à l'infini. Entourant l'origine d'un cercle C 

assez petit '^par exemple jz|=^ et prenant les antécédentes 

successives de l'aire C, on formera des aires C_,, C_a
 qui toutes 

comprendront l'origine et seront à distance finie. Elles seront toutes 
intérieures à un certain cercle Γ de rayon assez grand qui est au 
point oc ce que C est à l'origine : l'aire limitée par Γ contenant 00 
se transforme par ç(z) en une partie d'elle-même entourant aussi oc, 
c'est-à-dire que la conséquente de la courbe Γ est une courbe Γ, 
qui entoure complètement Γ f1). (On pourra prendre par exemple 

Γϊμ. i'i. 

pour Γ le cercle \ z\ —f\.) Toutes les aires G_/ seront simplement 
connexes, elles auront pour limite une aire R0

 simplement con-
nexe intérieure à Γ qui sera le domaine de l'origine. On prendra 
de même les antécédentes successives de l'aire Γ limitée par Γ et 
contenant le point à l'infini. Ces antécédentes sont toutes exté-
rieures à R„, (dies ont une limite qui est une aire, simplement con-
nexe R

x
 contenant le point à l'infini; cette aire est le domaine du 

point à l'infini. 
Les aires R„ et R

x
 n'ont aucun point intérieur commun. 

Donc E' est dans ce cas un ensemble qui divise le plan en deux 
régions au moins R„ et R

x
 ; E' comprend un continu linéaire. La 

frontière de R
0 et celle de R* sont des côntinus appartenant 

à E'. Mais tout point de E' est limite pour les antécédents succes-
sifs d'un point quelconque du plan (le point à l'infini excepté), et 
si l'on choisit un point quelconque dans R0 tous ses antécédents 

(') L'aire limitée par Γ el contenant 00 devient ainsi l'aire limitée par Tj et 
contenant 00 qui est intérieure à la précédente. 
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sont, dans R„, et pour un point quelconque de R„, ils sont tous 
dans R» (*); Ceci prouve que toul. point de E' qui est frontière 
pour R

0 l'est aussi pour R, et inversement. Donc R„ et R„ ont pour 
frontière commune un continu linéaire F/ vers lequel tendent à la 
fois les antécédentes de la courbe C et celles de Γ. (Nous verrons 
plus loin que E' est dans ce cas une courbe de Jordan.) 

3° Ce qui vient d'etre dit de ζ, — peut évidemment se 

répéter de toute fraction du deuxième degré qui possède deux points 
limites à convergence régulière, c'est-à-dire deux points ζ, et Z., 
pour lesquels Ζ = Φ(Ζ), |Ç'(Z)|<J. Une telle fraction aura des 
coelïicients complexes qui pourront varier dans certaines limites 
(par exemple chaque coelïieient pourra être représenté par un 
point du plan complexe assujetti à demeurer dans certaines aires 
de son plan), mais ces limites sont bien moins restrictives que celles 
qui consistent par exemple à assujettir z

{
 — 'f(z), à admettre un 

cercle fondamental. Ainsi que l'a montré, en effet, M. Fatou dans 
sa Note du 21 mai 1917, une fraction z, = z(z), qui conserve 
l'intérieur d'un cercle fondamental se ramène par homographie 
à une fraction dont tous les coefficients sont réels, et il est clair que 
la condition de réalité imposée à des coefficients équivaut-à une 
relation d? égalité | c'est écrire que la partie imaginaire est nulle ('-) J, 
alors que les restrictions imposées plus haut aux coefficients ne 
sont que des inégalités, les points représentatifs de ces coefficients 
pouvant décrire des aires à deux dimensions chacun dans leur plan. 
Il suffit, pour se rendre compte de ce dernier point, de partir d'une 
fraction du deuxième degré particulière ayant, deux points 
limites à convergence régulière; les racines de l'équation z = z>(z), 
dépendant continûment des paramètres qui entrent dans φ(ζ) 
ainsi que la quantité φ'(ζ) prise en une de ces racines, on verra, 
en considérant les deux racines de ζ = z(z) qui rendent | z>'(z) | <[ 1 
dans le cas particulier dont on part, que si les coefficients de z*(z) 

(') Car chacun de ces domaines, R„ par exemple, renferme un point critique 
et un seul pour ψ(~); ce point est critique pour la branche de 'b(z) qui est égale 
à zéro à l'origine. A un point intérieur à R

0
 correspondent deux antécédents inté-

rieurs à R„ et un conséquent intérieur à R0. 
(*) Ou que le point représentatif de ce coefficient est sur l'axe réel ou sur une 

circonférence, transformée de cet axe par la substitution homographique exécutée 
sur la variable. 
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décrivent, chacun dans leur plan, do petites aires autour do leurs 
valeurs initiales, les deux racines précédentes varieront continû-
ment et rendront toujours | φ' (ζ) | < ι. 

ζ, et ζ., étant donc les doux points limites à convergence régu-
lière, chacun sera point limite pour les conséquents d'un point cri-
tique de la fonction inverse de φ(ζ). Il y a deux points critiques en 

tout et on les obtient facilement : si z.— a,"„ °, est la frac-
1 α 3!+i : + c 

tion envisagée Φ(Ζ), ces deux points critiques s'obtiennent en 
égalant à zéro le discriminant de l'équation 

(«'s, — a)z2~{- (b1 z |— b)z -i- c' ζ, — c = o. 

Ils sont racines de l'équation 

( b'ζ ι — b)2 — f.\(a' Z\ — a) (c'z, — c) — o. 

En dehors de ζ,, ζ
2

, il n'y aura ni point limite à convergence 
régulière, ni groupe circulaire limite. Partant de deux cercles sulïi-
samment petits, C et Γ, entourant respectivement ζ, et ζ

2
 et cher-

chant les antécédentes successives des aires qu'ils limitent, on 
verra (pie les antécédentes de C sont toutes des aires simplement 
connexes C C__

2
, ..., laissant Γ à leur extérieur, celles de F 

qui sont de même Γ_,, ... laissent C à leur extérieur. Les 
premières C__, ont pour limite une aire simplement eonnexe R, 
qui est le domaine de convergence immédiat vers ζ,, les deuxièmes 
F_/ ont pour limite une aire R;, domaine de ζ.,, et l'on voit comme 
précédemment que R, et IL ont pour frontière commune Vensemble E' 
qui est ici encore un continu linéaire séparant le plan complet en 
deux régions complémentaires R, et IL; ce continu est la limite 
commune des antécédentes successives C . et Γ , des courbes C 
et Γ. Tout point du plan appartient soit à R,, soit à R;,, soit à leur 
limite commune E'. Sur la nature du continu linéaire E' (dont nous 

. savons déjà qu'il n'est nulle part superficiel), nous reviendrons plus 
loin. 

f[° Les exemples généraux que vient de nous offrir le 3° nous 
permettent de nous élever à des exemples plus généraux encore. 

Dans l'exemple précédent, les aires C_,· comme les Γ_, succes-
sives étaient simplement connexes et leurs limites avaient une 
même frontière; cela tenait au fond à ceci : à partir d'un certain 
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rang, C_,, par exemple?, contenait un point critique? pour la déter-
mination de ·ψ(ζ) qui devient égale; à ζ, en ζ,; alors z_,· décrivant 
l'intérieur de l'aire G_,·, ses deux antécédents décrivent l'intérieur 
d'une aire simplement connexe, contenant G_,· à son inté-
rieur; décrivant le contour une fois dans le sens positif, 
z_i décrit C_/ deux fois dans le sens positif; on peut dire? la même 
chose de C_y et C..(y_,. () pour j i ; même? chose aussi pour les Γ ...,· 
à partir d'un certain rang. L'e?sse?ntiel est que TOUS T.I:S ΛΝΤΚΓ.Κ-

DKNTS d'une aire G_,· soient intérieurs à G_i/(Ί) dès que i dépasse une 
certaine valeur, et qu'il en soit de même des Γ_,; alors il faudra 
bien que R,, limite deC_„ epji a pour frontière une partie de E', voi-
sine en tous ses points frontières avec R2, limite des puisque 
tout point de E' est limite pour les antécédents d'un point de G .,· 
comme d'un point de Γ_,. D'où la conclusion de 3°. 

a. Ce que nous avons dit précédemment s'appliquera donc aussi 
à toute fraction d?un degré quelconque ayant deux points limites 
à convergence régulière, mais pour laquelle la fonction inverse ri a. 
que deux points critiques; par exemple à toute fraction du type 

az'· -h b 

a, b, c, d étant des constantes toiles que l'équation z = Φ(Ζ) admette 
deux racines Z, et 'Ç, pour lesquelles | ®'(z) | soit < i. 

D'ailleurs il est facile de ramener toute fraction du deuxième 
degré z, = o(z) au type précédent (k= i) par une substitution 
linéaire auxiliaire sur z. 

Pour une telle fraction le plan se divisera encore cri deux régions 
simplement connexes, R, et R

2
, contenant respectivement ζ, el Ζ.,, 

séparées par un continu linéaire E'. R, et R
2
 sont respectivement 

les lieux des points dont les conséquents convergent vers ζ, et Z.,. 
Tout point de E' a tous ses conséquents dans E'. Sur E' les points 
de Ε [z = 9«(z), | φ'„(ζ) | ι), points n'ayant qu'un nombre fini de 
conséquents, sont partout denses. 

b. Mais on peut encore généraliser, en laissant de côté la res-
tricition imposée à Φ (Z) de n'avoir que deux points distincts où 
Φ'(Ζ) = Ο [correspondant aux deux points critiques de l'inverse 
de φ(ζ) |. Considérons une fraction du degré k pour laquelle existent 
deux points limites à convergence régulière ζ, et ζ

2
; entourantC1 
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cl ζ
2

, comme précédemment, de deux petites aires limitées C et Γ, 
on prend les antécédentes successives de C et de Γ, à. l'aide des 
branches de ψ(ζ) qui deviennent respectivement égales à ζ, el ζ

2 

en ζ, et ζ3, ainsi qu'on l'a expliqué pages 5g-64 du présent Mémoire. 
Supposons <pj'en procédant ainsi 011 arrive à une C..,·, simplement 
connexe, contenant ζ,, Lelle que ζ...,· décrivant C , tous ses k anté-
cédents z._i+i) décrivent une aire C_

/+
.0, simplement connexe, con-

tenant C./ à son intérieur, en sorte que, z_,/+() décrivant une l'ois 
le con Lour simple dans Je sens positif, ζ_Ί décrira k lois le 
contour simple C , dans le sens positif. Ceci exigera en général que 
C contienne à son intérieur (k- -1) points critiques convenables 
de la fonction ψ(z) inverse de o(z), points critiques qui seront tels 
que, partant de ζ, avec une détermination quelconque de ψ (s ), 011 
pourra revenir en ζ, par un chemin intérieur à C .,·, avec telle 
autre .détermination qu'on voudra de ψ(ζ). On se, rendra bien 
compte de cela en imaginant la surface de Kicmann Ά à k feuillets 
relative à ψ(ζ) : il faudra que le contour C ., découpe dans ,·ί\ une 
aire simplement connexe à k feuillets superposés, contenant ζ,, et 
limitée par C_/ parcouru k fois. [Ceci exige en général que chaque 
feuillet de Λ soit relié au suivant par un point critique intérieur 
à C_.,·, ce qui donc exige, la présence dans (!., de (Λ* — 1 ) points 
critiques convenables de ψ(ζ).| 

Supposons qu'en procédant de même, sur Ton arrive à une anté-
cédente r_y jouissant relativement à ζ., des mêmes propriétés 
que C_/ relativement à ζ; c'est-à-dire que, s_y décrivant l'intérieur 
de l'aire simplement connexe Γ_tous ses k antécédents z_y+() 
décrivent l'intérieur d'une aire simplement connexe Γ (y4 l)

, contenant 
Wj à son intérieur. 

Alors les antécédentes successives de l'aire C, comme celles de 
l'aire Γ, seront toutes simplement connexes. Les premières ont pour 
limite une aire H,, simplement connexe, qui est le domaine de con-
vergence; vers ζ, ; les deuxièmes ont pour limite une aire R2, 
simplement connexe aussi, qui est le domaine de convergence vers ζ., ; 
11, et R2 ont pour frontière commune un continu linéaire E' 
qui les sépare et qui est la limite commune des courbes simples C_, 
et r_y. 'J'out point du plan appartient à Rn à R3, ou à E\ On 
reviendra plus loin sur la nature de E', et l'on verra que, dans des 
hypothèses très générales, c'est une courbe de Jordan. 

Remarquons que, dans tout ce qui a été dit précédémment, 011 
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peut se borner à partir de C_,· et de IL, au lieu de C et F, car c'est seu-
lement à partir de CL,· et de IL/ qu'on a commencé à tirer les conclu-
sions précédentes sur R,, IF, et leur limite commune E7. Si CL,· et IL/ 
sont a priori deux courbes, quelconques d'ailleurs, entourant 
respectivement ζ, et ζ.,, jouissant relativement à ζ, et ζ., des pro-
priétés indiquées précédemment dans Lout leur détail, dont 
les k antécédentes d'ordre ι soient, pour la première, confondus 
avec C_(i+I), pour la deuxième avec Γ_(/+Ι), l'aire C_(,+))

 contenant 
C_,· et ζ,, et l'aire Γ_(7·+Ι) contenant IL, et ζ

2
, alors on peut afiirmer 

que les CL,, successifs et les F_/; tendent vers la même limite E7, 
séparant les domaines R, et IF, de ζ, et ζ.,. 

Certaines des fonctions à cercle fondamental signalées par 
M. Eatou (Comptes rendus, i\ mai 1917) rentrent dans ce cas-là. 
Ce sont celles qui admettent deux points limites ζ, et 'ζ3

 à conver-
gence régulière, symétriques. par rapport au cercle fondamental 
\voir n°26 et suiv., et aussi n°20 du présent Mémoire (i°) |. Si ζ, est 
intérieur et ζ2

 extérieur, R, se compose de l'intérieur, et R
a
 de 

l'extérieur du cercle, E7 est identique au cercle séparateur. On peut 
a priori choisir pour les courbes CL,· eL IL/ des cercles, très voisins 
du cercle fondamental, ayant pour points de Poncelet ζ, et ζ2 (1). 

Mais à partir d'une telle fraction rationnelle qui, comme on l'a 
fait remarquer plus haut, a des cocllicients assujettis à des con-
ditions légalité (conditions de réalité), on peut en définir de beau-
coup plus générales, en s'affranchissant de la propriété de con-
server le cercle fondamental; si en eiîet on l'ait varier assez peu les 
uoelïicients de la fraction initiale, chacun de ces coelïieierits res-
tant, dans son plan, dans une aire assez petite entourant sa valeur 
initiale, mais par ailleurs étant quelconque, on obtiendra une frac-
tion rationnelle beaucoup plus générale (dont les cocllicients 11e 
satisferont plus qu'à des inégalités), ne conservant plus un cercle 
fondamental, mais pour laquelle, comme pour la fraction initiale, 
les propriétés fondamentales relatives : i° à l'existence de deux 
points limites ζ,, t., à convergence régulière; 20 aux courbes C_, 
et IL/, qui les entourent respectivement, seront encore satisfaites. 
(Si les variations des coellicients sont assez petites, on pourra en 
effet conserver pour C_, et IL/ les cercles indiqués plus haut pour 
la fraction initiale. ) 

(') Voir le leinme de Scliwarz rappelé aux Préliminaires. 
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Pour cette fraction la division du plan en deux régions R, et R.,, 
par le procédé indiqué plus haut, sera valable. Le continu E' qui 
sépare R, de R

2
 sera voisin du cercle fondamental que conservait 

la fraction initiale, puisqu'il.est compris entre les cercles C_, et V_/ 
qu'on a choisis pour la fraction initiale aussi voisins qu'on a voulu 
du cercle fondamental. Dans ce cas l'on peut dire que le continu 
linéaire Ε' a varié de façon continue avec les paramètres de la frac-
tion z>(z), résultat qui est loin d'être évident a priori; quant aux 
deux [mints limites à convergence régulière, ils ont, eux aussi,varié 
continûment avec les paramètres de ce qui résulte immédiatement 
de la continuité de φ(ζ) relativement à ces paramètres |comme 
aussi de la continuité de z>'(z) j. 

56. Domaine de convergence total vers un point limite à convergence 
régulière ou vers un groupe circulaire limite. ----- Il (tonvient d'appe-
ler ainsi l'ensemble de tous les points du plan dont les conséquents 
successifs admettent pour seul point limite le point limite con-
sidéré, ou pour seul groupe limite le groupe circulaire, considéré. 
Nous allégerons l'exposition en nous bornant au cas du point limite 
à convergence régulière. 

Dans tout ce qui précède, nous nous sommes occhpés d'étudier 
le domaine de convergence immédiat R vers le point limite ζ consi-
déré [ζ =z>(ζ), |φ'(ζ)Κι|. C'était un domaine d'un seul tenant, 
contenant ζ à son intérieur, n'ayant pour points frontières que 
des points de E', n'ayant pour point intérieur que des points n'ap-
partenant pas à E', qu'on puisse joindre à ζ par un chemin dont 
aucun point n'appartienne à E'. Nous avons reconnu que R 
contenait nécessairement à son intérieur un point au moins où 
o'(z) — ο dont le conséquent est critique pour la branche de ψ(ζ), 
fonction inverse de <p(z), qui devient égale à ζ au point ζ. Ceci 
indique : i° qu'à tout point z intérieur à R correspond un consé-
quent intérieur à R (ainsi que tous les conséquents successifs); 
2° que tout point z intérieur à R a au moins deux antécédents z_

t 

d'ordre ι intérieur à R, ces deux antécédents devenant égaux à une 
valeur qui annule (z) lorsque z devient égal à un point critique 
intérieur à R de la branche ψ(ζ) qui nous intéresse. 

Mais il ne résulte nullement de là, ainsi qu'on le verra plus loin, 
que tous les antécédents d'un point intérieur à R soient intérieurs à R. 
Cela serait vrai par exemple si, à partir d'un certain rang i, toutes 

Journ: de Math, (7· série), tome IV. — Fasc. II, 191S.19 
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les courbes C_,· antécédentes l'une de l'autre, qu'on a appris à 
former précédemment et dont la limite pour ί== ζc constitue la 
frontière de R, étaient formées d'un seul contour, limitant une aire 
simplement connexe du plan, telles aussi que chacune de ces C_/ (à 
partir d'un certain rang) découpe dans la surface de Kiemann <Λ 
à /,· feuillets relative à ψ(ζ) une aire S_, à k feuillets superposés, 
contenant'C, simplement connexe, limitée par la courbe C..,· parcourue 
k fois. Alors, ζ décrivant l'intérieur de C_,, l'ensemble de ses k 
antécédents décrira l'intérieur d'une courbe simple C... ./+l) entourant 
C_, et contenant C_, à son intérieur. Puisque R esL la limite pour 
i—ceda l'intérieur de C_,·, il est clair que, ζ décrivant l'intérieur 
de R, l'ensemble'de ses K antécédents décrira aussi l'intérieur de R. 
Si l'on imagine la portion S de Λ, simplement connexe, à k feuil-
lets, qui se projette sur R, ζ décrivant cette, S, chacun de ses anté-
cédents sera fonction uniforme de ζ sur S, et- décrira Γ intérieur de R 
quand ζ décrira Vintérieur de S. S contiendra alors en général k— ι 
points critiques convenables pour ψ(ζ). Ils devront être tels (pie, 
partant de ζ avec une détermination arbitraire de ψ(ζ), on puisse 
revenir en ζ avec telle autre détermination quon voudra de .ψ(ζ) 
après avoir suivi un chemin intérieur à R (1). Dans ce cas, réalisé 
aux numéros 20, 3°, et 4° des applications précédentes, le domaine 
total D de convergence vers ζ, se confond avec le domaine immédiat H (2). 

En effet, un point ζ intérieur au domaine total admettant ζ pour 
seul point limite de ses conséquents successifs, il arrivera qu'un 
de ses conséquent s, d'indice convenable, et tous les conséquents 
suivants, tomberont dans le domaine R qui contient ζ. I) peut donc 
se délinir Vensemble des points dont un conséquent (d'ordre arbi-

(1) C'est là, en définitive, la condition nécessaire et suffisante pour que H soit 
identique à D, puisqu'alors à tout point ζ intérieur à R correspondent k anté-
cédents tous intérieurs à R et tels qu'on puisse passer de l'un à l'autre sans soi tir 
de R en faisant décrire à ζ des circuits convenables intérieurs à R. 

(2) Dans l'exemple donné précédemment comme première application, 

az'· -h b 

R est encore identique à D, car la condition nécessaire et suffisante qu'on vient 
dénoncer se trouve là encore vérifiée, R contenant tous les points critiques de 
ψ(5). 
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traire ment élevé d'ailleurs) tombe dans R. D se compose donc île R 
et de toutes les antécédentes successives de Γaire R. 

57. Dans le cas signalé plus haut, l'aire R coïncide avec ses k anté-
cédentes d'ordre i; elle coïncide donc avec toutes ses antécé-
dentes successives. Le domaine total D de convergence vers ζ est 
alors identique à R, domaine immédiat. 

On a indiqué plus haut la condition nécessaire et suffisante 
pour que cette circonstance se produise": c'est que R soit un domaine 
tel que, partant de ζ avec une détermination arbitraire de ψ (z), 
on puisse y revenir, par un chemin intérieur à R, avec telle autre 
détermination de ψ (z) que l'on voudra. C'est dire, en d'autres termes, 
que l'ensemble des [joints de .·« [surface de Riemann de ψ{ζ)| 
qui se projettent à l'intérieur de R doit former une surface S*Tun 
seul tenant à k feuillets (l) (tous les feuillets de «Λ) contenant ζ. 

Ceci exige, dans le cas où tous les points critiques sont simples, 
c'est-à-dire ne relient entre eux que deux feuillets de la surface ,·α, 
ou bien ne permutent entre elles que deux déterminations de |(z), 
que R, s'il est simplement connexe (2), contienne à son intérieur 
k ι points critiques au moins qui, permettent, par des circuits 
convenables intérieurs à R, de permuter chacune des U détermina-
tions de ψ(ζ) civec les (k— i) autres, sans sortir de R. Si les points 
critiques sont multiples, ils devront compter pour au moins (k— i) 
points critiques simples (:l). 

5S. Or il n'est pas dilïicile a priori de constater que cette condition 
ne peut se trouver réalisée dans la majorité des cas dès que le 

(1 ) S pourra être simplement connexe, comme dans les applications 2°, 3°, 4°. 
ou d'un ordre de connexion infini, comme dans la première application. Si z 
décrit K une et une seule fois, son conséquent ζ, décrit l'aire S à K feuillets. 

(2 ) Je fais ici cette restriction, car il pourrait arriver que H, sans contenir le 
nombre de points critiques que j'indique pour les domaines simplement connexes, 
ριιt satisfaire à la condition nécessaire et suffisante énoncée plus haut s'il était 
multiplementconnexe. C'est là une question délicate que je réserve pour l'instant. 

(3) La condition est toujours remplie par te domaine immédiat de conver-
. gence vers le point à l'infini, dans le cas où ce (z) est un polynome quelconque 

de degré k; car le pointa l'infini compte pour k — ι points critiques multiples; 
autour de lui se permutent, en effet, les k branches de la fonction inverse de 

ψ(-)· 
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degré k de o(*z) dépasse 2. Lorsque k = 2, il suilit d'un point 
critique dans R pour satisfaire à la condition, et on sait (pie ce point 
critique figure toujours dans R, nécessairement; donc la condition 
est remplie d'elle-même. 

Lorsque A· > 2, nous allons voir que le nombre des points limites 
à convergence régulière peut atteindre k alors que le nombre des 
points critiques de ψ(ζ) ne dépasse pas 2 k — 2. Il est donc impos-
sible, a priori, que les domaines de convergence immédiats vers 
chacun des points limites à convergence régulière, dans tous les. 
cas où l'on aura reconnu qu'ils sont bien simplement connexes ('), 
ces domaines étant évidemment sans point commun deux à deux, 
renferment chacun à leur intérieur A*—j points critiques au moins, 
dès que le nombre des points limites existants dépasse 2. On est cer-
tain a priori dans tous les cas, s'il y a plus de deux points limites 
à convergence régulière, que pour un au moins de; ces points limites 
Je domaine total de convergence sera plus étendu que le domaine 
immédiat. C'est là une circonstance toute nouvelle, elle paraît 
avoir échappé à tous les auteurs qui se sont occupés jusqu'ici 
d'itération. Dans tous leurs exemples, que j'ai repris en partie dans 
les applications précédentes, les domaines totaux de convergence 
coïncident toujours avec les domaines immédiats. J'en ai montré 
la raison dans Je décompte des points critiques de ψ(ζ) figurant à 
l'intérieur des domaines immédiats. 

A ce titre, comme je l'annonçais (n° 35) en traitant des applica-
tions précédentes, ces exemples étaient les plus simples qui puis ent 
se présenter dans l'itération; ils ne conduisaient qu'à une division 
du plan par Ε7 en un nombre,/ira' de régions R, ils ne laissaient pas 
soupçonner que E7 pouvait très bien diviser le plan en une infinité 
de régions, et que c'était là-même le cas le plus général dès que le 
degré de la fraction à itérer dépassait 2. Ils ne· faisaient pas prévoir 
qu'en général le domaine total de convergence, vers un point limite 
à convergence régulière, se composerait d'une infinité d'aires, 
sans point commun deux à deux, antécédentes successives de l'aire R 

(') On verra plus loin sur un exemple que ceci se reconnaît en déterminant, 
pour chaque point limile à convergence régulière, les points critiques de ψ(^) 
dont le* conséquents convergent vers ce point limite, et examinant les permu-
tations «les branches de ψ(^) autour de ces points. 
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(distinctes de R) qui constitue le domaine de convergence immé-
diat. 

59. Montrons d'abord, en considérant une fraction rationnelle 
quelconque du degré k, que le nombre des points limites à conver-
gence régulière peut atteindre la valeur k, sans la dépasser. 
Reportons-nous pour cela au paragraphe de ce Mémoire qui traite 
de l'existence des points de Ε \z — ®Λ(ζ), | (ζ) | > ■ | (n° 9). Soit 

s
,
 = (p(

,) = gi-| 

la fraction à itérer, Ρ et Q étant deux polynômes de degré k. Les 
racines de ζ =z>(z) sont les racines ζ

η
 ζ

2
, . . ., ζκ+, (x) de l'équation 

Κ = Ρ - zQ = ο „ 
de degre [k + ι). 

On a d'ailleurs démontré la relation 

v Qw ___ · 

On sait aussi que 

v Qw ___ · 

On a vu aussi que si le point M/d'allixe (ζ,·) est intérieur au cercle 

de centre Ο de rayon ι [| Κ i], 1° peint N,· d'alïixe est 

dans le demi—plan 

Λ ( ζ) = partie réelle de c < — -· 

et réciproquement. 
La relation 

v Qw ___ · 

prouve que les (k-{- i) points N,, N3, ..., NA+I ont pour centre de 

gravité le point d'aiïixe —/,· 4. j ' 
Il s'ensuit immédiatement de là que parmi ces points N,, il peut 

( ') \ou > nous plaçons dans le cas général où toutes ces racines sont distinctes 
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y en avoir h, mais pas plus, dans le demi-plan K(z) <C— On pourra 

se les donner a priori, et le (k + i)i<,,ne sera alors déterminé par 
la relation précédente. 

Connaissant ainsi a priori les (/r -f- ι ) valeurs des » on 

formera immédiatement à l'aide de l'identité 

O(-) _γ ι g<;<) 

en se donnant arbitrairement les (k-\- \) points ζ,. Q(z) et K(z) 
seront respectivement de la forme 

(J(s)= a0z'< -ι-... 
R(s) =-a, zk+1 + ... 

à cause de l'identité 

V (^l) 

connaissant Q et K on aura Viz) par 

Ι'(ΐ)=Κ(ί) + ;^(5). 

ptz\ 
et la fraction z,—z>(z) = QjTj' admettra les points ζ,,_ ζ

2
, ..., ζ/, 

pour points limites à convergence régulière, puisqu'on ces points 

| s'(ζ,·) | <0, à cause du choix des /r premières valeurs jpjFy dans le 

demi-plan ,-rt (z) <— x-· 

On a ainsi le moyen de former une fraction rationnelle o(z) du 
degré k ayant /. points limites f1) à convergence régulière X,, £

a
,..., ζΑ 

arbitrairement choisis, en lesquels les ζ/(ζ,) ont des valeurs' infé-
rieures à ι en module, arbitrairement choisies « priori. C'est une 

(0 On voit aussi qu'une fraction du degré k ne peut avoir plus de k points 
limites à convergence régulière. Il y a toujours une racine de ζ — φ(~) qui rend 
|©'(s)|> ι ainsi qu'on l'a fait remarquer en établissant l'existence des points 
de l'ensemble E. On voit aussi qu'il est facile de former une fraction sans point 
limite à convergence régulière. 
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fraction très générale eu égard aux arbitraires qui entrent dans la 
question. Pour une telle fraction, (/r—1) de ces points limites à 
convergence régulière pourront avoir des domaines totaux de con-
vergence plus étendus que leur domaine immédiat de convergence. 

iO. Supposons donc que le domaine de convergence immédiat R 
vers un point limite ζ à convergence régulière ne satisfasse pas à la 
condition requise pour que le domaine total D de convergence 
vers ζ soit identique à R. Cela voudra dire que, z décrivant R, 
il y a des antecedents de z qui ne sont pas dans R. Imaginant l'en-
semble des points de Λ [surface de Riemann de ψ(ζ), inverse de ç. (z)J 
qui se projettent à l'intérieur de R, cet ensemble se composera de 
plusieurs parties distinctes, chacune d'un seul tenant, telles qu'on 
ne puisse passer de l'une à Vautre par un chemin dont tous les points 
se projettent à l'intérieur de R (x) ; l'une de ces parties S, contenant 
le point ζ du feuillet supérieur, est d'un seul tenant avec la partie 
du feuillet supérieur qui se projette à l'intérieur de R; z décri-
vant S, un de ses antécédents z._,, qui est égal à ζ pour z = ζ, 
est fonction uniforme de z sur Set décrit l'aire simple à un seul feuil-
let R, z décrivant les parties de /fi projetées sur R et ne se ramiliant 
pas avec S à l'intérieur de R, il y aura des antécédents z_,, de z qui 
ne tomberont pas dans R et qui décriront des aires simples du plan 
analytique d'un seul tenant, à un seul feuillet, sans point commun 
intérieur entre elles, et sans point commun intérieur avec R ( voir Préli-
naires, §6); nous appellerons ces aires, les aires R_, pour marquer 
qu'elles sont décrites par des antécédents d'ordre ι de z lorsque z 
décrit R. Ainsi, z décrivant R, ses antécédents décrivent et R, et les 
aires R_, sans point commun avec R. On continuera de même; z 
décrivant chacune des aires 1{_, aucun de ses antécédents ne peut 
tomber dans une aire R_, ni dans l'aire R (2) ; ces antécédents décri-
ront donc un certain nombre d'aires simples, chacune d'un seul 
tenant, à un seul feuillet; ces aires, que j'appellerai les R__.,, n'ont ni 
point commun intérieur entre elles, ni point commun intérieur avec 
les R_,, ni avec R. Lorsque z décrit R, ses antécédents d'ordre 2 
décrivent R, les R_, et R_

2
. De même z décrivant les R_

2J
 ses anté-

(1 ) Car autrement R satisferait à la condition nécessaire et suffisante pour que 
tout point intérieur à R ait tous ses antécédents dans R. 

(*) Car cela forcerait z à être dans R, ce qui est absurde. 
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cédents décriront des aires R_
n
 sans point commun avec R, ni avec 

les R_n ni avec les R_a, etc. 
En continuant indéfiniment, on voit que le domaine lolal de con-

vergence vers ζ se composera de R, des R_,, des R_
a

, ..., c'esl-
à dire d'une infinité d'aires chacune d'un seul tenant (1), à un seul 
feuillet, et sans point commun intérieur deux à deux, ζ décrivant R, 
ses antécédents d'ordre i décrivent les aires R, R.,, R_,. Res 
R_, sont les antécédentes des R_lorsque z est dans une R_„ 
son conséquent est dans une R_,„l}, ses antécédents d'ordre, ι sont 
dans des R_,/+l). Les points frontières de R, sont tous des points de E', 
on le sait, et tout antécédent d'un point de E' étant de E,, tout point 
frontière d'une R_, sera point de E'. On est ici dans le cas où E' 
comprend un ensemble continu linéaire et divise le plan en une 
infinité de régions sans point commun intérieur deux, à deux, 
telles qu'il soit impossible de passer d'un point quelconque d'une 
région à un point quelconque; d'une autre par un chemin qui ne 
contienne de point de E'. 

Parmi ces régions sont toutes les R, R_,, R__
2

, 

4i. S'il y a un point limite à convergence régulière autre; que. ζ, 
aucun des R. , n'aura de point commun intérieur avec son do-
maine de convergence immédiaL ou total; si pour ce deuxième 
point limite la même circonstance que pour ζ s»; produit, c'est-
à-dire si son domaine immédiat de convergence n'est point iden-
tique à son domaine total, on déterminera à partir de son domaine 
immédiat une série de domaines antécédents l'un de l'autre, ana-
logues à la série des R, R_

(
, R_

2
, ..., etc. Il peut d'ailleurs arriver 

que pour certains points limites à convergence régulière le domaine 
immédiat R coïncide avec le domaine total D, sans que cela se pro-
duise pour d'autres. Nous en verrons des exemples plus loin : il est 
clair par exemple que, pour un polynorne o(z) quelconque de 
degré k, l'x étant point limite à convergence régulière, et aussi 
point critique pour la fonction ψ(ζ) inverse de o(z) autour duquel 
se permutent les h branches de cette fonction, le domaine iinmé-

(' ) Si H est supposée simplement connexe, toutes les R_, le seront si tout mor-
ceau d'un seul tenant de la surface de Riemann Λ qui se projette sur l'intérieur 
de R est aus-i simplement connexe. Mais, a priori, on conçoit très bien que 
ceci puisse ne p is avoir lieu pour les morceaux de Λ distincts du morceau S qui 
coulienL le feuillet supérieur. 
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diat du point à l'infini sera identique à son domaine total; si en 
outre il ν a au moins deux points limites à convergence régulière, à 
distance finie, on pourra s'attendre à ce que leur domaine total 
compte une infinité d'aires R, R_,, R_sr 

Remarquons encore qu'en supposant (ce qui peut se l'aire par 
une homographie convenable, par exemple en envoyant à l'infini 
un point intérieur à R d'où ne résulte aucune ambiguïté sur ce qu'on 
doit appeler l'aire R) que Le point à Ci 11 fi ni n'est pas point limite 
pour l'ensemble des aires R_,, les aires ]'{_,·(/= ι

}
 2, oc) ne 

devant pas avoir de point commun intérieur deux à deux, devront 
se rapetisser indéfiniment lorsque i grandit indéfiniment, de 
façon, par exemple, qu'on ne puisse trouver de cercle intérieur 
à R_, qui conserve un rayon fini lorsque i grandira indéfiniment. 

42. Cas où le domaine de convergence immédiat vers un point limite 
à convergence régulière η est pas simplement connexe. - Je me suis 
borné, pour montrer que le domaine de convergence total pouvait 
être plus étendu que le domaine immédiat, aux cas où l'on recon-
naissait, a priori, que le domaine irnmédiaL R était simplement 
connexe. On peut aussi étudier le cas où R est multiplement con-
nexe,. Il est clair, par la façon même dont ce domaine, R a éLé envi-
sagé comme limite pour i = se des aires (C_,j antécédentes suc-
cessives convenables de la petite aire (C) entourant le point 
limite ζ, que R sera multiplement connexe si et seulement si, à 
partir d'un certain indice i, les aires (C_,·) le sont aussi. Il faudra 
donc, et c'est une condition'suffisante, qu'une certaine courbe C_, 
formée d'un seul contour, embrasse une aire (C_,j dont l'antécé-
dente CL ,-m, soit limitée par plusieurs contours. Cela exige que la 
portion d'un seul tenant de Λ (surface de Riemann de ψ(ζ) |, appe-
lée précédemment S_„ qui se projelLe à l'intérieur de (C_,·) et 
qui contient le point ζ du feuillet supérieur, soit multiplement 
connexe, et pour cela il est indispensable que S_, soit limitée par 
plus d'un contour. S_, devra être limitée par plusieurs courbes 
fermées dont chacune se projettera sur la courbe C_„ chacune de 
ces diverses courbes fermées pouvant être tracée sur plusieurs 
feuillets de Λ, niais ces diverses courbes étant telles qu'on ne puisse 
passer d'un point de l'une à un point d'une autre courbe distincte 
de la première que par un chemin qui traverse Y intérieur de S_,. 
Autrement dit, encore, si l'on imagine que z décrive le contour de 

( Journ. de Math., η' série), tuine IV. — Fasc. II, iyi8. "-D 
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(CL,·) la fonction algébrique ψ (ζ) inverse de φ (ζ) échange entre elles 
p de ses déterminations, d'une part, et d'autre part p' autres déter-
minations. Il est impossible, lorsque ζ décrit le conLour CL, de passer 
de l'une des ρ premières déterminations à l'une des // autres déter-
mination considérées, mais, et c'est là le fait important, partant d'un 
point de CL,· avec une des ρ premières déterminations, on peut revenir 
en ce point avec une des p' autres envisagées, à condition de décrire 
un chemin intérieur à (CL,·). Pour avoir un exemple simple, il sullit 
d'imaginer que, z>(z) étant du deuxième degré, CL,· soit une courbe 
simple fermée entourant les deux poinLs critiques de ψ(ζ). Alors S__,· 
sera une surface de Riemann doublement connexe à deux feuillets, 
limitée par deux courbes distinctes tracées chacune sur un feuillet 
de Λ et chacune, projetée sur C._,, les deux feuillets de S_,· étant 
réunis par une ligne (h; croisement joignant les deux points cri-
tiques, ligne qu'on peut supposer intérieure à CL,·. 

45. Revenant au cas général, en supposant bien entendu que les 
points critiques de ψ(ζ) sont simples et au nombre de 2/1—2 

(k étant le degré de 5), il résulte d'un procédé classique exposé 
par exemple dans le Traité d'Analyse de M. Picard, t. II, 2e édi-s 

tion, p. 4i6~4i7J qu'on peut supposer les k feuillets de Λ unis 
chacun au précédent par une seule ligne de croisement. Dans ces 
conditions, sur les p premiers feuillets de M, C_, découpe une 
courbe fermée IL, et sur les p' feuillets suivants, elle découpe une 
autre courbe fermée PL (1). IL, et IL,· sont des contours de S_, ; 
on ne peut passer d'un point de IL, à un point de IL, que par un 
chemin intérieur à S_, et nullement en suivant le bord de S„,·. 
Cela implique que la ligne de croisement unique entre le p.|rn"' 
feuillet et le ( ρ + ι )a ses deux extrémités intérieures à S_, 
| ce sont deux {.mints critiques convenables do ψ (ζ) | et il est bien clair, 
les lignes de croisement étant dans une certaine mesure arbitraires 
entre leurs extrémités connues, qu'on peut toujours supposer 
la ligne de croisement entre le p,e,u,! et le (p-j-1 feuillet 
intérieure tout entière à S_,·. Il suit de là cette conséquence fort 
importante que, partant d'un point ζ du plan extérieur à (CL,·) 

(') Si p -4-// < /c, C_, découpera encore d'autres courbes dans A, mais cela 
ne nous préoccupe pas pour l'instant. 
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avec υικ' des ρ déterminations do ψ(ζ) qui correspondent aux 
ρ premiers feuillets de «Λ, on ne peut passer à une quelconque des 
autres déterminations de ψ qu'en décrivant un circuit fermé qui 
traverse faire (C_;) en traversant la ligne de croisement entre 
îe p''""' et le (p-f- ι )''''"" feuillet. Donc tout circuit fermé qui ne 
traversera pas l'aire (CL,·) ramènera en ζ une des ρ premières déter-
minations de ψ(ζ) du système auquel appartenait la détermination 
initiale. De même, si l'on part de z, extérieur à (C_/) avec toute 
autre détermination de ψ(ζ) qu'une des ρ déterminations précé-
dentes, on ne pourra jamais revenir en ζ avec une de ces ρ déter-
minations, si le circuit décrit ne traverse pas (C_/). 

ι 

44. La conclusion est immédiate. S'il existe un point limite à con-
vergence régulière ζ' distinct de ζ, son domaine immédiat R' ne 
ne pourra pas satisfaire à la condition nécessaire et sullisante 
pour que R/ soit aussi le domaine total, puisque, évidemment, 
R' étant extérieur à R, sera extérieur à (CL,) et, partant d'un 
point z intérieur à R' avec une des ρ premières déterminations 
de ψ (z) et décrivant un circuit fermé quelconque intérieur à R', on 
ne traverser:? pas (C_,·) et l'on ne pourra pas revenir en z avec une, 
(k·--- p) déterminations de j'(z) distinctes des ρ premières. Donc le 
domaine total d" ζ se composera d'une infinité (Vaires distinctes sans 
point commun d. ux à deux. 

L'hypothèse que le domaine de convergence immédiat vers un 
dos points limites est multiplement connexe, conduit donc à cette 
conc usion intéressante que le domaine total de tout autre poinL 
limite sera composé d'une infinité d'aires. Le fait que j'énonçais 
page ι/jH est donc <;i':nî:i'. λι. : Pour toute fraction le degré/,· qui a plus 
de deux points limites à convergence régulière, il rie peut y avoir · 
qu un de ces points limites au plus qui ait un domaine de convergence 
immédiat confondu avec son domaine total. En effet, ou bien un 
des points limites a un domaine immédiat multiplement connexe, 
et alors tous les autres ont un domaine total (composé d'une infinité 
d'aires distinctes) plus grand que leur domaine immédiat de con-
vergence, ou bien tous les points limites ont un domaine immédiat 
simplement connexe, il ν en aura alors un au plus qui possédera à son 
intérieur les (/r—i) points critiques tels que soit vérifiée la 
condition nécessaire et sullisante pour que ce domaine soit iden-
tique au domaine total de convergence vers le point limite considéré.-
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4i>. Une autre conséquence nor» moins intéressante so lire Ho 
l'étude précéder)lo. Si, a priori, on vérilio <FIM* l'un dos points limites a 
un domaine de convergence total identique à son domaine de convergence 
immédiat [ce qui se fera, en général, on déterminant les points crî-
tques de'ψ(ζ) qui sont intérieurs au domaine immédiat considéré |, 
on peut affirmer, s'il existe d'autres points limites à convergence 
régulière, que les domaines immédiats de convergence vers cha-
cun de ces autres points limites sont tous simplement connexes. 

40. il n'est pas difficile non plus de tirer dos considérations pré-
cédentes ce fait que le domaine immédiat M de convergence vers un 
point limite ζ ne peut être multiple ment connexe sans avoir un ordre 
de connexion infini (*). On a vu en effet que, si (C_,·) esL la première 
aire antécédente de l'aire (C), qui détermine dans la surface de Ric-
mann Λ une surface de Riemann (S_,·), multiplement connexe, 
contenant le point ζ du feuillet supérieur, la seule ligne de croise-
ment L entre le p"""' et le (p -j-ifeuillet peut toujours être 
supposée intérieure à (S_,·). L'aire ( C_;/^ l} ), antécédente de (C_,·), 
sera donc limitée par autant de contours distincts que (S_,) aura 
elle-même de contours distincts. Donc l'aire (C_

/+l)
) aura au 

moins deux contours distincts dont évidemment aucun ne traversera 
la ligne de croisement L-puisque. tous ces contours sont extérieurs à 
(C_,·), l'aire (C_(/.M)) contenant (C.,) à son intérieur. Si alors on 
considère la surface de Riemann qui esL formée des points 
de <91 projetés à l'intérieur de (C_;/+l)) qu'on peut unir à ζ du feuillet 

(') C'est là une propriété qui e,sl vraie· île tout domaine H d'un seul tenant 
limité par l'ensemble YJ. Un tel domaine, s'il est multiplement connexe, a uni· 

.connexion d'ordre ί η fini, tën effet, l'existence d'une courbe Γ fermée, dont tous 
les points sont intérieurs à Κ et dont l'intérieur et l'extérieur conl iennent chacun 
des points de YJ (ceci équivaut à dire que Κ n'est pas simplement connexe), 
entraîne V existence d'une telle courbe dans toute aire, si petite soit-elle, entou-
rant un point frontière de Κ d'où suit la propriété énoncée, car une telle aire 
a toujours une itérée qui contient à son intérieur Γ ainsi que l'aire finie limitée 
par Γ [il ne peut y avoir exception que pour les fractions banales zx — a — {z — α)κ, 

z
x
— a — ——l-—-jr pour lesquelles la question ne se pose pas ; pour les polynômes, 

le point exceptionnel rejeté à l'infini negêne pas]. On a d'ailleurs vu (p. ιοί, note i) 
que YJ ne pouvait être formé de plusieurs continus linéaires distincts sans point 
commun deux à deux, ce qui équivaudrait à une connexion d'ordre fini. 
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supérieur par un chemin continu tracé sur .·<» et se projetant à 
l'intérieur de ( C_(,} , il est visible <jue cliacun des contours de 
(C_

/+1)
) donnera naissance au moins à deux contours de S_(/+l) 

projetés sur le contour considéré de (C_/+,)). En effet, ζ décrivant 
un contour de (C_

/+0
), ψ(ζ) supposé partie d'une des p détermina-

tions qui correspondent aux ρ premiers feuillets de ,ii n'échangera 
la détermination initiale qu'avec une autre des ρ déterminations 
précédentes sans jamais faire passer à la détermination qui cor-
respond au (p -f- 1 feuillet, ni aux suivants; donc S_(/+l) a un 
premier contour limite projeté sur le contour considéré do (C_,

+ l)
) 

et tracé sur toul ou partie des ρ premiers feuillets de Λ. Mais, 
S_

r/+I) ayant des points intérieurs dans le ρ -J— Ίfeuillet, cL plus 
généralement dans les p' feuillets qui suivent les ρ premiers, hi même 
raisonnement que précédemment, fait sur le même contour de (C_

(/+l)
), 

en substituant les p' déterminations de ψ(ζ) qui suivent les p déjà 
considérées à ces p déterminations, prouvera que S_,/+() a aussi 
un deuxième contour limite projeté sur le même contour de ) 
et Lracé sur tout ou partie des p' feuillets de Λ qui suivent les p pre-
miers. ha conclusion est que S._(/+l) aura au moins 12 contours 
ainsi que En continuant le même raisonnement, on verra 
que S„v-

+/
j aura au moins ip+i contours, ainsi que (0-(/·

+/Η
_,)) ; 

tous ces contours sont extérieurs deux à deux (*), (C-;
+/;M)

) est 
l'aire d'un seul tenant limitée par tous ces contours et contenant ζ 
à son intérieur. R, limite de (C ,,) pour η — oc, a donc un ordre de 
connexion infini. 

On a déjà rencontré des exemples de ce fait (Voir FATOU, 

Comptes rendus, 10 octobre igofi), et l'on en a rappelé dans la 
première partie [voir p. 58). C'est ainsi que pour z, =2z'' -f 1, le 
domaine de convergence vers Je point à l'infini est d'une connexion 
d'ordre infini, il est limité par les points de l'ensemble parfait 
discontinu Ε' : c'est un cas où les contours limites envisagés pré-
cédemment tendent vers zéro dans toutes leurs dimensions, quand 
p devient infini; il n'y a alors qu'un seul point limite à convergence 
régulière. Mais je donnerai plus loin un exemple avec plusieurs 
points limites à convergence régulière, l'un d'eux ayant un do-
maine immédiat, dont la connexion est d'ordre infini, limité par 

(') Dans le plan des s, il peut y en avoir un qui contient tous les autres, 
mais sur la sphère de Riemann ceci n'a pas lieu. 
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uno infinité do courbes, et.non plus seulement par un ensemble dis-
continu de points. 

4-7. Exemples. — J'en donnerai de trois sortes : d'abord, sur un 
exemple particulier, j'étudierai le mode de génération et de groupe-
ment des domaines 11, R_,, ... rencontrés au cours de l'étude précé-
dente; puis je montrerai que l'application de la règle de Newton, 
pour la recherche des racines d'un polynorne quelconque de degré 
]> 2, conduit immédiatement aux circonstances précédentes, ce 
qui explique l'insuccès de la tentative de Cayley, quand il a voulu 
délimiter le plan en diverses régions suivant la racine du polynorne, 
à laquelle conduiL l'application de la règle de Newton en partant 
d'un point quelconque de la région considérée (1). Il avait très bien 
réussi, et nous le montrerons, pour les équations du deuxième degré, 
à diviser le plan en deux régions contenant chacune une racine à 
laquelle conduiL par approximations successives la méthode de 
Newton en partant d'un point quelconque de cette région ; nous 
verrons que la solution ne peut èlre aussi simple pour les degrés > 2, 

le domaine de convergence total vers une racine pouvant alors se 
composer d'une infinité d'aires séparées. 

Enfin, je donnerai l'exemple d'un domaine immédiat multiple-
merit connexe qui n'est pas limité uniquement par un ensemble 
parfait discontinu de points. 

■M. Premier exemple. — Considérons le polynorne 

- —5— = V(-}· 

Il y a trois points limites à convergence régulière : 

i° z = i, c/(ι) = o. 
2° Z= I, Ο ( l) = (). 

3° ζ —= 20, comme pour tout polynorne. 

L'équation z = z>(z)~— -admet encore la racine z= ο 

pour laquelle ç/(o) — ^ : elle appartient à l'ensemble E. 

(1 ) Voir KOKNIGS, Annales cle l'Ecole normale, i884, Supplément, p. l\o et l\ ι. 
— CAÏLBY, C. R. Acad. Sc., t. CX, 1890, p. 2 /5-218. Il dit, en concluant: «J'espère 
appliquer cette théorie au cas d'une équation cubique, mais les calculs sont 
beaucoup plus difficiles. » Il n'a pas poussé la question plus loin. 
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Du calcul de '/(z) -- '' ' " \ il suit que les points qui annu ont 

z/(z) soul ζ — ι et ζ = - ι ; ils soul à eux-mêmes leurs conséquents. 
Les points critiques de, ψ(ζ), l'inverse de; o(z) sont donc au 

nombre de trois. 

i° Le point z~ ι aulour duquel se permutent deux branches 
de ψ( 3) qui sont égales à ι pour 3 - ι | ear z>' ( ι ) — ο eL ο"( ι ) φ ο |. 

2° Le point ζ — ι autour duquel se permutent deux branches 
de ψ(ζ) qui sont égales à ( - i) pour ζ-—■ ι | car z/( ι) --o, 
s"( ■ l)/o|. 

3° Ja; point ζ = zc, autour duquel se permutent les trois branches 
de ψ(ζ), (fui toutes trois deviennent infinies pour z — zc. 

On peul allirnier (h; suite qu'en dehors des trois points Untiles ά 
convergence régulière cités plus haut, il η y a ni autre point limite, ni 
groupe circulaire limite. Car chacun des trois points limites à con-
vergence régulière (zc, i, ·■— ij aura dans son domaine immédiat 
un point critique de ψ(ζ) (zc, ι, — i) et puiqu'il n'y a que trois points 
critiques, il ne peut y avoir ni quatrième point limite à convergence 
régulière, ni d'autre groupe circulaire limiLe. 

Cherchons à former les domaines de convergence immédiats de 
chacun des points ι, - -i, ce. Il sultil de considérer ι et ce, car le 
domaine de ( -1) sera symétrique de celui du point ι par rapport 

à l'origine, à cause de l'imparité du poJynonie z-(z) ————— : 

o(r·) s« — φ( - ζ), 

donc à deux points symétriques par rapport à O correspondent 
deux conséquents symétriques par rapport à O. 

Pour le point z = zc, on peut partir du cercle C de centre O de 
rayon p = |z| = 3. Si ζ est un point quelconque tel que |z|3>3, 
on aura 

I; 1- > 3 I - ,_ 

et par suite le domaine (C) limité par | JS| = 3 contenant le point à 
l'inlini (1) est tout entier intérieur au domaine de convergence 
immédiat vers zc. 

(') Ce domaine (C) n'est autre que l'extérieur du cercle C, au sens ordinaire 
du mot, en comprenant dans (C) le point à l'inlini. 
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Cherchons les antécédents successifs du domaine (C) pour avoir 
le domaine immédiat de convergence vers ce. Si ζ décrit l'intérieur 
du domaine (C), ses trois antécédents décrivent l'intérieur d'un 
domaine (CL,) contenant le point à l'irifini, ainsi que (C), et limité 
par une seule courbe algébrique simple C., antécédente de C. Si ζ 
décrit C_, une fois dans le sens positif, z, décrira C trois f is dans 
le sens positif; tout ceci résulte du simple fait que ζ = χ est un point 
critique autour duquel se permutent les trois branches de ψ(ζ) 
fonction inverse de ο(ζ), et (t'est le seul point critique contenu dans 
(C). La courbe Ç_, se définit 1res simlement par l'équation 

I; 1- > 3 I - ,_ 

Elle entoure les deux points - ι et -f- L· les sépare du cercle 
C f1). ζ décrivant l'intérieur du domaine (C..,) ses trois antécé-
dents décriront l'intérieur d'un domaine (CL.) qui contient (C_,) 
et qui est limité par une courbe algébrique simple (L., antécé-
dente de C_(. CL, entoure les deux points —- ι et -f- ι et les sépare 
de la courbe (L·,. On continuera indéfiniment ainsi. Toutes les 
aires antécédentes successives. (C), (CL·,), CL·.), ... sont des aires 
simplement connexes chacune esL contenue dans les suivantes; 
et contient le point à l'infini. (CL·/) est limitée par une courbe algé-
brique simple (L/qui entoure les points ( J) et -f- i) et les sépare 
des courbes C_ ..., C. La limite de (CL/) pour ι = ac est un 
domaine R

x
, .simplement connexe, contenant le point à l'infini, 

laissant à son extérieur les poinLs ι et -f"
 1 (ainsi que des 

cercles assez petits ayant pour centres ces deux poinLs), tel que 
toute courbe fermée simple intérieure à R

x
, ou bien entoure les 

deux points —ι et + ou n ('n entoure aucun, les laissant 
tous deux à son extérieur, mais ne sépare jamais —ι de +1 (2). 
N'insistons par pour Je moment sur la nature de la fronlière de R„, 
nous verrons plus loin que c'est en effet une courbe continue ayant 
des points multiples denses partout sur elle-même. Sachons seulement, 

(') C'est-à-dire qu'on ne peut aller du point 1, par exemple, à un point de C 
sans traverser C_,. 

(2) Cette propriété résulte du fait que toute courbe fermée intérieure à R est, 
à partir d'un certain rang, intérieure à tous les domaines .(C_

{
*) pour chacun 

desquels la propriété en question est évidente. 
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co qui résulte immédiatement des faits précédents, que cette fron-
tière est un continu séparant tout point intérieur à R

x
 des points 

(— i) et -f-1. Le point à l'infini étant point critique autour duquel se 
permutent les trois branches de ψ(ζ), l'aire R„ coïncide avec toutes 
ses antécédentes : c'est à la fois le domaine immédiat et le domaine 
total de convergence vers le point à l'infini. 

11 est bon de remarquer que tout point de l'axe imaginaire 
(excepté l'origine) est intérieur au domaine R* ; il sulïit pour s'en 
assurer de remarquer que si l'on pose z = i\, = λ étant 
réel, A, le sera aussi et l'on aura 

I; 1- > 3 I - ,_ 

tout point de l'axe imaginaire a donc tous ses conséquents sur cet 
axe, et ces conséquents tendent régulièrement vers le point à 
,. .. 3 | l'infini, car on a toujours | λ, | ]> - | λ | dès que Λ φ ο. 

L'origine est un point frontière (*) de R
œ

, c'est un point multiple 
de cette frontière, car on peut atteindre ce point O, en restant dans 
R» (2), par le côté positif et par le côté négatif de l'axe imaginaire, 
et il est impossible de joindre un point infiniment voisin de Ο 
situé sur le demi-axe imaginaire positif à un point infiniment 
voisin de Ο situé sur le demi-axe imaginaire négatif par un chemin 
infiniment petit qui ne sorte pas de R». (Un tel chemin doit en 
effet couper l'axe réel en un point infiniment voisin de O, et l'on 
verra que les points de l'axe réel, aux environs de O, sont exté-
rieurs à R

x
.) 

L'axe imaginaire tout entier, sauf l'origine, appartenant à R*, 
il en sera .de même de toutes les courbes antécédentes de cet axe 
(il est confondu avec toutes ses conséquentes). Les antécédentes 
d'ordre ι sont : cet axe lui-même et, en outre, une hyperbole dont 
l'équation se tire de 

I; 1- > 3 I - ,_ 

(') C'est un point de Ε, <p(o) —- ο, | <p'(o) | > i. 
(2) L'origine est donc un point frontière de R» accessible par l'intérieur de 

R» (voir Préliminaires, § k). 
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(iiv posant χ — x-\- iy. ('.cite hyperbole a pour équation 

χ2 — ?) γ- - - ο = ο. 

Elle passe par les deux points x — dz y3 de l'axe réel qui sont les 
deux antécédents de l'origine distincts de O. Ces deux points sont 
(Jes points frontières de R

z
, Lous les autres points de l'hyperbole 

sont intérieurs à R
x

. 
Les antécédentes successives de cette hyperbole seront aussi 

des courbes intérieures à R*. Jj'axe imaginaire et l'axe réel sont 
axes de symétrie pour R

x
, puisque à deux points symétriques par 

rapport à Ox ou à ()// la transformation ζ, = -l'ait corres-

pondre deux points symétriques par rapport à i)x ou à Ο y. 
Donc (au sens de la théorie des images par rapport à une courbe 
algébrique), toutes les courbes antécédentes de l'axe imaginaire ou 
de l'axe réel sont des axes de symétrie de puisque à deux points 
de R

x
 symétriques par rapport à Oy, ou à O.r, correspondent, 

par la transformation ζ, = ψ(ζ) inverse de o(z), deux antécédents 
symétriques par rapport à l'antécédente considérée de i)y ou de 
()x. Toutes ces courbes antécédentes successives de l'axe imaginaire 
couperont l'axe réel à angle droit (l'axe réel coïncide avec une de 
ses propres courbes antécédentes), comme l'axe imaginaire lui— 
rneme, en des points qui seront tous les antécédents successifs 
réels de l'origine et qui sont des points frontières de R

x
. Ce seront 

des courbes algébriques dont les degrés iront constamment en 
croissant. Elles passent toutes par le point à l'infini qui coïncide 
avec tous ses antécédents. Dans le plan complet (ou sur la sphère 
de Riemann) elles sont à considérer comme des courbes fermées 
ayant Je point à l'infini comme point multiple. Ainsi l'hyperbole 
χ2 — 3 y2 — 3 = ο est à considérer comme une courbe fermée 
ayant pour point double le point à l'infini, les tangentes de ce 
point double (asymptotes), jointes à l'axe imaginaire (qui est aussi 
une courbe antécédente de l'axe imaginaire), étant régulièrement 
disposées en étoile autour du point à l'infini; ces tangentes (asymp-
totes de l'hyperbole) font en effet des angles de (io° entre elles fit 
avec l'axe imaginaire. Tout ceci résulte de ce que l'axe imaginaire, 
dont on prend les antécédentes, passe par le point critique ζ = ce 
de z_, = ψ(s) autour duquel les trois branches de ψ(ζ) se permutent 
et il est inutile d'insister plus longuement là-dessus. Ajoutons que 
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les antécédents successifs de Γ origine sont tous [joints frontières 
de R:, et sont partout denses sur la frontière de R«. Ils sont tous, 
comme l'origine elle-même, points multiples de cette frontière (1), 
et c'est là un l'ait remarquable qu'on a signalé plus haut. On a vu 
d'ailleurs, au début de ce Mémoire, que les points frontières (l'un 
domaine comme H„ sont des points de E'; d'autre part tout point 
de E', étant limite [jour le* antécédents d'un point arbitraire du 
plan (sauf l'infini) et (m particulier d'un point intérieur à 11«,devra 
êIre point frontière de R«, puisque les antécédents successifs d'un 
point intérieur à E,., étant tous intérieurs à R«, tout point limite 
pour ces antécédents devra être limite de [joints intérieurs à R

x
. 

La frontière de 11« épuise donc tout Vensemble E' auquel donne nais-
sance la ruction f rationnelle 

— 53-h 3 5 

Eeci, on le verra, est la source d'apparents paradoxes qui résul-
tent de notre intuition élémentaire de la frontière d'un domaine 
sous forme de courbe simple, dès qu'on éclaireit la nature, des 
domaines de convergence vers les points (··—i.) et (+])· Tous ces 
paradoxes s'expliquent d'ailleurs parfaitement dès qu'on remarque, 
ainsi que je l'ai fait précédemment avec insistance, que la fron-
tière de R« renferme des points multiples partout denses sur elle-
même. 

Si l'on étudie l'axe réel, on voit bien facilement que seules appar-
tiennenl à R

K
 les deux demi-droites de cet axe qui vont de (-j- \o) 

a (-j- x) et de ( - \ b) à ( -ce). 
Les points -f yo et — \ 5 forment d'ailleurs un groupe circulaire 

appartenant à l'indice i. Ils appartiennent à E, car ils satisfont à 

5 = 9,(3) avec \o's
 (3)|>i. 

Ils sont [joints frontières de 11«. Dès que j ζ j > ν ■"> on a, en effet, 
|s, |>|v| et les conséquents d'un [joint du demi-axe (-f- yf>, -bx), 
par exemple, tendent régulièrement sur cet axe vers -f x. 

(') Et, comme l'origine, ils sont points frontières de H* accessibles par l'in-
térieur de H» : on les atteint par exemple en suivant une courbe antécédente de 
l'axe imaginaire. 
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49. Passons maintenant au point z—ι pour déterminer son 
domaine de convergence immédiat R,. Nous partirons pour cela 
d'un pe tit cercle Γ de centre ζ = ι dont les antécédentes successives 
embrasseront un domaine contenant ζ = ι de plus en plus grand et 
tendant vers R,. Ce cercle Γ devra être tel, nous le savons, que, 
si ζ décrit son intérieur, le conséquent z, devra rester dans une 
aire complètement intérieure à Γ. · 

Si p„ est le rayon de Γ on devra avoir, dès que | ζ — ι | :: p
0

, 

I - ι — 11 K| - — 11 » 
Κ étant entre ο et i. 

Or il est facile d'avoir la relation 

_ —(S — I)a—3(5—1)« 

Si | ζ— ι |= ρ, on a 

_ —(S — I)a—3(5—1)« 

Pour que ρ, < ρ, il suffit que 3ρ + ?2 2> c'est-à-dire 

_ —(S — I)a—3(5—1)« 

Si donc on choisit p0 positif et < —Par exemple p0 = 

on est sûr que pour 15 — 11 <1 ρ
0

, on aura 

|-i — 11 < Κ15 — 11, 
Κ étant entre ο et 1. 

Imaginons que ζ décrive l'intérieur (Γ) de F; alors la branche 
de ψ (2) inverse de φ (ζ), qui présente en ζ = ι un point critique simple, 
décrira l'intérieur d'une aire (F__,) antécédente de (F), comprenant (F) 
à son intérieur. Γ_, est la courbe limite de (F_,) (1). Si ζ est dans ( F), 
il y a deux de ses antécédents et deux seulement dans (F_,), ce 
sont les deux antécédents qui se permutent quand £ fait un tour 
autour du point s = 1. Si l'on imagine deux feuillets superposés et 
ramifiés l'un à l'autre en ζ = ι et l'aire à deux feuillets simple-
ment connexe Σ découpée dans ces deux feuillets par F, contenant 

(!) Γ_ι est évidemment une courbe algébrique simple fermée entourant ζ — ι. 
Elle rencontre l'axe réel à angle droit, comme Γ lui-même. 
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ζ = ι ut limitée par Γ deux fois parcouru, l'aire (V-,) sera l'aire 
simple du plan analytique que décrira le point z_, = ψ(ζ) lorsque ζ 
décrira l'aire Σ [ψ (ζ) est en effet uniforme sur Σ et ne prend qu'une 
fois chacune de ses valeurs dans Σ|. Γ ne rencontrant pas l'axe 
imaginaire Oy, Γ , ne le rencontrera pas non plus, il est bon de 
remarquer encore que, lorsque ζ décrira (Γ), le troisième antécédent 
de ζ décrira une aire simple à un seul feuillet entourant le point 
ζ — — 2 (qui est antécédent de ζ ■— ι) et limitée par une courbe algé-
brique simple fermée, sans point commun avec Ο y, entourant z= — 2. 

La suite du processus est immédiate; z_, décrivant l'intérieur de 
(Γ_,), deux de ses antécédents z_

2
 décriront l'intérieur d'une aire 

simple (Γ_ο) limitée par une courbe algébrique fermée Γ_
2

, sans 
point commun avec Oy, entourant L_,; le troisième antécédent 
décrira une aire simple limitée par une courbe algébrique fermée, 
sans point commun avec Ο y, entourant le point z = — 2. 11 est 
à peine besoin de remarquer que toutes les aires (Γ), (Γ-,), (Γ...,)... 
successives que l'on construira ainsi seront toutes intérieures au 
cercle C de rayon ρ = 3, de centre Ο qui a servi de point de départ 
dans la construction de R». Toutes ces aires seront dans la région 
intérieure à ce cercle, limitée par Ο y, qui contient z= 1, c'est-
à-dire dans la moitié droite de l'aire limitée par le cercle. Quant aux 
régions que décrirait Je troisième antécédent de z, lorsque ζ décrit 
une des (!_/), elles sont toutes dans la moitié gauche de l'aire 
limitée par C, et jamais elles n'auront de point commun ni avec 0y 
ni avec les aires (Γ-,·). Toutes les aires (Γ_;) sont simplement con-
nexes; leur limite, pour i = ce, qui est Je domaine de convergence 
immédiat R, vers ζ = 1, est donc une aire simplement connexe con-
tenant z= 1, située dans la moitié droite de l'aire limitée par C. 
On reconnaît immédiatement que la portion d'axe réel comprise 
entre l'origine et le point d'abscisse + y3 appartient à R,, les points 
Ο et y 3 eux-mêmes sont frontières pourR,f est d'ailleurs anté-
cédent de l'origine]. Ο est d'ailleurs Je seul point où la frontière 
de R, touche l'axe imaginaire Ο y. 

Î50. Le domaine R'. symétrique de R, par rapport à l'origine 
est le domaine de convergence immédiat vers ζ = — ι. Il contient le 
segment (O, —y/3) de l'axe réel. La frontière de R, comme celle 
de R', appartiennent à EL Sur ces frontières les antécédents de 
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l'origine sont partout denses, mais alors que l'origine, considérée 
comme point frontière de R

a
, était point multiple de cette fron-

tière, il ne semble pas a priori qu'elle soit point multiple de la fron-
tière de R, ou de R,. Gela tient à ce que les courbes C_,·, entourant 
l'origine, dont la limite donnait la frontière de R

x
, tendaient à 

admettre l'origine (et tous ses antécédents) comme, point double, 

c'est-à-dire que deux arcs distincts de G_,·, symétriques par rapport 
à l'origine, séparés l'un de l'autre par une longueur linic de courbe, 
deux arcs, non infiniment voisins sur la courbe, tendaient tous deux 
vers Ο lorsque i grandissait indéfiniment, tandis qu'il ne semble 
pas a priori que sur (Γ_,·) deux arcs distincts, non infiniment voi-
sins sur cette courbe, tendent tous deux vers 0, puisque les (Γ.../) 
η entourent pas V origine et n'atteignent pas Ο y (1). 

R, et R', se touchent en leur point frontière commun O, et en ce 
point seulement. R, et R', touchent le domaine; R

x
 en O, comme en 

tous leurs points frontières, puisque tous ces points étant de E', 

(') Voici d'ailleurs une démonstration rigoureuse de ce fait que O, comme 
d'ailleurs tout point de la frontière de IR (ou de R', ) qui est accessible par l'in-
térieur de R, (ou de R',), est point simple pour cette frontière. Prenons O par 
exemple; si c'était un point multiple pour la frontière de R,, il existerait une 
ligne simple L fermée ( ligne de Jordan ) passant en O, dont chaque point distinct 
de O soit intérieur à R,, et qui ne pourrait se réduire au seul point O par un 
mouvement continu sans rencontrer un point frontière au moins de Rt distinct 
de O (c'est là la définition des points multiples d'une frontière); c'est dire que 
celte ligne contiendrait à son intérieur {on sait très bien qu'une ligne de Jordan 
divise le plan en une région intérieure et une région extérieure) un point Q. au 
moins, frontière de R,. Ce point Q serait point de !£', il serait donc point frontière 
de R^, car II' est identique à la frontière de 11

B
. II y aurait donc, dans tout 

voisinage de Q, des points intérieurs à R
x

. 11 existerait donc dans la région 
intérieure à L une inlinité de points intérieurs à R

x
. J'en prends un au hasard Q'. 

Prenant d'autre part un point Q" intérieur à H
M

, et'qui soit sûrement extérieur 

Tin· 17· 
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appurlioimenl à la frontière dit R
x
 ('). il faut iria in tenant déter-

miner les domaines de convergence totaux I), et R, vers les points 
ζ = ι et s =- - 1. 

ol. Si ζ est dans R,, deux de ses antécédents sont dans R,, le 
troisième décrit une aire simplement connexe que je désigne par R'"1', 
entourant le point z — ~ 2, contenant à son intérieur un petit 
segment de l'axe réel, débutant à z— y'1, segment qui est 
antécédent réel du segment (o, -f y 3), du même axe. R71 n'accède 
par aucun point à l'axe ()y, car R, n'y accède que par le point O, 
dont les antécédents sont O, (-f- ^3) et ( -y 'd); il est tout entier à 
gauche de O y, il n'a pas de point commun, même frontière, avec R,, 
et il touche R'

t
 au point z=~—y/3 et en ce point seulement. R,"11 

est intérieur au cercle C. Lorsque ζ décrira R',"1, chacun de ses 
trois antécédents est fonction analytique de s dans R~et décrit 
par suite une aire simple à un seul feuillet simplement connexe : 
ces trois aires sont complètement extérieures les unes aux autres, 
elles sont extérieures à R1,1, à R,, et à R,, je les appelle les aires R',"" ; 
l'une d'elles contient un petit segment de J'axe réel positif antécé-
dent réel du segment de l'axe réel négatif qui traverse R Γ ; ce 
segment est séparé du segment (o, -j-y^l) par le segment symé-
trique par rapport à O du segment négatif qui traverse RT"> 'β 
segment séparatif est d'ailleurs intérieur à l'aire R',' 11 antécédente 
de R',, comme R',"" est antécédente de R,. Le processus est indé-
fini. On définit de proche en proche les aires R,-*1 décrites par les 
antécédents de ζ lorsque ζ décrit les R'^1. Ces R',- 3' sont simplement 

à L, par exemple un point extérieur au cercle C [| Ζ | >· 3], il serait impossible 
de joindre Q' et Qy, tous deux intérieurs à R*, par une ligne simple sans ren-
contrer L (en un point intérieur à R,, donc extérieur à R») ou sans passer par O 
(point frontière de R«). Ceci est absurde puisque Q',Q" tous deux intérieurs 
à R

x
, domaine d'un seul tenant, doivent pouvoir être joints par une ligne simple 

dont tous les points soient intérieurs à R». La contradiction rencontrée démontre 
donc que O est point simple de la frontière de Rj, et qu'il en est de même de 
tout point accessible de cette frontière. Le raisonnement précédent se retrouvera 
plus loin (p. 198 et suiv.). 

(') C'est là qu'est le paradoxe apparent : La frontière de R, est une parlie de 
celle de R

x
,mais sur celte partie, la frontière de Rx

 a des points multiples denses 
partout : ce sonLtous les antécédents de l'origine situés sur la frontière de Rj. 
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connexes et n'empiètent ni sur les R'~2) ni sur R1"1 ni sur II,. On 
définit de même les les R'|-*, ... symétriques des R

(
~-, R,"3', ..., 

par rapport à O. Toutes les aires ainsi définies sont extérieures 
deux à deux et ne peuvent se loucher qu'en des {joints frontières. 

L'ensemble des R,, R,1, R,", ··., constitue le domaine de con-
vergence total vers -f- ι, et l'ensemble des R',, R,-1', R',1-2·1, .··, le 
domaine de convergence total vers (—i). Tout point frontière 
d'un R'~" ou d'un R'j"" est point de E', il est point frontière de R*, 
en sorte que R* touche tous les R;"1 et tous les R',-' en tous leurs 
points frontières. On voit bien de quelle étrange espèce est ce con-
tinu E' qui limite R

w
 et tous les R',-' et R','~", il porte des points 

multiples denses partout sur lui-même, et divise le plan en une 
infinité de régions. L'axe réel, par exemple, coupe E' en une infinité 
de points qui sont tous les antécédents réels de l'origine, auxquels 
il faut joindre l'ensemble des deux poin ts (-)- y 5, — y 5) qui sont points 
limites de ces antécédents réels. 

;52. Si l'on suit i'axe réel Ox vers la droite, on traverse d'abord R, 
le long du segment (o, -f- y/3), puis on traverse IL, 1, puis une R,-2, 
puis une R',-', puis une R~V|> etc.; suivant une loi évidente, les 
segments ainsi décrits décroissent constamment et ont (-f- \ o) 
pour point limite. Puis, dépassant (-f- y/5), on entre dans R

z
. 

Si l'on suit Ox' (axe réel vers la gauche) on traverse R',, R, 1, R',-', 
R',"'', R','-", etc. Il serait facile également de voir que les antécé-
dents de l'axe réel traversent une infinité de régions successives 
appartenant alternativement aux domaines totaux de ζ — ι et de 
z = — i, puis entrent dans R*. Les régions R'"" et R',~' tendent 
vers zéro dans toutes leurs dimensions, lorsque i augmente indé-
finiment. On s'en rend compte immédiatement en remarquant 
qu'à l'extérieur des cercles Γ et L' de centres (-f· i) et (--i) de 
rayons s = - la valeur de — = - Ι ι —ζ'21 est *> M, M étant un 
nombre > ι. 

En effet, sur Γ et sur lv, on a 

dz j 3 - . . .3/3 g 

et évidemment la courbe 

§| = ' = ;l'-'ll- + a 
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sera une courbe algébrique, formée de deux ovales de Cassini 
entourant respectivement les points (—i) et (+i) où = o. 
Donc sur Γ, Γ' et à l'extérieur, on a 

—- - > ι. 

D'autre part, aucune des R'j' (ι = i, 2, zc) ni des R'j " ne 
renferme de point critique de ψ (ζ). Donc dans les R:~" comme dans 
les R', ", ψ(ζ) est holomorphe. Ces R',-" et R',-" sont toutes extérieures 
aux cercles Γ et V qui sont dans R, et R'r Donc dans tout R1'" 

i~^i 9' 

comme dans tout R'j '<>. Si donc S est l'aire (x) couverte par R', b, 
celle couverte par chacune des Rj~J sera <C ( - ) S, «'t celle couverte 

par chacune des R"' sera <C(~j S. Elle tend donc vers zéro 
quand i augmente indéfiniment (2). 

Tout point de E' est point frontière de R*, il est point limite de 
régions R(j~" et de régions R'j"", dont l'indice i augmente indéfini-
ment, ou est point frontière d'une R j ' et d'une R',"", ou est point 
frontière, d'une R, ' et limile de région R'j"", dont l'indice i croît 
indéfiniment, ou bien enfin est point frontière d'une R'j'"" et limite 
de région R, " dont l'indice i croît indéfiniment. 

Cela résulte de ce qu'un point de E' est limite pour les antécé-
dents d'un point arbitraire de R*, d'u.11 point de R,, d'un point de R't. 

ΐ>5. Il est assez difficile de se représenter exactement ce que peut 
être ce continu EC Mais il n'est pas impossible do s'en faire une idée 
à l'aide d'un processus conslructif, que je vais maintenant exposer 
et qui montrera qu'il n'y a nulle impossibilité par exemple à ce 

(') 11 n'est pas absurde de parler de l'aire de Hp1, car H,, par exemple, limite 
pour î — cg des aires quarrables contenues chacune dans la suivante, (Γ), 
(R-1),..., (Ri),....est (jucirrablc. Il en est donc de même de tous les R',-', 
de tous les R'j-" et de \\

x
. 

(2) On montre de même que, si L est la plus grande corde de lVp1', la 

plus grande corde de R', '' sera ί J L, et, par suite, tend vers zéro avec i. 

Journ. de Math. (7· série), tome IV. — Fasc. 11, 1 »> 18. 22 
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qu'une aire «sR*., simplement connexe, soit limitée par un continu 
linéaire Ε7 ayant (les points multiples partout denses sur lui-même, 
continu qui divise le plan en une infinité de régions dont, chacune 
touche /ii

κ
 par toute sa frontière; la frontière de chaque petite 

région étant d'ailleurs une (tourbe simple. 
Ce qui suit n'est évidemment qu'un schéma, mais il est très 

propre à aider l'intuition et à expliquer ce qu'il y a de paradoxal 
dans le fait que la frontière de <i\

z
 qui esL un continu linéaire, tout en 

touchant la frontière de chacune des petites régions précédentes 
en tous les points de cette dernière frontière, ne coïncide cependant 
pas avec elle. J'ai puisé l'idée du processus que je vais exposer dans 
un beau Mémoire de M. ffelge von Koeh, rédacteur suédois aux 
Acta Mathematica, inséré aux Acta de lyob (t. XXX) sous le titre 
Une méthode géométrique élémentaire... 

Wi. Partons de deux triangles équilatéraux égaux opposés par un 
sommet. Soit a leur côté, ()AB, OA/B7 les deux triangles. L'en-
semble des deux fait une ligne polygonale P, fermée (régulière eL de 
côté a) OABOA'B'O qui divise Je plan en trois régions : i° al, inté-
térieur de OAB: 20 al), intérieur de ()A7B7; J° région contenant te 
limitée par la ligne polygonale entière OABOA7B7(). (> est point 
double pour la frontière de cette dernière région. 

Au milieu de chacun des côtés de la ligne polygonale P, précé-
dente, plaçons un sommet d'un triangle équilatéral de côté ψ de 
côtés parallèles aux côtés de la ligne polygonale P, ; chacun de ces 
triangles étant d'ailleurs dans la région limitée par P, qui contient te. 

l-'iu. 18. 
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CDE, l· (31 f sont deux de ces triangles. L'ensemble de P, et des 
triangles ainsi construits l'ait une ligne polygonale fermée P., dont 
les sommets se suivent dans l'ordre OCDECAEGIIEB.... IL divise 
le plan en 3 -f- 6 = 9 régions, à savoir .a,, .a',, l'intérieur des six 
triangles qu'on vient de construire, enlin la région contenant ce et 
limitée à IL; pour cette dernière région, la frontière, qui est P

2 tout 
entière, a des points multiples (doubles) en 0, C, F, .... Il n'est pas 
inutile d'ajouter que si l'on décrit P

2
 en ayant à sa gauche la région 

précédente (contenant ce) les angles que font deux côtés consécutifs 
de la ligue IL (angles comptés vers l'intérieur de la région) sont 
de 1200, ou 6o°, ou 3oo° (36o°-bo°) (Exemples : angles 0, C, ou A). 

oi>. Au milieu de chacun des côtés de la ligne JL, nous plaçons un 
sommet d'un triangle <mj 11 ilatéral dont le côté est le ± du côté con-
sidéré de ici ligne IL, dont les côtés sont parallèles à ceux de P

2
, 

chacun des nouveaux triangles étant situé dans la région limitée 
par Ρ

2
 qui contient le point à l'infini (KLM, POS sont deux de ces 

triangles). L'ensemble de IL et des nouveaux triangles fait une ligne 
polygonale fermée P., qui, quant aux angles, a les mêmes propriétés 
que IL, mais qui détermine dans le plan un nombre de régions 
égal à celui qui déterminait P

2
 augmenté du nombre des côtés de IL. 

Il est facile de voir, en effet, que deux des nouveaux triangles con-
struits ne peuvent avoir aucun point commun, et quils sont bien tous 
intérieurs à la région limitée par IL contenant le point à l'infini. 

Pour la construction de IL, cette difficulté se présentait déjà, 
nous allons la lever. Prenons le triangle CDE construit sur le côté 

OA de Ρ,. A cause de CD=| = ^2» il est visible que l'angle 

COD <L3o°. (On a construit à côté de la figure un triangle équi-

latéral abc; cd — - cb eX ce — ~cb. Il est visible que 

COD — cae — β < 3o°.) 

Donc le triangle CDE 11e peut empiéter sur le triangle analogue 
construit sur OB'. Point de difficulté donc pour P

2
. Pour P., il importe 

seulement de montrer que deux triangles construits sur deux côtés 
consécutifs de P

2
, faisant entre eux un angle de 6o°( compté inté-

rieurement à la région limitée par P., contenant ce), ne peuvent 
empiéter l'un sur l'autre. Par exemple, KLM et PQS construits sur 
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les côtés OC et CD de P.,. Il est visible en effet que 

LOK r.-- MCK fi à cause de Κ L= ̂  - ~ ■ 

De même 
QCP ~· 5 à cause de l\) .—· -- —· 

Donc le triangle LKM est intérieur à l'angle MCO = β et le 

triangle PQS est intérieur à l'angle PCQ_ = β. Ces deux angles 
sont symétriques l'un de l'autre par rapport à la bissectrice de 

l'angle OCD et sont séparés l'un de l'autre par cette bissectrice 
et par un angle égal à 2a (y. — 3o° — β, voir la ligure) qu'elle 
bissecte. Les deux triangles en question no peuvent empiéter l'un 
sur l'autre. 

On a déjà vu à propos de IL que deux triangles construits sur 
deux côtés consécutifs de P., faisant entre eux j2o° (tels les côtés 
issus de O) ne peuvent empiéter l'un sur l'autre. Il est visible, d'autre 
part, que les triangles construits sur les côtés de P., tels que DE 
ou Gli 11e peuvent empiéter sur les autres triangles. 

Tout ceci tient en somme dans cette simple remarque : le triangle 
construit sur un des côtés de la ligne polygonale P, ou P

a
 est tout 

entier intérieur à un triangle isoscèle, dont la base est ce côté, dont 
l'angle à la base est 3. Il était donc essentiel que cet angle r(j fut 
choisi 3o° afin que les triangles isosceles d'angle à la base ^ 
construits sur deux côtés consécutifs de P., comme base, faisant 
entre eux un angle de 6o°, fussent sûrement extérieurs l'un à l'autre 
et n'eussent en commun que le point d'articulation des deux côtés 
considérés (x). 

H est bien établi donc que P
:!
 limite une région d'un seul tenant, 

simplement connexe, contenant le point à l'infini; chacun des som-
mets de cette région est accessible, de l'intérieur de la région, par 
tout chemin situé dans un angle de 2 a au moins bissecté par la 
bissectrice des deux côtés de P

3
 qui aboutissent au sommet considéré. 

(') C'est ÎI relie ίίιι que j'ai pris Je côté de cliaque nouveau triangle égal au £ 
du côté de P, sur lequel il est construit: cela donne un β < 3o°, mais j'aurais pu 
remplacer le dénominateur 8 par tout autre nombre >5 (car pour 4 l'angle β 
eût été égal à 3o°). J'ai pris 8 pour la simplicité de l'exposition. 
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06. Le processus peut se continuer indéfiniment. Au milieu de 
chaque côté de P,· plaçons le sommet d'un triangle equilateral, clorit 
le côté sera le du côté de P, considéré, dont les côtés seront paral-
lèles à ceux de P„ et qui sera situé dans la région d'un seul tenant 
limitée par P,· contenant le point à l'infini. Les nouveaux triangles 
joints à P, donneront une ligne polygonale fermée P,

+r
 On démon-

trera de proche en proche que la construction est toujours possible 
sans que les nouveaux triangles à chaque fois construits empiètent 
l'un sur l'autre ou sur les précédents déjà construits. La raison en 
est immédiate : si l'on considère les côtés de P„ les nouveaux trian-
gles qu'on construit sur eux sont intérieurs aux triangles isosceles 
d'angle à la base fi construits sur ces côtés comme base. Les trian-
gles isoscèles ainsi construits sur chacun des côtés deP

;
, sont deux à 

deux extérieurs, et par suite les triangles qu'on construit pour 
passer de P., à P,, sont deux à deux extérieurs et n'empiètent 
pas sur les triangles de P;t. On vérifie ensuite que les triangles 
isoscèles construits sur les côtés de P., comme base avec l'angle 
à la base fi sont encore extérieurs deux à deux (1). Ces triangles 
sont dans la région du plan d'un seul tenant limitée par P., et conte-
nant l'infini, et par suite le processus peut se continuer sur P., 
comme sur P, pour donner P

:i
, etc. 

07. Imaginons donc que le processus se continue indéfiniment. La 
ligne polygonale fermée P,-aura pour limite pour JS= χ une ligne fermée 
continue Cf ayant des points doubles partout denses sur elle-même (2). 
Ce seront les points tels que Ο, K, C, P, F, etc., qui évidemment 
sont denses sur chaque côté d'une P, quelconque. Les triangles 
qu'on ajoute à P, pour passer à P,V| ont des côtés qui tendent 
vers zéro lorsque i croît indéfiniment. La portion du continu C1 

comprise entre deux sommets consécutifs d'une P, est tout entière 
à l'intérieur du triangle isoscèlc d'angle à la base fi construit sur le 
côté de P; unissant les deux sommets comme base. C'est immédiat. 
C1 divise le plan en une infinité dénombrable de régions, qu'on 

(') Ces triangles isoscèles élanl intérieurs à ceux construits sur les côtés de 
P

3
, il suffit d'examiner ce qui se passe à l'intérieur d'un des triangles isoscèles 

construits sur les côtés de P3, et là encore la vérification est immédiate. 
(2) Il est clair que C a tous ses points à l'intérieur des triangles isoscèles 

d'angle à la base β> construits sur les côtés des deux triangles équilatéraux initiaux 
comme base. 
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peut ranger par ordre : r° ,»1, et Λ.', ; 2° l'intérieur des triangles 
construits pour passer de P, à P2; J° rintérieur de ceux construits 
pour passer de P

2
 à P

;t
, etc.; en (in une région simplement connexe 

Λ» d'un seul tenant contenant le point à l'infini, et limitée par d, 
c'est la limite de la région contenant le point à l'infini et limitée 
par P, quand i = zc. Tout sommet d'une ligne P,· quel que soit i 
est un point de d, un point accessible (Q de l'intérieur de al*, 
par tous les chemins compris dans un angle ia ayant même bis-
sectrice que la bissectrice de l'angle considéré de la ligne P, (bissec-
trice dirigée vers l'intérieur de R

K
 ). d est identique à l'ensemble 

dérivé de l'ensemble dénombrable formé par tous les sommets des 
lignes P,· (i — i, 2, ..., TG). Sur d, tout point qui est sommet d'une 
ligne P, où les deux côtés de P, font entre eux un angle de 6o° 
(compté vers l'intérieur de Λ,) est un point double de la frontière de 
de Λ

α
· Ο· est aussi point double. Les points doubles de d sont 

denses partout sur d. ^Ces sommets des P,· jouent le rôle des anté-

cédents de l'origine dans l'itération de ζ, —— ' - - J 

08. L e continu linéaire d que nous venons de construire jouit 
donc de toutes les propriétés de l'ensemble E' relatif à la fonction 
rationnelle 

QCP ~· 5 à cause de l\) .—· -- —· 

J'ai, avec intention, affecté de lettres correspondantes les élé-

ments qui, dans l'itération de ζ, = —dans la construc-

tion précédente, jouaient ce même rôle : ainsi c' et Ε', et R,, .tl, 
et R',,.·»!» et R.C. Quant aux triangles que les lignes polygonales P

2
, 

P.,, ... ajoutent à la ligne P,, on peut y voir l'analogue des 
domaines R'j"1'» Rj 1, RpL R,"2', 

Tous les points (2) de la frontière de <:rt, sont, ici aussi, des points 
de la frontière d de Λ*, sans que d coïncide pour cela dans la 
région du plan considérée avec la frontière de Λ, : d contient cette 

(1) Le sens de l'expression point frontière d1un domaine accessible par l'inté-
rieur de gç domaine est bien net (voir, par exemple, les Préliminaires). 

(2) Il est évident que tout point de la frontière de <&, est simple sur cette 
frontière M, puisque <&i, est l'intérieur d'un triangle équilatéral. 
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dernière frontière, e'esl, vrai, mais sur sur eelte dernière frontière, 
il faut bien le remarquer, ear c'est essentiel, £' a des points doubles 
partout denses. 

Je n'ai fias besoin d'insister sur la nouveauté des circonstances 

que, cet exemple bien simple, z, ■= —^a fait surgir. Il montre 

avec quelle précaution il faut raisonner dès qu'on ne suppose rien 
a priori dans les questions d'analyse et de théorie des fonctions. 
Les notions les plus subtiles relatives aux frontières des domaines 
plans simplement connexes, sur lesquelles récemment il a été 
écrit bien fies Mémoires intéressants (1 ), surgissent naturellement, 
et c'est au regard des circonstances actuelles que l'on peut dire, 
ainsi que je l'ai déjà fait remarquer plus haut, que les exemples 
d'itération jusqu'à ce jour traités étaient les plus simples possibles. 

i>i). Deuxième exemple. J'ai annoncé qu'il était d'ordre général 
et qu'il était fourni par l'application de la règle de .Newton à une 
équation algébrique quelconque. 

Si f(z) = f) est une équation algébrique, f(z) étant un polynorne, 
on sait que la méthode de Newton pour évaluer une racine ζ 
de f(z) = ο consiste à procéder par approximations successives à 
partir d'une valeur z assez voisine de ζ; le conséquent de ζ se définit 
par la relation rationnelle 

_ ΔΔ. 

les conséquents successifs de z sont les approximations successives, 
leur limite est une racine ζ de f(z) = 0. f(z) étant un polynorne 
quelconque, envisageons donc l'itération définie par 

/('5' _ / 

si / est de degré k, o(z) est rationnelle et de degré h. 
Si 

/(-)-- Cl
a

Zh η 
,/ ( z ) - ; ^ 1 -f- . . . 

(*) Voir LINDEI.OF, Sur un principe général de iAnalyse... ( Acta Soc. Se. 
Fennica1910), où se trouve une bibliographie complète. — Voir aussi 
MONTEI., Sur la représentation conforme (Comptes rendus. 4 juin 1917;. 
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et 

- __ ,. ι . \ · ^ 1 ) ao z>' -H · · · 

Le point z — oc est une raeine infinie (Je z = z>(z), c'est un point 
double de la transformation z, —o(z) du plan. Si on le ramène à 
l'origine par l'homographie auxiliaire z=~»z,= ^-ila substilu-

1 

tion transformée de z, — o(z) est 

- __ ,. ι . \ · ^ 1 ) ao z>' -H · · · 

numérateur et dénominateur étant cette fois ordonnés suivant les 
puissances croissantes de/. On voit bien qu'à Z = o correspond 
Z, = o. D'ailleurs, à l'origine, ̂  = —-—, donc ~ i >>i.Dono d/j ii —— I if/j 
l'origine est un point de l'ensemble Ε relatif à Ζ, = <i>(Z). 

Revenant à z, = ç(z), l'infini est un point de Ε pour celte 
substitution. L'équation z = o(z) a, en outre, /c racines à distance 
finie, ce sont les k racines de f(z)~ o. 

En chacune de ces racines ζ, on a 

dζ - r- - y»* ' 

et à cause de /(s) = o, on a 

dζ - r- - y»* ' 

Donc les A: racines de/(z) s'ont A: points limites à convergence régu-
lière, et aussi A* points critiques de la fonction algébrique inverse de 

dζ - r- - y»* ' 

et aussi Ar points où ̂  = o. Le point à l'infini étant point ordi-

naire pour l'inverse de z(z), on voit que, outre les k racines de 
/(z), les seuls points du plan complet qui soient critiques pour l'in-
verse de o(z) sont les conséquents des (k — 2) points où /"(«) = o. 

D'ailleurs 

dz* - f\ "+" /'· " /" ' 
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et en une racine ζ de f{z) = o, on a 

ds* -/« 

Donc ~^ρτφ ο si, comme on peut le supposer dans le cas général, 

chacune des racines rend /"(ζ) φ ο. 
En un point où f"(z) — o, on a 

ds* -/« 

et, dans le cas général, sera φ ο en un tel point. et Ζ 
Donc, dans le cas général, les points critiques de ψ(ζ) inverse de 

o(z) sont : 

i° Les /cracines de f(z) — ο qui sont des points critiques simples 
autour desquels se permutent deux branches de ψ (z) ; 

2° Les conséquents d'ordre ι des (k—2) racines de f"(z) = o, 
qui sont aussi des points critiques simples autour desquels se per-
mutent deux branches de ψ(ζ). Cela fait bien, si f(z) est quel-
conque de degré k, ik—2 points critiques distincts pour la fonc-
tion algébrique ψ(ζ) inverse de 

ds* -/« 

tfO. a. Liquidons d'abord le cas le plus simple : celui où f(z) est du 
deuxième degré. Si l'on désigne par ζ, et ζ2

 ses racines, ce sont 
aussi les deux seuls points critiques de l'inverse de z, = s(z); 
dans ce cas [car f"(z) = const.], ce sont deux points limites à con-
vergence régulière. On est donc dans le cas simple, traité à l'appli-
cation 3° (p. i4o du présent Mémoire). Le plan doit donc se diviser 
en deux régions R, et R2 séparées par un continu linéaire, chacune 
de ces régions contenant un des points limites, dont elle est le 
domaine de convergence total (R, contient ζ, et R

2
 contient ζ

2
). 

Pour apercevoir tous ces résultats, il suffit de se rappeler qu'on a 

j(S) - ζ 1 Z 

Joum. de Math. (~e série), tome IV. — I'asc. II, 1918. 23 
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et, par suite, lu relation d'itération s'écrit 

j(S) - ζ 1 Z 

z, étant le conséquent de z. De là se conclut que : si ζ décrit la 
perpendiculaire au milieu du segment ζ, ζ

2
, z, la décrit aussi. 

Fig. »9· 

Le plus simple pour le voir est de faire une transformation homo-
graphique auxiliaire qui soit un simple déplacement du plan z 
et amène ζ, et ζ

2
 à être sur l'axe réel symétrique l'un de l'autre par 

rapport à l'axe imaginaire; il est clair qu'on aura la même relation 
que (1) entre les transformés des points z, z

n
 ζ,, ζ

2
. 

Fig. 20. 

Rien n'empêche donc de supposer d'emblée ζ, réel positif et 
ζ

2
 =— ζ,. Ce n'est pas non plus diminuer la généralité que de 

supposer ζ,= ι (il sulïit d'une simple homothétie auxiliaire pour 
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y arriver). Le problème se ramène donc à étudier 

ν * ZJ Ζ — Γ Ζ "{" ί 

Alors, si ζ est purement imaginaire, ~— et ~— seront deux 

points symétriques par rapport à Ο y. Donc leur somme sera un 

point de Ο y. Donc ; ' sera purement imaginaire, comme ζ et Ζ —· Ζ j 

par suite comme z,. Donc la perpendiculaire au milieu de ζ, ζ
2 

est conservée par la relation de Newton 

ν * ZJ Ζ — Γ Ζ "{" ί 

Il est encore facile de prouver que chacun des demi-plans qu'elle 
détermine se transforme aussi en lui-même. On est donc dans le 
cas de ces fractions à cercle fondamental que M. Eatou considère 
dans sa Note du 21 mai 1917 aux Comptes rendus. Le plus simple pour 
le voir consiste à revenir à l'expression 

ν * ZJ Ζ — Γ Ζ "{" ί 

où l'on suppose f(z) = z-—1, ainsi qu'une homographie auxiliaire 
qui transforme ζ, et ζ

2
 en les points (-—τ) et (-j- 1) le permet 

assurément. Cela donne 

ν * ZJ Ζ — Γ Ζ "{" ί 

et, sur cette expression, il est clair que chacun des demi-plans que 
détermine la perpendiculaire au milieu de ζ, ζ., est transformé en 
lui-même par Ja substitution 

ν * ZJ Ζ — Γ Ζ "{" ί 

chacun d'eux est le domaine de convergence total vers celui des 
points ζ, ou ζ

2
 qu'il contient. Sur la frontière commune des deux 

domaines, qui est la perpendiculaire commune au milieu de ζ,ζ2, 
les points racines des équations ζ = φ

Β
(ζ) (η = ι, 2, ..., se) pour 

lesquels | φ'„(z) | > 1 (ensemble E) sont partout denses. 

61. b. Si 1' on revient à un polynome général f(z) de degré k, la 
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fraction 

ν * ZJ Ζ — Γ Ζ "{" ί 

admet, on l'a vu, pour points limites à convergence régulière les 
k racines distinctes de f(z) = o. La fonction ψ(ζ) inverse de o(z) 
admet pour points critiques les k racines de f(z) = ο et les (k — 2) 

racines de f"{z) qui sont distinctes en général des précédentes. 
11 suit de là que (k — 1) au moins des racines de f(z) ont un domaine 
de convergence total formé d'une infinité d'aires du genre de ceux 
considérés dans le premier exemple. Il suffit de se reporter aux 
remarques faites page 155 pour s'en assurer immédiatement. 

62. Si, par exemple, on considère le polynome f(z) — z{z-—1) 
dont les racines sont o, —1, -{-1, on a 

ν * ZJ Ζ — Γ Ζ "{" ί 

et si l'on transforme cette substitution par l'homographie auxiliaire 

ν * ZJ Ζ — Γ Ζ "{" ί 
il vient 

ν * ZJ Ζ — Γ Ζ "{" ί 

c'est-à-dire le premier exemple traité, sur lequel il est par suite 
inutile d'insister. 

Donc, en général, la division du plan en régions, qui conduisent 
chacune à une racine déterminée de f(z) = 0, sera un problème 
impraticable, puisque (k—1) au moins des racines ayant un 
domaine de convergence formé d'une infinité d'aires, on serait con-
duit à diviser le plan en une infinité de régions. Voilà la raison de 
l'échec de la tentative de Cayley pour l'application de la règle aux 
équations de degré Ξ; 3. 

65. Citons, pour terminer, le cas de f{z) = ζ3—a». 
Alors 

'.= -3—=?<=>· 

Les trois racines de /, a, αω, et αω2 (ω3= ι) sont trois points 
limites à convergence régulière et trois points critiques de l'inverse 
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de 'p(z). Le quatrième point critique de ψ(ζ) est évidemment 
le point à l'infini, car le point à l'infini a deux antécédents confon-
dus à l'origine. C'est un point de Ε'. II. n'y a donc pas de groupe 
circulaire limite, ni d'autre point limite à convergence régulière. 
Le domaine immédiat de convergence vers chacun des points a, 
αω, αω2, ne contiendra pas à son intérieur d'autre point critique que 
ce point lui-même qui permute entre elles deux branches seulement 
de ψ(ζ). Donc chacun des domaines de convergence totaux 
vers a, αω ou a ω2 se composera d'une infinité de pièces, comme dans 
l'exemple précédent, chacun des domaines de convergence vers—ι 
et -)-1. Chacun de ces domaines totaux fournit les deux autres par 
deux rotations successives de 120° autour de l'origine, car, évidem-
ment, à z et ζω correspondent les conséquents z, et ζ, ω. 

Le continu linéaire E', qui forme l'ensemble des frontières des 
domaines totaux précédents (chaque domaine total a évidemment 
pour frontière tout l'ensemble E', car tout point de E' est limite 
pour les antécédents successifs d'un point arbitraire pris dans 
chacun de ces domaines), se conserve par une rotation de 1200 autour 
de l'origine. Par une transformation homographique simple 
(z — a/j), on ramène au cas où α3= 1. Alors, sans diminuer la géné-
ralité, on prendi*a 

'.= -3—=?<=>· 

Les trois points limites sont 1, ω, ω2. 
On reconnaît a priori que la partie positive de l'axe réel appartient 

au domaine immédiat vers (-j- 1), Ο et 00 étant points frontières. 
Cet axe réel est axe de symétrie pour le domaine considéré. On a 
ainsi quelques renseignements sur les domaines des points 1, ω, ω2. 

64. Troisième exemple. — Conformément aux considérations 
exposées aux pages I53-I58 du présent Mémoire, montrons que le 
domaine immédiat de convergence vers un point limite peut être 
limité par un ensemble infini de courbes deux à deux extérieures et 
non seulement de points comme dans les exemples z, = izh + 1 
mentionnés précédemment. J'obtiendrai immédiatement un tel 
exemple par le procédé suivant : ζ, = ®(z) sera un polynôme pour 
lequel o'(z) = o n'aura que deux racines distinctes à distance 
finie, ο et a. Je prendrai a réel, et je m'arrangerai pour que le point 
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ζ = a soit du domaine immédiat du point :c; on sait que pour un 
polynome quelconque le point oc a un domaine immédiat de conver-
gence Rcc confondu avec le domaine total. Si a appartient à R», il 
est clair que R» ne sera pas simplement connexe, car R

x
 contiendra 

deux points critiques de ψ (ζ) qui sont oc et le conséquent de a, et 
un contour décrit autour des ces deux points critiques seulement (*) 
ne pourra pas permuter une détermination quelconque de ψ(ζ) avec 
toutes les autres déterminations de ψ(ζ). En effet, la surface de 
Riemann A. relative à ψ(ζ) inverse d'un polynome de degré k, peut 
être construite en prenant pour lignes de croisement entre Jes 
divers feuillets des lignes unissant les points critiques de ψ(ζ) 
situés à distance finie au point oc. Un peu de réflexion suffit alors 
à se rendre compte de ce que je viens d'avancer. 

Si maintenant j'impose au point () d'être un point limite à con-
vergence régulière en prenant ç(o) = o avec φ'(o) = o, ce point 
aura un domaine immédiat R

0
 de convergence simplement connexe 

limité par un continu linéaire qui appartiendra à la frontière 
de R

x
. Et il est clair que le domaine total de convergence vers zéro 

sera composé d'une infinité d'aires antécédentes de R
0

, toutes sim-
plement connexes évidemment, toutes extérieures à R

x
, limitées 

chacune par un continu linéaire. L'ensemble de tous ces continus 
linéaires et de leurs points limites formera la frontière de R

x
. 

Rx est ainsi limité par une infinité de continus linéaires (et leurs 
points limites), sans que tous les continus réunis forment un con-
tinu (on le voit d'après le mode même de génération). Entre deux 
points appartenant à deux de ces continus distincts, la frontière 
de Rx est mal enchaînée; on peut tracer, dans le domaine R

x
, une 

infinité de courbes fermées deux à deux extérieures qui contiennent 
à leur intérieur comme à leur extérieur une infinité de ces continus 
linéaires. La génération de R

x
, à partir d'un petit domaine entourant 

le point oc, met tout ceci en évidence, comme pour l'exemple 

ζ ι 2 Ζ1' H- ι ; 

mais dans cet exemple-là les courbes limites des antécédentes suc-
cessives de ce petit domaine tendaient vers zéro dans toutes leurs 
dimensions, et se réduisaient, à la limite, à un ensemble de points, 
dont le dérivé était l'ensemble parfait discontinu E'. 

(l) Il n'y a pas d'ambiguïté possible sur le sens de cette expression. 
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6t>. Ceci bien compris, la réalisation de l'exemple est facile. Je 
prends tout simplement 

ο '(c)=\5*(8-a)·, 

A étant un nombre réel positif à déterminer et a un nombre positif 
arbitraire, mais fixe. Alors, je prendrai ' 

'.= -3—=?<=>· 
pour avoir 

9(0) — υ, 9'(ο) = φ"(θ) ο. 

Le poinL Ο est point limite à convergence régulière, il faut s'arranger 
pour que les conséquents de a tendent vers l'infini. 

La courbe z, = ^(z), ζ et z, étant considérés comme des coor-

l-ig. a.. 

données rectangulaires d'un point à l'allure ci-contre; il suffira 
que la portion de courbe correspondant à la variation de ζ dans 
(a; -f-30) soit tout entière au-dessus de la bissectrice ζ, — ζ pour 
qu'on soit sur que les conséquents de a ont des abscisses régulière-
ment croissantes vers + co. Or, c'est là une chose aisée : il suffira 
de choisir A assez grand pour que l'on ait, pour z>a^> o, 

Τ~2β 4 +-Τ>χ· 
Or, la courbe 

Τ~2β 4 +-Τ>χ· 

ayant une forme bien déterminée analogue à la précédente, il sera 
en effet toujours possible de choisir ~ assez petit et positif pour que 
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la droite de coefficient angulaire issue de l'origine soit tout 
entière au-dessous de la portion de cette courbe 

Ζ, = -y — 2a y + a'2 ^ 

qui correspond à la variation de ζ dans (α; + oc). 

ββ. A étant ainsi choisi, 

Ζ, = -y — 2a y + a'2 ^ 

aura pour points limites à convergence régulière ο et ce. Il n'y aura 
ni autre point ζ = φ(ζ) où |φ'(ζ)|< i, ni groupe circulaire limite. 
L'équation ç/(z) == ο n'a que deux racines distinctes, ο et a. ψ(ζ), 
inverse de φ(ζ), n'a que deux points critiques qui sont ο et à 
distance finie. 

Autour de Ο se permutent trois déterminations de ψ(ζ); autour 
du point ζ = se permutent aussi trois déterminations. On 
peut imaginer les trois feuillets supérieurs ι, ί et 3 ramifiés autour 

de ζ = ο, et les troisième, quatrième, cinquième ramifiés en ζ = -^-· 

Les cinq feuillets sont ramifiés en ζ = ce. Les lignes de croisement 
peuvent être tracées de ο à—oc et de à + oc sur l'axe réel. Quand 
on tourne autour de ο dans le sens positif, on passera du premier au 
deuxième, puis du deuxième au troisième, puis du troisième au 

premier feuillet. En tournant autour de ζ = on passera du troi-

sième au quatrième, du quatrième au cinquième, du cinquième au 
troisième, etc. 

Partant d'un point du premier feuillet et décrivant dans le sens 
négatif un circuit qui entoure les deux points critiques, on passe 
sur le cinquième feuillet, etc. 

67. Les cinq feuillets se ramifiant autour du pointoc,le domaine R
x 

sera à la fois domaine immédiat et domaine total, de convergence 
vers l'infini. R

K
 est d'un seul tenant et infiniment connexe. Partant 

d'une courbe c qui délimite l'aire (c) entourant le point à l'infini et 
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prenant ses antécédentes successives, l'une d'elles délimitera une 

région (C. /) contenant l'infini et s = et les antécédentes(C-((*_
H)

)... 
seront d'un ordre de connexion de plus en plus grand. Toutes ces 
aires (C_/; ) laissent ο à leur extérieur. Quant à R„, domaine 
immédiat de convergence vers o, il cpntiendra le seul, point cri-
tique ο de ψ (ζ). R

(
, sera simplement connexe. R„ laissera R„ à son 

extérieur, mais aura tous les points frontières de R
()
 pour points 

frontières. Cela résulte de ce que ces points sont points de E', et R», 
d'un seul tenant, étant domaine total de convergence vers l'infini, 
la frontière de R„ est identique à Vensemble E', puisque tout point 
de E', étant limite pour les antécédents successifs d'un point de R«, 
antécédents qui sont tous intérieurs à R

w
, devra être point fron-

tière de R*. 

68. R
()
 découpe dans la surface de Riemann A de ψ(ζ) : i° un 

morceau simplement connexe S„ qui comprend les portions (rami-
fiées entre elles autour de o) des trois feuillets supérieurs qui se pro-
jettent à l'intérieur de R

0
; 2° deux autres morceaux simplement con-

nexes identiques à R„ qui sont les parties des quatrième et cinquième 
feuillets projetés sur R

0
. ζ décrivant R

()
, trois de ses antécédents 

décriront R„, les deux autres, correspondant aux quatrième et 
cinquième déterminations de ψ(ζ) décriront chacun une aire 
simplement connexe, extérieure à R

n
, ces deux aires n'ayant ni 

entre elles, ni avec R
0
 de point commun intérieur ou frontière. Ce 

seront les aires R"'1. On pourra tracer un contour simple entourant 
R„ et laissant à son extérieur les deux aires R1,/1 et de même un 
contour entourant une des aires R'"1' et laissant l'autre et R

0 

à son extérieur. Continuant ainsi, on déterminera les aires R'y·1 

antécédentes de R'
()

etc. Toutes ces aires R~" seront simplement 
connexes, aucune d'elles ne contiendra de point critique de ψ (ζ). 
Elles sont toutes à distance finie. Elles s'agglomèrent entre elles i1) 
de façon que tout point frontière d'une aire R~", étant point de E', 
soit, par exemple, point limite pour les antécédents successifs 
des continus linéaires frontières des aires R~(<+,), R~('+2), ..., 
toutes aires qui sont extérieures à l'aire R"'1 envisagée. Il n'est pas 

(') Par un processus analogue à celui suivant lequel se groupent#les points 
d'un ensemble parfait discontinu. 

Journ. de Math, (η' série), tome IV. — Fasc. II, 1918.24 
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utile d'insister davantage sur un processus de formation qui nous 
est déjà familier. Le domaine R

x
 apparaît ainsi comme un plan dans 

lequel seraient percés une infinité dénombrable de trous tous à 
distance finie et extérieurs deux à deux dont les courbes frontières 
s'aggloméreraient pour former un ensemble parfait, tout point 
d'une courbe frontière étanf point limite d'une infinité de courbes 
frontières de plus ou plus petites, extérieures à la première. 

Le domaine total de convergence vers l'origine serait l'ensemble 
des aires intérieures à tous ces trous. 

69. Quatrième exemple. — Nous avons vu, page 180, à propos de 
l'exemple ζ, = —' thé de la règle de Newton, qu'un point 
critique de la fonction ψ(ζ) inverse de φ(ζ), conséquent d'un point 
où o'(z) — o pouvait faire partie de l'ensemble E'. En écrivant 
pour un polynome du deuxième degré que le deuxième conséquent 
du point où or(z) = ο est un point double, on tombe sur l'exemple 

ζ, l— Cl Ζ" — — ) 

a étant un paramètre arbitraire; posant az — Z, il vient 
Z.rrZ'-a, 

et cet exemple est intéressant. On voit immédiatement que Ζ = 2 
est un point de E, son antécédent (—2) est point critique de ψ ( Ζ), 
cest un point de E'. On voit que tous les antécédents du point Ζ = 2 
sont réels et compris entre—2 et -f- 2. Tout point du segment 
(—2, +2) a des conséquents qui ne sortent pas de ce segment. Dîme 
ce segment (—2, +2) n'appartient pas au domaine du point à 
l'infini. Ζ = 2 étant de E, ses antécédents sont partout denses 
sur E' qui est donc l'ensemble dérivé de l'ensemble des antécédents 
de Ζ = 2. E' a donc tous ses points sur le segment (—2, +2). Tout 
point du plan hors de ce segment a donc des conséquents qui con-
vergent régulièrement vers l'infini. Le domaine R

x
 comprend tout 

le plan, sauf la coupure (—2, +2). On en conclut que le segment 
(—2, +2), frontière complète de R

x
, est l'ensemble E' lui-même, 

et que les antécédents de Ζ = 2, comme de tout point du segment, 
sont partout denses sur ce segment. 

Cet exemple montre que E' peut être un continu linéaire avec 
deux bouts distincts. Jusqu'ici 011 n'avait donné que des exemples 
de continus linéaires fermés pour E'. 
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TROISIÈME PARTIE. 

Sur la nature des continus linéaires qui délimitent 
les divers domaines de convergence. 

70. En étudiant la convergence régulière vers un point limite 
(comme aussi la convergence irrégulière vers un groupe circulaire 
limite), il arrive d'avoir simultanément plusieurs points limites à 
convergence régulière. Chacun d'eux a alors un domaine immédiat 
de convergence dont l'intérieur est séparé de tout point extérieur 
par un continu linéaire qui coupe toute ligne simple joignant un 
point intérieur au domaine à un point extérieur. On peut essayer 
de pénétrer plus avant dans la question en recherchant quelle est 
la nature des continus linéaires qui se présentent ainsi. Déjà, à 
propos de l'exemple z, — —~—-

5
 on a eu affaire à des continus 

d'une nature très compliquée. On peut cependant montrer dans des 
cas très généraux que la complexité de tels continus peut se résoudre 
en une agglomération de continus linéaires d'une nature beaucoup 
plus simple, par exemple de lignes de Jordan, courbes continues 
fermées, sans points multiples. Je n'ai pas toujours réussi à dissé-
quer les propriétés caractéristiques de tous les continus qui se 
présentent dans les itérations de fractions rationnelles; j'ai néan-
moins, sous des hypothèses très générales, réussi à montrer qu'ils se 
ramènent à des lignes de Jordan. Ceci jettera un jour nouveau sur 
la structure de ces continus, et expliquera les difficultés rencontrées 
jusqu'à ce jour dans la délimitation des domaines de convergence. 
A ce titre, on verra que les exemples d'itération traités jusqu'ici, 
et notamment celui des fractions à cercle fondamental, sont des 
exemples particulièrement simples [voir p. 110, n° 20 et la généra-
lisation indiquée en remarque, p. 114-118 de ce Mémoire). 

Je commencerai par un exemple simple, qui fera bien comprendre 
la méthode que j'ai suivie. Ainsi qu'il est bien naturel, je prendrai 
toujours des fractions rationnelles dont je saurai a priori qu'elles 
ont au moins deux points limites distincts à convergence régulière : 
je serai sûr ainsi a priori que l'ensemble E' comprend un continu 
linéaire qui divise le plan en régions, et c'est sur la nature de ce 
continu que va porter la recherche actuelle. 
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71. Pt 'emier exemple. — Je reprendrai le cas de ζ, — " signalé 
par M. Eatou dans sa Note du i5 octobre 1906, aux Comptes rendus. 
Nous avons reconnu antérieurement qu'il, y a dans ce cas deux 
points limites (ο et ce) à convergence régulière. Le plan se divise en 
deux régions R„ et R„ simplement connexes contenant respective-
ment ο et 00, ayant pour commune frontière un continu linéaire E' 
(voir p. i38 du présent Mémoire). E' est la limite commune des 
antécédentes successives de deux cercles, l'un G entourant l'origine 
\z\= l'autre Γ entourant le point à l'infini \z\~ ί[ f1). Les 

points critiques de l'inverse de, cp(z) sont z — — ^ et z — -jz. Si donc 
ζ décrit une fois G, l'ensemble de ses deux antécédents décrit une 
courbe algébrique fermée C_, entourant C. Si z décrit C deux fois, 
chacun de ses antécédents décrit C_, une fois; on peut dire la même 
chose des antécédentes successives C._2, G_

;t
, ..., qui tendent vers E'. 

Je dis que la convergence des C_, vers E; est uniforme; voici ce qu'il 
faut entendre par là. Les courbes C_, successives sont emboîtées 
les unes dans les autres; d'après le processus de formation, quel que 
soit Je nombre positif 2 donné à l'avance, il sera possible de déter-
miner un indice Ν assez grand tel que, quels que soient les indices η 
et ρ supérieurs à Ν, Vécart des deux courbes G_

rt
 et Gsoit toujours 

< ε. On pourra appeler écart de deux courbes le maximum (3) 
de la.plus courte distance d'un point de l'une à l'autre quand le point 
considéré décrit la courbe sur laquelle il est situé. Dire que deux 
courbes L et L' ont un écart < ε, c'est dire que 11 est tout entière 
dans la bande balayée par un cercle de rayon ε dont le centre 
décrirait L. 

72. Pour montrer ceci, je remarquerai que de la relation 

dz\ _ 1 -

il résulte que l'on a Ι ζ'(ζ) | > 1 en tout point extérieur au cercle γ 
de centre ( — - J de rayon 1. 

(1 ) Il n'y a pas d'équivoque sur ce qu'il faut entendre par là. 
(2) C'est un nombre bien défini, positif lorsque les deux courbes, comme c'est 

le cas pour C_„ et C_/n sont des courbes continues sans point commun. 
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Écrivons d'ailleurs 

~ 2 ~~ 2 \ ^ 2) 8' 

et nous verrons que lorsque ζ décrit le cercle précédent, ζ + ^ = 1, 

~ 2 ~~ 2 \ ^ 2) 8' 

donc z, décrit au cercle γ, de centre — | de rayon l-i c'est un cercle γ, 

complètement intérieur au précédent, et qui contient à son inté-

rieur le point critique ^— 0 » et aussi le point de convergence o. 

Il n'en faut pas plus pour allirmer que γ est tout entier intérieur à R„, 
les conséquentes successives de y ayant ο pour seul point limite. 
On voit immédiatement que pour définir R

(>
 on peut partir de γ 

aussi bien que de C, 011 arrivera toujours à la frontière E' comme 
limite des antécédentes successives γ_

(
, γ_

2
, ..., γ_,·, — Les γ_,· 

jouissent les unes par rapport aux autres des mêmes propriétés 
que les C_, les unes par rapport aux autres. Si ζ décrit une γ_,· une 
fois, son conséquent z, décrira γ-,-,) deux fois de suite, etc. Sans 
qu'il soit nécessaire d'insister, on voit que l'aire contenant Ο limitée 
par une CL, quelconque sera, pour Ρ assez grand, intérieure à toutes 
les y_/f d'indice />>P. Inversement, une γ_,· quelconque sera, 
pour Ρ assez grand, intérieure à toutes les C_/;

 d'indice assez grand. 
Tout ceci tient, répétons-le, à cette propriété essentielle que, si ζ 
décrit une aire (CL/) ou une aire (γ_,·), ses deux antécédents décrivent 
une aire (C_(/+l)), ou une aire (γ_;,·

+ι)
) qui comprend à son intérieur 

l'aire (C_,·) ou l'aire (γ_,·) ; j'ai longuement insisté, lors de la recherche 
du domaine immédiat de convergence vers un point limite à con-
vergence régulière, sur ce fait essentiel qui permet de définir le 
domaine immédiat comme limite des domaines (CL,·) ou des (γ_,·), 
lorsque i augmente indéfiniment. 

75. Puisque, en tout point extérieur à. γ, on a | φ' (ζ) | > 1, il en 
résulte que, pour 1 assez grand, toutes les CL/ (iL 1) entourant γ, 
on aura à l'extérieur de ces CL,· j 9'(3) | ]> M > 1. Pour la même 
raison, ψ(ζ) étant la fonction inverse de o(z), on aura, pour l'in-
dice assez grand I, 

|ψ'(5)|<Ν<Ι, 
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dès que ζ est extérieur à C_,. Il suilira de choisir pour eela I de 
telle façon que C entoure γ, car alors, si ζ est extérieur à C._,, 
chacun des antécédents est extérieur à C_,ι+|ι et l'on a 

Ψ'(" = ?0Γ,)· 
Donc, z_, étant extérieur à γ, 

~ 2 ~~ 2 \ ^ 2) 8' 

Désignons par ο l'écart entre C_( et (L.,.H„ eela veut dire que la 
plus courte distance de Lout point de C_,Wl à CL, est "lù. Ima-
ginons une quelconque de ees plus courtes distances ΛΒ. Aux 
points Β et A correspondent des antécédents situés respectivement 
sur C_.1+ll et C_

lI+4l

. 
Soit B_, un antécédent de Β; ζ décrivant ΒΛ, la détermination 

de ψ ( ζ) dont i'ailixe est B_, quand ζ est en B, aura pour aiïixe un cer-

Fif,'. aa. 

tain point A_, quand ζ viendra en Λ. À_, sera un antécédent de A, 
et ζ décrivant ΒΑ, ψ(ζ) décrira une courbe unissant B_, A_,. Puisque, 
sur Β A, on a | ο' ( ζ ) \ 'l Ν <L ι, on aura 

longueur arc A_, Β. ,5 Ν χ segment AB^ i\o, 

car AB^o. Il est donc clair que Y écart de C_,
+ll

 et G_,
1+î)

 sera 5 Ν δ, 
puisque la plus courte distance de A_, | qui est en somme un point 
quelconque de C_ i

+2l
, à condition de choisir convenablement A sur 



SUH 1,'ITKRATION DES FONCTIONS RATIONNELLES. I9I 

C-,|.
Hl

 | à C_.,
+1(

 étant sûrement 5 arc A._, B_, sera = No, quel que soit 
le point A..., de C_

ll+2
. 

74. On montrera de- même que l'écart entre C_,
I+/)I

 el C_
ll+ +ll

 sera 
2Ν^δ, Ν étant <r. On voit donc que l'écart entre CL,· et C_(/+() 

décroît dès que I suivant une progression géométrique. Il 
est, d'autre part, évident que Vécart entre (L„ et est inférieur 
à la, somme des écarts entre CL

n
 et C_(//+() et ..., 

C-./η+μ-ο 01 puisque l'on peut, d'un point quelconque A de 
C...,,, aller à un certain point de Cpar un chemin formé de 
segments reetilignes AA,, A, Aa, ..., Ajy.Ay„ A, étant sur C_(rt+/), 
A/A/

+
, étant la plus courte distance de A, à CL

//+/
·
+ι)

, et puisque 
chacun de ces segments est inférieur, quel que soit A initial, à 
l'écart entre les deux courbes que décrivent ses extrémités. On 
en conclut donc que, si l'on considère la série convergente, 

Ν ο Ν2 ό +... -h Ν'' ô +..., 

l'écart entre C.„ et sera, dès que ηζη
{)

, n„ étant assez 
grand, quel que soit d'ailleurs n', inférieur au reste de la série pré-
cédente, pris à partir d'un certain rang p, et ce reste est arbitrai-
rement petit si ρ est assez grand. Il est bien prouvé ainsi que les CL/ 
convergent uniformément vers leur limite qui est Ε'. Il en résulte 
immédiatement que, i tendant vers l'inlini, CL,· tend vers une courbe 
continue, c'est-à-dire vers un ensemble de points IL représenté par 
les équations 

■*=/( Ο > 7 = ?(0 (o = O:0> 

les fonctions / et ο étant des fonctions continues de t dans l'inter-
valle (ο, ι). 

76. J c vais montrer ceci d'une façon bien nette en formant, 
théoriquement, les fonctions ψ(/) et o(Ô, et je déduirai d'autres» 
propriétés de E'. 

A partir d'un certain rang I, on sait que toutes les CL,· (ï > I) sont 
dans la région où | rJ (ζ) 11'M > i, par suite aussi dans une région 
où |ψ'(ζ)|^Ν <L ι, ψ(ζ) étant la fonction inverse de o(z). 

Considérons l'anneau compris entre les deux courbes C_, et G_,I+„. 
Les deux courbes limites sont des courbes algébriques simples 
formées d'un seul arc analytique fermé, puisque le C initial (ni 
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aucune des C_,·) ne passant par aucun point critique de ψ, aucune 
des CL,· n'aura de point anguleux. On peut alors faire une repré-
sentation conforme de l'anneau (C_„C_I+ll) sur un anneau (εε') 
compris entre deux cercles concentriques, il suffit pour cela que 
le rapport des rayons des cercles 8 et 8' soit un nombre convc-

Fig. a3. 

nable. La fonction analytique F(z) qui, à tout point ζ intérieur à 
l'anneau (88'), fait correspondre un point F (s) intérieur à 
l'anneau (C_:, C_

ll+
„) est encore analytique sur 8, 8' et un peu au 

delà, puisque C_, comme C_.l+1, sont formés d'un seul are ana-
lytique f1). Aux rayons tels que clvl/ qui unissent un point de 8 
à un point de 8' correspondent des courbes analytiques unissant 
un point A de C_, à un point Β de C_

ll+li
. A et A-·, Β et A/ se cor-

respondent par la fonction F(z). L'arc de courbe analytique AB 
coupe orthogonalement les courbes C_, et C_,

+1(
, puisque le rayon 

obeil/ coupe orthogonalement 8 et 87, et puisque les angles sont con-
servés par la représentation conforme que F(z) définit. A tous 

(*) Voir PICARD, Traité d'Analyse, t. II (2e édilion), p. 3oi et suiv. 
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les rayons de Vanneau correspondent ainsi des trajectoires ortho-
gonales de CL, et C_,,

+ll
; ces trajectoires font correspondre à tout 

point A de CL, un point Β et un seul de Csitué sur la trajec-
toire orthogonale de AB. A deux points distincts de CL, corres-
pondent deux points distincts de C_..,

+1)
 et réciproquement. Deux 

trajectoires orthogonales issues de deux points distincts de CL, 
n'ont aucun point commun, et par chaque point de C_, ne passe 
qu'une de ces trajectoires. 

7fi. ζ décrivant CL,, considérons un de ses antécédents z_, = ψ(ζ) ; 
il décrira C si ζ décrit la trajectoire orthogonale AB, z_, va 
décrire une courbe A._,B_, qui sera orthogonale à C_,,

+1
, comme 

AB l'est à C_,; en B_
n
 cette courbe A_,B_, sera orthogonale à C_ ,

+2 

comme AB l'est en Β à C._„
+ll

. Lorsque ζ occupe toutes les positions 
sur CL,, à chaque antécédent z_, de ζ correspond ainsi une tra-
jectoire qui coupe orthogonalement C_

ll+Il
 et C_

ll+2l
; si la trajectoire 

orthogonale AB issue de ζ balaie deux fois de suite l'anneau 
(C_„ C ,

+[
 ), la trajectoire A_,B_,, antécédente de AB [qui est 

décrite par une détermination quelconque de ψ(ζ) quand ζ décrit 
ABJ balaie une fois l'anneau (CL C...1+a,). Cela tient à ce que si ζ 
décrit deux fois de suite C_„ chacun de ses deux antécédents corres-
pondant à une quelconque des deux déterminations de ψ(ζ) décrit 
une fois d'une façon continue C_

:|+1

, en marchant toujours dans le 
même sens. 

77. Chaque trajectoire orthogonale AB de l'anneau (C_,C_,,
+ll

) 
admet deux antécédentes qui sont trajectoires orthogonales de 
l'anneau ( C_ , C_

ll+Sl
). Ce dernier anneau est donc, lui aussi, sillonné 

de trajectoires orthogonales à C_ ,_
H
 et C_

ll+Jl
 et qui sont telles évi-

demment que deux quelconques de ces trajectoires sont ou bien 
identiques, ou bien n'ont aucun point commun. Ces nouvelles 
trajectoires prolongent celles de l'anneau (C _|, C._ ,

+Il
 ), avec continuité 

de la tangente, mais sans nécessairement les prolonger analytique-
ment (*). En effet, la trajectoire BD de (C_.,

+ll
, C_

((+2
,) qui passe 

en Β a pour tangente en Β la normale à lu courbe C_,
+

,., mais c'est 
un arc analytique qui est antécédent d'une trajectoire deC_,C_,.M 

{!) Il ne faut pas croire que les trajectoires de ( C_tI+2) ) qui prolongent 
deuv trajectoires déterminées, d'ailleurs quelconques de (C_j, C_,|+1)), sont des 
antécédentes de ces dernières, il n'en est rien en général. 

Jour a. de Math. (7· série), lome IV.— Fasc. II, 191S. 20 
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issue du conséquent Β, de B, et il n'y a aucune raison a priori pour 
que l'antécédente BD de la trajectoire B,D, de (CL„ C_„+Jl) soit 
prolongement analytique de la trajectoire AB de (CL,, C 1+ll). 

L'anneau (C_,, C_
l|+2

,) f1) est donc sillonné de trajectoires ortho-
gonales à CL,, C_

(l+2|
 formées chacune de deux arcs ana-

lytiques se l'accordant sur avec continuité de la tangente. 
Deux trajectoires n'ont aucun point commun ou coïncident sur 
tout leur parcours. 

Le processus peut évidemment se continuer, car la zone où 
l'on opère (région entre C et Γ) ne contient pas de point cri-
tique de ψ(ζ). On définira ainsi des trajectoires orthogonales à 
toutes les CL/ d'indice il\. Elles seront formées chacune d'une 
infinité d'ares, à savoir les portions entre C_/ et C_,/

+))
, qui seront 

individuellement analytiques, se raccordant les unes aux autres 
avec continuité de la tangente. Deux trajectoires ou bien sont 
identiques ou bien n'ont aucun point commun intérieur à R„ (2). 

78. On voit que, à l'aide de ces trajectoires orthogonales, s'établit 
une correspondance biunique et continue entre les points d'une CL, 
quelconque d'indice i > I et les points de CL, elle-même (3). baisant 
correspondre à chaque point de C un paramètre variant de ο à 1 
(par exemple, on choisira sur C_, une origine OJ et un sens de par-
cours; si l est la longueur de C_,, à tout point Λ de C , corres-
pondra le paramètre t — '-■> s étant l'arc de CL, décrit dans le sens 
positif pour aller de ω à A ; t variant de ο à ι, A décrit une fois CL, dans 
le sens positif de ω à OJ), on voit que les coordonnées xny-, d'un point 
qui décrit C_/ seront des fonctions continues du paramètre ί 

= yi—g dt) ( ο L ί L r ; / = I, l q-i. 

(') Si l'on faisait la représentation conforme de l'anneau (C_i, sur un 
anneau (0S") formé de deux cercles concentriques, il n'y a aucune raison pour 
que les trajectoires qu'on vient de trouver correspondent aux rayons qui coupent 
orthogonalement les cercles 3. 3", car, dans cette représentation, la courbe 
C_,1+i) ne correspondra pas en général à an cercle concentrique à 3 3". 

(2) A priori, rien n'empêche deux trajectoires distinctes, issues de deux points 
distincts de C_|, de tendre vers un même point de Εnous verrons plus loin 
que c'est impossible. 

(a) On fera correspondre entre eux les points situés sur une même trajectoire 
orthogonale. 
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et l'on 11'aura simultanément 

//<«)«//(*)♦ 
ni ( a ) = ni( !>)·. 

que si a = o, b — 1, ou bien a = b (x). 
Tous les points des C(i = l + 1, I 2, ...) situés sur une même 

trajectoire orthogonale correspondent à la même valeur de t. 

79. Je vais montrer que les /,·(£) tendent uniformément vers une 
limite f(t) ainsi que les s,(t). 

Lorsque A, de paramètre i, décrit C_, l'arc de trajectoire compris 
entre C_, et C_ , H. a un maximum A et un minimum tous les deux 
positifs (le maximum A joue un rôle analogue à ce qu'on a appelé 
plus haut Y écart entre C_, et C_,

+ll
). Il est clair que | ψ' (ζ) | étant < Ν 

dans toute la région où sont les C_, d'indice i=l, toute portion 
de trajectoire comprise entre C_,,

+Il
 et C_,

l+2 sera <ΝΔ, car ces 
portions sont décrites par ψ(ζ) quand ζ décrit les portions situées 
entre C.., et C . De même on voit, en continuant, que toute portion 
de trajectoire comprise entre C...„

+
 et C sera < N'A. On en 

déduit immédiatement 
I/»♦-,( 0-/ι+,-ι(0ϋ N'A, 
I/»♦-,( 0-/ι+,-ι(0ϋ N'A, 

(p = O. I . . . . , GO). 

quel que soit t, car évidemment |#/+i (*) ""^/(0 I différence des 
abscisses de deux points extrémités d'un arc de trajectoire compris 
entre €__/ et C_

/+l)
 est, en valeur absolue, inférieure à la longueur 

de cet arc qui est elle-même. 5ΝΔ d'après ce que l'on vient de 
voir. 

Donc la suite des /,·(£) tend uniformément pour i = GC vers une 
fonction limite f(t) qui est continue. De même la suite des g

t
(t) tend 

uniformément vers une fonction limite g(t) continue. Cela résulte 
en somme de ce que la série 
( i ) Δ -ν- !N Δ -H Λ ■ Δ -j-... H- Ν c A+ ... 

convergeant j c'est une progression géométrique (i\<A)J, on en 

(l) C_/ répond exactement i« la définition des courbes de Jordan simples fer-
mées, que, pour abréger, l'on appelle courbes de Jordan. 
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déduit 
ίΙ-+- y»-+-7 ( 0 I ^ ^ y 
|αί+/,(0 — gî+|M-v(OI<e< 

quel que soit <7 positif, ε étant arbitrairement donné à l'avance, 
dès que p est pris assez grand pour que le reste R;j de la série (Σ) 
soit < ε. 

80. L'ensemble E' est donc l'ensemble des points 
·*'=/(<). .'=^(0 

/ et g étant deux fonctions continues, et 

/(o) =/(')> 
g{o) = g(\). 

Toute trajectoire orthogonale est formée d'une infinité d'arcs 
dont les longueurs successives sont < aux termes de la progression (Σ). 
Chacune de ces trajectoires a donc une longueur finie, et le point où 
elle coupe C_/ tend uniformément vers un point limite et un seul, 
quand i grandit indéfiniment; à savoir le point [/(<), ?(*)] corres-
pondant à la valeur de ί qui caractérise la trajectoire considérée. 

81. Il peut subsister dans l'esprit du lecteur un doute relatif à la 
représentation particulière choisie pour les C_; d'où découle une 
représentation particulière pour la limite des C_/. Il est facile de la 
dissiper. Si Ρ est un point quelconque de E', il est, on l'a vu, limite 
de points des C_,. On peut sur chaque C_, choisir un point P, 
tel que l'ensemble des P, ait Ρ pour seul point limite. On prendra 
par exemple pour P, le pied de la plus courte distance PP, abaissée 
de Ρ sur C_,·, alors 

PPmCFIVCI'IV,.·. 

car entoure C_,; PP; est une fonction de i qui décroît cons-
tamment vers zéro quand i croît indéfiniment. Evidemment 
avec ce choix des P

#
· l'ensemble des P; n'a pour point limite que le 

point P. Soit la valeur du paramètre t qui correspond au point P;·, 
P; a pour coordonnées /;(£;) et L'ensemble des i, est en 
général un ensemble infini dénombrable compris entre ο et ι. Il 
a donc au moins un point limite τ (si une infinité de £, coïncident, 
on prendra pour τ une des valeurs qui coïncident avec une infinité 
de th ceci pour lever l'objection relative au cas où les t,· ne seraient 
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distincts qu'en nombre fini à cause des coïncidences précédentes), 
c'est-à-dire qu'on peut trouver dans tous les cas une infinité 
d'indices croissants 

'il 'î ι · · ■ t lp\ « · > · ι 

lels que, quel que soit ε donné à l'avance, on ait | τ — t, |< ε, dès 
que p^> Ρ, Ρ étant assez grand. Il est clair alors qu'à cause de la 
convergence uniforme des f;(t) vers f(t) et des g,(t) vers g(t), 
la suite 

Λ('Λ), fi%l tu) ./yé
r
). ... 

tendra vers /(τ) et 

A'/, (//,)· *>,(*/,) A'/,, .· 

tendra vers g(".). Or la première suite est celle des abscisses de la 
suite 

* 'ι ' ' · " · 1 Γ'ρ· · ■ ' ♦ 

<|iii tend vers Ρ et Ρ seul, et la seconde est celle des ordonnées de la 
même suite. Il en résulte que Ρ (qui est un point quelconque de E') 
a des coordonnées fournies par les fonctions f(t) et g(t) pour la 
valeur τ du paramètre. Donc la courbe continue 

■» = /(0, y = αΌ)(o t i) 

est bien identique à Vensemble E'. 

82. Dans ce qui précède, rien ne nous assure a priori que l'ensemble 
des n'a pas plus d'un point limite τ; donc rien ne nous assure 
a priori que E' est une courbe continue simple fermée, c'est-à-dire 
dont chaque point ne correspond qu'à une valeur t du paramètre 
(exception faite bien entendu pour les valeurs ο et ι qui donnent 
le même point). Dire que tout point Ρ de E' correspond à une 
valeur au moins τ, de t, cela veut dire qu'il y a au moins une tra-
jectoire orthogonale du système considéré dont Ρ est l'extrémité, 
c'est celle qui passe par le point de C_, de paramètre τ. 

Cette trajectoire orthogonale, aboutissant en P, est une ligne 
simple, f c'est-à-dire une courbe continue qui correspond biunivoque-
ment et continûment à un segment de droite (voir Préliminaires, 
§ 2 et 4)], dont tous les points, sauf P, sont intérieurs à Rft. C'est 
dire que tout point P de E qui est point frontière de R0

 est accessible par 
Γ intérieur de R„ en suivant une des trajectoires orthogonales précédentes. 
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83. Je vais maintenant, en m'aidant de considérations nouvelles 
puisées dans la théorie des continus frontières d'un domaine, 
montrer que E' est ligne de Jordan fermée SIMPLE. 

Je dis en effet que tout point Ρ de E' est point simple de la fron-
tière de R0. L'hypothèse contraire conduirait à dire qu'on peut 
trouver une ligne simple fermée L ou courbe de Jordan fermée, issue 
de Ρ et revenant en Ρ f1), dont tous les points, sauf P, soient des 
points intérieurs à R

0
, telle aussi qu'elle délimite une région inté-

rieure (2), dans laquelle se trouve au moins un point Q frontière de 
R„ (3), car cela revient à dire qu'on ne peut réduire cette courbe de 
Jordan L au seul point Ρ d'un mouvement continu sans rencontrer 
de point Q de E' distinct de P. Un raisonnement déjà fait antérieu-
rement \voir p. 166, note (*■) | prouve que Q ne pourrait alors être 
limite pour les antécédents successifs d'un point arbitraire de R.,. 
sans qu'on se heurte à une contradiction, car il y aurait alors des 
points intérieurs à R* dans l'intérieur de la ligne L, points qu'on 
ne saurait joindre à des points intérieurs à R

x
 assez éloignés dans le, 

plan (pour lesquels par exemple\z\^> 4) pour être extérieurs à L, par 
aucune ligne simple qui ne rencontre L, c'est-à-dire qui ne sorte; 
de R* (car les points de L sont dans R„), on ne passe en P, c'est-
à-dire encore en un point non intérieur à R„, et ceci contredit le 
fait que R* est d'un seul tenant et simplement connexe. 

Tout point P de E' étant accessible par R„ et point simple de la 
frontière de R

0
, cette frontière ne peut être quune courbe de Jordan ( voir 

Th. XXIV, p. 366, du Mémoire cité plus haut, de M. Carathéodoryj. 

84. Il n'est point nécessaire de recourir à ce théorème pour véri fier 
que E' est une courbe de Jordan. 

En effet, on a vu que tout point de E' est accessible par l'intérieur 
de R

0
. Mais tous les raisonnements faits pour R0 valent pour R,. 

et pour l'approximation de E' à l'aide des courbes Γ., successives; 

') P étant accessible par l'intérieur de R0, il n'y a rien là de contradictoire. 
(2) On saiL ce qu'il faut entendre par Vintérieur d'une courbe de Jordan 

fermée simple. 
(3) Tous les auteurs ne donnent pas cette définition pour un point multiple de 

la frontière {voir, par exemple, CARATHÉODORY, Math. Ann., t. LXXIII, p. 362 
et suiv., § 44, 45, 46, 48 et surtout Th. XXIV), mais dans le cas où le point fron-
tière considéré est accessible, ces définitions reviennent à celle que j'indique. 
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car, dans la région comprise entre C_, et Γ, région où sont tracées 
toutes les Γ_„ on a | ψ'(ζ) | < Ν < 1, (it c'est là ce qui sert à établir 
la convergence, uniforme des Γ_, vers E', comme on a établi celle 
des C_, vers E'. On voit donc que tout point de E' est accessible 
aussi par Vintérieur de R*. Une courbe continue E' fermée, dont tout 
point est ainsi accessible par son intérieur (R„) et par son exté-
rieur (R»), n'est autre qu'une courbe de Jordan, courbe continue 
fermée dont les points correspondent biunivoquement et continûment 
aux points d'une circonférence (voir SCHŒNFLIES, Die Lehre von 
den Punkirnannigfaltigkeiten, 2E Partie, Chap. V, § 11 et 12). 

Ho. Ea ligne fermée simple E', frontière commune de R
0
 et R*, 

renferme des points racines des équations 

■μ — Ο,, ( ~> ) (t!· — f.2...., r) 

où |ç/, (z)|]>i (points de E), partout denses sur elles-mêmes. Elle 

passe, en particulier, par le point 2 = 1 — 0(1), o'(i) = Tout point 

de E' a tous ses conséquents et tous ses antécédents sur EC C'est 
dire que E' reste invariante par la substitution simplement ration-
nelle z, = o(z) et par ses inverses. M. Fatou, à l'aide de la théorie 
des équations fonctionnelles, annonce dans sa Note des Comptes 
rendus qu'elle n'est pas analytique II est facile de voir qu'en un 
point de E, elle n'a pas en général de tangente déterminée. 

81). Et tout d'abord remarquons qu'à cause de Ja relation 

_ ^ -+- z:i \ ( I \ 2 I 

à un point arbitraire z, de E' correspondent deux antécédents z, 

symétriques par rapport au point — situés sur EC Ceci montre que 

la courbe E' admet le point pour centre de symétrie ; il est clair 

qu'elle admet pour axe de symétrie l'axe réel Ox, puisque C et les 
C~' successives sont symétriques par rapport à cet axe. D'ailleurs 
les points de E sont deux à deux symétriques par rapport à cet 
axe puisque z = o

tl
(z) est une équation à coeilicients réels, et ces 

points de E, partout denses sur la courbe de Jordan E' simple, 
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suffisant à la déterminer, la déterminent symétrique par rapport 
à 0#, comme l'ensemble Ε lui-même. 

En définitive E' admet pour axes de symétrie Ox, et la parallèle 

à l'axe Ο y menée par le point ̂ · 0# coupe E' en deux points 

qui sont le point ι et le point —2, le segment (—2,1 ) est intérieur 
à R

0
, les deux demi-droites (1, +=0) et (—2,—oc) sont intérieures 

à R*. Cela se voit immédiatement dès qu'on remarque que le seg-

ment ̂ 1 ̂  de l'axe réel est intérieur à R
0
, car tous ses points, 

sauf le point ζ — ι, ont ο pour seul point limite de leurs conséquents ; 

le segment ^—2,—^ symétrique du précédent par rapport à 

ζ — — ( qui est centre de Ε' ) est aussi intérieur à R0. La demi-droite 

(ι,-j-cc) est, on [le voit de suite, intérieure à R
x

, ainsi que sa 

symétrique (—2, —oc) par rapport àz=—^· 

E' n'a sur Ox d'autre point que les points z = i et ζ— — 2. 

Ε n'a donc sur Ox d'autre point que ζ = χ. 

87. Considérons alors un point ζ de E, racine imaginaire de 
z = ç

a
(z), non située sur Ox. Désignons par ζ,, ζ

2
,..ζ

Λ
_, les points 

de E qui, avec ζ, forment groupe circulaire d'ordre η (x). 
On a 

?»(<=) = ?'(ζ)?'(ζι).··φ'(ζ«-1)· 
Or 

?'(
5

) =--*-;· 

Les arguments de ζ-j- ζ, -{- ^> ···, -j- ^ sont les angles que font 

avec Ox les segments allant du point — aux points ζ, ζ,, ζ2, ..., ζ
Λ

. 

Ces arguments ne sont pas nuls si ζ est un point arbitraire de E, 
donc imaginaire. La somme de ces arguments ne jouit pas d'une 
propriété particulière. Elle n'est pas constamment nulle pour les 
points de E. En général 9^(ζ) η est donc pas réel en un point arbi-
traire de E. Il pourrait, à ce sujet, y avoir doute pour les groupes 
circulaires d'ordre pair, pour lesquels comme pour le groupe d'ordre 2, 

(') Si ζ est imaginaire, les ζ
(
· Le sont aussi en général. 
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, ζ( — .—LILCLL! j, i| pourrait arriver peu t-être quo 

les 'C, ζ,, ..., ζ„_., fussent, deux à deux symétriques par rapport à 
l'axe réel [l'équation z~z

lt
(z) étant à coefficients réels|, auquel 

cas <ρ„(ζ) serait réol. Mais pareil l'ait ne se produira certainement, 
pas pour les groupes d'ordre impair, les racines d'un tel groupe ne 
pouvant se grouper deux à deux par symétrie. On est donc en droit 
de penser que, sauf des points exceptionnels, un point arbitraire ζ 
de E, appartenant à l'indice ri, rend o

n
 (ζ) imaginaire. Il est même 

probable, dans le cas général, que l'argument de φ„(ζ) sera incom-
mensurable à 27:. Considérons «alors un tel point C de Ε, ζ = ο

η
(ζ) 

où argç/CC) φ ο ou t.. Les points critiques de J'inverse de %„(z) 

étant ceux de ''inverse de 0(3) ( e,'est-à-dire—g et xj et leurs 

consequents jusqu'à l'ordre n, qui n'ont pour point limite (n deve-
nant x) que ο et x, on pourra entourer ζ d'un cercle dans lequel la 
fonction inverse de o

n
(z) aura une branche holomorphe ψ„(3; 

devenant égale à ζ pour z = ζ. On aura ψ), (ζ) — ^, * « Donc 
? ti \ ) 

Φ',λ'Φ I 1 Ο '',Γ£'ψ«ΓΟ Φ ° ou même arg'^fC) = incommen-
surable à Ίτ., en général. On peut alors entourer ζ d'un cercle C 
de rayon c dans lequel la relation |z— ζ{ < ρ entraîne 

1Ψ«(-) — ?| < ll|s —?| (o < H < 1). 

C'est dire (|ue les points ψ
Λ
(ζ), ψ2/ίΜ> ···> '·]ν(Ζ)> ··· cIui s,)nt des 

antécédents d'ordre n, m, όη, ... du point z tendent vers ζ dés 
que |z~—ζ ! < p. 

Mais il est clair que, dès que j z — ζ| est assez petit, on aura 

ar^l ψ«(-) — ζ I — ai'S(- — ») == sensiblement ai» ψ'
Λ(Ç), 

arir['L'«(-) — '.I — a,n(3 — Ο = sensiblement arg'l'
pil

(K) ~ ρ arg'l'
u

CÇ). 

Ceci veut dire que les points ψ„(ζ), (^)? ... se rapprochent de ζ 
et les rayons qui joignent ζ à deux points consécutifs de cette suite 
font entre eux un angle qui tend vers arg'.J/„('C), quand, leur indice 
devenant x, les points considérés tendent vers ζ. 

Si donc arg'^(z) ou z, arg['^
n
(z) — ζ| ne tendra pas vers 

une limite déterminée quand, ρ augmentant indéfiniment, '.{^(z) 
tend vers ζ, et même, si β^ψ^

;
(ζ) = incommensurable à 27:, 

ai'»lψ/'//(Ζ)ïI sera voisin de toute valeur choisie entre ο et ίτ., 
Joum. de Math. (-/ série), tome IV.— Fasc. II, 191S. 20 
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pourvu que ρ soit choisi assez grand. Remarquant maintenant 
que, si ζ est choisi sur E', tous les ψ/ΙΛ(ζ) seront sur E7, cela voudra 
dire que Ε' η a pas en ζ de tangente déterminée, et même si 

arg-j/^Ç) = incommensurable à o,-, 

cela voudra dire que E' a, au voisinage de ζ, des points voisins de 
toute droite issue de ζ. ζ est alors analogue à ces points doubles de 
substitutions loxodromiques E' situés sur la frontière du domaine 
d'existence d'une fonction kleinéennc [voir POINCAKÉ, Mémoire sur 
les groupes kleinéens (Acta, t. I 11, Ι88Ί, p. 77), et aussi SCHŒM· LIES, 

Die Lehre ..., Chap. V, § 14, déjà cité plus haut]. La courbe E/ 
entoure un de ces points Ζ à la manière d'une double spirale loga-
rithmique ayant un seul pôle f1). Je n'insiste pas là-dessus, les 
travaux récents sur la nature des lignes de Jordan ayant sulli-
samment éclairci l'allure de ces courbes au voisinage d'un de leurs 
points. 

88. Mais, puisque j'ai parlé d'un rapprochement entre les points ζ 
de E situés sur E7 et les points doubles des substitutions d'un groupe 
kleinéen admettant une courbe fondamentale du genre de celles 
signalées par Poincaré, je vais indiquer une génération (h; E

7
, 

d'un caractère théorique, tout à fait parallèle à la génération de la 
courbe fondamentale du groupe kleinéen à partir du domaine fon-
damental de ce groupe. Dans ce dernier cas, on sait que Poincaré 
part d'un domaine fondamental 1) simplement connexe limite par 
des cercles C,, C2, ..., C„ tels que C, touche C.,, Ca touche C

;1
, ..., 

C„., touche C„, C„ touche C,, tous les (mutuels étant extérieurs. 
En ajoutant à D les domaines déduits de 1) par symétries rclalives 
à ses cotés, puis ajoutant au domaine obtenu ses symétriques par 
rapport à ses cotés, ... indéfiniment, le lieu des sommets des 
domaines successifs, l'ensemble dérivé de l'ensemble de ces sommets, 
est la courbe signalée par Poincaré. 

( ' ) Cela ιΓίΐ rien de contradictoire. Kntre deux spirales logarithmiques non 

sécantes ayant même pôle ζ, on peut observer une aire simplement connexe pour 
laquelle ζ est point frontière (voir la figure). 
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81). JE rappelle que.J'ai signalé au début de ce Mémoire un rap-
prochement entre la génération des antécédents successifs d'un 
points, dans l'itération des, =9(2) et la génération des homologues 
d'un point s, dans un groupe automorphe, comme antécédents suc-
cessifs (*) du point s,, un antécédent s de s, étant déliai par la 
relation 

J (:,ι ~Ί ) — | "ί {Z ) J · · I. :! — ^>n ( z ) J — υ, 

les S/(s) étant les substitutions fondamentales du groupe (voir p. 10 5 
et suiv.). Le domaine fondamental I) du groupe kleinéeri est tel 
• pie, quel que soit h; point s intérieur au domaine d'existence, 
il ait uu homologue seulement intérieur à D (deux dans le cas où 
Γ homologue est sur une frontière de D). 

5)0. Je vais déterminer, parallèlement, un domaine fondamental QJ 

pour l'iLéraLion de s, = —c'est-à-dire un domaine (0, intérieur 

à IL,, tel que, si l'on choisit uu point quelconque s intérieur à Ji„, 
il y ait, dans l'ensemble de, ses antécédents, un antécédent au plus 
de chaque ordre (2) qui soit intérieur à à) (exception faite pour les 
points situés sur le contour de (0), tel aussi qu'à partir d'un certain 
indice i, il y ait, dans d), un conséquent de chaque ordre zh Z;

+l)
, 

Pour faire une exposition plus simple, nous ramenons d'abord, en 
posant 

Z — /i, 

la substitution z, — 9(2) — " à s'écrire 

Z — /i, 

pour laquelle les points limites à convergence régulière sont χ et - · 

{') Z\ étant dit conséquent de z, il est évident qu'ici l'ensemble des consé-
quents successifs d'un point est identique à celui de ses antécédents successifs. 

(2) .l'ai dû faire ainsi parce qu'en réalité, dans le cas on les homologues d'un 
point Zi dans un groupe automorphe sont définis comme antécédents ou consé-
quents successifs de zt par la relation f(z, 5,) o, il y a une infinité d'antécé-
dents qui tombent dans 13, mais ils sont tous confondus en un même point ζ, 
et il n'y en a qu'un de chaque ordre. Ce sont toutes ces propriétés de D que j'ai 
attribuées â (0. 
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Tout point Ζ, du plan a deux antécédents symétriques par rap-
port à la nouvelle origine Ζ = ο. Done, il a un antécédent et un 
seul dans le demi-plan supérieur ι(ζ) que j'appelle 1) 

Remarquons maintenant que Z, — ~ est point critique pour la 

l'onction Ζ = Ψ(Ζ,) inverse de Ζ, = -—^—-· Si done. Z, décrit l'axe 

réel de + ao à —-ac, à la demi-droite ( -j- ac, ^ correspond pour Ζ 

la demi-droite (+»> °)> ^ étant l'antécédent de Z, (jui est situé dans 
Je demi-plan supérieur quand Z, est quelconque dans le plan; Z, 

décrivant —cc j, Z décrira la partie positive Ο y de l'axe imagi-

naire; Z, décrivant Je demi-plan -)(Z, ) o, celui de ses antécédents 
(jui est dans le demi-plan supérieur décrira le premier (juadrant 
XOY[,'d (Ζ) > ο, Λ(Zj > o| que j'appelle l)..

a
. 

Tout point du plan a donc un antécédent d'ordre ι dans le 
demi-plan supérieur 1)_, et un deuxième antécédent symétrique 
du précédent par rapport à o; parmi les antécédents d'ordre ί : 
ceux qui naissent du premier antécédenL d'ordre r sont l'un dans le 
premier, l'autre dans le troisième quadrant; ceux (jui naissent du 
deuxième antécédent d'ordre ι sont respectivement dans le deuxième 

et le quatrième quadrant ù deux [joints symétriques par 

rapport à l'axe, réel correspondent des antécédents symétriques 

par rapport à cet axe ('z, = ------ étant à coellicients réels ), donc 

à un point quelconque du demi-plan inférieur correspond un anté-
cédent dans le quatrième quadrant et un antécédent opposé dans 

le deuxième . 

Tout point du plan a donc un antécédent d'ordre ί et un seul 
dans le premier quadrant J)..... 

On continue l'application du procédé. Tout [joint Z du demi-
plan supérieur avait un antécédent Z_, et un seul dans le premier 
quadrant; tout point Z_, de ce premier quadrant aura donc un anté-
cédent et un seul Z._

a
 dans une partie du premier quadrant qui sera 

décrite par l'antécédent Z_, d'ordre ι de Z quand Z décrira le 
premier quadrant. 

Pour cela, on fait décrire à Z : i° le demi-axe réel ( + ^ J auquel 
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cas Ζ , décrit (-f- se, o); i° les egment auquel cas Z_, décrit 

un segment 00_,, de l'axe imaginaire ΟΥ ^O...,, antécédent de 0 a 

pour ailixe^pj; 3° le demi-axe imaginaire OY auquel cas z..
t 

décrit une demi-branche d'hyperbole II issue du point ) 
orthogonale à G Y et située dans Je premier quadrant. 

L'équation do cette hyperbole est aisée à obtenir : à Ζ = X -j- i Y 
correspond Ζ, = X, -j- i Y,, tel que 

V 4(X'a- + 3 

Y, = XL 

L'hyperbole H en question s'obtient par X, = o; elle a donc pour 
équation 

V 4(X'a- + 3 
Itlle est equilatere. 

Lorsque Ζ décrit le premier quadrant, celui de ses antécédents 
qui est au-dessus de ()X décrit l'aire limitée par ΟΧ, 00_, et la 
branche H, aire contenant la bissectrice de XOY. J'appelle D_

;( 

cette aire. Tout point du plan a donc un antécédent d'ordre 3 et 
un seul dans D_

;t
, comme il avait un antécédent d'ordre ι et un seul 

dans D_3. Reprenant tout cela, on voit qu'un point quelconque 
du plan a un antécédent d'ordre ι et un seul dans D__,, un anté-
cédent d'ordre 2 et un seul dans D_2, un antécédent d'ordre 3 et 
un seul dans D_3. Mais on a vu aussi qu'un point arbitraire du 
plan a deux antécédents d'ordre deux dans D„(; il aurait donc 
deux antécédents d'ordre trois dans D_2, et quatre antécédents 
d'ordre trois dans D_,, etc. Donc, si nous voulons rechercher un 
domaine à) fondamental tel qu'il n'y ait qu'un antécédent au plus 
de chaque ordre dans <0 pour tout point intérieur à R0, nous ne 
pouvons prendre pour m ni D_,, ni D_2, mais il faut pousser 
le procédé indéfiniment. 

Tout point Ζ intérieur à D_
;} a un antécédent et un seul dans une 

aire D_.t intérieure à D_3 limitée par : i° l'axe ΟΧ; 20 le segment 
00_,, de OY; 3° l'arc 0„,O_a

 de la branche d'hyperbole H, qui 
limite D_

;t
 (0_2 étant l'antécédent de 0_, sur cette branche) ; 4° une 
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branche; infinie I L, d'une courbe algébrique antécédente d ordre ι 
de II, issue de 0_2 orthogonale ment à II, tracée dans l'intérieur 

de D_
a

, ayant une direction asymptotique qui fait l'angle ^ avec OX, 

la direction asymptotique de H faisant + j avec OX. De rneme tout 
4 

point intérieur à D_., aura un antécédent et un s(;ul dans une 
aire t)_

5 antécédente de D_, intérieure à D_.,, limitée par OX, 00_
(

, 
Tare d(; 11 qui va de 0_, à ()._2, l'arc de 1I_, qui va de ()....2 à 0..

;
, 

antécédent de 0_2, enfin une branche infinie 11_2 de (tourbe algé-
brique antécédente de IL, qui part de 0_3 orthogonalement à II.., 

et est tracée dans D_,, sa direction asymptotique, est —· 

91. Poursuivons ce processus indéfiniment, les aires 1)...,, I)_2, ... 
sont contenues chacune dans la précédente; si Ζ décriL L)_„ il a un 
antécédent d'ordre ι et un seul dans D_/H li

; (;st antécédente 
de D_,. Je dis que Taire D_,· ne lend pas vers zéro quand i augmente 
indéfiniment. Envisageons en effet le voisinage do Ζ = qui est 
point limite à convergence régulière, par exemple, ία partie (3,j 
située au-dessus de OX de Γ aire limitée par un cercle assez petit (1 ) de 

centre Ζ — *-·> c'est une aire située dans D_,, D_
2

. Je dis que si elle 
est dans D_/5 elle est aussi dans D_

(/+Il
. En effet, si Ζ décrit Taire (ε,), 

son antécédent d'ordre ι situé au-dessus de OX décrit une aire (z) 
qui contient à son intérieur (2) Taire (3,), les frontières de ces deux aires 
n'ayant en commun qu'un segment de Taxe réel. Or (3) est contenue 
dans D_,

/+1
, car D_

 l/+I
 est décrite par l'antécédent de Ζ situé dans 

(
l
) On pourra prendre le cercle j Ζ — ^75'

 car
 ^

a
 distance de ~ au point 

critique voisin qui est Ζ = ^ étant nous prendrons un cercle 3, de rayon < -

laissant le point critique extérieur pour ne pas avoir de difficulté relativement â 
l'antécédent choisi. 

(-) Ceci résulte de la remarque évidente (pie si j Ζ j £ -, par exemple, 

on a 

\z l <j\z~ - , 

par un procédé maintes fois employé dans ce Mémoire. 
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le demi-plan supérieur quand Ζ décrit D„,. Donc D_
l/+

„ contenant 
(3) contient l'aire (ε,) intérieure à ε. 

Donc tous les D., contiennent (ε,). On peut donc parler sans 
équivoque de Vaire Δ limite de D_,· pour i — se. Elle contient l'aire 
(ε,). Elle est limitée par une infinité de lignes algébriques : i° J'axe 
réel ( )X; i° le segment 0( de ()Y ; 3° l'arc 0_, 0_

2
 de la branche H; 

4° l'arc ( I de la branche H_, antécédente de H ; 5° l'arc 0_
3
 0_, 

de la branche ll_
2
 antécédente de H..,, (i + i)0 l'are 0._

(Λμ)
0 .,· 

de la branche JI _7_3
, antécédente de — 

A est un polygone curviligne d'une inlinité de côtés dont tous 
les angles sont droits; si on le parcourt, à partir du point + os en 
venant vers Ο sur l'axe réel, puis décrivant 00_,, on a l'aire Δ 
à sa droite, et chaque côté du polygone est antécédent d'ordre τ 

3 
du précédent. Il faudrait encore remarquer que le point ^ est à 

considérer comme un sommet du polygone (sommet critique) dont 

l'antécédent est O; 00__, est antécédent du segment (o, de OX, 

et OX est antécédent de la demi-droite ^ +
 00

^ de OX. 

92. Un point intérieur à Δ est intérieur à tous les D_
#
·; donc l'anté-

cédent d'ordre ι de ce point situé au-dessus de OX est aussi inté-
rieur à tous les D_, d'après la définition de ces D_,; donc cet anté-
cédent est intérieur à Δ. Tout point intérieur à Δ a un antécédent 
d'ordre ι et un seul intérieur à Δ. Tout point intérieur à Δ a son 
conséquent intérieur à Δ, car ce conséquent est intérieur à tous 
les 

Tous les conséquents d'un point intérieur à Δ sont intérieurs à Δ. 
Examinons les antécédents successifs d'un point intérieur à Δ. 
il y en a un d'ordre ι et un seul intérieur à Δ. D'ailleurs tout point 
extérieur à Δ na aucun antécédent d'ordre ι dans Δ, ni sur son 
contour, car le conséquent d'un point intérieur à Δ (ou sur son 
contour) étant intérieur à Δ ou sur son contour, il faudrait 
admettre, contrairement à l'hypothèse, que le point donné est 
intérieur à Δ. Donc un point extérieur à Δ n'a aucun antécédent 
dans Δ. Mais un point intérieur à Δ ayant un antécédent d'ordre ι 
et un seul intérieur à Δ aura, de ce fait, un antécédent de chaque 
ordre et un seul intérieur à Δ. 

Δ possède donc déjà cette propriété que tout point du plan aura 
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un antécédent et un seul de chaque ordre dans Δ, s'il est intérieur 
à Δ, et n'en aura aucun s'il est extérieur à Δ. 

93. Je dis que Δ est tout entier à dislance finie, tout point intérieur 
à Δ a par exemple un module | Z | < f\, de même tout point du con-
tour de Δ, sauf peut-être des points de l'axe ( )X, est à distance finie. 
En effet tout point du contour de Δ, non situé sur ()X, a un consé-

quent sur ()0_„ et un sur le segment ^O, de l'axe OX, tous les 

points de ce dernier segment sont d'ailleurs intérieurs à R0, comme 
on le voit immédiatement. Donc tous les points du contour de Δ, 

13 x 

sauf la demi-droite de ΟΧ (*), sont intérieurs à R
0

. On 

pourrait en conclure, puisque Δ étant un 'domaine simplement 
connexe limité par un seul contour, que Δ tout entier est intérieur 
à R

0
. Il y a cependant une difficulté qui se lève facilement. 

Pour cela, je remarque que, tout point Z intérieur à Δ ayant tous 
ses conséquents Z

rt
 dans Δ, si 0

rt
 désigne l'argument du conséquent L

n 

on devra avoir tangO„>o, quel que soit n. 
Or si r et 0 sont les coordonnées de Z, 

Z = /· ; 

si r, et 0, sont les coordonnées de Z,, 

Z = /· ; 
On a 

,, /ί\ή— 3\2 , or- tr. 
et 

l\i,2h-3—(.|/'" — .») t a 11 g 0 
Si | r | > 4> on a 

4 r2- 3 > o, r
t
> >4 et 4r\ — 3 > «»; 

d où 

tangfl,> tangfl à condition que tang2/9<J—; 
et 

tangO, < ο si tang26> 3· 

(0 Qui d'ailleurs, on le reconnaîtra immédiatement plus tard, n'est pas fron-
tière de Δ, n'étant pas limite de points intérieurs à Δ. 
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Dans ce dernier cas, si tang20 ]> ^ _ 3 » tangO,<o; donc z, 

n'est pas dans a); donc ζ n'y est pas non plus. 

Si tang2Û < 011 aura 

tan^5, >· langÇi el /·,>/·; 

donc 0, grandit ainsi que r. On continuera, tant que 

. ·> û r"i 

a avoir 
la»»g&/·» ι > tangfl, ( 0.>i > 0/'| <:l ''/+1 > '*/· 

Mais, r,· grandissant indéfiniment avec l'indice i, , ̂ ^ décroît 

constamment vers i, tandis que tangO, croît constamment, il 

arrivera que, pour un certain indice p, on aura tangOy, ]> . 

et le conséquent étant alors hors de Δ, Ζ ne peut être dans Δ. 
Je dis qu'il arrivera fatalement qu'un certain Z

/;
 soit tel que 

. ·> û r"i 

ear l'hypothèse contraire obligerait tang0;, croissant à avoir une 
limite positive £ ι pour ρ = ce, mais la relation 

8 " Vl lV3-(4/-j5„1-3)tanK»5/l 

où rp tend vers χ si ρ augmente indéfiniment, prouve qu'il est impos-
sible que tangO,, , et tangO,, tendent vers une même limite l φ ο, car 
on devrait avoir pour l la relation 

8 " Vl lV3-(4/-j5„1-3)tanK»5/l 

qui n'est satisfaite que pour le nombre réel l = ο et les imaginaires 
/ = ± i. Il est donc prouvé que tout point du cercle | Ζ | = 4 est 

extérieur à Δ, car un au moins de ses conséquents est extérieur à Δ 
(celui pour lequel tang0/;<£ o). Donc Δ tout entier est intérieur α 
j Ζ |^4· Tout point intérieur à Δ a tous ses conséquents intérieurs 
à Δ, et non sur son contour, ces conséquents sont donc tous à dis-
tance finie. Donc tout point intérieur à Δ est intérieur à R

0
, ainsi 

Journ.de Mat!ι. (7* série), lome IV. — Κjisc. IL,1918. 27 
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que, tout point du contour de Δ, sauf la demi-droite ( -f- x; ) de 

l'axe réel OX. Nous conviendrons que cette demi-droite η appartient 

ι·"ί«. 'I· 

pas au contour de Δ, aussi bien il n'y a pas de point de Δ hors de 

l'axe réel an voisinage de tout point de ( --J- j x). Donc Δ aura 

pour frontière Je segment ( o, -) de OX, puis OD_
(

, (>_,() .
J5
 etc., 

tous ces côtés étant intérieurs à et délimitant une région 

simplement connexe contenant l'aire (9,) jZ- ^ située au-

dessus de OX, dont il a été fait mention plus haut. 

94. Soit Δ', le domaine symétrique de Δ par rapport à l'axe réel. 
Envisageons le domaine m formé par la réunion de Δ et Δ', après 

3 
suppression de leur segment commun de frontière ^O, - ) situé sur 

l'axe réel, ά) est un domaine d'un seul tenant simplement connexe, 
intérieur à Rn, n'ayant en commun avec la frontière de R„ que 

le point Z = -· Δ' ayant exactement les mêmes propriétés que Δ, 

à cause de ce fait que deux points symétriques par rapport à OX 
ont leurs antécédents et leurs conséquents symétriques par rap port 

à OX, la relation Ζ, — établit donc une transformation 
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biunivoque de l'intérieur de Δ' en lui-même, comme de l'intérieur 
île Δ en lui-même. 

L'ensemble Δ-(-Δ/ = (θ contient le cercle Z
t

\ Ζ— ^j<^-^rqui 

entoure le point limite Ζ = *- à convergence régulière. Il en résulte 

que tout, point intérieur à R,„ ayant, à partir d'un certain rang, 
tous ses conséquents intérieurs à Zn aura, h partir d'un certain 
rang, tous ses conséquents intérieurs à Ό. 

1)15. (O a bien les propriétés requises : 
i° Tout point, intérieur à 11 „ ne peut avoir qu'un antécédent 

au plus de chaque ordre intérieur à m. Et cela arrivera en effet et 
n'arrivera que si le point considéré est intérieur à <0. S'il est inté-
rieur à Δ, il y a un antécédent de chaque ordre intérieur à Δ; s'il est 
intérieur à Δ', il y a un antécédent de chaque ordre intérieur à Δ'. 

2° Tout point intérieur à R
l(
 a, à partir d'un certain rang, tous 

ses conséquents successifs dans ο (il n'y a bien sur qu'un conséquent 
rie chaque ordre). 

A tout point intérieur à correspond un antécédent intérieur 
à o, mais pour dire que l'intérieur de est transformé biunivo-

queutent en lui-même, il faut, à cause du point critique, Ζ --

supposer qu'on a coupé et) suivant le segment ( O, -+■- ~ ) de (>\ (qui 

contient Ζ = ^ j > et imaginer que la coupure ainsi traeee appar-

tient à la frontière de α). | Cette coupure a pour antécédente le 

segment ( — de ΟΥ, suivi du segment, ( Ο, ) de OY.J 
{)(>. A cause, de la propriété 2° de et), ori voit que Rft s'obtient en 

ajoutant aux aires Δ et Δ' toutes leurs antécédentes d'ordre i, puis 
toutes leurs antécédentes d'ordre 2, ..., indéfiniment et en suppri-
mant toutes les parties communes aux frontières de deux aires ainsi 
déterminées. Cela nous donne une génération de R„ à partir de Δ 
qui rappelle la génération du domaine d'existence d'un groupe 
kleinéen rappelée plus haut. 

En effet, les antécédentes de Δ sont Δ et sa symétrique par rap-
port à O, celles de Δ' sont Δ' et sa symétrique par rapport à 0. 
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Ces quatre aires réunies après suppression des frontières communes 

segment ( — ̂  -f- ~) de OX, segment —de 
!onnent un polygome curviligne CD-, symétrique par rapport 
à OX et OY limité par des arcs des courbes algébriques H, H-,, ... 
qui limitaient Δ, polygone dont tous les angles sont droits. CD-, est 
le polygone décrit par les deux antécédents de Z, quand Ζ décrit CD. 

CD~, est formé de ,D et de son symétrique par rapport à OY. Or 
à deux points symétriques par rapport à OY correspondent des 
antécédents deux à deux symétriques par rapport à l'hyperbole H 
équilatère qui est antécédente de l'axe Ο Y (c'est la définition même 
de la symétrie par rapport à une courbe analytique, au sens de 
Schwarz). Donc lorsque Ζ décrira (£>_,, ses deux antécédents décri-
ront le polygone (£>_,, auquel il faudra adjoindre son image par 
rapport à l'hyperbole H. Cette image se compose de deux poly-
gones curvilignes séparés, le premier touchant r$_, le long du côté 
0_,0_

2
 et de son symétrique par rapport à OY (x), le deuxième 

symétrique du premier par rapport à 0. L'ensemble de CD_, et de 
son image par rapport à H fait un polygone curviligne ùB..a

 à 
angles droits du même genre que m.,. 

Le même raisonnement, qui, de CD_, formé par l'ensemble de a) et 
de son symétrique par rapport à OY, déduit ce.,

2
 formé de l'ensemble 

de CD et de son image par rapport à l'hyperbole H, côté de (©_, anté-
cédent de OY, prouve que, Ζ décrivant ses deux antécédents 
décriront un domaine CD_

:
, formé de ιθ_... et de son image par rapport 

à la courbe algébrique H__,, antécédente de l'hyperbole IL 
L'image de to 2 par rapport à H_(

 est formée de quatre poly-
gones séparés symétriques l'un de l'autre par rapport aux deux 
axes coordonnés et touchant respectivement <o_

2
 suivant quatre 

arcs qui se déduisent de l'arc 0_
2
0._s de H_, qui est côté de Δ 

(arc prolongé par son image relative à H) par symétrie relative 
aux axes coordonnés et à l'origine. Le processus se poursuit indé-
finiment, CD_,

i+0
 se déduit de CD_, en lui ajoutant l'image de cD_

t 

par rapport à la courbe algébrique antécédente d'ordre i 
de OY ; Ζ décrivant îd ,·, ses deux antécédents décrivent CD_it-4-i). 

R
0
 sera évidemment la limite de CD_, pour i = χ. Il saute aux 

(') Première branche de l'hyperbole H. 
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yeux que le procédé employé pour engendrer R0 à partir de © est 
celui qui sert à engendrer le domaine d'existence d'une fonction 
kleinéenno à courbe fondamentale, à partir du domaine fonda-
mental D du groupe, en adjoignant à ce domaine D ses images 
successives par rapport à ses côtés. 

Rien d'étonnant alors à ce que la frontière de R0, comme la 
courbe limite signalée par Poincaré, soit une courbe de Jordan E' 
simple fermée, sur laquelle les points où elle n'a pas de tangente 
peuvent former un ensemble partout dense. Ces points de E, 
partout denses sur E', qui sont des points coïncidant avec un de leurs 
antécédents (x), jouent ici un rôle parallèle à celui des points 
doubles (2) des substitutions du groupe kleinéen, situés sur la courbe 
fondamentale du groupe. En tous ceux de ces derniers points qui 
sont points doubles de substitutions loxodromiques, la courbe fon-
damentale du groupe ne peut, on le sait bien, avoir de tangente 
déterminée (voir SCHONFLIES, loc. cit., Chap. V, § 14). C'est pour la 
même raison que E' ne peut avoir de tangente déterminée en tout 
point ζ de E où arg®,',('() φ ο ou ιτ. 

Je ne me suis aussi longuement étendu sur l'exemple précédent 
que parce qu'il est un type simple d'une catégorie d'exemples 
beaucoup plus généraux conduisant aux mêmes conclusions, qu'il 
suffira maintenant d'indiquer. Ces exemples seront choisis paral-
lèles à ceux exposés dans les applications 3° et 4° (p· î4o à i45 
du Mémoire présent) de la deuxième Partie. 

97. Deuxième exemple. - - Prenons d'abord le cas d'une fraction 
quelconque du deuxième degré z^ — z(z) admettant deux points 
limites ζ, et ζ

2
 à convergence régulière, et supposons qu'on puisse 

entourer respectivement ζ, et ζ
2
 de deux courbes C et Γ telles que : 

i° La conséquente de l'aire (C) contenant ζ, soit une aire (C,) 
intérieure à (C) contenant un point critique de ψ(ζ) fonction 
inverse de o(z) ; 

2° La conséquente de l'aire (Γ) contenant ζ
2
 soit une aire (Γ, ) 

(') Car ils satisfont à Ζ — φ
Λ
 (Ζ) pour /1 = 1,2, ..., 00 ; ces points de E, coïn-

cidant avec leur conséquent d'ordre /1, coïncident avec un de leurs antécédents 
d'ordre n. 

(*) Ces points doubles sont, en effet, des points qui coïncident avec un de 
leurs homologues dans le groupe. 
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intérieure à (Γ) et contenant un point critique de ψ(ζ) | cela veut 
dire que (C). et (Γ) contiennent chacune une racine de φ'(ζ) = ο]; 

3° Dans l'aire doublement connexe comprisç entre C et Γ, on 
ait 

| ©'(s) | > M > i. 

Alors il est évident que, entre C et L, on aura 

K'(OUN= I<I. 

L'aire (C) est intérieure à R,, domaine de convergence vers ζ, ; 
L'aire (Γ) est intérieure à R2, domaine de convergence vers ζ2. 
Les antécédentes (CL/) successives de l'aire (C) convergent 

uniformément vers l'aire R,, car les courbes C./ antécédentes 
successives de C convergent uniformément vers leur limite à cause 
de l'inégalité |ψ'(ζ)|<Ν valable entre C et Γ, région sillonnée 
par les CL/. Les antécédentes IL/ de Γ convergeront aussi unifor-
mément vers leur limite qui sera identique à celle des Cet sera une 
courbe de Jordan fermée simple E' séparant R, de R2. 

Il est même possible d'étendre à ce cas la génération indiquée 
pour R

0 dans le premier exemple en remplaçant l'axe réel de. 
l'exemple précédent par une coupure convenable du plan unissant 
les points critiques de ψ(ζ). 

On peut, au lieu de la troisième condition, réclamer seulement 
que : 4° entre C et Τ on ait | o'

H
 (ζ) | > M > Ι pour une certaine 

valeur de n, on verra alors que les C_„, C_/)n1 ... con-
vergent uniformément vers leur limite, et cela su flit, pour que 
cette limite soit courbe de Jordan fermée simple. 

Quant aux courbes C et V dont il est question dans les première 
et deuxième conditions précédentes OÏL les choisira le plus commodé-
ment possible; ce seront généralement des antécédentes d'ordre 
assez élevé de petits cercles entourant ζ, et 'L,. 

98. Troisième exemple. — a. Mais il est clair qu'à toute fraction 
d'ordre ι satisfaisant aux conditions de l'exemple précédent, on 
pourra substituer, toutes les conclusions restant valables (1),une frac-

(') Sauf évidemment la génération des domaines de convergence par symétries 
successives. 
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t.ion d'un degré quelconque n'ayant que deux points où φ'(ζ) = o (*) 
(c'est-à-dire dont la fonction inverse n'aura que deux points cri-
tiques) et ayant deux points limites ζ,, ζ

2
 à convergence régulière 

remplissant les première et deuxième conditions de l'exemple 
précédent, et, soit la troisième, soit la quatrième condition de ce 
même deuxième exemple. On aura encore, pour séparer les domaines 
de convergence R, et Ra

 vers ζ, et ζ
2
, une courbe de Jordan 

simple fermée E'. 
b. Parallèlement à l'application 4°> b (p. 142, on peut laisser 

de côté la restriction imposée à φ'(ζ) de ne s'annuler qu'en deux 
points distincts. 

Soit une fonction rationnelle z
t
 = o(z) de degré Κ ayant deux 

points limites, ζ, et ζ2 à convergence régulière 

Ui = I= ®(k)> II < · I 

jouissant des propriétés suivantes analogues aux propriétés i° et 
20 des 3° et 4° exemples précédents. 

i° On peut trouver une courbe fermée simple C entourant ζ, 

Ι·'ίκ. °r>· 

(séparant ζ, de ζ.,) délimitant une aire (C) contenant ζ,, telle que 
Y ensemble des Κ antécédents d'un point z intérieur à (C) décrive une 
aire (C.,) contenant (C) à son intérieur, la courbe C_, étant une 
courbe simple fermée qui est alors décrite une fois par chaque 
a ntécédent de z quand z décrit Κ fois la courbe C. 

20 On peut trouver une courbe fermée simple Γ entourant ζ
3

, 
séparant ζ

2
 de ζ, et de la courbe C, Γ étant extérieure à C et telle que 

(') Par exemple une fraction du type ~, = —(tw'r application 4°, a, 

p. i4a). 
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l'aire (Γ), limitée par Γ et contenant ζ2,ait pour ensemble de ses Κ 
antécédents une aire simplement connexe (F_, ) contenant l'aire ( Γ) 
limitée par une courbe simple fermée F_, qui est décrite une fois par 
chaque antécédent de ζ quand ζ décrit Κ fois la courbe Γ {voir le 
schéma ci-dessus). 

3° On suppose en outre que dans l'aire doublement connexe limitée 
par C et L ( ou dans l'aire limitée par deux antécédentes quelconques 
CL, et T.j de C et Γ), on ait constamment | (z ) | > M > ι pour une 
certaine valeur de l'indice η (le plus souvent, ce sera | ?'(z) | > M > ι 
qu' on reconnaîtra ). 

Alors, d'après ce qu'on a dit dans l'application 4°> δ (p. i4^) 
i43, i44), le plan se divise en deux régions R, et R2, chacune 
domaine de convergence du point ζ, ou ζ

2 qu'elle contient, séparées 
par un continu linéaire E' qui est la limite des antécédentes succes-
sives de C et de Γ. 

Mais il suffit que Von ait dans Caire doublement connexe, limitée 
par deux antécédentes quelconques Cet IL, de C et Γ, la relation 

i ?*(ï>l> M > 1, 

pour un certain indice n, pour pouvoir affirmer que les antécédentes 
de C et Γ convergent uniformément vers une courbe de Jordan 
simple fermée qui coïncide avec E'. 

Dans la pratique on reconnaîtra facilement les cas où Con a 

| ψ'(ζ) | > M > 1 

dans Vanneau limité par C et F, ils rentrent dans le cas général 
précédent. 

99. Quatrième exemple. — En particulier, revenons aux exemples 
signalés par M. Fatou dans sa Note du 21 mai 1917 aux Comptes 
rendus, et repris dans le Mémoire actuel (application·4°> b, de la 
deuxième Partie, p. i44 suiv.). Prenons une fonction à cercle fon-
damental 3, pour laquelle existent deux points limites ζ, et ζ2 à 
convergence régulière, symétriques par rapport au cercle fonda-
mental 3. Dans le cas où ce cercle fondamental est à distance finie 
(c'est-à-dire non dégénéré en une droite, ζ, et L étant le centre du 
cercle et le point à l'infini, cas auquel on se ramène aisément par 
homographie, on a vu précédemment que l'on avait |?'(z)|> ι 
sur tout le cercle. 
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La fonction ψ(ζ) inverse de s(z) admet en général Κ— ι points 
critiques simples à Vintérieur de 3, ses Κ—ι autres points cri-
tiques simples étant les symétriques des premiers par rapport à 3. 

On a vu que, ζ étant un point quelconque intérieur au cercle 3, 
on avait 

!?(-)! < Iz I" 

en vertu du Jemme de Schwarz et, si ζ est extérieur au cercle 3, 

I ©0)1 > M· 
On sait que 

0(0) = ϋ, o(cC)—CG, I 10 ) | < I . 

Considérons donc un cercle C de centre intérieur à 3, ainsi que 
son symétrique Γ par rapport à ε, C étant choisi assez voisin de 3 
pour que : i° les points critiques de 'b(z) soient intérieurs à C ou 
extérieurs à Γ; 20 entre C et Γ on ait 

|φ'ίί)|>Μ >ι. 

Ceci est possible puisque, sur 3, 011 a | o'(ζ) | 1 et jamais 
|ç/(z)|= ι. Alors, évidemment, si ζ décrit C, ses Κ antécédents 
décrivent une courbe simple fermée C_, entourant C, tracée dans 
l'anneau (C, 3) entre C et 3. Les antécédentes successives de C, 
C_„ C_

2
, ... s'entourent mutuellement, C_,· étant dans l'anneau 

(C. 3) entourant C.,-,,, .... 
Les antécédentes successives de Γ, F ,, IL, ... contiennent cha-

cune la suivante. F_, est dans l'anneau (Γ. (,·_0, 3), et entoure 3. 
Toutes les conditions ι0, 20, 0° précédentes sont remplies. Les C_,· 

et les IL, convergent uniformément vers le cercle 3. ./ ο 

100. Mais si l'on fait varier tes coeilicients de z>(z) dans des limites 
assez étroites, on verra que la nouvelle fonction rationnelle Φ(ζ) 
sera telle que : 

i° Elle aura deux points limites à convergence régulière voisins 
de ο et ce, car aux racines ο et ce de ζ = 'f(z) correspondent des 
racines voisines pour ζ=Φ(ζ), avec variation petite du module 
de la dérivée en ces points. J'appellerai Z, et Z., ces deux points 
limites. 

20 Ψ*(3), fonction inverse de Φ(ζ), aura encore Κ—ι points 
critiques intérieurs à C et Κ—ι points critiques extérieurs à F; cela 

Journ. de Math. (7· série), ΐυιιιε IV. — Kasc. II, 191S. 28 
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est évident puisque les points critiques de Ψ(ζ) sont voisins de 
ceux de ψ (ζ). . 

3° L'ensemble des Κ antécédents W(z) de z, lorsque ζ décrira C, 
décrira une courbe fermée C'., entourant C et très voisine de C_, 
trouvée précédemment. Centourera done C et sera tracée dans 
l'anneau (C, Γ). 

De même l'ensemble des Κ antécédents de z, lorsque « décrira Γ, 
décrira une courbe fermée V'_

x
 située dans l'anneau (C, Γ) et entou-

rant Cl,. 
4° Enfin, entre C et Γ, on aura | Φ'(z) | > M, > ι comme on avait 

I γ'(ζ) I > M > ι. 
Ces quatre conditions sont satisfaites si les variations des coef-

ficients de o(z) qui font passer de ç-(z) άΦ(ζ) sont assez petites. 
L'ensemble des quatre conditions précédentes prouve que le 

plan est alors divisé en deux régions simplement connexes K, et ll
2

, 
domaines respectifs de Z, et Z2, régions séparées par une courbe de 
Jordan simple fermée E' qui est la limite commune des antécé-
dentes successives des cercles C et Γ, par la transformation ζ, = Φ(ζ)· 
Ε' est évidemment tracée dans l'anneau (C, Γ). Cet anneau lui-
même est très voisin du cercle fondamental ε. 

Il est donc visible que, pour des variations très petites (en valeur-
absolue) des coefficients d'une fraction φ (z) à cercle fondamental ε, 
du type signalé plus haut (variations par ailleurs arbitraires), les 
relations auxquelles les nouveaux coefficients seront astreints 
étant uniquement des inégalités, ce qui fournit de nouvelles frac-
tions Φ (z) beaucoup plus générales que les fractions à cercle fonda-
mental), on obtient des fractions Φ(ζ) relativement auxquelles 
le plan se divise en deux régions séparées par une courbe de Jordan 
simple fermée E', voisine du cercle ε. En résumé, la courbe sépa-
ratrice des domaines de convergence vers et ζ2* quand on fait 
varier infiniment peu les coefficients de ç-(z), varie continûment avec 
ces coefficients. C'est là un fait qui est loin d'être évident a priori. 

101. En considérant une des fonctions Ψ(ζ) qui dérivent d'une z>(z) 
à cercle fondamental par variations assez petites des coefficients, 
et envisageant la courbe de Jordan E' qui sépare les domaines 
de ζ, et de ζ

2
, on sait que sur E' sont partout denses les racines des 

équations 
- = Φ« t5 ) 
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pour lesquelles 
f ( J5 ) | > I (M = I, 2, . . CC). 

Envisageons une de ces racines, c'est un point Ρ de l'ensemble 
appelé E, et il est évident qu'en général, en Ρ, Φ^(ζ) ne sera pas réel. 
Voici comment on peut préciser ceci. 

Si l'on considère conjointement avec Φ(ζ) la fraction à cercle 
fondamental zt = z>(z) de laquelle dérive Φ(ζ), Φ(ζ) aura des 
coefficients arbitraires qui seront des paramètres assujettis seu-
lement à certaines inégalités, par rapport à ceux de φ(ζ) : par 
exemple, chaque coefficient de Φ(ζ) sera assujetti à avoir son affixe 
intérieur à un petit cercle dont le centre sera l'allixe de la valeur 
du coefficient considéré dans 9(2). Les valeurs de Φ'„(z) aux points 
racines de ζ = Φ„(ζ) (n= 1, 2, ..., ce) sont des fonctions des para-
mètres précédents, et écrire qu'un Φ'

n
{z) est réel, c'est écrire une 

relation d'égalité entre ces paramètres. Pour préciser encore, la valeur 
de Φ'„{ζ) en un point racine de ζ = Φ„(ζ) est fonction algébrique 
des paramètres-coefficients de Φ(ζ), et écrire que Φ„(ζ) est réel, 
c'est écrire une relation algébrique (non identique) entre ces para-
mètres. Si l'on écrit toutes ces relations pour n= 1, 2, ..., ce, on 
a une infinité de relations algébriques (<A) entre les paramètres. 
Comme ces paramètres, ainsi qu'on l'a vu, peuvent varier chacun 
dans un petit cercle de leur plan, il est toujours possible de les choisir 
de façon qu aucune des relations précédentes (a) ne soit satisfaite. 
Pour cela, on choisira par exemple tous les paramètres sauf un 
arbitrairement, puis on choisira le dernier paramètre distinct des 
racines de toutes les équations algébriques par rapport à ce para-
mètre auxquelles se réduisent dans ces conditions les relations 
algébriques entre paramètres (&), car ces racines-là ne forment 
qu'un ensemble dénombrable, alors que l'ensemble des valeurs per-
mises au dernier paramètre a la puissance du continu. 

Une fraction Φ(ζ) ainsi choisie sera évidemment ce qu'on peut 
appeler une fraction générale, c'est-à-dire une fraction dont les 
coefficients ne satisfont à aucune relation particulière. 

On peut imposer à Φ (y) pour être dite générale, d'être telle qu'au-
cune des valeurs de Φ'„(ζ) en un point racine ζ = Φ„(ζ) pour η = ι, 
2, ..., ce, η ait un argument commensurable à 2T., ça reviendrait à dire 
encore que les paramètres ne doivent satisfaire à aucune des relations 
d'égalité d'un groupe (a) de relations en infinité dénombrable. 
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Quoi qu'il un soil, pour une fraction <1>(s) générale, un répétant un 
raisonnement antérieurement fait, on verra qu'en aucun point Ρ 
de E, la courbe E' ne peut avoir de tangente déterminée, et les points 
(le Ε sont partout denses sur Ε'. (Il va sans dire que ce que nous 
disons là s'applique en particulier aux fractions générales des 2e, 3e et 
4e exemples, car clans toutes ces fractions, les paramètres coefficients 
ne sont assujettis qu'à des relations d'inégalité et peuvent demeurer 
arbitraires chacun dans une petite, aire du plan où on le représente 
par un aiïixe.) 

Dans tous ces exemples, pour lesquels, dans les applications i°, 
2°, 3°, 4° de la deuxième Partie, on a fait remarquer qu'ils étaient 
les plus simples possibles, on trouve déjà des courbes séparatrices 
pour les domaines qui sont loin d'avoir la simplicité des courbes 
analytiques. C'est pourtant déjà un grand point que de pouvoir 
dire qu'elles sont des courbes de Jordan simples fermées. 

102. Cinquième exemple. — Voici maintenant un exemple plus 
compliqué, où certains domaines ont pour frontières des courbes du 
Jordan simples fermées, et d'autres des courbes continues fermées, 
mais qui ne sont pas simples, car elles ont des points doubles denses 
partout sur elles-mêmes. Je veux parler de la fraction 

—r_—: -0(-) 

traitée à la fin de la deuxième Partie (p. 158 et suiv.). 
Envisageons le domaine R, entourant le point limite ζ = ι : 

c'est la limite des aires (I" , ), (1\.2), ..., (Γ... antécédentes de 
l'aire Γ( \ z — ι ) qui entourent cette aire. On a déjà fait remar-
quer que, en dehors des cercles Γ, Γ' qui servent à définir R, et R'( 

(j'emploie les notations de la deuxième Partie), on avait 

—r_—: -0(-) 

c'est dans cette région extérieure à Γ et lv que sont tracées les 
courbes Γ-,. Dans cette région on a 

^| = |Ψ'(
3ΙΜ

£|· 

On peut donc conclure, comme on l'a fait pour R
0
 dans l'exemple 



SUR L ΓΓ10RATION DES FONCTIONS RATIONNELLES. 2'2I 

z, = (IU(Î lus courbes Γ .,·, antécédentes de Γ qui entourent Γ, 

tendent uniformément vers une courbe limite ε qui est une courbe 
continue représentable par les équations 

(Z) x~ f(l), y — g(l) pour ol / S i, 

/ et g étant deux fonctions continues de t. Tout point de la frontière 
de R, est un point de ε, et l'on voit qu'il est accessible par Vinté-

rieur de R,. Tout ceci se fait à l'aide des trajectoires orthogonales 

de l'anneau (Τ,Γ_,) qu'on prolonge dans tout R
(
, ainsi qu'on Ta 

vu pour ζ, = ;— 

D'autre part, j'ai montré \voir p. 166, note (l) | que tout point de 
la frontière de R, est simple pour cette frontière. On en conclut 
donc que cette frontière ε est une courbe de Jordan simple fermée. 
La même conclusion s'impose pour la frontière z' de R',, qui est 
symétrique de ε relativement à l'origine, et aussi pour les frontières 
de toutes les aires R7' et R, ' de R, et R', qui constituent les 
domaines totaux de convergence vers (+ 1) ou ( — 1). 

La frontière E' du domaine R* du point à l'infini, est une courbe 
continue 

■' =/( Oi y=g(t) (o<t< 1), 

car on peut la définir, à partir du cercle C, |z| = 3, comme limite 
des L / antécédentes de C qui convergent uniformément vers leur 
limite, à cause de l'inégalité 

l'V<=)l4 

vérifiée hors de Γ et Γ', c'est-à-dire dans toute la région où sont 
tracées les L_,· (*). Mais, sur cette frontière, on a vu que l'origine était 
point multiple, ainsi que les antécédents de cette origine, qui sont 
partout denses sur Ε'. E' est donc continue et fermée, mais η est 
point « DE JORDAN, SIMPLE », E' est formée de la réunion des courbes 
de Jordan Z, Zr, de toutes leurs antécédentes, et de tous les points 
qui sont des points limites pour l'ensemble de ces antécédentes 
(points au voisinage desquels se pressent une infinité de ces anté-
cédentes). 

(') On verrait, comme dans les précédents exemple*, que tout point de E' est 
accessible par l'intérieur du domaine R

w
 du point à l'infini. 
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QUATRIÈME PARTIE. 
L'étude des convergences singulières. 

105. Je me suis attaché surtout clans les deuxième et troisième 
Parties à l'étude de la convergence vers un point limite à conver-
gence régulière | ζ = ο (ζ), | 'f'( £) | < J |, ou vers un groupe circulaire; 
limite \ζ = |->;,('() | < ι]. 

Déjà, dans ce champ de recherches, les résultats ont été nouveaux 
et variés. La considération de l'ensemble parfait E' a dominé cette 
étude et a jeté sur elle un jour précieux. Je vais maintenant m'oc-
cuper des cas singuliers : points racines de 

ζ — ? (ζ) où I ο' ( ζ ) I ~ ι 
ou de 

ζ — ορ(ζ) avec I ν',,ΐζ) | " Ι-

Ε'étude est moins aisée que celle des points limites réguliers. 
Les résultats que j'ai obtenus ne sont pas tout à fait généraux, 
mais, ainsi qu'on le verra, ils permettent déjà de se faire une idée 
convenable de la question qui est diiiicile. Pour l'historique, je 
remarquerai que M. Leau a, dans sa thèse, étudié les environs d'un 
point ζ = φ (ζ) où φ'(ζ) = r. Mais on peut dire plus que ce qu'il 
a dit, à condition de se servir de l'ensemble Ε'. 

M. Fatou, dans sa Note du 21 mai 1917, étudie les cas singuliers 
relatifs aux fractions à cercle fondamental; ce sont toujours des 
cas ζ = ο(ζ) avec φ'(ζ) = 1 et ils sont très simples. Je donnerai 
des compléments à tous ces résultats connus et l'on verra claire-
ment la raison de leur simplicité. Je donnerai des exemples moins 
aisés à traiter et d'une portée plus générale que ceux jusqu'ici 
étudiés. Enfin j'esquisserai pour le cas général des points ζ -= 9(C)? 
ο' (ζ ) = e'°, 0 étant réel et quelconque, un mode de raisonnement qui 
réduit les hypothèses possibles à deux, telles que la réalisation 
de l'une, si elle est reconnue dans un exemple donné, exclut la pos-
sibilité de l'autre pour ce même exemple. Je n'ai pas réussi jusqu'ici, 
quand 0 est incommensurable à 2-, à décider Q) si l'on peut 

(*) J'ai réussi, postérieurement au dépôt de ce Mémoire, à exclure l'une des 
deux possibilités; cela fera l'objet d'un Mémoire ultérieur. 
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construire des exemples de fractions z(z) pour chacune des deux 
possibilités précédentes. Pour 0 commensurable à 2îî, et z(z) ra-
tionnel, c est toujours Γ une des deux hypothèses, toujours la même, 
qui est vérifiée et jamais l'autre. 

104. Elude des points 'Ç = ?(ζ) avec '/(ζ) = e'° et ζ = 9,,(ζ) avec 
9, ('£) = c'9, lorsque 0 e.s·/ commensurable À ΊΤ.. - Je vais montrer 
qu'un point appartient toujours à E'. 

Il suffit de considérer un point ζ = ΐ(ζ) avec δ/(ζ) = 1, car : 

i° si l'on avait ζ = ο(ζ) avec ο'(ζ) = e la substitution z
lf
= z

t
,(z) 

admettrait le point double 'C = zg('C) avec 0' (ζ) = ι et cette substi-
tution zu= z

t/
[z) ayant même E' quez, = o(z) le théorème sera 

démonlré; 20 si l'on a ζ — (ζ) avec 9,(ζ) = e , la substitution 

zp — zp(z) aura le point double ζ = ?/<(0 ^vec 9,(ζ) — a '* et l'on 
retombe sur le i°. Dans tout ce qui va suivre, je me bornerai 
donc aux ζ = 'f(C), 9'(ζ) = i, les extensions à i° et 20 étant très 
faciles. 

On peut supposer que ζ est à l'origine : ζ = ο; alors soit 

0(5) 3 -t- a
H
 s" -i". · · ( η ■ ) 

le développement de Taylor de z. On aura 

?y»( - ) - Η- + · · · (/> - I , 3, . . . , X). 

Les fonctions zp(z) sont nulles à l'origine. Si l'origine n'était 
pas point de E', la suite des zp serait normale dans une petite 
aire D entourant O, et comme les z>

p
 sont bornées en Ο elles le 

seraient dans tout D. On pourrait en extraire une suite infinie φ , 
ζ , ... qui, dans D, convergerait uniformément vers une fonction 
limite f(z) analytique dans D, pour laquelle /(O) = o, f'(ζ) = 1. 
Ceci est impossible puisque le deuxième coefficient du développe-
ment de Taylor de ζ qui est pia

a
 devient infini avec ph Donc 0 

est un point de E', les zp n'y sont pas normales. 

1015. M. Leau (Thèse, 1897) a montré qu'un point 'C-z('C) où 
z'ÇÇ) = i pouvait être entouré d'un petit cercle contenant des 
points dont les conséquents tendaient vers ζ et des points dont les 
antécédents successifs, définis par la branche de l'inverse de ζ qui 
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égale ζ en ζ, tendaient aussi vers ζ". Je vais le montrer autrement 
à l'aide de la proposition établie dans les Préliminaires (§ 5) qui 
généralise le lemme de Schwarz. 

Débutons par le cas le plus simple, où v(z) se développe autour 
de ζ = ο par 

=i = 9(-) — - -W<
2

r-2 + ... («
2
^0). 

Considérons le cercle γ de centre α passant par l'origine, son équa-
tion sera 

zz'— et! ζ — cf.z'—Q (; el étant conjugués ) ; 
d où 

zxz\ — y! zx—y.z\ 
= [zz'—a'z — ct.z' J ·+· a

z
 z-(z'·- y! ) r a\ z'-( ζ — y. ) -+■..., 

les termes non écrits étant d'ordre ^4 si l'un suppose et. inlini-

l 'o· "»· 

ment petit du premier ordre et le point ζ choisi intérieur à γ ou sur γ. 
Si le point ζ est pris sur γ on aura, en posant α = re"\ 

- — at =/'e',<û~t~2fJ'. z- a /■ »:os9 e' ζ1—at' ~ re-i 

et par suite 
zt z\ — y! ζ, — eiz'j 4 r' cos eiM -\- a., e ih)) .., 

les termes suivants étant d'ordre 4 en r. 
La partie principale de z

x
z\— α'z

x
 — αz\, dont le signe lixe la 

position de z, par rapport au cercle γ quand r est choisi assez petit, 
étant 

4 /,:t cos- Ο <Ά ( «2 ) = r> coss Ο χ [partie réelle de azeita~\, 
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a un signe constant si ô varie de — ^ à + z décrivant γ à condi-

tion que ύ\ (α
2
β'ω) φ ο. C'est le signe — si l'on a choisi α tel que 

- < arg « -b arga2< —, 
car alors 

^ < arg («., e'">) < -^ et Λ (a, eiM) < o. 

Supposons l'argument to de α ainsi choisi tel que sl(a.,e'M) <( o : 
pour cette valeur de to on pourra choisir r assez petit (r<i·,,) 
pour que, z décrivant le cercle γ de centre a, de rayon /'(α — reIM), 
le signe de ζ, z\- a'z,— a z\ soit constamment le signe—.Alors 
le point z, sera intérieur au cercle γ et ne viendra sur γ que lorsque 
ζ viendra en O. D'après notre lernme, tout point intérieur au cercle γ 
aura O pour seul point limite de ses conséquents. 

Faisant varier OJ entre ses limites extrêmes depuis^—ixvga., 

jusqu'à — —arga2 et pour chaque valeur de ω déterminant r 

positif de façon que ζ, ζ',-a'z, —y.z
l
 (α = rem) soit constamment 

négatif lorsque z décrit le cercle γ, on aura tout un domaine Δ [dont 
la forme rappelle celle de la cardioïde avec un angle rentrant nul 
en O dont la tangente (vers l'extérieur de Δ) serait la direction 
(—arga2), c'est-à-dire la direction qui va de O à a[

2
 conjugué de a\ 

tel qu'un point intérieur admettra O pour seul point limite de ses 
conséquents. 

Si l'on pusse à la branche de fonction inverse nulle à l'origine, 
011 aura 

:· — ψ(=l) — + ...., 

et les mêmes considérations donneront un domaine Δ' sensiblement 
symétrique de Δ par rapport à O, dont tout point a des antécédents 
successifs définis par ψ(ζ) qui tendent vers O et vers 0 seulement. 
Δ et Δ' ont une partie commune à cause de leur forme en cardioïde. 

Dans toute région intérieure à Δ, les ο,·(ζ) tendent donc vers zéro 
uniformément et forment une suite normale. Δ est donc intérieur 
à une région R du plan z, d'un seul tenant, limitée par l'ensemble E' 
telle que tout point intérieur à R admette 0 pour seul point limite 
de ses conséquents. R sera le domaine de convergence immédiat 
du point 0. (Nous verrons que R peut ne pas être le domaine total 

Journ. de Math. (7« série), tome IV. — l'';isc. II, ioiS. 2Ç) 
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île Ο.) Il est clair que. si l'on pari d'un polit cercle, c onlourant Ο et 
intérieur à .l'ensemble de Δ et de Δ' et si l'on prend les antécédentes 
successives de l'aire (c) par la branche de ψ(ζ) qui est nulle à l'ori-
gine, la portion de (c) qui est intérieure à Δ' aura des antécédentes 
qui tendront vers Ο et celle qui est intérieure à A aura des antécédentes 
qui tendront vers le domaine R. R est donc la limite «les aires (CL,·) 
antécédentes successives de l'aire (c) dclinies par la branche de 
ψ(ζ) nulle en () (1). 

106. Tout ce qui précède suppose évidemment a., φ ο et tombe si 
a., — o, mais on peut présenter des considérations plus générales, 
inspirées du cas précédent, et plus faciles à suivre quand on a bien 
compris le cas α.,φ ο. Soit, généralement, le développement autour 
de (), 

s, = 9 ( 3) 3 4- a ρ :■>' -+-... («/,/-0, /»L). 

Cherchons à remplacer le cercle γ précédent par une courbe ana-

Kig. -i-. 

logue Γ passant par l'origine : nous prendrons une boucle de la 
rosace r'1 — aRcosnO (dont l'axe OA l'ait l'angle α avec OX, et nous 
cherchons à determiner η, y, a (a assez petit) de façon que, ζ = rc"0fα 

décrivant cette boucle Γ, z
t
 reste intérieur à la boucle et TU; vienne 

sur la boucle que lorsque viendra en (), amenant aussi z
(
 en 0. 

La boucle Γ sera définie par 

-n _. f.n ^ii/iΟ ι-x) —■ ^η (jiii(b+x) . 1 . 

-n _. f.n ^ii/iΟ ι-x) —■ ^η (jiii(b+x) . 1 . 

-n _. f.n ^ii/iΟ ι-x) —■ ^η (jiii(b+x) . 1 . 

θ varianl de —à 4-

(0 Si une (C_,) vient à contenir un point critique de la branche considérée, 
cela ne gênera pas, ainsi qu'on Ta déjà vu. Je montrerai que ce fait se produit 
toujours ici : le domaine H contient toujours un point critique de ψ(-). 
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Donc 

(Γ) ζ " — — :· " — o. 

Considérons, a étant posit if infiniment petit du premier ordre, la 
quantité 

(Γ) ζ " — — :· " — o. 

on aura, en développant o et se rappelant, que s est sur Γ, 

(Γ) ζ " — — :· " — o. 

les termes non écrits étant d'ordre supérieur à 2n-\- ρ—ι par 
rapport à a pris comme infiniment petit principal. Le signe de o, 
si a est choisi assez petit, est done, quel que soil, s sur Γ, le signe de 

(Γ) ζ " — — :· " — o. 

qui se réduit, en prenant η — ρ ι, à 

(Γ) ζ " — — :· " — o. 

Si donc on prend α tel que 

- < // y. h nrg a,, < — ( mod a r. ), 

on voit que l'on pourra ensuite déterminer a assez petit pour que, 
s décrivant la boucle Γ d'axe OA (OA faisant avec OX l'angle a), 
d'équation r"=o*cosnO par rapport à OA, le signe de ο soil 
constamment celui de Λ ( ape'"*) qui. est négatif. Alors, o étant 
constamment négatif, z, sera intérieur à la boucle considérée Y 
et ne viendra en O que si ζ vient en O (z, sera évidemment intérieur 
à la boucle considérée, et non à une autre boucle de la même rosace, 
parce que ζ, diffère de ζ par un infiniment petit d'ordre p>2). 
Un raisonnement tout pareil à celui qu'on a fait pour p = 2 et 
une extension immédiate du lemme qui nous a servi, au cas où Γ 
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remplace le cercle γ (χ), prouve alors que tout point 3 intérieur 
à Γ admet Ο pour seul point limite de ses conséquents. 

Les inégalités 

- < ny. argcip < (mod:?7r), 

η ~ j) — ι 

prouvent que la direction déterminée par l'angle α peut être prise 

arbitrairement dans p--i—n angles égaux chacun à ^(angles 

hachurés), régulièrement disposés autour de Ο. A chaque α ainsi 

Fig. u». 

déterminé correspond un a assez petit, jouissant de la propriété 
précédente (on pourra prendre le plus grand nombre a jouissant 
de la propriété). Puis, y prenant ainsi toutes les valeurs admis-
sibles, Γ balaiera un domaine Δ qui aura η — ρ — ι pointes rentrantes 

(') Cette extension peut se faire en représentant Γ conformément sur un 
cercle y par la transformation Z = z'l\ alors Z, devient une fonction de Ζ régu-
lière dans le cercle y jouissant des propriétés prévues par notre Iemme. En O, il 
est vrai (α), Z, n'est pas analytique en Z, elle est algébroïde en Ζ autour de O, 

mais Z tendant vers O par l'intérieur de Γ, on voit que Z, lend vers zéro, C-

tend vers i, tend vers une limite bien déterminée finie, en sorte que le 

lemme continue de s'appliquer. 

(") On a aux environs de O, dans Γ, Ζ, = Z-t-(/> = i)r//;Z--!-Z2Î (Z), s(Z) tendant vers 
zéro avec Z mais n'étant qu'algébroïde en Z. 
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on Ο dont les tangentes sont les bissectrices des angles qui séparent 
les angles balayés par OA. Tout- point■.•■intérieur à A aura Ο pour 
seul point limite de ses conséquents. 

Si l'on considère la branche ψ(ζ) inverse de ç qui est nulle en 0, 
on aura, tout comme pour a., φ ο, 

; _ ψ( ζ, ) Ζ, — Ci/tz'( -h . . ., 

et l'on tombe sur un domaine A', analogue à A, ayant cette fois pour 
pointes les bissectrices des angles hachurés (A' sera sensiblement 
symétrique de A par rapport à une quelconque de droites qui 
déterminent les angles limites de α dans les inégalités précédentes). 
A et A' auront des parties communes [m en général opposées par 0) 
à cheval sur les m demi-droites limites des angles hachurés. 
Tout point intérieur à A' aura des antécédents successifs définis 
par ψ(ζ) qui tendront vers O. 

Si donc on envisage un petit cercle c entourant l'origine et assez 
petit pour être intérieur dans toutes ses parties soit à A, soit à A', 
et si l'on prend les antécédentes successives de l'aire (c) conte-
nant O, à Γ aide de la br.anche ψ(ζ) nulle en O, on verra, comme précé-
demment, que ces antécédentes (c_,·) tendent pour i = οo vers une 
aire (R) limitée par l'ensemble E', qui aboutit en 0, point frontière 
de cette aire par ρ — ι pointes dont les tangentes sont les tangentes 
aux points de A; cette aire (R) pourra être formée de plusieurs 
régions distinctes aboutissant en 0 et sans connexion entre elles. 
(R) sera le domaine immédiat de convergence vers 0. 

A vrai dire, les parties de (c) qui sont intérieures à A' tendront 
vers zéro et ce ne sont que celles qui sont intérieures à A qui ten-
dront vers R. Dans toute aire intérieure à R, la suite des ©,· est 
normale et tend uniformément vers zéro. R contient A. Nous 
verrons que R peut ne pas être le domaine total de convergence 
vers O. 

107. Si, en particulier, ρ — 3, on peut avoir un résultat plus 
simple. Prenons 

r, — c -h a3 r··1 -f-. . ., 

s', —='+«', 3«-b..., 

et cherchons encore un cercle Γ passant par O, qui contienne son 
conséquent. Il faut déterminer le nombre complexe α = re'w de 
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façon que si 
ζ ζ'— a'.c· — ctz'~ ο, 

avec 
; — a — r e< «■>+»«), : — o.r cosiM(w tfj:, 

0 variant de - - à 4- -» on ait 
2 2 

'J,= 3,3', — *'ZX— CCz\<0. 
Or 

ôi= Λ| α'33'3(5 — α)] +. 

les termes non écrits étant de degré L\ en r pris pour infiniment 
petit principal, δ, a le signe de A[d

3
zn(z — a)) si r est pris assez 

petit, et cette dernière quantité n'est autre que 

A f α'3.8 r* eos3 θ e'(îw-t-O) j. 

0 variant de -—-"à + cette quantité n'aura un signe constant, 

qui sera négatif, que si l'on a pris 

2 M -h arg α'.
Λ ~r. ( mod 2 π ). 

Ceci détermine deux directions opposées sur lesquelles doit se 
trouver a. On prendra r assez petit sur ces directions pour que, 
ζ décrivant Γ, δ, soit négatif, et par suite z, soit intérieur à Γ. 
Donc Δ ici accède en ( > par deux pointes opposées, et il est plus simple 
de prendre pour Δ l'ensemble des deux plus grands cercles tangents 
extérieurement en 0 qui satisfont à la dernière condition énoncée ; 
prenant les antécédentes successives des aires intérieures à ces deux 
cercles, on aura à la limite le domaine de convergence vers O. 

108. Ceci a lieu par exemple pour les fractions singulières à 
cercle fondamental de M. Fatou (Comptes rendus, 21 mai 1917). 

Considérons 

3, = ^ -H V — ( b, > o. a; réel ). 

(L'axe réel est cercle fondamental.) 
Le point à l'infini est un point limite singulier. 
En effet, on peut écrire autour du point ζ — oc 

z1=
 +

 e,=2>,
 e,=_2£. .... 



SUR i/lTÉHATION DES FONCTIONS RATIONNELLES. 2.31 

la série du deuxième membre convergeant pour ζ assez grand. 

Posant ζ — Lt z, — il vient 

L. ' -θ^λ + Ο,Υβ -Γ' · . . 

OU 

L. ' -θ^λ + Ο,Υβ -Γ' · . . 

le dénominateur convergeant pour Ζ assez petit, ou 

Z, = Ζ + Ζ3 -H . . .. 

Ou est ici dans le cas a2=o, α
3
φο. 

On sait que tout point intérieur au cercle fondamental admet 
Ζ = ο pour* point limite de ses conséquents. E' est ici le cercle 
fondamental tout entier {voir EATOU, p. 807). Dans cet exemple, les 
deux directions opposées que j'indiquais précédemment sont portées 
par la droite joignant le point limite singulier au centre du cercle 
fondamental (l). Γ est un cercle quelconque tangent en Ζ = ο, au 
cercle fondamental, c'est-à-dire à l'axe réel. 

109. Autres exemples : I. ζ, — z-\-z2. L'origine, est point limite 

singulier vers lequel tendent les conséquents du point s =— l- qui 

annule z>'(z). L'infini est l'autre [joint limite. Le cercle Γ de dia-
mètre (ο, - -1) appartient au domaine de 0. En effet, on voit que 
la condition pour que 

L. ' -θ^λ + Ο,Υβ -Γ' · . . 
est 

.Ή (1 4-5) r;o, d'où ,·ι\(ν)_—t. 

On en conclut que pour tout point du cercle Γ de diamètre (ο, —1) 
( sauf pour -1 qui étant antécédent de Ο est de E' ), on a 

Ai~ ) <<Λ ( ; y 

(' ) Ici, la perpendiculaire en Ζ — ο à l'a\e réel. 
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et, par suite, le conséquent est intérieur à Γ, puisque l'équation 
de Γ est 

Ici a
2

— ι. La direction de la tangente à la pointe du domaine 
de Ο qui est (— arga

2
 ) est bien ici la direction OX puisque arga

2
 = o. 

Ι'·8· -9· 

Si donc on prend les antécédentes successives de l'aire (Γ), les 
aires (Γ_,·), toutes simplement connexes, tendront vers le domaine 
R„ (-1) de l'origine. Les courbes Γ_/, frontières de ces aires, tendent 
vers un continu linéaire qui est E' et qui sépare R„ de R* domaine 
du point à l'infini. Hors de Γ, on a 

l®'(0 I > |as - ι f > r -

Donc, des considérations bien simples et que la troisième Partie, 
nous a rendues familières prouvent que les Γ_, tendent unifor-
mément vers leur limite E' qui est une courbe de Jordan simple 
fermée passant par Ο et —ι tangente en >) à la direction OX,. 

110. II. Prenons ζ, =z4- zn. Les zéros de o'(z') sont z — àz ou 

s'assure de suite que leurs conséquents tendent régulièrement vers Ο 
en restant sur l'axe imaginaire. En dehors de 0, il n'y a donc ni 
point limite ni groupe circulaire limite. Le domaine immédiat du 
point Ο se compose de deux aires simplement connexes symétriques 
par rapport à 0, tangentes en 0 à OX et qui s'obtiennent respecti-

(l) Γ{
0 comme H*, chacun simplement connexe et d'un seul tenant, sont à la 

fois domaine immédiat et domaine total de convergence vers le point limite 
qu'ils contiennent. 
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vement à partir de deux cercles Γ et Γ' symétriques par rapport à O, 

tangents en Ο à OX, et de rayon quelconque pourvu qu'il soit^· 

On peut supposer, si l'on veut, que ce rayon est Γ et Γ' passent 

alors par i et —· i antécédents de O. 
On vérifie, en effet, que 

•(s)·"':)'· '(τίτ·)· 

dont le signe est celui de -"»( ζ -f [ deux nombres inverses ayant 

Fig. 3n. 

des parties imaginaires de signe contraire. Donc, si ( ζ | < ι et si 
Λ(Ζ) > o, on aura 

Ai~ ) <<Λ ( ; y 

Donc, si ζ est pris intérieur à Γ ou sur Γ (ailleurs qu'en ζ-- i), 

on aura un point z
t
 intérieur à Γ, car l'équation de Γ est Λ ( ) — — ι, 

son intérieur correspondant à Λ ( ̂  <— ι. Γ est bien intérieur à R
0

. 

D'ailleurs on voit que ! o'(z) | = ι est une lemniscate de foyers -f~ -4= 

et ρ passant en O. et intérieure à Γ et Γ". Donc, sur Γ,Γ' et hors 

Joum. de Math. (7* série), tome IV. — KHSC. H, «tjiS. 3o 



234GASTON JCLIA. 

de Γ et Γ", on a | (ζ) | > i. On en conclut que la frontière de R
0

, 
domaine immédiat de 0, est formée de deux courbes de Jordan 
simples fermées tangentes en 0 à OX et symétriques l'une de l'autre 
par rapport à OX. R

0
 est formé de deux parties symétriques 

simplement connexes f1); chacune des deux moitiés de R
0 ne con-

tient qu'un point critique de ψ(ζ). Si l'on forme le domaine total 
de convergence vers 0 en prenant les antécédentes successives de 
chacune des deux aires dont se compose R

0
, on aura une infinité 

d'aires (limitées chacune par une courbe de Jordan simple fermée) 
dont les dimensions linéaires tendront vers zéro et qui se grouperont 
absolument comme se groupaient les aires étudiées dans l'exemple 

,, - - ; 

l'ensemble de leurs frontières formera un seul continu linéaire qui 
sera la frontière du domaine d'un seul tenant simplement con-
nexe R

x
. 

R
x
 est domaine immédiat et total de convergence vers l'infini. 

Le continu linéaire qui le borde est une courbe continue fermée 
représentable par des équations 

r:=.f(t), y τ-%(/) (/et g étant continues). 

f(a),:-/(/?). g(a) = g(b) (a<i<b), 

mais non de Jordan simple. Elle a des points doubles partout 
denses sur elle-même, ce sont les antécédents de l'origine. Tout ces 
points sont accessibles par l'intérieur de R* comme l'origine est 
accessible par les deux côtés (positif et négatif) de l'axe réel (2). 

111. Les points critiques de ψ(ζ) intérieurs au domaine immédiat 

(l) Chacune de ces deux parties se transforme d'ailleurs en elle-même par 
zt = s s3 et par les deux branches de la l'onction inverse ψ(ζ) qui se permutent 
autour du point critique intérieur à la partie considérée. 

(*) Si j'avais pris zx = ζ — ζ3, les points critiques auraient été réels, l'axe Ο y 
aurait remplacé l'axe OX. et les deux parties de R0

 se seraient trouvées placées 

comme, dans l'exemple zx
 — , les deux domaines R, et R',. 
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d'un point ζ = s(u), Φ(ζ) — i (l).---Envoyons d'abord à l'infini un 
point z = z(z) où |o'(z)|> L, point de E, pour être sûr que le 
point à l'infini n'admettra pas le point ζ (qu'on peut supposer 
être l'origine) pour point limite de ses conséquents. Traçons autour 
de ζ = ο un petit cercle C limitant une aire (C), dont nous pren-
drons les antécédentes ((L*) successives parla branche de ψ(ζ) qui 
devient nulle à l'origine. Si, quel que soit i, aucune des (C_/) ne 
contenait de point critique pour la branche de ψ(ζ) envisagée, cela 
voudrait dire que les fonctions 

:· , ψ(3) - - 3 +- Α., 3- i- . . . . 

3 i ~~ ψι ( « ) .... 5 ·+·... . 

obtenues en itérant la branche ψ ( ζ) et qui sont respectivement les 
branches des inverses de s(z), ... nulles à l'origine, sont toutes 
holomorphes dans (C) |elles n'y ont ni pôles ni point critiques, 
car (C) ne contient pas de conséquent de l'infini|. Toutes ces fonc-
tions ont leur dérivée = ι à l'origine, et l'une quelconque d'entre 
elles ne prend qu'une fois chacune de ses valeurs dans (C), c'est-
à-dire que si z, et z., dans (C) sont distincts, on a ψ,(ζ,) φ ψ<(ζ2)» 
quel que soit ί. On peut alors se servir du théorème dû à M. Kœbe et 
rappelé page i3o du présent Mémoire. ψ,·(ζ) remplirait toutes les con-
ditions de validité du théorème; z décrivant C, le point z_/ décrirait 
une ligne fermée C_, dont la plus courte distance à l'origine serait 

d > )L·-.—î. p
}
 ρ étant le rayon de C. Toutes les courbes C_,· resteraient 

à une distance finie de 0, et ceci est impossible puisqu'on a vu 
que les parties du cercle C, intérieures au domaine que nous avons 
appelé Δ' dans ce qui précède, ont des antécédentes qui tendent 
vers 0. On a donc établi, en établissant que la plus courte distance 
de 0 à CL,· tend vers zéro pour i~zo, que (CL) finit, i grandissant, 
par contenir un point critique de la branche ψ(ζ) nulle en 0, et 
cela quelque petite que soit l'aire (C) initiale. On a vu aussi 
précédemment que seules ne tendaient pas vers zéro les parties 
des (C_

{
·) successives qui, n'étant pas intérieures à Δ', étaient inté-

rieures à Δ; on a vu que ces parties, intérieures à Δ, étaient inté-

(') Tout ce que nous disons s'applique à 

a (Ç ι î '/ (//, tf entiers i. 
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rieures au domaine immédiat R
0
 de l'origine. On en conclut que le 

domaine immédiat de Vorigine contient toujours un point critique 
pour la branche de ψ(ζ) nulle à l'origine, ou bien, avec moins de 
précision, qu'il y a un point critique de ψ(ζ), conséquent d'un point 
où ç/(z) = o, dont les conséquents admettent Ο pour seul point 
limite. 

112 . Le mode de raisonnement employé prouve aussi que si aucun 
point critique de ψ(ζ) η admettait Vorigine pour point limite de ses 
conséquents, Γ origine ne pourrait être de E'. En effet, (C) étant avec 
cette hypothèse choisi assez petit pour ne contenir de conséquent 
d'aucun point critique de ψ(ζ), toutes les ψ, seraient holomorphes 
dans (C) et l'on aurait des limitations supérieures et inférieures 
pour |ψ/(ζ)|, lorsque ζ décrirait un cercle déterminé quelconque 
intérieur à (C); ces limitations seraient indépendantes de Vindice i 
{voir KLEIN et FRICKE, 2E volume, p. 5oo et 5o6, pour la limitation 
supérieure de | ψ,·(ζ) | ). On en conclurait que Ο serait intérieur à une, 
région 4-, simplement connexe, d'un seul tenant, intérieure à toutes 
les (C../), cette -I se transformant biunivoquement en elle-même 
paT z, — 'ï(z) et par la branche de z_,~·ψ(ζ) nulle à l'origine. 
Cette 1 pourrait être représentée conformément sur l'intérieur 
d'un cercle de centre 0, par z=/( Z). La relation transformée entre 
Z, et Ζ, Ζ, = Φ(Ζ) serait évidemment la rotation Ζ, = Ζβ'ω (*) conser-
vant tout cercle de centre O. zt

 —■ z>[z) conserverait alors une infi-
nité de petites courbes analytiques sillonnant. -l> et entourant 0 
(à la façon des centres des équations différentielles du premier ordre). 
Il est dès lors évident que, dans l'intérieur d'une de ces courbes, 
toutes les ^(z) seraierit bornées puisque toutes les ζ

ζ
·=Φ

ί
·(3) 

transformeraient en elle-même biunivoquement l'aire intérieure 
à cette courbe. Les 'f

z
(z) formeraient une suite normale dans l'in-

(*) eita est la valeur de φ'(ζ) au point ζ— φ(ζ), et, dans nos hypothèses, 

ω = 27t ^ (p, q entiers). Si Ton avait <p'(Ç)=rri, on aurait tout simplement 

eita=n, d'où Z, = Z, impossible évidemment, car zt^éz autour de O. Four 

CO = 2Î:-) l'impossibilité d'une telle représentation conforme avec o(z) ration-

nelle résulte aussi de ce que zq — oq(z) deviendrait, par cette représentation, 
Ζ7=Ζ(β'ω^=ι) et l'on aurait <pq(z)==z autour de O. ce qui est évidemment 
impossible. 
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térieur de l'aire Λ·> et Ο ne serait pas de E'. Ceci contredit le résultat 
déjà trouvé qu'aucune suite infinie extraite de la suite des 9,(2) 
n'est normale en 0. Donc le fait que 0 est de E' entraîne qu'un point 
critique de ψ (a) doit avoir 0 pour point limite de ses conséquents. 

115. Quelques réflexions sur les points (x) 

ζ-.φ(ζ), α/(ζ):^ν". 

0 incommensurable à 2 τ. (on suppose toujours ζ = ο). — L'emploi 
simultané des théorèmes sur les suites normales et du théorème 
de M. Kœbe, indiqué précédemment, va nous conduire à réduire 
les possibilités à deux seulement. 

Entourons, comme précédemment, le point ζ — ο d'une petite 
courbe C (cercle) dont nous prendrons les antécédentes successives 
par la branche de ψ(ζ) inverse de 9 nulle à l'origine : 

φ(Ζ ) — -F-. . .. 
ψ(5 ) — c r?-'0-)-.... 

On a vu que, si aucune des aires (0_
4
) antécédentes de ( C) ne con-

tient de point critique pour la branche de ψ(2) considérée, 0 est 
centre d'une région Ί sillonnée de courbes analytiques conservées 
par z

{
 = 9(2) comme par z_

{
 — ψ(ζ). On peut, autour de 0, trouver 

une fonction holomorphe 
Z, Ζ β'1' ; 

telle qu'entre Ζ et Z, la relation devienne 

Z, Ζ β'1' ; 

f(z) satisfait à l'équation fonctionnelle 

/[?(*).! = «Λ/(*)
; 

qui est l'équation dite de Schrœder. 
Cette équation a une solution f(z) holomorphe en 0, si 0 n'est pas 

point limite des conséquents des points critiques de la branche 
ψ(ζ) nulle en 0. Inversement, si elle a une solution holomorphe 

(' ) Ce que nous dirons s'appliquera évidemment aux groupes circulaires 
limites pour lesquels ζ -=z <pf,(£), ο'η{ζ) = e'ô

t
 θ incommensurable à 2π. 
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en 0, tout point z voisin de Ο a tous ses conséquents sur la courbe 
analytique qui dérive de | Ζ | = const, par la représentation con-
forme Z = /(z), [/(o)=oJ, et sur cette courbe ses conséquents 
sont partout denses, comme sont denses sur | Ζ | = const, les consé-
quents de Ζ par Z, = Ze'f\ Donc ζ — ο ne peut être point limite 
des conséquents à?aucun point du plan. 

114. Il revient donc au même de dire que Ο est un centre, ou de 
dire que Ο n'est point limite des conséquents d'aucun point critique 
de ψ (2). Qu'il soit possible d'avoir des fonctions φ (ζ), holomorphes 
en 0, telles que pour elles 0 soit un centre, c'est ce qu'il est facile de 
voir en partant de 

Z, = Z eΛ. 

choisissant f(z) holomorphe et nulle en 0 f/(o) = o| et tirant z, 
de ζ par l'équation 

/(*1) —/(ζ)βΛ, 

qui admet une solution ζ, = ψ(ζ) holomorphe et nulle en 0 déve-
loppable par 

s, — φ(^) = ζ .. .. 

Les courbes conservées seraient ici les courbes l/(z)| = const. 
Si l'on prend, par exemple, Z = iz — z2, on aura 

?·Ζι — z\~e^(2z — ζ') et zt — 1 — ̂  1 — (2ζ — ζ1) e'{K 

:t = <ύ(ζ) ~ ze&— — e2ii>) (' ). 

Pour cette transformation, l'origine est centre et les courbes 
conservées sont les ovales de Cassini de foyers ο et 2 

I 2 Z 3* j —Κ . 

entourant l'origine (K< 1); toutes ces ovales sont intérieures à la 
boucle de lemniscate L 

12 3 — 32 ! — I 
qui entoure l origine. 

11S. Le problème revient donc, étant donnée une fraction o(z) 

(l) Celte série entière en z converge dans le cercle de centre Ο langent inté-
rieurement à la boucle de lemniscate L. | 2z — z* \ =. 1, qui entoure l'Origine. 
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rationnelle, à discerner si ζ=ο est un centre, c'est-à-dire : i° si 
l'équation 

/[?(*) 1 = *'·/(*) 

a une solution f(z) holomorphe (et nulle en O) autour de l'origine, 
ou bien i° si elle n'en a pas, auquel cas on est sûr que ζ = ο sera 
point limite pour les conséquents d'un point critique de la branche 
ψ(ζ) nulle en O. Telles sont les deux hypothèses auxquelles on est 
réduit. Nous savons que, o(z) étant rationnelle, la deuxième est 
seule possible si 0 est commensurable à 2τ:, nous l'avons reconnu au 
paragraphe précédent, et nous avons vu que l'impossibilité de la 
première hypothèse venait de ce fait que ζ = o était, pour θ com-
mensurable k ir., un point de E7. Cela résultait pour nous alors du 
fait que ζ = o était toujours limite des conséquents d'un point cri-
tique de la branche ψ(ζ) nulle en O. On peut dire aussi que, dans tous 
les cas où la première hypothèse sera vérifiée, l'aire (Γ) intérieure 
à une courbe | f(z) | = const, (la constante étant assez petite), se 
transformant en elle-même biunivoquement par z

i
 = z>(z) et son 

inverse z_, = ψ (z), on est sûr que la suite des ç,(z) sera bornée dans (Γ) 
puisque toutes les zi=oi(z) transforment (Γ) en elle-même, donc 
la suite des o, sera normale dans Γ. O ne sera pas point de E7. 

Ainsi, la première hypothèse ne peut se trouver vérifiée que si 
ζ = o n'est pas de E7. Dans tous les cas où l'on constatera que ζ = o 
est de E7, on pourra affirmer que la deuxième hypothèse seule se 
vérifie, et l'équation de Schrœder n'a pas de solution holomorphe 
et nulle en O. 

116. Montrons qu'effectivement, si ζ = ο n'est pas de E7, c'est-
à-dire si les 9/(z) forment une suite normale (x) dans l'aire R 
(limitée par E7) d'un seul tenant qui contient le point t = o consi-
déré, la première hypothèse se réalise toujours. 

Entourons en effet ζ = o d'une petite aire D, intérieure à R, 
dans laquelle la suite des 0/(z) est normale. Celle des o'.(z) l'est 

aussi, ainsi que celle des En O on a | ç/.(z) | = 1, quel que soit i. 

(' ) On supposera toujours que l'infini est un point de E, en sorte que, dans R, 
il n'y ait aucun pôle pour les φ/(5) et pour leurs fonctions inverses, ces pôles étant 
les antécédents et les conséquents de l'infini se trouvent alors tous être dans E', 
c'est-à-dire non intérieurs à R. 
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Les 19/(2)1 bornés en 0 sont bornés dans D, ainsi que les ■ · 

Donc, dans D, assez petite, on aura 

£-<1 ?/(*)!< κ (K>i), 

quel que soit i. 
On pourra aussi borner supérieurement les | ?/(z) | dans D. 
Les ?/(z), nulles en 0, ayant leurs dérivées toutes égales à ι 

en module en 0, une suite extraite des φ,·(ζ) ne peut converger uni-
formément dans D vers une constante, car il faudrait pour cela 
que les valeurs en D des dérivées des fonctions de la suite con-
vergeassent vers zéro. On peut donc trouver un nombre Ν tel que, 
quel que soit i, et quel que soit le nombre complexe a, aucune des ©,· 
ne prenne dans D plus de Ν fois la valeur a. 

La suite des est, dans D, normale comme celle des et 

bornée. Si 
;, = ?(*) = ze»+ .... 

on voit que 
:■/. = ?/,·(-) = - <Aii) + . . . : 

donc, pour ζ = ο, toutes les — sont holomorphes et le point ι est 

un point limite pour les valeurs de ces fonctions en 0. Choisissons 
alors une suite d'indices n1t n3, ... tels que les valeurs ... 

tendent vers i. En 0, la suite des ΦΑ(ζ) — tend vers ι. 

Donc, on peut extraire de la suite des n
t
 une suite N,, JN\, ... telle 

que ΦΛ,(ζ), ..., Φ*.(ζ), ... tende dans D uniformément, soit vers la 
constante i, soit vers une fonction Φ(ζ) holomorphe en 0, prenant 
en 0 la valeur ι. 

Dans la deuxième hypothèse, Φ(0) étant égal à i, toutes les fonc-
tions Φ> (z) prendraient dans un petit cercle de centre 0, à partir 
d'un certain rang, la valeur i. Donc, toutes les équations Φ

>;
(ζ) = ι 

ou γ
9
i (z) = z auraient toutes, à partir d'un certain rang, des solutions 

dans tout cercle de centre Ο. 0 serait un point de E', ce qui est 
absurde. 

Reste donc la seule hypothèse que les Φ\, (ζ) tendent vers la cons-
tante ι dans D, c'est-à-dire, les 9>,(z) tendent uniformément vers ζ 
dans D. (On voit dès ici apparaître le centre z = o.) 

Dans ce cas, on peut tracer autour de 0 un cercle dans lequel 
aucune fonction ©,(z) ne prenne la même valeur en deux points 
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distincts. En effet, admettre le contraire serait admettre l'existence 
d'une suite, infinie de rayons p,· tendant vers zéro, de couples de 
points distincts z„ z

n
 intérieurs respectivement aux cercles de centre 

O, de- rayon 0,·, et d'indices /t, grandissant indéfiniment, tels que 

?«,·( -'/ ' - ?//, ( )· 

De la suite des , on peut extraire une suite tendant unifor-
mément dans D vers une fonction /(z) non constante, puisque 
en Ο tous les $„[z) sont = 1; /(z) est nulle en O, et sa dérivée 
est en module = 1 à l'origine. Donc-, f(z) représente conformément 
un cercle assez petit de centre O sur une aire (jut ne se recouvre 
nulle part, c'est-à-dire que- /(z) prend des valeurs distinctes en deux 
points distincts quelconques intérieurs à un cercle assez petit 
de centre O; pour ί assez grand, les (z) diffèrent aussi peu qu'on 
le veu t de /(z); ils ne peuvent donc prendre la même valeur en deux 
points distincts voisins de O, comme 011 vient de le supposer dans 
l'hypothèse. La contradiction qui se rencontre montre donc qu'on 
peuL trouver un petit cercle γ entourant O dans lequel, aucune 
des 9;(z) ne prend la même valeur en deux poinLs distincts. 

On peut alors, les ç>/(z) étant holomorphes dans γ, ayant en O 
leurs dérivées = 1 en module, et jouissant do la propriété qu'on 
vient de montrer, leur appliquer le théorème de M. Kœbedéjà men-
tionné. Les conséquentes do l'aire (γ) sont des aires simples, sim-
plement connexes, ne se recouvrant nulle part et dont les contours 
restent à distance finie, et supérieure à une limite fixe, de l'origine. 
On eu déduit l'existence d'une aire -1 intérieure à toutes les (γ,·), 
simplement connexe, entourant O. ,t> sera transformée biunivoquc-
ment en elle-même par z, = o(z) et par la branche de ψ(ζ) nulle en O. 
La représentation conforme de -h sur un cercle de centre 0, avec 
conservation de l'origine prouve ici encore que l'origine est un 
centre. On entourera O d'une- famille de courbes analytiques qui se 
conservent biunivoquement par z, = 9(2). Les conséquents d'un 
point z assez voisin de O seront partout denses sur la courbe analy-
tique qui passe en ce point jeu particulier, il y aura une suite d'in-
dices n,, n.j, ... tels que 9„ (z) tende vers z uniformément clans 4>J. 

L'équation de Schrœder 

F| 0(5 )] = «?<" 14 z) 

aura une solution nulle à l'origine, holomorphe eu 0. Et, d'après 
Joum. de Math. (7· série), Lome IV. — Fas:. II, KJI^.31 
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les propriétés des domaines R limités par Ε' (A), F (ζ) sera holo-
morphe dans tout ce domaine R, tout R sera sillonné par des 
courbes analytiques conservées par z

t
 = z>(z). ζ= ο ne sera limite 

pour les conséquents d'aucun point du plan. 

1 17. Ainsi, lorsque 0 est incommensurable à 2-, nous n'avons le 
choix qu'entre deux hypothèses : 

r° ζ = ο n'est pas de E'. Alors, c'est un centre. Toute l'aire R 
d'un seul tenant entourant ce centre, limitée par E', est sillonnée 
de courbes analytiques conservées parz, = o(z). Le domaine R 
ne contient aucun point critique pour la branche ψ(ζ) inverse de ο (ζ) 
qui est nulle à l'origine (2). On voit aussi facilement qu'aucun 
antécédent du domaine R ne peut contenir de point critique de la 
fonction algébrique ψ(ζ), sans que ζ = ο cesse d'être un centre. 
L'équation de Schrœder a une solution F (z) holomorphe dans Lout R 
Pour cette solution, les points frontières de R (points de E') sont des 
points singuliers essentiels, et le théorème fondamental, démontré 
dans la première Partie relativement aux [joints d4 E' et aux deux 
seules valeurs exceptionnelles, apparaît ici comme le théorème 
de M. Picard appliqué à la solution F(z) de l'équation de Schrœder. 
Tous ces faits se tiennent entre eux et tiennent à ce que les o,(z) 
sont supposées normales en ζ = ο. 

2° ζ = ο est de E'. Alors, il est limite pour les conséquents d'un 
point critique de la branche ψ(ζ) nulle en ζ = o. L'équation de 
Schrœder n'a pas de solution holomorphe à l'origine, ζ = ο n'est 
pas un centre. 

Je n'ai pas pu, jusqu'ici (3), nu; prononcer entre ces deux hypo-
thèses qui, pour un cas déterminé, s'excluent mutuellement. 11 
m'aurait fallu, pour pousser la question plus à loud, plus de temps 
et de connaissances que je n'en ai. de, me réserve d'y revenir 
plus tard, s'il y a lieu, car peut-être l'utilisation de l'équation de 
Schrœder conduira-t-clle à trancher la question. 

Si, en effet, on cherche Jes coefficients de Taylor de F(z) satis-

(') Toute suite extraite des φ„ (ζ), qui converge uniformément dans une partie 
de K, converge uniformément clans toute aire intérieure à It. 

(2) .\i pour les ψ/(·3) itérées de ψ(ο), branches inverses de 9/(5) qui sont 
nulles en O. 

(3) Voir note (')> page 223. ' 
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faisant à 
Ff.9(5)] = ̂ F(5), 

où 
Ff.9(5)] = ^F(5), 

on peut les déterminer tous de proche en proche lorsque (l'est incom-
mensurable à 2τ: (ce calcul formel est en général impossible si 
0 est commensurable à 2π). J'ai essayé de montrer la convergence 
de développemenl par la méthode des majorantes, mais toutes 
les majorantes que j'ai obtenues étaient divergentes î J'ai tenu à 
montrer cependant, que, pour >(*) holomorphe autour de l'origine, 
cette équation pouvait, dans certains cas, avoir une solution holo-
morphe, en sorte que l'existence des centres est certaine. [Exemple 
donné où F(z) — iz — ζ2, ç(z) étant une fonction algébrique de ζ. | 
Reste à savoir si, pour O(JZ) rationnelle, elle peut en avoir; il serait 
intéressant de décider soit l'affirmative en construisant un exemple, 
soit la négative. 

NOTE ADDITIONNELLE. 

118. J'ai reconnu, après le dépôt de ce Mémoire, qu'il n'était pas 
ρ ( - ) 

toujours exact de dire que l'équation ζ = o(s) — a toujours 
une solution ζ pour laquelle |ç/(C)|>r. (le serait exact si cette 
équation η avait pas de racine double, mais la présence possible de 
ces racines doubles pour lesquelles ζ=φ(ζ) el ζ'(ζ) = τ oblige à 
conclure que : 

i° Ou bien il y a une racine au moins de ζ = ο (ζ) où | ç/('£) | ]> ι ; 
2° Ou bien il y a au moins une racine ζ = ζ(ζ) où ç-'('C) =1. 
Dans le premier cas, tout ce que nous avons dit dans la première 

Partie du Mémoire, de l'ensemble E, de E' et de leurs propriétés, 
est absolument légitime. 

Toutes ces propriétés restent vraies dans le deuxième cas, mais 
elles ont besoin d'être présentées différemment. 

On reconnaît, en effet, d'abord, comme à la page 223 du Mémoire, 
que les o„(z) ne forment pas une suite normale au point ζ —9(ζ), 
?'!'0 = ι· 

Donc, dans un cercle arbitrairement petit de centre ζ, toute 
valeur déterminée, sauf deux au plus, est prise par une certaine 
fonction o„(z). (les valeurs exceptionnelles, on voit aisément, comme 
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dans la première Partie, qu'elles ne se présentent que si z, = o(z) 
se ramène par transformation homographique à z, = z*1'" ou à un 
polynome. Mais certainement ζ η'est pas valeur exceptionnelle ni 
aucun de ses antécédents. (Eu aucun de ces antécédents, les z,,, ne sont 
d'ailleurs normales.) ζ est donc nécessairement point limite de ses 
propres antécédents. Si l'on entoure ζ d'un cercle Γ sullisamment 
petit, on pourra trouver une suite ζ_„

|5
 ζ_„_, ... d'antécédents de ζ 

intérieurs à Γ et tendant vers ζ. Il y a plus. L'étude locale des environs 
de ζ, faite aux pages 224 et suivantes du Mémoire précédent, prouve 
que, si l'on entoure ζ d'un* cercle Γ sullisamment petit, on peut 
trouver deux domaines (1) Δ, et Δ, intérieurs à Γ dont ζ soit point 
frontière, Δ, et Δ^ ayant une ou plusieurs aires communes, domaines 
tels que tout point de Δ, ait tous ses conséquents dans Y (et dans Δ

<
), 

tendant vers ζ et vers ζ seul, et que tout point de Δ', ait tous ses anté-
cédents [parla branche de la fonction ψ(-), inverse de 9(5), égale à ζ 
on ζ| successifs intérieurs à J (et à Δ', ) et tendant vers ζ et vers ζ 
seul (2). Ajoutons que, dans le domaine formé par Δ, et Δ',, on peut 
enfermer un cercle assez petit I1, de centre ζ. Tout point de Γ, 
appartient donc à Δ, ou à Δ,. 

Envisageons alors un cercle I" assez petit pour laisser à son exté-
rieur un certain antécédent ζ 7, de ζ et pour que la construction 
précédente soit possible. 

(1 ) Si par exemple ζ — ο et si =: cp( z) = z -+- a., zi -t- on pourra, 
à condition que Γ soit assez petit, prendre pour Δ-j l'aire intérieure à deux cercles 
convenables passant par ζ et tangents à Γ, et pour Δ', l'aire symétrique par rap-

Γ i^. «J ι 

port à ζ. Il est alors visible que -t-Δ', contient nu cercle assez petit Γ, de 
centre ζ. 

(-) Dans Δ, la branche de ψ(ί) égale à ζ en ζ, et toutes les itérées de cette 
branche sont holomorphes. 
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Dans Γ on peut trouve·]' une suite infinie d'antécédents de ζ : 

Τ , » î II.· · · · ( Ρ ' ·>. " I " î · · ·) 

tendant vers L Si I/o η fail la construction précédente, à partir d'un 
certain indice nh les ζ..„., ζ..- sont intérieurs au cercle Γ,. 
Mais ζ_„ ayant un conséquent ζ_,, extérieur à Γ n'appartient pas 
à Δ, ; il appartient donc à Δ',, c'est-à-dire que tous ses antécédents 
par la branche de ψ(") qui égale ζ en ζ sont intérieurs à Γ et tendent 
vers ζ. On peut même entourer ζ „ d'un cercle assez petit γ pour 
que toutes les aires antécédentes successives de ce cercle par la branche 
considérée de ψ(^) soient des aires planes simplement connexes 
tendant vers ζ. Donc dans tout cercle de centre ζ, si petit soit-il, on 
peut trouver une aire plane à un seul contour γ_

Ν qui soit antécé-
dente de l'aire du cercle γ précédent. 

C.ela équivaut à dire que, quelque petite que soit une aire plane (Q 
entourant ζ, lout le cercle γ sera intérieur à un feuillet d'une certaine 
itérée de l'aire tfâ, ou bien que sur un certain feuillet de (0

N
 tous les 

points cjui se projettent à V intérieur de y ou sur γ sont des points 
intérieurs à (ûv Or on*a pu choisir γ assez petit pour que l'itérée 
γ„ contenant ζ soit une petite aire simple entourant ζ, qu'on choi-
sira précisément pour l'aire a). Et l'on a vu dans la première Partie 
( troisième corollaire du théorème fondamental) qu'il résulte de là, 
en vertu du paragraphe à des Préliminaires, que γ contient toujours 
une racine au moins de l'équation ζ = ο^

η
.{ζ) pour laquelle 

| Zi'
s+fli

(z) | Ο 1, puisque l'itérée d'ordre Ν -f- η, de γ n'est autre que ιθ
λ

, 
(0 étant identique à l'itérée d'ordre n, de y. 

On vient donc de prouver que tout point ζ vérifiant 'Ç — z>['C) 
avec 9'(ζ) = ι est limite de points-racines d équations z = z>„(z) 
où | (s) | > i. Eeci prouve bien que Ε existe, contient une infinité 
dénombiable de points, et qu'on est en droit de parler de son 
dérivé E'. L'exposition se poursuit maintenant comme dans le 
Mémoire. // 


