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SUR I,ES GROUPES RÉSOLUBT.ES. *63 

Mémoire sur tes g rod pes résolubles ; 

PAR CAMILLK JORDAN. — 

Préliminaires. 

L'objet principal de noire Traité des Substitutions était la solution 
des questions suivantes : 

PROBLÈME: A. — Construire les groupes résolubles maxima de 
substitutions entre Ν lettres. 

PROBLÈME 13. — Construire les groupes résolubles primaires 
maxima contenus dans le groupe des substitutions linéaires homo-
gènes à η variables (mod. ρ). 

PROBLÈME C. — Opérer la même construction en η employant que 
des substitutions assujetties à reproduire à un, facteur près une 
forme Φ ( mod. />) (quadratique si ρ = 2., bilinèaire gauche à deux 
systèmes de variables cogrëdientes si ρ est impair) et de discri-
minant ξ ο (mod./?). 

jNous avons obtenu la solution simultanée de ces trois problèmes par 
l'établissement d'une échelle de récurrence qui les ramène les uns 
aux autres jusqu'au moment où le résultat peut s'écrire immédia-
tement. 

Dans un Mémoire postérieur (Memorie délia Pontificia Accademia 
Romana dei Nuooi Lincei, vol. XXVI), nous avons simplifié cette 
analyse et montré que les mêmes procédés de réduction ne cesseraient 
pas de s'appliquer si, dans l'énoncé du problème C, on supposait Φ 
quadratique et ρ impair, ou Φ bilinèaire et ρ - ·*. 

Mous avons toutefois fait remarquer à la fin de ce travail que parmi 
Journ. de Math. (-· série), tome LU. — Kasc. IV, 1917. 35 
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les nombreux groupes que fournit la méthode il en est quelques-uns 
qui ne sont pas maxima. La solution ne sera donc pleinement 
satisfaisante que lorsqu'on aura indiqué le moyen de les exclure. 
I /espace limité dont nous disposions ne nous permettant pas de dresser 
le Tableau complet de ces exclusions nécessaires, nous nous sommes 
borné à renvoyer aux Chapitres VI el VII de notre Traité, où la ques-
tion se trouve discutée, sous les restrictions imposées à la forme Φ dans 
l'énoncé primitif du problème C. Les méthodes employées restent en 
effet applicables au cas où ces restrictions seraient supprimées. 
Mais elles sont présentées dans l'Ouvrage cité sous une forme assez 
confuse, et quelques fautes de calcul s'y sont glissées et sont à rec-
tifier. Nous nous proposons donc de reprendre cette discussion 
dans le présent travail, qui formera la suite naturelle du Mémoire 
des Nuovi Lincri. 

Une première Section sera consacrée à la réduction du problème A, 
sujet qui n'avait pas été traité dans le Mémoire susdit. 

Dans une deuxième Section, nous abordons les problèmes Β et C. 
Après avoir rappelé sommairement, comme la clarté l'exigeait, le pro-
cédé de construction des groupes cherchés établi dans le Mémoire des 
Muovi Lincri ('), nous donnons le Tableau des précautions à prendre 
dans l'application de la méthode pour éliminer les groupes qui ne sont 
pas maxima, et nous montrons que ces exclusions sont nécessaires. 

Il est plus malaisé d'établir qu'elles sont suffisantes. Nous y par-
viendrons en montrant qu'en désignant par L°et Le deux quelconques 
des groupes conservés, L° ne peut être contenu dans Lu sans lui être 
identique. 

Nous montrerons d'abord (Section HI) que si L° est un des groupes 
que la méthode indique comme pouvant être primaire et indécompo-
sable, il le sera en réalité. Il ne pourra donc être contenu dans L" si 
celui-ci est décomposable. 

La proposition à établir étant supposée vraie pour les groupes qui 
contiennent moins de variables que ceux que l'on considère, nous 
verrons (Section IV) qu'elle subsiste pour ceux-ci s'ils sont tous deux 
décomposables. 

Reste le cas, plus difficile, où Lu est indécomposable. Il exige, pour 

(' ) Pour les déna Migrations, nous renverrons à ce Mémoire en le désignant par 
la notation abrégée /V. !.. 
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être traité, l'étude préliminaire de deux des propriétés de ce groupe. 
Nous assignerons tout d'abord (Section V) une limite supérieure au 

nombre des fonctions linéairement distinctes qu'une de ses substi-
tutions peut laisser inaltérées. 

Nous étudierons d'autre part certains de ses sous groupes abéliens et 
nous déterminerons une limite supérieure de leur ordre (Section VI). 

La combinaison de ces résultats nous permettra d'achever la démons-
tration du théorème : 

i° Si L* n'est pas indécomposable (Section VIT"), 
2" S'il est indécomposable (Section VIII). 

I. — Réduction du problème A. 

1. Groupes primitifs. Un groupe résoluble G de substitutions 
entre Ν lettres contient par définition un (ou plusieurs) sous-groupes 
invariants abéliens (1 ). Soit F l'un de ces sous-groupes, choisi de telle 
sorte que son ordre soit minimum; nous l'appellerons la base de G. 

Si G est primitif, F sera nécessairement transitif. D'ailleurs, chacune 
de ses substitutions (l'unité exceptée) déplace toutes les lettres. Car 
soient S une de ces substitutions qui laisse immobile la lpttre a\ b une 
autre lettre quelconque; Τ la substitution de F qui remplace a par/?; la 
substitution T~'ST = S laisssera b immobile. Donc elle se réduit à 
l'unité. 

Soit ρ un nombre premier dont l'ordre divise celui de F; F con-
tiendra des substitutions d'ordre />, formant un groupe F évidemment 
abélien et invariant dans G. Son ordre sera une puissance de p, telle 
que p'1. 

D'ailleurs, F étant minimum par hypothèse se confond avec F'. 
Donc l'ordre de F, et le nombre des lettres de G, qui lui est égal, 

sont égaux à //*; F sera dérivé de η substitutions génératrices A,, ..., A„ 
d'ordre p et ses substitutions auront pour forme générale 

Α*Ά.?·\. . Λ*», 

ou y.,, ..., %
n
 varient de zéro hp — ι. 

(l) Un groupe est dit ahélien lorsque toutes ses substitutions sont échan-
geables entre elles. Nous avions donné jadis une antre signification à ce terme; 
mais l'usage ne l'a pas consacrée. 
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2. Caractérisons les ρ" lettres de G au moyen de // indices χ 
jc

n
 variables de ο à ρ — ι (modρ). La lettre à laquelle on attribuera 

les indices oo... étant arbitrairement choisie, donnons les indices 
x1,x„ à celle que la substitution A*\ .. AJ" lui fait succéder. 

L'égalité 
\·'·| V" \α· — Α.-νι-α, Λ.rtlhX„ 

montre que cette même substitution remplacera la lettre (./·,, ..x„ ) 
par la lettre (χ, H- α,, .... x„ -+- αΛ

). 
Si ρa, les substitutions de G se réduisent à celles de sa base. 

Dans le cas contraire, cherchons la forme des nouvelles substitutions 
que Ci peut contenir. 

5. Soit S Time d'elles. Elle transformera 
/. = » 

A,· en J ( / — ι, ....//) 
/. - I 

(le déterminant des a n'étant pas nul ). Or, la substitution Τ qui rem-
place l'indice 

/ ττ η 

./.·/, pa r V a,/, ./·/ ( I— ι. ....//) 
/ I 

produit ce résultat. 
On aura donc S = TU, U étant une nouvelle substitution échan-

geable à tous les A/, et par suite faisant partie de la base. 
Le groupe G s'obtiendra donc par l'adjonction à sa base de substi-

tutions convenablement choisies dans le groupe linéaire homogène. 
Celles-ci forment un groupe L isomorphe à G et par suite résoluble. 
11 devra être maximum dans son espèce. 

D'ailleurs, on peut transformer G par une substitution linéaire quel-
conque exécutée sur les variables r. Cette opération revenant à 
changer le choix des substitutions A génératrices de la base, les divers 
groupes ainsi obtenus ne seront différents que par la notation. 

i. Pour que G soit primitif, il est encore nécessaire que L soit pri-
maire. S'il existait, en effet, une fonction linéaire homogène.φ, des 
variables χ telle que ses transformées par les diverses substitutions 
de L s'exprimassent au moyen de m fonctions linéairement distinctes 
seulement, ο,, ..., φ,„, m étant moindre que /?, on obtiendrait par un 
changement de variables un groupe semblable à L dont les subslitu-
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tions auraient toutes la forme suivante : 

J·/. r?,A.r, (Ι,,,ΚιΊ',η 
( ι ) [L — \ /// ; ! /// ι- 1,n, 

·'■'/ "\! ·*'ι I- · · · -h <>ηΙ -''ti 

et si l'on réunit dans un même système toutes les lettres pour lesquelles 
les m indices .r,, ..., ont les mêmes valeurs, il est clair que les 
substitutions ci-dessus feraient succéder à l'ensemble des lettres d'un 
système celui des lettres d'un autre système. Le groupe G ne serait 
donc pas primitif. 

Cette condition est d'ailleurs suflisanle. Supposons, en effet, que G 
ne soit pas primitif. Celles des substitutions de sa buse qui ne déplacent 
pas le système .9 auquel appartient la lettre (00... ) formeront un sous-
groupe de la base. Soit p"~"' son ordre. 11 résultera de la combinaison 
de // — m substitutions génératrices <ju'il cstpermis de supposer n'être 
autres que A,„

+n
 ..., A,,. Les substitutions obtenues par la combi-

naison de celles-là étant les seules de la base qui ne déplacent pas le 
système s seront permutées entre elles parcelles des substitutions de ( ί 
qui no déplacent pas s et en particulier par celles de L | lesquelles 
laissent immobile la lettre (00...)|. Donc les substitutions de L seront 
de la forme ( τ), de sorte qu'il ne sera pas primaire. 

Lnfin, pour que G soit maximum, il fa lit encore que L soit maximum 
dans son espèce. On est ainsi ramené au problème R. 

d. (ïroupes non primitifs. — Soient Ci un groupe résoluble, entre i\ 
lettres, transitif mais non primitif; .ν,, -v..,, ..., s

m
 les systèmes, de IS' 

lettres chacun, entre lesquelles sesletlres sont supposées se partager. 
Celles des substitutions de C« qui 11e déplacent pas le système .s·,, 

sont de la forme SAT, où SA. est opérée entre les lettres de sj. et Τ entre 
les autres lettres. Llles constituent un sous-groupe Ηλ de G, qui sera 
résoluble. Les substitutions partielles S/,.'forment un groupe ΓΛ iso-
morphe à Ηλ; lui aussi sera donc résoluble. 

Or, on peu t établir entre les lettres des divers systèmes une correspon-
dance telle que parmi les substitutions de G qui font succéder «Aà st

 il 
y en ait une UA. où chaque lettre soit remplacée par sa correspondante. 

Cela posé, chaque substitution de G est de la forme VS, S,...; 
V déplaçant les systèmes en remplaçant chaque lettre par sa corres-
pondante et S) étant une substitution opérée entre les lettres de sk. 
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Or, on voit aisément que grace à la correspondance établie : 

i° Chacune des substitutions S
A
 appartiendra à Γ,, (1 ); 

2° Les groupes Γ,, ..., Γ
/η
 sont tous semblables : 

•3° Les déplacements V des systèmes forment un autre groupe Δ 
isomorphe à G et par suite résoluble ; elles transforment d'ailleurs les 
groupes Γ les uns dans les autres. 

Le groupe (Δ, Γ,, ..., F,„) sera donc résoluble. Mais il contient G. 
Donc si G est maximum, il se confondra avec lui; et sa construction 
reviendra à celle des deux groupes Δ et F, ayant respectivement m 
el N' pour nombre de leurs lettres. 

Si le groupe C. admettait plusieurs répartitions de ses lettres en 
systèmes, nous supposerons avoir adopté celle où N' est maximum. 
Dans ce cas Δ sera primitif; m sera donc une puissance de nombre 
premier, telle que pn. 

β. Soit s\, .s*
iT
 ... un autre groupement des lettres en systèmes. 

Chacun de ces nouveaux systèmes sera contenu en en tier dans l'un des 
anciens. Supposons, en effet, que l'un d'eux s

t
 contint à la fois une 

lettre a de .s·, et une autre lettre b d'un autre système, tel que s2. Les 
substitutions de F,, laissant b immobile, ne déplaceraient pass',. Les 
lettres de Γ,, qu'elles font succéder à «, appartiendraient donc toutes 
àIl contiendrait donc contre l'hypothèse plus de lettres que s,. 

Soient donc . ..., $km· ceux des nouveaux systèmes qui sont con-
tenus dans sk\ N" le nombre des lettres de chacun d'eux. La construc-
tion de Γ, reviendra à celle de deux groupes successifs, l'un Δ' de 
déplacements d'ensemble des m'systèmes Λ, ,, ..l'autre Γ,, entre 
les N" lettres de s,,. 

Si l'on a choisi les systèmes s' de Lelle sorte que LN" soit maximum, 
Δ' sera primitif et m' une puissance de nombre premier telle que ρ". 

On verra de même que s'il existe un autre groupement des lettres 
en nouveaux systèmes s", contenant chacun N"' lettres, chacun d'eux 
sera contenu dans l'un des systèmes 6·'; et que F

n résulte de la 
combinaison d'un groupe Δ" de substitutions d'ensemble entre ceux 
des systèmes s" qu'il contient (lequel sera primitif si N"' est maximum) 

(1)) Eu effet aoit^/ le système auquel V lait succéder sk> Le groupe G contient 
Li substitution U^TJ/VS' S', ... S'w qui ne déplace pas le système sj. mais 
effectue sur ses lettres l'opération S/.. 
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et d'un groupe Γ
ΙΜ

 de substitutions opérées sur l'un des systèmes v" 
que Γ,, contient. 

Poursuivant ainsi jusqu'à ce qu'on ait épuisé le nombre des groupe-
ments possibles en systèmes, on arrivera à un dernier groupe Γ,,.. . 
qui sera primitif comme les A. D'où la règle suivante pour la construc-
tion des groupes non primitifs maxima : 

Decomposer Ν an an ρ rodai, l de facteurs successifs ru, m, .. m' 
dont chacun soit une puissance d'un nombre premier; construire 
des groupes primitifs A, A', . .. A1 desubsli talions entre m systèmes s, 
pais entre m' systèmes s', etc.; enfin, entre les m1 lettres du dernier 
système sl) ; le groupe cherché sera de la forme 

(A, A'.... A') 

7. Pour qu'il soit maximum, il faut évidemment que chacun des 
groupes A, A',... le soit; mais il devra en être de même pour chacun des 
groupes (AA, ..., A1). Or, cela n'aurait pas lieu si, dans la suite des 
nombres m, mdeux nombres consécutifs étaient égaux à 2. 

Supposons, en effet, qu'on ait /// — m' = ·>. 
Nous aurons deux systèmes s,, s., que A permute entre eux ; .v, con-

tiendra deux systèmes .v', soient v
M

, .v,.,, que Γ, permute entre eux; 
A*;· en contient deux autres ν

2ι
, s.,., que Γ

2
 permute entre eux. Les 

substitutions de G opéreront donc entre les quatre systèmes s1 huit 
permutations seulement sur les ί\ qu'on peut concevoir, lesquelles 
forment un groupe résoluble D. Le groupe G = (A, A', Γ

Μ
) ne sera 

donc pas maximum, étant contenu dans le groupe plus général (D, Γ,, ) 
Nous pouvons donc formuler cette règle : 

Premier cas d'exclusion. — Dans la construction des groupes non 
primitifs, on rejettera toutes les décompositions Ν = mm'... ou deux 
facteurs consécutifs sont égaux à 2. 

Nous verrons tout à l'heure que cette précaution suffit pour éliminer 
les groupes non maxima. 

8. Groupes intransitif s. — Soit G un groupe résoluble non transitif. 
Groupons ses lettres en classes, en réunissant celles que les substitutions 
de G permutent entre elles. Chacune de ces substitutions sera un 
produit de substitutions partielles S,, Sa, ... opérées respectivement 
entre les lettres des classes r, 2,. .. Or, il est évident: i°quelessubsti-
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lutions partielles S* forment un groupe résoluble et transiting; 2°que 
le groupe ("(»,, ..G

A
, ... ) Test également. Il contient, d'ailleurs, G. 

Donc si G est maximum il sera (Je cette forme. Ainsi, pour former les 
groupes cherchés, on aura à décomposer Ν en une somme de nombres 
Ν = M, +N., + ... et à construire des groupes résolubles et tran-
sitifs G,, G.,, ... 

Le cas où quelqu'un des nombres serait égal à 1 n'est pas exclu. 
Le groupe correspondant G, se réduirait à la substitution 1. 

POUR que G soit maximum, il faulque chacun des groupes partiels G, 
le soit. Mais cela n'est pas suffisant. 

/h'tt.ricmr cas </'c.i;cJasio/i. — Le groupe G, ainsi formé, devra 
être rejeté : 

1" Si deux des groupes partiels G
n
 G

a
 sont semblables: 

20 Si (ϋ= (Λ, Γ,, Γ,., ...) est un groupe decomposable, les 
groupes Γ,, Γ., ... étant semblables à G,, et au nombre de 2 011 '1. 

Désignant en effet par D le groupe des substitutions d'ensemble qui 
peuvent être opérées entre les deux, trois ou quatre systèmes de 
lettres qui figurent dans les groupes semblables G,, (ί, ou G,, Γ,, l\. 
ou G,, Γ,, Ta, Γ.,, le groupe intransitif (G,, G2) serait contenu dans 
le groupe transitif plus général dérivé de D et de G,. 

Nous aurons à montrer que cette précaution suffit. 

9. ί ..es deux cas d'exclusion signalés plus haut sont les seuls à 
considérer. 

Nous allons démontrer en elîel que, si G et G sont deux groupes 
résolubles entre Ν lettres, fournis par la méthode précédente, G ne 
peut être contenu dans G, s'il ne lui est identique. 

Cette proposition étant supposée établie pour les groupes de moins 
de Ν lettres, sera évidemment vraie pour Ν lettres, si G n'est pas 
transitif. 

S'il est transitif, divers cas seront à distinguer. 

10. PREMIER CAS : G ri est pas primitif. — Soient .s·,, ..., s
m

 les 
systèmes entre lesquels ses lettres sont réparties. On obtiendra G en 
combinant, des groupes semblables Γ,, .... Γ

/Μ
 opérés dans l'intérieur 

de chaque système avec un groupe ΐ de déplacements d'ensemble. 
Supposons, pour fixer les idées,que G, contenu dans G, soit intran-



SU H Mis GUOl l'JSS HESOLi: HLES. ιη ι 

silif. Il résultera de la réunion de groupes transitifs ( ■,. con-
Icnant chacun une partie des lettres de <1. 

Les lettres de chacun des systèmes sn ..., s
m appartiendront toutes 

à lin seul de ces groupes partiels. Supposons, en efi'et que, parmi les 
lettres de v

n
 les unes, telles que a, figurent dans G, et les autres, 

telles que figurent dans Ga. Les substitutions de G, laissant b immo-
bile, ne déplaceront pas le système .s·,. Les diverses lettres qu'elles font 
succéder à a appartiendraient donc à ce système. Donc s, contiendrait 
toutes les lettres de G, ; il contiendrait de même celles de Ga. 

Le groupe intransitif (Gn G2) serait donc contenu dans le groupe 
transitif F, qui a moins de lettres, ce qui est impossible, par hypo-
thèse. 

Gela posé, soient .y,, ..., sk ceux des systèmes .s* qui figurent dans G,. 
Les lettres de G, admettant ce groupement en systèmes, G, sera formé 
par la réunion de groupes semblables Γ,, ..., ΓΑ de substitutions 
opérées à l'intérieur de ces systèmes avec un groupe Δ, de dépla-
cements d'ensemble. Les groupes Γ,, ..., ΓΑ étant respectivement 
contenus dans les groupes Γη ..., Γ/ο qui contiennent moins de 
Nlettres, leur seront identiques. 

Chacun des autres groupes partiels G
a

, ... résultera de même de la 
combinaison d'une partie des groupes Γ avec un groupe 1., de dépla-
cements d'ensemble opérés entre les systèmes correspondants. 

Donc G sera formé par l'ensemble des groupes Γ joints au groupe 
<Δ

η
 Δ

η
 ...) des déplacements d'ensemble qu'il fait subir aux sys-

tèmes s. 
Ce groupe (Δ,, ÎL, ...) devra être contenu dans Δ qui n'opère que 

sur m objets. Il lui sera donc identique. Cela est impossible si G est 
intransitif comme nous l'avions supposé. S'il est transitif, on n'aura 
qu'un seul groupe Δ4, identique à Δ et G sera identique à G. 

11. DËIJXIÉJIL CAS : G est primitif, mais G ne L'est pas. — On 
aura \ — //', cl les substitutions de G seront de la forme linéaire 

S :::: | 2/",
A

.R,· -H «/ | (/« -_ In). 

Cherchons combien une substitution de celle forme peut laisser de 
lettres immobiles. 

Joitrn. du Math. (7' série), tome III. - l .isr. IN, 11)17. θ(> 
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On aura à satisfaire aux relations 

u-j, : H Iffrn;../·/4- */.· ( mo«l/>). 

Si elles sont identiques, S se réduit à l'unité. Dans le cas contraire, 
supposons qu'elles se réduisent à η — ut. relations distinctes. Elles 
détermineront η — m variables en fonction des autres qui resteront 
arbitraires, ce qui (Tonne p'" solutions. Ce nombre ne peut en aucun 
cas surpasser - ρ" = -1\. 

Donc, toute substitution de G ( sauf l'unité) déplace au inoins la 
moitié des lettres. Il en sera de même pour les substitutions de G, s'il 
s'y trouve contenu. 

Donc G ne peut être transitif, et non primitif, car il s'obtiendrait 
en combinant deux groupes successifs Δ el Γ,, ce dernier étant pri-
mitif et borné aux lettres d'un seul système. Or, pour que Γ, ne 
contint pas de substitutions déplaçant moins de ~ Ν lettres, il faudrait 
évidemment : i° qu'il n'y eût que deux systèmes ; 20 que Γ, se réduisît 
à sa base et, par suite, ne contînt que deux lettres. Or, les groupes 
G = (Δ, Γ, ). ainsi formés, ont été exclus. 

12. Supposons donc G intransitif el formé de la réunion des 
groupes transitifs G,, G2, .... Chacun de ceux-ci devra être primitif 
et contenir au moins la moitié des lettres s'il en contient plus d'une. 
S'il en contient juste la moitié, il devra se réduire à sa base. Enfin, 
deux de ces groupes ne peuvent être semblables, ce cas étant exclu. 

La seule hypothèse qui satisfasse à toutes ces conditions est qu'on 
ail deux groupes partiels G,, G

3
, dont le premier soit primitif et con-

tienne ρ'1— 1 lettres, la dernière figurant seule dans G.. 
G, étant primitif, le nombre de ses lettres sera une puissance d'un 

nombre premier, telle que qnt

y
 et sa base Β formera un groupe abélien, 

d'ordre q"1 — pn — 1, dérivé de m substitutions génératrices d'ordre q. 
Les substitutions de Β laissent d'ailleurs immobile une même lettre 

de G et l'on peut supposer que ce soit celle qu'on a affectée des indices 
0,0, Ces substitutions appartiendront donc au groupe linéaire 
homogène L qui, combiné à la base Β de G, constitue ce groupe. 

13. Or nous aurons à faire plus loin (Section VI) une étude appro-
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fondie des groupes abéliens que peut contenir un groupe L. Parmi 
les résultats qu'elle-nous donnera, figure (80) le suivant, que nous 
admettrons provisoirement, à titre de postulat. 

Pour qu'un groupe abèlien contenu dans L soit d'ordre p"— 1, il 
faut qui/ résulte des puissances d'une seule substitution, d.e la 
forme 

S | .i\„v . . . . . . />„, . . .. />' .>7, ... | .(/' u, . . . , η — 0, 

i étant une racine primitive de la congruence 
/>'" "1 ' 1 ( mod fj ) 

et x„, ..., ./·„ , des variables conjuguées. 

On aura donc nécessairement m = Î, et G, formé des substitutions 
linéaires 

| \ tt\ h | ( mod f/). 

aura pour ordre 
7(ν --1 1 )(/»"—■··! 1. 

Ses substitutions sont, d'ailleurs, permutables à B, lequel est formé 
des puissances de la substitution S. Or, les seules substitutions de G 
qui soient permutables à Β s'obtiennent en joignant à S la substi-
tution 

|.r,. | | /· — ο. 1. ...,// -- I (mod />)| 

Llles forment un groupe d'ordre (p" — 1 ) //, lequel devrait contenir G ; 
d'oi'i la condition 

n L j>" — . 

laquelle n'est satisfaite que si ρ — a, η — -j, ou ρ — 1, η — ι ; mais ce 
sont des cas exclus. 

14. TROISIÈME CA.S. — G est primitif ainsi que G. 

Soient Β la base de G; Τ, le groupe primaire qu'il faut lui adjoindre 
pour obtenir G. 

Les substitutions de G seront de la forme ST, S appartenant à L 
et Τ à B- Les substitutions partielles S formeront un groupe 1, con-
tenu dans L; et, G étant supposé primitif, L sera primaire. 

On en conclut que la base B de G est identique à B. 
Supposons, en effet, qu'il en soitautrement ; et soient S, T

t
, ... 
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les substitutions généraLricesde Β. Gellesdessubstitutions partielles S,, 
So, ... qui ne se réduisent pas à l'unité sont d'ordre ρ et forment un 
groupe abélien Λ invariant dans L. 

Soit S, l'une d'elles. Elle permute les unes dans les autres les/>" - ι 
fonctions α, a?, -+- ... ■+■ σ,,χ,,. Leur nombreétantpremieràp, quelques-
unes d'enlre elles seront nécessairement inaltérées. Supposons que 
parmi ces fonctions inaltérées il y en ait k distinctes .r,, ..., ./*/.· Les 
fonctions a, au.xk seront également inaltérées et leur nombre 
pu — ι sera premier à p. 

Soit Sa une seconde substitution échangeable à S(. Elle permutera 
ces fonctions entre elles et en laissera nécessairement d'inaltérées. 

Poursuivant ainsi, on voit qu'il existe des fonctions linéaires 
«μ·, H- ... -h ftfXi inaltérées par toutes les substitutions S. Les subs-
titution.- fie I,, étant permutables à Λ, transformeront ces fonctions les 
unes dans les autres; L, ne serait donc pas primaire. 

L'identité des bases Β etB étant ainsi établie, Lsern contenu dans L; 
mais la construction le suppose maximum ; donc L — L. 

II. Réduction des problèmes l> et (1. Exclusions nécessaires. 

lii. Le problème Λ se trouve ramené, parce qui précède, au pro-
blème 13. Celui-ci présente, d'ailleurs, avec le problème C, une ana-
logie si étroite que nous abrégerons l'exposition en les traitant simul-
tanément. 

Le problème C se subdiviserait en deux autres, suivant que la forme 
invariante Φ mod ρ est une forme bilinéaire ou une forme quadra-
tique Φί. Mais nous pourrons presque toujours faire disparaître celte 
distinction par l'introduction dans les formules d'un en tier τ égal à zéro 
si Φ est quadratique, à ι si Φ est bilinéaire. 

Le d iscriminant de Φ devant être φ ο mod/?, Ιο nombre η. des 
variables sera nécessairement pair : i° si τ = ι, 2° si τ = ο, mais μ = 2. 

Les formes Φ^ (modρ) appartiennent à deux types distincts, suivant 
le caractère quadratique de leur discriminant. Si η est un nombre 
pair a «a, celles du premier type sont réductibles à la forme 

x1y1xtyt + ... -h *mym 

et celles du second type à la forme 

./·, j, -+- .. . -+- .r„,_ ,y„, , -h .r%
m

 — sryf,, (« racine primitive de />) 
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si μ est impair, on à la forme 

-*Ί V, - -ι',,, -f ,rf
H
 yl, 

si ρ = Ί. 
A ces deux types de formes correspondront deux types d i lie re η ts de 

groupes invariantifs. 
Il n'y a pas lieu de retenir cetle distinction si η est impair. Car bien 

qu'on ait encore deux types de fonctions, ils sont invariables par les 
mêmes substitutions. 

16. Une forme Φ étant donnée, soit L l'un des groupes invariantifs 
cherchés. Siyo est impair, chaque substitution S de L laissera Φ absolu-
ment invariable, auquel cas nous dirons qu'elle est propre; ou la mul-
lipliera par un facteur de la forme #P, g étant une racine primitive 
de p. Nous dirons que cette substitution est impropre et appartient à 
l'exposant p. 

Le groupe L ser a d'exposant ι s'il contient une substitution S d'ex-
posant ι ; il résulter a de la combinaison de S avec un sous-groupe L" 
formé de ses substitutions propres. 

Dans le cas contraire, désignons par g la substitution qui multiplie 
toutes les variables par g et la forme Φ par#-. Etant échangeable à 
toute substitution linéaire, elle appartiendra nécessairement à L sup-
posé maximum. L sera donc d'exposant 2 et s'obtiendra par la com-
binaison de g avec L". 

Si /> = 2, ou si l'on n'a pas de forme invariante, toutes les substi-
tutions de L devront être considérées comme propres et L = Le. 

Voici eniin une dernière proposition sur laquelle nous aurons à 
nous appuyer (Voir le Journal de TJonville, série, l. 1, 1905, p. 276 

à 284). 

ix groupe Κ, formé par toutes les substitutions qui laissent inju-
ria nia une forme quadratique Φ mod 2, possède un seul sous-
groupe invariant K', d'ordre moitié moindre et formé par les subs-
titutions paires de K. ( ' ). 

Le cas où Φ ne contient que quatre variables fait exception. Dans ce 

(') Une suh->l i lulinii e>l dite petite ou impaire -uivanl (|uo le noniiii'e «les 

fonctions linéaires distinctes qu'elle multiplie pur des facteurs constants légaux 
ou non) est pair nu impair. 
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cas, Κ. a pour facteurs de composition 2. 2.3.2.3 cl ne contient, aucune 
substitution d'ordre 8. 

17. Ces préliminaires posés, rappelons brièvement le procédé de 
construction des groupes cherchés, tel qu'il a été établi dans le Mémoire 
des Nuovi ijncri. 

Un groupe L de substitutions linéaires à u variables est dit non 
indécomposable, si les variables auxquelles il est rapporté peuvent 
être choisies de telle sorte qu'elles se répartissenl en systèmes Σ

η
 ...,Em 

contenant chacun n' variables et tels : 

1" Que toute substitution de L remplace les (onctions linéaires des 

variables de chaque système par des fonctions linéaires des variables 
d'un même système; 

2" Que la forme invariante Φ (s'il y en a une) soit une somme de 
fonctions partielles Ψ,, ..., Φ,„ ne contenant chacune que les variables 
d'un seul système. 

Le cas où chaque système serait formé d'une seule variable n'est 
pas exclu. 

Ceux des groupes à construire qui sont de cette sorte sont des deux 
espèces suivantes (N. L., $ 1ΤΠ. 

18. Groupes semi-primaires. — Leur existence suppose celle 
d'une forme invariante ayant pour expression Φ,*>Φ2

 où Φ
Μ 

Φ2 sont des fonctions semblables, contenant, l'une, les variablesx1 
.i;

3
, ..., .»„· et l'autre les variables γ,, y.,, ..., y„·. 
Construisons un groupe L, primaire, résoluble et maximum parmi 

ceux qui admettent Φ, commeJorme invariante et sont d'exposant 2. 

Soit L" le sous-groupe formé par ses substitutions propres. 
Soient L

a
, LJ les groupes semblables aux précédents, mais formés 

avec les variables^. 
Le groupe cherché L, qui doit être invariantif par rapport à Φ, sera 

formé des groupes L", L" combinés à la substitution 
.r,. .re, ... yt. j\. ... 

x1.)'s, · · · £··Ύ A'·'··., · . · 

laquelle est d'exposant 1. Si Φ est quadratique, elle sera du premier 

ou du second type suivant que ( sera ®aa' a 1 ou a ~ l-
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19. droupes (Ivronipoxahlvs. — Leur construction demande : 

ι" Celle d'un groupe G transitif et résoluble permutant les divers 
systèmes Σ,, ..., Σ,„ en remplaçant chaque variable par sa correspon-
dante : 

2U Celle d'un groupe primaire L, de substitutions linéaires entre 
les variables de Σ, (assujetties d'ailleurs, s'il y a lieu, à reproduire à 
mi facteur près, une forme Φ,, auquel cas L, résultera de la combi-
naison d'une substitution impropre S, et d'un groupe propre L, ). 

Soient LA, SA, LJ, ΨΑ ce que deviennent L,, S,, L", Φ, lorsqu'on y 
remplace les variables de Σ, par celles de ΣΑ. Il est évident que le 
groupe dérivé de G et de L, sera résoluble; qu'il contiendra 
L", .... LJ„ ainsi que la substitution S = S, S2...Sw; enfin que le 
groupe L dérivé de G, S, L", ..L", admettra la forme invariante 

Φ=_Φ, t ...Om. 

laquelle sera du premier type si elle est quadratique, à moins que tu 
ne soit impair et les formes Φ,, ..., Ψ,„ du second type. 

L'exposant de L sera d'ailleurs égal à celui de L,. 
Si, parmi les divers groupements des variables en systèmes dont le 

groupe cherché pourrait être susceptible, nous avons choisi l'un de 
ceux où les systèmes contiennent chacun le moindre nombre de 
variables, L, sera indécomposable; quant à G, nous avons déjà indiqué 
comment le problème de sa construction peut être résolu, ou tout au 
moins réduit au problème 13. S'il n'est pas primitif, elle dépendra 
de la construction de groupes primitifs successifs G,, .G/ de 
degrés y,. ..., qh les nombres q étant des puissances de nombres 
premiers et leur produit étant m. 

Pour que le groupe L ainsi obtenu soit maximum, il faut évi-
demment que G et L< le soient. Donc, dans la suite des facteurs q ne 
doivent pas figurer deux nombres consécutifs égaux à 2; mais cette 
condition n'est pas suffisante. Il faut encore que chacun des groupes 
(G*, ..G

(
, L, ), et en particulier le dernier (G,, L,), soit maximum 

dans son espèce. Celte condition donnera lieu, comme on le verra plus 
loin, à quelques nouvelles exclusions. 

20. Le procédé de construction qui vient d'être indiqué met, 
d'ailleurs, eu lumière divers groupements en systèmes des variables 
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de L. Il est clair, en effet, que le groupe ((.«,, ..., G*) représente des 
déplacements d'ensemble entre q

x
...qk systèmes contenant chacun 

qk+1...y,//.' variables, l'un d'eux étant forme des variables qui figurent 
dans le groupe (G<

+)
, G„ L<). 

Ces groiij)ements en systèmes sont, en général, les seuls possibles. 
Mous aurons toutefois à constater un cas d'exception. 

îil. Groupes complexe*. — Soient L, I/,... des groupes résolubles 
primaires contenant respectivement n. variables ... ; // variables 
y,, v'

y
, ..., etc. Leur réunion donnera un groupe résoluble de fonc-

tions linéaires de // H- //'-+- ... variables. 
Si L, T/, ... admettent des formes invariantes Φ, Ψ', ... (toutes 

quadratiques ou toutes bilinéaires) les substitutions du groupe 
L" -f- I/" formé par la i-éiinion de leurs sous-groupes propics 
n'altéreront pas la forme Φ + Φ' + 

Mous dirons qu'un groupe ainsi formé est complexe. Il joue un. rôle 
analogue à celui des groupes intransilifs. 

Pour qu'il soit maximum, il faut évidemment que chacun des 
groupes L, L', ... le soit. Mais on aura un cas d'exclusion pareil au 
deuxième cas (8). 

Troisième cas <Γ exclusion. Un groupe complexe ne sera pas 
maximum : 

i° Si deux des groupes partiels I., \J sont semblables; 
2° Ou si L' est un groupe decomposable formé de deux ou trois 

groupes semblables à L et d'un groupe G de substitutions qui les per-
mutent entre eux. 

*2*2. Groupes indécomposables. — Soit L un de ces groupes; le 
groupe L", formé par ses substitutions propres, contiendra un sous-
groupe invariant F, dit premier faisceau de L et formé des puis-
sances d'une substitution génératrice/, dont l'ordre ω sera premier 
à/?(A?./,.,§§ IV et V). ^ 

Divers cas sont à distinguer pour la formation de F : 

i° lin"y a pas de forme invariante. — Les variables formeront 
ν séries conjuguées, de α variables chacune. Mous représenterons 
celles de la première série par l'indice ./· variant de ο à α - ι, et 
leurs viémes conjuguées par x

v
. 

Toute substitution réelle devant faire subir aux variables conju-



SUR LES GROUPES RÉSOLUBLES. 219 
guées des altérations conjuguées, on simplifiera l'écriture en indiquant 
seulement ce qu'elle fait succéder à chaque variable de la première 
série. 

Soil i une racine primitive de la congruence 
ip-1β, ( modyp) 

La substitution / aura la forme 

/=| x
a
 ix

0
 |, 

et son ordre ω sera /?v — ι. 
Les substitutions de L-ne pourront être choisies que parmi celles de 

la forme 
P*O. 

Ρ désignant la substitution 
Ρ = I ,r0 .-F, |, 

et Q ne déplaçant plus les séries. 
Si p. = r, L sera dérivé des substitutions génératrices f et P, et 

aura pour ordre ω/ι, η désignant le nombre des variables. 
2° S'il y a une fonction invariante Φ, on pourra distinguer dans les 

groupes cherchés trois catégories distinctes : 

23. Première catégorie, — Les variables se partagent en deux 
systèmes associés dont chacun contient v' séries de p. variables; 
p* étant > 4· 

Désignons encore par x
r
 les variables du premier système et par x

r 

leurs associées. Si la forme Φ est quadratique, elle appartiendra au 
premier type; dans tous les cas, les variables d'un même système n'y 
figureront que linéairement. 

Le groupe L sera d'exposant i, car il contiendra la substitution 

k — t ; x xr xr gx (g racine primitive de p). 

La substitution f sera 

/= ; , c ι=i)> 

et son ordre ω sera p" — ι. 
Journ. de Math. (7· sirie), tome 111· — Ease. IV, 1917. 37 
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Les substitutions de L° seront de la forme 

RaPPQ, 
où 

R — Λν , P= Xr 'r,'+1 xr (—ι)τ.<γ a'r 

Q ne déplaçant plus les séries. 
Cette substitution Q sera d'ailleurs déterminée par la transforma-

tion qu'elle fait subir aux variables x
9
 de la première série du premier 

système; car leurs conjuguées subissent des altérations conjuguées; 
et leurs associées x

r
 devront être soumises à la substitution adjointe, 

de telle sorte que la forme 

V r x,.·x 

reste inaltérée. 
Si y. = i, L sera dérivé des seules substitutions génératrices /r, /. 

Ρ, II; et L", dérivé de/, P, \\, aura pour ordre 

r,t. ■>.*/■ - '>> /I, 

η désignant le nombre des variables. 

24. D dixième catégorie. — On a encore -></ séries, mais elles ne 
forment qu'un seul système, étant toutes conjuguées (les séries r 
et v'-f-r sont associées). Si Φ est quadratique, elle sera du second 
tvpe. 

Déterminons i par la congruence 

ir-1 = 1 (mod p), 

L contiendra la substitution d'exposant ι 
| /IV'. I ! 

* = U. i~* I: 
et la substitution 

f = kp-1 = x0 ip-1 x0 

sera d'ordre ω = ρ' -f-1. 
Les substitutions de L" seront de la forme 

PPQ, 
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Q ne déplaçant pas les séries et Ρ désignant la substitution 
/>»' — I 

Ρ— x0 i * .r, . 

(La substitution |.r
0
 x

t
 | ne serait pas propre si Φ était bilinéaire.) 

Si p. - i, L sera dérivé des substitutions /r, /, P, etL° aura pour 
ordre 

w. ·>. v' rr u. 

25. Troisième eaicgorie. — Elle n'existe que si ρ est impair. Il 
n'y a qu'une série, contenant p. variables x\ f les multiplie toutes par 
le même facteur — ι ; donc ω = 2. 

Si p. = ι, L sera formé des puissances de la substitution 

I·'· Α'·'|· 

La forme Φ sera Ar et L sera d'exposant a. 
Si p.> [, la nature de Φ et l'exposant de L seront déterminés plus 

loin. 

26. La question posée étant résolue pour u = i, il reste à achever 
la construction du groupe L lorsque p. >'· 

Elle ne sera possible que si tous les facteurs premiers de p. divisent ω ; 
et le groupe L répondra à l'une des décompositions de p. en un produit 
de facteurs 

μ — τ*'"1'. . .. 

τ:, τ.\ ... étant des nombres premiers, dont quelques-uns peuvent être 
égaux (iV. />., § VII). 

Remplaçons l'indice unique χ par un système d'indices ζ, ε', ..., 
variables respectivement de ο à it'-i à -π"7' — r, etc. Les substi-
tutions Q, susceptibles de servir à la. construction, seront nécessai-
rement de la forme TT'. .., où Τ est de la forme 

T = lee E l a e le 0 

Τ' de la forme analogue 

T = Ee 0 E B2 e 0 

etc. 
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(Les substitutions Τ sont évidemment échangeables aux substi-
tutions T', ) 

/ 

27. Désignons indifféremment par 0 une racine de la congruence 

0π= ι (mod ρ) 

ou la substitution d'ordre π 

β=/"=|[£β'. 91EE0 ] 

L° contiendra un second faisceau h d'ordre jouissant des pro-
priétés suivantes Ï 

I° Ses substitutions sont de l'espèce Τ ; 
2° Il est invariant dans L et ne contient aucun sous-groupe jouis-

sant de cette propriété (sauf celui formé des puissances de Θ); 
3° Il est dérivé de 'ΐσ substitutions fondamentales C,,..., C.,,- satis-

faisant aux conditions 
Cuk = Onk, 

CkCi = Ci ck O Ci Ck 

L'exposant «A, que nous appellerons le caractère de la substitu-
tion CA, sera toujours nul si π est impair; égal à ο ou à 1 si ic = 2, 
d'où 0 — — 1. 

L'exposant (C,CA.) sera dit Va.κ posant (Γéchange de G, avec C
A

. On 
a évidemment 

( Gi C/,. ) r-j — ( CA
 Ci ). 

Soit 
S = G; <... Cièe 0λ 

une des substitutions de ft. Son caractère (qu'il n'y a lieu de consi-
dérer que si π = 2) sera représenté par la forme quadratique 

wq= V V (C/C/, )XiXk- (mod ■>.) (i= 1. .. ., 3 7; k =. 1. . ... i — 1), 

/ /,*· 

et son exposant d'échange avec une autre substitution de Λ, 

S'=C*'...CS?0« 

le sera par la forme bi line aire gauche 

wpl(CtC,
{

) Χ,-Xk (mod π) (/=-« ισ\ /.' — ι, .. .. 27). 
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28. Les substitutions fondamentales C, peuvent d'ailleurs être 
choisies de telle sorte qu'elles se partagent en σ couples. 

A,, Ασ, 

B„ B* 
tels : 

F° Que Lous leuis exposants d'échange soient nuls, sauf pour deux 
substitutions d'un même couple, pour lesquels on aura 

(Α*Β*)=-(Β*Α*) = ι. 

2° Et, si ρ — 2, que toutes ces substitutions aient pour caractère o, 
sauf A, et 13, dont le caractère commun a pourra être égal à ο ou à ι. 

La substitution 
S -ApB\«. . . A^B^· 

aura alors pour caractère 

Wq= Il(x\ -hy\ ) 4-1 .V/Yi ( mod2). 

forme qui sera du piemier ou du second type, suivant que u sera égal 
a ο ou à i. 

Et son exposant d'échange avec la substitution 

S'' — A^Bp.. .ANoBYO 

sera représenté par la forme bilinéaire 

Ψ,, — 2( *θΊ— JOt Y/) (I'=I,..., σ), 

29. liemplaçons l'indice ε par σ indices ξ,, ..., ξ
σ
 variables chacun 

de ο à π — ι. Les variables indépendantes [ξ,, ..., ξ
σ

, ε', ...]
r
 pour-

ront être choisies, si TC est impair, de telle sorte que les substitu-
tions Αλ, Β* prennent la forme suivante (les indices non écrits étant 
inaltérés) 

A*=| [...ς*.·.]· ... ]0 J. 
Β* — | [· · ·ςΑ·. - ·]ο [· · · 4/.--+-1 - · ·]ο |· 

Si π =2, A
a
, B.j, .., auront encore la même forme; mais si u = i, 

A
4
 et B, auront des expressions un peu différentes 

A1 = E1 0 jOE1[E1]0 
B!-- I [ci· · .]o C« H- β./®5») [tf -H ι . . .] l· 
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j étant racine primitive de la congruence jk=^.i modρ et α, β un 
système de solutions (choisi à volonté) de la congruence 

α2 -+- β- = — ι ( mod ρ). 

L° contiendra également d'autres seconds faisceaux d'ordre π'2σ'Η,... 
qui pourront être ramenés à des formes normales analogues à la pré-
cédente. L'ensemble de ces premiers et seconds faisceaux constituera 
le noyau de L. 

Ce noyau une fois construit, la forme invariante Φ sera déterminée 
à un facteur constant près. Si L est de troisième catégorie, on aura 
nécessairement 

: · I«=o (mod 2), 

car si cette condition n'était pas remplie, Φ serait identiquement 
nulle. 

30. La réduction précédente à une forme normale des substitutions 
génératrices du noyau de L nous a servi comme moyen de démonstra-
tion dans le Mémoire des JSuovi Lincei. Mais ici, où nous nous bor-
nons à en résumer les résultats, il n'est pas nécessaire de la supposer 
exécutée. L'exposition y gagnera en clarté. 

Soient at le groupe des substitutions homogènes à 2: variables 
modic qui reproduisent, à un facteur près, la forme si τ. ou la 
forme ΨΑ si π est impair, ac0 le groupe de ses substitutions propres ; 

3/. — I ;rt. ,rf, -4- I | (/-·=! 2*1 

les substitutions génératrices de sa base m,. A chaque substitution 
propre Δ du groupe Λ;®, laquelle transforme 3/. en 

3,, - .. . 3£^ (/r - 1 27). 

correspond une substitution de l'espèce Τ ('), définie aux puissances 
près de/, qui transforme de la même manière les substitutions 

Lt, ..., C2IT 

génératrices de h (Ν. Λ., § A). 

(') Les substitutions dont la combinaison permet de l'obtenir ont été indiquées 
(/V. Λ., n° 32). 
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Cette substitution Τ serait d'ailleurs facile à obtenir par la méthode 
des coefficients indéterminés. Si L doit admettre une forme inva-
riante Φ, Τ ne l'altérera pas, à moins que les conditions ci-dessous ne 
soient satisfaites simultanément : 

i° L est de troisième catégorie ; 
2° 2 n'est pas résidu de τ ; 
3° La substitution G est impaire. 

Si ces conditions sont réunies, Τ multipliera Φ par #, racine primi-
tive de p. 

Les seules substitutions de l'espèce Τ qui puissent appartenir à L 
sont celles ainsi déterminées, jointes à celles dérivées de f et de h. 
Elles forment un groupe Γisomorphe au groupe primitif (jf® = (>c\ ut,), 
la substitution ι de ç* correspondant à l'ensemble des puissances 
de /. 

Nous pourrons dire pour abréger qu'une substitution de Γ est paire 
ou impaire, suivant que sa corrélative dans w. est elle-même paire ou 
impaire. 

De là résulte le procédé suivant pour former les substitutions Τ du 
groupe cherché. 

Construisons un groupe résoluble et maximum contenu dans DC. 
A ses substitutions propres correspondront dans Γ des substitutions 
qui seront celles que nous cherchons. 

Celles des substitutions de L qui sont de chacune des formes T',... 
s'obtiendront de même par la considération de groupes auxi-
liaires J^', ... analogues àL. 

51. Nous aurons ainsi obtenu toutes les substitutions de L qui ne 
permutent pas les séries. Mais s'il y a plusieurs séries, il reste à déter-
miner celles qui les déplacent. On utilisera à cet effet les substitutions 
impropres des groupes C» A» ···· 

Supposons par exemple que L soit de première catégorie. Si l'on 
peut déterminer dans r', ... des substitutions s,, G,, ... qui multi-
plient respectivement les fonctions invariantes *F, Ψ', ... par 

( — ι)*Ρ^ (mod π), (—ι)χ μ? (mod π'). ..., 

on aura dans L une substitution de la forme R^P^TT'... correspon-
dante au système des substitutions sn S,, .... 

Pour que cette détermination soit possible, il faut et il suffit 
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que ( — i)ap^ soit résidu quadratique de tous ceux des nombres de la 
suite π, π', ... pour lesquels le groupe auxiliaire J^est d'exposant 2. 

Celte condition est évidemment satisfaite si α = ο, β pair. Le 
groupe L contiendra donc dans tous les cas une substitution de la 
forme Pa Q. 

Elle devra l'être également pour α=ι, β = ο, ou pour α=ι, 
β = 1, car si L ne contenait aucune substitution permutant les deux 
systèmes, il ne serait pas indécomposable. Donc L devra nécessaire-
ment contenir une substitution de l'une des deux formes RQ, RPQ. 

Si L est de deuxième catégorie, 011 n'admet pas de forme inva-
riante, δ,, s',, ... devront multiplier Ψ, Ψ', ... par 

ρβ (modu), (modu'), ..., 

ce qui est possible si β est pair, mais aura lieu également pour β = ι 
si ρ est résidu de tous ceux des nombres it, π', ... pour lesquels le 
groupe auxiliaire est d'exposant 2. Dans ce cas seulement, L con-
tiendra une substitution de la forme PQ; mais il en contiendra 
toujours une de la forme P2Q. 

52. Il existe certains cas où l'on peut montrer a priori, que cer- . 
taines substitutions de la forme RaPPQ (ou de la forme P^Q) appar-
tiennent à L. 

Supposons en elfet que, parmi les substitutions de cette sorte, il en 
existe une U qui soit échangeable à toutes celles des seconds faisceaux 
/t, /</, ...·, et soit S une substitution quelconque de L. La substitution 
S—' U-' SU sera propre, ne déplacera pas les séries et sera échan-
geable aux substitutions de Λ, A', ... (car S les transforme les unes 
dans les autres). Donc elle se réduira à une puissance de f. Donc L 
est permutable au groupe L; elle y sera donc contenue, car autre-
ment elle pourrait lui être adjointe pour former un groupe plus 
général. 

En particulier, si tous les nombres π, ... sont égaux à 2, on 
vérifie immédiatement que les substitutions 

Pr = Ρ ( A, Β» V~*~" " ( Ai B', /~5~"n 
R,= R(A.IB1)«(A',B'1)' ... 

satisfont aux conditions imposées à U. Elles appartiennent donc à L. 
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53. Remarquons enfin que, si plusieurs des nombres -, ... sont 
égaux, celles de leurs substitutions qui ont pu être utilisées pour la 
construction de L formeront un groupe complexe invariantif pour la 
forme ψ + ψ' + Il devra être maximum parmi ceux de cette 
espèce pour que L le soit. Cela pourra donner lieu à l'application du 
troisième cas d'exclusion (n° 21). 

5i. Nous sommes maintenant en mesure de déterminer l'exposant 
d'un groupe L de troisième catégorie. 

Si — -hi, cet exposant sera 2, L résultant de substitutions 
propres, jointes à la substitution qui multiplie toutes les variables 
par «·.· 

Si i-j — —1, cet exposant ne sera égal à 2 que si les groupes auxi-
liaires .e, - "à ··» variables (inod2) qui servent à le former 
et qui laissent invariables les formes quadratiques Ψ, Ψ', ... (mod 2) 
ne renferment que des substitutions paires. 

Soit ..^Pun de ces groupes. Supposons-le, pour plus de généralité, 
decomposable. 11 sera construit à l'aide d'un groupe Δ de déplace-
ments entre les m systèmes et d'un groupe indécomposable Γ, 
à 27, variables, m<j

s
 étant égal à σ. Si Γ, est de première catégorie (ce 

qui ne peut avoir lieu que si Ψ est du premier type), ces substitutions 
sont de la forme Aa^ et dans l'une d'elles au moins α = 1. Or nous 
avons montré (Journal de LioueiUc, 7e série, t. II, 1916, p. 273 à 280) 
que les substitutions Δ, lJ?, ^ sont paires et que Λ est paire ou impaire 
en même temps que σ,. 

Supposons au contraire que Γ, soit de deuxième catégorie, ce qui 
arrivera nécessairement pour l'un au moins des groupes £ si Φ est 
bilinéaire; car, dans ce cas, 'Lu étant impair, l'un au moins de ces 
nombres sera égal à 1 et la forme *F qui lui correspond sera du second 
type. 

Dan s ce cas, L sera d'exposant 1. Nous allons le démontrer par un 
procédé de récurrence, qui établira en même temps que tout groupe 
indécomposable de deuxième catégorie à 2σ variables (mod 2) con-
tient une snbstitution impaire. 

En eflfel, les substitutions de Γ, sont de la forme ̂ ^et les substitu-
tions Δ et 3^ sont encore paires. Mais ici <£ est impaire. L sera donc 
d'exposant 1 si £ contient une substitution où β soit égal à 1. Mais 

Jartrn. de Math. (η· série), liime III. — Kasc. IV, 1917. 38 
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cela arrivera nécessairement. C'est évident si chaque série dans Γ, n'a 
qu'une variable. S'il y en a plusieurs, la construction de F

i
 dépendra 

de celles de groupes A, A', ... à zs variables (mod ci), invariables 
(modtrr'), ..., σ, σ', ... étant des nombres impairs. Pour que Γ, ne con-
tînt pas de substitutions de l'espèce demandée, il faudrait : i° que l'un 
au moins des groupes Λ, Λ', ..., par exemple A, fût d'exposant 2, et par 

suite de troisième catégorie ; 20 que fût égal à — 1. D'ailleurs 
σ étant impair, Λ admet une forme invariante bilinéaire. 

Si donc la proposition à démontrer n'était pas vraie pour L, elle ne 
le serait pas pour A, qui a moins de variables. 

55. Nous pouvons enfin achever la liste des exclusions nécessaires 
pour ne conserver que des groupes maxima. 

Les groupes suivants, non indécomposables, doivent être rejetés 
comme contenus dans des groupes indécomposables. 

Quatrième cas (V exclusion. — Sont à rejeter tous les groupes non 
indécomposables qui admettent une forme quadratique invariante Φ 
ne dépendant que de deux variables. 

En effet, si Φ est du premier type, 011 aura 

Φ =.- ay. 

Les substitutions invariantives seront de l'une des deux formes 

| x, y ax, b\ | on | y ay, bx |. 

Elles dérivent toutes des suivantes : 

/, — | ,r. y a'T |, J'— | /·, y yx, #~Vl· h — | α·, y y, χ |. 

C'est un groupe résoluble indécomposable de première catégorie. 
Si Φ est du second type et ρ impair, on aura 

Φ = a* — gy*' 

Soit i une racine primitive de la congruence 

j/',—1 ΞΞ 1 (inod/;). 

On aura g — ip+\ et Φ sera le produit des deux facteurs conjugués 

2 J·, zx — .v—i i y. l'+ ' y 1 
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Les substitutions invariantives formeront un groupe résoluble indé-
composable de deuxième catégorie, dérivé des substitutions 

/·'— 1 s<>i s, iz
a

, i1'Z\ j, / kp 1, Ρ — | s
(M

-s, z
ly

 s,,). 

Si Φ est du second type et ρ = 2, on aura 

Φ — ,v- 4- ν*2 -i- .vy. 
et si l'on pose 

i3 =1 (mod 2). ν -+- l'y, z
x
~.r ·+· i-y, 

on aura encore 
Φ --- -ι,-Ι, 

et les substitutions invariantives formeront un groupe de deuxième 
catégorie, dérivé de 

f — I -0. -1 «S
0

, ί" 5, |, Ρ =: | 3
n

, Z\ S,, ~·ιι |. 

Les groupes ci-dessus contenant toutes les substitutions invariant 
lives, tout autre groupe que l'on pourrait obtenir, étant contenu dans 
ceux-là, nç serait pas maximum. 

36. Cinquième el sixième cas d'exclusion. — Les groupes dêcom-
posables sans forme invariante, où 

qi—'i, />"■'— 3 ou 5, 
doivent être rejetés. 

En effet, si pn' = 3, le groupe en question est contenu dans un 
groupe indécomposable ayant pour noyau 

A. —- Ι χ, γ — y I, 
j=z\.r,v — χ, — y|. 

B = | x,y yyx |. 

Si p'1' = 5, il le sera dan« le groupe qui a le noyau 

f=z Le, y -Λ7, —y I. B = x, y y,-x 1 yV 

37. Septième cas d'exclusion, — C'est celui d'un groupe décom-
posable, où q{ = 4> n' = » et ρ = i s'il n'y a pas de forme invariante, 
ou un nombre impair quelconque, s'il y en a une. 

S'il n'y a pas de forme invariante, d'où ρ = 3, le groupe (G,·, Γ, ) 
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est d'ordre 16-24 et formé des substitutions 

I .r, ν, 3, η zsz u\ ± r, zr: 3, ±z u | (mod .'■>), 

jointes aux 24 permutations des lettres ;c,y, z, u. Mais il n'est pas 
maximum, car on voit sans peine qu'il est contenu dans le groupe qui 
a un premier faisceau dérivé de 

J'= | ·'·, y. '■· " — -r. —y.. - 3, — u1, 

et un second faisceau dérivé des quatre substitutions 

A r-z |.r, y, 3, u ./·, r. — 3, -- 1/ |, \,r_ | .r, y, 3. u .r, — y. 3, — a |, 
Β (.rs ) ( yu ). Β, ( ,iy ) ( zit) 

S'il y a une forme invariante, elle sera quadratique et aura pour 
expression 

X2 3" -f- II-, 

Les substitutions propres du groupe donné seront encore de la forme 
précédente. U faudra y adjoindre la substitution impropre 

A' ·" : | ■' * f- '·, " A'·1'· A'.r, A' 3, ytt I ( mod ρ). 

où g est une racine primitive de p. Mais le groupe ainsi obtenu est 
contenu dans le groupe de troisième catégorie dont le noyau est dérivé 
dey, A, A,, Β, B,, car celui-ci contient aussi la substitution g. 

58. Les groupes suivants, qui, d'après leur mode de construction, 
pourraient être présumés indécomposables, contiennent un sous-
groupe abélien invariant ne résultant pas des puissances d'une seule 
substitution; ils sont donc contenus dans des groupes décomposables 
el, par suite, ne sont pas maxima. 

Huitième cas d'exclusion. — C'est celui des groupes I. de première 
catégorie où p*' — 32. 

On a ici ω = 32 - J = 8; donc r: — r.' ~ ... — 2. L contient la sub-
stitution R'P'(52), dont la transformée par une substitution quel-
conque de L sera de la forme R'P'/C 

D'ailleurs, (R'P')a=:( — ι)τ est échangeable à toute substitution 
linéaire. On devra donc avoir 

(ΒΊ"/?)5-- (ΙΠ"Ρ—, — 1)· 
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Mais R'P' transformant/ enf-*, on aura 

(ivp'/pj3 — (rvp')2/-2?. 
Donc 

— p.p==o (mod8), d'oii ρ Ξ.--ο (mod4). 

Donc les substitutions de L seront toutes permutables au sous-groupe 
dérivé de/2 et de Tl'P'. D'ailleurs, ce sous-groupe est nbélien; car 
R'P' transforme/2 en/-0 =/2. 

5». N< mviènif ras d"exclusion. — C'est celui des groupes L de 
deuxième catégorie, 011 pv'= 23. 

On a ici 
'·> '··!"' -+- I 'Ji 7t 7T ■""· o. 

La substitution Pa, dont le cube est l'unité, transforme /, A,, R,, ... 
en/', AJ= A,, Β,, Elle appartient donc à L et ses transformées 
par les substitutions de ce groupe seront de la forme Ρ2/L 

D'ailleurs 
( 1 >*/? ):j p« /<1 ··■1+» « > ? ̂  * y 

doit être égal à l'unité, d'où la condition 

■Aip-z^o (modi)), d'où 0 = 0 (mod 3). 

Donc L admet le sous-groupe invariant dérivé de/3 et de P2. Mais ce 
sous-groupe est abélien, car P2 transforme/' en/' - = /'*. 

40. Dixième cas d'exclusion. — C'est celui des groupes L dont 
un second faisceau Λ dérive d'un seul couple de substitutions A,, B, 
ayant le caractère u =. o. 

f^es substitutions de L étant permutables à h, le seront au sous-, 
groupe dérivé de celles de ses substitutions qui sont d'ordre 4? les-
quelles sont toutes des puissances de A,B,. Donc L admet le sous-
groupe invariant abélien dérivé de /, A, B

(
. Ce sous-groupe n'est pas 

formé des puissances d'une seule substitution, à moins qu'on n'ait ω = 2, 
d'où/= — 1 = (A.BJ2. 

Mais dans ce cas L devra encore être rejeté, puisqu'il admet un sous-
groupe invariant abélien plus général que F. 

41. Les sous-groupes suivants, quoique indécomposables, sont 
contenus dans d'autres groupes plus généraux. 
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Onzième cas d'exclusion. — C'est celui des groupes L sans forme 
invariante où/>v = 32. 

On a ici 
&) — 32 — ι — 8, π ~ n'= = 3. 

L contient la substitution P', dont les transformées seront de la 
forme P'/p. D'ailleurs, P'2 = (— i)s" étant échangeable à toute sub-
stitution linéaire, on devra avoir 

P'*=(Pyp)«=P'*/>P
f
 d'où 4 p ; ο ( mod 8). 

Donc ρ est pair. 
Cela posé, si Σα = ι (mod2), on aura 

l}"^= </ψ=Λ . .-/«P'/·. 

Donc L sera contenu dans le groupe qui a pour premier faisceau fs 

et pour seconds faisceaux, outre ceux de L, un dernier faisceau, 
dérivé des génératrices /2 et P'. 

Si Σ& était pair, on remplacerait P', dans le raisonnement précé-
dent, parla substitution P'/, qui jouit des mêmes propriétés, mais 
dont le carré est f\ 

42. Douzième cas eTexclusion. — C'est celui des groupes L de 
première catégorie, où p' = 5*. 

On a ici ω = 52—1=2.4, et chacun des nombres premiers 
-, π', ..., divisant ω, sera égal à 2 ou à 3. 

La substitution R'P' transforme/en f~:' et a pour carré ( — i)'*1". 
Elle est échangeable à toutes les substitutions A,, B

n
 ... des faisceaux 

h, h', Elle appartient donc à L et sera échangeable à toutes ses 
substitutions aux puissances près de / (32). 

Soit R'P'/p l'une de ses transformées. On aura nécessairement 

(R'P')'= (H'P'/P)*= (.'VP')*/-'·?, 
d'où 

— 4Ρ=Ξ<» (ΙΙΙΟ(1Ώ4), ο — ο (moi!6). 

L admet donc un sous-groupe invariant dérivé de/· et de R'P'. 
D'ailleurs R'P' est échangeable à /*, car elle la transforme en 

f--° = /*; elle transforme d'autre part/" en/-"'" = — /°. 
Donc, si τ -f- ΣΜ est impair, L sera contenu dans un groupe de troi-

sième catégorie ayant pour seconds faisceaux h, h\ ... et (/", R'P'). 
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Si τ -ηΣμ était pair, R'P' serait d'ordre 2, le faisceau (/·, R'P') 
aurait pour caractère zéro, ce qui est inadmissible; mais R'P'pourrait 
être remplacée dans le raisonnement par R'P'/', qui est d'ordre 4· 

45. Treizième cas d'exclusion. — C'est celui des groupes L de 
première catégorie, où./?v' = ο et ; + = t (mod2). On a ici ω= i, 
π = τ.' = ... = 2; et L contiendra la substitution R' échangeable à/\ 
et dont le carré est (— I)T+S,T= — T. Les substitutions de L seront 
toutes permutables au groupe (/, 11 ); L sera donc contenu dans le 
groupe de troisième catégorie ayant un premier faisceau formé des 
puissances de/2 et les seconds faisceaux Λ, Λ', ... (/, R ). 

44. Quatorzième cas d'exclusion. — On rejettera également les 
groupes de deuxième catégorie, où ρ= ό et+ Eu = 1. 

La démonstration est identique à celle du numéro précédent, en y 
remplaçant R' par P'. 

45. Deux derniers cas d'exclusion résultent de la considération 
suivante : 

Soit toujours L un groupe résoluble à η variables ( mod/?) et à 
forme invariante Φ. Ses substitutions propres forment un groupe L" 
ne contenant, si ρ est impair, qu'une partie des substitutions de L. 

Mais si Φ est bilinéaire, on pourra avoir à se servir de L comme 
groupe auxiliaire pour construire des groupes résolubles à plus de 
n. variables. Nous avons vu que les substitutions de L° sont toujours 
utilisées dans cette construction ; mais les substitutions impropres 
de L ne le seront que sous certaines conditions qui ne seront pas tou-
jours remplies. Si donc il existe un groupe L ne contenant pas L, mais 
tel que L° contienne L°, certains groupes formés au moyen de l'auxi-
liaire L contiendraient ceux formés de même avec l'auxiliaire L, les-
quels ne seraient pas maxima. 

46. Quinzième cas d'exclusion. — Un groupe L de seconde caté-
gorie où fi'— 7, τ —r <·1 ΞΞΟ(mod2) ne devra ctre employé 
comme groupe auxiliaire que si l'une au moins de celles de ses substi-
tutions qui multiplient Φ par un non résidu de 7 est utilisée dans la 
construction. 
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On a en effet 
f» --- 7 ·+· I ■ : , ~ :■ . . ν:2. 

L contient la substitution P' dont le carré est (— ι)x-^u = — ι. Ses 
transformées par les substitutions de L seront de la forme P'/p; mais 
p sera nécessairement pair. 

En effet, les substitutions permutables aux groupes Λ, //', ... résul-
tant de la combinaison de P' avec des substitutions des espèces 
Τ, T', ..., forment respectivement des groupes Κ, Κ', Supposons 
que le groupe K, par exemple, contînt une substitution T, qui trans-
forme P' en Ρ '/Ρ·, p

t
 étant impair. L'ordre de Κ serait divisible par 8 

et Κ résulterait de la combinaison de T, avec uri sous-groupe inva-
riant formé par celles de ses substitutions qui sont échangeables à P'. 
Les trois premiers facteurs de composition seraient donc égaux à 2. 

Or cela est impossible, K. étant isomorphe à un groupe Dt formé de 
l'ensemble des substitutions qui laissent invariante une forme quadra-
tique Ψ à 2σ variables (mod2). Or un semblable groupe n'a en 
général que deux facteurs de composition, dont un seul est égal à 2; 
et si σ = 2, auquel cas il admet une décomposition plus complète, 
il n'a aucune substitution d'ordre 8 (16). 

Les substitutions de L° seront donc permutables au faisceau dérivé 
de/2 et de P'. D'ailleurs, 

</')' = Ι"2' /■' - ~ ·, I"./ ": "/" I " -./4 -

L" sera donc contenu dans le groupe L° de troisième catégorie cons-
truit sur le noyau 

r, h. h' i'./-, 1"). 

En adjoignant au groupe l,° la substitution .gcjui multiplie toutes les 
variables par g, racine primitive de 7, on obtiendra un nouveau 
groupe \J contenant toutes les substitutions de L qui multiplient Φ par 
un résidu quadratique; el L, contenant la substitution g, contiendra 
encore L'. 

47. Seizième cas éCexclusion. — Un groupe L de.première caté-
gorie où ρψ = 7, et où les circonstances suivantes sont réunies : 

i° Le nombre η des variables de chaque série est une puissance 
de 2 ; 

2° τ — 1 ; 2// = ο (mod 2) 
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ne devra être employé comme groupe auxiliaire que si l'une de celles 
de ses substitutions qui multiplient Φ par un non résidu de 7 est utilisée 
pour la construction. 

Soit, en effet, 
/. Λ, //', ... 

son noyau. L° sera formé delà combinaison de substitutions Τ, T',..., 
échangeables à f avec/(laquelle est d'ordre 0) et une deuxième substi-
tution R', échangeable à celles de h, h', ... et transformant / en/"1. 

Or, considérons un groupe L° de troisième catégorie admettant des 
seconds faisceaux h, It ... ayant respectivement autant de généra-
trices que h, h' et les mêmes caractères et un dernier second faisceau 
formé d'un seul couple de génératrices A, Β ayant pour caractère 1. 
La forme Φ qu'il laisse invariante sera d'un type τ défini par la rela-
tion 

r -i- I + il/ Ξ (I ( Il10<i 2). 

Donc τ = 1 et Φ sera bilinéaire ainsi que Φ. Le groupe L° est formé 
de substitutions Τ, Τ , ...jointes à des substitutions échangeables à 
toutes celles de Λ, //; lesquelles résultent de la combinaison de A, Β 
avec deux nouvelles substitutions, l'une U d'ordre 6 transformant cir-
culaireinent les unes dans les autres les substitutions A, Β, AB ; 
l'autre V transformant A, B, U en Β, A, U2. 

L° contient un sous-groupe Λ d'indice l\ formé des substitutions U, 
V, Τ, T', ... Mais les substitutions U, Y et celles de A, //, ... ont 
entre elles les mêmes relations que /, R'et les substitutions de h, A',·... 
On pourra donc, par un changement de variables, transformer U, V, 
/1, il, ... en/, R', h, h', ... et si l'on emploie pour la construction 
de L° les mêmes groupes auxiliaires que pour celles de L°, les substi-
tutions T, T', ... seront également transformées en T, T', ...; de sorte 
que L" se confondra (à la notation près) avec Λ, et sera contenu 
dansL0. 

47 his. Les exclusions précédentes sont suffisantes. Pour le mon-
trer, nous devrons établir : 

i° Que si L, L sont deux quelconques des groupes conservés, L ne 
pourra être contenu dans L s'il est formé d'une manière différente; 

20 Si ρ étant impair, L, L admettent une forme invariante bili-
néaire, il faudra, en outre, que L° ne soit pas contenu dans L°. 

Journ. de Math. (7" série), tome III. — Fuse. iv, 1 f) · 7.39 
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La première condition étant toujours satisfaite lorsque la seconde le 
sera, nous pouvons nous borner le plus souvent à considérer celle-ci, 
même dans les cas où elle cesserait d'être nécessaire. 

Mais cette discussion est longue et difficile. Elle exige rétablisse-
ment préalable de diverses propriétés des groupes L°. 

Nous procéderons par récurrence en montrant que les deux propo-
sitions précédentes ne pourraient être en défaut, pour les groupes que 
l'on considère, que si elles l'étaient déjà pour d'autres groupes ana-
logues contenant moins de variables. 

L'analyse sera différente suivant que chacun des groupes L°, L* 
sera ou non complexe, décomposable ou non. Dans chacun de ces cas 
nous établirons que L° ne peut contenir L» que si certaines inégalités 
numériques sont remplies. Or elles ne peuvent l'être que dans un petit 
nombre de cas particuliers dont la discussion relativement facile fera 
retrouver successivement les cas d'exclusion signalés ci-dessus néces-
saires, sans en faire apparaître aucun autre. 

III. — Les groupes présumés primaires et indécomposables 
le sont en réalité. 

4-8. Nous démontrerons dans cette section que les exclusions 
signalées plus haut comme nécessaires une fois opérées : 

10 Les groupes L construits par la méthode des n°$ 22 «51 comme 
primaires et indécomposables le soul eu réalité. 

20 S'ils sont susceptibles dV'tre employés comme groupes auxi-
liaires, le sous-groupe L° formé par leurs substitutions propres est 
encore primaire et indécomposable. 

Rappelons la définition des groupes primaires ou indécomposables. 
Un groupe est primaire, si y, étant une fonction linéaire quel-

conque des variables indépendantes x,, ..., γ,, y.... ses trans-
formées par les substitutions du groupe, il existe toujours η fonc-
tions linéaires distinctes parmi leurs combinaisons linéaires 
a, y, -+- a»y«->r-... 

11 est indécomposable, s'il n'est pas possible de partager les variables 
en systèmes 

(./·, V/.), {x\, ...xk), 

tels que chaque substitution du groupe remplace les fonctions linéaires 
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<?, χ-, -h ... -h de l'un de ces systèmes

 t
par des fonctions linéaires 

des variables d'un même système. 
Ces définitions supposent que les variables originaires χ,..., x» sont 

réelles. Mais la réduction à la forme normale du noyau de L° nous a 
conduit à leur substituer de nouvelles variables dans l'expression des-
quelles iigure une quantité i le plus souvent imaginaire. Pour con-
server les avantages de ce changement, il conviendra d'exprimer les 
fonctions linéaires à considérer au moyen de ces nouvelles variables, 
et d'accepter des valeurs imaginaires pour les coefficients α,, a

2
,... 

49. i° L° est primaire. — En effet, soit y, une fonction réelle 
quelconque exprimée en fonction des nouvelles variables. Parmi les 
combinaisons linéairesdey, ctde ses transformées, cherchons-en une Y 
qui contienne le moins de variables possible. Elle n'en contiendra 
qu'une seule. 

Supposons en effet qu'on eut 

Y = Y,.-h Y.* -f-.. .. 

Y,., Y,, ... contenant respectivement les variables des séries r, s, .... 
La substitution f multipliant Y,., Y, par des facteurs différents, on 
pourra, en com binant Y avec sa transformée par/, obtenir une nouvelle 
fonction Y' ne contenant plus les variables de la série s. 

Donc Y ne peut contenir que les variables [ξ,ξ
2
...ξ,...],. d'une 

seule série. Si elle en contenait plus d'une, elles différeraient par la 
valeur de l'un au moins des indices ζ, par exemple ξ,, et l'on aurait 

Ί ^ a -l- "t~ · · · > 

Y
rt

, Y6, ... contenant respectivement les termes où ζ — a, b, .... La 
substitution A, multipliant Y

rt
, Yb par des facteurs différents, trans-

formerait Y en une fonction dont la combinaison avec Y donneraitune 
nouvelle fonction Y' ne contenant plus les variables de Yb. 

Donc Y= [ξ,ξ
3
...ξ'

1
ξ',...]

Γ
 chacun des indices ξ, r ayant une 

valeur déterminée. Mais les sub?titutions B,, ... transformeront Y 
en fonctions analogues où les ξ prendront toutes les valeurs dont 
ils sont susceptibles. Enfin chacune de ces fonctions étant de la forme 
ακΥ\ ■+■ ci-'Y-i -t- ···? où a

2
 sont des imaginaires convenablement 

choisies, il suffira de remplacer celles-ci par leurs conjuguées pour 
obtenir les variables con juguées correspondant aux autres valeurs de r. 

Enfin pour les groupes de première catégorie il existe un second 
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système de variables [ξ,.. .|'
r
 associées aux précédentes; mais L° con-

tient une substitution qui permute les deux systèmes. Donc, dans tous 
les cas, les transformées de y, par les substitutions de L°, combinées 
entre elles, donneront autant de fonctions distinctes qu'il existe de 
variables : L°sera donc primaire. 

#0. SCOLIE. — Le nombre des transformées différentes d'une 
fonction quelconque Y par les substitutions de L° est au moins égal 
à cou,. 

En effet, s'il y a deux systèmes associés, on peut admettre que Y 
contient les variables du premier système, car s'il n'y figurait que 
celles du second système on considérerait au lieu de Y sa transformée 
par la substitution qui échange les deux systèmes. 

La fonction Y (ou la partie de cette fonction formée par les variables 
du premier système) sera une somme de fonctions conjuguées 

Y« 4- . . . -+" Υγ 4" · · · 

dont la première ne contient que les variables [ ç, L ...]
u
 de la première 

série. Ses transformées auront une expression analogue. 
Si nous supposons que Y

0
 contienne deux variables où l'indice ξ, 

par exemple prenne des valeurs différentes, ses π transformées par 
les puissances de A, différeront les unes des autres par le rapport des 
coefficients correspondants à ces variables. 

Si, au contraire, Y
0
 ne contient que des variables où H, ait toujours 

la même valeur, ses TC transformées par les puissances de B, seront 
encore différentes comme ne contenant pas les mêmes variables. 

Le même raisonnement pouvant se faire pour chacun des indices ξ, 
on voit que la transformation de Y

0
 par les substitutions des fais-

ceaux h
9
 h', ... donnera au moins u. fonctions différant les unes des 

autres, soit par les variables qu'elles contiennent, soit par les rapports 
des coefficients. 

Chacune d'elles, transformée par les puissances de f, donnera 
ω transformées, différant les unes des autres par un facteur constant. 

ol. 20 Le est indécomposable. — Supposons, en effet, qu'on puisse 
opérer une répartition des variables en plusieurs systèmes. Parmi 
les fonctions qui appartiennent à quelqu'un de ces systèmes, soit Y 
l'une de celles qui contiennent le nombre minimum de variables. Nous 
allons montrer qu'elle n'en contient qu'une seule. 
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Supposons tout d'abord quelle contînt des variables de m séries, 

«, b, On pourrait écrire 

^ — V -h ^ h -+- · · · 1 

Y
rt

, YA, ... contenant respectivement les variables des séries a, b 
Les transformées de Y par les puissances de/"sont au nombre de ω; 

chacune d'elles appartiendra à un des systèmes supposés. D'ailleurs 
deux quelconques d'entre elles ne sauraient appartenir au même sys-
tème, si elles ne sont pas égales à un facteur constant près ; car par leur 
combinaison on pourrait obtenir une nouvelle fonction appartenant 
encore à ce système, mais où l'une des fonctions partielles aurait 
disparu. Si donc on désigne par q le nombre des puissances de f qui 

multiplient Y par un facteur constant, on aura ^ transformées appar-

tenant à des systèmes différents et par suite linéairement distinctes. 
Mais elles s'expriment toutes au moyen des m fonctions Y

rt
, Υύ 

On aura donc l'inégalité 

(1) w q < m 

dont nous allons établir l'impossibilité. 

52. i° Supposons d'abord qu'il n'y ait pas de forme invariante. On 
aura ω = //' — ι. 

D'autre part, soit ο le plus grand commun diviseur de v, b — «, 
c — a, Les nombres a, b, ... appartenant tous à la suite 

a, a -ι- o, ci -+- 2 0, 
on aura 

. V m ; τ · ο 

Enfin, une puissance quelconque de f multiplie Y„, Y/,, ... par Λ/η, 
λ·'"', ..., k étant une racine de la congruence 

kp-1==I (lllOll/J). 

Pour qu'elle multiplie Y par un facteur constant, il faudra donc qu'on 
ait 

/, /' ' == kl·'·' ~ . . . ( m oil ρ ), 
d'où 

Μ'1" " I ==...= I ( ■ 11(>d ρ ), 
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et
;
 par suite, 

/./*'s—1 = ι (moi!/)), 

congruence qui a ρ8— ι racines. Donc fj = j»?J — ι · 
L'inégalité (i) devient donc 

prj — ι ο ^ < ο diviseur de v). 

Elle est évidemment impossible. 

ΐ>5. ·ιη Si L" est de première catégorie, soit d'abord v'^> ι et 

^ ■+■··· ~i~ Vt· ·+- L/ ■+"·· · 

les séries a, b
9
 ... appartenant au premier système, les séries a, b', ... 

à son associé. 
Soit ο le plus grand commun diviseur de v', b — a, a', 

On aura 
9 ·/ /H . · Ο 

D'autre part, une puissance de f multipliera Y„, Υύ, ..., Y„, 
Y4·, ... par kp\ kp\ ..., k~p", k~p'', ... où = i. Pour qu'elle 
multiplie Y par un facteur constant, il faudra donc qu'on ait, 

/Ι''0"1 ΞΞ ι (mod/;), 

δ' étant le plus grand commun diviseur de ο et de « -h a', lequel est 
au plus égal à δ. 

On aura donc l'inégalité 

ρ' — I _ 9v' jfJ — ι Ο 

où δ' divise δ, lequel divise v7. 
D'ailleurs p' > 4. Cette inégalité n'admettrait donc qu'une seule 

solution p*'= 3% δ = δ'= ι. Mais ce cas est exclu (n° 58). 
Reste à considérer le cas où, v' étant égal à 1, chacun des deux 

systèmes associés ne contient qu'une série. On aura alors 

^ — Y/ -H ^ a 

et m = 2. D'autre part k devant satisfaire à la relation kp~*=i (mod p) 
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sera réel. On aura, en outre, k~k ' d'où k~± i. Donc y = 2 cl 

l'inégalité devient 

p - 1 2 < 3 

Elle serait satisfaite pour ρ' — 5. 
Nous réserverons provisoirement l'examen de ce cas d'exception 

. pour ne pas rompre la suite .des raisonnements. 

5-4·. 3° Si L° est de deuxième catégorie, on a 2v' séries conjuguées 

el /tt ~ o étant le plus grand commun diviseur de av', h — a, .... 

D'autre part, k devra satisfaire aux deux congruences 

kr-1I. I ί II If >11 ρ I. 

Si δ ne divise pas ν', il sera égal à id, d étant un diviseur de v' tel 

que ^ soit impair. On aura, par suite, 

p'J — I =: I P'1 —1)1 />'' -+- ι ) ; 

//'4- ( divisera p' -h r, qui pourra, en outre, avoir (si ρ est impair) un 
facteur commun 2 avec pd — 1. On aura donc ^<2(^4-1) et, par 
suite, 

//' Ή- I _ 2 v' 
2 ( ρ'14- ι ) " d 

Cette inégalité ne peut avoir lieu pétant impair^ que si p' = 23 

et d = 1. Mais ce cas est exclu ( n° 59). 
Si 0 divise v', on aura 

/./,·'·., _ , 

et comme pv — 1 et p' 4-1 ne peuvent avoir d'autre diviseur commun 
crue 2, on aura 

/'v"4- 1 . 'W 
Ί 6 

Cette inégalité n'est possible que si ρ' ~ 3, 0 = 1. Nous réserverons 
encore l'examen de ce cas. 

5o. Il est donc établi (sauf les deux cas réservés) que l'un des sys-
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tèmes dont on a supposé l'existence contient une fonction Y
rt
 où ne 

figurent que les variables d'une seule série. 
Ses transformées par les ωρ2 substitutions du noyau de L° appar-

tiendront chacune â un système. Or elles s'expriment au moyen de p. 
fonctions linéairement distinctes. Le nombre des systèmes s2, ..., 
auxquels elles appartiennent ne peut donc dépasser p.. 

La substitution f, multipliant chacune des fonctions précédentes 
par un facteur constant, ne déplacera aucun de ces systèmes. 

Les ρ2 substitutions 

Aa1 B1.... αμ'ΛΛ'.*',IO;... 

permuteront transitivement les systèmes s précédents. Donc, l'une 
d'entre elles U laissera immobile un système donné s,. 

Elle ne déplacera aucun de ces systèmes Soit, en effet, 
S une substitution du noyau qui fasse succéder à Si. La substitution 
S-' US ne déplacera pas SA; mais elle est de la forme Vf* et / ne déplace 
pas sA ; dont U le laisse également immobile. 

Celles des substitutions de L° qui ne déplacent pas les séries per-
mutent également les systèmes s entre eux. Si Τ est l'une d'elles, la 
transformée T~' UT ne les déplacera pas. 

Or, si nous supposons pour fixer les idées, que dans la substitution U 
l'un au moins des exposants α

(
, β·, ..., α

σ
, ne soit pas nul, les trans-

formées T-' UT combinées entre elles reproduisent tout le second 
faisceau 

( Λ A'Y Vis K.l 

Or les transformées de Υ
Λ
 par les substitutions de ce faisceau dé-

pendent linéairement de τ:® fonctions distinctes, quitoutes feront partie 
du même système. Le nombre des systèmes s,, ..., ne pourra donc 
surpasser p.-"®, nombre inférieur à celui p.2--2® des substitutions de la 
forme A',*'· B/i.... Par un raisonnement pareil au précédent, on 
verra qu'il existe un second faisceau h' dont les· substitutions laissent 
immobiles tous les systèmes .ç,, ..., et que le nombre de ceux-ci ne 
pourra pas dépasser p.- ®-' ®'. Continuant ainsi, on arrive finalement 
à cette conclusion que toutes les fonctions des variables de la série a 
appartiennent à un seul système. 

Chacune de ces fondions Υ
Λ

, exprimée au moyen des variables 



SUR LES GROUPES RESOLUBLES. 3o3 

réelles ..., x
ny sera de la forme* 

αΛχχ ... 4- akxk 

ou les α sont des quantités complexes, lin les remplaçant par leurs con-
juguées, on obtiendra les fonctions Y,,..., conjuguées de Y

rt
 qui seront 

également linéaires en#,, ...,#*et, par suite, appartiendront au même 
système. 

Donc, sauf pour les groupes de première catégorie, aucune décom-
position en plusieurs systèmes n'est possible, puisqu'ils se réduiraient 
à un seul contenant toutes les variables. 

Pour les groupes de première catégorie, on a une décomposition 
toute trouvée en deux systèmes associés; mais elle ne satisfait pas à la 
seconde condition, imposée par la définition des groupes indécompo-
sables à forme invariante Φ (17). Car ici la forme Φ, bilinéaire par 
rapport aux variablçs des deux systèmes, ne peut évidemment pas 
se décomposer en deux formes partielles Φ, + ΦΜ OÙ ces variables 
figurent séparées. 

56. Passons à l'examen des deux cas réservés. 

Groupes de première catégorie où ρ'' — 5. — Dans un semblable 
groupe L, on a deux séries associées, contenant respectivement des 
variables χ et des variables x'; L contient la substitution impropre 

k — | χ, χ' x, gx' | U' = 3). 
L° a pour noyau 

/=!·*,*' A=(
B

;; ·;;; w,.... 

Les nombres τι, π', ... divisant 4, seront égaux à 2; donc 

0 = Q = -1 

S'il y avait une décomposition possible en systèmes, leurs fonctions 
seraient de la forme 

X + X', 

X et X' contenant respectivement les variables des deux séries. Si 
l'une de ces fonctions se réduisait à la forme X, on pourrait achever la 
démonstration comme dans le cas général. 

Or, si la forme invariante Φ est quadratique, L ne pouvant être 
Journ. de Math.. (7· série), lome III. — Fuse. IV, 1917. 4° 
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employé comme groupe auxiliaire, il suffît de prouver qu'il n'est pas 
décomposable. On peut donc considérer les transformées de X 4- X' 
par les puissances de k. Ces fonctions X 4- gpX' au nombre de 4 ne 
dépendent que des deux variables XetX'; donc deux d'entre elles 
appartiendront au même système, qui contiendra également une fonc-
tion des variables d'une seule série, résultant de leur combinaison. 

Si Φ est bilinéaire, il faudra démontrer que L° est indécomposable. 
Cela sera établi si nous arrivons à prouver qu'une puissance impaire 
de/, telle queyp, laisse quelque système immobile; car il contiendra 
les deux fonctions distinctes X-t-X' et £pX-t-»-pX' et, par suite, 
XetX'. 

Or, l'hypothèse contraire va nous amener à une contradiction. 

57. Tout d'abord, le nombre des systèmes ne peut surpasser 
celui 2p. des variables. Or, il existe ι UL2 substitutions de la forme 

/ΡΑα·ΒΡ'... Α'/ΪΒ',Ρ'»..., 
où ρ = ο ou I. 

Donc, parmi ces substitutions, il en existera une U qui ne soit pas 
puissance dey et qui laisse immobile un système donné -s,. 

Soit S une autre substitution du noyau qui remplace 5, par un 
autre système sk; S-' US ne déplace pas sk \ mais cette substitution est 
égale à U ou à OU, 0 multipliant toutes les variables par —ι et, par 
suite, laissant sk immobile. 

On pourra en conclure, comme au n® 55, que les p. fonctions que 
les substitutions de A, A', ... font succéder à X + X' appartiennent à 
un même système. Donc on n'aurait que deux systèmes, que f échan-
gerait entre eux. 

58. Cela posé, L° contient la substitution 

H'= RiA.BD» ( A; B; )«'... 

dont les transformées par les substitutions de l'espèce Τ qui laissent 
Φ invariable et sont permutables à h seront de la forme R'/9· 

Le groupe Κ formé par ces substitutions Τ est isomorphe à un 
groupe Dt de substitutions linéaires laissant invariante la forme ψ 
quadratique à ic variables mod ι qui correspond au faisceau h. 11 
contient un seul sous-groupe invariant K/ d'indice ι formé par celles 
de ses substitutions dont les corrélatives dans DC sont paires. 
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Il contient d'ailleurs la substitution 

T = [ξ,...] [ξ,.··]+[*.+ «..·.] (') [ξ..··]' *ί#Ίίι...]' + [*.+ '.··■]': 

laquelle transforme A,, Β,, R' en Β,, A,, R'/1"**2". 
Celles des substitutions de Κ qui transforment R' en R'/p (p pair) 

forment évidemment dans Κ un sous-groupe invariant d'indice 2, qui 
se confondra nécessairement avec K\ Au contraire, toutes celles de 
ces substitutions qui correspondent aux substitutions impaires de Κ 
transformeront R' en R'/*p (p impair). 

Or, L° contiendra nécessairement une de ces substitutions ; car 
pour éviter de tomber dans un cas exclu (413), il faut supposer 

τ + 2« =0 (mod 2). 

D'ailleurs, Φ étant bilinéaire, on a τ = ι. Donc l'un au moins des 
nombres w, u\ ... sera égal à 1 (nous pouvons supposer que c'est u). 
Donc la forme ψ sera du second type ; et le groupe auxiliaire Λ contenu 
dans se qui sert à la construction de L° contiendra une substitution 
impaire (34). 

Cela posé, si la substitution R' laisse les systèmes immobiles (ou les 
échange), sa transformée R'/p les laissera aussi immobiles (ou les 
échangera). Donc une substilution./p où ρ est impair ne les déplace 
pas, contrairement à ce qui était supposé. 

39. Groupes de deuxième catégorie où ρ*' = 3. — Le groupe L 
contient toutes les substitutions qu'il aurait en l'absence de forme 
invariante. Il est dono,indécomposable. 

Mais si la forme Φ est bilinéaire, il faut encore établir que L° est 
indécomposable. La démonstration est identique à la précédente. 
Après avoir montré qu'il ne peut y avoir plus de deux systèmes, on 
remplacera dans le raisonnement la substitution R' par celle-ci : 

P'=p(\1B1)«(A;B;)"'. .. 

et Τ par la substitution 

rp _ [ξΐ···]ί ΐ | 0*»[ζΐ · · · ]θ+ [ξΐ -+- *1 · · ·]θ j [ξι·.·]. <,'|*ξ·[ξι···]ι+[ξ. + '»···]ι| 

laquelle transforme encore A,, Bn P' en Β,, A,, P'fi+iu. 

(l) Les indices non inaltérés ne sont pas écrits. 
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IV. — Cas où ni L°, ni L° ne sont indécomposables. 

60. Il est évident qu'un groupe L° décomposable ne peut contenir 
un groupe L° indécomposable, si celui-ci l'est réellement, ainsi qu'il a 
été démontré dans la section précédente. 

Nous établirons dans celle-ci : 

i° Que si L° est décomposable et contenu dans L°, il lui sera 
identique ; 

2° Que si L° est complexe, L° ne peut le contenir. 

61. LEMME. — Le nombre Ν des transformées différentes d"1 une 
fonction linéaire quelconque φ par les substitutions d'un groupe pri-
maire L° à η variables mod y? ne peut être inférieur à n-\- ι. Il 
surpassera même ce nombre, sauf pour quelques groupes exception-
nels que nous allons déterminer : 

i° Si L° est indécomposable, on aura Ν>ωμ (60). Or, s'il n'y a 
pas de forme invariante, on aura 

ωμ = (ρ*—ι)μ, η ι = μν -+■ ι (/>v > a ); 

Si L° est de première catégorie, 

ω μ = ( μν' — Ο μ, η -f- r = 0. μν' -+- ι ( //'" > /, ) ; 

S'il est de deuxième catégorie, 

ωμ = (pv'4- ι)μ, η + ι = 2μν'+ι; 

S'il est de troisième catégorie, 

(,)μ=2μ, η + ι = μ -+-1 (μ impair). 

La comparaison de ces valeurs montre l'exactitude de notre propo-
sition, les groupes exceptionnels étant les suivants : 

Groupes sans forme invariante, 

1>Ί = 3, μ = r, /i = 3 ; 

Groupes de première catégorie, 

/>v'=a3, μ ~ r, /i = 6; 
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Groupes de deuxième catégorie, 

pv'= 2, μ = ι, n = 2; 
pv = 2 2,/X = 1, " — 4ï 

Groupes de troisième catégorie, 

/7 impair, p = ', /1=1. 

20 Si L° est décomposable, on aura m systèmes s,, s
m

Contenant 
chacun ri variables, avec n = mri. Et L° s'obtiendra par la combi-
naison de m groupes indécomposables LJ, L°

m
, opérant respective-

ment sur les ri variables des divers systèmes, avec un groupe tran-
sitif G de déplacements d'ensemble. 

Soit 
O — ©ι H- ... -H Φ/,·. 

où φ,, ..., φΛ contiennent respectivement les variables des systèmes 
.s,, ..., sk. Si k <^m, G contiendra une substitution qui remplace s, 
par .vA+1. Llle transforme φ en une fonction 

φ' = φΛ.+1 +. . . 

contenant les variables de k systèmes, dont quelques-uns pourront 
être les mêmes qui figurent dans φ. Désignons les autres par 

9A-H1 ) .... 

Si m > 'ik, on obtiendra de même une transformée 

p= ,+ 

Continuant ainsi, on obtiendra une suite de transformées φ, φ', ... 
dans chacune desquelles figure un système que ne contenaient pas les 
précédentes. Leur nombre est au moins égal à —· Il sera un entier 
supérieur à ce nombre, s'il est fractionnaire. 

Chacune de ces fonctions φ, φ', ... transformée par les substitutions 
de L,, ..., L

in
 donnera au moins (//-+-1)* transformées différentes. On 

aura donc 

N = £V-h,)*, 

nombre évidemment supérieur à /1 + 1 = mri -h 1. Le lemme est donc 
démontré, et les seuls groupes exceptionnels sont ceux déjà signalés. 
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62. THÉORÈME. — Le groupe L° étant supposé décomposable, ses 
variables pourront admettre divers groupements en systèmes. Mais 
ceux indiqués au n° 20 seront tes seuls possibles. 

Soit, en effet, s
m

 celle de ces décompositions où le nombre n' 
des variables de chaque système est maximum; L° résultera de la 
combinaison de groupes semblables LJ, ..., avec un groupe G de 
déplacements d'ensemble, lequel sera primitif. 

Soits
n

e.s
2

, ... une autre décomposition en systèmes. Chacune des 
fonctions φ qui appartiennent à Tun de ces nouveaux systèmes 5 sera 
deja forme 

<p = X, -h. . . -h Χ,«= X, -h Y, 

XA étant une fonction linéaire des variables de sk. 
Supposons que les groupes LJ, ... ne soient pas exceptionnels 

(ce qui arrivera nécessairement s'ils sont décomposables). Transfor-
mons φ par les substitutions de LJ. Chacune de ces transformées 

X1+Y, X; + Y, ... 

appartiendra à l'un des nouveaux systèmes s; elles ne dépendent que 
des m variables de LJ et de la fonction complémentaire Y ; mais leur 
nombre est supérieur à m -+-1 ; elles ne peuvent donc être linéairement 
distinctes et deux d'entre elles appartiendront à un même systèmes, 
qui contiendra également leur différence, laquelle est de la forme X,. 

Les transformées de cette fonction particulière X, par les substitu-
tions de LJ appartiendront toutes à l'un des systèmes s. Soient s,, ..., sk 
ceux de ces systèmes dont quelque fonction dépend ainsi des seules 
variables de LJ. Aucun de ces systèmes ne pourra contenir de fonction 
dans l'expression de laquelle figurent des variables autres que celles 
de LJ. 

Supposons, en effet, que s
n

 qui contient la fonction X,, contînt 1111e 
autre fonctionX2 -+- Z où figurent les variables de LJ. Les substitutions 
de LJ n'altérant pas X,, ne déplaceront pas le système st

. Il contiendra 
donc les transformées 

X2 -+- Z, X.j -4- z, ... 

et leurs différences X'a — X,, ... dont la combinaison reproduit toutes 
les variables du groupe primaire LJ. Les substitutions de LJ laissant 
ces fonctions invariables ne déplaceraient pas le système s, qui contien-
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drait les transformées Χ,, X',, ... de Xn et, par suite, toutes les 
variables de LJ. Donc, s, contiendrait plus de variables que sn contrai-
rement à l'hypothèse. 

Chacun des anciens systèmes ..., .?,„ se confond donc, si k — i, 
avec un des systèmes nouveaux.?,, ·..; si A\> i, il est formé de la réunion 
de k d'entre eux, s{, ..., sk. Dans ce dernier cas, LJ est décomposable, 
et on pourra lui appliquer les mêmes raisonnements qu'à L°. 

β5. Ces raisonnements ne seraient pas applicables, si les 
groupes LJ, ..., L"

rt
 étaient exceptionnels. Il pourrait, en effet, arriver 

qu'aucun des systèmes s ne contînt de fonction telle que Xn où ne 
figurent que les variables de s

{
. Soit dans ce cas 

Φ — Χ ι -t- X2 H- V 

une fonction de l'un des systèmes s. Si ti est le nombre des variables 
de chaque systèmes, les transformées de Φ par les substitutions de LJ et 
de LJ appartiendront chacune à un système s. Elles dépendent 
de in'-H 1 variables et leur nombre est au moins égal à (rc'-f-i)2. 
Elles ne peuvent donc être toutes distinctes; donc deux d'entre elles 
sont nécessairement contenues dans un même système s,. Il contiendra 
leur différence, qui est de la forme X

{
 -h X

2
. Les transformées de cette 

fonction parles substitutions de (LJ, LJ) appartiendront chacune à un 
système.?. Leur combinaison reproduit toutes les variables de LJ et 
de LJ. 

Soient s,, ..., sk les systèmes ainsi obtenus. On voit comme précé-
demment qu'aucune de leurs fonctions ne peut contenir dans son 
expression des variables autres que celles de LJ, LJ. L'ensemble 
des deux systèmes s,, .?

2
 est donc formé par la réunion des k sys-

tèmes st, ..., sk dont les fonctions sont de la forme X, 4- X2, aucune 
d'elles ne se réduisant d'ailleurs à X, ni à X2. 

Nous allons montrer que cela est impossible. 

64. Soit en effet η le nombre des variables de LJ ; le groupe 
(LJ, LJ) en contient in! qui doivent se répartir également enlre les 
systèmes .?,, ..., sk\ donc A: divise ni'. Mais d'autre part les substitu-
tions de LJ donnent de la fonction X, 4- X

2 au moins n'-l· 1 transformées 
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différentes, qui ne peuvent appartenir à un même système s, car il 
contiendrait leur différence, qui est de la forme X,. Donc k>ri -h ι. 
Ces deux résultats ne peuvent se concilier que si η' = ι. Or nous 
n'avons que deux groupes exceptionnels satisfaisant à cette condition, 
à savoir, s'il n'y a pas de forme invariante, JD

v = 3, η = ι, ou si L° est 
de troisième catégorie, μ == η — ι, ρ quelconque. Dans les deux cas, 
le groupe (L°, L") est formé des substitutions 

(a?, y, ±χ, ±v) 

et l'on a deux systèmes s,, dont l'un contient la fonction 

\. | —|— ο Ct OC -j— b y 
et l'autre la fonction 

a.ν - by. 

Il faut ici supposer m > ι pour ne pas tomber dans un cas exclu-
(33) et (36). Mais alors les groupes LJ, ... seront formés de substi-
tutions des formes 

js±s|,u + u 

Et le groupe G, étant primitif, contiendra une substitution S qui, 
laissant χ immobile, remplace^ par une autre variable z. La substi-
tution S transformerait ax -f- by el ax — by en deux nouvelles fonc-
tions ax -h bz

y
 αχ — bz appartenant à des systèmes s

3
, différents 

des précédents. On aurait ainsi quatre fonctions linéairement distinctes 
des trois variables χ, y, ζ. 

Il est donc établi que les systèmes s représentent l'un des groupe-
ments en systèmes indiqués au n° 20. Par suite L° résultera de 
la combinaison d'un groupe primaire opéré entre les variables 
de s, et d'un groupe (j de déplacements d'ensemble entre les sys-
tèmes s. 

63. Cela posé, supposons que L° soit contenu dans un autre 
groupe L° admettant une décomposition des variables en sys-
tèmes s,, ... et résultant de la combinaison des deux groupes G 
et L". L° admettant cette même décomposition résultera, comme on 
vient de le voir, de la combinaison des deux groupes analoguesg et L 
qui devront être respectivement contenus dans G et L". Mais dans ces 
derniers groupes le nombre des variables étant moindre que dans L° 
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on doit supposer le théorème démontré. Donc (/, La sont iden-
tiques à G, LJ

9
 L°· 

66. Soient maintenant L° un groupe décomposable : .s,, ..., les 
systèmes minima entre lesquels ses variables puissent être réparties; 
G, LJ, ..., LJ, les groupes dont la combinaison produit L°. 

Supposons que L° contienne un groupe complexe L° résultant de la 
combinaison de groupes primaires partiels LJ, LJ, ... dépendant 
chacun d'une partie des variables. 

Si le groupe LJ n'est pas exceptionnel, on verra, comme au 64, 
qu'il a pour variables celles d'un certain nombre des systèmes tels 
que s

n
 ..., sk et s'obtient en combinant des groupes >J, ..., avec 

un groupe (/„ de déplacement d'ensemble. 
Les groupes .r J, ..., .çJJ étant contenus dans les groupes LJ, ..., LJ 

de moins de η variables, leur seront identiques. 
Si donc aucun des groupes LJ, LJ, ... n'est exceptionnel, L" résul-

tera de la combinaison des groupes LJ, ..., LJ, avec un groupe 

({Li ···) de déplacements d'ensemble des systèmes Ce groupe 
intransitif devrait être contenu dans le groupe transitif G, opéré sur 
m objets seulement; cela est impossible. 

67. La présence de groupes exceptionnels dans la suite LJ, LJ, ... 
n'infirme pas ce résultat. Supposons en effet que LJ n'étant pas excep-
tionnel, les groupes suivants LJ, LJ, ... le soient. Les variables cle LJ 
étant celles des systèmes .s·,,..., sk, celles des systèmes suivants skh{, ... 
seront de la forme 

9 — + X/, + X,. .... 

Si l'on peut établir que l'une d'elles se réduit à la forme X4, on en 
conclura comme tout à l'heure que LJ a pour variables celles de 
quelques-uns des systèmes .y. 

Or supposons d'abord que <p se réduise à -+- X.b. Si ub est le 
nombre des variables de LJ, les -+-1 transformées φ,,ο',, ... de ο 
par les substitutions LJ appartiendraient à des systèmes.^..,, ... tous 
différents de s

n
 sk. Elles ne peuvent être linéairement distinctes, 

car en les combinant de manière à éliminer les variables de LJ, on 
arriverait à ce résultat inadmissible que X

a
 serait à la fois fonction des 

Joum. de Math. (-· série), loirie III. — Faso. IV, HH;. 4* 
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variables de s,, s,
n
 et fonction de celles de sA+t> Donc deux 

des fonctions φ,, φ'
ι5
 ... appartiendront au même système. Il con-

tiendra leur différence qui est de la formeXb. 
Supposons au contraire que φ contienne à la fois Χύ et X

c
. On verra 

comme au n° 63: i° qu'il existe des fonctions de la forme X6-+-Xc 
appartenant à un système .s·; a" que les ηύ -+- n

c
 variables des groupes 

LJ, L" résultent de la combinaison de telles fonctions. Le nombre des 
systèmes entre lesquels ces fonctions se répartissent doit être un divi-
seur de îif, H- n

c
. Mais comme on suppose d'autre part qu'aucune de 

ces fonctions ne se réduit à X^ ou à X
<;

, ce nombre sera au moins égal 
à ι et à «

{
+i. Ces relations ne sont compatibles que 

slnb = n
t!
 = i. Mais alors les groupes L®, L® seraient semblables, 

et ce cas est exclu (21). 
# 

V. — Maximum du nombre des fonctions linéaires distinctes 
inaltérées par une substitution d'un groupe L indécomposable. 

68. THKOKKMK. — Un groupe L résoluble et finie compos able 
à u variables ne peut contenir aucune .substitution (Γunite exceptée ) 
qui laisse invariables i\ fonctions linéaires distinctes, si -γ η. 

Soit en effet S une substitution de L clans laquelle Ν soit >· et 
soit U une autre substitution de L. Le système des Ν fonctions que S 
n'altère pas et celui des Ν fonctions que la transformée U~~1 SU n'altère 
pas ont au moins -iN — n fonctions communes que S—1 LJ~'SU 
n'altérera pas. 

Si l'on prend en particulier U = f, S-'/^'S^ étant une puissance 
de f qui laisse des fonctions inaltérées, se réduira à l'unité. Donc S 
est échangeable à f. 

Klle ne peut l'être à toutes les substitutions des seconds faisceaux 
//,, car elle se réduirait alors à l'unité. Supposons donc que h, 
d'ordre -a<™, contienne une substitution U non échangeable à S. La 
substitution S-1 SU laisse inaltérées au moins 2Ν — η fonctions. 
Mais elle appartient à /&, dont chaque substitution laisse inaltérées 
- fonctions (οιί les altère toutes). Donc 

2 Λ — ΊΊ R — S ν - " 
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d'où 

,γ _ η ( ι \ _2 3 η 4 
car> 2 

69. On peut préciser davantage, si l'ordre tn de S est impair. Il est 
permis de le supposer premier. 

LEMME. — h continu un sous-groupe abélien permutable à S et 
d'ordre πσ+·. 

t·) 

En effet, il contient la substitution fn = θ qui est échangeable à S. 
Le groupe k

0 formé par ses puissances va être progressivement élargi 
par l'adjonction de nouvelles substitutions de Λ, sans cesser d'être 
abélien et permutable à S. 

Supposons, en effet, que nous ayons déjà obtenu un groupe Ji
s 

jouissant de ces propriétés et d'ordre πΐ+ι, s étant << σ; h contiendra 
des substitutions échangeables à celles de h

s
, sans être contenues 

dans h
s

. Prenons l'une d'elles pour U. 
Si U~,S ,US= IJ' appartient à S sera permutable au groupe 

élargi (//,,, U) =hs+1. 
Dans le cas contraire, U' sera une substitution de h échangeable 

à celles de'h
s
 et laissant invariables quelques-unes des fonctions que S 

n'altère pas. Il en sera de même des transformées successives 

S-1U'S = U/„ S-1U',S = U's, 

Ces substitutions seront d'ailleurs échangeables entre elles, car 
U';1

 U'
-1

 U', U', par exemple, est une puissance de 0, mais qui laisse 
des fonctions invariables. Elle se réduit donc à l'unité. 

Le groupe élargi (h
s

, IJ', U,, ...) est donc abélien. D'ailleurs S lui 
sera permutable, puisqu'elle l'est à hs et qu'elle permute circu-
lairement U', U',, 

70. Le groupe abélien ha dont l'existence vient d'être établie 
s'obtient par la combinaison de σ-t- ι substitutions génératrices 

0, (..IJ, . . . , G (y. 

Ces substitutions C sont d'ordre π si τ est impair; si π = 2 elles 
auront pour ordre ι ou 4» suivant leur caractère. 

D'ailleurs, si C,· et CA. ont pour caractère i, on pourra prendre pour 
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génératrice, au lieu de C*, celle-ci qui a pour caractère zéro. On 
peut donc admettre que C

2
,..., C

ff
 aient pour caractère zéro, l'incer-

titude ne subsistant que pour C,. 
On pourra déterminer dans h des substitutions D,,... D„ telles que 

les exposants d'échange C, Dk soient tous nuls, sauf ceux où ί = Λτ, 
qui seront égaux à i. En outre, si π = a, auquel cas on doit tenir 
compte des caractères, on peut faire en sorte que D, ait pour carac-
tère zéro, si J ; car si elle avait le caractère i , on pourrait lui subs-
tituer C/ D,·, dont le caractère est zéro. 

Quant à D,, on peut lui supposer le même caractère qu'à C, ; car si 
G, avait pour caractère zéro, on remplacerait au besoin D, par C, D,. 
Supposons au contraire que le caractère de C, soit ι et que celui 
de D, soit zéro. Les substitutions de hn seront de deux sortes; les 
unes d'ordre 2 dérivées de C2, ..., Ce, 0, que nous désignerons d'une 
manière générique par E; les autres de la forme C, E, d'ordre 4· 

La substitution S étant permutable au groupe des E transformera 
D

t
, qui leur est échangeable, en une substitution qui le soit aussi, mais 

ne le soit pas àC,. La transformée aura donc pour expression D, CJ E, 
où ρ = ο ou 1. La transformée de D, par S® aura la forme D, Cf®E; 
mais elle doit se réduire à D, puisque S® = 1. On aura donc néces-
sairement ρ = ο. Donc S est permutable au groupe 0, D,,C

2
,...C„ où 

la génératrice D,, qui a pour caractère zéro, a pris la place de C,. 

71. Les substitutions C, D jouissent donc de toutes les propriétés 
attribuées aux substitutions fondamentales A, Β (n°28). On pourra 
donc supposer qu'elles se confondent avec elles et choisir des variables 
indépendantes [ξ,, ..., \

σ
ι'\ qui ramènent leur expression à la forme 

normale (n° 29). Nous serons alors en mesure de déterminer la forme 
générale que doit avoir la substitution S. 

Soit 
Α'ί'*...Α£·Λθ** ( /■ ~ 1 σ) 

celle des substitutions de h
a qu'elle doit transformer en Aa. Posant 

"Ή·~ <*,λ·ζι + αΛ> 

on vérifie immédiatement que la substitution S
u
 qui remplace chaque 

variable 
[ξι. ·. ξ», ε'1

Γ
 par la variable [η,, ..., γ]σ, ε'],. 
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opère la transformation demandée et qu'elle est d'ailleurs permutable 
au groupe (θ, Β,, Β*). 

On aura donc 
S = seu, 

U étant échangeable à toutes les substitutions du groupe h
a

. 
Si L a un autre second faisceau h', l'indice ε' étant remplacé par σ' 

indices ξ',, ..., Ç,,, on verra de même que U est le produit" de 
deux substitutions dont la première SJ, fera succéder à chaque 
variable une autre variable, où les indices £'t, ..., ξ*, sont rem-
placés par η',, ..., η'

τ
,, fonctions linéaires de ξ'0 ..., ξ'

τ
; la seconde 

substitution U' étant échangeable à (θ', Α',, ..., Α'
σ
,). 

72. Supposons, pour abréger, que h' soit le dernier des seconds 
faisceaux. La substitution U' multipliera chaque variable par un fac-
teur constant. 

Les variables seront donc de deux sortes : 

i° La première comprendra celles dont les indices satisfont aux 
relations 

(ι) ςιΞΞ'ΐι, (mod π), 
(2) ξ'ιΞΞ-fi'iî ·.·, (mod π'). 

S les reproduira à un facteur près. 
Si l'on suppose que les relations (i) se réduisent à q distinctes et 

les relations (2) à cf distinctes, le nombre m des variables de cette 
sorte sera évidemment 

m = n U4 U9 

2° Soit x
x
 l'une des η — m variables de la seconde sorte. S la rem-

placera para
K
x^ a

K
 étant un facteur constant etx2 une autre variable. 

Elle remplacera de même a
{
x

2 par etc.; et S étant d'ordre GT, 
la suite a;

n
a,ar

a
, doit se reproduire périodiquement après 

tn termes. 

Or, pour que S laisse inaltérée une fonction 

λ,-4- λ, .r2-f-. , . -·(-hwxw 
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il faut qu'on ait 

a1h1 =-^2» ίϊ
2
λ

2
—λ

3
, ···> λρτ — ^'i« 

d'où 
«1 ^2 ' · ' &T3— 1 ' 

et si cette condition est remplie, on n'aura qu'une fonction invariante, 
les rapports des λ étant déterminés. 

Donc on aura dans l'hypothèse la plus favorable où les m variables 
de la première sorte feraient toutes inaltérées, la limite supérieure 

Ν ^ 1- m — /il— — —; < cr Lts τπν,ΐ rJ'i 

et comme στ> 3, tc> 2, 2, on aura, si q -4- q'^> 1, 

NÇÏ, 

l'égalité n'ayant lieu que si στ = 3. 
Soit au contraire^ = 1, q = o. Les relations (2) seront identiques; 

quant aux relations (1), la substitution linéaire qu'elles opèrent sur les 
indices pourra, par une transformation linéaire réelle, être mise sous la 
forme 

(3) | Çi, ξ2, .. ., ςσ, ne| -+- b^.2 -h... -t- a, ç.», ..., ( mod π) ; 

et, pour que S soit d'ordre στ, il faudra qu'on ait ασ = 1 (mod-n). Mais on 
a aussi a16-1 ~i (mod. π). Donc si a, > r, GT devra diviser π — ι, et 

Ν - η 1 <-· w t wu 

Si a = ι, la substitution (3) étant d'ordre π, on aura στ == τ: 

Ν = ιι Γ ~ - -L , ρστ στ-

expression encore moindre que -» sauf pour στ = 3 où elle est égale 

à 5 9 n. 

73. Supposons enfin que les relations (1) et (2) soient identiques : 
S sera échangeable à toutes les substitutions A,, ..A

e
, A'

t
, ..., Α'

σ
. 

Elle devra donc transformer les substitutions B, en substitutions de la 
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forme 
Β', = B/A'J1'.. , Α£τ<6ια<· (i~ ι, ..., σ), 

avec la condition que B, et soient échangeables. D'ailleurs, si elle 
n'est pas échangeable à tous les B/, on aura nécessairement π = tn. 
Autrement S™ transformant B

t
 en 

B/(A««'· ... Α«*0β.·)σ, 

qui diffère de B<, ne serait pas égale à l'unité. 
Or toutes les transformations de ce genre peuvent s'obtenir (JV. L., 

n° 32), en combinant avec les substitutions 

A*=|L· Λ[...ξ*...]|, 
les suivantes : 

B/·/|[ίι · · - 2'J ^ ^'[ίι · .. s'J|, 

-iiiknLi I Ι5*=|[ξ,...ε'] θ » Ις,...β']|· 

On aura donc 
S = S.U, 

S„ multipliant toutes les variables de la série principale par θ9, où φ est 
une fonction du second degré en ξ,, ξ*, ... et U les multipliant par des 
facteurs indépendants de ξ,, ζ

α}
 — 

On voit de même qu'on doit avoir rJ = car et que U doit être égal 
à S

0
 U', S'

(1
 multipliant ces variables par O9', où 9' est du second degré 

en 5'p ..., etU' les multipliant toutes par un même facteur de la 
forme Ûrf. 

Le facteur qui multiplie chaque variable sera donc de la forme 

Qp+P+d, 

et les variables inaltérées seront celles pour lesquelles on a 

ο -+- ο' -f- d = ο (modçj), 

Nous avons donc à chercher le nombre des solutions de cette con-
gruence. 

74. Par un changement de variables linéaires, nous pourrons la 
mettre sous la forme 

9 + 'i + /( Ξ O. (IUOCIOT), 
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φ étant une forme quadratique, ψ une forme linéaire ne contenant 
chacune qu'une partie des nouvelles variables, et h une constante. 

Si ψ n'est pas identiquement nulle, la congruence déterminera une 
de ces variables, toutes les autres restant arbitraires; on aura donc 

Ν = - n< n w 2 

Si ψ = ο, soient k le nombre des \ariables de φ, Δ son discriminant. 
On aura 

N= Mkwk n, 

X
A
. désignant parmi les mk systèmes de valeurs qu'on peut attribuer 

aux variables de φ le nombre de ceux qui satisfont à la congruence 

φ + h = ο. 

Ce nombre DX*k est donné par les formules connues (Journal de 
lÀouville, 7® série, t. II, 1916, p. 267). 

Si k = 2 m -+-1, 

0&o/H+»—rn2"'+1 · - τσ'"· 5 Γ( — 0"'ΔΛ 

Si k = 2 m ■+■ 2, 

0&o/H+»—rn2"'+1 · - τσ'"· 5 ( — 1 )"' Δ 

les expressions entre crochets désignent des symboles de Legendre. 

Il résulte de ces formules que Ν sera < ~ à moins qu'on n'ait 

στ :=z 3, /.·—!Ah, — —- 1·. 

auquel cas on aura 

V 2 — £n· 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant qui précise celui 
du n° 68. 

THÉORÈME. — Le nombre Ν des fonctions qu'une substitution S 
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d'ordre premier tu contenue dans L ne peut surpasser 

3 4 JLL SI M = 2, 

- si m > 3, 

-/t si ÎÏT ~ 3. 

Mais même pour rrr = 3 U ne peut surpasser ^ que si η est mul-

tiple de 3. 

VI. — Groupes abèliens contenus dans un groupe dècomposable. 

Tô. Désignons comme précédemment par L® un groupe primaire 
et résoluble contenu, soit dans le groupe linéaire à η variables modp

t 

soit dans le groupe plus restreint des substitutions linéaires qui 
laissent absolument invariante une forme Φ. 

Par l'adjonction à L° de sa base B, nous obtiendrons un groupe 
résoluble et primitif G° de substitutions linéaires non homogènes. 

Proposons-nous d'étudier les sous-groupes abéliens contenus 
dans G°. 

Soit H l'un d'eux. Ses substitutions sont de la forme SU, S appar-
tenant à L° et U à B. 

76. Supposons d'abord que l'ordre Ω de H soit premier à ρ. 
Les substitutions partielles S', S", ... de l'espèce S étant homo-

gènes, échangeables entre elles et d'ordre premier à p, pourront être 
ramenées simultanément à une forme canonique monome. Nous grou-
perons dans une même série celles des nouvelles variables qui, dans 
chacune d'elles, ont toujours un même multiplicateur. 

Soit Su l'une de ces séries contenant /, variables χ', ..., a?'1 et soient 
α', a", ... les facteurs par lesquels elles sont toutes multipliées par 
les diverses substitutions S', S", .... La détermination de ces facteurs 
aura exigé la résolution de congruences pouvant entraîner l'intro-
duction d'une imaginaire i racine primitive d'une congruence 

ip·' 1-1=1 (mod/>). 
Journ. de Math. (7· série), tome III.— Fasc. IV, 1917. 42 
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Les multiplicateurs α', a", ... seront des puissances de i telles que 
«a, ... et si est le plus grand commun diviseur de α', α", ..., 
/?v« — i, les substitutions S', S", ... résulteront de la combinaison 
des puissances de l'une d'entre elles S, multipliant les variables de s

0 
par id«, avec des substitutions S',... qui ne les altèrent plus. 

La substitution S,U, de H dont S, est le premier facteur, rempla-
cera χ', ..., a/· par 

ia> χ' -4- β', -t- β'1, 

les β étant des entiers complexes formés avec l'imaginaire i. On 
pourra d'ailleurs faire disparaître ces termes constants en prenant 
pour variables au lieu de &·', ..., celles-ci χ H- λ',..., xl\ -i- X'«, 
les λ étant déterminés par les relations 

( tw»—ι )/.'== (3', (i,yi — ι )λ'>~ β'1 (mod/;). 

Quant aux substitutions S"U",... de H dont les premiers facteurs 
n'altèrent pas les variables de s0, elles les laissent également inva-
riables; car, dans le cas contraire où elles les accroîtraient de termes 
constants, l'ordre de H serait divisible par ρ, contrairement à notre 
hypothèse. 

Si d'ailleurs v, est > i, la série ne sera pas isolée, mais appar-
tiendra à un système £, de séries conjuguées s0, ..., s

r
,..., s

Vl
_,; 

et Si multipliera les variables de s
r
 par ipr. 

S'il y a des séries autres que celles-là, elles pourront de même être 
assemblées en systèmes analogues à s,. 

Nous pouvons donc formuler le théorème suivant : 

THÉORÈME. — Par un choix convenable des variables indépen-
dantes on pourra ramener toutes les substitutions de H à la forme 
homogène. 

Chacune d'elles sur un produit de puissances de substitutions 
S,, S

2
, ... η altérant chacune que les variables d'un seul des 

systèmes S,, s
2
, ··· entre lesquels lesdiles variables peuvent se 

répartir. 

77. Remarque. — L'introduction des imaginaires a été utile 
pour la démonstration. Mais on peut substituer à l'ensemble formé 
par chaque variable complexe, jointe à ses conjuguées, celui des 
variables réelles dont elles dépendent; et la répartition des variables 
en systèmes subsistera. 
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78. Les substitutions S,,S
2
,... étant respectivement d'ordre 

lf*x -—J 
Tordre Dde H divisera le produit 

"1 

Π,£^· 
k 

D'ailleurs, si lA est le nombre des variables de chaque série de SA, 
le nombre η des variables sera au moins égal à Σ/ΑνΛ. Il serait même 
plus grand, si quelques variables, n'étant altérées par aucune substitu-
tion de H, restaient en dehors des systèmes §. 

De la comparaison de ces nombres il résulte évidemment que Ω ne 
peut en aucun cas surpasser p" — i; et que pour qu'il atteigne ce 
nombre il faut qu'on n'ait qu'un seul système s,, avec 

ν, = η, l' — d' — ι ; 

c'est le résultat invoqué au n° 15. 

79. Remarque. — Jusqu'à présent il n'a pas été parlé dé forme 
invariante Φ. S'il y en a une, nous n'avons que peu de chose à ajouter. 

Chaque série doit avoir une associée où les multiplicateurs sont réci-
proques des siens. Les deux associées peuvent d'ailleurs se confondre 
(groupes de 3*' catégorie) ou être conjuguées (2e catégorie) ou 
enfin appartenir à deux systèmes différents associés l'un à l'autre 
(ive catégorie). 

Dans ce dernier cas, nous réunirons les deux systèmes associés en 
un seul. 

Cela posé, la forme Φ, pour être invariante, ne devra contenir aucun 
terme où figurent à la fois les variables de deux séries non associées. 
Elle sera donc une somme de formes partielles Φ,, Φ

2
, ... ne conte-

nant chacune que les variables d'un seul système. Et cette dernière 
propriété subsistera si Ton revient des variables complexes à des 
variables réelles. 

Si L° est susceptible d'être employé comme groupe auxiliaire pour 
une construction ultérieure, η sera un nombre pair 20 et il faudra 
ou que Φ soit bilinéaire, ou que ρ soit égal à 2. Dans l'un et l'autre cas, 
chacune des formes partielles Φ,, Φ

2
, ... devra contenir un nombre 

pair de variables (sans quoi le discriminant de Φ serait nul). Leur 
nombre, ou celui des substitutions S,, Sa, ... génératrices de H, qui 
lui est égal, ne pourra donc surpasser σ. 
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80. La détermination des groupes H dont l'ordre est divisible par p 
est plus difficile. Mais il suffira, pour notre objet, d'obtenir une limite 
supérieure de leur ordre Ω. 

Nous établirons tout d'abord le lemme suivant : 

LF.MMF.. — Eteint donnéurigroupe aheli. rn \ de substitutions Linéaires 
homogènes à η variables, dont, l'ordre Ω soit une puissance de p, 
on pourra, choisir les variables indépendantes de telle sorte qu'elles 
se partagent en classes telles que chaque substitution de 1 accroisse 
les variables de chaque classe d'une fonction linéaire de celles des 
classes suivantes; celles de la dernière classe n'étant pas altérées* 

On peut admettre dans la démonstration que la vérité de cette pro-
position ait déjà été établie pour les groupes à moins de η variables. 

Supposons pour plus de généralité que les variables , ..., ^par-
courent chacune le champ des ρv entiers complexes formés avec une 
imaginaire d'ordre v. 

Soit S une des substitutions de I. Elle permutera les unes dans les 
autres les fonctions linéaires (à coefficients complexes) α, χ ,-κ . .-\-α

η
χ„. 

Le nombre ρ*" — ι de ces fonctions étant premier àp, il y en aura néces-
sairement quelques-unes que S n'altère pas. Si parmi ces fonctions inal-
térées il y en a m distinctes, φ,, ..., φ,„, on pourra les prendre pour va-
riables indépendantes à la place des dernières variables .τ

Μ
_

#Μ+1
,...,xn 

Les substitutions de I étant toutes échangeables à S devront permu-
ter ensemble les fonctions inaltérées b

t
 cp, -+- . .. -+- b

m
y,

n
. Chacune 

d'elles sera donc le produit de trois substitutions partielles, la pre-
mière S, opérée entre les variables a?,, la seconde S2 les 
accroissant de fonctions linéaires des φ ; la troisième S

3
 opérée sur les <ρ. 

Les substitutions S, d'une part, S
3
 d'autre part, étant opérées entre 

moins de η variables, on pourra les ramener à la forme requise. 
Nous allons maintenant établir le théorème suivant : 

81. THÉORÈME. — L'ordre Ω d'un groupe ahélien H ne peut sur-
passer p". S'il est égal à ρ", H contient des substitutions de IL 

Nous pourrons admettre que le théorème ait déjà été établi pour 
les groupes à moins de η variables. Il sera encore vrai si H est contenu 
dans un groupe G0 qui soit un produit de groupes partiels GJ, G*, ... 
contenant respectivement»,, n

2
,... variables seulement, », ■+■ »._> -h ... 

étant égal à n. 
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En effet, chaque substitution de H étant un produit de substitu-
tions S,, S

2
, ... appartenant respectivement à GJ, GJ, ..., Ω ne pourra 

surpasser p"1 pn\ .. = pn. 
Ce cas se présentera si L° étant décomposable, H ne permute pas -

transitivement les systèmes SL, ... formés par ses variables. 
S'il les permute transitivement, on aura Ω = il ι ίλ,, Ω, étant l'ordre 

du groupe abélien formé par les déplacements d'ensemble que H fait 
éprouver aux systèmes, Ω

2
 l'ordre du groupe I formé par celles des 

substitutions de H qui ne déplacent pas les systèmes, lesquelles seront 
de la forme 

V,V, .... V, 

VA étant opérée sur les variables deEk. 
Or, si l'on a m systèmes, de n' variables chacun, Ω, ne pourra sur-

passer m. D'autre part, les substitutions Y< sont en nombre au plus 
égal à p"'. Soit enfin une substitution de I où V, se réduise à l'unité. 
Pour qu'elle soit échangeable à celle des substitutions de H qui rem-
place Σ, par SA., il faudra qu'on ait également VA = ι quel que soit k. 
Donc Ω2<pn' et Ωζηφ"', quantité inférieure à p"'n— pH> 

Si L4' est indécomposable, mais à forme invariante et de première 
catégorie, ses variables se répartiront en deux demi-systèmes, et la 
démonstration se fera de la même manière. 

82. Reste à établir le théorème pour les groupes indécomposables 
qui ne sont pas de première catégorie. 

Nous montrerons tout d'abord que le maximum de Ω est une puis-
sance de p. 

Soit, en effet, H un groupe abélien dont l'ordre Ω ne soit ni premier 
à p ni puissance de p. Il sera le produit de deux groupes partiels H,, 
H

2
 dont les ordres Ω,, Ω2

 sont respectivement premiers à p et puis-
sance de />. 

Nous avons vu que les variables de H, se répartissent en sys-
tèmes s,, £0, .... Les substitutions de H2, étant échangeables à celles 
de H,, devront remplacer les variables de chaque série par des fonc-
tions linéaires de ces mêmes variables et, par suite, celles d'un sys-
tème par des fonctions de celles de ce système. 

Le théorème sera donc démontré en vertu de la remarque du 
numéro précédent, s'il y a plusieurs systèmes. S'il n'y en a qu'un, 
H, sera formé des puissances d'une seule substitution S, multipliant 
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les variables de la première série par idet d'ordre —· On aura donc 

Ω = Ω,Ω
2
 = Ρ 1 Ω

2
. 

Mais pour que les substitutions de Ha soient échangeables à Sn il 
faut qu'elles remplacent les variables de cette première série par des 
fonctions linéaires homogènes de ces variables. Une substitution 
linéaire opérée sur ces variables n'altérera pas l'expression de S, et 
mettra en évidence les diverses classes de variables dans H2. Soient 
xi,· · · » xm les variables de la première classe. Parmi les substitutions 
de la base, nous en aurons ρΊ'" qui remplacent 

xl,. ··, «I» par ···> #i»-+-*»» 

oc,, ..., OL
m
 étant des entiers complexes, et leurs conjuguées par des 

expressions conjuguées. Toutes ces substitutions U sont évidemment 
échangeables à celles de H

2
 et leur adjonction à celles-ci donnera un 

groupe H' dont l'ordre pvmÛ2
 sera > Ω. 

85. L e maximum de Ω ne devra doue être cherché que dans les 
groupes II dont l'ordre est puissance de p. Les substitutions d'un 
semblable groupe seront de la forme SU, S étant linéaire homogène 
et U appartenant à la hase de G". Sou ordre sera Ω,Ω2, Ω, étant 
l'ordre du groupe I formé par les substitutions partielles S, Ω

2
 celui 

du groupe J formé par celles des substitutions de H qui sont de la 
forme U. Mais il est évident que le produit des deux groupes I, J est 
abélien et puisqu'il a le même ordre que II il pourra lui être substitué 
dans la recherche du maximum. 

8i. Nous avons d'ailleurs ramené la question au cas où L" est 
indécomposable et non de première catégorie. Soient / la substitu-
tion génératrice de son premier faisceau, ν le nombre des séries 
conjuguées de p. variables chacune. 

Si ν > i, on peut admettre que I ne contienne aucune substitution 
qui déplace ces séries. On pourrait en effet déterminer un autre 
groupe H' ne les déplaçant plus et d'ordre supérieur à celui de (l, J). 

En effet, désignons par Ρ lu substitution qui remplace chaque 
variable par sa première conjuguée, par Q une substitution qui ne 
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déplace plus les séries. Si I les déplaçait, il résulterait de la combi-
naison des puissances d'une substitution P5Q (δ divisant v) avec 
un groupe 1' formé de substitutions de l'espèce Q. Et l'ordre Cl 
de (1, J) serait ^Ω,, Ω, désignant l'ordre de (!', J). 

Or 1' étant abélien et d'ordre puissance de p, la base de L° con-
tiendra p"" substitutions échangeables à celles de I' et remplaçant 
les variables .. ., x

mtt
 de la première série et de la première 

classe par α,, ..a„, et leurs conjuguées 

■<·Ί» '·/,./· pa·· .r,,. ..., .v,
nr

 + ·αζ 

sans altérer les variables dont le premier indice est > m. 
Adjoignons-les à (I', J). Nous obtiendrons un groupe abélien H' 

contenu dans L° et d'ordre Ω0 q désignant le nombre des sub-

stitutions adjointes qui appartenaient déjà à J. Ces q substitutions 
devaient être échangeables à la substitution 

1J5Q= x
kr
 2<.~r,,,

+
δ 

/ 
(/. — ι μ: ι— ι, . . ., /α; /· = ο, . .., ν — ι). 

Les conditions d'échaiigeabilitc sont 

/n 
«

A
. = V α

ΙΛ
χ?ί* (mod/;) (A-=ri,m), 

ι 
m 

ο au,0fj;s (Λ == /// + 1, . ..-, μ). 
ι 

Ceux des coelficients aik, où l^in ne pouvant être nuls à la fois, 
l'une au moins de ces congruences ne sera pas identique; et consi-
dérée isolément elle déterminera l'un des α par une congruence de 
degré ρδ, en fonction des m — ι autres. Donc q<p*{m~1+δ et l'ordre 

de IL sera ^ ρν-δΩ, > Ω, car 4· 

. 815. 11 ne reste donc plus à examiner que le cas où L" étant indé-
composable (et non de première catégorie), les variables forment 
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v séries de α variables chacune, et H = (I, J), 1 étant abélien 
d'ordre puissance de ρ et formé de substitutions qui ne déplacent 
pas les séries, et J étant l'ensemble des substitutions de la base 
de G" qui sont échangeables à celles de I. 

Les substitutions que nous aurons à considérer altérant d'une 
manière conjuguée les variables conjuguées, il sullira d'indiquer 
dans l'écriture les altérations qu'elles l'ont subir aux variables de 
la première série. 

Le groupe G" peut avoir diverses formes correspondant aux 
diverses décompositions distinctes de u. cil facteurs 

μ — r^r.'17'.... 

Si 11 est contenu dans plusieurs de ces groupes G" nous choisirons 
pour y appliquer le raisonnement celui où le nombre des facteurs Û't, 
rJa>, ... est le plus grand. 

Supposons, pour plus de clarté, qu'il y en ail deux. Les variables 
(de la première série) étant caractérisées par deux indices ε, 
η variables de ο à τ?—ι et de ο à ~'σ'~ ι, L" résultera de la combi-
naison de substitutions des deux formes suivantes : 

T = [£r'l τ.7 —i), 
I 

T'= [mj ]►>*[»'] ('·- ' -"->)· 
/ 

Parmi les substitutions de l'espèce Τ que L" cou lient figurent 
celles d'un second faisceau h d'ordre τ:-174"1 et dérivé de ·ισ substi-
tutions génératrices C,, ..., C.,

CT
. Les autres substitutions Τ que 

L° contient sont permutables à h. Pour les obtenir on construit 
un groupe auxiliaire résoluble de substitutions linéaires homo-
gènes à 27 variables (mod τ:). Par l'adjonction des substitutions 
3,, . . ., Z.,

a
 de sa base on obtient un groupe ij" auquel le groupe 

des substitutions Τ que l'on cherche sera isomorphe. 
Les substitutions de l'espèce Tr que contient L" s'obtiennent 

de même par la construction d'un groupe auxiliaire e/" à in' va-
riables (mod τ:'). 

86. Cela posé, soit S une quelconque des substitutions de 1 
Son ordre sera une puissance de p, telle que ρ1. 
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D'ailleurs elle appartient à Τ.Λ Donc elle est de la forme TT' 
On peut admettre que chacune des deux substitutions partielles T, 
T' ait également pour ordre une puissance de p. En effet l'égalité 

(TT')p'—1 

montre que Τ7'1 = T/-/'' est à la fois de l'espèce Τ et de l'espèce 1'. 
Mais les seules substitutions communes à ces deux formes sont des 
puissances de/. 

Soit donc 
Τ ρ'm/*, Τ 'ρ'—/-χ. 

Oil aura 
TT':= Τ/' /Γ/ Λ 

Les deux facteurs de ce nouveau produit seront respectivement 
des formes Τ et T'; d'ailleurs ils auront pour ordre des puissances 
de ρ si l'on détermine λ par la congruence 

//λ -4- α ΞΞ ο (modω), 

ω étant l'ordre de/', lequel est premier à p. 

87. Soient donc 
τ.τ;, T

2
T;. ... 

les substitutions de I, les substitutions partielles ayant toutes pour 
ordre des puissances de p. Aux substitutions T,, T., ... corres-
pondront dans le groupe auxiliaire (J{} des substitutions formant 
un groupe abélien dont l'ordre, étant une puissance de p, sera pre-
mier à π. Il résultera des puissances d'une seule génératriceT1. 
Car s'il y en avait plusieurs, elles altéreraient des variables diffé-
rentes. La base lit = (s,, . .., &.,

σ
) serait ainsi décomposée en plu-

sieurs bases partielles m>
(
, \is,

a
, ... et le faisceau h qui lui corres-

pond serait décomposé de même en faisceaux partiels h
n
 h

2
, ... 

répondant à une décomposition de 0. où le facteur serait rem-
placé par un produit π®ιπ% . .. contrairement à nos hypothèses. 

On verra de même que les substitutions Τ,, T', ... sont des puis-
sances d'une seule d'entre elles, T',. 

88. Il est donc établi que les substitutions de I sont toutes de 
la forme T*T'/. Mais pour que H soit d'ordre maximum il faut 

43 Journ.de Math, (η·· série), tome III. — l'asc. IV, 1917. 
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que I contienne séparément les substitutions Τ", Τ',Ρ. Car ce 
dédoublement, qui accroîtrait l'ordre de I, ne diminuerait pas 
l'ordre du groupe J formé des substitutions 

υ = |[βη] [eti] H- ετ, | 

échangeables à celles de I. 
Pour le montrer, transformons T" par une substitution de 

l'espèce Τ de manière à la ramener à la forme canonique. Les 
nouvelles variables formeront diverses suites telles que T* accroisse 
chaque variable de l'une d'elles de la variable précédente (la pre-
mière restant inaltérée). Soient 

[k-o] (Ar = ι, ..., m) 

les variables d'une de ces suites choisie parmi les plus longues. A 
chaque valeur de η correspondra une suite semblable. 

Opérant d'une manière analogue sur Τ',Ρ nous obtiendrons pour 
chaque valeur de ε une suite 

[ε/] 0 = i,..., m'). 

Considérons les variables [kl I où k = ι, .. ., m, l— ι, .. ., m'. 
T" remplacera [kl\ par [/cZ] —f- f^A*—i, l\. 
Τ' Ρ la remplacera par \kl\ + [k, l — 11. 
Donc T*T',P la remplacera par 

μγ] + [χ·-ι, /] + [/·,/-,] + [/.-—ι, /_,]. 

Pour que U soit échangeable à T*T',P, on aura la condition 

ak-1 1+ ak,l-1 + ak-1 l-1 = 0. 

On en déduit de proche en proche pour toutes les valeurs de k et 
de l 

rtA— 1,/— O, «A-,/'—1~0> 

ce qui montre que U est échangeable à T* et à TjP. 
En effet, comme il n'existe aucune variable d'indice nul, on aura 

pour i — ι et quel que soit k 

ak-1.1 = 0. 
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En vertu de cette première relation, il viendra, si l = 2, 

«A-i,2=0, 
et ainsi de suite. 

On verra de même que 
«*,/_,= o. 

Or les substitutions T® sont des puissances d'une seule d'entre 
elles que nous pourrons désigner par T,. De même les substitu-
tions T'useront des puissances d'une seule d'entre elles, T',. 

Donc I, supposé maximum, résultera de la combinaison des deux 
génératrices Τ, et T',. 

89. Il est maintenant facile de déterminer une limite supérieure 
de l'ordre de H. 

En effet, si T, et T', ont pour ordres respectifs ρλ, ρ1', on aura 

Ω_ ρλ+λ·ο, 

Ο désignant le nombre des substitutions de la forme 

|[εη] [ε·π]-Ηαεη| 

qui sont échangeables à T, et à T',. Mais nous venons de voir que 
si T, et T', contiennent respectivement des suites de m et de m' 
termes, tous les nombres a

zr>
 où ε ne surpasse pas m et η ne surpasse 

pas m' doivent être nuls, à l'exception d'un seul a
mm

·. Donc, dans 
l'hypothèse la plus favorable, le nombre des a

Vf{
 non nuls ne peut 

surpasser p. — mm'-j-i. Chacun d'eux étant susceptible de pv va-
leurs, on aura 

Ο tρΐι—1/ηιιι'-ΐ)ν^ 
d'où 

Ω ^ P*
 %

P)-+V+(L —mm)v. 

D'ailleurs, on vérifie aisément que si T, remplace 

[kl] par [A/] H- [/ — 1,l], 

T',', T'*", ... le remplaceront par 

(kl] + [k - — /o, /] (mod/)), 

[kl\ [k — /J*, /] (modρ), 

Donc pour que T, soit d'ordre p^, il faut que m soit> ph-1. 
De même m' > pv-'. 
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• On aura donc 
Q= pnph+h-l(ph+i)(ph-1+i)-1]v, 

expression qui décroît évidemment à mesure que croissent λ et V, 
En les supposant égaux à l'unité elle devient ρ". p2_1v nombre < pn. 

Nous avons toutefois supposé que I contenait deux génératrices 
distinctes T, et T'

(
. S'il n'y en avait qu'une T,, on aurait l'inéga-

lité 
Q pn ph+1-m)v, 

où le second facteur se réduirait à l'unité, si λ = ι, m = 2, ν = ι. 

90. REMARQUE. — Si Ω est égal à ρ", H contiendra nécessaire-
ment des substitutions de la base B. 

En effet, nous avons vu que les variables étant choisies de 
manière à se partager en classes les substitutions de Β qui n'altèrent 
que celles de la première classe sont échangeables à celles de H. 
Si H ne les contenait pas, leur adjonction donnerait un groupe 
abélien H' d'ordre ]> pn, ce qui est impossible. 

91. Soient, L" un groupe primaire et indécomposable (avec ou 
sans forme invariante); f la substitution d'ordre ω qui engendre 
son premier faisceau ; u = πσ~,σ'... le nombre des variables de 
chaque série; h,h'... ses seconds faisceaux. Le noyau de L" forme 
un groupe d'ordre οψ.2 jouissant des propriétés suivantes : 

Ses substitutions sont échangeables à f, et échangeables entre 
elles aux puissances près de /. 

THÉORÈME. — Si quelque autre sous-groupe H de L" fouit des 
mêmes propriétés, son ordre Ω ne pourra surpasser ΩΙ/Λ S'il lui est-
égal, H contiendra des substitutions de chacun des faisceaux h, h', ... 
autres que les puissances de f. 

En effet, les substitutions de H sont des formes Τ, T', .... A 
chaque substitution T correspond une substitution G d'un groupe 
auxiliaire à 2σ variables (mod π). Les substitutions £ corres-
pondant aux substitutions T contenues dans H constituent un 
groupe abélien 5C, dont l'ordre ne peut surpasser τι2*. 

Un raisonnement analogue s'applique aux substitutions T,, ... 
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contenues dans H. Donc U aura pour maximum ... 0, 
soit [λ20, Ο étant le nombre des substitutions qui ont pour cor-
respondante l'unité dans chacun des groupes auxiliaires. Ce sont 
les puissances de f, en nombre ω. Le maximum cherché est 
donc ωρΑ 

D'ailleurs, pour qu'il soit atteint, il faut que 3C contienne des 
substitutions de la base de A chacune d'elles correspond une 
substitution de h, autre que les puissances de f. 

On voit de même que II doit contenir des substitutions de h'. 

92. Soit L° un groupe primaire et résoluble à m variables 
(mod 2) et à forme invariante. 

L'ordre Ω d'un groupe abélien H contenu dans L" et dont toutes 
les substitutions sont d'ordre 1 sera au plus égal à 1". 

La démonstration se ramène comme au n° 81 au cas où L" est 
indécomposable. 

Soit v' le nombre des séries conjuguées à l'une d'elles; elles con-
tiendront chacune p. = πσπ'σ'. .. variables, et les nombres π, 
τ.', ... divisant ω = 2V' ± 1 seront impairs. 

Celles des substitutions de H qui ne déplacent pas les séries 
seront des formes Τ, T', .... 

Aux substitutions Τ correspondront des substitutions ε d'un 
groupe auxiliaire i,>0 à 2<x variables (mod π) et à forme invariante Ψ. 
Le groupe rte de ces substitutions ε sera abélien et dérivé de substi-
tutions génératrices dont le nombre 11e pourra surpasser σ (79). 
L'ordre de 3C sera donc <in<^rS. 

D'ailleurs, les puissances de / étant d'ordre impair, à chaque 
substitution ε ne correspondra qu'une seule substitution Τ qui 
soit d'ordre 2. 

Le nombre des substitutions de II qui ne déplacent pas les séries 
sera donc 

= 2<τ·+σ'+...~U. 

(Le signe = correspond au cas où u. = 1.) 
On a d'ailleurs in — 2v'p.. 
Si L" est de deuxième catégorie, les 2v' séries sont toutes con-

juguées et H pourra contenir une dernière génératrice rempla-
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çant la série r par la série r -f- V. On aurait alors 

Ω < 2JX^ 2^V'= 2". 

Si Ll> est de première catégorie, on aura deux systèmes associés 
contenant chacun v' séries conjuguées. D'ailleurs on doit avoir 

2v'>4) d'où v'^3. 

L° peut contenir une génératrice échangeant les deux systèmes, 
et si v' est un nombre pair 2 v" une autre génératrice remplaçant 
la série r par la série r -f- v". On aura donc : 

Si v' est pair > 4, 
Ω 7 4f· < 2V>< 2" ; 

Si v' est impair >3, 
Ω <2/ut <

Λ
2ν'(Α<; 2". 

95. Soient L" un groupe indécomposable de troisième catégorie ; 
f la substitution génératrice de son premier faiseeau (laquelle 
multiplie toutes les variables par — ι ) ; p. = 2σ. 2σ'.. . le nombre des 
variables ; h, h', ... les seconds "faisceaux. 

Nous dirons pour abréger qu'un sous-groupe Κ de L" est binaire 
s'il jouit des deux propriétés suivantes : 

i° Ses substitutions sont échangeables entre elles aux puissances 
près de f\ 

2° he carré de chacune d'elles est une puissance de f. 

Le groupe H* formé par la réunion des k seconds faisceaux 
Λ, ..., h'k~i] est évidemment binaire, et si l'on pose 

σ+σ'+... + =SK? 

il aura pour ordre 22f*"H. 

THÉORÈME. — Un groupe binaire Κ dont les substitutions sont 
échangeables à celles des seconds faisceaux hk, . . . non contenus 
dans H/ et dont Vordre serait 2i*'+r contient au moins 2'' substitu-
tions de H

A
. 

En effet, d'après nos notations habituelles, les substitutions 
de Κ seront de la forme 

TT'.. .T^-n. 
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Elles ont pour correspondantes des substitutions 

tT t(K-1) 

d'un groupe £ (complexe si /<: > ι ) de substitutions linéaires homo-
gènes à 2? variables (mod 2). Celles-ci sont d'ordre 2 et forment 
un groupe abélien. Leur*nombre ne peut donc surpasser 2^ (92). 

Donc parmi les substitutions de Κ en nombre iSk+r, il y en 
aura au moins 2' ayant l'unité pour correspondante et par suite 
appartenant à II/, . 

VII. — Un groupe complexe ou decomposable ne peut être contenu 
dans un groupe indécomposable. 

94. Nous rechercherons dans celle Section si un groupe L" 
décomposable ou complexe peut être contenu dans un groupe 
indécomposable L" ; et nous verrons que cet Le hypothèse est inad-
missible. 

Si L41 est décomposable, il résultera de la combinaison de groupes 
indécomposables pareils L^, L", ..., L", opérés sur les variables 
des divers systèmes 1, 2, ..., tu avec un groupe transitif G de 
déplacements d'ensemble. Et si L° contient L", il contiendra a for-
tiori le groupe complexe (L", L", . ..). 

Nous commencerons par montrer que la substitution f généra-
trice du premier faisceau de L° est un produit de substitutions φ,, 
P2,···? <p/w opérées respectivement sur les \)ariables des systèmes, 1, 2, ... 

(et d'une dernière substitution ψ, opérée sur les variables de L(> qui 
ne figurent pas dans L°, s il existe de telles variables). 

La démonstration s'appliquera d'ailleurs au cas où w étant égal 
à 1, le groupe L° serait indécomposable, pourvu toutefois qu'il 
contienne plus d'une variable. 

Notre point de départ sera dans la remarque suivante : 

Si S, Τ sont deux substitutions quelconques de L", S~'/S, T—l/T 
seront des puissances de f et S-1 T-' ST lui sera échangeable. 

Soit L" l'un quelconque des groupes semblables L", L", .... 
Supposons qu'il contienne plusieurs variables se partageant en 
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séries de p. variables chacune. Si jx > ι, soit 

*·=(*■·A 15 B15), 

l'un des seconds faisceaux de L", / devra être échangeable à la 
substitution 

A·Γ.%- B,J A
1sH,.» — ©s» 

laquelle n'altère aucune variable sauf celles du système L" qu'elle 
multiplie par des facteurs différents de l'unité. 

Pour que y soit échangeable à toutes les substitutions 0,, (L, . . ., 
il faudra donc qu'elle soit de la forme indiquée 

/ = · · ·ψ· 

Si u.= ι, L" sera dérivé d'une substitution f
s
 génératrice de son 

premier faisceau, à laquelle il faudra joindre, s'il y a plusieurs 
séries conjuguées, une substitution P, qui les permute cireulaire-
ment, et si L" est de première catégorie une substitution R

ç
 échan-

geant les séries associées. Et f sera échangeable aux substitutions 

Ρ;ιβ ι Ρ-Λ=Λ" "> R,-1/;1 κ<Λ=/,2, 

dont l'une existe nécessairement si L" contient plusieurs variables 
comme nous l'avons supposé. On en déduit, comme dans le cas 
précédent, que /est de la forme .ψ. 

Supposons eniin que L" ne contienne qu'une variable %
s

. Il sera 
formé des puissances de la substitution 

\x, gar, I (mod /q, 

g désignant une racine primitive de ρ s'il n'y a pas de forme inva-
riante. S'il y en a une elle sera quadratique; LJ sera de troisième 
catégorie et l'on aura g = — ι. 

Le* groupe G contenant une substitution S qui fait succéder 
au système s un autre système arbitraire t, f sera échangeable à 
la substitution 

fs-1 S-1 fs S = fs-1 fl, 

laquelle multiplie x
s
 par g- 1, x

t
 par g, sans altérer les autres variables. 
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Si donc g n'est, pas égal à —i,f multipliera xs
 et x, par des fac-

teurs constants et sera encore de la forme requise. 
Si g— — i, f pourrait faire succéder à x

s
 une fonction linéaire 

de x
f
 et de xt. Mais si L" contient un troisième système u différent 

des précédents, f sera échangeable h. fj\f
u
 qui multiplie x

s
 par —ι 

sans altérer x
t

. Donc ici encore f multipliera xs
 par un facteur 

constant. 
Les seuls cas qui échappent à la démonstration sont donc les 

suivants : 

i° Pas do forme invariante : — ι racine primitive de p\ donc 
ρ = 3 : en outre, L" n'a que deux systèmes. Ce cas est exclu (56); 

2° L" admet une forme invariante : il est décomposablc et ne 
contient quo deux variables. Ce cas est également exclu (55). 

95. Supposons maintenant que L·" soit complexe et résulte de 
l'association de groupes primaires 1/°, L·"", . . . supposés chacun 
maximum dans son espèce. 

Il est impossible que parmi ces groupes il y en ait plus d'un ne 
contenant qu'une variable, car s'il y en avait deux ils seraient 
semblables et ce cas est exclu (55). Si parmi les autres groupes il y 
en avait un L'° décomposablc, il contiendrait un groupe com-
plexe (L", ..., LJ'„) qu'on pourrait lui substituer dans le; raison-
nement. Donc L" contiendrait un groupe complexe 

10 [0 I 0 ■- | t · · · ι l'm ι "tu-H » · · · 

formé de l'association de groupes indécomposables, et / serait de 
la forme 

J — 1 . . . Cp
 llt +

1 . . . ψ, 

■\> ne pouvant contenir que la variable d'un dernier groupe qui 
aurait échappé aux raisonnements précédents. 

La question de reconnaître si L° peut contenir L" est donc 
ramenée au cas où L" est complexe et formé de groupes indécom-
posables L", L", ... et il est démontré que f doit être de la forme 

7=<Pi©«.... 

Toutefois, si plusieurs des groupes L", L°, . .. sont semblables 
Journ. de Math, (η* série), tome HI. — Fuse. IV, 1917. 44 
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on devra se rappeler que le groupe (L", L!!, ...) n'est pas celui 
qui nous était donné à l'origine. Il a été déduit de ce dernier par 
la suppression de déplacements d'ensemble opérés sur ces groupes 
semblables. Leur rétablissement donnera nu ou plusieurs groupes 
décomposables qui devront être supposé maxima. L'un de ces 
groupes maxima devrait être contenu ans L°. 

96. Soit ω l'ordre de f. Toutes les puissances de cette substitu-
tion (sauf l'unité) ne laissant aucune fonction invariable, les substi-
tutions partielles φ,, φ.,, ... devront également avoir ω pour ordre. 

D'autre part, soit LA l'un quelconque des groupes qui cons-
tituent L". Ses subtitutions doivent transformer / en une de ses 
puissances. Mais elles n'altèrent pas les facteurs φ autres que <pA. 
Donc elles sont toutes échangeables à φΛ. Mais les seules substi-
tutions entre les variables de L° qui soient échangeables à toutes 
celles de LJJ sont celles de son premier faisceau F*, dont nous dési-
gnerons l'ordre par coA. Donc ω divise ωΛ. 

Cela posé, soient u.A. le nombre des variables de chaque série 
dans L°, 

Jk B,...B„ B,..., A, ... A.j, A;.... 

les substitutions dont son noyau est dérivé. Les substitutions fk 
A,, ..., A„, A', ... forment un groupe abélien d'ordre ωΑαΑ. 
En associant les groupes analogues pour les diverses valeurs de k, 
on voit que L" contient un groupe abélien d'ordre 

TTwkuk 
A 

Mais si u est le nombre des variables de chaque série dans L", 
l'ordre d'un semblable groupe contenu dans L" ne peut sur-
passer (OIA 2 (91). 

On aurait donc l'inégalité 

II ωλ.μ·ν<ωμ5. 
A 

Avant de la discuter il conviendra de mettre en évidence les 
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nombres nk, η de variables contenues dans les groupes LJJ, L°. 
S'ils contiennent respectivement vA et ν séries, on aura évidemment 

^•= —» = --tljr- - /t '/c V 

De sorte que l'inégalité deviendra 

vΠω/.· - ωn2 

k 

97. Or il est aisé de voir que ~ 11e peut être inférieur à ,qui 

lui-même sera plus grand que l'unité. 
En effet, s'il n'y a pas de forme invariante, 011 aura 

ω ρ"' — ι 
ν ν ' 

mais ρν>2. Le minimum de cette expression sera donc il 

correspond à p4 = 4· Si ρ est impair son minimum sera 2. 
D'autre part, ωΛ= — 1, étant divisible par o> = pl— 1, vA

 sera 
un multiple de v, tel que wv; donc 

Ci)/,·
 #

 Ci) ρ"ιΊ — I 

v/. V Ht ( />'' — I ) 

expression croissante avec m et égale à 1 pour m = 1. 
S'il y a une forme in variante on aui-a, suivant la catégorie à 

laquelle appartient L°, v' désignant un entier : 
Première catégorie : 

ν =2v'; ω = Py — 1 (p
v
'> 4)· 

Deuxième catégorie : 

y — 2 v' ; u = j5v'+i. 

Troisième catégorie : 

v = 1 ; ω~2 (ρ inapair). 
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Le minimum de ~ sera \\ pour v' = 3, ω = 2:l— i. Mais si ρ 

est impair le minimum sera 2. 
On aura des expressions analogues pour ~ en remplaçant v' 

par ν 
Si ω = ρ''— ι, 

ν). — ni ν', ',)Λ — p"rj — ι ; 

si ω — ρ"' -f- ι, 
ν'Λ. =: 2 ni ν', — ρ-— I , 

ou 
ν'Α.— ( 2ΠΙ — ι)y'. '>)/, — J, 

On voit par ces formules que — croît avec m et ({uc déjà pour 

m = 1, il est égal ou même supérieur à -ΐ-· 

Enlin si ω = 2, les trois formes de ωΑ sont admissibles, mais ρ 
étant impair, aucune d'elfes 11e donnera une valeur moindre que 2 
à '^· 

V/,· 

98. On a d'ailleurs 
1 η/,·— //, 

et les substitutions de L^' laissent inaltérées au moins η — nk fonc-
tions des variables. Mais ce nombre ne peut être supérieur à3 4 n. 

(68). D one chacun des nombres nk est au moins égal à ~· 

En outre, si l'ordre ΩΑ de LJ[ 11e pourra être divisible 
par aucun facteur premier impair q autre qui; 3. 11 11e le sera même 
pas par 3 à moins qu'on n'ait à la fois 

nk> 7Γ 3. /4 = 0 ( IUOtJ 3). 

En effet si ces conditions n'étaient pas remplies L" contiendrait 
une substitution d'ordre q (ou d'ordre 3) laissant invariantes 
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n—nk fonctions, nombre supérieur à ce qui a été démontré 
impossible (74·). 

99. Or si Ωα se réduit d'après ce qui précède à une puissance de 2, 
ρ sera impair, [j./( égal à l'unitc, et n

k à une puissance de 2. Car si ρ 
était égal à 2, l'ordre iak du premier faisceau de LJ serait —ι 
ou /Λ±ι, nombre impair. D'autre part, si p.A. avait un diviseur 
impair π, L? contiendrait un second faisceau d'ordre -π2*4"' impair. 
Si l'on avait uA= 2*. 2*'..., la construction de dépendrait 
de celle d'un groupe isomorphe à 27 variables (mod 2), dont le 
premier faisceau serait d'ordre impair. 

Erilin tj.A étant égal à l'unité, on aura 

Ωλ· r- ço/. fi /.. 

Donc nk, de même que Ω/., n'aura aucun diviseur impair. 

100. Nous sommes maintenant en mesure de discuter l'inéga-
lité fondamentale 

v TT nf-»/. - r>> -, 

Les relations 
ïn

k
—n, n

k
- ^ 

montrent que le produit 11 ne peut contenir plus de quatre fac-
teurs. 

Supposons d'abord qu'il y en ait quatre. On aura 
1 -

n, = n2— n3 — nk~ 7 n, 

d'où 
Λ 2 — 16n3n4. 

D'autre part (ρ étant impair et u, = ... = u, = 1) 

ω8 ω4 = /ω\2=/ -> Λ τ ) >φ 

Enfin 
ηι = νιμι = ν,, η, — ν.2μ2— ν2. 
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On aura donc a fortiori 
νω,ω3^4. 

D'ailleurs ω,, ω
2 sont > ι et puissances de 2. La seule solution 

sera donc 
y I , f»), 0)2 = 2. 

Or s'il n'y a pas de l'orme invariante, on a 
<Ùk=fJyk—\. 

La relation 
01, — ff 1 — 1 — 2 

donne 
V, rr.: J, ρ—Λ. 

S'il y a une forme invariante, les relations montrent que L", ... 
sont de troisième catégorie; donc 

■^1 — V2 — · · ·= '. 

Donc les groupes LJ, . .., L" ne contiennent chacun qu'une va-
riable, et s'il n'y a pas de forme invariante, le module ρ est égal 
à 3. Ce cas a été signalé et exclu (57). 

101. Passons au cas de trois facteurs. 

Soit n
t
<n., = n

3
 : n, sera compris dans l'intervalle de " à^i 

λ2 et n3 dans celui de m, à η—in
x
 ; et leur produit sera au moins 

égal à it, (n — 2»,), expression qui varie de à -^-lorsque n
t 

varie de a -s·· 

Reprenons l'inégalité fondamentale 

-Wi ci). c»)·, _ ω —. y — η, — η* — η — η·. *1 τι 'ν»" y 

Ο11 a, comme on vient de le voir, n* <9 n.
2
n

3
. D'autre part 

= — ) » "1 — ν, μ,. ÙJ2 ω3 . / ω \ 

II en resuite donc 
ωιΜιω< 9· 
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D'ailleurs ω, est divisible par ω. Les seules solutions seraient 
donc 

<*>1-—<*)j—3, {J. ι—i, 
ω = 2. W1= 4, · Ρι= ι ; 

ω = ω, = 2, μ = ι, ou 2. 

102. La première solution est à rejeter. 
En effet, s'il n'y a pas de forme invariante, on aura 

0)| = /i— 1=3, //Λ=22, p=·2, V, = 2 el Pi—l. 

Donc L" n'a que deux variables (mod 2) et dérive des deux 
substitutions 

/, = | a?„, xx t'.r0, Pxx |, Ρ, = | x0l xt, a:u | [i3 = i ( mod 2 )]. 

S'il y a une forme invariante, L" ne pourra être ni de première 
catégorie, car on aurait ω, = ρν'ι—ι > 3 (pv> étant >4)} ni de 
troisième, car on aurait ω, = 2. 

S'il est de deuxième catégorie, on aura ν, = 2v'
t
, et 

soi — p'< -h 1 = 3, d'oii μ — 2, ν', = j. 

On aura donc encore deux variables x
tt

, cc
n et L" aura la même 

expression que tout à l'heure. 
Or/devrait être de la forme φ, φ

2
φ

:1
, φ, étant une puissance de ft 

échangeable à toutes les substitutions de L". Mais aucune de ces 
puissances, sauf l'unité, n'est échangeable à P,. On aurait donc 
φ, = ι, et f laisserait inaltérées les variables de L1,', ce qui est 
impossible. 

105. Soit donc ω = ι. S'il n'y a pas de forme invariante la 
relation ω = pv—1=2 montre qu'on aura ρ = 3, ν = ι. Les 
variables de L° ne forment donc qu'une série; et ν = ι. 

D'ailleurs tx ne contenant que des facteurs qui divisent ω sera 
une puissance de 2. 

Le nombre des variables de L° n'étant pas divisible par 3, on 
aura [x,= 1 (99). 
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La relation ω, = ι ou 4 deviendra 

3V1 — 1 — 2 OU ')· 

Elle ne peut être satisfaite que si ν, = ι, ω, = 2. 
Donc LJ ne contient qu'une variable χ et il est formé des substi-

tutions 
| χ ± oc | (mod 3). 

Donc L" contiendra quatre variables, dont une seule y appar-
tiendra à LJ ; et les mêmes raisonnements qui ont étc fails pour L',' 
montrent que LJ sera formé des substitutions 

1 y (mod 3). 

Les groupes LJ, LJ sont donc semblables et l'on devra rétablir 
la substitution qui permute χ et y. Mais le groupe décomposable 
ainsi obtenu est exclu (56). Cet te hypothèse est donc à rejeter. 

S'il y a une forme invariante, la condition ω = ι montre que L" 
doit être de troisième catégorie. Le nombre η de ses variables sera 
une puissance de i. Donc u, = i. Si ω, = 2, LJ sera également 
de troisième catégorie et n

t
 = 1. Done n = /\, n> — 1, LJ, LJ 

seront formés des substitutions 

| a: ±.î |, | y ± γ j (nuul/λ j> impair). 

Ap rès le rétablissement de la substitution 

I *'.yy, x 

on obtiendrait comme dans le cas précédent un groupe décom-
posable rentrant dans un cas exclu (55). 

104·. Il faut donc supposer ω, = l\. On en déduit si LJ est de 
première catégorie 

/>''>— 1 — 4, d'où ν', — ι, ρ — 5. 

et s'il est de deuxième catégorie 

pvi1-1 = 3, d'où v'
t
 —1, ρ = 'i. 

Dans l'un et l'autre cas v, = 2v'
(
 = 2. Donc 11, = 2. 
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La forme partielle Φ, que LJ laisse invariante sera quadratique, 

car en la supposant bilinéaire, on tomberait sur un cas exclu 
(43 et 44). 

Donc LJ sera dérivé des substitutions 

/, —jar, y g*\g~xy |, R, = |a?,y y, χ | [^ = i(mod5)] 

ou des substitutions 

/,= \χ0,Χι i*x0,i*Xi\j Pt—|ar9, a?, α·,,Λ?0| [i8=i (mod 3)]. 

Dans les deux cas son ordre sera 8. 
Le nombre η étant >2n

if
 mais <4n,f

 sera égal à 8; n2 et§n8 

étant pairs, on aura n
3
 ='2, η

Λ
 = 4· 

Raisonnant sur LJ comme sur L" on voit qu'on aura ω
2
 = 4 et 

et que L" est semblable à L". 
Le groupe décomposable A0 résultant de l'adjonction à L°, 

L" de la substitution qui les permute aura pour ordre i\ En dési-
gnant par Ο l'ordre de LJ, celui du groupe (A0, LJ) sera 270. 

Mais ce groupe doit être contenu dans L°, dont l'ordre est égal 
au produit de 27 ordre de son noyau par le nombre Ω° des'substi-
tutions paires du groupe auxiliaire primaire ou complexe à 
six variables et à forme invariante quadratique Ψ (mod 2) qui 
sert à achever sa construction. 

Donc Ο devrait diviser Ω°. Or il est aisé de voir que cela ne peut 
avoir lieu. 

En effet, si ja
3
 = i, Ο sera égal à (52

±i)4 'ou à (32
±:i)4. 

Si u
3
 = 2, il sera égal à (5 ± 1)2.24 ou à (3 -f· 1) 2.24. 

Si jjt.
3
 = 4) L1; étant de troisième catégorie, son noyau sera 

d'ordre 2®, nombre dont Ο sera un multiple. 
Donc Ο sera dans tous les cas divisible ou par 25 ou par 23.i3 

ou par 23.5. 
Soit, d'autre part, Ω l'ordre deL. 
Si £ est indécomposable, on aura 

Ω —(a8±:i)6 ou (a 4-i)3s.2. 2^· 

Si £ est décomposable, Ω = 2.3 (2.3)3. 
Si 41 est complexe, Ω = (22-f- *) 4·2·3, mais 41 contenant des 

Journ. de Math. (7· série), tome III. — Faso. IV. 1517. 4^ 
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substitutions impaires on aura 

Ω°= - Ω. 
2 

DoncD0 ne sera divisible ni par 25 ni par i3, ni par 23.5,32. 

104. Passons enfin au cas où L° est formé de deux groupes par-
tiels L®, L®. L'inégalité fondamentale deviendra 

-ω, g>o _ ω —. ν — η, λ,7 — η*. *1 ,VS < v 

D'ailleurs n
s
 n.

2
 sont compris dans l'intervalle de jn à3 4 n ; 

donc 
n2 > 16-y"i "2· 

L'inégalité devient donc 

- α>ι ω2 < 16 ω ν, y2 3 y 

Chacun des deux nombres — ? — étant au moins égal à > l'autre 

facteur devra être au plus égal à y· 
Soit donc 

V— 7-5-, V·—<-5-. — coι _ i6 -bu Î6 

S'il n'y a pas de forme invariante, la première de ces relations 
donnera (v

4
 étant un multiple de v, tel que m, v) 

pm1 v^ < Tw" 16 3 m1, 

et limitera ρ et v. 
Si p = 2 (pv étant nécessairement >2, d'où v>i), la seule 

solution sera m, = 1, ν, = v = 2. De même va = 2. 
Mais cette solution est inacceptable ; car il en résulterait 

w — (Oj — co2 -—■ 3 j 

le nombre des variables de chaque série dans les groupes L°, 
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LJ, L" serait donc une puissance de 3; on aurait donc η = 2.3^, 
n, = 2,3p', /1, = 2.3p*, et la somme de deux puissances de 3 ne 
pouvant être puissance de 3, l'égalité n{ -j- n2 = η serait impos-
sible. 

Si ρ = 3, on a la seule solution m, = 1, v = v,v2=i; car le 
cas où pv< = 32 est exclu (41). 

ω, ω,, ω2 étant égaux à 2, τι, n{> n2 seront des puissances de 2. 
Mais la somme de deux puissances de 2 ne peut être puissance de 2 
que si elles sont égales. Donc 

1 — 
η. — ru = - n. 

2 

Ces solutions où n
t
 = n

2
 = Λ- η seront discutées plus loin. 

Si p = 5, on a de même une seule solution 

ν = ν, =z v2 = ι, il'où (ο ~ &>i — ω j ιξπ 4 ; 

n, n
lf
 n

2
 seront encore des puissances de 2; et n, = n

2
= ^n-

Si ρ > 5, on n'a plus aucune solution. 

103. Passons au cas d'une forme invariante. 
Si L° est de première catégorie, on aura 

ν = 2ν', ω = pv'— ι > 3 ; 

L° et L" seront de première catégorie; car ω„ ω
2
 doivent être divi-

sibles par ω. Or si LJ par exemple était de troisième catégorie, on 
aurait ω, =2; et s'il était de seconde catégorie, ω, serait de la 
forme pv; + 1, qui,divisé par ω, donnerait un reste pv +1, ν étant < ν,. 

On aura donc 
ω 1 = /2V i I,v1 = m1v', 

et l'inégalité 
p"'«v — I 16 < -J /Wj. 

Le groupe L° donnera une inégalité toute semblable. Ces inégalités 
sont impossibles si ρ > 5 ; ou si ρ étant égal à 5, v'>> 1. 

Si ρ — 5 on aura la solution 

mγ — m2 = 1, v' ν, — v2, ω = ωι = ω2 = 4· 
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Ici encore η, n
if
 n

2
 seront des puissances de 2 et l'on aura 

n. = n~=-n. Nous sommes convenus de réserver l'examen des cas 

de ce genre. 
Si ρ — 1 ou 3 et"V> 2, les inégalités sont impossibles. On aurait 

une solution pour m
%
 — m

2
 =1 et ' = 3a ; mais ce cas est exclu (58 ). 

Enfin ρv' étant > 4> la discussion est terminée. 

106. Si L° est de deuxième catégorie, on aura 

ν = 2 ν', ω — />v' H- 1 > 2, 

et ni L°, ni L° ne pourront être de troisième catégorie. 
Supposons d'abord que L" soit de première catégorie. On aura 

v, = 2^, v'1 = 2ffl
1
v', ω, =—î, 

et l'inégalité 
- coi _ 16 ν — <-5-

deviendra 
pimyV— , - 2 ιηχ. 

Cette inégalité est impossible si 3. Si />v' =3, elle admettrait 
une solution pour m

t
 = 1. Mais elle doit être rejetée, car on aurait 

py'i= 32 et ce cas est exclu (58). 
Sipv' = 2, on aurait les solutions m

t
 = 1 ou 2. Mais la première 

doit être rejetée, ρv devant être > 4· 
On aura donc 

ρ = 2, v' = 2, ω = 3, η ■— 2 ν'μ =r 2 . 3 Ρ 

et, d'autre part, 
v't=4, α»! = 24—i=r3.5; », ■= Μ[μ\ = 8. 3P». 5σ». 

Donc n est impairement pair, et n
t multiple de 8. Il en serait de 

même pour n
2
 si L® était aussi de première catégorie et l'on ne 

pourrait avoir n
t
 -f - n

2
 — τι. 

107. Il faut donc admettre que LJ est de deuxième catégorie; 
d'où 

v1 = 2v"s =(2mt — i)v'
t
 ω, = 1, 
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et l'inégalité 

v — <-0- - ω8 _ ι6 
devient 

p(2m2-1)v+■!<.?_ (a/W, —i). 

D'ailleurs, py' étant égal à 2, cette inégalité n'a lieu que si m2 <C 3. 
L'hypothèse m

2
 = 2 doit être rejetée, car on aurait pv> = 2% cas 

exclu. 
Il faut donc supposer m2 = 1, d'où 

v'2~ ν' — 1, ω,=τ3, n2 — ipi— 2»3Pi, 

et n.
2
 sera impairement pair ainsi que n. 

Donc w,, n
2 ne peuvent être égaux et l'un d'eux sera <Û~ «· 

Si λ, co, étant divisible par 5, L° contiendrait une substi-
tution d'ordre 5 altérant moins de la moitié des variables, ce qui est 
inadmissible (74). 

Si n
2
 < ^ n, on aura nécessairement μ

2
 — ι. Car s'il en était autre-

ment, LJ contiendrait dans ses seconds faisceaux des substitutions 
d'ordre 3 n'altérant que ̂  variables, nombre inférieur à ce qui 
est également inadmissible. 

Donc n
2
 sera égal à 2, η à 8 et λ, à6; mais il doit être multiple 

de 8 , ce qui est contradictoire. 

108. Nous sommes donc réduits à supposer que LJ est de 
deuxième catégorie ainsi que L°. 

Nous aurons donc l'inégalité 

p(2m2-1)v+1=16 3 (2m2-1) 

et pour LJ une inégalité analogue où m, remplacera m
2

. 
Soient d'abord ρ = 2, v' = 1. On n'aura aucune solution pour m

3
 > 2. 

Pour m
a
 = 2 on aurait p*a = 2% cas exclu. Il faudrait donc supposer 

m. =m
0
 =1, d'où 

m, = ω, = ω =: 3, 

Λΐ=2.3Ρι, Λ,'—Û.3P«, Λ = 2.3Ρ, 
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valeurs qui ne peuvent satisfaire à la relation 
/1, -+- nt — n. 

Si ρ — 2, ν' = 2, il faudrait supposer mK
 = m2 = ι 

to, — toj— C») , 

«,= 4-5P·, «2=4.5P-«, λ=4·5Ρ, 

et l'égalité + n.
2
 = ri serait encore impossible. 

L'hypothèse ρ — 2, v'=3 doit être rejetée, car L° ne serait pas 
indécomposable (59). 

Si ρ = 2, ν'>3, l'inégalité n'admet plus de solution. 
Supposons enfin ρ impair. Si > 3, l'inégalité ne sera pas 

possible même pour m
2
 = i. Si pv' = 3, elle le sera seulement 

pour m — ι. On aura dans ce cas 
ω = ω, = ù)2 = 4, 

η, τι,, n
2
 seront des puissances de ι et l'on aura 

n. — «, — - n.2 

109. Supposons en dernier lieu que L° soit de troisième catégorie. 
Le nombre de ses variables sera une puissance de 2. Si donc 

n, < j/*, ω,, v'j seront des puissances de 2 et jjl, = ι (99). Donc 

n
{
 — 2v\\ui, sera aussi une puissance de 2. Mais il est >7-// 

et < - n. Donc il est égal à ^ n ; et n.
2
 = -^n sera divisible par 3. 

Donc L° ne pourra être de troisième catégorie, et l'on aura 
ω.,~ρ^±: ι. D'ailleurs n

a
=2v

2
p.

2
, et p

2
 n'a pour facteurs pre-

miers que ceux de ω
2

. Donc ω
2

ν'., sera divisible par 3. 
L" ne pourra non plus être de troisième catégorie. Car il ne 

contiendrait qu'une seule variable ([a, étant égal à 1) ; L" en con-
tiendrait 3, nombre impair, ce qui est impossible. 

On aura donc 
Πι = ·y, = 2 ν',, ω, = /;v'i rt ι, ω, — pv* ± 1, 

ω,ν', n'ayant aucun diviseur impair, mais ω
2

ν'
2
 étant un contraire 

divisible par 3. 
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Enfin ν étant égal à 1 et ω à 2, l'inégalité fondamentale deviendra 

ρνι ± ι rb ι _ 32 
2 Vj 2 Vj < 3 

Il est impossible de satisfaire à cet ensemble de conditions si 
Ρ >5. 

Si ρ = 5, on aurait la solution 

v', = v's = i, wt=5 — 1, ω2=ό + ι, 

p., étant égal à i, L®, L®, L° contiendraient respectivement 2, 
6 et 8 variables ; donc p

2
 = 3. 

L'ordre de L, serait 8; quant à L®, il contiendrait un second 
faisceau d'ordre 3* et son groupe auxiliaire à deux 
variables (mod 3) contiendrait dans son ordre un nouveau fac-
teur 3; donc L" admettrait un groupe sylovien Α., d'ordre 3*, 
dont les substitutions seraient d'ailleurs échangeables aux huit 
substitutions de LJ. 

Quant au groupe L° de troisième catégorie à huit variables, 
nous avons indiqué plus haut ( 104 ) les valeurs diverses que peut 
avoir son ordre. Pour certaines d'elles on aura encore un groupe 
sylovien Λ d'ordre 3'. Mais les seules substitutions de L° échan-
geables à toutes celles de ce groupe sont les deux substitutions de 
son premier faisceau. Donc L° ne peut contenir (LJ, LJ). Cette 
solution est donc à rejeter. 

Si ρ = 3, ω
2
 étant premier à 3, sera divisible par 3. Mais 

l'inégalité ' fondamentale ne serait pas satisfaite s'il était > 3. 
Il en serait de même si ν

2
== 3 et v'

t
 > 2. D'ailleurs si V, était égal 

à 2 et ω1 = 32 + ι il aurait un diviseur impair; et l'hypothèse 
ω, = 32 — 1 ferait tomber dans un cas exclu (58). Il faut donc 
supposer 

"j\ — 1, ω,= 3-Ηΐ = 4> 
ou 3a— I — 26, 

v» — 5 et ω* — ou 33+ 1 = 28. 

La première hypothèse est à rejeter, car L° ne peut être divisible 
par i3. La seconde également, quoique L° puisse contenir un groupe 
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sylovien Λ formé d'une substitution d'ordre 7; car L° ne contient 
que deux substitutions échangeables à celle-là, tandis que L° con-
tient aussi une substitution d'ordre 7, mais échangeable à toutes 
celles de L°. 

110. Supposons en dernier lieu que L° étant toujours de troi-
sième catégorie, on ait n, = n

2
= ^n, d'où n2—l^n

t
n

s
. L'iné-

galité fondamentale deviendra 

wi w1 = v1 v2 8 

Si LJ, LJ sont des deux premières catégories on aura 

/>v'i ±: 1 />v' rb 1 '~ï7t ' 

v;, vl n'ayant pas de diviseur impair. 
On n'a évidemment aucune solution si /? > 5. 
Si ρ = 5, on aura les solutions 

w, — 5 — I, ω4 — 5 — 1, 
V1 — va — 1 { co | — 5 — ι·, co .> 0 —ι, 

et, si ρ = 3, les solutions 

νί = νι= ωι — ω,= 3 + ι; 

y', — 1, v'2 = 2, ω, — 3 -4-1, o»2 = 32 + ι ; 
v'j = 2, v's = 2, co,= 3, + i, o>2 — 3* -+-1. 

Si L° est de troisième catégorie sans que L° le soit, on aura ̂  = 2 
et l'inégalité devient 

P—Êl ---4 2 υ, <a' 

v'j n'ayant pas de diviseur impair. 
Elle est impossible si ρ > η. 
Si ρ — 7, on a la solution 

v'j — I, C0, = 7-t-I, C0j=2. 
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Si ρ = 5, les solutions 

V, = I , toi — O I, (ùt~ 2; 

ν', = ι, ω, = 5-1-1, — 2. 

Si ρ — 3, les solutions 

v'j = 1, ω| = 3 -h 1, w2 = 2, 

Vj=2, Wi=34-|-1, wa=2. 

Enfin si L® est ainsi que L, de troisième catégorie, on aura une 
dernière solution 

(Οχ — C«)2= 2. 

111. Notre objet était d'établir que le groupe indécomposable L" 
ne peut contenir le groupe complexe L = (L

i}
 L

2
, ...). Ce but serait 

déjà atteint si nous n'avions réservé pour une discussion ulté-
rieure certains cas particuliers assez nombreux, mais présentant 
tous les caractères suivants : 

i° Le nombre ν des séries dans L" est égal à 1 ou à 2. 
20 Le nombre des variables dans chacune d'elles est une puis-

sance de 2, telle que is. 
3° Les groupes partiels L", L" sont au nombre de 2; ils con-

tiennent chacun la moitié des variables. 
4° Le module ρ est impair; il ne surpasse pas 7 à moins que L®, 

L°^ L„ ne soient tous trois de troisième catégorie, auquel cas il 
n'est pas déterminé. 

L'exposant s est également indéterminé. Mais les considéra-
tions suivantes vont nous permettre de le limiter. 

112. Soient f la substitution génératrice du premier faisceau 
deL°; h, h', ... ses seconds faisceaux. 

Leur réunion donnera un groupe 

ΪΤ=(Λ, Λ',), 

d'ordre 2Ji+l dont les substitutions seront échangeables entre 
elles aux puissances près de la substitution 0 qui multiplie toutes 
les variables par —1. 

Journ. de Math. (7· scric), tome III. — Fasc. IV, 1917. 4fi 
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Les autres substitutions de H seront de deux sortes : les unes, 
d'ordre 4> multiplient une moitié des variables par j racine de la 
congruence j'~ — ι (mod ρ) et les autres par —j; les autres, 
d'ordre 2, multiplient une moitié des variables par —ι et n'altè-
rent pas l'autre moitié. 

Désignons par f
i9

h
ti

h'
l9
 ..., 0, et par/;,, L·, h',, 0.> les expres-

sions analogues pour les groupes L", L![. 
Le groupe H contenant la substitution 0 = 0,0., contiendra 

nécessairement les deux substitutions ô
n

 0., s'il contient l'une 
d'elles. 

Il contiendra dans tous les cas des substitutions échangeables 
à 0,, formant un groupe A. 

En effet, s'il contient 0,, toutes les substitutions de H lui étant 
échàngeablés au signe près, la moitié d'entre elles lui sera échan-
geable. L'ordre de A sera donc i'ls. 

S'il ne contient pas 0,, cette substitution aura pour correspon-
dante, dans le groupe auxiliaire à 2 s variables (mod 2) qui sert 
à la construction de L", une substitution f? d'ordre 2 ayant une 
forme canonique telle que la suivante: 

I r,, #
2

, y
2
, ·*, + /,, κ,, χ,-)-y

2
.y

2
,z1 

Le nombre s' des variables χ, ζ est au moins égal à s. Or £ est 
échangeable aux 2y substitutions de la base qui accroissent lesx 
et les ζ de termes constants sans altérer les y. 

A chacune d'elles correspondent dans H deux substitutions, 
Τ et T0 échangeables à 0, au signe près. On a ainsi 2i + l substi-
tutions dont la moitié au moins sera échangeable à 0,. 

L'ordre Ο du groupe A sera donc au moins égal à 2*. 
Mais nous allons, d'autre part, en déterminer une limite supé-

rieure. 

145. Les substitutions de L", étant échangeables à0, et permu-
tables à H, seront permutables à A. 

Soit d'ailleurs U une des substitutions de A. Étant échangeable 
à 0, elle sera le produit de deux substitutions partielles U,, U

2 

opérées respectivement sur les variables de L" et de L". Si deux 



SUB LES GROUPES RÉSOLUBLES. 353 

d'entre elles 
ÛrrrU.TJ,,U= U1 U2 

correspondent à la même substitution partielle U,, Λ contiendra 
la substitution 

û-ûj'-ur'u;, 

laquelle laisse inaltérées les variables de L" ; elle multipliera donc 
les autres variables par — ι ou les laissera inaltérées. 

Si donc H ne contient pas les substitutions 0.,, 0,, on aura U^ll, 
et Ο sera égal à 0' nombre des substitutions U,. Dans le cas con-
traire il sera égal à 2 0', U!, pouvant être égal à U

2
 ou à 0., U

2
. 

Cherchons donc la valeur de O'. 

114. Soit S, une substitution quelconque de L" ; Λ contiendra 
la substitution 

S71 ÛStÛ-^Sï^S.jUT', 

laquelle laisse inaltérées 'les variables de L" ; elle se réduira don.e 
à 0, ou à l'unité. 

Si donc 0, n'appartient pas à H, la substitution U, devra être 
échangeable à toutes les substitutions de L" ; c'est donc une puis-
sance de y,. D'ailleurs son ordre doit être un diviseur de 4· Donc 

£2JL 
si ω, est divisible par 4, ce sera l'une des puissances de /', * ; et si ω, 

wi 
est impairement pair, ce sera l'une des puissances de f, ~ . Dans 
le premier cas, 

2"'7 Ο'τ- 1, d'où -î<2. 

et dans le second cas 
2s'-O'^ 2. d'uii s = j . 

Supposons au contraire que 0, appartienne à H ; S pourra trans-
former U, en U, ou en U,0,. Celles des substitutions de LJ qui sont 
échangeables à U, formeront un sous-groupe L invariant dans Lj 
et d'indice 2. Soit h

{
 l'un des seconds faisceaux, 2î7+l son ordre. 

11 aura au moins 22σ substitutions communes avec L; mais leurs 
transformées reproduiront toutes celles de Donc chacune des 
substitutions U, sera échangeable à celles des h{, h\, .... Mais 
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elles ne le sont'pas nécessairement k/t. Si elles ne le sont pas toutes, 
la moitié le seront et se réduiront comme tout à l'heure à des puis-

ii>, ω, 
sances de / 4 ou de / f . 

On aura donc, si ω, est multiple de 4> 
2Ss— 2θ'<2.2.ί, d*OÙ S = 2, 

et si ω, est impairement pair, 

2m=20'^2.2.2, d'où S ~ I. 

115. L'exposant « étant ainsi étroitement limité, il est aisé de 
déterminer l'ordre des groupes L°, L®, L°. 

En effet, si les variables de L° forment plusieurs séries (leur 
nombre ν étant égal à 2), L° contient une substitution P'ou R/ qui 
les échànge (32). Le nombre des substitutions qui les laissent immo-
biles s'obtiendra en multipliant l'ordre ώρ.* de son noyau par 
l'ofdre 0, d'un groupe auxiliaire à 2s variables (mod 2). 

Si s — 1, on aura Ο, = 6. 
Si s =2, le groupe auxiliaire pourra présenter deux formes 

distinctes. Pour l'une d'elles on aura 0^=5.2 = 10, pour l'autre 
0

2
= 2.6.6 = 72. 

L'ordre Ω de L° sera donc 

Ω=:νο)μ*Οϊ. 

Toutefois, si L° est de troisième catégorie, le groupe auxiliaire 
devant être restreint à ses substitutions paires, le nombre ci-dessus 
devra être réduit de moitié. 

Les ordres Ω,, Ω, de L®, L" se calculeront de même, si p.,, u.
2
 ne 

sont pas égaux à 1. Si pi, = i, on aura simplement Ω,=ν
4
ω,. 

Remarquons enfin que si L" et L" sont semblables, le groupe à 
comparer à L" est le groupe décomposable tl qu'on obtient par 
l'adjonction à L", LJ de la substitution qui les permute; il a pour 
ordre 2Ω,Ωο. 

116. Nous pouvons maintenant procéder à la discussion de 
cas réservés. 
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I. S'il n'y a pas de forme invariante, on aura deux cas (105) : 
I° 

p — 3, vt=vs— v=ri, ωι = ω
2
==ω=:2. 

Il faut supposer s = ι. Le groupe ^ ne contient donc que deux 
variables. C'êst un cas exclu (56). 

2° 

ρ — 5y v, = v., = v, ω, = (>>2 — ω — f\ ; 

L" et L®, semblables. 
Si 5 = 1, £ ne contient que deux variables (mod 5); ce cas est 

également exclu (36). 
Si 5=2, l'ordre de £ sera 2.(4.2a.6)a nombre supérieur à 

l'ordre 4·420
2
 de L" ; £ne pourra donc être contenu dans L°. 

II. Il ν a une forme invariante; L° est de première ou de 
deuxième catégorie ; L° et L" sont semblables et l'on aura deux cas 
à discuter ( 106 et 108) : 

3° ou 4° 
p — 3 ou 5, — v2 — v — 2, ω, = ω2= ω —/j. 

Si s = i, d'où μ,, = {JU= ι, (A = 2, l'ordre de £ sera 2.8% 

nombre qui ne divise pas 2 ·4·22.6, ordre de L°. 
Si s — 2, l'ordre de £ sera ι (2.4»2a.6)a et ne divise pas l'ordre 

de L° égal à 2.4.4* 0»· 
III. Il y a une forme invariante, et L° est de troisième caté-

gorie (110). 
Si 5=1, on n'a que deux variables; L% L" n'en contiendront 

qu'une. Ils seront donc de troisième catégorie et la forme inva-
riante sera nécessairement quadratique. C'est un cas d'exclusion 
signalé (33). 

Il faut donc supposer s — 2. Le nombre des variables sera quatre, 
dont deux appartiennent à chacun des groupes L®, L°, et parmi 
toutes les combinaisons possibles on devra rejeter a priori toutes 
celles où l'un des nombres ω,, ω2 ne serait pas divisible par 4· 

Les seules combinaisons qui restent sont les suivantes : 
p = 5; L% L" semblables et de première catégorie; 
ρ = 3; L", L" semblables et de deuxième catégorie. 
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Dans les deux cas on a 

v', -= v'j r= ι, V = ι, ω, = ω2 = \, ω = 2 ; 

μ, μ2 — 1, /* = /|. 

L'ordre de £ sera 2[2.4j"=27 et celui de L" sera 2.2*. ^Ch. 
Pour qu'il soit divisible par 27, il faut adopter parmi les deux 
valeurs de 02 celle-ci : 2.6.6. Dans ce cas, Ω= 27.3" et L" con-
tiendra un groupe sylovien A d'ordre 27 qui devrait coïncider 
avec £. 

Mais ces deux groupes, bien qu'ayant le même ordre, diffèrent 
par la structure. En effet, £ contient un seul sous-groupe inva-
riant d'indice 2 formé de la réunion des groupes L", L". A a de 
même un sous-groupe invariant A' d'indice 2 formé par le noyau 
de L" ; 4^ et A' devraient coïncider, ce qui ne peut être, car les 
substitutions d'ordre 4 contenues dans A' ne laissent inaltérée 
aucune fonction des variables, tandis que c' contient la substitu-
tion /, d'ordre 4 qui n'altère pas les variables de L". 

Nous pouvons donc affirmer qu'un groupe décomposable ou 
complexe, construit avec les précautions indiquées dans la Sec-
tion II, est maximum. 

VIII. — Un groupe indécomposable L° ne peut être contenu 
dans un autre groupe indécomposable Γ". 

117. Il nous reste à chercher à quelles conditions un groupe 
indécomposable L" pourrait être contenu dans un autre groupe 
indécomposable L°. 

Soient, comme précédemment, 

·

Λ

 "=('· £:::»:)· " ·· 

le noyau de LH, 
f, h, h, ... 

celui de L". 
Nous établirons successivement : 
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i° Que / est échangeable à toutes les substitutions du noyau 
de L°, et par suite sera une puissance de /; 

2° Que / et / coïncident ; 
3° Que L° et L° ont le même noyau ; 
4° Et enfin qu'ils coïncident. 

118. Comme dans la section précédente, nous nous appuierons 
sur ce que S, Τ étant dedx substitutions quelconques de L0,S_1/S,. 
T-'/T seront des puissances de / et le commutant S~'T"·' ST 
sera échangeable à f. 

Prenons pour S la substitution A, et pour Τ une substitution 
de L° qui ne lui soit pas échangeable aux puissances près de Θ; 
le commutant A'1 Τ Ά,Τ et ses transformées combinées ensemble 
reproduisent tout le faisceau h, et / sera échangeable à toutes 
ses substitutions. De même à celles des autres faisceaux h', .... 

D'autre part, si dans L° le nombre des séries conjuguées est 
supérieur à 2, L° contiendra une substitution de la forme P-Q dont 
le commutant avec / estfp2-1. 

Si L° est de première catégorie, il contiendra une substitution 
de la forme RQ ou de la forme RPQ. Leurs comifiutants avec / 
seront respectivement fp+i ou /-'. 

Nous allons en conclure que / multiplie chaque variable de / 
par un facteur constant et par suite est échangeable à /. 

119. Premier cas. —S'il n'y a pas de forme invariante,/ sera 
d'ordre py— ι, et /''multipliera les variables des séries ρ et r -f- ρ 
respectivement par 

i(p2-1)p2,i(p*—l)pr+p
r [Î>v_1 = Î (modp)]. 

Ces facteurs seront différents, à moins qu'on n'ait 

(ι) (/)2—ι )(pr—ι) Ξ ο (mod/>v—ι"). 

Si donc r ne peut être choisi de manière à satisfaire à cette rela-
tion, / devra remplacer chaque variable par une fonction des seules 
variables de la même série. Étant d'ailleurs échangeable à A,, ... 
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qui multiplient ces variables par des facteurs différents, elle mul-
tipliera chacune d'elles par un facteur constant. 

Or la relation (i) est impossible si ν >2; car si r<v — 1, 
son premier membre est < pv—1, et si r = v — 1, sa division 
algébrique par />v—1 donnera un reste —ρv"",—pa+ p + i négatif 
et moindre en valeur absolue que pv—1. 

Nous réserverons le cas où ν = 2 pour une discussion ultérieure. 

120. Deuxième cas. — Si L° est de première catégorie, on 
obtiendra le même résultat si celle des substitutions f2 à 
laquelle f est échangeable multiplie les variables des diverses séries 
par des facteurs tous différents. 

Cela aura lieu pour la substitution fp¥X, à moins qu'on n'ait 
par la comparaison de deux séries conjuguées, pour une valeur de r 
positive et moindre que v', 

(2) (ρ -f- 1) (//'— 1) = ο ( mo.l/>v'— r), 

ou par la comparaison d'une série avec son associée ou les conju-
guées de celles-ci, pour une valeur de r non négative et < V, 

(3) (p -+- 1) (pr-h ι) Ξ ο (modρ'1— ι). 

La première condition est impossible, sauf pour v'=2, cas que 
nous réserverons. 

La seconde donnera, si r = y'— 1, 

pv-1-h/> + 2 = 0 (mod/>v'—1). 

Or le premier membre est moindre que pv—1 : i° si v'>3; 
20 si v'= 3, ρ > 2; 3° si v'= 2, ρ > 3. 

Or pour v'= 3, ρ = 2 la congruence n'est pas satisfaite; d'autre 
part, pv'> 4 et ne doit pas être égal à 32, ce cas étant exclu (58). 

Il faut donc supposer v'=i, d'où 

ρ + 3 =Ξ= ο ( mod ρ — Γ) «Ι ρ =. ο. 

Mais le cas où pv= 5 est exclu, si τ + est pair (45); et si 
Τ + ΣΜ est impair, L° contiendra 'deux substitutions R', S telles que 
leur commutant S^R'SR'"1 soit une puissance impaire de f (59). 

Ce commutant /p sera échangeable à f et, comme il multiplie 
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les deux séries par des facteurs différents, notre proposition sera 
démontrée. 

Soit maintenant r<v'—i. Le premier membre de la con-
gruence (3) est évidemment < p*'—i, si ρ >2 ou si v' >4· 
Pour // = 23, il n'est pas divisible par 2®— i. Mais pour ρ*'~ικ 

on aura la solution r — 2, ρ''=24. 
Nous réserverons encore l'examen de ce cas. 
Si/ est échangeable à /2, elle le sera a fortiori à fp+[, si ρ est 

impair. Le seul cas nouveau est donc celui où p — 2. Il donne la 
congruence 

2(2''-1— 1 ) = ο (mod 2V'- 1) 

et 2V'—1 étant impair 

2''+1 = 0 (mod 2'''—ι), 

évidemment impossible puisque v'>3. 

121. Troisième cas. — Si L° est de deuxième catégorie, les séries 
conjuguées seront en nombre pair 2v', et f multipliera les variables 
de la (ρ + i)'«me série par où ipSV'~' = i (mod ρ). 

Pour que la substitution fp*~x à laquelle / est échangeable mul-
tiplie par le même facteur deux séries différentes ρ et ρ -f r, il 
faudra qu'on ait 

(/>2 — >)(/>''— i) = o ( mod//·'-h 1), 

pour une valeur de r positive et moindre que 2N/. 
Si r <v'—1, le premier membre étant <Cpv> cette congruence 

est impossible. 
Si r = ν'—1, la division algébrique montre que 

— ρ — ρ·4' -l — ρ2-h ι 

devrait être divisible par pv' + 1. Or il lui est inférieur en valeur 
absolue si ν' )> 3. De même si v'=3 et ρ >2. D'ailleurs v'= 3 
et ρ = 2 rentrerait dans un cas exclu (39). 

Si v'=2, p2 + i devrait diviser —ip — p2+i et par suite 
— 2ρ -j- 2, ce qui est évidemment impossible. 

Supposons enfin En le changeant en v'+ r, nous aurons la 
Joum. de Math. (7· série), tome III. — Fasc. IV, 1917. 47 
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nouvelle congruence 

{pi— I)(/»'+I)SO (modρ"'' -h i), 

où r peut prendre les valeurs ο, i, .. v'—i. 
Cette congruence est impossible si r < v'—2, car on aura 

( p* — I )(/>'' -f-1 ) < pr+i -4- ρ2 < 2 p' +i < pr+* < pv'. 

Si r = v'— 2, on aura 

(Pi — i)(Py'~t+i) Ξ ——2 -hp*, 

expression moindre en valeur absolue que pv' +1. Il faudrait 
donc qu'elle s'annulât, ce qui n'a lieu que si v'=3, p — i. Mais 
ce cas est exclu (59). 

Soit enfin r = v'—1 : 

(pa — 1) (pv'_1 -+-1) — ρν'+ι — ρΊ'~ι -hp*- — I 
= — ρψ~χ—ρ—ι -4- ρ2 modpvf -f- i. 

Cette dernière expression est négative et moindre en valeur 
absolue que prjr L si ν' > 2. Si v' = 2, elle se réduit à 

p2 — ip — I == — 2{p — f), 

expression qui ne peut être divisible par p- -f- 1 · 
Reste la seule hypothèse v'=i, dont l'examen sera réservé. 

122. Les cas réservés dont nous allons entreprendre la discus-
sion offrent ce caractère commun qu'il ne peut exister plus de deux 
variables χ, x' qui soient multipliées par un même facteur dans 
chacune des substitutions monomes A,, ... et fp*~l (ou /yM"') 
auxquelles nous savons déjà que f doit être échangeable; donc f 
sera de la forme 

f | χ, x\ ... Ix -h mx', m'x -f- Vχ', ... |. 

Il nous faut établir que msm=o (mod ρ). 
Nous y arriverons en exprimant que la transformée φ = f-1 ff, 

étant une puissance de f
9
 lui est échangeable. 
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Soit en effet 

f= j x, ... «Λ?, a'.. i |. 
On aura 

φ = |α:, χ', ... ίχ -t- a~l a' ηιχ', aa'~x m'χ +· /' χ', ... |. 

L'identification de /© et de φ/ donnera les relations 

/2 -+■ aa'~l mm';= l2 H- ar 1 a' mm' \ 
a~x a' Im -h m/' = Ιηι a-1 a' m V ι 

lm! -+- aa'~l Vm! ~ aa'~l lm' H- l'm' l (mod p), 
α~* a'mm'lrt= aa'~l mm'-h l'2 J 

ou en simplifiant 
[(α-1 a')2—) 

(a'—a) m(l'-- l) ξ= ο \ (modp). 
(a'—a)m'(Î' — /) = o ) 

Si (ar* a')2 n'est pas congru à i, l'un au moins des nombres m, 
m' sera nul; l'autre aussi, car dans l'hypothèse contraire on aurait 

' 1' = / et l'ordre de f serait divisible par ρ, ce qui est impossible. 
Reste à discuter la possibilité de l'hypothèse (ar* a')-~ i. 

123. Dans les deux premiers cas réservés, χ, x' appartiennent 
à des séries conjuguées; a et a' sont respectivement égaux à i 
et à ip, i étant racine primitive de la congruence 

{'''-'ΞΞΙ (mod/?). 

On devrait donc avoir 

/2(Ρ-Ι)Ξι (mod/?), 
d'où 

2 (/? — ι)ξο (mod/?2—ι), 

congruence évidemment impossible. 
Dans le troisième cas, L° est de première catégorie, p'~ 2'; 

χ, χne sont pas conjugués et r = 2. On aura donc 

α24_1==ι et a' — a~z\ 
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d'où 
(α-1 α'Υ— α-10, —ΙΟΞΞΟ (mods4—ι), 

ce qui n'a pas lieu. 
Dans le quatrième et dernier cas, L° est de deuxième catégorie, 

et ν' = i. On aura donc 

«/>+»== ι (modyy), a! —aP, 
(a~la' )*ζ=α*ΐΐ"'ιΚ 

d où 
2(p — ι) = ο ( mod /j +ι), 

— 4=o (mod/> + 1). 

Cette congruence admet la seule solution ρ = 3. 
D'ailleurs on tombera sur un cas exclu si τ + Su est impair (44) ; 

et s'il est pair, L® contiendra deux substitutions P', S telles que 
le commutant S_IP7SP'~1 soit une puissance impaire de f, telle 
que /p (39). f étant d'ordre 4 sera réciproquement une puissance 
de /p et sera échangeable à /. 

Il est donc prouvé que dans tous les cas f est échangeable à 
toutes les substitutions du noyau de L°. 

124. COROLLAIRE I. — f sera une puissance de f. 

En effet, soit i l'imaginaire que les variables contiennent dans 
leur expression. Les facteurs par lesquels f multiplie ces variables 
seront nécessairement des puissances de i et les variables con-
juguées seront multipliées par des puissances conjuguées. Enfin, 
dans le cas des groupes de seconde catégorie où v = 2v7, ces mul-
tiplicateurs seront des puissances de ίρ'~\ cette condition étant 
nécessaire pour que f n'altère pas la forme invariante. 

125. COROLLAIRE II. — Ν diviser. 

Nous venons en effet de voir que ω divise ω. 
Or s'il n'y a pas de forme invariante, 

(t) — p' I . 
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Si L° est de première catégorie, 

V —2V', ω = ρ''— I (/>v'> 4); 

S'il est de deuxième catégorie, 

v = 2v', ω = pv' -t- ι ; 

S'il est de troisième catégorie, 

ν = ι, ω = 2. 

On aura de même, suivant les cas, 

ω = ρΊ — ι, //·'— I , />v'-h 1,2. 

Mais, pbur que ω soit divisible par ω, il faut qu'on ait : 
Si ω = pv— ι, 

ω =r pnv — ι, ν = mv; 

Si ω = ρ''—ι, 

ω — pms'—ι, >'-«('/, y — mv; 

Si ω = ρν' + ι, 

ω = y?8"»7'— ι, y' 2 m y', ν = 2 /ην, 
OU 

oa = />(îw,—1,ν'-1-ι, ν'~ (2wi — ι)Ά ν=(2/« — ι).ν. 

Enfin si ω = 2, ν = ι et divise v. 

126. THÉORÈME II. — Les Ω[Λ2 substitutions du noyau de L" sont 
échangeables entre elles aux puissances près de f. 

Elles le sont, en effet, aux puissances près des substitutions 
to ω 

. ·0=/«, 0' = /»'...., 

TT,π', ... étant les facteurs premiers de a. Or 

μν = μν. 

ces deux expressions représentant le nombre η des variables; 



364 CAMILLE JORDAN. 

v divisant ν, μ. et par suite π divisera μ. Donc π divise aussi ω. 
"ω 

Donc f n sera une puissance de f, qui lui-même est puissance de f. 
Mais elle est d'ordre π comme Θ, et celles des puissances de f qui 
sont d'ordre τζ sont des puissances les unes des autres. Donc 0 est 
une puissance de /. 

Or Tordre d'un groupe contenu dans L° et dont les substitutions 
sont échangeables aux puissances près de f ne peut surpasser O>IA3. 

Il ne peut même atteindre ce chiffre que s'il contient des substitu-
tions de chacun des faisceaux h, h'9 ... (91). 

Nous avons donc l'inégalité 

wu2 < wu2, 

qui nous permettra d'établir la proposition suivante. 

127. THÉO RÈME III. — Les premiers faisceaux des groupes L° 

et L° sont identiques. 

i° En effet, supposons d'abord qu'il n'y ait pas de forme inva-
riante. On aura 

ω = //nV — ι, ω μΊ — ι, ρ = m μ. 

L'inégalité devient donc 

ρ— Ï < ( Pv — « ) m2. 

Si m était égal à i, le théorème serait démontré. Si d'ailleurs on 
remarque que pv > 2, on n'aura pour solution où m soit > ι que 
celle-ci : 

fi* — 3, m ~ ι. 

Mais le groupe L° qu'elle donnerait est exclu (41). 

2° Si L° est de première catégorie il en sera de même pour L°, 
et l'inégalité sera la même, sauf le changement de ν en v'. D'ailleurs 
p* )> 4. Il n'existe donc aucune solution où m soit > ι. 

3° Si L° est de deuxième catégorie et L° de première, on aura 

μ — ι m μ, 6ΐ=]/+ι, ω = μ2"ιν' — ι, 
d'ou 

pimv' I = -V- I 4
 mi

· 
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D'ailleurs μ étant pair, ρ* +1, qu'il divise, le sera. Donc ρ est 
impair. L'inégalité admet les solutions 

//•'=3, m — ι, 
p·' z=z 5, m = i. 

Mais ces deux cas sont exclus (58 et 42). 
4° Si Lw est de deuxième catégorie, ainsi que L°, on aura l'iné-

galité 
p(im-i) (2 m — l)â. 

Pour m= i, le théorème serait démontré. On aurait une autre 
solution pour ρ = 2, 

m = ν' —i, d'où Ρ'— 23· 

Mais ce cas est exclu (59). 
5° Si L° est de troisième catégorie, on aura 

C.) = 2 , V = I , 

d'où, si L° est de première ou de deuxième catégorie, ν = 2ν' 

ρ—ι<8υ'2 ou ρ'-hi<8v'2. 

D'ailleurs ρ est impair et v' puissance de 2. Sous le bénéfice de 
ces observations, on aura les solutions 

p"'-= 3, 32, 3», 5,52, 7, 

dont nous réserverons la discussion. D'ailleurs la solution pv'=3 
n'existera pas si L° est de première catégorie, car doit être > 4· 

6° Enfin, si L° et L° sont de troisième catégorie, le théorème est 
vérifié. 

128. THÉORÈME. — L° sera identique à L°. 

Remarquons tout d'abord que les substitutions de L° sont 
permutables à chacun des seconds faisceaux h, h', .... Mais il 
pourrait arriver qu'elles fussent permutables à un sous-groupe h

t 

de h. 
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LEMME. — Celles des substitutions de A,, qui sont échangeables 
ω 

à toutes les autres, sont les puissances de ô == fx. 

Car dans le cas contraire ces substitutions jointes à f donneraient 
un faisceau abélien permutable aux substitutions de L9 et dont 
les substitutions ne seraient pas puissances d'une seule d'entre elles : 
L9 ne serait donc pas indécomposable, contrairement à notre sup-
position. 

A, sera donc d'ordre et sera dérivé de 2s, substitutions 
génératrices qu'on pourra prendre pour 

Ai, A„. 
B„ .... H,. 

Les substitutions de h échangeables à toutes celles de A, for-
meront un sous-groupe complémentaire k d'ordre π-(σ-,.)+ι

 et 
dérivé de 2(0·— s,) génératrices. 

Soient donc A, un sous-groupe minimum parmi ceux de A qui 
sont permutables aux substitutions de L" (et ne se réduisent pas 
aux puissances de y); A

2
 un groupe minimum parmi les sous-

groupes de k qui jouissent de cette propriété, etc. A sera un produit 
de sous-groupes A,, A

2
, ... d'ordres 2S,-f-i, «·· ayant 

en commun les puissances de 0. 
On pourra, s'il y a lieu, décomposer de même chacun des fais-

ceaux A', ... en un produit de groupes partiels. 

129. Cela posé, L" sera contenu dans un groupe L'41 ayant pour 
seconds faisceaux A,, A

2
, ..., A,, .... 

Ces seconds faisceaux seront d'ailleurs identiques à A, A',.... 
Il résulte en effet du théorème du n°91 que chacun d'eux doit 
contenir quelque substitution du noyau de L" autre que les puis-
sances de f. 

Supposons donc que A, renferme une substitution f*tt', ..., 
où t appartienne à A, t' à A/, .... Il contiendra ses transformées 
par les substitutions de L". Or, parmi celles-ci, il en existe une 
échangeable à /, t', ... et transformant t en une autre substitution t

{ 
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du groupe h qui 11e soil pas de la forme/"/; donc h
x
 conliendra 

la substitution ί, i-1 et ses transformées par les substitutions de L". 
Or celles-ci, par leur combinaison, reproduisent tout le faisceau h. 

Or, par construction, il 11e contient aucun sous-groupe permu-
table aux substitutions de L". Donc h contient réciproquement 
toutes les substitutions de /?, cl se confond avec lui. 

150. Cela posé, L" se construit à l'aide de groupes auxiliaires 
primaires dont l'un Λ correspond au second faisceau h = [h

n
fu, ...) 

et L" à l'aide de groupes primaires analogues. Ceux de ces groupes 
Λ,, A2, . . . qui correspondent aux faisceaux /?·,, lu, . . . forme-
raient par leur réunion un groupe complexe qui devrait être con-
tenu dans A. Or cela est impossible, d'après la Section VII. 

L'hypothèse de la décomposition de h en un produit de plusieurs 
groupes di lièrent s hn lu, ... est donc inacceptable, et il faut 
admettre qu'on ait /1. = /i, = /i et que A,, groupe primaire, soit 
contenu dans A. Le nombre des variables dans ces groupes étant 
moindre que dans L", on peut admettre comme démontrée l'iden-
tité de A,, et de A. Dès lors, les groupes L" et L" ayant mêmes 
premier et second faisceaux, et étant construits avec les mêmes 
groupes auxiliaires, seront identiques. 

151. Nous avons réservé ( 127)1' examen de quelques groupes L° 
de première et deuxième catégorie pour lesquels //' a l'une des 
valeurs suivantes 

3, ο , ο*, ·>, ·)",
 t

 · 

Notre longue discussion sera terminée, si nous établissons que, 
sauf les cas d'exclusion signalés, aucun de ces groupes 11e peut 
être contenu dans un groupe L", de troisième catégorie. 

S'il existait plusieurs groupes de l'espèce L" contenant L",n.ous 
choisirions pour la démonstration Γ1111 de ceux où le nombre des 
seconds faisceaux h, h', . .'. est le plus grand possible. 

Le nombre des variables de L" est une puissance de 2; et le 
nombre 2v' des séries qu'elles forment sera, suivant Uveas, 2, 4, 
ou (S. Désignons-le'par 2>\ 

Si L" est de première catégorie et v'>r, L" contiendra (5'J) 
Journ. de Math. série), Lome III. — l'asc. IV, 1917. 48 
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les substitutions 
H', 1" 

et les substitutions formeront un sous-groupe Γ dont 
nous désignerons d'une manière générale les substitutions par la 
lettre U. 

Les substitutions qui ne déplacent pas les séries sont des formes 
Τ, T', ... définies au n° 26. Elles sont permutables à Γ. Les puis-
sances de /"sont communes à ces diverses formes et à la forme U. 

Si, L° étant encore de première catégorie, v'=i, on n'aura pas 
de substitution P' et les substitutions de Y seront de la forme 

U = R'«/Y. 

Si L" est de deuxième catégorie, R' manquera et Γ sera formé 
des substitutions 

U = P'P /Y. 

Dans tous les cas, les substitutions de L" auront pour forme 
générale 

irrr.... 

152. Cela posé, soit h l'un des seconds faisceaux de L". Les 
substitutions communes à h et à L" formeront dans L" un sous-
groupe invariant. 

Si l'une d'elles V n'appartient pas à U, h coïncidera avec un 
second faisceau h de L°. 

Soit en effet 
Y r^UTT'..., 

l'un au moins des facteurs Τ, Τ', ..., par exemple T, ne se réduisant 
pas à une puissance de/; SiT n'appartient pas à h, on pourra déter-
miner dans h une substitution S qui ne lui soit pas échangea!>le 
aux puissances près de /; et le commutant 

s-'Tsr-1 

serait commun à k et à h. Il en serait de même de ses transformées, 
dont la combinaison reproduit h. 

Donc h contient h et résulte de la combinaison de h avec un 
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autre groupe partiel h
ti
 formé par celles de ses substitutions qui 

sont échangeables à toutes celles de h. 

D'ailleurs les substitutions de L°, étant permutables à h et à h, 

le seront évidemment à A,. Donc L" serait contenu dans un 
groupe L/° analogue à L% mais où le second faisceau A serait 
dédoublé, ce qui est contraire à la définition de L". 

Désignons donc par Κ l'ensemble des seconds faisceaux com-
muns à L° et à L" ; par H et H celui des seconds faisceaux respec-
tivement spéciaux à L" et à L°. Soit a r le nombre des généra-
trices de II; celui des génératrices de H sera évidemment 2 (r-}-p). 

Soient enfin A, Λ les groupes formés par celles des substitutions 
de L" et de L" qui sont échangeables à toutes celles de K. Si Lw 

était contenu dans L", Λ le serait dans Λ. Il nous faut démontrer 
que cela est impossible. 

153. A cet effet, considérons parmi les substitutions U un 
groupe Γ,, formé comme il suit : 

Si les U sont de la forme 
R'«P'P/ir, 

Γ, aura pour génératrices 
v' 

R', P'T, 

ω ω 
auxquelles on joindra /4 si ω est divisible par 4> ou f% si to est 
impairement pair. 

L'ordre de ce groupe sera it+s où t — 3, si ω est divisible par 4; 
t = 2 dans le cas contraire. 

Si les U se réduisent à la forme plus simple 

R'«/Y, 
Γ, aura pour génératrices 

R' e,l f* \o\i f* ), 

et son ordre sera où t = 2 (ou 1 si ω n'est pas divisible par 4). 
Si les U sont de la forme 

P'P/ï, 
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Γ, aura pour génératrices 
h) / fi) ν 

Pv' et /'* \ou J'* /. 

et son ordre sera 2f+l, où t = 1 (ou 1). 
En adjoignant à Γ, les iv substitutions génératrices de H, on 

obtiendra un groupe binaire (*) (Γ,, II) d'ordre 2-r+t+i contenu 
dans Λ et a fortiori dans Λ. Si cet ordre est supérieur à 2/-+p~<~1, 
ce groupe aura au moins 

2!r+-C rl-ir-rp] _2r+1-P+1, 

substitutions communes avec II (05). 
Mais ces substitutions communes, étant de la forme L:, devront 

appartenir à Γ,. Elles forment d'ailleurs un groupe permutable 
aux substitutions de L" et eu particulier à /. Enfin leur ordre 
divise 4- Done si LT, est l'une d'elles, son commutant avec /, qui est 
une puissance de/,, élevé à la quatrième puissance, donnera l'unité. 

Soit donc ι!'+ι l'ordre du groupe Γ., formé par celles des substi-
tutions de Γ, qui satisfont à cette condition: on aura 

2r/ |i + I - 21+1, 
d'où 

r > p-(l-l) 

151. Il est d'ailleurs aisé de déterminer / -/'. 
Si les substitutions de Γ, sont de la forme 

y B 
Ipap >2'j'y | 01, '\ys:o (mod'.))]. 

leur commutant avec / sera 
/·; 1 "'-/>4 β1. 

el les substitutions de \\, devront satisfaire à la condition 

(1) i|(—1 )*P~ ' —1 | . : ο (mod y'— 1). 

Si elles sont de la forme 

Ι·».'»/ϊ | où \y - . ο ( mod '.) ι |. 

t1) Voir au n° ta detînition de ce ternie. 
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la condition sera 

(·>.) \ | (— ι )* — i] s ο (mod/>v — i). 

Enfin si elles sont de la forme 

p/v fiyv |]où \y ~ ο (modw) |. 
la condition sera 

(3) \ ( ρ' β - ι ) ^ o (mod'»»). 

■ISiL Nous sommes maintenant en mesure d'étudier successi-
vement les divers cas réservés. 

I. Soit : = 3, co = 3' - - ι = 80. On auraJ = 3. 
La r<dation (1) se réduit à 

'11 (— 1 )K3^ — 1 ) =:· ο ( mod 80 ), 

et n'a d'autre solution que α = [4 = ο. D'ailleurs γ est -susceptible 
de /( valeurs. Donc. 

l'— 1, t — ι'—ί. r<1· 

Si / = 1, Il contient un seul couple de substitutions A, B. Elles 
auront pour caractère Î, car autrement on tomberait dans un cas 
d'exclusion (40). Donc Λ contiendra une substitution S d'ordre 3 
qui permute circulairement A, Β, AB. Elle sera échangeable à la 
substitution/' d'ordre Ύ — r = 80 que Λ contient également. 
Donc Λ contient S/' d'ordre 240. 

Or Λ ne peut contenir aucune substitution de cet ordre. 
E11 elïel, son noyau H étant dérivé de 4 couples cle substitutions 

A, Av. 
H, B;, 

aux substitutions de Λ correspondront les substitutions paires 
d'un groupe auxiliaire £ à 8 variables (mod 2): et les substitutions 
de H ayant toutes pour ordre un diviseur de 4> il faudrait queL 

contînt 1111e substitution dont l'ordre fut divisible par ^3.
 =

 β0. i 
L'ordre de £ serait doue divisible par 3 et par 5. Cela ne peut 
avoir lieu que si ν est complexe et produit de deux groupes 
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partiels 4% à 4 variables, le premier indécomposable d'ordre 
(22+ 1) .4, le second décomposable et d'ordre 2.[2.3]*. 

Toute substitution de 4L est le produit de deux autres ε, et C
2 

échangeables entre elles et appartenant respectivement à 4L, et 
à 41a- Mais ne contient aucune substitution d'ordre > 5, il 
faudrait donc supposer que ε, est d'ordre 5 et par suite G2 d'ordre 
divisible par 12. Mais on voit aisément que -£2 ne contiént aucune 
substitution de cet ordre. 

Si r — ο, A contiendra la substitution f d'ordre 80. Mais Λ ne 
pourra la contenir; car sa construction demandera l'emploi d'un 
groupe auxiliaire 4L produit de deux groupes partiels; l'un 4L, à 
4 variables (mod 2) et d'ordre (22-|- 1) 45

 l'autre Ç2
 à 2 variables et 

d'ordre 2.3. La substitution de 4L correspondant à f devrait 
avoir son ordre divisible par -γ — 20 et serait de la forme ε, ε

2
 ; 

Ρ, serait d'ordre 5, l'ordre de S2 devrait être divisible par 4> ce qui 
est impossible. 

156. II. Soit ρ = 3, ω = 34-|-ι = 82. Puisque ω n'est pas 
divisible par 4, on a i = i, D'ailleurs l'inégalité (3), qui devient ici 

4(34P—i) = o (mod 82), 

n'est satisfaite que pour β = ο et γ n'est susceptible que de 2 valeurs. 
Donc t —1'= 1, r< 2. 

A contient la substitution/2 d'ordre 41· Elle ne peut être con-
tenue dans A dont l'ordre est 2.2a{r+3,0, Ο désignant l'ordre d'un 
groupe auxiliaire (mod 2) où le nombre 2(r+ 3) des variables est au 
plus égal à 10. Or aucun de ces groupes n'a son ordre divisible par 4i> 

157. III et IV. Si p = 2 et ω = 5-—ι ou 32—1, on tombe 
sur des cas exclus (42 et 58). 

158. V. Si ρ = 2 et ω = 5*+ι, on aura t— t'— 1, d'où 
r<i, r-f-p<3; A contient une substitution f'1 d'ordre i3; mais 
l'ordre de A 11e peut être divisible par i3. 

159. VI. Si p = 2 et ω = 3ρ+ι> on aura encore t — t'— 1, 

'S1. r+ ? <3· 
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Si r = ι, H contiendra un couple unique A, B, de caractère 
nécessairement égal à 1 ; Λ contiendra une substitution d'ordre 3 
transformant A, Β en Β, AB et une autre substitution /2 d'ordre 5; 
H contient deux couples de génératrices Α,,Β,; A,, B2. Mais de 
quelque manière que soit choisi le groupe auxiliaire qui sert à 
construire A, son ordre ne peut être divisible à la fois par 3 et 
par 5. 

Si r =0, A contiendra encore /2, mais l'ordre de Λ ne peut être 
divisible par 5. 

140. Passons aux cas où p = i. Désignant respectivement par 
Σ„, Σ», Σκ la somme des caractères des couples de substitutions qui 
engendrent respectivement H, H, K, on aura dans le groupe Lw 

Su = 2|,-+- 2K-

Et pour que L° admette une forme invariante non nulle, il faut 
qu'on ait 

r -h Σϊι-4- 2κ= ο (mod 2) (29)· 

On en déduit 
r + 2 u = 2|i + Συ (mods). 

Or, r ne peut surpasser p. S'il est nul, ΣΙ(=ο βΐΣϊϊ=ι, car H 
ne contient qu'un seul couple, qui doit avoir 1 pour caractère, 
si l'on veut éviter de tomber sur un cas exclu (40). 

Si r — 1, Σ
η
 est égal à 1 ; et À a son ordre divisible par 3. Pour 

qu'il en soit de même pour A, il faut que le groupe auxiliaire à 
4 variables (mod 2) qui sert à le construire soit décomposable ; 
auquel cas Σπ= 2. 

On aura donc nécessairement 

: + 2« = i (mod 2). 

Cette condition étant supposée remplie, nous rencontrons, si 
(o — 5 — 1 ou 3-f 1, des cas d'exclusion signalés aux nos 43 et 44. 

Si ω = 7 -f-1 ou 7 — i,Lne peut être contenu dans un groupe L 
de troisième catégorie, celui-ci ne pouvant contenir de substitu-
tion qui multiplie sa forme invariante Φ par un non résidu de 7 
(car 2 est non résidu). 
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Mais si L doit être employé comme groupe auxiliaire (ce qui 
suppose τ = ι), L" sera contenu clans L°; cas d'exclusion signalés 
aux n08 46 et 47. 

141. Il ne reste plus pour terminer cette laborieuse dis-
cussion qu'à examiner le cas où ρ = ι, ω = 5+ι. On aura 
ici t — i! = ι, d'où r = o. Le groupe Λ contiendra la substitu-
tion f ' d'ordre 3 et une substitution P' qui la transforme 
en son carré. Le groupe Λ est dérivé d'un couple A, Β et d'une 
substitution S qui permute circulairement les substitutions A, 
Β, AB. Il ne contient pas la substitution qui échange A et B, 
laquelle transformerait S en S2; car cette substitution correspon-
drait à une substitution impaire du groupe aux^lial^y^ts^ n'est 
pas résidu de 5. Donc Λ ne peut contenir Λ. /VN'% v ' 7t\ 


