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Mémoire sur les groupes résolubles;

Par Camine JORDAN.

Préliminaires.

I objet principal de notre Traité des Substitutions était la solution
des questions suivantes :

Prosuine A. — Construire les groupes résolubles maxima de
substitations entre N leitres.

Prosueme B. — Construire les groupes résolubles primaires
marima conbenus dans le groupe des substitutions linéaires homo-
génes a nvariables (mod. p).

ProsLine C. -— Opérer la méme construction en n'employant que
des substitutions assujcllies & reproduire & un facteur [Jrés une
Jorme ® (mod. p) (quadratique si p = 2, bilinéaire gauche & deux
sysiémes de variables cogrédientes si p est //npa//) et de discri-
minant Zo (mod. p).

Nous avons obtenu la solution simultanée de ces trois problemes par
I’établissement d’une échelle de récurrence qui les raméne les uns
aux autres jusqu'au moment ol le résultat peut s’écrire immeédia-
lement.

Dans un Mémoire postérieur (Memorie della Pontificia. Accademia
Romana dei Nuovi Lincei, vol. XXVI), nous avons simplifié cette
analyse et montré que les mémes procédés de réduction ne cesseraient
pas de s'appliquer si, dans I’énoncé du probléme C, on supposait ¢
(uadratique et p impair, ou ® bilinéaire et p == 2.

Nous avons toutefois fait remarquer & la fin de ce travail que parmi

Journ. de Math. (;* série), tome Lll. — Fasc. IV, 1yg17. 35

.
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les nombreux groupes que fournit la méthode il en est quelques-uns
qui ne sont pas maxima. La solution ne sera donc pleinement
satisfaisante que lorsqu’on aura indiqué le moyen de les exclure.
1.’espace limité dont nous disposions ne nous permettant pas de dresser
le Tablean complet de ces exclusions nécessaires, nous nous sommes
borné a renvoyer aux Chapitres VI et VII de notre Traité, ou la ques-
tion se trouve discutée, sous les restrictions imposées a la forme & danx
I’énoncé primitif du probleme C.. Les méthodes employées restent en
effet applicables au cas o ces restrictions seraient supprimées.
Mais elles sont présentées dans I’Ouvrage cité sous une forme assex
confuse, et quelques fautes de calcul s’y sont glissées et sont a rec-
tifier. Nous nous proposons donc de reprendre cetle discussion
dans le présent travail, qui formera la suite naturelle du Mémoire
des Nuovi Lince:.

~ Une premiére Section sera consacrée a la réduction du probléme A,
sujel qui n’avait pas été traité dans le Mémoire susdit.

Dans une deuxiéme Section, nous abordons les problémes B et C.
Aprés avoir rappelé sommairement, comme la clarté1'exigeait, le pro-
cédé de construction des groupes cherchés établi dans le Mémoire des
Nuoei Lineed (V), nous donnons le Tableau des précautions a prendre
dans I’ dppIthtlorl de la méthode pour éliminer les groupes qui ne sont
pas maxima, et nous montrons ¢ue ces exclusions sont nécessaires.

[l est plus malaisé d’établir qu’elles sont suffisantes. Nous y par-
viendrons en montrant qu'en désignant par L et L* deux quelconques
des groupes conservés, 1.” ne peut étre contenu dans 1.0 sans lui étre
identique.

Nous montrerons d’abord (Section I1I) que si L°® est un des groupes
que la méthode indique comme pouvant élre primaire et indécompo-
sable, il le sera en réalité. Il ne pourra donc étre contenu dans L' si
celui-ci est décomposable.

La proposition a établir élant supposée vraie pour les groupes qui
contieunent moins de variables que ceux que 'on considére, nous
verrons (Section 1V) qu'elle subsiste pour ceux-ci s'ils sont tous deuy
décomposables.

Reste le cas, plus ditficile, ol L* est indécomposable. [l exige, pour

(") Pour les démnstrations, nous renvercons & ce Mémoire en le désignant par
la notation ahrégée WV, L.
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étre Lraité, I'étude préliminaire de deux des propriétés de ce groupe.
Nous assignerons tout d'abord (Section V) une limite supérieure au
nombre des fonctions linéairement distinctes qu'une de ses substi-
tutions peut laisser inaltérées.
Nous étudieronsd’autre part certains de ses sous-groupes abéliens et
nous déterminerons une limite supérieure de leur ordre (Section VI).
La combinaison deces résultats nous permettra d'acheverla démons-
tration du théoréme : '

1° Si L n’est pas indécomposable (Section VIT),
2" S'il est indécomposable (Section VIII).

I. — Réduction du probléme A.

L. Groupes primitifs. - Un groupe résoluble G de substitutions
entre N lettres contienl par définition un (ou piusieurs) sous-groupes
invariants abéliens (*). Soit F I’'un de ces sous-groupes, clioisi de telle
sorte que son ordre soit minimumj; nous 'appellerons la base de G.

Si G est primitif, F sera nécessairement transitif. D’ailleurs, chacune
de ses substitutions (I'unité exceptée) déplace toutes les lettres, Car
sotent S une de ces substitutions qui laisse immobile la letire a; b une
autre lettre quelconque; T la substitution de F quiremplace a par b; la
substitution T~'ST =S laisssera b immobile. Donc elle se réduit a
l'unite. :

Soit p un nombre premier dont V'ordre divise celui de F'; F con-
tiendra des substitutions d’ordre p, formant un groupe F* évidemment
abélien et invariant dans (5. Son ordre sera une puissance de p, telle
que p".

D’ailleurs, F étant minimum par hypothése se confond avec F'.

Donc l'ordre de I, et le nombre des lettres de G, qui lui est égal,
sont égaux a2"; F sera dérivé de n substitutions génératrices A,, ..., A,
d’ordre p et ses substitutivns auront pour forme générale

ABAZ | A\

no

A\ - ] \
ol %, ..., %, varient de zéro a p — 1.

(*) Un groupe est dit ahélien lorsque toutes ses substitutions sont échan-
geables entre elles. Nous avions donné jadis une autre signification a ce terme;
mais I'usage ne 1'a pas consacrée.
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2. Caractérisons les p” letires de G au moyen de « indices «, ...,
«, variables de 0 &4 p — 1 (mod p). La lettre & laquelle on attribuera
les indices oo... étant arbitrairement choisie, donnons les indices
%y ..., %, & celle que la substitution A%...A% lui fait succéder.

L’égalité

AT A AL AT AR At
montre que cette méme substitution remplacera la lettre (), ..., 1)
par la lettre (&, + oy, ..., &, + &,).

Si p*= 2, les substitutions de i se réduisent & celles de sa basc.
Dans le cas contraire, cherchons la forme des nouvelles substitutions
que G peut contenir.

3. Soit S’une d’elles. Elle transformera

h=n

A; en 1_[1\',§'l (F=1,....n)
[l

(le déterminant des @ n’étant pas nul). Or, la subslitution I (ui rem-
place l'indice A

iz

£y par -\:a,-ﬁ £ (=1, ... n)

ey
produit ce résultat.

On aura donc S = TU, U étant une nouvelle substitution échan-
geable & tous les A;, et par suite faisant partie de la base.

Le groupe G s’obtiendra donc par 'adjonction & sa base de substi-
tutions convenablement choisies dans le groupe linéaire homogeéne.
Celles-ci forment un groupe L isomorphe & G et par suite résoluble.
1l devra élre maximum dans son espéce.

D’ailleurs, on peut transformer G par une substitution linéaire quel-
conque exécutée sur les variables . Cetle. opération revenant i
changer le choix des substitutions A génératrices de labase, les divers
groupes ainsi obtenus ne seront différents ue par la notation.

4. Pour que G soit primitif, il est encore nécessaire que L soil pri-
maire. S'il exislait, en eflet, une fonction linéaire homogéne. 3, des
variables i« telle que ses transformées par les diverses substitutions
de L s’exprimassent au moyen de m fonctions linéairement distinctes
seulement, v, ..., %,,, m étant moindre que », on obtiendrait par un
changement de variables un groupe semblable & L. dont les subslitu-
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tions auraient toutes la forme suivante :

A SR SIS, ¢ W 2% A
(1) e e e e (h=a. . ..omyd=m-r1, ..., n)

R RERT IR SN CINS T RN

et si I'on réunit dans un méme systéme toutes les lettres pour lesquelles
les m indices x,, ..., s, ont les mémes valeurs, il est clair que les
substitutions ci-dessus feraient succéder i I'ensemble des lettres d'un
systéme celui des lettres d’un autre systéme. Le groupe G ne serait
donc pas primitif.

Cette condition est d’ailleurs suffisante. Supposons, en effet, que G
ne soit pas primitif. Celles des substitutions de sa base qui ne déplacent
pas le systéme s aucjuel appartient la lettre (0o...) formeront un sous-
groupe de la base. Soit p*= son ordre. 1l résullcra de la combinaison
de 1 — 1 substilutions génératrices qu’il cst permis de supposer n’étre
aulres que A, .,, ..., A,. Les subslitulions obtenues par la combi-
naison de celles-la étant les seules de la bhase qui ne déplacent pas le
systéme s seront permutées entre elles par celles dessubslitutions de (;
qui nc déplacent pas s el en particulier par celles de [, |lesquelles
laissent immobile la lettre {oo...)|. Donc les substitutions de 1. seront
de la forme (1), de sorte qu’il ue sera pas primaire.

Iinfin, pour que G soit maximum, il fautencore que L soit maximum
dans son espéce. On est ainsi ramend au probléme B.

d. (roupes non primil(fs. — Soient G un groupe résoluble, entre N
lettres, transitif mnais non primitif s,, s,, ..., s, les systémes, de N’
lettres chacun, entre lesquelles ses letires sont supposées se partager.

Celles des substitutions de (i qui ne déplacent pas le systéme s,
sont de la forme 5,T'; o1 S, est opérie entre les letires de s, el T entre
les autres lettres. Elles constituenl un sous-groupe H, de G, qui sera
résoluble. l.es substitutions partielles S, forment un groupe T iso-
morphe & H,; lai aussi sera donc résoluble. -

Or, on peutétablirentre lesletires desdivers syslémes une correspon-
dance telle que parmi les substitutions de G qui font succéder s, & s, il
y enaitune 7, ou chaque lelire soit remplacée par sa correspondante.

Cela posé, chaque substitution de G est de la forme V§ 'S, ...S ;
V déplacant les systémes en remplacant chaque lettre par sa corres-
pondante et S, étant une substilution opérée entre les lettres de s,
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Or, on voit aisément que grice a la correspondance établie :

1° Chacune des substitutions S, appartiendra & T, (*);

2° Les groupesT',, ..., I',, sont tous semblables;

3° Les déplacements V des systémes forment un autre groupe A
isomorphe 4 G et par suite résoluble: elles transforment d’ailleurs les
groupes T les uns dans les autres.

Le groupe (A, Iy, ..., I',) sera donc résoluble. Mais il contient G.
Donc si G est maximum, il se confondra avec lui; et sa construction
reviendra a celle des deux groupes A et T', ayant respectivement m
el N' pour nombre de leurs lettres.

Si le groupe (i admettait plusieurs répartitions de ses lettres en
systémes, nous supposerons avoir adopté celle ol N’ est maximum.
Dans ce cas A sera primitif; m sera donc une puissance de nombre
premier, telle que p”.

6. Soit 5|, 5,, ... un autre groupement des lettres en systémes.
Chacun de ces nouveaux systémes sera contenn en enlierdans I’'un des
anciens. Supposons, en effet, que I'un d’eux s, contint & la fois une
lettre a de s, et une autre lettre & d’un aulre systéme, tel que s,. Les
substitutions de I',, laissant & immobile, ne déplaceraient pas s;. Les
lettres de T',, qu'elles font succéder a @, appartiendraient donc toutes
as. llcontiendrait donc contre I’hypothése plus de lettres que s,.

Soient donc sy,. ..., S ceux des nouveaux systémes qui sont con-.
tenus dans s,; N” le nombre des letires de chacun d’eux. La construc-
tion de I', reviendra 4 celle de deux groupes successifs, l'un A’ de
déplacements d’ensemble des m’ systémess, ,, ..., s,, autre T, entre
les N” lettres de s, ,. .

Si I’on a choisi les systémes s' de Lelle sorte que N” soit maximum,
A’ sera primitif et 7' une puissance de nombre premier telle que p™.

On verra de méme que s'il existe un autre groupement des lettres
en nouveaux systémes s”, contenant chacun N” lettres, chacun d’eux
sera contenu dans I'un des systémes s'; et que T, résulte de la
combinaison d’un groupe A” de substitutions d’ensemble entre ceux
des systémes s” qu'il contient (lequel sera primitifsi N” est maximum )

(') En effet soit s le systéwme auquel V tait succeder sg. Le groupe G contient
la substitution Uzt U VS!S, ... §), qui ne déplace pas le systéme s, mais
effactue sur ses lettres 'opération S,
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et d'un groupe I',,, de substitutions opérées sur I'un des systéemes s”
que I';, contient. , ‘

Poursuivant ainsi jusqu’a ce qu'on ait ¢puisé le nombre des groupe-
ments possibles en systémes, on arrivera a un dernier groupe T',,...
qui sera primitif comme les A. )'ou la régle suivante pour la construc-
lion des groupes non primitifs maxima :

Décomnposer N en wn prodril de facteurs sweccessifs neym'y ..., m'
dont chacun soit une puissance d’un nombre premier; construire
des groupes primitifs A, A, ... A desubstitntions entre m systémes s,
pris endre m' systémes s, cle.; enfin, entre les nit lettres du dernicer
systeme s95 le groupe cherche sera de la forme

(3, X AY

7. Pour ygu'il soit maximum, il faut évidemment que chacun des
groupes A, A’ ... le:soit; mais il devra en étre de méme pour chacun des
groupes (A, ..., &%). Or, cela n’aurait pas lieu si, dans la suite des
nombres s, ', ..., deux nombres consécutifs étaient égaux i 2.

Supposons, en effet, qu'on ait 1 = m’ = .

Nous aurons deux systémes s, s, que A permule entre eux; s, con-
liendra deux systemes s, soient s,,, s,,, que I', permule entre eux;
s, en contient deux aulres s,,, s,, que [, permute entre eux. Les
substitutions de (v opéreront donc entre les quatre systémes s’ huit
permutations seulement sur les 2/} qu'on peut concevoir, lesquelles
forment un groupe résoluble D. Le groupe G = (4, &, T',,) ne sera
donc pas maximum, étant contenu dans le groupe plus général (D, [, )

Nous pouvons donc formuler cette régle :

Premicr cas d’exclusion. — Dans la construction des groupes non
primitifs, on rejettera toutes les décompositions N = mm'. . . oti denx
facteurs consécutifs sont égaux 4 2.

Nous verrons tout a I’heure que cette précaution suffit pour éliminer
les groupes non maxima.

8. Groupes intransitifs. — Soit G un groupe résoluble non transitif.
Groupons ses lettres en classes, en réunissant celles que les substitutions
de G permutent entre elles. Chacune de ces substitutions sera un
produit de substitutions partielles S,, S,, ... opérées respectivement
entre les lettres des classes 1,2, ... Or, ilest évident: 1° que les substi-
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tutions partielles S; forment un grouperésoluble et transitif (i, ; 2°ue
fe groupe ( Gy, ..o, Gy, oo0) Pest également. Tl contient, d’ailleurs, G.
Done si G est maximum nl sera de cette forme. Ainsi, pour former les
groupes cherchés, on aura & décomposer N en uncsomme de nombres
\’ N, +N,+ et construu‘c des groupes résolubles et tran-
silifs G, (-., cen

[.e cas on quelqu’un des nombres \; serait égal 4 1 w’est pas exclu.
I.e groupe correspondant (5, se réduirait & la substitution 1.

Pourque G soit maximum, il faut que chacun des groupes partiels G,
le soit. Mais cela n’est pas suffisant.

Dewvicme cas d’enelusion. — lie groupe G, ainsi forme, devra
étre rejelé : '

1” Si deux des groupes partiels (1, (i, sont semblables:

2° 81 G,=(3, I', I'y, ...) est un groupe décomposable, les
groupes I, I', ... cldnt semblal)les a (1., et au nombre de 2 ou 3.

Désignant en effet par D le groupe des substitutions d’ensemble qui
peuvent étre opérées entre les deux, trois ou quatre systémes de
lettres qui fgulent dans les groupes semblab]es G, GoouGy, I, 10,
ou (ry, I, Iy, Iy, le groupe intransitif (Gi,, G,) serait contenu dans
le groupe transitif plus général dérivé de D et de G,

Nous aurons & montrer que celle précaution suffit.

9. Les deux cas d’exclusion signalés plus haut sont les seuls a
considérer.

-Nous allons démontrer en eflet que, si i et (§ sont deux groupes
v¢solubles entre N lettres, fournis par la méthode précédente, G ne
peut étre contenu dans G, s'il ne lui est identique.

Cette proposition étant supposée établie pour les groupes de moins
de N lettres, sera évidemment vraie pour N lettres, si G n'est pas
transitif.

N'il est Leansitif, divers cas seront a distinguer.

10. Premier cas @ G rlest pas primitif. — Soient s, ..., s, les
systémes entre lesquels ses lettres sont réparties. On obtiendra G en
combinant des groupes semblables T‘., ....T, opérés dans ['intérienr
de chaque systéme avec un groupe A de déplacements d’ensemble.

Supposons, pour lixer les idées, ,que G, contenu dans G, soit intran-
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sitif. 1l résaltera de la réunion de groupes transitifs G, (5, ..., con-
tlenant chacun une partie des lettres de (i,

Les lettres de chacun des systémes s, ..., s, appartiendront toutes
a4 un seul de ces groupes partiels. Supposons, en eftet que, parmi les

lettres de s,, les unes, telles que @, figurent dans G, et les autres,
telles que b, figurent dans G,. Les substitutions de G, laissant » immo-
bile, ne déplaceront pas le systéme s,. Les diverses lettres qu’elles font
succéder a @ appartiendraient donc & ce systeme. Donc s, contiendrait
toutes les lettres de G, ; il contiendrait de méme celles de G,. 4

l.e groupe intransitif (G, (,) serait donc countenu dans le groupe
transitif T, qui a moins de N lettres, ce qui est impossible, par hypo-
these. .

Cela posé, soient s,, ..., s, ceux des systemes s qui figurent dans (.
Les lettres de G, admettant ce groupement en systémes, G, sera formé
par la réunion de groupes semblables I';, ..., T, de substitutions
opérées i l'intérieur de ces systémes avec un groupe A, de dépla-
cements d’ensemble. Les groupes 1y, ..., I'; élant respectivement

contenus dans les groupes T, ..., T, (ui contiennent moins de
N leltres, leur seront identiques.

Chacun des autres groupes partiels G, ... résultera de méme de la
combinaison d’unc partie des groupes T avec un groupe A, de dépla-
cements d’ensemnble opéres entre les systémes correspondants.

Nonc (i sera formé par Uensemble des groupes T joints au groupe
(3, 4,, ...) des déplacements d’ensemble qu’il fait subir aux sys-
témes s. '

Ce groupe (A, A,, ...) devra élre contenu dans A qui n’opére que
sur m objets. Il lui sera donc identique. Cela est impossible si G est
intransitif comme nous l'avions supposé. S'1l est transitif, on n’aura

(qu’un seul groupe A,, identique & A et G sera identique a G.

L1, Devxiene cas @ G est primitif, mais G ne Uest pas. — On
aura N == p", cl les subslitulions de G seront de la forme linéaire

S:.‘;T‘.‘L‘k zi"il.""'i'*' OC/‘l (f(..._l. ceay ).

herchons combien une substitution de cette forme peut laisser de
lettres immobiles.

g
Journ., de Math. (¢ série), wme 1L - Faseo IV, g, 20
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On aura a salisfaire aux relations

&y TE :,'(I,'/,A.l.',‘—% Z. ( |ll0|l/i).

Si elles sonl identiques, S se réduit & 'unité. Dans le cas contraire,
supposons qu'elles se réduisent & n — m relations distinctes. Elles
détermineront n — m variables en fonction des autres (ui resteront
arbitraires, ce qul d'onne p" solutions. Ce nombre ne peut en aucun

cas surpusscr P == N.

Donc, loute bubsmuuon de G (sauf I'unité) déplace au moins la
mome des lettres. 1l en sera de méme pour les substitutions de G, s'il
s’y trouve contenu.

Donc G ne pecut étre transitif, el non primitif, car il s'obtiendrait
en combinanL deux groupes successifs A et I', ce dernier étanl pri-
mitif et borné aux lettres d’un seul systéme. Or, pour que T, ne

contint pas de substitutions déplacant moins de l’ N lettres, il faudrait
évidemment : 1° (u'il n'y eat que deux systémes: 2° que T, se réduisit
i sa hase el, par suite, ne contint que deux lettres. Or, les groupes’
G = (A, T')). ansi formés, ont été exclus.

12. Supposons donc G intransitif el formé de la réunion des
groupes transitifs G,, G, .... Chacun de ceux-ci devra ¢tre primitif
el contenir au moins {a moiti¢ des lettres s'il en contient plus d’une.
S'il en contient juste la moitié, il devra se réduire & sa basc. Enfin,
deux de ces groupes ne peuvent étre semblables, ce cas étant exclu.

La seule hypothése qui satisfasse a toules ces conditions est qu’on
ait deux groupes partiels G, G, dont le premier soit primitif et con-
tienne p* — 1 lettres, la derniére figurant seule dans G,.

(v, étant primitif, le nombre de ses lettres sera une puissance d’un
nombre premier, telle que g™, et sa base B formera un groupe abélien,
d’ordre g” = p” — 1, dérivé de m substitutions génératrices d’ordre ¢.

Les substitutions de B laissent d’ailleurs immobile une méme lettre
de G et 'on peut supposer que ce soit celle qu'on a affectée des indices
U, 0, .... Ces substitations appartiendront donc au groupe linéaire
homogeéne 1. qui, combiné & la base B de 5, constitue ce groupe.

13. Or nous aurons a faire plus loin (Section V1) une étude appro-
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fondie des groupes abéliens que peut conlenir un groupe L. Parmi
les résultats qu’elle -nous donnera, figure (80) le suivant, que nous
admettrons provisoirement, a titre de postulat.

Pour qu'un groupe abélien contenu dans L soit d’ordre p"— 1, il
Jaut qu'il résulte des puissances d'une seule substitution, de la
forme

Sz uye -t Tyy v iy, oo i, | (r=o, ..., n—1),
[ étanl vne racine primitice de la congruence
ey (mod )

el &4y ...y, des variables conjuguies.

"

On aura done nécessairement /v = 1, et (o, formé des substitutions

linéaires
IN N4 b (mod ¢),
aura pour ordre
gLy == 1) = () (P =

Ses substitutionssont, d’ailleurs, permutables a B, lequel est form¢
des puissances de la subslltullon S. Or, les seules submtullons de G
qui soient’ permutables i B s'obtiennent cn joignant & S la substi-

tution
Fow ren | [r==o0,1, ...

, 1= 1 (wod p)|

Elles forment un grouped’ordre (p" — 1) 1, lequel devrait contenir G;
d’oi la condition

nZoph—a,

laquelle n'est salistaite que si p = 2, n =2, ou p = 3, » = 1; mais ce
sont des cas exclus.

L4, Troisiene cas. — G est primitef ainsi que G.

Soient B la base de G; T. le groupe pmmalre qu’il faut lui adjoindre
pour obtenir G.

l.es substitutions de G seront de la forme ST, S appartenant a 1.
et'I'a B. Les substitutions partielles S formeront un groupe I. con-
tenu dans L; et, G étant supposé¢ primitif, L sera primairve.

On en conclut que la base B de G est identique 4 B.
Supposons, en effet, qu’il en soitautrement ; et soient 8, T,,S,T,....
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lessubstitutions généralricesde B. Cellesdes substitutions partielles S,
S., ... qui ne se réduisent pas a l'unité sont d’ordre p et forment un
groupe abélien \ invariantdans L.

Soit S, T'unc d’elles. Eile permute les unes dans les autres les p” -
fonctions @, &, + ... + 0,£,. Leurnombre élant premier a p, quelques-
unes .d’entre elles seront nécessairement inallcrées. Supposons que
parmi ces fonctlions inaltérées il y en ait A distinctes r,, ..., .. Les
fonctions @, 2, + ..., a,.r; seront également inaltérées et leur nombhre
ph—1 sera premicr i p.

Soit S, une seconde substitution ¢changeable & S,. Elle permutera
ces fonctions entre elles et en laissera nécessairement d’inaltérées.

Poursnivant ainsi, on voit qu’il existe des fonctions linéaires
@&y + ...+ ;a; inaltérées par toutes les substitutions 3. Les subs-
titution: de I, ¢tant permatables & A, transformeront ces fonctions les
anes dans les autres; L, ne serait donc pas primaire.

I.'identité des bases BB et B étant ainsi établie, Liseracontenu dans.:
mais la construction le suppose maximnm; done L= I..

1. - Réduction des problémes I} et (. Exclusions nécessaires.

Lo, Le probléme A se trouve ramené, par ce qui priécede, au pro-
bieme B. Celui-ci présente, d'ailleurs, avec le probleme C, une ana-
logie si étroite ue nous abrégerons 'exposition en les traitanl simul-
tanément.

Le probléme C se subdiviserait en deux autres, suivant que baforme
invariante ® mod p est une forme bilinéaire @, ou une forme (uadra-
tique ®,. Mais nous pourrons presque toujours faire disparaitre cette
distinction par I'introduction dans les formulesd'un entier t égala zéro
si @ est quadratique, a 1 si @ est hilinéaire.

Le discriminant de ® devant étre £ o modp, le nombre n des
variables sera nécessairement pair : 1°si~ =1, 2°si 7 = 0, mais p = 2.

Les formes @, (mod p) appartiennent i leux types distincts, suivant
le caractére quadrauque de leur discriminant. Si » est un nombre
pair 2,2, celles du premier type sont réductibles & la forme

~T|)'1+ sz'gyg—f— ces J.'m.)'m
el celles du second type & la forme

Y Xy Y Tl — 2V (g rvacine primitive de p)
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si p est impair, ou a la forme

) R R N I A
SEp =2
A ces deux types de formes corvespondront deux Lypes différents de
groapes invariantifs.
I 0’y a pas lieu de retenir cetle distinction si 2 est impair. Car bien
qu ‘on ait encore deux types de fonctions, ils sont invariables par |es
mémnes substitutions.

16. Une forme ® étant donnée, soit L. I'un des groupes invariantifs
cherchés. Sip estimpair, chaque substitution S de L laissera & absolu-
ment invariable, auquel cas nous dirons qu’elle est propre; ou la mal-
lipliera par un factenr de la forme gf, g étant une racine primitive
dep Nous dirons que cetle substitution est impropre et appar tient a
I'exposant ».

Le groupe L sera d’exposant 1 s'il contient une substitution S d’ex-
posant 15 1l résullera de la combinaison de § avec un sous-groupe L*
formé de ses substitutions propres.

Dans le cas contraire, désignons par g la substitution qui multlphe
toutes les variables par g ¢t la forme @ par g*. Etant echangeable a
toute substitution linéaire, elle appartlendr' nécessairement & L sup-
posé maximum. L. sera donc d’exposant 2 ct s’obtiendra par la com-
binaison de g avec [.".

Si p =2, ou si I'on n’a pas de forme invariante, toutes les substi-
tations de . devront étre considérées comme propres et L = L.°.

Voici enfin une derniére proposition sur laquelle nous aurons i
nous appuyer (Voir le Journal de Lionoille, 6+ sévie, 1. 1, 1905, p. 276

a 284).

Le groupe K, formé par toutes les substitetions qui laissent irwa-
riante une forme quadratique ® mod 2, posséde un seul sous-
groupe iwariant K'y d’ordre nivitié moindre et formé par les subs-
titutions paires de K (').

L.e cas ou @ ne contient (ue quatre variables fait exception. Dans ce

(') Lne substitution est dite paire ou impaire <uivanl que le nombre dis
fonctions lindaires distinctes quell maltiplie par des facteurs constants (égaux
0u non) est pair ou impair.
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cas, I\ a pour facteurs de composition 2. 2.3.2.3 cL ne conlienLaucune
substitution d’ordre 8.

17. Ces préliminaires posés, rappelons briévement le procédé de
construction des groupes cherchés, tel qu’il a été établi dans le Mémoire -
des Nuoor Lincer,

Un groupe L de substitutions linéaives a r variables est dit non
indécomposable, si les variables auxquelles il est rapporté peuvent
étre choisies de telle sorte qu’elles se répartissent en systémes I,
contenant chacun ' variables et tels :

v
cony gy,

1° Que toute substitntion de L remplace les fonctions linéaires des
variables de chaque systéme par des fonctions linéaires des variables
d’un méme systéme;

2* Que la forme invariante ® (s’il y en a une) soit une somme de
fonctions partielles ®,, ..., ®, ne contenant chacune que les variables
d’un seul systéme. ‘

Le cas ou chague systéme serait forme d’une scule variable n'est
pas exclu.

Ceux des groupes & construire qui sont de cette sorte sont des denx
espéces suivantes (N, L., § [TD).

18. Groupes semi-primaires. — lLeuar cxislence suppose celle
d’une forme invariante ayanl pour expression ® + g®, ou ®,,
@, sont des fonctions semblables, contenant, 'unc, les variables .|,
Eyy ...y &, €L 'autre les variables vy, v, ..., ),

Construisons un groupe L, primaire, résolehle et maximum purmi
ceux qui admettent @, comme. forme invariantc et sont d’exposant 2.
Soit LY le sous-groupe formé par ses substitutions propres.

Soient L,, L.} les groupes semblables aux précédents, mais formés
avec les variables y.

Le groupe cherché L, qui doit étre invariantif par rapport i ®, sera
formé des groupes L, I.] combinés a la substitution

Viv Vae coe G0 S, L

ST A TR Yoo ) “en l

laquelle est d’exposant 1. 3i ® est quadratique, elle sera du premier

. [ — o\ ' 0 .
ou du second Lype suivant que ( 7'-’1) sera égal i roud — 1.

\
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19. Groupes dicomposables. — Leur construction demande :

1* Celle d'un groupe G transitif et résoluble permutant les divers
systemes X, ..., X, en remplacant chaque variable par sa correspon-
dante :

2* Celle d’un groupe primaire L, de subslitutions linéaires entre
les variables de X, (assujetties d’ailleurs, s’il y a licu, & reproduire &
un facteur pres, une forme @, auquel cas L, résultera de la combi-
naison d'une substitution impropre 3, et d’un groupe propre L}).

Soient 1., S;, L}, &, ce que deviennent L, S,, L}, ®, lorsqu’on y
remplace les variables de X, par celles de Z;. Il est ¢vident que le
groupe dérivé de G et de I, sera résoluble; qu'il contiendra
Ly, ..., L, ainsi que la substitution $=2S§,8S,...S,,; enfin que le
groupe L. dériveé de G, S, LY, ..., L admettra la forme invariante

L | lh, R (l’,,,,

laquelle sera du premier type si clle est quadratique, & moins que 7
ne soit impair et les formes @,, ..., ¢, du second type.

[’exposant de L sera d’ailleurs ¢gal & celui de 1,,.

Si, parmi les divers groupements des variables en systémes dont le
groupe cherché pourrait étre susceptible, nous avons choisi I'un de
ceux ou les systémes contiennent chacun le moindre nombre de
variables, L, sera indécomposable; quant & G, nous avons déja indiqué
comment le probléme de sa construction peut étre résolu, ou tout au
moins réduit au probléeme B. $’il n’est pas primitif, elle dépendra
de la construction de groupes primilifs successifs G,, ..., G; de
degrés 4,. ..., 4;, les nombres 7 étant des puissances de nomnbres
premiers et leur produit étant 7.

Pour que le groupe L ainsi obtenu soit maximum, il faut évi-
demment que G et L, le soient. Nonc, dans la suite des facteurs ¢ ne
doivent pas {igurer deux nombres consécutifs égaux a 2; mais cette
condition n’est pas suffisante. Il faut encore que chacun des groupes
(Gsy ...« G,, L)), et en particulier le dernier (G, L), soit maximum
dans son espéce. Celte condition donnera lieu, comme on le verra plus
loin, & quelques nouvelles exclusions.

20. le procéde de construction qui vient d’étre indiqué wet,
d’ailleurs, en lumiére divers groupements en systémes des variables
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de L. Il est clair, en effet, que le groupe (G, ..., Gk) représente des
diplacements d’ensciuble entre ¢, ...q, systémes contenant chacun
Grsr -+~ g0 variables, 'un d’eux étant formé des variables qui figurent
dans le groupe (G, ..., G, L)).

Ces groupements en systémes sont, en général, les seuls possibles.
Nous aurons toutefois & constater un cas d’exception.

21. Groupes complexes. — Soient L, 1/, ... des groupes résolubles
primaires contenant respeclivement n variables & ..., ...; # variables
Vs My « oy €tc. Lear réunion donnera un groupe résoluble de fonc-
uons linéaires de 1 + 2" +- ... variables.

L., 1/, ... adincttent des formes invariantes @, ¢, ... (loutes
qua(lraliqucs ou toutes bilinéaires) les substitutions du groupe
L' L0 4. formé par la vénnion de leurs sous-groupes propres
n’altérervont pas la forme @ + @' + .. ..

Nous dirons qu'un groupe ainsi forme est comple.re. 1l joue un role
analogue & celui des groupes intransitifs.

Pour qu'il soit maximum, il faut évidemment (ue chacun des
groupes I, [/, ... le soit. Mais on aura un cas d’exclusion pareil au
deuxiéme cas (8).

" o e ) . v i . . .
Troisice cas d’exclusion. - Lin groupe complexe ne sera pas
maximuin ¢ '

|° Si deux des groupes partiels I, L. sout semblables;
* Ou si L est un groupe décomposable formé de deux ou trois
(rl'oupes semblables & 1. el d’un groupe G de substitutions qui les per-
mutent entre cux.

22, Groupes indécomposables. — Soit 1. un de ces groupes; le
groupe L*, formé parv ses substitutions propres, contiendra un sous-
groupe invariant I, dit premier faisceau de L et formé des puls-
sances d'une substitution génératrice £, dont I'ordre » sera premier
ap(N.L,8IVetV). A

Divers cas sont & distinguer pour la formation de 17 :

1° I’y a pas de forme incariante. — Les variables formeront
v séries conjuguées, de wu variables chacune. Nous représenterons
celles de la premiére série par v, Pindice . variant de o dp -1, et
leurs v*™ conjuguées par ..

Toute substitution réelle devant faire subir aux variables conju-



SUR LES GROUPES RI:ZSOLUBLES. 279

guées des altérations conjuguées, on simplifiera I'écriture en indiquant
seulement ce qu’elle fait succéder & chaque variable de la premiére
série.
Soil / une racine primitive de la congruence
riem ( mod p)
La substitution faura la forme
f=l =z iz, |,

et son ordre w sera p¥ — 1.

Les substitutions de I.-ne pourront étre choisies que parmi celles de
la forme
PO,
P désignant la substitution

P=| ., & |

et () ne déplacant plus les séries.
Sipw=1,L sera dérivé des substitutions génératrices f et I, et
aura pour ordre wn, n désignant le nombre des variables.

2° S'il y a une fonction invariante @, on pourra distinguer dans les
-groupes cherchés trois catégories distinctes :

23. Premiére catégorie. — lies variables se partagent en deux
systémes associés dont chacun contient v séries de w variables;
p’ élant > 4. '

Désignons encore par «, les variables du premier systéme et par z|,
leurs associées. Si la forme @ est quadratique, elle appartiendra au
premier type; dans tous les cas, les variables d’un méme systéme n’y
figureront que linéairement.

Le groupe L sera d’'exposant 1, car il contiendra la substitution

X, &,

k= (g racine primitive de p).

€Ty Pz,

‘ (r-t=u),

x, [~Px),
d \Z '
el son ordre w sera p — 1.

Journ. de Math. (7* série), tome Illy — Fasc. IV, 1g17. 57
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-

Les substitutions de 1.° seront de la forme
ReP8Q,

&y Ly

LR

() ne déplacant plus les séries.

Cette substitution (Q sera d’ailleurs déterminée par la transforma-
tion qu’elle fait subir aux variables x, de la premiére série du premier
systéme; car leurs conjuguées subissent des altérations conjuguées ;
el leurs associées x devront étre soumises & la substitution adjointe,
de telle sorte que la forme

Y ;l‘,..l','.
y

reste inaltéréc.
St . =1, L. sera dérivé des seules substitutions génératrices /, f,
P, R;et L, dérivé de £, PP, R, aura pour ordre

’
M.y LT e,

n désignant le nombre des variables.

24. Drwriéine catégorie. — On a encore 2 séries. mais elles ne
forment qu’un seul systéme, étant toutes conjuguées (les séries r
et v'+ r sout associées). Si @ est quadratique, elle sera du second
tvpe.

Déterminons ¢ par la congruence

P = = (modp),

L contiendra la substitution d’exposanl I

] w0 H
h= l g P i:
et la substitution

. .: /l.p-i — I oy l-[n.'._.l 20 l

sera d’ordre ® = p” + 1.
Les substitutions de L seront de la forme

PBQ,
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() ne déplacant pas les séries et P désignant la substitution

pv’-—l -
P=lz, { * .,

(La substitution |, ., | ne serait pas propre si @ était hilinéaire. )

Si w:==1, L sera dérivé des substitutions &, /, P, et1.° aura pour
ordre
m.av = mn.
8. Troisiéner catigorie. — Elle n’existe que si p est impair. 11

n’y a qu'une série, contenant . variables .; f les multiplie toutes par
le méme facteur — 1; donc © = 2,
Siw =1, L sera formé des puissances de la substitution

Lo gl

La forme @ sera Ax? et L sera d’exposant 2.
Si > 1, la nature de @ et 'exposant de L seront déterminés plus
loin. '

26. La question posée élant résolue pour w = 1, il reste & achever
la construction du groupe L lorsque g > 1. ’
Elle ne sera possible que si tous les facteurs premiers de w. divisent w;

et le groupe L répondra 4 'une des décompositions de p. en un produit
de facteurs

p=rTw.

%, ', ... étant des nombres premiers, dont quelques-uns peuvent étre
égaux (V. L., § VII).

Remplagons P'indice unique . par un systéme d’indices ¢, ¢, ...,
variables respectivement de o &4 @ —1 & " — 1, etc. Les substi-
tutions (), susceptibles de servir a la. construction, seront nécessai-
rement de la forme TT". . ., o1 T est de la forme

T=\lzz... ]a zod;[/.e’.. o

!

)

T’ de la forme analogue

T :_-1
1

ey BBk
!

etc.
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(Les substitutions T sont évidemment échangeables aux subst-
tutions T, .. ..)
, .

27. Désignons indifféremment par § une racine de la congruence
%= (mod p)

ou la substitution d’ordre «

&

0=f"=|[ee’...] Blee’... Tl

L° contiendra un second faisceau i d’ordre =*°*' jouissant des pro-
priétés suivantes :

1° Ses substitutions sont de 'espéce T;

2° [l est invariant dans 1. el ne contienl aucun sous-groupe jouis-
sant de cette propriété (sauf celui formé des puissances de 6);

3e [l est dérivé de 2 substitutions fondamentales C,, ..., C,; satis-
faisant aux conditions "

Ch=0n,

CpCr= C; Cp 1600,

L’exposant u,, que nous appellerons le caractére de la substitu-
tion Cy, sera toujours nul si = est impair; égal & o ou & 151 T =2,
dot § = — 1.

Lexposant (C,C,) sera dit Uesposant d’échange de C, avec C,. On
a évidemment

(C,‘C/;) T — (C],C.')
Soit
$=Cyr. .. Cigr o
une des substitutions de /.. Son caractére (qu’il n'y a lieu de consi-
dérer que si @ = 2) sera représenté par la forme quadratique

‘lf,,;z w;e? +E(C,C,,.)x,».v‘. (mod2) (i=1....20h=1....,i—1),
' ik '
el son exposant d’échange avec une attre substitution de A,
S'=C¥:.,..Cl 8
le sera par la forme bilinéaire gauche

W, = Z(C;Cp) X 2k (modm) ({i=1....,20; k=1, ....29).
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28. Les substitutions fondamentales C; peuvent d’ailleurs étre
choisies de telle sorte qu’elles se partagent en ¢ couples.

A, L. A,
B,, ..., Bg
tels :
1° Que lous lenrs exposants d’échauge soient nuls, sauf pour deux
substitutions d’'un méme couple, pour lesquels on aura

(AxBp) =— (BLA,) =1.

2° B, si p = 2, que toutes ces substitutions aient pour caractére o,
sauf A, et B, dont le caractére commun « pourra étre égal 3o ou a 1.

[La substitution
S=AuB;. .. AZByFH

aura alors pour caractére
W, = w(xl+y3)+- 2oy, (mod2),

forme qui sera du premier ou du second type, suivant que u sera égal

aoouar. :
Et son exposant d’échange avec la substitution

S = ANiBY., . AY B4l

sera représenté par la forme bilinéaire

ll"/,:_‘z(\.,")'['—l:"",‘) ([’:I, __..,g')(_

29. Remplagons I'indice < par ¢ indices %,, ..., % variables chacun
deoaw —1. Les variables indépendantes [5,, ..., %, ¢/, ...], pour-
ront &tre choisies, si = est impair, de telle sorte que les substilu-
tions A,, B, prennent la forme suivante (les indices non écrits étant
inaltérés) .

Ap=1]...

Gl B 5 el

1
RS PO PO TS N

Siw =2, A,, B,, .., auront encove la méme forme; mais si v =1,
A, et B, auront des expressions un peu différentes

A1=H;‘:|‘--,lo j9g'[51---]o|’
Bi=|[Z. o (o0 Bj0%) [£,+1...]],



284 CAMILLE JORDAN.

J ¢étant racine primitive de la congruence j'==1modp eta, 3 un
systéme de solutions (choisi & volonté) de la congruence

A 3=y (mod p).

L°contiendra également d’aulres seconds faisceaux d’ordre 2+ ,. ..
qui pourront étre ramenés a des formes normales analogues a la pré-
cédente. L’ensemble de ces premiers et seconds faisceaux constituera
le noyau de L.

Ce noyau une fois construit, la forme invariante ® sera déterminée

4 un facteur constant prés. Si L est de troisi¢éme catégorie, on aura

nécessairement

T Su=o (modz2),

car si cette condition n’était pas remplie, @ serait idenliquement
nulle.

30. Laréduction précédente a une forme normale des substitutions
génératrices du noyau de L nousa servi comme moyen de démonstra-
tion dans le Mémoire des Nuovi Lincei. Mais ici, ol nous nous bor-
nons a en résumer les résultats, il n’est pas nécessaire de la supposer
exécutée. L'exposition y gagnera en clarté.

Soient 3 le groupe des substitutions homogénes & 2 7 variables
mod= qui reproduisent, a un facteur prés, la forme W, si = >2 ou la
forme W', si @ est impair, %¢° le groupe de ses substitutions propres;

(O]

)I.:l.‘l'/_. .I‘/_.+l| (/(::l,....'),':)

les substitutions génératrices de sa base w. A chaque substitution
propre & du groupe :¢, laquelle transforme <, en

©

—_
=

ik, Qlfawk (h==1,...,2q),

.correspond une substitution de Pespéce T (*), définie aux puissances
prés de f, qui transforme de la méme maniére les substitutions

Bl N
Ci,, oy Gy

génératricesde 2 (N. L., § X).

(') Les substitutions dont la combinaison permet de l'obtenir ont été indiquées
(N. L., n°32).
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Cette substitution T serait d’ailleurs facile & obtenir par la méthode
des coefficients indéterminés. Si L. doit admettre une forme inva-
riante @, T ne l'altérera pas, & moins que les conditions ci-dessous ne
soient satisfaites simultanément :

1° L est de troisiéme catégorie;
2° 2 n'est pas résidu de ©;
3° La substitution & est impaire.

Si ces conditions sont réunies, T multipliera ® par g, racine primi-
tive de p. '

Les seules substitutions de I’espéce T qui puissent appartenir a L
sont celles ainsi déterminées, jointes & celles dérivées de f et de 4.
Elles forment un groupe T'isomorphe au groupe primitif ¢*=(at", w),
la substitution 1 de G" correspondant & 'ensemble des puissances
de f.

Nous pourrons dire pour abréger qu’une substitution de I est paire
ou impaire, suivant que sa corrélative dans st est elle-méme paire ou
impaire.

De la résulte le procédé suivant pour former les substitutions T du
groupe cherché.

Construisons un groupe £ résoluble et maximum contenu dans .
A ses substitutions propres correspondront dans T des substitutions
c[ui seront celles que nous cherchons.

Celles des substitutions de L qui sont de chacune des formes T, ...
s'obtiendront de méme par la considération de groupes auxi-
liaires 1’, ... analogues a ¢.

31. Nous aurons ainsi obtenu toutes les substitutions de L qui ne
permutent pas les séries. Mais s'il y a plusieurs séries, il reste 4 déter-
miner celles qui les déplacent. On utilisera & cet effet les substitutions
impropres des groupes £, £, ....

Supposons par exemple que L soit de premiére catégorie. Sil'on
peut déterminer dans £, ¢’, ... des substitutions 3,, &, ... qui multi-
plient respectivement les fonctions invariantes ¥, W, ... par

(—1)*ph (modn), (—1)*p? (modr'). ceey

on aura dans L une substitation de la forme R*P#TT’... correspon-
* dante au systéme des substitutions &,, &,, ...
Pour que cette détermination soit possible, il faut et il suffit
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que (— 1)*p® soil résidu quadratique de tous ceux des nombres de la
suite m, 7', ... pour lesquels le groupe auxiliaire 1 est d’exposant 2.

Celte condition est évidemment satisfaite si a = o, {§ pair. Le
groupe L contiendra donc dans tous ]es cas une substitution de la
forme P? Q.

Elle devra Pétre egalemenl pour x=1, 3=o0, ou pour a =1,
B =1, carsi L ne contenait aucune substitution permutant les deux
systémes, il ne serait pas indécomposable. Donc L devra nécessaire-
ment contenir une substitution de 'une des deux formes RQ, RPQ.

3i L est de deuxiéme catégorie, ou n’admet pas de forme inva-
riante, 3,, &), ... devront multiplier ¥', ¥, ... par

pf  (modn), p8 (mod), ey

ce qui est possible si 3 est pair, mais aura lieu également pour f§ =
si p est résidu de tous ceux des nombres w, @, ... pour lesquels le
groupe auxiliaire est d’exposant 2. Dans ce cas seulement, L. con-
tiendra une substitution de la forme PQ; ais il en contiendra
toujours une de la forme P2().

32. Il existe certains cas ol 'on peut montrer a priori que cer- .

taines substitations de la forme R*PPQ (ou de la forme PRQ) appar-
" tiennent a L.

Supposons en effet que, parmi les substitutions de cette sorte, il en
existe une U qui soit échangeable & toutes celles des seconds faisceaux
hy 'y ...; et s0it S une substitution quelconque de L. La substitution

. 5= U~'SU sera propre, ne déplacera pas les séries et sera échan-
geable aux substitutions de 4, A/, ... (ca| S les transforme les unes
dans les autres). Donc elle se réduira 4 une puissance de f. Donc U
est permutable au groupe L; elle y sera donc contenue, car autre-
ment elle pourrait lui étre adjointe pour formmer un groupe plus
général.

En particulier, si tous les nombres =, =, ... sonl égaux a 2, on
vérifie immédiatement que les substitutions

p—1 p—1

—P(A,B,)“”(A B! )“”"
R'=R(A,B)“(AB))" ...

satisfont aux conditions imposées 4 U. Elles appartiennent donc a L.
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23. Remarquons enfin que, si plusieurs des nombres =, ©’, ... sont
égaux, celles de leurs substitutions qui ont pu étre utilisées pour la
construction de L. formeront un groupe complexe invariantif pour la
forme " + W+ .... Il devra étre maximum parmi ceux de cette
espece pour que L le soit. Cela pourra donner lieu a I'application du
troisiéme cas d’exclusion (n° 21).

5%4. Nous sammes maintenant en mesure de déterminer I'exposant
d’un groupe L de troisiéme catégorie.

a: [2 , _—

> <}7) = 41, cet exposant sera 2, L. résultant de substitutions

/

propres, joinles a la substitution qui multiplie toutes les variables
par g.-

Si (I—i) = — 1, cel exposant nc sera égal & 2 que si les groupes auxi-
liaires £, (', ... & 25, 25, ... variables (nod2) quiserventa le former
el qui laissent invariables les formes quadratiques W, ¥, ... (mod 2)
ne renferment que des subslitutions paires.

Soit .. 'un de ces groupes. Suppocons le, pour plus de généralite,
decomposable 1l sera construit & 'aide d’un groupe A de déplace-
ments entre les m systémes et d'un groupe indécomposable T,
4 25, variables, mo, étant égal 4 5. SiT, est de premiére calégorie (ce
qui ne peut avoir lien que si \If' est du premier type), ces sub%tltutlons
sont de la forme R*4¢* » , et dans 'une d’elles au moins 2 = 1. Or nous
avons montre(laumal(lnL:om ille, 78 série, t. 1, 1916, p. 275 4280)
que les substitutions A, ®, 9 sont paires et que R est paire 0" impaire
en méme temps que g,.

buppmons fau contraire que T, soit de deuxicme calegorle, ce qui
arrivera nécessairement pour I'un au moins des groupes ¢ si @ est
bilinéaire; car, dans ce cas, Tu étant unp:ur, 'un au moins de ces
nombres sera égal i 1 et la forme W qui lui correspond sera du second
type.

Dans ce cas, . sera d’ exposant 1. Nous allons le démontrer par un
procédé de récurrence, qui établira en méme temps que tout groupe
mdecompobdhle de deuxleme catégorie a4 20 variables (mod 2) con-
tient une snbstitution i impaire.

En effel, les substitutions de I', sont de la forme Qﬂget les substitu-
tions A et 2 sont encore palres. Mais ici ¢ est 1mpa1re L sera donc
d’exposant 1 si ¢ contient une substitution ol B soit égal a 1. Mais

Jonrn, de Math. (¢ série). tome UL — FKasc. IV, 1917, 36 .
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cela arrivera nécessairement. C’est ¢vident si chaque série dansT', n'a
. qu’une variable. S'il y en a plusieurs, la construction de I', dépendra
de celles de groupes A, A’, ... 4 2svariables (mod ), 25" variables
(modw'), ..., &, @, ... é&tantdes nombres impairs. Pour que I, ne con-
tint pas de substitutions de I'espéce demandée, il faudrait : 1° que I'un
au moins des groupes A, .\'. ..., parexemple .\, fat d’exposant 2, et par

. ey ' . 2 . . .
suite de troisiéme catégorie; 2° que (8 fit égal a — 1. D’ailleurs

@ étant impair, A admet une forme invariante bilineaire.
Si donc la proposition 4 démontrer n’était pas vraie pour L, elle ne
le serait pas pour A, qui a moins de variables.

35. Nous pouvons enfin achever la liste des exclusions nécessaires
pour ne conserver que des groupes maxima.

‘Les groupes suivants, non indécomposables, doivent étre rejetés
comme contenus dans des groupes indécomposables.

Quatriéme cas d’ecclusion. — Sont & rejeter tous les groupes non
indécomposables qui admettent une forme quadratique invariante @
ne dépendant que de deux variables.

Fn effet, si @ est du premier type, on aura

¢ =y,
Les substitutions invariantives seront de I'une des deux formes
fx, ¥y ax, by on ..y ay, bel.
Elles dérivent toutes des suivantes :
b=,y 2, 2v] S=lry g, 570 h=|w, )y y, x|

C’est un groupe résoluble indécomposable de premiére catégorie.
Si @ est du second type et p impair, on aura

® = 2 — gy
Soit / une racine primitive de la congruence
== (mod p).

On aura g = ("*', et ® sera le produit des deux facteurs conjugués

Pt P+t
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Les substitutions invariantives formeront un groupe résoluble indé-
composable de deuxiéme catégorie, dérivé des substitutions

k=130 5y i3, "5} JS=kp, P =|s,5 2, 3l
Si @ est du second type et p'= 2, on aura

. D= 4+ V1 ory.
et si I'on pose

#=1 (mod 2), sy= 2z + Ly, 5

H

+l}’

on aura encore
¢ - 3030,

et les substitutions invariantives formeront un groupe de deuxiéme
catégorie, dérivé de

S= |50 51 i50. %3], P =13, 21 35y, 3l

Les groupes ci-dessus contenant toutes les substitutions invariant
lives, tout autre groupe que I’on pourrait obtenir, étant contenu dans
ceux-la, ne serait pas maximum.

'36. Cinguiéme et sixziéme cas d’exclusion. — Les groupes décom-
-posables sans forme invariante, ol

qi= 2, pr=3 ou 5,

doivent étre rejetés.

En effet, si p” =3, le groupe en question est contenu dans un
groupe indécomposable ayant pour noyau

A= 'Jb”)’ T, —)Iﬁ

A O )

Si p¥ =5, il le sera dans le groupe qui a le noyau

: A=|r,y 2xr,—2y)

f=lz, v —x,—y]|. _ 7l

B=Jx, v v, —ux|

37. S‘(’plmme cas d’ecclusion. — Clest celui d’un groupe décom-

- posable, ot ¢;=4, n'=1 et p=13 s’il n'y a pas de forme mvanante,
ou un nombre impair quelconque, s'il y en a une.

Sl n’y a pas de forme invariante, d’ot p = 3, le groupe (G;, I',)
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est d’ordre 16-24 et formé des substitutions

[y vy 3, 00 =, oy, s (mod3),

jointes aux 24 permutations des lettres «, y, =, «. Mais il n'est pas
maximum, car on voit sans peine qu'il est contenu dans le groupe qui
a un premier faisceau dérivé de

J=leyosou —a—y, =3 —ul,
et un second faisceau dérivé des qualtre substitutions

Azl yoz, 0 oy vo — 5, -- Ayzz |,y s £y, — ¥z —ul,

B:=(rs)(ru). - B, _-_-~.(,(y)(-u)

S’il y a une forme invariante, elle sera quadratique et aura pour

expression
x4y 3o

Les substitutions propres du groupe donné seront encore de la forme
précédente. Il faudra y adjoindre la substitution impropre

poolacyo s, gl gy, 93, 8 {(mod p).

ou g est une racine primitive de p. Mais le groupe ainsi obtenu est
contenu dans le groupe de troisieme catégorie dont le noyau est dérivé
de f, A A., , By, car celui-ci contient aussi la substitution g -

38. Les groupes suivants, qui, d’aprés ieur mode de construction,
pourraient étre présamés indécomposables, contiennent un sous-
groupe abélien invariant ne résultant pas des puissances d’une seule
substitution; ils sont donc contenus dans des groupes décomposables
el, par suite, ne sonl pas maxima.

Huitiéme cas d’cxelusion. — C'est celui des groupes L. de premiére
catégorie ou p”' = 3%,

Onaiciw=273%-.1=8;donc= —=="=...==2. L. contient la sub-
stitution R'P’ (82), dont la transformée par une substitution quel-
conque de L sera de la forme R'P’ £¢.

D’ailleurs, (R'P’)? = (— 1)* est échangeable & toule substitution
linéaire. On devra donc avoir

- : (P Loy == (R ) == —).
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Mais R’P’ transformant f en f—*, on aura

(RIP! foy2=: (R'PY)2 f 20,
Donc
—~ap=o0 (mod8), d’on sz o (wodf).

Donc les substitutions de L seront toutes permutables au sous-groupe
dérivé de f* et de R'I”". Dailleurs, ce sous-groupe est ahélien; car
R'P’ transforme f* en f~* = f*. ~

o). Newviéme cas ol'cxclusion. — Clest celui des groupes L de
deuxieme catégorie, o1 p¥' = 2%,
Onaict
e L T b1 SRR TN

La substitution P*, dont le cube est 'unité, transforme /, A,, B, .
) I ’ b 11 1)
en f', At=A,,B,, .... Elleappartient donc & L. et ses transformées
par les substitutions de ce groupe seront de la forme P2 f¢.
D’ailleurs
(‘r_' /'p):;: [;r, /'(l~i l6) % -~ /'n_'.

doit étre égal & 'unité, d’ou la condition
21520 (mody), d’on p=o0 (mad3).

Donc L admet le sous-groupe invariant dérivé de £ et de 1’2, Mais ce
sous-groupe est abélien, car P? transforme /™ en f/'* = f*. 1

0. Diviéme cas o cuclusion. — C’est celui des groupes L. dont
un second faisceau / dérive d’un seul couple de substitutions A, B,
ayant le caractére v = o.

f.es substitutions de [ étant permutables a 4, le seront au sous-.
groupe dérivé de celles de ses substitutions qui sont d’ordre 4, les-
quelles sont toutes des puissances de A, B,. Donc L admet le sous-
groupe invariant abélien dérivé de f, A, B,. Ce sous-groupe n'est pas
formé des puissances d’une seule substitution, a moinsqu’on n’ait w==,
d'ou f=—1=(A,B,).

Mais dans ce cas L devra encore éire rejeté, puisqqu’il admet un sous-
groupe invariant abélien plus général que F.

41. Les sous-groupes suivants, quoique indécomposables, sont
contenus dans d’autres groupes plus généraux.
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Onziéme cas d’ccclusion. — Clest celui des groupes L sans forme
invariante ou p' = 3*.
On a ici
w=3—1-=8, T=r==...=.

L. contient la substitution P’, dont les transformées seront de la
forme P’ f¢. D’ailleurs, P’* = (— 1) étant échangeable & toute sub-
stitution linéaire, on devra avoir

PRr= (P fP)=P"2 f'F, dot 4o 0o (mod8).

Donc p est pair.
Cela posé, siZu ~=1 (mod2), on aura

])/2: (f;’)Q:f’wg I)/./".’_-:_ . ..:—:‘/‘2 I)I‘/"-.

Donc L sera contenu dans le groupe qui a pour premier faisceau f*
et pour secunds faisceaux, outre ceux de L, un dernier faisceau,
dérivé des génératrices /2 cL P,

Si Zu était pair, on-remplacerait ', dans le raisonnement précé-
dent, par la substitution P’ f, qui jouit des mémes propriétés, mais
dont le carré est f*.

42. Douziéme cas d’exclusion. — C'est celui des groupes L de
premiére catégorie, ol p*’ = 5*.

On a ici w=5*—1=24, et chacun des nombres premiers
7, Ty ..., divisant @, sera égal a 2 ou & 3.

La substitution R'P’ transforme / en /-7 et a pour carré (— 1)™~"
Elle est échangeable a toutes les substitutions A, B,, ... des faisceaux
h, I, .... Elle appartient donc & L. et sera échangeable & toutes ses
substitutions aux puissances prés de f(32).

Soit R'P’f? 'une de ses transformées. On aura nécessairement

: (R'P' )= (R'P' fo)2== (R D)2 f—*e,
d’otr
—ip=o (mwodaf), p=0 (mod6).

L. admet donc un sous-groupe invariant dérivé de f° et de R'P’.
D’ailleurs R'P’ est échangeable a f*, car elle la transforme en
S = f": elle transforme d’autre part f* en /"' = — f°.
Donc, si 5 -+ Z« est impair, L sera contenu dans un groupe de troi-
siéme catégorie ayant pour seconds faisceaux %, A, ... et (j*, R'P').
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Si 7 + Zu était pair, R'P’ serait d'ordre 2, le faisceau ( /¢, R'P’)
aurait pour caractére zéro, ce qui est inadmissible ; mais R'P’ pourrait
étre remplacée dans le raisonnement par R'P’ /3, qui est d’ordre 4.

43. Treiziéme cas d’exclusion. — Clest celui des groupes L de
premiére catégorie, ou pv'= 3 et T+ Xn=1(mod2). Onaici w=1,
= =%"=...= 23 et L contiendra la substitution R’ échangeable a /",
et dont le carré est (— 1)™* = — 1. Les substitutions de L seront
toutes permutables au groupe (f. R'); L sera donc contenu dans le
groupe de troisiéme catégorie ayant un premier faisceau formé des

puissances de f* et les seconds faisceaux A, &', ... (/, R").

Quatorziéme cas d’ecclusion. — On rejettera également les
groupes de deuxiéme catégorie, ol p¥' =3 ¢t T+ Xu=
.a démonstration est identique & celle du numéro précédent, en y
remplacant R’ par P".

45. Deux derniers cas d’exclusion résultent de la considération
sulvante :

Soit toujours L un groupe résoluble a n variables (modp) et a
forme invariante ®. Ses substitutions propres forment un groupe L’
ne contenant, si p est impair, qu’une partie des substitutions de L.

Mais si @ est bilinéaire, on pourra avoir a se servir de L comme
groupe auxiliaire pour construire des groupes résolubles a4 plus de
n variables. Nous avons vu que les substitutions de L°sont toujours
utilisées dans cette construction; mais les substitutions impropres
de L ne le seront que sous certaines conditions qui ne seront pas tou-

jours remplles Si donc il existe un groupe L ne contenant pas L, mais
tel que | L contienne L°, certains groupes formés au moyen de ’auxi-

liaire L contiendraient ceux formés de méme avec U'auxiliaire L, les-
quels ne seraient pas maxima.

46. Quinsiéme cas d’exclusion. — Un groupe L de seconde caté-
gorie ol p¥'=7, T =1 ¢l Su=o(mod2) ne devra é&tre employé

comme groupe auxiliaire que si I'une au moins de celles de ses substi-
tutions qui multiplient ® par un non résidu de 7 est utilisée dans la
construction.
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On a en effet

Mz 4 0N = ARSI

y i PRy

I contient la substitution P’ dont le carré est (— 1)™™ = —1. Ses
transformées par les substitutions de L serontde la forme P’ f?; mais
¢ sera nécessairement pair.

‘n effet, les substitutions permutables aux groupes I, %', ... résul-
tant de la combinaison de P’ avec des substitutions des espéces
T, T', ..., forment respectivement des groupes K, K/, .... Supposons
que le groupe K, par exemple, contint une substitution T, qui trans-
forme P' en P'f*?, ¢, étant impair. L’ordre de K serait divisible par 8
et K résulterait de la combinaison de T, avec un sous-groupe inva-
riant formé par celles de ses substitutions qui sont ¢changeables a P,
Les trois premiers facteurs de composition seraient donc égaux a 2.

Or cela est impossible, K étant isomorphe & un groupe ot formé de
I'ensemble des substitutions qui laissent invariante une forme quadra-
tiqgue ¥ & 20 variables (mod2). Or un semblable groupe n’a en
général que deux facteurs de composition, dont un seul est égal & 2;
et si o = 2, auquel cas il admet une décomposition plus compléte,
il n’a aucune substitution d’ordre 8 (16).

Les substitutions de Lo seront donc permutables au faiscean dérivé
de f* et de P'. D’ailleurs,

([ Pes i P

L' sera donc contenu dans le groupe I.° de troisiéme catégorie cons-
truit sur le noyau

ryohe WL TP,

En adjoignant au groupe L* la substitution g qui multiplie toutes les
variables par g, racine primitive de 7, on obtiendra un nouveau
groupe L contenant toutes les substitutions de L qui multiplient @ par

un résidu quadratique; et I, conlenant la substitution g, contiendra
encore L',

#7. Seisiéme cas d’excclusion. — Un groupe L de premiére caté-
gorie ol p* = 7, et o1 les circonstances suivantes sont réunies :

1° Le nombre n des variables de chaque série est une puissance
de 2

20 T=1; Sn=o (mod 2)
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ne devra étre employé comme groupe auxiliaire que si 'une de celles

de ses substilutions qui multiplient ® par un non résidu de 7 est utilisée
pour la construction.

Soit, en effet,
S W,

son noyau. L. sera formé de la combinaison desubstitutions T, T, ...,
échangeablesa favec f {laquelle est d'ordre 6) etune deuxiéme substi-
tution R’, échangeable & celles de /, %', ... et transformant f en f~*.

Or, considérons un groupe L de troisiéme catégorie admettant des
seconds faisceaux 7, ' ... ayant respectivement autant de généra-
trices que %, /&’ et les mémes caractéres et un dernier second faisceau
formé d’un seul couple de génératrices A, B ayant pour caractére 1.
La forme @ qu'il laisse invariante sera d’un type = défini par la rela-
tion

T+1+du=o0 (mod 2),

Donc = =1 et ® sera bilinéaire ainsi que ®. Le groupe L est formé
de substitutions T, T', ... jointes & des substitutions échangeables &
toutes celles de %, 7; lesquelles résultent de la combinaison de A, B
avec deux nouvelles substitutions, 'une U d'ordre 6 transformant cir-
culairement les unes dans les autres les substitutions A, B, AB;
'autre V transformant A, B, U en B, A, U=

1. contient un sous-groupe .\ d'indice 4 formé des substitutions U,
V, T, T, ... Mais les substitutions U, V et celles de %, %', ... ont
entre clies les mémes relations que f, R’ etles substitutionsde 2, &',e...
On pourra done, par un changement de variables, transformer U, V,
R, ... enf, R', b, I, ... et si 'on emploie pour la construction -
de L° les mémes groupes auxiliaires que pour celles de L°, les substi-
tutions T, T, ... seront également transforméesen T, T', ... ;desortle

que L’ se confondra (4 la notation prés) avec \, et sera conlenu
dans L°.

47 bis. Les exclusions précédentes sont suffisantes. Pour le mon-
trer, nous devrons ¢tablir:

1° Que si L, L sont deux quelconques des groupes conservés, L ne
pourra élre contenu dans L s'il est formé d’une maniére différente;

2° Si p ¢tant impair, L, L admettent une forme invariante bili-
néaire, il faudra, en outre, que L* ne soit pas contenu dans L°.

Journ. de Math. (7° série), tome III. — Fasc. IV, 1q17. 39
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La premiére condition étant toujours satisfaite lorsque la seconde le
sera, nous pouvons nous borner le plus souvent & considérer celle-ci,
méme dans les cas ou clle cesserait d’étre nécessaire.

Mais cette discussion est longue et difficile. Elle exige I'établisse-
ment préalable de diverses propriétés des groupes Lo.

Nous procéderons par récurrence en montrant que les deux propo-
sitions précédentes ne pourraient étre en défaut, pour les groupes que
'on considére, que si elles I'étaient déja pour d’autres groupes ana-
logues contenant moins de variables.

L’analyse sera différente suivant que chacun des groupes L°, L°
sera ou non complexe, décomposable ou non. Dans chacun de ces cas

nous établirons que L¢ ne peut contenir Lo que si certaines inégalités
numeériques sont remplies. Or elles ne peuvent I'¢tre que dans un petit
nombre de cas particuliers dont la discussion relativement facile fera
retrouver successivement les cas d’exclusion signalés ci-dessus néces-
saires, sans en faire apparaitre aucun autre.

11f. — Les groupes présumés primaires et indécomposables
le sont en réalité.

48. Nous démontrerons dans cette section que les exclusions
signalées plus haut comme nécessaires une fois opérées :

1° Les groupes L construits par la méthode des n” 22 s 1 conme
primaires el indécomposables le sont cn réalité.

2° S’ils sont susceplibles d'étre « employés comume groupes auxi-
liaires, le sous-groupe L formé par lewrs substitutions propres est
encore primaire et indécomposable.

Rappelons la définition des groupes primaires ou indécomposables.

Un groupe est [)Iunalle, si Y ¢tant une fonction linéaire quol-
conque des variables indépendantes x,, ..., x5 ), ., ... Ses trans-
formées par les substitutions du groupe, il existe toujours n fonc-
tions linéaires distinctes parmi leurs combinaisons linéaires
ay, + a: ¥+ ...

1l est indécomposable, s'il n’est pas possible de partagerles variables
en systémes '

(1 wee @)y, (EY v )y o

tels que chaque substitution du groupe remplace les fonctions linéaires
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@,£,+ ...+ ayu, de Uun de ces systémes par des fonctions lincaires
des variables d’'un méme systéme. '

Ces définitions supposent que les variables originairesx;. .., x. sont
réelles. Mais laréduction & la forme normale du noyau de L nous a
conduit 4 leur substituer de nouvelles variables dans I'expression des-
quelles figure une quantité £ le plus souvent imaginaire. Pour con-
server les avantages de ce changement, il conviendra d’exprimer les
fonctions linéaires & considérer au moyen de ces nouvelles variables,
et d’accepter des valeurs imaginaires pour les coefficients a,, as, . ..

A9. 1° L° est primaire. — En effet, soit y, une fonction reelle
quelconque exprimée en fonction des nouvelles variables. Parmi les
combinaisons linéaires de y, et de ses transformées, cherchons-enune Y
(ui contienne le moins de variables possible. Elle n’en contiendra
qu’une seule.

Supposons en effet qu'on eat

Y=Y, Y;+....

Y,, Y,, ... contenant respeclivement les variables des séries ', s, ....
La substitution /' multipliant Y,, Y, par des facteurs différents, on
pourra, en combinant Y avec sa transformée par f, obtenirunenouvelle
fonction Y’ ne contenant plus les variables de la série s.

Donc Y ne peut contenir que les variables |£,%,...%,%,...], d’'unc
seule série. Si elle en contenait plus d'une, elles différeraient par la
valeur de I'un au moins des indices £, par exemple Z,, et 'on aurait

Y=Yat+Yo+...,

Y, Yg ... contenant respectivement les termes ou % =a, b, .... La
substitution A, multipliant Y,, Y, par des facteurs différents, trans-
formerait Y en une fonction dont la combinaison avec Y donneraitune
nouvelle fonction Y’ ne contenant plus les variables de Y.

Donc Y = |%,%,...5 %,...]. chacun des indices %, r ayant une
valeur déterminée. Mais les substitutions B,, ... transformeront Y
en fonctions analogues ou les % prendront toutes les valeurs dont
ils sont susceptibles. Enfin chacune de ces fonctions étant de la forme
@&y, + a,Ya~+ ..., OU @,, @, sont des imaginaires convenablement
choisies, il suffira de remplacer celles-ci par leurs conjuguées pour
obtenir les variables conjuguées correspondant aux autres valeursde .

Enfin pour les groupes de premiére catégorie il existe un second
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systéme de variables [£,...], associées aux précédentes; mais L° con-
tient une substitution qui permute les deux systémes. Donc, dans tous
les cas, les transformées de y, par les substitutions de L°, combinées
entre elles, donneront autant de fonctions distinctes qu'il existe de
variables : L° sera donc primaire,

50. Scouie. — Le nombre des transformdes différentes d’une
fonction quelconque Y par les substitutions de Le est aw moins égal
a wu.

En effet, s'il y a deux systémes associés, on peut admettre que Y
contient les variables du premier systéme, car s'il n'y figurait que
celles du second systéme on considérerait au lieu de Y sa transformée
par la substitution qui échange les deux systémes.

La fonction Y (oula partie de cette fonction formée par les variables
du premier systéme) sera une somme de fonctions conjuguées

Yo+ Yy,

dont la premiére ne contient que les variables | Z,%....], de la premiére
série. Ses transformées auront une expressnon analogue.

Si nous supposons que Y, contienne deux vanables ot l'indice &,
par exemple prenne des valeurs différentes, ses = transformées par
les puissances de A, différeront les unes des autres par le rapport des
coefficients correspondants a ces variables.

Si, au contraire, Y, ne contient que des variables ot £, ait toujours
la méme valeur, ses ~ transformées par les pulssances de B, seront
encore différentes comme ne contenant pas les mémes variables.

Le méme raisonnement pouvant se faire pour chacun des indices %,
on voit que la transformation de Y, par les substitutions des fais-
ceaux /%, /', ... donnera au moins u fonctions différant les unes des
autres, soit par les variables qu’elles contiennent, soit par les rapports
des coefficients.

Chacune d’elles, transformée par les puissances de f, donnera
w transformées, différant les unes des autres par un facteur constant.

81. 2° L est indécomposable. — Supposons, en effet, qu’on puisse
opérer une répartition des variables en plusieurs systémes. Parmi
les fonctions qm appartiennent a quelqu’un de ces systémes, soit Y
I'une de celles qui contiennent le nombre minimum de variables. Nous
allons montrer qu’elle n’en contient qu’une seule.



SUR LES GROUPES RESOLUBLES. 299

Supposons tout d'abord qu’elle contint des variables de m séries,
a, b, .... On pourrait écrire

Y=Y, +Y,+...,

Y., Y,, ... contenant respectivement les variables des séries «, 0, ....

Les transformées de Y par les puissances de f sont au nombre de w;
chacune d’elles appartiendra & un des systémes supposés. D’ailleurs
deux quelconques d’entre elles ne sauraient appartenir au méme sys-
téme, sielles nesont pas égales & un facteur constant prés; car par leur
combinaison on pourrait obtenir une nouvelle fonction appartenant
encore 4 ce systéme, mais ou l'une des fonctions partielles aurait
disparu. Si donc on désigne par ¢ le nombre des puissances de f qui

multiplient Y par un facteur constant, on aura “ transformées appar-
p P 7 PP

tenant & des systémes différents et par suite linéairement distinctes.
Mais elles s’expriment toutes au moyen des m fonctions Y,, Y, ....
On aura donc 'inégalité

(1) ad Zm
dont nous allons établir I'impossibilité.

52. 1° Supposons d’abord qu'il n’y ait pas de forme invariante. On
aura w =— p" — 1,

D’autre part, soit's le plus grand commun diviseur de v, /) — a,
¢ — a, .... Les nombres «, b, ... appartenant tous a la suite

a. -0, @-+209, ...,
on aura

n;

[~V RS
.

Enfin, une puissance quelconque de f maltiplie Y,, Y,, ... par A",
A", ..., k étant une racine de la congruencc

=tz {(modp,

Pour qu’elle multiplie Y par un facteur constant, il faudra donc qu’on
ait

/l.,u == /‘»/l»" == ( Inf'd p ).
d’oli

APt — =, .= (nm(l/) Ja
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et, par suite, .
hP—1=1 (modp),

congruence qui a p®— 1 racines. Donc ¢ = * — 1.
L’inégalité (1) devient donc
pl—1 »

Kl .
e (9 diviseur de v).
=1 0

Elle est évidemment impossible.

85. 2" Si L.* est de premiére catégorie, soit d'abord v > 1 et
Y = Y/t -+ \—h e o \.4"'*“ Y//' ...

les séries a, b, ... appartenant au premier systéme, les s¢ries @', ', ...
A son associeé. ‘
Soit ¢ le plus grand commun diviseurde v', b —a, ..., V' — @, .. ..
On aura
v
M e
n
D’autre part, une puissance de f multipliera Y,, Y,, ..., Y.,
Yy, ...opar k7 kP, okt kP, oo o AP =1, Pour quelle
multiplie Y par un facteur constant, il faudra donc qu’on ait,

S
hrt= {mod p),

¢’ étant le plus grand commun diviseur de ¢ et de a + «', lequel est
au plus égal & c.
On aura donc l'inégalité
pr— oy

/)’:'—l )

ol o divise s, lequel divise v'.
D’ allleurs P >4 Lette inégalité n admettran donc qu’une seule
solution p” = 3%, ¢ = ¢’= 1. Mais ce cas est exclu (n* 38).
- Reste a considérer le cas ou, v ¢tant égal & 1, chacun des deux
systémes associés ne contient qu'une série. On aura alors

Y=Y, + Y,

et m=2. ’autre part k devant satisfaire i larelation A*~'=1 (mod p)
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sera réel. On aura, en outre, h=/"" d’ot k==1.Donc ¢y =2 ct
I'inégalité devient
: P—t

2 )

.

Elle serait satisfaite pour p*' = 5.
Nous réserverons provisoirement l'examen de ce cas d’exception
. pour ne pas rompre la suite des raisonncments.

54. 3° Si L’ est de deuxiéme catégorie, on a 2v' séries conjuguées

2y’
<

etm — ¢ étant le plus grand commun diviseur de 2v', b — a, ...
D’autre part, k devra satisfaire aux deux congruences

3 v
hr =z, JRASSIE (maod p.

ve N\ . . ' Y ] L
Si ¢ ne divise pas v/, il sera égal a 2d, d étant un diviseur de v’ tel

‘

' v o, . . .
que ~ soit impair. On aura, par suite,
Pl =ipd—1yipta):

p*+ t divisera p” + 1, qui pourra, en outre, avoir (si p est impair) un

facteur eommun 2 avec p* — 1. On aura donc ¢ Z2(p*+1) et, par .
suite,

Pl 2

207 1) d

. ., ., . e v, . . . )
Cette inégalité ne peut avoir lieu <;7 étant 1mpalr) que si p” = 2?

et ¢ = 1. Mais ce cas est exclu (n° 39).
e N . .
Si ¢ divise v/, on aura

et comme p’ — 1 et p” + 1 ne peuvent avoir d'autre diviseur commun
que 2, on aura

Pl

2 0

Cette inégalité n’est possible que si p” = 3, ¢ = 1.. Nous réserverons
encore I’examen de ce cas.

83. Il est donc établi (sauf les deux cas réservés) que I'un des sys-
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. temes dont on a supposé 1'existence contient une fonction Y, ou ne
figurent que les variables d’une seule série.

Ses transformées par les wp.? substitutions du noyau de L° appar-
tiendront chacune & un systéme. Or elles s’expriment au moyen de .
fonctions linéairement distinctes. Le nombre des systémes sy, s, ...,
auxquels elles appartiennent ne peut donc dépasser .

La substitution f, multipliant chacune des fonctions précédentes
par un facteur constant, ne déplacera aucun de ces systémes.

Les w* substitutions

ABBELLABBRA B L
permuteront transitivement les systémes s précédents. Donc, 'une
d’entre elles U laissera immobile un systéme donné s,.

Elle ne déplacera aucun de ces systémes sy, s,, .... Soit, en effet,
S une substitution du noyau qui fasse succéder s, a s,. La substitution
S-' US ne déplacera pas ss; maiselle estdelaforme Uf ¢ et f ne déplace
pas sz ; dont U le laisse également immobile.

Celles des substitutions de L° qui ne déplacent pas les séries per-
mutent également les systérues s entre eux. Si T est 'une d’elles, la
transformée T—'UT ne les déplacera pas.

Or, si nous supposons pour fixer les idées, que dans la substitution U
I’'un au moins des exposants a, 31, ..., % 3, ne soit pas nul, les trans-
formées T—'UT combinées entre elles reproduisent tout le second
faisceau

,Alﬁ P
/l..—_-(
B

<

= -
a
\//

Or les transformées de Y, par les substitutions de ce faisceau dé-
pendent linéairement de =° fonctions distinctes, quitoutes feront partie
du méme systéme Le nombre des systémes s,, ..., ne pourra donc
surpasser w=~%, nombre inférieur a celui w?=-*" des substitutions de la
forme A’“n Bi#.... Par un ralsonnement pareil au précédent, on
verra qu il exnste un second faisceau 4’ dont les-subslitulions laissent
immobiles tous les systémes s,, ..., et que le nombre de ceux-ci ne
pourra pas dépasser um""% . Continuant ainsi, on arrive finalement
a cette conclusion que toutes les fonctions des variables de la série a
appartiennent a un seul systéme.

Chacune de ces fonclions Y,, exprimée au moyen des variables
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réelles z,, ..., @,, sera de la forme-
AT+ ... + A

ol les @ sont des quantités complexes. Enles remplagant par leurs con-
juguées, on obliendra les fonctions Y,, ..., conjuguées de Y, quiseront
également linéaires enx,, ..., z«et, par suite, appartiendront au méme
systéme.

Donc, sauf pour les groupes de premiére catégorie, aucune décom-
position en plusieurs systémes n’est possible, puisqu’ils se réduiraient
a un seul contenant toutes les variables,

Pour les groupes de premiére catégorie, on a une décomposition
toute trouvée en deux systémes associés; mais elle ne satisfait pas a la
seconde condition, imposée par la définition des groupes indécompo-
sables 4 forme invariante ® (17). Car ici la forme @, bilinéaire par
rapport aux variables des deux systémes, ne peut évidemment pas
se décomposer en deux formes partielles @, + ®, ou ces variables
figurent séparées.

56. Passons 4 ’examen des deux cas réservés,

Groupes de premiére catégorie o p”’ = 5. — Dans un semblable
p caresoric :
groupe L, on a deux séries associées, contenant respectivement des
variables x et des variables z'; L conlient la substitution impropre
h=|=z, & z, gx'| (g=3)

I.o a pour noyau )
Ay ol Ay
S=lz, &' gz, g".’l)'l, /l;:( : ' 6)9 Ly oo

By ..., By
Les nombres =, 7/, ... divisant 4, seront égaux a 2; donc
@
= =...=—1.

S'il y avait une décomposition possible en sysiémes, leurs fonctions
seraient de la forme
X + X/,
X et X' contenant respectivement les variables des deux séries. Si
I'une de ces fonctions se réduisait & la forme X, on pourrail achever la
démonstration comme dans le cas général.
Or, si la forme invariante ® est quadratique, L. ne pouvant étre

Journ. de Math. (7° série), Lome IIL - Fase. IV, 1917, 40
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employé comme groupe auxiliaire, il suffit de prouver qu’il n’est pas
décomposable. On peut donc considérer les transformées de X + X’
par les puissances de k. Ces fonctions X + g?X’ au nombre de 4 ne
dépendent que des deux variables X et X'; donc deux d’entre elles
appartiendront au méme systéme, qui contiendra également une fonc-
tion des variables d’une seule série, résultant de leur combinaison.

Si @ est bilinéaire, il faudra démontrer que L° est indécomposable.
Cela sera établi si nous arrivons 4 prouver qu’une puissance impaire
de f, telle que f*, laisse quelque systéme immobile; car il contiendra
les deux fonctions distinctes X + X' et g*X + g—*X' et, par suite,
XetX.

Or, I'hypothése contraire va nous amener 4 une contradiction.

87. Tout d’abord, le nombre des systémes ne peul surpasser
celui 2. des variables. Or, il existe 2 12 substitutions de la forme
FPAMBE ABIEL L

)

ol g =oour.
Donc, parmi ces substitutions, il en existera une U qui ne soit pas
puissance de £ et qui laisse immobile un systéme donné s,.

Soit S une autre substitution du noyau qui remplace s, par un
autre systéme s;; S—' US ne déplace pas s5;; mais cette subslitulion est
égale a Uoua 0U, 0 multipliant toutes les variables par —1 et, par
suite, laissant s, immobile. '

On pourra en conclure, comme au n° 83, que les w fonclions que
les substitutions de %, &', ... font succéder & X + X’ appartiennent a
un méme systéme. Donc onn’aurait que deux systémes, que f échan-
gerait entre eux.

88. Cela posé, L' contient la substitution
R'= R(A,B,) (A, B,)". ..

dont les transformées par les substitutions de I’espéce T qui laissent
@ invariable et sont permutables & A seront de la forme R’ /.

Le groupe K formé par ces substitutions T est isomorphe & un
groupe 3t de substitutions linéaires laissant invariante la forme {
quadralique a 20 variables mod 2 qui correspond au faisceau 4. 11
contient un seul sous-groupe invariant K’ d'indice 2 formé par celles
de ses substitutions dont les corrélatives dans % sont paires.
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Il contient d’ailleurs la substitution

T— [&-..] Bl ] +[E+1 ] (M)
[E...7 gifalé. T+ &+, ... ]

laquelle transforme A, B,, R"en B,, A,, R’ f'+*«.

Celles des substitutions de K qui transforment R’ en R’ f? (¢ pair)
forment évidemment dans K un sous-groupe invariant d’indice 2, qui
se confondra nécessairement avec K'. Au contraire, toutes celles de
ces substitutions qui correspondent aux substitutions impaires de K
transformeront R’ en R’ f? (p impair).

Or, L° contiendra nécessairement une de ces substitutions ; car
pour éviter de tomber dans un cas exclu (43), il faut supposer

T+3u=o (mod 2).

D’ailleurs, @ étant bilinéaire, on a = = 1. Donc ’'un au moins des
nombres u, ', ... sera égal & 1 (nous pouvons supposer que c'est u).
Donc la forme § sera du second type; etle groupe auxiliaire A contenu
dans X qui sert & la construction de L contiendra une substitution
impaire (34).

Cela posé, si la substitution R’ |aisse les systémes immobiles (ou les
échange), sa transformée R'f? les laissera aussi immobiles (ou les
échangera). Donc une substilution, f? ol ¢ est impair ne les déplace
pas, contrairement a ce qui était supposé.

BY. Groupes de deuxiéme catégorie ott p* = 3. — Le groupe L
contient toutes les substitutions qu'il aurait en 'absence de forme
invariante. Il est donc.indécomposable.

Mais si la forme @ est bilinéaire, il faut encore établir que L° est
indécomposable. La démonstration est identique & la précédente.

Aprés avoir montré qu’il ne peut y avoir plus de deux systémes, on
remplacera dans le raisonnement la substitution R’ par celle-ci :

P'=P(AB,)* (A} B')". ..
et T par la substitution

T — (& ) i392‘[51---,]0‘*'[51‘*'1»-~-]o§
S B O AR Y A P ¢ SIS Y

laquelle transforme encore A, B,, P en B,, A,, P’ f'+%,

(') Les indices non inaltérés ne sont pas écrits,
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IV. — Cas ou ni L°; ni I’ ne sont indécomposables.

60. Il est évident qu'un groupe L° décomposable ne peut contenir
un groupe L° indécomposable, si celui-ci I’est réellement, ainsi qu’il a
été démontré dans la section précédente.

Nous établirons dans celle-ci :

1° Que st L est décomposable ct contenu dans 1.0, il lui sera
identique ;
2° Que si L' est complexe, 1.° ne peut le contenir.

61. LemMe. — Le nombre N des transformées différentes d’une
Sonction linéaire quelconque ¢ par les substitutions d’un groupe pri-
maire L* a n variables mod p ne peut étre inféricur a n+ 1. Il
surpassera méme ce nombre, sauf pour quelques groupes exception-
nels que nous allons déterminer :

1° Si L° est indécomposable, on aura NS wy. (80). Or, s'il 0’y a
pas de forme invariante, on aura

op=(p*—1)u, N T=py 41 (p'>2);
Si L® est de premiére catégorie, )
op=(p'—Np,  n+r=op+1 (p7>4);
S'il est de deuxiéme catégorie,
g ={p¥+1)p, n4rv=apy 43
S’il est de trpisiéme catégorie,
DR = 2 4, nA-I=p +1 (p impair),

La comparaison de ces valeurs montre 'exactitude de notre propo-
sition, les groupes exceptionnels étant les suivants :
Groupes sans forme invariante,

m =3, p=t, n=—23;

Groupes de premiére catégorie,

pY=23, =, n="06;
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Groupes de deuxiéme catégorie,

pY =12, p=r, n=—z2;

pY=2% p=1, n==»4;
Groupes de troisi¢me catégorie,

p impair, p=1, n=1.

2° Si L° est décomposable, on aura m sysiémes s,, ..., s,, Tontenant
chacun. n' variables, avec n = mn'. Et L° s’obtiendra par la combi-
naison de m groupesindécomposables L, ..., L,, opérant respective-
ment sur les n' variables des divers systémes, avec un groupe tran-
sitif G de déplacements d'ensem ble.

Soit
?:’v?l"}"""i- Qs
oll ¢,, ..., px conliennent respectivemnent les variables des systémes

$yy +oey Sgo S1 K < m, G contiendra une substitution qui remplace s,
par sg.,. lulle transforme g en une fonction

o = Qpp ...

contenant les variables de k systémes, dont quelques-uns pourront
étre les mémes qui figurent dans ¢. Désignons les autres par
Pi+1y Dk+2s
Si m > 2k, on obtiendra de méme une transformée
{?I/:CIDQ[‘+|+....

Continuant ainsi, on obtiendra une suite de transformées o, 9/, ...
dans chacune desquelles figure un systéme que ne contenaient pas les
i} L] . ’ 1 m .
précédentes. Leur nombre est au moins égal a - Il sera un entier

supérieur & ce nombre, s'il est fractionnaire.

Chacune de ces fonctions ¢, ¢, ... transformée par les substitutions
de L,, ..., L, donnera au moins (#'+ 1)* transformées différentes. On
aura donc

Nz %l (n' 1),

nombre évidemment supérieur & 2 + 1 = mn’' +1. Le lemme est donc
démontré, et les seuls groupes exceptionnels sont ceux déja signalés.
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62. Tutorime. — Le groupe L° étant supposé décomposable, ses
variables pourront admetire divers groupements en systémes. Mats
ceux; indigqués au n° 20 seront les seuls possibles.

Soit, en effet, s,, ..., s, celle de ces décompositions ot le nombre n’
des variables de chaque systéme est maximum; L° résultera de la
combinaison de groupes semblables L.}, ..., L) avec un groupe G de

m

déplacements d’ensemble, lequel sera primitif.
Soit s,,%,, ... une autre décomposition en systémes. Chacune des

fonclions ¢ qui appartiennent & I'un de ces nouveaux systémes s sera
de_la forme
‘P:XI"*" o+ Xn= x1+Y’

X, étant une fonction linéaire des variables de s,.
Supposons que les groupes L, ... ne soient pas exceptionneis
(ce qui arrivera nécessairement s'ils sont décomposables). Transfor-

mons p par les substitutions de Lj. Chacune de ces transformées

X, +Y, X\ +Y,

appartiendra 4 'un des nouveaux systémes s; elles ne dépendent que
des m variables de L] et de la fonction complémentaire Y ; mais leur
nombre est supérieur & m + 1; elles ne peuvent donc étre linéairement

distinctes et deux d’entre elles appartiendront & un méme systéme s,
qui contiendra également leur différence, laquelle est de la forme X,.
Les transformées de cette fonction particuliére X, par les substitu-

tionsde L) appartiendront toutes 4 I'un des systémes s. Soients,, ..., 5
ceux de ces syst¢émes dont quelque fonction dépend ainsi des seules
variables de L{. Aucun de ces systémes ne pourra contenir de fonction
dans I’expression de laquelle figurent des variables autres que celles
de L.

Supposons, en effet, que s, qui contient la fonction X, contint une
autre fonction X, + Z ou figurent les variables de L;. Les substitutions

de L) n’altérant pas X, ne déplaceront pas le systéme s,. Il contiendra
donc les transformées
X,+2Z, X,+Z,

et leurs différences X, — X,, ... dont la combinaison reproduit toutes
les variables du groupe primaire Lj. Les substitutions de L} laissant

ces fonctionsinvariables ne déplaceraient pas le systéme s, qui contien-
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drait les transformées X, X|, ... de X,, et, par suite, toutes les

variables de L.}. Donc, s, contiendrait plus de variables que s, contrai-
rement a ’hypothese.
Chacun des anciens syslemes Syy -..y 8, se confond donc, si k= 1,

avec un dessystémes nouveaux s, -..; stk > 1,1l estformé de la réunion

de & d’entre eux, s,, ..., 5. Dans ce dernier cas, L{ est décomposable,
et on pourra lui appliquer les mémes raisonnements qu’a L°.
*

.

65. Ces raisonnements ne seraient pas applicables, si les
groupes L, ..., L), étaient exceptionnels. Il pourrait, en effet, arriver

m
qu’aucun des systémes s-ne contint de fonction telle que X,, ot ne
figurent que les variables de s,. Soit dans ce cas

O=X, +Xo+Y

une fonction de 'un des systémes s. Si »’ est le nombre des variables
de chaque systémes, les transformées de @ par les substitutions de L! et
de L appartiendront chacune & un systéme s. Elles dépendent
de 27"+ 1 variables et leur nombre est au moins égal a (n'+ 1)
Illles ne peuvent donc étre toutes distinctes; donc deux d’entre elles
sont nécessairement contenues dans un méme sysleme s. Il contiendra
leur différence, qui est de la forme X, 4+ X,. Les transformées de cette
fonction par les substitutions de (LI, Lg) apparnendront chacune & un
systéme s. Leur combinaison reproduit loutes les variables de I.” et
de LS.

Soient s, ..., 8 les sysi¢mes ainsi obtenus. On voil comme précé-
demment qu’'aucune de leurs fonctions ne peut contenir dans son
expression des variables autres que celles de L, L. L’ensemble
des deux systémes s,, s, est donc formé par la réunion des k sys-
ttmes s,, ..., s, dont les fonctions sont de la forme X, -+ X,, aucune
d’elles ne se réduisant d’ailleurs & X, ni 4 X..

Nous allons montrer que cela est impossible.

6%. Soit en effet n' le nomhre des variables de L}; le groupe
(1.9, 1Y) en contlent ar’ qui doivent se répartir'également enire les
systemes Sy, +vy 83 donc £ divise 272, Mais d’autre part les substitu-
tions de L} donnent de la fonction X, + X, au moins n'+ 1 transformées
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différentes, qui ne peuvent appartenir & un méme systéme s, car il
contiendrait leur différence, qui est de la forme X,. Donc £3n' +1.
Ces deux résultats ne peuvent se concilier que si »’=1. Or nous
n'avons que deux groupes exceptionnels satisfaisant & celte condition,
a savoir, s'il n’y a pas de forme invariante, p* =3, n =1, ou si L est
de troisieme catégorie, u = n =1, p quelconque. Dans les deux cas,
le groupe (LY, L ) est for'me des substitutions

(x,y, L£a, E£yv)
et 'onadeux systémes s,, s, dont 'un contient la fonction

Xi+Xpyzzaax + by
et 'autre la fonction
ar —by.

Il faut ici supposer m > 2 pour ne pas tomber dans un cas exclu-
(35) et (36). Mais alors les groupes Lj, ... seront formés de substi-

tutions des formes

Is sl Juzxul O

it le groupe G, étant primitif, contiendra une substitution S qui,
laissant  immobile, remplace y par une autre variable 5. La substi-
tution S transformerait ax + by et az — by en deux nouvelles fonc-
tions ax + b3, ax — bz appartenant & des systémes Sy S, différents
des précédents. On aurail ainsi quatre fonctions linéairement distinctes
des trois variables z, y, s.

Il est donc établi que les systémes s représentent 'un des groupe-
ments en systémes indiqués au n° 20. Par suite L° résultera de
la combinaison d’un groupe primaire ¢° opéré entre les variables
de s, et d'un groupe G de déplacements d’ensemble entre les sys-
témes s.

65. Cela posé, supposons que L° soit contenu dans un autre
groupe L° admettant une décomposition des variables en sys-
témes s, , ... et résultant de la combinaison des deux groupes G
et L. L® admettant cette méme décomposition résaltera, comme on
vient de le voir, de la combinaison des deux groupes analogues ¢ et ¢

qui devront étre respectivement contenus dans G et L. Mais dans ces
derniers groupes le nombre des variables étant moindre que dans L°
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on doit supposer le théoréme démontré. Donc ¢, ¢", L® sont iden-
tiques 2 G, L, T°.

66. Soient maintenant L.’ un groupe décomposable : s,, ..., s, les
systémes minima cutre lesquels ses variables puissent étre réparties;
G, 0% ..., L% les groupes dont la combinaison produit L.

Supposons que L.° contienne un groupe complexe L’ résultant dc la
combinaison de groupes primaires partiels L}, L7, ... dépendant
chacun d’une partie des variables.

Si le groupe L n’est pas exceptionnel, on verra, comme au n" 64,
qu'il a pour variables celles d'un cerlain nombre des systemes s, tels
que S,y ..., 5; ¢t s’obtient en combinant des groupes £}, ..., £, avec
un groupe ¢, de déplacement d’ensemble.

Les groupes £ Y, ..., 21 étant contenus dans les groupes L, ..., L
de moins de » vauables leur seront 1dem1ques.

Si donc aucun des groupes L}, I.;, ... n’est exceptionnel, L résul-
tera de la combinaison des groupes Li, ..., L) avec un groupe
(44 Gy +--) de déplacements d’ensemble des systemes 5. Ce groupe

intransitif devrait étre contenu dans le groupe transitif (s, opére sur
m objets seulement; cela est impossible.

67. la présence de groupes excepliouneis dans la suite L, Ly, ...
n'infirme pas ce résultat. Supposons en effet que L n’étant pas excep-
tionnel, les groupes suivants L, L., ... le soient. Les variables de L
étant celles des systémes s,, ..., sy, celles des systémes suivants s, ...

seront de la forme
@,:Xu_*’"-‘\'h‘*"x("}"----

Si 'on peut établir que I'une d’elles se réduit 4 la forme X;, on en
conclura comme tout & I'’heure que L; a pour variables celles de
quelques-uns des systémes 5.

Or supposons d’abord que ¢ se réduise & X, + \;. Si s, est le
nombre des variables de L}, les n, + 1 transformées .4,,0 y ... de o
par les substitutions L; appartlendvdlent a des systémes, s;.,, ... tous
différents de s,, ..., s;. Elles ne peuvent étre linéairement distinctes,
car en les combinant de maniére a éliminer les variables de L;, on
arriverait a ce résultat inadmissible que X, serait a la fois fonction des

Journ. de Math. (7* série), tome I — Fasc. 1V, g1, [l[
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variables de s,, ..., 5;, et fonction de celles de s;,,, .... Donc deux
des fonctions 9,, 9, ... appartiendront au méme systéme. Il con-
tiendra leur différence qui est de la forme X;.

Supposons au contraire que % contienne a la fois X, et X.. On verra
comme au n° 63 : 1° qu'il existe des fonctions de la forme X, + X,
appartenant & un systeme s3 2" que les 7, 4+ n, variables des groupes

.y L résultent de la combinaison de telles fonctions. Le nombre des
systémes entre lesquels ces fonctions se répartissent doit étre un divi-
seur de 72, + n.. Mais comme on suppose d’autre part qu’aucune de
ces fonctions ne se réduit & X, ou & X,, ce nombre sera au moins égal
a n;+1 et & n.+ 1. Ces relations ne sont compatibles que
sirn,=n,=1. Mais alors les groupes L;, L} seraient semblables,
el ce cas est exclu (21).

V. — Maximum du nombre des fonctions linéaires distinctes
inaltérées par une substitution d’un groupe . indécomposable.

68. Tutonine. — Un groupe V. résoluble et indécomposable
a n variables ne peal contenir aucune substitudion (I unité exceptie )

qut laisse invariables N fonctions linéaires distinctes, st N > > n.
. 7

Soit en effet S une substitution de L. dans laquelle N soit > ?; et

soit U une autre substitution de L. Le systéme des N fonctions que S
n’altére pas et celui des N fonctions (ue la transformée U—'SU n’altére
pas ont au moins 2N — 2 fonctions communes que S—'U-'SU
n’altérera pas.

Silon prend en particulier U= f, 3! f~'S f étanl une puissancc
de f qui laisse des fonctions inaltérées, se réduira a 'unité. Donc S
est échangeable a f.

Elle ne peut I’étre & toutes les substitutions des seconds faisceaux
hy Iy car elle se réduirait alors & l'unité. Supposons donc que A,
d’ordre =7+, contienne une substitution U non échangeable a 5. La
substitution S~' U-'SU laisse inaltérées au moins =N — z fonctions.
Mais elle appartient a A, donl chaque substitution laisse inaltérées

n . - \
— fonctions (ou les altére toutes). Donc
ie

, _n
2N — 27—
T
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d’ou

car s 2.

69. On peut préciser davantage, si l’ordre o de S est impair. Il est
permis de le supposer premier.

Lemve. — A contient un sous-groupe abélien permutable a S et
d’ordre =°+'. -

(o)

En effet, il contient la substitution /™ = qui est échangeable 4 S.
L.e groupe A, formé par ses puissances va étre progressivement élargi
par I’adjonction de nouvelles substitutions de /, sans cesser d’étre
abélien et permutable 4 S,

Supposons, en effet, que nous ayons déja obtenu un groupe /,
jouissant de ces propriétés et d'ordre =+, s étant < ¢; h contiendra
des sabstitutions échangeables a celles de /,, sans étre contenues
dans /i;. Prenons 'une d’elles pour U.

Si U~'S-'US = U’ appartient & /,, S sera permutable au groupe
élargi (f,, U) = h,,,. A

Dans le cas contraire, U’ sera une substitution de A échangeable
& celles de A, et laissant invariables quelques-unes des fonctions que S
n’altére pas. Il en sera de méme des transformées successives

S-US=U", S-U,S=U,,

Ces substitutions seront d'ailleurs échangeables entre elles, car
U;'U~' U, U, par exemple, est une puissance de ), mais qui laisse
des fonctions invariables. -Elle se réduit donc a 'unité.

Le groupe élargi (/,, U’, U, ...) est donc abélien. D’ailleurs S lui
sera permutable, puisqu’elle I'est & 4, et qu’elle permute circu-
lairement U’, U’ ....

70. Le groupe abélien A, dont 'existence vient d’étre établie
s'obtient par la combinaison de ¢ + 1 substitutions génératrices

o, G, ..., Ce

Ces substitutions C sont d’ordre = si = est impair; si = = 2 elles
auront pour ordre 2 ou 4, suivant leur caractére.
Dailleurs, si C; et C, ont pour caractére 1, on pourra prendre pour
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génératrice, au lieu de Cy, celle-ci : C,Cy, quia pour caractére zéro. On
peut donc admettre que C,,..., C, aient pour caractére zéro, l'incer-
titude ne subsistant que pour C,.

On pourra déterminer dans /4 des substitutions Dl,‘.. D, telles que
les exposants d’échange C; D, soient tous nuls, sauf ceux ou i =k,
qui seront égaux a 1. En outre, si m = 2, auquel cas on doit tenir
compte des caractéres, on peut faire en sorte que D; ait pour carac-
tére zéro, si i > 1; car si elle avait le caractére 1, on pourrait lui subs-
tituer C; D, dont le caractére-est zéro.

Quant & D,, on peut lui supposer le méme caractére qu'a C, ; car si
C, avait pour caractére zéro, on remplacerait au besoin D, par C, D,.
Supposons au contraire que le caractére de C, soit 1 et que celui
de D, soit zéro. Les substitutions de A, seront de deux sortes; les
unes d’ordre 2 dérivées de C,, ..., C4, 0, que nous désignerons d'une
maniére générique par E; les autres de la forme C, E, d’ordre 4.

La substitution S étant permutable au groupe des E transformera
D, qui leur est échangeable, en une substitution qui le soit aussi, mais
ne le soit pas 4 C,. La transformée aura donc pour expression D, C# E,
olpg=ooul. La transformée de D, par S” aura la forme D, CP E;
mais elle doit se réduire 4 D, puisque S® = 1. On aura donc néces-
sairement ¢ = o. Donc S est permutable au groupe 0, D,,C,,...C; 00
la o'eneramce D, quia pour caractére zéro, a pris la place de C,.

71. Les substitutions C, D jouissent donc de Loutes les propriétés
attribuées aux substitutions fondamentales A, B (n° 28). On pourra
donc supposer qu’elles se confondent avec elles et choisir des variables
indépendantes [£,, ..., £,¢'], (ui raménent leur expression & la forme
normale (n° 29 ). Nous serons alors en mesure de déterminer la forme
générale que doit avoir la substitution S.

Soit

Ak AGTREx (h=1, ..., 0)

celle des substitutions de /A, qu'elle doit transformer en A,. Posant
7= @yt gkl ay
on vérifie immédiatement que la substitution S, qui remplace chaque

variable ‘
[&iv .. &5 €] parlavariable [ny, ..., ng, €],



SUR LES GROUPES RESOLUBLES. 315

opére la transformation demandée et qu'elle est d'ailleurs permutable
au groupe (4, B,, ..., B,).
On aura donc
S=S5,U,

U étant échangeable & toutes les substitutions du groupe A,.

Si L a un autre second faisceau %, I'indice ¢’ étant remplacé par ¢’
indices &, ..., &, on verra de méme que U est le produit” de
deux substitutions dont la premiére S, fera succéder i chaque
variable une autre variable, ol les indices %, ..., &, sont rem-
placés par v, ..., Wy, fonctions linéaires de £, ..., §,; la seconde
substitution U’ étant échangeable a (0", A, ..., AL).

72. Supposons, pour abréger, que A’ soit le dernier des seconds
faisceaux. La substitution U’ multipliera chaque variable par un fac-
teur constant.

Les variables seront donc de deux sortes :

1° La premiére comprendra celles dont les indices satisfont aux
relations

(') St =1y, R =g (l]l()d‘lr)’,

(2) =, Ceey Eo =00 (modr'),

S les reproduira a un facteur pres.

Si I'on suppose que les relations (1) se réduisent a ¢ distinctes et
les relations (2) & ¢ distinctes, le nombre m des variables de cette
sorte sera évidernment :

n

m — W.

2° Soit 2, I'une des n — m variables de la seconde sorte. S la rem-
placera para,x,, a, étant un facteur constant et z, une autre variable.
Elle remplacera de méme a,x, par a,z;, etc.; et S étant d'ordre w,
la suite x,@,z,, @,x, doit se reproduire périodiquement aprés
© termes. :

Or, pour que S laisse inaltérée une fonction

Mty Ay Ly . b T,
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il faut qu’on ait

’ ayh, =1, a,hy= 1, vy (tprem) Aoy == 24,
d’ou

a &y .o Aoy =1

et si cette condition est remplie, on n’aura qu’une fonction invariante,
les rapports des A étant déterminés.

Donc on aura dans ’hypothése la plus favorable ot les 7 variables
de la premiére sorte seraient toutes inaltérées, la limite supérieure

Nz 1
S w® T e min't wniR’d

etcomme w3 3,32, 732, 0onaura, sig+ ¢’ >r,
. _n
Nfz —‘; ’
I'égalité n’ayant lieu que si & = 3.
Soit au contraire ¢ = 1, ¢'= o. Les relations (2) seront identiques;
quant aux relations (1), la substitution linéaire qu’elles opérent sur les

indices pourra, par une transformation linéaire réelle, étre mise sous la
forme

(3) I&.-h Eﬁ? ---»5m aZ,+b£.,+...+oz, ;:2' "'12_07 (modr:);

et, pour que S soit d’ordre m, il faudra qu’on ait a” = 1 (mod~). Mais on
a aussi ™' =1 (mod. =). Donc si @ > 1, & devra diviser 1 —1, et

1 n
[ sl Lol
R2; = | 2

Si @ =1, la substitution (3) étant d’ordre w, on aura @ ===
2 1
Nz PR [5 — a—: l'

. . n ) ’
expression encore moindre que -, sauf pour @ =3 ol elle est égale

N:

A h

a-n-

tolcx

73. Supposons enfin que les relations (1) et (2) soient identiques :
S sera échangeable & toutes les substitutions A, ..., A;, A}, ..., A,.
Elle devra donc transformer les substitutions B; en substltutions de la
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forme
B, = B;Af .. A% (f=1,...,0),

avec la condition que B} et B, soient échangeables. D'ailleurs, si elle

n'est pas échangeable & tous les B;, on aura nécessairement T = .
Autrement S” transformant B; en

Bi(Ag ... Aif%)®,

qui differe de B;, ne serait pas égale a I'unité.

Or toutes les transformations de ce genre peuvent s’obtenir (V. L.,
n° 32), en combinant avec les substitutions

L\/‘:“_‘EI\‘ (/EALE:/,.._H,
les sulvantes :
D=L | G5 ...,

On aura donc
S =S, U,

S, multipliant toutes les variables de la série principale par 6%, ou ¢ est
une fonction du second devre en g sn £, ...etUles multlpllant par des
facteurs mdepeuddms def, &, ...

On voit de méme qu’on doit avoir =" == @ et que U doit étre égal
5,0, S, multlphdnl, ces variables par 6%, ol ¢’ est du second degré

en Z'I, ..+ 55, €L U’ les multipliant toutes par un méme facteur de la
forme .

lLe facteur qui multiplic chaque variable sera donc de la forme
Go+9+d
et les variables inaltérées seront celles pour lesquelles on a

o+ 9 +d=o (modw),
Nous avons donc & chercher le nombre des solutions de cette con-

gruence,

74. Par un changement de variables linéaires, nous pourrons la
mettre sous la forme

2+y+h=o. (mod ),
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¢ étant une forme quadratique, ¢ une forme linéaire ne contenant
chacune qu’une partie des nouvelles variables, et /4 une constante.

Si { n’est pas identiquement nulle, la congruence déterminera une
de ces variables, toutes les autres restant arbitraires; on aura donc

n

N= - < it-
w 2

Si § = o, soient £ le nombre des variables de @, Ason discriminant.
On aura

o6, désignant parmi les @* systémes de valeurs qu’on peut attribuer
aux variables de o le nombre de ceux qui satisfont a la congruence

’?+/I::O.

Ce nombre %, est donné par les formules connues (Journal de
Liouville, 7¢ série, t. II, 1916, p. 257).
Sik=2m+1,

© ’

_ — 1" Ah
ogmat = W2 — [(

Sik=2om+ 2,
'(___ UmA"

[€ Lyl
J":!m+2——— wmom+l . wnul -

les expressions entre crochels désignent des symboles de Legendre.

' n o, : :
Il résulte de ces formules que N sera <~ a moins qu’on n’ait

o=3, k=1,

auquel cas on aura

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant qui précise celui
du n° 68.

TukoriMs. — Le¢ nombre N des fonctions qu’une substitution S
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d’ordre premier o contenue dans L ne peut surpasser

. . . n .
Mais méme pour & =3 il ne pewl surpasser - que si n est mul-
tiple de 3.

V1. — Groupes abéliens contenus dans un groupe décomposable.

73. Désignons comme précédemment par L.° un groupe primaire
et résoluble contenu, soit dans le groupe linéaire 4 n variables modp,
soit dans le groupe plus restreint des substitulions linéaires qui
laissent absolument invariante une forme ®.

Par ’adjonction a L° de sa base B, nous obtiendrons un groupe
résoluble et primitif G° de substitutions linéaires non homogeénes.

Proposons-nous d’étudier les sous-groupes abéliens contenus
dans G*.

Soit H I'un d’eux. Ses substitutions sont de la forme SU, S appar-
tenanta L’ et U a B.

76. Supposons d’abord que l'ordre (2 de H soit premier a p

Les substitutions partielles &, 8", ... de I'espéce S étant homo-
génes, ¢changeables entre elles et d’ordre premier & p, pourront étre
ramenées simultanément a une forme canonique monome. Nous grou-
perons dans une méme série celles des nouvelles variables qui, dans
chacune d’elles, ont toujours un méme multiplicateur.

Soit s, I'une de ces séries contenant /, variables «', ..., x" et soient
a, a’,...les facteurs par lesquels elles sont toutes multipliées par
les diverses substitutions §’, S”, . ... La détermination de ces facteurs
aura exigé la résolution de congruences pouvant entrainer l'intro-
duction d’une imaginaire ¢ racine primitive d'une congruence

Phl= g (modp).

Journ. de Math. (7* série), tome 1l1.—~ Fasc. IV, 1917 42
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Les multiplicateurs a', a’, ... seront des puissances de 7 telles que
*yi*, ... et si d, est le plus grand commun diviseur de o/, a’, ...,
p—1, les substitutions §’, 8”, ... résulteront de la combinaison
des puissances de 'une d’ entre elles S, multipliant les variables de s,
par 2, avec des substitutions 8, ... qui ne les altérent plus.

La subsulutlon S,U, de H dont S, est le premier facleur, rempla-

cera x’, ..., ' par
g e ﬁl, e L) -+ ﬁ/.,

les B étant des entiers complexes formés avec l'imaginaire . On
pourra d’ailleurs faire disparaitre ces termes constants en prenant
pour variables au lieu de «’, ..., x4 celles-ci &/ + N, ..., &'v + A4,
les A étant déterminés par les relations

(‘(I,___' M= ﬁ' e (i'/x._l)}\,lEp/‘ (modp).

Quant aux substitutions S"U”, ... de H dont les premiers facleurs
n’alterent pas les variables de s,, elles les laissent également inva-
riables; car, dans le cas contraire ou elles les accroitraient de termes
constants, I'ordre de H serait divisible par p, contrairement a notre
hypothése.

Si d’ailleurs v, est > 1, ' Ta série Sy Ne sera pas isolée, mais appar-
tiendra & un systéme $, de Vv, S€ries CONjUGUEes Sg, «vey Spy v vy Sy 43
et S, multipliera les variables de s, par i7",

S’il y a des séries autres que celles-13, elles pourront de méme éire
assemblées en systémes analogues & 3,.

Nous pouvons donc formuler le théoréme suivant :

Tutorime. — Par un choiz convenable des variables indépen-
danies on pourra ramener toutes les substitutions de H a la forme
homogéne.

Chacune d’elles sur un produit de puissances de substitutions
Siy Sy ... nlaltérant chacune que les variables d’un seul des
systémes 8,, $,, ... entre lesquels lesdiles variables peuvent se
répartir.

77. Remarque. — L’introduction des imaginaires a été utile
pour la démonstration. Mais on peut substituer & ’ensemble formé
par chaque variable complexe, jointe & ses conJuguees, celui des
variables réelles dont elles dépendent; et la répartition des variables
en systémes subsislera.
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78. Les substitutions S,, S,,... étant respectivement d’ordre

ph—1

0 s I'ordre D de H divisera le produit

1=

D’ailleurs, si /, est le nombre des variahles de chaque série de S,
le nombre n des variables sera au moins égal i £/,v;. Tl serait méme
plus grand, si quelques variables, n’étant altérées par ancune substitu-
tion de H, restaient en dehors des systémes 8.

De la comparaison de ces nombres il résulte évidemment que Q ne
peut en aucun cas surpasser p" — 1; el que pour qu il atteigne ce
nombre il faut qu’on n’ait qu’un seul systéme 8,, avec

yw=nl=d =1;

c’est le résultat invoqué au n® 13.

79. Remarque. — Jusqu’a présent il n’a pas été parlé dé forme
invariante ®@. S'il y en a une, nous n’avons que peu de chose & ajouter.

Chaque série doit avoir une associée oui les multiplicateurs sont réci-
proques des siens. Les deux associées peuvent d'ailleurs se confondre
(groupes de 3° catégorie) ou étre conjuguées (2° calégorie) ou
enfin appartenir & deux systémes différents associés I'un a lautre
(1'® catégorie).

Dans ce dernier cas, nous réunirons les deux systémes associés en
un seul.

Cela posé, la forme @, pour étre invariante, ne devra contenir aucun
terme ou figurent & la fois les variables de deux séries non associées.
Elle sera donc une somme de formes partielles ®,, ®,, ... ne conte-
nant chacune que les variables d’un seul systéme. Et cette derniére
propriété subsistera si I'on revient des variables complexes a des
variables réelles.

Si L est susceptible d’éire employé comme groupe auxiliaire pour
une construction ultérieure, n sera un nombre pair 25 et il faudra
ou que @ soit bilinéaire, ou que p soit égal 4 2. Dans I'un et l'autre cas,
chacune des formes partlelles ®,, @,, ... devra contenir un nombre
pair de variables (sans quoi le discriminant de @ serait nul). Leur
nombre, ou celui des substitutions S,, S,, ... génératrices de H, qui
lui est égal, ne pourra donc surpasser a.
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80. La détermination des groupes H dont ’ordre est divisible par p
est plus difficile. Mais il suffira, pour notre objet, d’obtenir une limite
supérieure de leur ordre Q.

Nous établirons toul d’ahord le lemme suivant :

Lewne. — Etant donnéun groupe abélien de substitutions linéaires
homogénes & n variables, dont Uordre Q soit une puissance de p,
on pourra chaisir les variables indépendantes de telle sorte qu'elles
se pariagent en classes telles que chaque substitution de | accrorsse
les variables de chagque classe d'une fonction linéaire de celles des
classes suivantes; celles de la derniére classe n’étant pas altérées,

On peut admettre dans la démonstration que la vérité de cette pro-
position ait déja été établie pour les groupes & moins de » variables.

Supposons pour plus de généralité que les variables , ..., z, par-
courent chacune le champ des p' entiers complexes formés avec une
imaginaire d’ordre v.

Soit S une des substitutions de I. Elle permutera les unes dans les
auatreslesfonctions linéaires (a coefticientscomplexes) @,z ,+. .. + a,:,,.
Lie nombre p** — 1 de ces fonctions étant premier a p, il y enaura néces-.
sairement quelques-unes que S n’altére pas. Si parmi ces fonctions inal-
téréesil y en a m distinctes, §,, ..., 9,, onpourrales prendre pour va-
riablesindépendantes 4 la place des derniéres variables .., ..., ,.

Les substitutions de I étant toutes échangeables & S devront permn-
ter ensemble les fonctions inaltérées b,9, + ...+ &, 9,. Chacune
d’elles sera donc le produit de trois substitutions partielles, la pre-
miére S, opérée entre les variables z,, ..., x,,; la seconde S, les
accroissant de fonctions linéaires des 3 ; la troisiéme S, opérée surles ¢.

Les substitutions 8, d'une part, S, d’autre part, étant opérées entre
moins de » variables, on pourra les ramener a la forme requise.

Nous allons maintenant établir le théoréme suivant :

81. Tukorime. — L’ordre Q d'un groupe abélien H ne peut sur-
passer p". S’il est égal & p", H contient des substitutions de B.

Nous pourrons admettre que le théoréme ait déja été établi pour
les groupes 4 moins de n variables. |l sera encore vrai si H est contenu
dans un groupe G° qui soit un produit de groupes partiels G}, G, ...
contenant respectivement n,, n,, ... variahlesseulement, », +n, + ...
étant égal a n.
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En effet, chaque substitution de H étant un produit de svhstitu-
tions S,, S,, ... appartenant respectivementa G!, G!, ..., Qne pourra
surpasser p™ p™... = p".

Ce cas se présentera si [.° étant décomposable, H ne permute pas
transitivement les systémes X, X,, ... formés par ses variables.

S’il les permute transitivement, on aura = Q,Q,, Q, éLant 'ordre
dua groupe ahélien formé par les déplacements d’ensemble que H fait
éprouver aux systemes, Q, l'ordre du groupe I formé par celles des
substitutions de H qui ne déplacent pas les systémes, lesquelles seront
de la forme
' ViVe oooo Vi,

V, étant opérée sur les variables de X,.

Or, sil’on a m systémes, de n’ variables chacun, Q, ne pourra sur-
passer m. D’autre part, les substitutions V, sont en nombre au plus
égal & p”. Soit enfin une substitution de T ot V, se réduise & 'unité.
Pour qu’elle soit échangeable & celle des substitutions de H qui rem-
place X, par X, il faudra qu’on ait également V,= 1 quel que soit 4.
Donc Q,% p* et QZ mp", quantité inférieure & p”* = p”.

Si L.* est indécomposable, mais 4 forme invariante et de premiére
catégorie, ses variables se répartiront en denx demi-systémes, et la
démonstration se fera de la méme maniére.

82. Reste & établir le théoréme pour les groupes indécomposables
qui ne sont pas de premiére catégorie.

Nous montrerons tout d’abord que le maximum de Q est une puis-
sance de p.

Soit, en effet, H un groupe abélien dont 'ordre Q ne soit ni premier
a p ni puissance de p. Il sera le produit de deux groupes partiels H,,
H, dont les ordres Q,, Q, sont respectivement premiers a p et puis-
sance de p.

Nous avons vu que les variables de H, se répartissent en sys-
temes s,, 8., . ... Les substitutions de H,, étant échangeables i celles
de H,, devront remplacer les variables de chaque série par des fonc-
tions linéaires de ces mémes variables et, par suite, celles d’un sys-
teme par des fonctions de celles de ce systéme.

Le théoréme sera donc démontré en verlu de la remarque du
numero précédent, s’il y a plusieurs systémes. S'il n’y en a qu'un,
H, sera formé des puissances d’une seule substitution S, multipliant
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: _ .
les variables de la premiére série par i et d’ordre Z = L. On aura donc

Q=9,9,= !217‘_' Q.

Mais pour que les substitutions de H, soient échangeables a S, il
faut qu’elles remplacent les variables de cette premiére série par des
fonctions linéaires homogénes de ces variables. Une substitution
linéaire opérée sur ces variables n’altérera pas I’expression de S, et
mettra en évidence les diverses classes de variables dans H,. Soient
Zyy ...y &y les variables de la premiére classe. Parmi les substitutions
de la base, nous en aurons p*” qui remplacent

Lyy ooy Ty par Tyt Ky, ooy Tyt %y,

%, ...y %, etant des entiers complexes, et leurs conjuguées par des
expressions conjuguées. Toutes ces substitutions U sont évidemment
échangeables a celles de H, et leur adjonction & celles-ci donnera un
groupe H' dont l'ordre p""Q, sera > Q.

83. Le maximum de Q ne devra done étre cherché que dans les
‘groupes I dont Pordre est puissance de p. Les substitutions d’un
semblable groupe seront de la forme SU, S étant linéaire homogéne
et U appartenant a la base de G'. Son ovdre sera Q,Q,, Q, étant
Pordre du groupe [ formé par les substitutions parvtielles S, Q, celui
du groupe J formé par celles des substitutions de H qui sont de la
forme U. Mais il est évident que le produit des deux groupes I, J est
abélien et puisqu’il a le méme ordre que Hil pourra lui étre substitué
dans la recherche du maximum. ‘

84. Nous avons d’ailleurs ramené la question au cas ou L' est
indécomposable et non de premiére catégorie. Soient / la substitu-
tion génératrice de son premier faiscean, v le nombre des séries
conjuguées de . variables chacune.

Si v > 1, on peut admettre que | ne contienne aucune substitution
qui déplace ces séries. On pourrail en effet déterminer un autre
groupe H’ ne les déplacant plus et d’ovdre supérieur & celui de (1, J).

En effet, désignons par P la substitution qui vemplace chaque
variable par sa premiére conjuguée, par Q une substitution qui ne
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déplace plus les séries. Si I les déplacait, il résulterait de la combi-
naison des puissances d’une substitution P?Q (& divisant v) avec
un groupe |’ formé de substitutions de l'espéce Q. Et I'ordre Q
de (1, J) serait 522, @, désignant Pordre de (', J).

Or I’ étant abélien et d’ordre puissance de p, la base de L con-
tiendra p*" substitutions échangeables & celles de 1’ et remplagant
les variables 2,,, ..., z,, de la premiére série et de la premiére
classe par x,,4 «,, ..., &,,+ «, et leurs conjuguées

. . 3. . . v r
Lipr  aenn Ly par T k- L

sans altérer les varables dont le premier indice est > m.
Adjoignons-les & (I’, J). Nous obtiendrons un groupe abélien H’

I m

contenu dans L° et d’ordre £— Q” q désignant le nombre des sub-

stitutions ad]omtes qui appartenalent déja a J. Ces ¢ substitutions
devaient étre échangeables a la substitution

3 'I' " -~
Lier E a///.-J 1,r+0
{

(A=1, ccoopy =1, ..., 5 r=o, ..., v—1).

PGQ -

Les conditions d’échangeabilité sont
m

oc,(——:‘ a,,,at” (mod p) (h=1, ..., m),
{

m

OEZ @, o
1

8 (k=nt 41, couy 1)

Ceux des coellicients ay, ot 1Z m ne pouvant étre nuls a la fois,
I'une au moins de ces congruences ne sera pas identique; et consi-
dérée isolément elle déterminera l'un des « par une congruence de
degré p?, en fonction des m—1 autres. Donc gz p'™'*% et lordre

de I’ sera S p*—°Q, > Q, car p=i> ;

. 88. Il ne reste donc plus & examiner que le cas ou L étant indé-
composable (et non de premiére catégorie), les variables forment
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v séries de u. variables chacune, et H = (I, J), 1 étant abélien
d’ordre puissance de p et formé de substitutions qui ne déplacent
pas les séries, et J étant I'ensemble des substitutions de la base
de G* qui sont échangeables a celles de 1.

Les substitutions que nous aurons a considérer altérant d’une
manic¢re conjuguéc les variables conjuguées, il sulliva d’indiquer
dans Pécriture les altérations qu’clles font subir aux variables de
la premiére série. .

Le groupe G' peut avoir diverses formes correspondant aux
diverses décompositions distinetes de woen facteurs

p=10T7 .. ..

Si 1L est contenu dans plusicurs de ces groupes G nous choisivons
pour y appliquer le raisonnement celui ol le nombre des facteurs =7,
='?, ... est le plus grand.

Supposons, pour plus de clarté, qu’il y en ail deux. Les variables
(de la premicre série) étant caracltérisées par deux indices e,
y variables de 0 & =°—1 et de 0 & ='7— 1, L résultera de la combi-
naison de substitutions des deux formes suivantes

T = | [en] Eat,[lﬂl (L==1, .0 7% —1),
1
T'=|len] N bumlel] l (l=1. ... 77—

!

Parmi les substitutions de Pespéce T que 1.0 contient figurent
celles d’un second faisceau I d’ovdre =*°+' et dérivé de 26 substi-
tutions génératrices C,, ..., C,;. Les autres substitutions T que
L* contient sont permutables & h. Pour les obtenir on construit
un groupe auxiliaive résoluble £ de substitutions huéaires homo-
génes & 25 variabhles (mod ). Par Padjonction des substitutions
2y, ..., Sae de sa base on obtient un groupe ¢" auquel le groupe
des substitutions T que 'on cherche sera isomorphe.

Les substitutions de I'espéce 1" que contient 1. s’obtiennent
de méme par la construction d’un groupe auxiliaire ¢’ & 25’ va-
riables (mod =').

86. Cela posé, soit S une quelconque des subslitutions de 1. .
Son ordre sera une puissance de p, telle que p'.
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D’ailleurs elle appartient 3 .. Donc elle est de la forme T
On peut admettre que chacune des deux substitutions partielles T ,
T’ ait également pour ordre une puissance de p. En effet 'égalité

(TT')P =1

\ . | R A \ 1/
montre que T" = T'~"' est & la fois de U'espéce T et de I'espece 17,
Mais les seules substitutions communes a ces deux formes sont des
puissances de f.
Soit done :
e R e
On aura ~ )
T =TT

Les deux facteurs de ¢e nouveau produit seront respectivement
des formes T et T’; d’ailleurs ils auront pour ordre des puissances
de p si Pon détermine A par la congruence

pPh+a=o (mod ).,

o é¢tant Pordre de f, lequel est premier a p.

87. Soient done
T,T,, T,T,.

les substitutions de I, les substitutions partielles ayant toutes pour
ordre des puissances de p. Aux substitutions T, T,, ... corres-
pondront dans le groupe auxiliaive ¢* des substitutions formant
un groupe abélien dont 'ordre, étant une puissance de p, sera pre-
mier & 7. Il résultera des puissances d’une seule génératrice &,.
Car s’il y en avait plusieurs, clles altéreraient des variables diffé-
rentes. La base w = (e, ..., ©,,) serait ainsi décomposée en plu-
sieurs bases partielles w»,, w,, ... et le faisceau h qui lui corres-
pond serait décomposé de méme en faisceaux partiels h,, h,, ...
répondant & une décomposition de u. ol le facteur =° serait rem-
placé par un produit =%=%, ... contrairement & nos hypothéses.

On verra de méme que les substitutions T, T/, ... sont des puis-
sances d’une seule d’entre elles, T".

88. Il est donc établi que les substitutions de I sont toutes de
la forme T2T'®. Mais pour que H soit d’ordre maximum il faut

Journ. de Math. (3¢ série), tome UL, — Fasc. 1V, 1917, [Ij
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que I contienne séparément les substitutions TY, TP Car ce
dédoublement, qui accroitrait I'ordre de I, ne dlmlnueralt pas
Pordre du groupe J formé des substltutmns

U=[[en] [en]~+ ael

échangeables a celles de 1.

Pour le montrer, transformons T¢ par une substitution de
I'espéce T de maniére & la ramener a4 la forme canonique. Les
nouvelles variables formeront diverses suites telles que T#% accroisse
chaque variable de 'une d’elles de la variable précédente (la pre-
miére restant inaltérée). Soient

Lkn] (k=1, ..., m)

les variables d’une de ces suites choisie parmi les plus longues. A
.chaque valeur de v correspondra une suite semblable.

Opérant d’une maniére analogue sur T"* nous obtiendrons pour
chaque valeur de € une suite

[ed] ({=1,...,m).
Considérons les variables [kl] ou k=1, ..., m, I=1, ..., m'.
T% remplacera [kl] par |kl]| 4 [ k—1, I].

T8 la remplacera par [kl| + |k, I — 1.
Donc T*T'# la remplacera par

[hl]+ [k —1, {]+ [k, d— 1]+ [h—1, [ —1].
Pour que U soit échangeable & 131", on aura la condition
Qp—1,i+ Qp 1~ + @f—y,1—1 == O.

On en déduit de proche en proche pour toutes les valeurs de k et
de 1

Ap—y,1= 0, Qpey'—17= 0y

ce qui montre que U est échangeable 4 T} et a T8
En effet, comme il n’existe aucune Vamable d’mdlce nul, on aura
pour 1 = 1 et quel que soit k

Ag-1,1=0.
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En vertu de cette premiére relation, il viendra, sil = 2,

. i Ap—1,9= 0,
et ainsi de suite.

On verra de méme que

Ay, - = 0.

Or les substitutions T sont des puissances d’'une seule d’entre
elles que nous pourrons désigner par T,. De méme les substitu-=
tions T'Pseront des puissances d’une seule d’entre elles, T,.

Done I, supposé maximum, résultera de la combinaison des deux
génératrices T, et T'.

89. Il est maintenant facile de déterminer une limite supérieure
de 'ordre de H.
En effet, si T, et T' ont pour ordres respectifs p*, p*, on aura

Q— p)‘—f—);'o,
O désignant le nombre des substitutions de la forme
|[en] [en]+ aen|

qui sont échangeables & T, et 4 T'. Mais nous venons de voir que
si T, et T’ contiennent respectivement des suites de m et de m'
termes, tous les nombres a., ol € ne surpasse pas m et v ne surpasse
pas m’ doivent étre nuls, & 'exception d’un seul @,,. Donc, dans’
Phypothése la plus favorable, le nombre des a., non nuls ne peut
surpasser g.—mm'+ 1. Chacun d’eux étant susceptible de p* va-
leurs, on aura

d’ou

O =z pr—tmm'=1y,
Q =pr .p7~+7-'+“‘"”"‘)v,
D’ailleurs, on vérifie aisément que si T, remplace
[kl] par [h(]+[k—1, 1],
T#, T, ... le remplaceront par

A
[kl]+[k—p, ]  (modp),
(A} +[k—p*{]  (modp),
Donc pour que T, soit d’ordre p?, il faut que m soit > p*~'.
De méme m' > p*—'.
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- On aura donc
QZ pr, prN—tpN At -1y

expression qui décroit évidemment & mesure que croissent A et A’,
En les supposant égaux a I'unité elle devient p*. p*—** nombre < p”.
Nous avons toutefois supposé que I contenait deux génératrices
distinctes T, et T'. 3’il n’y en avait qu'une T, on aurait l'inéga-
Lité \
Q *:.P" .P).+(l-m)v,

ou le second facteur se réduirait & Punité, siA = 1, m=12,v = 1.

90. ReMarQuUE. — St Q est égal a p", H contiendra néecessaire-
ment des substitutions de la base B.

En effet, nous avons vu que les variables étant choisies de
maniére a se partager en classes les substitutions de B qui n’altérent
que celles de la premiére classe sont échangeables & celles de H.
Si H ne les contenait pas, leur adjonction donnerait un groupe
abélien " d’ordre > p”, ce qui est impossible.

91. Soient L." un groupe primaire ¢t indécomposable (avee ou
sans forme invariante); f la substitution d’ordre @ qui engendre
son premier faisceau; u.=7"='" ... le nombre des variables de
chaque série; h, h'. .. ses seconds faisceaux. Le noyau de L* forme
un groupe d’ordre ww? jouissant des propriétés suivantes :

Ses substitutions sont échangeables & f, et échangeables entre
elles aux puissances prés de f.

Tuatorime, — Si quelque autre sous-groupe H de L jouit des
mémes propriétés, son ordre Q ne pourra surpasser wu?. S’il lui est
égal, H contiendra des substitutions de chacun des faisceauz h, k', . ..
autres que les puissances de f.

En effet, les substitutions de H sont des formes T, T/, .... A
chaque substitution T correspond une substitution & d’'un groupe
auxiliaire §° & 25 variables (mod ). Les substitutions & corres-
pondant aux substitutions T contenues dans H constituent un
groupe abélien 3¢, dont Povdre ne peut surpasser w27,

Un raisonnement analoguc s’applique aux substitutions T}, ...
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.contenues dans H. Donec {! aura pour maximum =**z"*%... O,
soit 1?0, O étant le nombre des substitutions qui ont pour cor-
mspondante I'unité dans chacun des groupes auxiliaires. Ce sont
les puissances de f, en nombre w. Le maximum cherché est
donc wy.?,

D’ailleurs, pour qu’il soit atteint, il faut que 3¢ contienne des
substitutions de la base de ¢,. A chacune d’clles correspond une
substitution de h, autre que les puissances de f.

On voit de méme que I doit contenir des substitutions de h'.

92. Soit L' un groupe primaire et résoluble & 2n variables
(mod 2) et & [orme invariante.

L’ordre Q d’un groupe abélien H contenu dans L' et dont toutes
les substitutions sont d’ordre 2 sera au plus égal & 2"

La démonstration se raméne comme au n° 81 au cas ou L' est
mdecompo:ahle

Soit v/ le nombre des seneq con]uguees a l'une d’elles; elles con-
tiendront chacune @ ==°n'"... variables, et les nombres T,
=/, ... divisant @ = 2" == 1 seront impairs.

Celles des substitutions de H qui ne déplacent pas les séries
seront des formes T, T’, ....

Aux substitutions T correspondront des substitutions & d’un
groupe auxiliaire ¢* & 20 variables (mod =) et & forme invariante W',
Le groupe 3¢ de ces substitutions & sera abélien et dérivé de substi-
tutions génératrices dont le nombre ne pourra surpasser ¢ (79).
L’ordre de 3¢ sera donc Z2° <= :

D’ailleurs, les pmssances de f ¢tant d’ordre impair, & chaque
substitution & ne correspondra qu’une seule substitution T qui
soit d’ordre 2.

Le nombre des substitutions de H qui ne déplacent pas les séries

sera donc
PP LA ST

(Le signe = correspond au cas ot u. = 1.)

On a d’ailleurs 2n = 2v'u.

St LY est de deuxiéme calégorie, les 2/ séries sont toutes con-
juguées ct H pourra contenir une derniére génératrice rempla-
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¢ant la série » par la série » + v/. On aurait alors
QT2 aWZen,

Si L* est de premiére catégorie, on aura deux systémes associés
contenant chacun ' séries conjuguées. D’ailleurs on doit avoir

2V'> 4, d’out v’z 3.

L" peut contenir une génératrice échangeant les deux systémes,
et si v/ est un nombre pair 2 v/’ une autre génératrice remplagant
la série r par la série r + v''. On aura donc :

Si v’ est pair T4, '

QI fp < 27t << 2,

Siv' est impair 3 3,

Zop D 2Vh<< ok,

93. Soient L' un groupe indécomposable de troisiéme catégorie;
J la substitution génératricé de son premier faiseeau (laquelle
multiplie toutes les variables par — 1); u. = 2%2% . .. le nombre des
variables; h, b/, ... les seconds faisceaux.

Nous dirons pour abréger qu’un sous-groupe K de 1.' est binaire

s’1l jouit des deux propriétés suivantes :
10 Ses substilutions sont échangeables entre elles aux puissances

prés de f;
20 Le carré de chacune d’ elles est une puissance de f.

Le groupe H, formé par la réunion des k seconds faisceaux
h, ..., k%" est évidemment binaire, et si ’on pose

T+ o ...+ ol =g,
il aura pour ordre 2%+,

TatoriME. — Un groupe binaire K dont les substitutions sont
échangeables a celles des seconds faisceaux h*, ... non contenus
dans H, et dont lordre serait 2°+" contient au moins 2" substitu-
‘tions de H,. :

En effet, d’aprés nos notations habituelles, les substitutions

de K seront de la forme
TT! .. .Tt-0,
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Elles ont pour correspondantes des substitutions

G&'... -
d’un groupe ¢ (complexe si k> 1) de substitutions linéaires homo-
génes & 20 variables (mod 2). Celles-ci sont d’ordre 2 et forment
un groupe abélien. Leur'nombre ne peut donc surpasser 2% (92).
Donc parmi les substitutions de K en mombre 2%, il y en
aura au moins 2" ayant 'unité pour correspondante et par suite
appartenant a ;.

V1l. — Un groupe complexe ou décomposable ne peut étre contenu
dans un groupe indécomposable.

94. Nous rechercherons dans celle Section si un groupe L
décomposable ou complexe peut étre contenu dans un groupe
indécomposable L' ; et nous verrons que cetle hypothése est inad-
missible.

S1 L est décomposable, il résultera de la combinaison de groupes
indécomposables pareils L, L3, ..., L;, opérés sur les variables
des divers systémes 1, 2, ..., m avec un groupe transitif G de
déplacements d’ensemble. E si T* contient L, il contiendra a for-
tiort le groupe complexe (L{, L°, ...).

Nous commencerons par montrer que la substitution [ généra-
trice du premier faiséeau de LY est un produit de substitutions g,,
Day weey P OPErées respectivement sur les variables des systémes, 1, 2, ...
(et d’une derniére substitution ), opérée sur les variables de L° qui
ne figurent pas dans L, s'il existe de lelles variables).

La démonstration s’appliquera d’ailleurs au cas ol m étant égal
a 1, le groupe L* serait indécomposable, pourvu toutefois qu’il
contienne plus d’une variable.

Notre point de départ sera dans la remarque suivante :

St S, T sont deux substitutions quelconques de L*, S—' £S, T-' f'T
seront des puissances de f et S—' T—'ST lui sera échangeable.

Soit L] I'un quelconque des groupes semblables Lf, L', ....
Supposons qu’il contienne plusieurs variables se partageant en
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séries de u variables chacune. 51 w>1, soit

' Ajsee
/ls:<95, B.,....)’
'un des seconds faisceaux de L!, f devra étre échangeable & la

substitution
AYB YA B=6,

laquelle n’altére aucune variable sauf celles du systéme L qu elle
multiplie par des facteurs différents de l'unité.

Pour que f soit ¢échangeable a toutes les substitutions 0., 0,, ...,
il faudra donc qu’elle soit de la forme indiquée

. f =019,...0.

Si w.=1, L] sera dérivé d’une substitution /, génératrice de son
premier faisceau, a4 laquelle il faudra joindre, s’il y a plusieurs
séries conjuguées, une substitution P, qui les permute circulaire-
ment, et si L] est de premicre catégorie une substitution R, échan-
geant les sérics associées. EL £ sera échangeable aux substitutions

PP L= fIr, RGOSR S= S

dont l'une existe nécessairement si L] contient plusicurs variables
comme nous 'avons supposé. On en déduitl, comme dans le cas
précédent, que £ est de la forme 3,7,-. ..

Supposons enfin que LY ne contienue qu’une variable 2. 11 sera
formé des puissances de la substitution

{x, ga;| (mod p),

g désignant une racine primitive de p s’il n’y a pas de forme inva-
riante. S’il y en a une elle sera quadratique; L sera de troisiéme
catégorie et I'on aura g=—1. _

Le groupe G contenant une substitution S qui fait succéder
au systéme s un autre systéme arbitraire ¢, / sera échangeable a
la substitution

SitSTUS =1

laquelle multiplie 2, par g~', 2, par g, sans altérer les autres variables.
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Si done g n’est pas égal 4 —1, f multipliera z, et x, par des fac-
teurs constants et sera encore de la forme requise.

Si g=-—1, f pourrait faire succéder & z, une fonction linéaire
de z; et de z,. Mais si L' contient un troisitme systéme u différent

des précédents, f sera échangeable & /' /, qui multiplie 2, par —1
sans altérer z,. Donc ici encore / multipliera @, par un facteur
constant.

Les seuls cas qui échappent a la démonstration sont donc les
suivants :

1© Pas de forme invariante : — 1 racine primitive de p; done
P =23 :cn outre, L." n’a que deux systémes. Ce cas est exclu (36);

20 L' admet une forme invariante : il est décomposable et ne
contient que deux variables, Ce cas est également exclu (33 ).

95. Supposons maintenant que 1. soit complexe et résulte de
Passociation de groupes primaives [./0) T./”° ... supposés chacun
maximum dans son espéce.

Il est impossible que parmi ces groupes il y en ait plus d’un ne
contenanl qu’une varable, car s’il y en avait deux ils seraient
semblables et ce cas est exelu (33). Si parmi les autres groupes il y
en avait un L'* décomposable, il contiendrait un groupe com-

n

plexe (LY, ..., L) qu’on pourrait lui substituer dans e raison-
nement. Done 1. conliendrait un groupe complexe

[ R 1.0 0
‘1 e e ey ‘nes 141y LR

formé de Tassociation de groupes indécomposables, et / serait de
Ia forme

J 0 e S Qe -\P\

L ne pouvant contenir que la variable d’un dernier groupe qui
aurait échappé aux raisonnements précédents.

La question de reconnaitre si |.° peut contenir I.* est donc
ramenée au cas ou L' est complexe et formé de groupes indécom-
posables L{, L}, ... et il est démontré que / doit étre de la forme

f=010...

Toutefois, si plusieurs des groupes LY, LS, ... sont semblables

Journ. de Math. (7* série), tome LI, — Fasc. IV, xg17. 44
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on devra se rappeler que le groupe (Lf, I, ...) n’est pas celui
qui nous était donné a 'origine. 1l a été dedmt de ce dernier par
la suppression de déplacements d’ensemble opérés sur ces groupes
semblables. Leur rétablissement donnera an ou plusieurs groupes
décomposables qui devront é&tre supp- s maxima. L’un de ces

groupes maxima devrait étre contern .ins L°.

96. Soit w I'ordre de /. Toutes les puissances de cette substitu-
tion (sauf 'unité) ne laissant aucune fonction invariable, les substi-
tutions partielles 9,, ., ... devront également avoir » pour ordre.

D’autre part, soit L; 'un quelconque des groupes qui cons-
tituent L. Ses subtitutions doivent transformer f en une de ses
puissances. Mais elles n’altérent pas les facteurs 5 autres que g,.
Donc elles sont toutes echangeables a P Mais les seules substi-
tutions entre les variables de L] qui soient échangeables a toutes
celles de L} sont celles de son premier faisceau Fy, dont nous dési-
gnerons I'ordre par oz Donc o divise w,.

Cela posé, soient w, le nombre des variables de chaque série
dans L.},

AL A AL

Ji B,...Bs, B ...,

les substitutions dont son noyau est dérivé. Les substitutions f,
A, ..., A, A, ... forment un groupe abélien d’ordre wju;.
En associant les groupes analogues pour les diverses valeurs de k,
on voit que L’ contient un groupe abélien d’ordre

II [AYNO R

k

Mais si u est le nombre des variables de chaque série dans L¢,
l'ordre d'un semblable groupe contenu dans L' ne peut sur--

passer wu? (91). 4
On aurait donc I'inégalité

]_[wmd’f‘

Avant de la discuter il conviendra dec mettre en évidence les
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— [ ——
nombres n;, n de variables contenues dans les groupes L;, L°.
§’ils contiennent réspectivement v, et v séries, on aura évidemment

ny - n
== —— = =
Pae= - - y

De sorte que I'inégalité deviendra

- )/ _ W7
.,l 2z 2 nt
Y

k

[}

o - . Ay n R , . . ® .
97. Or il est aisé de voir que ;J. ne peut étre inférieur & = qui
" 5
lui-méme sera plus grand que P'unité.

v
En effet, s’il n’y a pas de forme invariante, on aura

il

eilel
=
3
|
Yt

mais p'>2. Le minimum de cette expression sera donc -; il
correspond & p'= 4. Si p est impair son minimum sera 2.

D’autre part, w,= p%—1, étant divisible par » = p'—1, v, sera
un multiple de v, tel que mv; donc

oy, ® pm—a
—_— s T ———
Yooy mp?—)

expression croissante avec m et égale & 1 pour m = 1.
Sl y a une forme invariante on aura, suivant la calégorie a
laquelle appartient L) v désignant un cotier
Premicre calégorie
v=av; ;;_—:[)‘7—-1

(p">4).

Deuxiéme catégorie

vy =12v'; w=p'+ 1.

Troisiéme catégorie :

v=1;

(p impair).
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Le minimum de = sera
v

est impair le minimum sera 2.

; pour v =3, w=2"—1. Mais si p

[«AN ]

. . my bt
On aura des expressions analogues pour :;1 en remplacant v
- I..

par vj. -
Siw=p"—1,

ve=m, = prY—1,;
st w=p" 41,

v=amv, = P — 1,
ou

vpm= (2m—1)v', mp= pl=NT g,

, 1 My a ’ o
On voit par ces formules que = croit avee me el que déja pour
/‘.

M . A ;. IR
m =1, il est égal ou méme supérieur a =-
v

Enlin si w =2, les trois formes de w; sont admissibles, mais p
étant impair, aucune d’clles ne donnera une valeur moindre que 2

N~ Dy

—_—

Y

98. On a dailleurs
Snp=n,
et les substitutions de Ly laissent inaltérées au moins r— ny lone-
4 K
. . . . .. . 3
tions des variables. Mais ce nombre ne peut étre supéricur a n
4
. . , « N
(68). Donc chacun des nombres ny est au moins égal a 5-
t
. n n Ve
En outre, si n < = Pordre Q4 de Ly ne pourrva étre divisible
par aucun facteur premier impair ¢ autre que 3. Il ne le sera méme

pas par 3 & moins u’on ’ait a la fois

_n —
ngs g n=o (mod 3).

3

En effet si ces conditions n’étaient pas remplies L' contiendrait
une substitution d’ordre ¢ (ou d’ordre 3) laissant invariantes
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— L. . L on «  a.s o 4s .
n—n, fonctions, nombre supériewr a ~» ce qui a été démontré

impossible (74).

99. OrsiQyse réduil d’aprés ce qui précéde a une puissance de 2,
p scra impair, (1, égal & Punité, ¢t n, & une puissance de 2. Car si p
était égal a 2, Pordre w; du premier faisceau de L] serait p" —1
ou p’ =1, nombre impair. D’aulre part, si u; avait un diviseur
impair =, L} contliendrait un sccond faisceau d’ordre z**+' impair.
Si Pon avait w,=27.2"..., la construction de L; dépendrait
de celle d’un groupe isumorphe a 25 variables (mod 2), dont le
pretnier laisceau serait d’ovdre impair.

Enfin p, étant égal a Cunité, on aura

Q/_. =) Y (N

Donc ny, de méme que Q;, n’aura aucun diviseur impair.

100. Nous sommes maintenant en mesure de discuter Vinéga-
lité fondamentale
;l—] Dk "= -:—71‘3
Y Y]

Snp=n, n= ~

Les relations

montrent que le produit 11 ne peut contenir plus de quatre fac-
teurs,
Supposons d’abord qu’il y en ailt quatre. On aura

] -

Ny== Ne== Ny == N, — Zn,
d’ou
n?=16nzn,.
D’autre part Tetu o =.. .=u.=1)
autre part (p ¢tant impair et v, =...=u,=1)
w N2
0y W, [ ® =/
Vi Y ><§) >
Enfin

ny= Vo =Yy, Ny== Yy lg = v,.
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On aura donc a foritor:s

VO 0,33 4.

D’ailleurs @, @, sont > 1 et puissances de 2. La seule solution
sera done '

~

v=1, 3y == G)g == 2.
-Or s’il n’y a pas de forme invariante, on a

o= pYk—1.
La relation
o= ph—1=2
donne
PTRE p=3.
S’il y a une forme invariante, les relations montrent que L, ...
sont de troisiéme catégorie; donc

Vi=Ve=...=1,

Donc les groupes L], ..., L} ne contiennent chacun qu’une va-
riable, et s’il n'y a pas de forme invariante, le module p est égal
a 3. Ce cas a été signalé ct exclu (37).

101. Passons au cas de trois facteurs.
o . . _ . . no. on,
Soit n,Zn,Zn, : n, sera compris dans l'intervalle de 743

n, et n, dans celui de n, & n—2n,; et leur produit sera au moins

, \ - . . . nt o, ont
égal a n,{n—=2n,), expression qui varie de Tay lorsque =,

2

. n . n
varie de 7 a -
4 3
Reprenons I'inégalité fondamentale
-0), W Gy _ ™ -,
V—n —n,— n,T =nk
Y ' V3 v

On a, comme on vient de le voir, n*Z gn,n,. D’autre part
’ ’ < PRLE

—\ 2
Olg Wy - [0}
—2-—; =} ny = Vi
Yy Yy v

wlf“'l;’é 9:

I1 en résulte donc
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D’ailleurs ®, est divisible par w. Les seules solutions seraient
donc '

-(;,:m,:3, pi=1,
w=2, =4 - =1;

w=w =2, g =1, ou 2.

102. La premiére solution est a rejeter.
En effet, s’il n'y a pas de forme invariante, on aura

w=ph—1=23, d’our ph=2® p=—2, vy=2 el p=—1.

Donc L’ n’a que deux variables (mod 2) et dérive des deux
substitutions

Si=|®e 2 Lry, Py, Pi=|xo, 2, @, x| [#=1 (mod2)].

S’il y a une forme invariante, L{ ne pourra étre ni de premiére
catégorie, car on aurait ®,=p"“ —i1>3 (p" étant >4), ni de
troisiéme, car on aurait w, = 2.

S’il est de deuxiéme catégorie, on aura v, = 2v/, et

wy=pH+1=3, d'on p=2, v, =1.

On aura donc encore deux variables z,, z,, et L} aura la méme
expression que tout a ’heure.

Or f devrait &tre de la forme ¢,3.,9,, 9, étant une puissance de f,
échangeable & toutes les substitutions de L]. Mais aucune de ces
puissances, sauf I'unité, n’est échangeable a P,. On aurait donc

9, =1, et f laisserait inaltérées les variables de L}, ce qui est
impossible.

103. Soit donc w=2. S’il n’y a pas de forme invariante la
relation w= p*—1=2 montre qu'on aura p=3, v=r1. Les
variables de L° ne forment donc qu’une série; et v = 1.

D’ailleurs ¢ ne contenant que des facteurs qui divisent  sera
une puissance de 2.

Le nombre des variables de L° n’étant pas divisible par 3, on
aura u,=1 (99). '
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La relation w, = 2 ou 4 deviendra

3—1=2 ou j.

Elle ne peut étre satlsfalte que si v, =1, w,= 2.
Done L! ne contient qu’une variable z et il est formé des substi-
tutions
|z x| (mod 3).

Done L' contiendra quatre variables, dont une seule y appar-
tiendra a ! ; et les mémes raisonnements qui ont é1é faits pour L.}
montrent que LY sera formé des substitutions

ly £l (mod 3).

Les groupes L{, I} sont donc semblables et "on devra rétablir
la substitution qui permute @ et y. Mais le groupe décnmpoeablo
ainsi obtenu est exclu (36). Cette hypothése est done a rejeter.

S'il y a une forme invariante, la condition @ = 2 montre que L*

doit &tre de troisi¢me catégorie. Le nombre n de ses variables sera
une puissance de 2. Donc v, =1. Si ©, =2, L} sera également

de troisiéme catégoric ct n,=1. Done n=4, n,=1, LY, L3
seront formés des substitutions

| £, ly =] (mod g p impair).
Aprés le rétablissement de la substitution
Ly gy s
on obtiendrait comme dans le cas précédent un groupe décom-

posable rentrant dans un cas exclu (33).

104. 11 faut donc supposer »,=4. On en déduit si L." est de
premiére catégorie .
ph—i1=A4, d’oul vi=1. p=35,
et s’il est de deuxiéme catégorie

i1 =4 d’on vi=1, p=3
Vi ) 1 Vi

Dans I'un et autre cas v, =2v, = 2. Donc n, =
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La forme partielle ®, que L laisse invariante sera quadratique,
car en la supposant bllmealre, on tomberait sur un cas exclu
(43 et 44).

Donc L? sera dérivé des substitutions
Si=ley g2y, R=|ay yoz|  [gh=1 (mod5)]
ou des substitutions
fi=|®, 2, iz, Bz, Pi=|my, & ay, 2, [f=1 (mod3)].

Dans les deux cas son ordre sera 8.

Le nombre 1 étant > 2n,, mais Z4n,, sera égal a 8; n, et@n,
étant pairs, on aura n,=2, n,=/4.

Raisonnant sur L) comme sur L} on voit qu’on aura w,=4 et
et que L; est semblable a L.

Le groupe décomposable A° résultant de l'adjonction a LJ,
L? de la substitution qui les permute aura pour ordre 2’. En dési~
gnant par O I'ordre de Lj, celui du groupe (A°, L]) sera 270,

Mais ce groupe doit étre contenu dans L°, dont Pordre est égal
au produit de 27 ordre de son noyau par le nombre Q° des?substi-
tutions paires du groupe auxiliaire ; primaire ou complexe a
six variables et & forme invariante quadratique ¥ (mod 2) qui
sert 4 achever sa construction.

Donc O devrait diviser Q°. Or il est aisé de voir que cela ne peut
avoir lieu.

En effet, si g;=1, O sera’ égal a (5* +I)4 ou a (3*=%1)4.

Si w, =12, il sera égal a (5+1)2 24 ou & (3—]—1)2 24.

Si m,=4, L) étant de troisiéme catégorie, son mnoyau sera
d’ordre 2°, nombre dont O sera un multiple.

Done O sera dans tous les cas divisible ou par 2° ou par 2°.13
ou par 2°.5.

Soit, d’autre part, @ Pordre de .

Sie

¢ est indécomposable, on aura

Q=(2311)6 ou (2 +1)3%.2.24.

Si  est décomposable, Q = 2.3 (2.3)°.
Si J\ est complexe, Q= (2*41)4.2.3, mais { contenant des

Journ. de Math. (7* série), tome III. — Fasc. IV, 1917. 45
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substitutions impaires on aura

Q=10
2

Donc Q° ne sera divisible ni par 2° ni par 13, ni par 2°. 5, 3%

~ 104. Passons enfin au cas ot L° est formé de deux groupes par-
tiels L}, L]. L’inégalité fondamentale deviendra

v=n, =2 n,Z—=nt
Vi 0 v

D’ailleurs n, n, sont compris dans l'intervalle de %7& a %Z;
donc

nis ——lsn n
> 1762
:

3
L’inégalité devient donc

S0 @100
vy v o 3 5
- 0) Gy . ’ ) &T
Chacun des deux nombres —, -* étant au moins égal 4 =, I'autre
. 1 2 v
A ; . 16
facteur devra étre au plus égal a —-
Soit done
-w, _ 16 -0, 16
—_—= Vo— —
v v, <37 vy <3

S’il n’y a pas de forme invariante, la premiére de ces relations
donnera (v, étant un multiple de v, tel que m,v)

Pm,V_ 13 l_: m,
et limitera p et v.
Si p=2 (p' étant nécessairement >2, d’ou v >1), la seule
solution sera m, =1, v,=v = 2. De méme v, = 2.
Mais cette solution est inacceptable; car il en résulterait

.

0 =0, = W= 3;

le nombre des variables de chaque série dans-les groupes L¢
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L;, L} serait donc une puissance de 3; on aurait donc n=2.33,
n,=2.3% n,=2.3%, et la somme de deux puissances de 3 ne

pouvant étre puissance de 3, I’égalité n, 4 n, = n serait impos-
sible.

Si p=3, on a la seule solution m,=1,v=",v,=1; car le
cas ou p" ==3? est exclu (41).
w, w,, w, étant égaux & 2, n, n,, n, seront des puissances de 2.

Mais la somme de deux puissances de 2 ne peut étre puissance de 2
que si elles sont égales. Donc

1
ny==Ng= -n.
2

. 0 I . ’ hd
Ces solutions ou n,=n,= ;7 seront discutées plus loin.

Si p=25, on a de méme une seule solution

Vv == 1, d’ot 0= W = wy,=14;

- . 1=
n, n,, n, seront encore des puissances de 25 et n,=n,= S

Si p>5, on n’a plus aucune solution.

103. Passons au cas d’une forme invariante.
Si L° est de premiére catégorie, on aura

v=2v,0=p"—1>3;

L$ et L seront de premiére catégorie; car v,, w, doivent &tre divi-
sibles par w. Orsi L¢ par exemple était de troisiéme catégorie, on
aurait o, =2} et s'il était de seconde catégorie, w, serait de la
forme p* 4 1, qui,divisé par w,donneraitunreste p* 4 1,v étant < v,.

On aura donc

Wy =p'i—T, vy = myv',
et l'inégalité
p'"-v'— 13 % my.
Le groupe L donnera uneinégalité toute semblable. Ces inégalités

sont impossibles si p > 5; ou si p étant égala 5, v/ >1.
Si p = 5 on aura la solution

my=my=1, v =y = v,, W == Wy = W, = 4.
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Ici encore n, n,, n, seront des puissances de 2 et l'on aura
n.‘ =n,= —;-n. Nous sommes convenus de réserver 'examen des cas
de ce genre.

"Si p=12 ou 3 et®v'> 2, les inégalités sont impossibles. On aurait
une solution pour m, =m, =1 et p* = 3?; mais ce cas est exclu (38).
Enfin p¥ étant > 4, la discussion est terminée.

106. Si L° est de deuxiéme catégorie, on aura

v=2v, o=p+1>2,

et ni LS, ni L} ne pourront étre de troisiéme catégorie. :
Supposons d’abord que L] soit de premiére catégorie. On aura

vy =2V, vi=2mV, W, = PV —
et I'inégalité
; Wy - 16
vy < 3
deviendra
, 10
prmY—a T 2m

Cette inégalité estimpossiblesi p”’ > 3. Si p¥ =3, elle admettrait
une solution pour 7, = 1. Mais elle doit étre rejetée, car on aurait
pli= 32 et ce cas est exclu (38).

Sip" =2, on aurait les solutions m, =1 ou 2. Mais la premiére

doit é&tre rejetée, p¥ devant étre > 4.
On aura done

p =2, v'=a, w=3, ;:2;';=2.35
9
et, d’autre part,

=4, 0, = 2*—1=23.3; ng = 2vjp = 8,30 5%,

Donc 7 est impairement pair, et z, multiple de 8. Il en serait de
méme pour n, si L, était aussi de premiére catégorie et 'on ne
pourrait avoir n,4n,=n.

’107 I faut donc admettre que L; est de deuxiéme catégorie;
d’out

vg=12v" = (amy— 1)V, ©y = pam—1V 4 g
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et I'inégalité

lS

_16
<3

v

<

. 2
devient

p('"*.-‘)v" +13 £3§ (2my—1).

D’ailleurs, p” étant égal & 2, cette inégalité n’a lieu que si m, < 3.

L’hypothése m, = 2 doit &tre rejetée, car on aurait p» =27, cas
exclu.

Il faut donc supposer m, =1, d’our

!yl — R o —_—
vy=v =1, w, =3, Ny == 2 g == 230y,

et n, sera impairement pair ainsi que 7.
A ’ I ==
Donc n,, n, ne peuvent étre égaux et I'un d’eux sera <; n.

Si n, <én, o, étant divisible par 5, L° contiendrait une substi-
tution d’ordre 5 altérant moins de la moitié des variables, ce qui est
inadmissible (74).

Sin,< —; n, on aura nécessairement i, == 1. Car s’il en était autre-
ment, L contiendrait dans ses seconds faisceaux des substitutions

» an . . , . « N
d’ordre 3 n’altérant que —- variables, nombre inférieur a 5

est également inadmissible.
Donc n, sera égal d 2, n & 8 et n, & 6; mais il doit é&tre multiple
de 8, ce qui est contradictoire.

» ce qui

108. Nous sommes donc réduits a supposer que L| est de
deuxiéme catégorie ainsi que L.
Nous aurons donc I'inégalité

v

p(zm,—l);’ G112 %(3 (2mg —1 )

et pour L} une inégalité analogue olt m, remplacera m,.

Soient d’abord p = 2,v' = 1.0nn’auraaucune solution pourm, > 2.
Pour m,= 2 on aurait p*a=2?, cas exclu. Il faudrait donc supposer
m,=m, =1, d ol ' '

M= wy=0=3,

ny=2.30, ny=2.30, n=2.3F,
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valeurs qui ne peuvent satisfaire & la relation

ny+ ng=n.

Si p=2,v'=2,il faudrait supposer m,=m,=1

0.)1__'_0)2—_—(—‘_),
ny=14.50,  nmy=4.50, n=4.59,

et I'égalité n, 4 n, = n serait encore impossible.

L’hypothése p = 2, v'=3 doit &tre rejetée, car L’ ne serait pas
indécomposable (39).

Si p=2, V>3, linégalité n’admet plus de solution.

Supposons enfin p impair. Si p¥ >3, I'inégalité ne sera pas
possible méme pour m, =1. Si p”=3, elle le sera seulement
pour m =1. On aura dans ce cas

w=w =0, =4
- . ,
n, n,, n, seront des puissances de 2 et ’on aura

1._
Ny=— Ng= —1N.
1 2 2

109. Supposons en dernier lieu que L' soit de troisiéme catégorie.
Le nombre de ses variables sera une puissance de 2. Si donc

n, < -;—7;, w,, v, seront des puissances de 2 et g, =1(99). Donc

) . . . - ==
n,=2v,w, sera aussi une puissance de 2. Mais il est I, n
4
(=

et < éﬁ. Donc il est égal a gn;etn, = %n sera divisible par 3.

Donc L! ne pourra étre de troisiéme catégorie, et I'on aura
w,=p% 1. Dailleurs n,=2v,u,, et p, n’a pour facteurs pre-
miers que ceux de w,. Done w,v, sera divisible par 3.

L! ne pourra non plus étre de troisiéme catégorie. Car il ne
contiendrait qu'une seule variable (g, étant égal a 1); L] en con-
tiendrait 3, nombre impair, ce qui est impossible. '

-On aura donc

c ny=vy =2V, w, = Vi, wy=pYrt1,

®,v, n’ayant aucun diviseur impair, mais ®,v, étant un contraire
divisible par 3.
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Enfin v étant égal & Tetoa 2, 'inégalité fondamentale deviendra

pVi£1 prEr_32
2V, av, <3

Il est impossible de satisfaire 4 cet ensemble de conditions si
p>b. '

Si p =5, on aurait la solution
vi=v, =1, wy=3—1, Wy=23 +1,

i, étant égal & 1, L, L, L contiendraient respectivement 2,
6 et 8 variables; donc p, = 3.

L’ordre de L. serait 8; quant & LJ, il contiendrait un second

. A .
faisceau h= (0;) d’ordre 3*® et son groupe auxiliaire & deux
variables (mod 3) contiendrait dans son ordre un nouveau fac-
teur 3; donc L) admettrait un groupe sylovien A, d’ordre 3%,
dont les substitutions seraient d’ailleurs échangeables aux huit
substitutions de L.

Quant au groupe L° de troisiéme catégorie a huit variables,
nous avons indiqué plus haut (104) les valeurs diverses que peut
avoir son ordre. Pour certaines d’elles on aura encore un groupe
sylovien A d’ordre 3'. Mais les seules substitutions de L° échan-
geables a toutes celles de ce groupe sont les deux substitutions de
son premier faisceau. Donc L° ne- peut contenir (L}, L). Cette
solution est donc & rejeter.

Si p=23, w, étant premier & 3, v, sera divisible par 3. Mais
Pinégalité- fondamentale ne serait pas satisfaite s’il était > 3.
Il en serait de méme si v,=3 et v\ > 2. D’ailleurs si v/, était égal
4 2 et ;=31 il aurait un diviseur impair; et ’hypothése
w, = 3*—1 ferait tomber dans un cas exclu (38). Il faut donc
supposer

vi=1, w=3+1=4,
ou 33—1=126,

=3 et We =
2 2 ou 334-1—=28,

La premiére hypothése est i rejeter, car L° ne peut &tre divisible
par 13. La seconde également, quoique L° puisse contenir un groupe



350 CAMILLE JORDAN,

sylovien A formé d’une substitution d’ordre 7; car L° ne contient
que deux substitutions échangeables a celle-la, tandis que Lj con-
tient aussi une substitution d’ordre 7, mais échangeable & toutes
celles de L.

140. Supposons en dernier lieu que L° étant toujours de troi-
. . v . o = . s
siéme catégorie, on ait n,=n,=-n, d’ou n*=/f4n,n,. L'iné-

galité fondamentale deviendra

Wy Wy

o 5 <

Vi Vs
Si L, L] sont des deux premiéres catégories on aura

P p""ilzs
Ta av, <’
1 Va

v\, v, n’ayant pas de diviseur impair.
On n’a évidemment aucune solution si p > 5.
Si p=2>5, on aura les solutions

| , 0, =3 —1, we=25% —1,
v =, =1 , . )
w,=5—1 W, =5%+1,
et, si p=3, les solutions
vy v, =1, Wwy=wy=3+1;
vi=1, v, =2, W= 3 +1, = 32413
vy =2, v, =2, 0wy =3'+1, W= 3%+1..

Si L] est de troisiéme catégorie sans que L le soit, on aura %5 =2
2
ct I'inégalité devient '
pritr .
2 VI‘ < 41
v, n’ayant pas de diviseur impair.
Elle est impossible si p > 7.
Si p = 7, on a la solution

v, =1, 0y, =7+I1, Wy == 2.
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Si p =5, les solutions

S1 p = 3, les solutions

Yi=1, w, =3 +1. g == 2,

vi=2, 0, = 3*41, Glg == 2

Enfin si L{ est ainsi que L de troisiéme catégorie, on aura une
derniére solution
W= 6y == 2.

111. Notre objet était d’établir que le groupeindécomposable L
ne peut contenir le groupe complexe L = (L,, L,, . ..). Ce but serait
déja atteint si nous n’avions réservé pour une discussion ulté-
rieure certains cas particuliers assez nombreux, mais présentant
tous les caractéres suivants :

19 Le nombre v des séries dans L* est égal & 1 ou & 2.
2° Le nombre des variables dans chacune d’elles est une puis-
sance de 2, telle que 2°.

30 Les groupes partiels LI, L0 sont au nombre de 2; ils con-
tiennent chacun la moitié des vanables.

4° Le module p est impair; il ne surpasse pas 7 & moins que L,
L3, L, ne soient tous trois de troisiéme catégorie, auquel cas il
n’est pas déterminé.

L’exposant s est également indéterminé. Mais les considéra-
tions suivantes vont nous permettre de le limiter.

112. Soient / la substitution génératrice du premier faisceau
deL’; A, I/, ... ses seconds faisceaux.
Leur réunion donnera un groupe

W= (h N, ..,

-

d’ordre 2%*' dont les substitutions seront échangeables entre
g

elles aux puissances prés de la substitution 0 qui multiplie toutes
les variables par —1.

Journ. de Math. (7* série), tome II. — Fasc. IV, 1g17. 46
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Les autres substitutions de H seront de deux sortes : les unes,
d’ordre 4, multiplient une moitié des variables par j racine de la
congruence j*=—1 (mod p) et les autres par —j; les autres,
d’ordre 2, multiplient une moitié des variables par —1 et n’alté-
rent pas ’autre moitié. »

Désignons par f,, h,, h, ...,0, et par f,, ko, b, ..., 0, les expres-
sions analogues pour les groupes L{, LS.

Le groupe H contenant la substitution §=10,0, contiendra
nécessairement les deux substitutions 0,, 0, s’il contient l'une
d’elles. .

Il contiendra dans tous les cas des substitutions échangeables
a 0, formant un groupe A.

En effet, s’il contient 0,, toutes les substitutions de H lui étant
échangeablés au signe prés, la moitié d’entre elles lui sera échan-
geable. L’ordre de A sera donc 2*.

S'il ne contient pas 0, cette substitution aura pour correspon-
dante, dans le groupe auxiliaire & 2s variables (mod 2) qui sert
a la construction de L, une substitution & d’ ordre 2 ayant une
forme canonique telle que la suivante:

[0 iy Tar Yoy vv e Sia oes Xy Y1, Vi Lo Yo Far oeey Sp0 onn e

Le nombre s’ des variables @, z est au moins égal &4 s. Or @ est
échangeable aux 2* substitutions de la base qui accroissent les
et les z de termes constants sans altérer les y.

A chacune d’elles correspondent dans H deux substitutions,
T et TO échangeables & 0, au signe prés. On a ainsi 2**' substi-
tutions dont la moitié au moins sera échangeable 4 0,.

I’ordre O du groupe A sera donc au moins égal & 2°.°

Mais nous allOllS d,autlfe art, en déterminer une limite supé-
)
ricure.

113. Les substitutions de L}, étant échangeables 4 0, et permu-
tables 2 H, seront permutables a A.
Soit d’ailleurs U une des substitutions de A. Ktant échangeable

a 0, elle sera le produit de deux substitutions partielles U,, U,
opérées respectivement sur les variables de L{ et de L). Si deux
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d’entre elles _
U:Ulng, . U,: U]UIz

correspondent & la méme substitution partielle U,, \ contiendra
la substitution L
U-1U'= U,~1 U,

laquelle laisse inaltérées les variables de L{; elle multipliera donc
les autres variables par —1 ou les laissera inaltérées.

Si donc H ne contient pas les substitutions 0,, 0,,onaura U,=U,
et O sera égal & O’ nombre des substitutions U,. Dans le cas con-
traire il sera égal 4 20, U, pouvant étre égal a U, ou & 0,U,.

Cherchons donc la valeur de O'.

414. Soit S, une substitution quelconque de L{; .\ contiendra
la substitution
s710S, U~ =$7'U,8, U7,

laquelle laisse inaltérées les variables de L); elle se réduira done
a 0, ou & l'unité.

Si donc 0, n’appartient pas a H, la substitution U, devra étre
échangeable a toutes les substitutions de L{; ¢’est donc une puis-
sance de f,. D’ailleurs son ordre doit &tre un diviseur de 4. Donc

o,

si @, est divisible par 4, ce sera 'une des puissances de /| * ; et si w,

,

est impairement pair, ce sera 'une des puissances de f, *. Dans
le premier cas,
2*Z0'Z 4, d’oir $3 2,

et dans le second cas

2°=0'Z 2, d’ou s—=1.

Supposons au contraire que ), appartienne & H; S pourra trans-
former U, en'U, ou en U,0,. Celles des substitutions de L] qui sont
échangeables & U, formeront un sous-groupe L invariant dans L
et d’indice 2. Soit h, 'un des seconds faisceaux, 2***' son ordre.
Il aura au moins 2*° substitutions communes avec L; mais leurs
transformées reproduiront toutes celles de kh,. Donc chacune des
substitutions U, sera échangeable a celles des h,, I, .... Mais
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elles ne le sont pas nécessairement & £,. Si elles ne le sont pas toutes,
la moitié le seront et se redulront comme tout & Iheure & des puis-

sances de f g ou de f
On aura donc, si w, est multiple de 4,

h

2¥=120'Z2.2.%, d’ou sTa, -
et si w, est impairement pair,

227=20'Z2.2.2, d’oi s=1.

115. L’exposant s étant ainsi étroitement limité, il est aisé de
déterminer 'ordre des groupes L, L°, L°.

En effet, si les variables de L forment plusieurs séries (leur
nombre v étant égal & 2), L° contient une substitution P’ ou R’ qui
les échange (32). Le nombre des substitutions qui les laissent immo-
biles s’obtiendra en multipliant Pordre wp* de son noyau par
I'otdre O, d’un groupe auxiliaire & 2s variables (mod 2).

Sis =1, on aura O,=6.

Si s=2,.le groupe auxiliaire pourra préqenter deux formes
- distinctes. Pour I'une d’elles on aura O,= 5.2 =10, pour l'autre
02—2.6.6— 72.

L’ordre Q de L° sera donc

Q= G}SE' O;.

Toutefois, si L' est de troisiéme catégorie, le groupe auxiliaive
devant &tre restreint a ses substitutions paires, le nombre ci-dessus
devra étre réduit de moitié. ,

Les ordres Q,, Q, de L}, L} se calculeront de méme, si p.,, v.. ne
sont pas égaux a 1. Si p =1, on aura simplement Q,=v,0,.

Remarquons enﬁn que si L) et L) sont semblables, le groupe a
comparer a L° est le groupe decompoqable { quon obtient par

I'adjonction & L{, L] de la substitution qui les permute; il a pour
ordre 20, Q..

116. Nous pouvons maintenant procéder a la discussion de
cas réserveés.
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I. §’il v’y a pas de forme invariante, on aura deux cas (103):
10

p=3, V= Vy= v =1, W)= 0= @ = 2.

1l faut supposer s =1. Le groupe ¢ ne contient donc que deux
variables. C’ést un cas exclu (36).
20
p=73, v,:w_.::;. c.),:mz-:;:.’,;

L{ et LS semblables.

Si s=1, ¢ ne contient que deux variables (mod 5); ce cas est
également exclu (36).

Si s=12, l'ordre de ¢ sera 2.(4.2°.6)* nombre supérieur a
Pordre 4.420, de L¢; £ ne pourra donc étre contenu dans L°.

I I v a une forme invariante; L° est de premiére ou de
deuxiéme catégorie; L et L) sont semblables et 'on aura deux cas
a discuter (106 et 108): '

3° ou 4°

p=23 ou 5, V= vy = v == 2, 0= 0= 0==4,

Si s=1, dot w,=p,=1, w=2, lordre de ¢ sera 2.8%
nombre qui ne divise pas 2.4.2?.6, ordre de L. ‘

Si s =2, Pordre de ¢ sera 2 (2.4.2%.6)* et ne divise pas 'ordre
de L° égal & 2.4.4*0,.

III. Il y a une forme invariante, et L® est de troisiéme caté-
gorie (110).

Si s=1, on n’a que deux variables; L}, L] n’en contiendront
qu’'une. Ils seront donc de troisiéme catégorie et la forme inva-
riante sera nécessairement quadratique. C’est un cas d’exclusion
signalé (38).

Il faut donc supposer s = 2. Le nombre des variables sera quatre,
dont deux appartiennent a chacun des groupes Lj, L}, et parmi
toutes les combinaisons possibles on devra rejeter a prior: toutes
celles out I'un des nombres o, ®, ne serait pas divisible par 4.

Les seules combinaisons qui restent sont les suivantes :

p=>5; LI, L} semblables et de premiére catégorie;

p=23; L}, L, semblables et de deuxiéme catégorie.
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Dans les deux cas on a

Yiz==v, =1, v =, 0= =1, =12

[T r=4

L’ordre de ¢ sera 2[2.4)*=2" et celui de L' sera 2.2". %()2.
Pour qu’il soit divisible par 27, il faut adopter parmi les deux
valeurs de O, celle-ci: 2.6.6. Dans ce cas, Q=127.3* et L' con-
tiendra un groupe sylovien \ d’ordre 2" qui devrait coincider
avec £.

Mais ces deux groupes, bien qu’ayant le méme ordre, différent
par la structure. En effet, ¢ contient un seul sous-groupe inva-
riant ¢’ d’indice 2 formé de la réunion des groupes L, L;. A a de
méme un sous-groupe invariant A’ d’indice 2 formé par le noyau
de L'; ¢/ et A’ devraient coincider, ce qui ne peut &tre, car les
substitutions d’ordre 4 contenues dans A’ ne laissent inaltéréc
aucune fonction des variables, tandis que (' contient la substitu-
tion f, d’ordre 4 qui n’altére pas les variables de L).

Nous pouvons donc aflirmer qu'un groupe décomposable ou
complexe, construit avec les précautions indiquées dans la Sec-
tion II, est maximum.

Vill. — Un groupe indécomposable 1.° ne peut étre contenu
dans un autre groupe indécomposable L.

117. 1l nous reste a chercher a (uelles conditions un groupe
indécomposable L' pourrait étre contenu dans un autre growpe
indécomposable L¢.

Soient, comme précédemment,

A, L A
S /L:(@, ! o), WM. o

le noyau de L¢,
S o N,
celui de L.
Nous établirons successivement :
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1° Que f est échangeable & toutes les substitutions du noyau
de L°, et par suite sera une puissance de f;

20 Que f et f coincident; |

30 Que L et L° ont le méme noyau;

4° Et enfin qu’ils coincident.

118. Comme dans la section précédente, nous nous appuierons
sur ce que S, T étant dedx substitutions quelconques de L, St /'S,
T-'FT seront des puissances de f et le commutant S-'T-'ST
sera échangeable & £ .

Prenons pour S la substitution A, et pour T une substitution
de L° qui ne lui soit pas échangeable aux puissances prés de 0;
le commutant A;'T *A T et ses transformées combinées ensemble
reproduisent tout le faisceau h, et f sera échangeable A toutes
ses substitutions. De méme & celles des autres faisceaux &/, . ...

D’autre part, si dans L° le nombre des séries conjuguées est

supérieur a 2, L° contiendra une substitution de la forme P*Q dont
le commutant avec f est /7.

Si L® est de premiére catégorie, il contiendra une substitution

de la forme RQ ou de la forme RPQ. Leurs commutants avec f
seront respectivement f7*' ou f.

Nous alons en conclure que f multiplie chaque variable de f
par un facteur constant et par suite est échangeable a f.

A19. Premier cas. — S’il n’y a pas de forme invariante, f sera
d’ordre p*—1, et f”"~* multipliera les variables des séries p et r 4 3
respectivement par

[‘I”—‘)p?, i(p’—l)p"-*P' [ip"—-l =1 (mOd P)].
Ces facteurs seront différents, & moins qu’on n’ait
() . PP (pr—1)=o0 (mod p¥ — 1).

Si donc r ne peut étre choisi de maniére a satisfaire 4 cette rela~
tion, f devra remplacer chaque variable par une fonction des seules:
variables de la méme série. Etant d’ailleurs échangeable & A, .

2
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qui multiplient ces variables par des facteurs différents, elle mul-
tipliera chacune d’elles par un facteur constant.

Or la relation (1) est impossible si v> 2; car si r<<v—r1,
son premier membre est < p'—1, et si r=v—1, sa division
algébrique par p'—1 donnera un reste — p*~'— p?+ p 4+ 1 négatif
et moindre en valeur absolue que p*'—1.

Nous réserverons le cas oit v=2 pour une discussion ultérieure.

120. Deuxiéme cas. — Si L° est de premiére catégorie, on
obtiendra le méme résultat si celle des substitutions f7*', f2 &
laquelle £ est échangeable multiplie les variables des diverses séries
par des facteurs tous différents.

Cela aura lieu pour la substitution f#*'; & moins qu’on n’ait
par la comparaison de deux séries conjuguées, pour une valeur de r

positive et moindre que v/,
(2) C (pan(p—1)=0  (modpv—1),

ou par la comparaison d’une série avec son associée ou les conju-
guées de celles-ci, pour une valeur de r non négative et <v’,

(3) - (pE)(prr)=o {mod p¥' —1).

La premiére condition est impossible, sauf pour v'=2, cas que
nous réserverons.
La seconde donnera, si r = v'—1,

Pl p+2=o0 (mod p¥'—1).

Or le premier membre est moindre que p”"—1: 1° s1 v/ > 3;
205iv/ =3, p> 2;3%°siv =2, p>3.

Or pour v'= 3, p = 2 la congruence n’est pas satisfaite; d’autre
part, p¥ >4 et ne doit pas étre égal a 3%, ce cas étant exclu (38).

Il faut donc supposer v'=1, d’ou

p+3=0 (modp—1) el p=>7.

Mais le cas ou p'=5 est exclu, si =+ Xu est pair (43); et si
%+ Zu est impair, L contiendra ‘deux substitutions R/, S telles que
leur commutant S—'R’SR’~" soit une puissance impaire de f (39).

Ce commutant f? sera échangeable & f et, comme il multiplie
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les deux séries par des facteurs différents, notre proposition sera
démontrée.

Soit maintenant r<v'—i1. Le premier membre de la con-
gruence (3) est évidemment < p’—1, si p>2 ou st vV > 4.
Pour p¥= 22, il n’est pas divisible par 2*-—1. Mais pour p¥=2*
on aura la solution r =2, p’'= 2.

Nous réserverons encore I’examen de ce cas.

Si f est échangeable a f2, elle le sera a fortiori & fP*', si p est
impair. Le seul cas nouveau est donc celui o p=2. Il donne la

congruence
2(2"+1)=0 (mod 2¥' — 1)

et 2¥—1 étant impair
2"+ 1=0 (mod 27— 1),

évidemment impossible puisque v'3 3.

121. Troistéme cas. — S1 L est de deuxiéme catégorie, les séries
conjuguées seront en nombre pair 2v’, et f multipliera les variables
de la (g - 1)ieme série par "~V ol 1#"~'==1 (mod p).

Pour que la substitution f7'-' 4 laquelle f est échangeable mul-
tiplie par le méme facteur deux séries différentes 5 et o+ r, il

- faudra qu’on ait . _ '
(pr—1) (pr—1)=0  (mod p*’ +1),

pour une valeur de 7 positive et moindre que 2v'.

Si r<<v'—1, le premier membre étant < p*, cette congruence
est impossible.

Si r=v'-—1, la division algébrique montre que

—p—p Tt — i

devrait étre divisible par p¥+ 1. Or il lui est inférieur en valeur
absolue st v/ > 3. De méme s1 v'=23 et p> 2. Dailleurs v'=3
et p = 2 rentrerait dans un cas exclu (39).

Si =2, p*+1 devrait diviser —2p—p*-+1 et par suite
—ap- 2, ce qui est évidemment impossible.

Supposons enfin »5v'. En le changeant en v' 4 r, nous aurons la

Journ. de Math. (;* série), tome IIL, — Fasc, 1V, 1917, 47
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nouvelle congruence
(pP=n)(pr+1)=o0  (modp”+1),

ou r peut prendre les valeurs o, 1, ..., v'—1.
Cette congruence est impossible si r < v'— 2, car on aura

(I)"—l)(l" +1) <I)r+.+1,2< 2p"+’<p"'*'3 <pv"
Si r=v'—2, on aura
(P—1)(pt+1)=—p't—2 4+ p,

expression moindre en valeur absolue que p"—+1. Il faudrait
donc qu’elle s’annuldt, ce qui n’a lieu que si v'=3, p=2. Mais
ce cas est exclu (39).

Soit enfin r=v'—1 :

(ljz__ l) (pv’—i -+ l) :[)‘I'+l — I)w——l +p2 —
= pV"t—p— 1+ p? mod p¥' +1.

Cette derniére expression est négative et moindre en valeur
absolue que p"+ 1, 51 v/ > 2. Si v/ = 2, elle se réduit &

pt— a2 p —1=—2(p-—1),

expression qui ne peut étre divisible par p*+1.
Reste la seule hypothése v'=1, dont ’examen sera réservé.
P )

'

122. Les cas réservés dont nous allons entreprendre la discus-
sion offrent ce caractére commun qu’il ne peut exister plus de deux
variables x, 2’ qui soient multipliées par un méme facteur dans
chacune des substitutions monomes A,, ... et f”* (ou S

auxquelles nous savons de]a que f doit étre échangeable; done f
sera de la forme

S=lzx 2 o0 A +ma, e+ U2l L.

Il nous faut établir que m=m'=0 (mod p).
Nous y arriverons en exprimant que la transformée ¢ = f—' f f,
étant une puissance de f, lui est échangeable.
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Soit en effet
f=|=z 2. ... azx, a2, ...|.

On aura

p=|x, &', ... lx+ata'ma,ad'm'z+ U2, ...|
L’identification de fo et de 9 f donnera les relations
. 4

B aatmm' =80+ ata' mm'
ata' lm +~ml=Ilm 4 ataml
(mod p),

Im' +-aa' -V U'm == aa'—'lm'+ 'm'
atamm +1"=adcd"'mm 4 "

ou en simplifiant
[(a'a' ¥ —1}mm' =0
(@—a) m(l' —H=o (mod p).
(@ —a)m'(I' -l)=o0

Si (a~'a')* n’est pas congru a 1, 'un au moins des nombres m,
m' sera nul; l'autre aussi, car dans I’hypothése contraire on aurait

I'==1{ et T'ordre de f serait divisible par p, ce qui est impossible,
Reste a discuter la possibilité de ’hypothése (a'a’)*=1.

123. Dans les deux premiers cas réservés, x, &' appartiennent
a des séries conjuguées; a et a' sont respectivement égaux a i
et & 17, ¢ étant racine primitive de la congruence

(P-t=z (mod p).
On devrait donc avoir
2= (mod p),

d’ou
2(p—1)=o0 (mod p*—1),

congruence évidemment impossible.
Dans le troisiéme cas, L° est de premiére catégorie, p*'= 2';
z, 2', ne sont pas conjugués et r =2. On aura done

ar-t=1 et  a'=a?,
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d'ou
(ata')r=a~'?, —i10=0 (moda*—1),

ce qui n’a pas lieu.
Dans le quatriéme et dernier cas, L° est de deuxiéme catégorie,
et v'= 1. On aura donc

art'=1 (modp), a =ar,
(e~ ta' 2= atte-n,

2(p—1)=o (mod p + 1),
—4=o0 (mod p +1).

Cette congruence admet la seule solution p = 3.

D ailleurs on tombera sur un cas exclu si 7 + Zu est impair (44);

s'll est pair, L° contiendra deux substitutions P’, S telles que
le commutant S—'P/SP'~' soit une puissance impaire de f, telle
que f° (89). f étant d’ordre 4 sera réciproquement une puissance
de /* et sera échangeable a f.

Il est donc prouvé que dans tous les cas f est échangeable &
toutes les substitutions du noyau de L°.

124. Cororratre 1. — f sera une puissance de f.

En effet, soit ¢ 'imaginaire que les variables contiennent dans

leur expressmn Les facteurs par lesquels _/ multiplie ces variables
seront nécessairement des puissances de ¢ et les variables con-~
juguées seront multipliées par des puissances conjuguées. Enfin,
dans le cas des groupes de seconde catégorie ol v = 2v/, ces mul-
tiplicateurs seront des puissances de i”’—', cette condition étant

nécessaire pour que f n’altére pas la forme invariante.

128. Corovrraire I1. — v divise v.

Nous venons en effet de voir que o divise w.
Or ¢’il n’y a pas de forme invariante,

o =p'—I.



SUR LES GROUPES RESOLUBLES. 363
Si L est de premiére catégorie,
. ;22;', B:p;'-—-l (p">14);
S'il est de deuxiéme catégorie,
v=12y, w=p"+1;
S’il est de troisiéme catégorie,
v=1, w=2.
On aura de méme, suivant les cas,
w=p'— 1, p—1, p 41, 2.
Mais, pour que o soit divisible par w, il faut qu’on ait :
Siw=p—1, ' 4

w=p™—1, v = mv,

. o
Siw=p'—1i,
w=p"™'—I1, v=m, v=my,
« T 3
Siw=p“+1,
W= pt =, v—=2om, v=—amv,
ou
w == plam—v' 4y, vi=(2m —1)v, v=1{(2m —1)v,

Enfin si w =2, v=1 et divise v.

126. TuiortMe 11. — Les wp? substitutions du noyau de L* sont

échangeables entre elles aux puissances prés de f

Elles le sont, en effet, aux puissances prés des substitutions

w

(3]
Ch=f7, g=fF. ..,
w, ', ... étant les facteurs premiers de w. Or
e

ces deux expressions représentant le nombre n des variables;

P
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v divisant v, i et par suite © divisera . Donc = divise aussi w.

W
Donc f ™ sera une puissance de f, qui lui-méme est puissance de f.
Mais elle est d’ordre © comme 0, et celles des puissances de f qui
sont d’ordre = sont des puissances les unes des autres. Donc 0 est

une puissance de f.
Or I'ordre d’un groupe contenu dans L° et dont les substitutions

sont échangeables aux puissances prés de f ne peut surpasser o u2.
Il ne peut méme atteindre ce chiffre que s’il contient des substitu-

tions de chacun des faisceaux %, &/, ... (91).
Nous avons donc I'inégalité

Rz pt,

qui nous permettra d’établir la proposition suivante.

127. TutoriMe III. — Les premiers faisceaux des groupes L*
et L® sont identiques.

1° En effet, supposons d’abord qu’il n’y ait pas de forme inva-
riante. On aura
&)':/}"F’——l, ;;:p‘_'——l, }I:mpt.

L’inégalité devient donc

pm;___ 1 z(p;_ l) ,nz‘

Si m était égal i 1, le théoréme serait démontré. Si d’ailleurs on
remarque que p' > 2, on n’aura pour solution ou m soit >1 que
celle-ci :

pr=3, m= 2.

Mais le groupe L' qu’elle donnerait est exclu (41).

20 8 L° est de premiére catégorie il en sera de méme pour L°,
et I'inégalité sera la méme, sauf le changement de v en v'. D’ailleurs
p° > 4. 1l n’existe donc aucune solution ot m soit > 1.

30 Si L est de deuxiéme catégorie et L° de premiére, on aura
r=amy, a=pV+1, ©=pmV—y,
d’ou o '

P‘lmv'__ 1 :- <pv’+ |)/’ mz.
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D’ailleurs . étant pair, p” -+ 1, qu’il divise, le sera. Donc p est
impair. L’inégalité admet les solutions
p'=3, m=1,

pr=35, m=1.

Mais ces deux cas sont exclus (38 et 42).
4° SiLe est de deuxiéme catégorie, ainsi que LY, on aura I'iné-
galité
p(zm-tﬁ'_*_ lz(p{"_'_ ,) (2m —1)2.
Pour m =1, le théoréme serait démontré. On aurait une autre
solution pour p=2,

m=a, vie=1, d’ou pr =28

Mais ce cas est exclu (39).
50 Si L° est de troisiéme catégorie, on aura
o= 2, v=1,
d’ou, si L." est de premiére ou de deuxiéme catégorie, v = 2V’
pY— 128y ou pl+1Z8v2

D’ailleurs p est impair et v/ puissance de 2. Sous le bénéfice de
ces observations, on aura les solutions

-

PV’: 3,32 335,58, 7,

dont nous réserverons la discussion. D’ailleurs la solution p¥'=3
n’existera pas si L° est de premiére catégorie, car p* doit étre > 4.

6° Enfin, si L' et L' sont de troisi¢éme catégorie, le théoréme est
vérifié.

128. Tukorime. — L° sera identique a L.

Remarquons tout d’abord que les substitutions de L° sont
permutables & chacun des seconds faisceaux h, k', .... Mais il’
pourrait arriver qu’elles fussent permutables & un sous-groupe h,

de F.
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Lemme. — Celles des substitutions de h,, qui sont échangeables

[

d toutes les autres, sont les puissances de 0 = fT.

Car dans le cas contraire ces substitutions jointes & f donneraient
un faisceau abélien permutable aux substitutions de L° et dont
les substitutions ne seraient pas puissances d'une seule d’entre elles:

- L° ne serait donc pas indécomposable, contrairement a notre sup-
position.

h, sera donc d’ordre =2'*' et sera dérivé de 2, substitutions
génératrices qu’on pourra prendre pour

Ah seey Ass.
B, .... B

Les substitutions de h échangeables & toutes celles de h, for-
meront un sous-groupe complémentaire k d’ordre m**-H' ot
dérivé de 2(3—s,) génératrices.

Soient donc k, un sous-groupe minimum parmi ceux de % qui
sont permutables aux substitutions de L' (et ne se réduisent pas
aux puissances de /); h, un groupe minimum _parmi les sous-
groupes de & qui jouissent de cette propriété, etc. h sera un produit
de sous-groupes Ry, By ... dordres 28,41, 28,41, ... ayant
en commun les puissances de 0.

On pourra, s’il y a lien, décomposer de méme chacun des fais-
ceaux k', ... en un produit de groupes partiels.

129. Cela posé, L' sera contenu dans un groupe L'* ayant pour

seconds faisceaux h,, hay ooy h.'l, e

Ces seconds faisceaux seront d’ailleurs identiques a A, h', ....
Il résulte en effet du théoréme du n° 91 que chacun d’eux doit
contenir quelque substitution du noyau de L' autre que les puis-
sances de f.

Supposons donc que h, renferme une substltutlon fra, ..,
ou ¢ appartienne & h, t' a k', .... 1l contiendra ses transformées
par les substitutions de L°. Or, parmi celles-ci, i1l en existe une
échangeable & £, ¢, ... et transformant ¢ en une autre substitution ¢,
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du groupe b qui ne soit pas de la forme f*4; done h, conliendra
la substitution ¢, (="' et ses transformées pav les substitutions de L.
Or celles-ci, par leur combinaison, reproduisent tout le faisceau 4.

Or, par construction, il ne contient aucun sous-groupe permu-
table aux substitutions de L°. Done h contient réciproquement
toutes les substitutions de £, et se confond avec lui.

130. Cela posé, 1. se construil a laide de groupes auxiliaires
primaives dont Pun \ correspond au second [aisceau h=(h,,h,, ...
et I.' & I'aide de groupes primaires analogues. Ceux de ces groupes
Ay, Ay, ... qui correspondent aux faisceaux hy, hy, ... forme-
raient par leur réunion un groupe complexe qui devrait étre con-
tenu dans \. Or cela est impossible, d’apres la Section V11.

1 ’hypothése de la décomposition de h en un produit de plusicurs
aroupes dillérents Ay, h,, ... est done macceptable, et 1l faut
admettre qu'on ait h=Ah, =k et que \,, groupe primaire, soit
contenu dans \. Le nombre des variables dans ces groupes étant
moindre que dans L', on peut admettre comme démontrée iden-
tité de A, et de Ao Dés lors, les groupes T et Lo ayant meémes
premier et second [aisceaux, el élant construils avee les mées
groupes auxiliaives, seronl identiques.

1531. Nous avons réservé (127) examen de quelques groupes L°
de premiére et deuxiéme catégorie pour lesquels p” a Pune des
valeurs suivantes

D N L N L

Notre longue discussion sera lerminée, s1 nous ¢tablissons que,
saul les cas d’exclusion signalés, aucun de ces groupes ne peut
¢tre contenu dans un groupe 1.0, de troisienme calégorie.

Sil existait plusieurs groupes de Pespéce LY contenant L, nous
choisivions pour Ja démonstration 'un de ceux ot le nombre des
seconds faisceaux k, &', ..". est le plus grand possible.

Le nombre des variables de 1Y est une puissance de 23 et le
nombre 2v' des séries quelles forment sera, suivant le-cas,
ou 3. Désignons-le “par 2°.

Si L2 est de preinicre catégorie et v >, L contiendra (52)

Journ. de Math. (3 série), tome UL — Fasc. IV, 1gi=. 48

. z
2, o}y
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les substitutions
R, P

et les substitutions R'*P’8fY formeront un sous-groupe I' dont
nous désignerons d’une maniére générale les substitutions par la
lettre U.

Les substitutions qui ne déplacent pas les séries sont des formes
T, T’, ... définies au n°® 26. Elles sont permutables a I'. Les puis-
sances de fsont communes & ces diverses formes et & la forme U.

Si, L étant encore de premiére catégorie, v'=1, on n’aura pas
de substitution P’ et les substitutions de 1" seront de la forme

U =R 7.

Si L' est de deuxiéme catégorie, R’ manquera ct I" sera [ormé
des substitutions
U =PBfr.

Dans tous les cas, les substitutions de L" auront pour forme
générale
urr.. ..

132. Cela posé, soit h I'un des seconds faisceaux de L. Les
substitutions communes & k et & I.° formeront dans I.* un sous-
groupe Invariant.

Si Pune d’elles V n’appartient pas & U, I coincidera avee un
second faisceau h de L°.

Soit en effet
==uT., .,

Pun au moins des facteurs T, T’, ..., par exemple T, ne se réduisant
pas a une puissance de £, Si'T n’appartient pas & h, on pourra déter-
miner dans A une substitution S qui ne lui soit pas échangeable
aux puissances prés de f; et le commutant

S-1TST-1

serait commun a k et & h. Il en serait de méme de ses transformées,
dont la combinaison reproduit A.

Donc & contient h et résulte de la combinaison de 4 avee un
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autre groupe partiel k,, formé par celles de ses substitutions qui
sont échangeables & toutes celles de h.

D’ailleurs les substitutions de L¢, étant permutables 4 % et & h,
le seront évidemment & A,. Donc L’ serait contenu dans un
groupe L/® analogue a L°, mais ol le second faisceau k serait
dédoublé, ce qui est contraire a la définition de-L¢.

Désignons donc par K Pensemble des seconds faisceaux com-
muns & L' et 2 L*; par H et H celui des seconds faisceaux respec-
tivement spéciaux a4 L' et & L¢. Soit ar le nombre des généra-
trices de I1; celui des génératrices de H sera évidemment 2 (r ).

Soient enfin A, A les groupes formés par celles des substitutions
de L et de L.* qui sont échangeables & toutes celles de K. Si L°

était contenu dans L, \ le serait dans .\. Il nous faut démontrer
que cela est impossible.

133. A cet effet, considérons parmi les substitutions U un
groupe I';, formé comme 1l suit :
Si les U sont de la forme
R P8 £1,
T', aura pour génératrices
v
R, Pl?’

l!_) w
auxquelles on joindra f* si w est divisible par 4, ou f* si © est
impairement pair.

L’ordre de ce groupe sera 2/*' ou ¢t =3, s1 w est divisible par 4;
t=2 dans le cas contraire.
Si les U se réduisent a la forme plus simple

R /v,
I', aura pour génératrices
) m
Woe /5 (on g7,
et son ordre sera 2" ol t = 2 (ou 1 si w n’est pas divisible par 4).

Si les U sont de la forme
PRfY,
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I, aura pour génératrices
o’

P et f% (0u ./'7),

et son ordre sera 2°*', o t==2 (ou 1).

En adjoignant & T, les 27 substitutions génératrices de H, on
obtiendra un groupe binaire (1) (T,, H) d'ordre 2*+*+' contenu
dans \ et a fortiori dans \. Si cet ordre est supérvieur a o+,
ce groupe aura au moins

QLN =ira0) — gP+t -G

substitutions communes avec 11 (95).

Mais ces substitutions communes, étant de la forme U, devront
apparteniv & I',. Elles forment d’ailleurs un groupe permutable
aux substitutions de L* et en particulier & f. Enfin leur ordre
divise 4. Done si U, est Pune d’elles, son commutant avee f, qui est
une puissance de [, élevé a la quatriéme puissance, donnera 'unité.

Soit done 2% Tordre du groupe Iy formé par celles des substi-
tutions de T, qui satisfont & cette condition: on aura

d'ou

134. 1l est d'atlleurs aisé de déterminer ¢+ ¢,
Siles substitutions de T, sont de la forme
]
v

Rrap2 i'./":‘ [ot fy 20 (modm)].

leur commutant a\'m-,/' sera

"
/‘( 1% py ,’1 1

el lex substitutions de I, devront satisfaire & la condition

(1) '|I(-—l_)°‘P?'l——1| 10 (mod p¥' —1).
Sioelles sont de la forme

Ry [oit 1770 (modm)].

(1) Foiraune 93 la détinition dé ce terme,
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la condition sera
() Al (= *—1] =0 (mod p*' —1).
Enfin st elles sont de la forme

Py [oit 1y =0 (modw)].
la condition sera

G Wprd sy =o {mod m).

133, Nous sommes maintenant en mesure d’étudier successi-
vement les divers cas réserves,

boSott g =3, w=23"--1=1380. Unaura { = 3.
La velation (1) se réduil a

(=123 —1)=20  (mod o),

et n'a d’autre solution que z =3 =o. Dailleurs v est susceptible
de 4 valeurs, Done.

t'=1, t— =2, rzi.

Sior =i, Il contient un seul couple de substitutions A, B. Elles
auront pour caractére r, car autrement on tomberait dans un cas
d’exclusion (40). Done A contiendra une substitution S d’ordre 3
qui permute civeulaivement A, B, AB. Elle sera échangeable & la
substitution / d’ordre 3*—1 =80 que .\ contient également.

Doune A contient S/ d’ordre 240.
Or '\ ne peut contenir aucune substitution de cet ordre.
Fn elfel, son noyau T1 étant dérivé de 4 couples de substitutions

A|. e A',.
B). ey B

4

aux substitutions de A\ correspondront les substitutions paires
d’un groupe auxiliaire ¢ 4 8 variables (mod 2): et les substitutions
de I ayvant toutes pour ordre un diviseur de 4, il faudrait que «
R . . A e . 240
contint une substitution dont U'ordre ft divisible par 2= = 6o.
=
L’ovdre de g servait donc divisible par 3 et par 5. Cela ne peut
avoir lieu que si ;7 est complexe et produit de deux groupes
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partiels ,, £, & 4 variables, le premier indécomposable d’ordre
(22+1).4, le second décomposable et d’ordre 2.[2.3]*.

Toute substitution de ¢ est le produit de deux autres g‘ et &,
échangeables entre elles et appartenant respectivement a {, et
a ¢£,. Mais &, ne contient aucune substitution d’ordre > 5, il
faudrait donc supposer que ¢, est d’ordre 5 et par suite &, d’ordre
divisible par 12. Mais on voit aisément que {, ne contiént aucune
substitution de cet ordre.

Si r=o0, A contiendra la substitution f d’ordre 80o. Mais A ne
pourra la contenir; car sa construction demandera I’emploi d’un
groupe auxiliaire £ produit de deux groupes partiels; I'un ¢, &
4 variables (mod 2) et d’ordre (2*+ 1) 4, 'autre ¢, & 2 variables et
d’ordre 2.3. La substitution de ¢ correspondant a f devrait

. e 80 .
avoir son ordre divisible par -~ = 20 et serait de la forme &,€,;
4

&, serait d’ordre 5, 'ordre de &, devralt étre divisible par 4, ce qui
est impossible.

136. 1I. Soit ¢=3, w=3'41=282. Puisque ®w n’est pas
divisible par 4, on a ¢ = 1. D’ailleurs I'inégalité (3), qui devient ici

4 (3B—1)=0 (mod 82),

n’est satisfaite que pour § = o et y n'est susceptible que de 2 valeurs,
Donc t—t' =1, rza.

A contient la substitution 72 d’ordre 41. Elle ne peut &tre con-
tenue dans A dont l'ordre est 2.22"+*0, O désignant I’ordre d’un
groupe auxiliaire (mod 2) oule nombre 2(r 4+ 3) des variables est au
plus égal & 10. Or aucun de ces groupes n’a son ordre divisible par 41,

157. 1II et IV. Si p=2 et w=5*—1 ou 3*—1, on tombe
sur des cas exclus (42 et 38).

138. V. Si g=2 et w=5%+1, on aura t—t'=1, d’ou
rZr, r+23; A contient une substitution f* d’ordre 13; mais
I’ordre de .\ ne peut étre divisible par 13.

139. VL. Si p=2 et w=23?+1, on aura encore {—t' =1,
rZi, r4 3.
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Si r=1, H contiendra un couple unique A, B, de caractére
nécessairement égal & 1; A contiendra une substitution d’ordre 3
transformant A, B en B, AB et une autre substitution f* d’ordre 5;
H contient deux couples de génératrices A,, B,; A,, B,. Mais de
quelque maniére que soit choisi le groupe auxiliaire qui sert a
construire A, son ordre ne peut étre divisible a la fois par 3 et-
par 5.

‘Si r =o, A contiendra encore f2, mais I'ordre de A ne peut étre

divisible par 5.

140. Passons aux cas ol s =1. Désignant respectivement par
X0 Zi, Z¢ la somme des caractéres des couples de substitutions qur

engendrent respectivement H, H, K, on aura dans le groupe L*
Yu—=2Xy+ 3.

Et pour que L’ admette une forme invariante non nulle, il faut
qu’on ait
T+ i+ =0 (mod 2) (29).
On en déduit ‘
T+ 2u=2q+ 25 (mod 2).

Or, r ne peut surpasser p. S'il est nul, ¥, =o0 et S;=1, car H
ne contient qu’un seul couple, qui doit avoir 1 pour caractére,
si 'on veut éviter de tomber sur un cas exclu (40).

S1 r=1,X%, est égal & 1; et A a son ordre divisible par 3. Pour
qu’il en soit de méme pour A, il faut que le groupe auxiliaire a
4 variables (mod 2) qui sert & le construire soit décomposable;
auquel cas Zj= 2.

On aura donc nécessairement

t+3u=1 (mod 2).

Cette condition étant supposée remplie, nous rencontrons, si
w=>5—1 ou 341, des cas d’exclusion signalés aux n° 43 et 44.

Siw=7-+410u;—1, L ne peut étre contenu dans un groupe L
de troisi¢éme catégorie, celui-ci ne pouvant contenir de substitu-
“tion qui multiplie sa forme invariante ® par un non résidu de 7
(car 2 est non résidu).
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Mais si L doit étre employé comme groupe auxiliaire (ce qui

suppose = =1), L' sera contenu dans L"; cas d’exclusion signalés
aux n® 46 et 47,

141. 11 ne reste plus pour terminer cette laboricuse dis-
cussion qu’a examiner le cas ou =1, w=35+41. Un aura
ict t—1t'=1, dot r=o0. Le groupe \ contiendra la substitu-
tion f? d'ordre 3 et une substitution P’ qui la transforme
en son carré. Le groupe A est dérivé d’un couple A, B ¢t d’une
substitution S qui permute circulairement les substitutions A,
B, AB. Il ne contient pas la substitution qui échange A et B,
laquelle transformerait S en b‘, car cette substltutlon correspon-
~drait & une substitution impaire du groupe auxiligitg Th2 n’est

pas résidu de 5. Done \ ne peut contenir \. 7. %



