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PROBLEMES DE GEOMETRIE ARITHMETIQUE. 2179

Problemes de Géoméiric arithmétique,;

Parn Harris HANCOCK,

Professcur & I'Universilé de Cincinnati (Ktats- Unis).

L. Par géométric arithmetique ou géomeétric des nonibres nous
désignons la théorie ol des théorémes numériques sont inspirés, expli-
qués, illustrés ou dérivés moyennant des nolions géométriques. La
théorie peut se borner aux nombres naturels rationnels ou entiers,
ou elle peut s'étendre aux mombres algébriques ou transcendants,
y compris la théorie de Minkowski.

Dans la théorie des nombres de Gauss, les problémes s'occupent
de nombres entiers, que 'on considére généralement a I'égard d’un
entier (un module), de sorte que la notion fondamentale est une
comparaison de deux nombres. Ces nombres peuvent se représenter
par les coordonnées de points dans un plan, I'une d’elles étant un
entier fixe, 'autre un entier variable.

Une généralisation de cette idée, par laquelle le domaine général
des nombres naturels est étendu, est une comparaison de trois entiers
ou plus, d’une telle fagon que les rapports entre plusieurs entiers (une
théorie dont Kronecker s’est jusqu'a un certain point rapproché)
peuvent s’exprimer par les coordonnées de points dans un espace de
trois dimensions ou d'un nombre de dimensions encore plus élevé.

Les problémes que nous proposerons dans ce Mémoire s’occupent
des nombres naturels entiers. On peut souvent compter combien de
fois un phénoméne peut arriver dans une construction géométrique
fixe. Quand ce calcul peut s'effectuer de deux mamiéres sans aboulir
& des formules identiques, I’équation qui égalise les deux procédés
offre comme régle un théoréme intéressant dans la théorie des
nombres naturels. On regarde comme géomeétrie élémentaire arithmé-
tique la méthode suivie pour aboutir & de tels résultats.
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2. On emploie le symbole (a, b, ¢, ...) pour désigner le diviseur
commun, le plus grand des entiers «, b, ¢, .... Il est clair que
(a, by ¢, ...) reste invariable quand les éléments s’échangent les uns
avec les autres; par exemple (G, g, 15) ¢quivaut & 3 et peut s’écrire

(6,9, 15)~3~i (9.6, 15)~ (13, 9, 6) ~ (13, 6. 9).

Qu’on songe & l'infinité de nombres triples (%, v, {), ol

2:=1,2,3, ... =1, 2,3. ...} =, 2,3, 0.,

comme on les écrit dans la Table suivante :

(l’ ’:')9 (“'12); (1, 1\3), (l,l,[])q ey
(h2,1), (ha2), (1,2,3), (L24), .
(1,3, 1), (1,3,2), (1,3,3). (r,3,4). ...,

(2,1, 1), (2y1,2), (2,1,3), (2,1,4), ...
(2,2, 1), (2,2,2), (2,2,3), (2,2,4), ...,
(2.3, 1), (2,3,2), (2,3,3), (23,4). ..,

1l est clair que si un octant dans un espace de trois dimensions, ol
les coordonnées sont toutes positives, est rempli dc cubes-unités
(c’est-a-dire de cubes dont les trois c6tés ont une unité de longueur),
les coordonnées des sommets de ces cubes résultent de la Table
ci-dessus écrite.

Puisqu’il ne se trouve ni zéro ni fractions propres, posons (1, 1,1)
comme coordonnées de I'origine. Quand on dit qu’un point est équi-
valent 4 7, et qu'on écrit (~ ¢), cela signifie que les trois coordonnées
du point ont 7 comme plus grand commun diviseur; ct 'on dira que
les points sont équivalents quand leurs coordonnées ont le méme plus
grand commun diviseur,

Les sommets qui se trouvent a P'intérieur d'une construction géo-
métrique et sur les faces de celle-ci peuvent s "appeler briévement de
points de celle construction géométrique.

3. Une des premiéres questions qui se soulévent est celle-ci :
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Combien de points y a-t-il dans un espace limité qui salzsfont ades

condittons données; par exemple, combien y a-1-il de potnts ¢ 0
tels que

(‘E’ n, §) v,

o &, ¥, { sonl coordonnées d’un point, et ots t est un entier fixe?
Comme cas-simple, prenons comme espace borné le parallélépipede
rectangulaire OD, dont les c6tés sont ON =, OK =%, OM =m,

Fig. 1.

les quantités n, k, m étant des nombres rationnels plus grands que 1,
mais pas nécessairement des cnliers.

Si N, exprime le nombre des points, qui se trouvent au dedans du
parallélépipede OD et sur ses faces, et qui sont équivalents a ¢, et

si [%] signifie le plus grand entier dans %, il est certain que
=[G -2
J_Z[PP: ] [1)1): ] [P;lx’] T

ou p, p,, ... sont des entiers premiers qui différent les uns des autres.
Nous pouvons écrire celle formule bri¢vement

=] (4[5

Journ. de Math. (¢ sérvie), tome 1l — Fasc. 1L, 1917, 29
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ol ¢, sonl des coefficients de Mobius (voir par exemple, le Journal
de Crelle, t. 77, p. 289). Cette formule est donnée par Kronecker
(Vorlesungen iber Zahlentheorie, Bd. 1, p. 307) pour le cas de
deux dimensions.

A. La fonction eulérienne. — Le nombre des entiers inférieurs &
'entier 2 et premiers & celui-la est une fonction de n introduite par
Euler (Petr. Comm.,VIII, 1760, p. 74) et dénotée par le symbole g ()
(voir Gauss, Disq. Arith., § 38). Ce nombre est le méme que le
nombre des systémes

(”) ')» ('1: 2)1 rey (”‘: n—ru),

qui équivalent a 'unité. Il est clair que ces systémes peuvent sc repré-
senter par les points dans le plan x, y, otz =n;y=r1,2, ..., n—1.
On sait que

fp(n).—:u[[(:—i):nMZ% +21:Tl)‘——...;
o =S 4]

d
"

ou

ou chez Kronecker le symbole :-f signifie que & est un diviseur de s et

que la sommation s’étend & tous les diviseurs de n, y compris I'unité
et n.

5. Nous désignons le nombre de points
(n, 1), (ny,2) (1,3)y ..., (1, 1),

qui équivalent a Vunité par le symbole 74(7), o & ct 2 sont des
entiers.
Puisque (n, 10 + k) ~ (n, k), si hk=m — n +v,00 v < n,il s’ensuit
que
, ry(n)=meo(n) -+ ryn).
Il est clair que

r,(1y=n et ro(n) =g¢(n).
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On trouve facilement que

ro(n) =Zed [5‘ .
a .

n

6. La fonction eulérienne généralisée ('). — Siict k sont des
cntiers arbitraires, le nombre des systémes

Q)] (& ks )y, (6 hy2), (6K 3), ..y (& hyi—1), (& A0,

qui équivalent i I'unité, se dénote par ®(i, k).

1° Si d est le plus grand commun diviseur de i et A, de sorte
que i =1i,d, k=k,d,ou (i, k)~ 1, la série des systemes (1) peut
s’écrire :

(d, 1), (d, 2), (d,3), ceny o (dya),

(d, d 1), (d, d+ 2), (dyd+3), .... (d,2d),
(d, 2d +1), (d, 2d + 2), (d. 2d+3), ..., (d,3d),
[d, (i—)d -+1]), [d, (G—0d+2]), .......... vy (dy6d).

[L est clair que 2() est le nombre des systémes équivalant a I’'unité
dans chacune des lignes qu’on vient d’écrire, de sorte que

D, h)y=10(d),
oui=1ideth=hkdetd~(h,1i).
De méme
DA, )= kg (d).
Il s’ensuit que
ey (i, kY= i, @ (k, i).

Si (7, k)~ 1, nousavons ®(7, k) =1 et nous avons aussi
O, i)y=9o().
2° Sik = n + g, ol 5 est un entier positif quelconque, puisque

(n, kym)~{n,n+ o, m)n~(n, o, m),
il s’ensuit que
®(n, k)=@(n,a).

(') Voir aussi Comples rendus de I’ Académie des Sciences, t. 138, {évrier1gi14,
p. 469.
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En général, si k = ¢gn + 7, o0t 1< n,ona

®(n, IYy=&(n, 7).
3° Si(n,k)~1,0na

Q(m—n, ky=0(m, F)d(n, k).
Carsini=m,deth =h,d,(m,, k)~ 1,acanse de 1°, on-a

O(m.n, k)y=mno(d),
O(m, k) =m,0(d),
P(n, k)y=n.

On arrive & un résultat semblable si (m, k) ~ 1.
4° Puisque

o K =iod) e od=d[] (J_ll))

on voit que N
o, k=i [] <x—;')) =Y [%J s

«

AU

o p s’étend & tous les facteurs premiers de d et d ~ (i, k); et )
s’étend & tous les diviseurs de d.
7. On dénote par R,(n, k) le nombre des systémes
(ny by, 1), (n,hy2Y), ..., (n, k3,
qui équivalent & l'unité, ol n, k&, A sont des entiers arbitraires.
Puisque
(n, ky nin+v) ~ (n, £, v) [v< ],
il est clair que, si A = nm + n,

Ri(n, By =m®(n, k) + R,(n, k).

Et encore, si d est le plus grand commun diviseur de n et &, il résulte
que les systémes

(nykyn+1y), (n, kyn+2), ..., (n, by,n=+1)

équivalcnt a
(dy 1)y, (dy2), ... (d,1),
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Il s’ensuit que
Ry(n, &) = rm.(d), olt (n, by~ d.

D’ou il résulte (voir n° 8) que

Ry(n, k) :2 sa[ "

ou A, n, k sont des entiers arbitraires.

8. Que l'on considére ensuite le nombre de points (~ 1) qui se
trouvent dans le carré que voici :

Lo (21, (B 1), e, (a0 1),
(1, 2)a(2\ 2)1 (3, 2), ..., (n, 2),

(AY (1, 3). (2, 3),"""'(3, 3). ..oy (3,

(L), (2,0), (3,yn), ..., (n, n)
Puisque (¢, k) ~ (k, ©) on voit que le nombre de ces points, qui équi-
valent & Punité, est

j=n

N::‘QZ(P(J.)"U

j=t

ou il faut observer qu’il y a un nombre égal de ces points-la de I'un et
de 'autre coté de la diagonale. Il faut remarquer aussi que, dans la
sommation, on a compté (1) deux fois, tandis que dans la sommation
des points de la diagonale 9 (1) se trouve une fois seutement.
Si N, indique le nombre des points (~ 1) au-dessous de la diago-
nale, on voit que
N=2aN,+1,

Et cncore, pmsquc (2, 1)~ (1, 1), (3, 1)~ (2, 1) et cn général
(i )~ (i—=j,j), ot i>>], on peut écrire les points au- dessous de
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la diagonale de cette facon :

(') ')a
(2, 1),

(3, ')3

(rn—3,1),

(n—=2, 1),

(rn—-1,1).

(1, 4),

(1) 3),

vy (1,n=3),

oy (2,0=3),

(1, n-—2),

(2, n—2),

(')”—")a

Si N, indique le nombre de points (~ 1) au-dessous de la deuxiéme
diagonale, on observe que N,= 2N, + 1. On peut écrire les points
au-dessous de cette diagonale de cette maniére :

On observe que, quand n =4,

(r; 1),
(2, 13

(3, 1),

RSN

(51 l)’

(6, 1), .

(7, 1)

(8’ ! ) ;

(1, 2),

No=ry (13

quand n = 6,

Ny=ry(2)+ r.(1);

("3)1 ‘ (l3 4), e ey

.....

......

.....
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quand n = 8§,
No=ra(3) + ry(2) + re(1);
quand n = 10,
No=r9(4) + 7:(3) 4 re(2) + rg(1);
ou

h=v—1
. = ) .
N,= o (r—2»), oil 2y —n — 2,
2=0

X

Ainsi on arrive & (voir n°® 5)

=vY—1

pl
2
N,= 2 5«1[2_;,2 ]S

=0 d

LACES

=

ou, si 'on écrit v —- A = g, il résulte que
H=v _
N2_225‘,[ 7 ] (2v=1n—2).
w=t i
v

De I'autre c6lé, quand n =3,

No=ri(1);
quand n =5,
No=ri(2) + ry(1);
(uand n = 7,
No=ri(3) +ry(2) 4+ ry(1);
quand 2 = g,
No= 7 (4) 4 r3(3) + rs(2) + r4(1);

.............. C e, . ey
on
2=v—1 h=v—1 » . p=v
Y\ 1+ 2A n—2
V= 3 ream 3 B[]S B [152] ean,
2=0 r=0 d p=1 d
v—» [

Dans les deux cas, on voit que

i=d

N,:Ze(l[t&ﬂi], . oil add'Sn;

i=1
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D REEREIR

ou

D’ou il s’ensuit que

v=s iRl ][5 [~ | = Sela] =S e
D’ou il résulte aussi que

f=n d=w

Zo(/)—2+"2 “[ ]3[] H‘lJ"g

d=1
Il=l,2,3, [h 57 6’ 7 81 9, 10, 11, 12

Quand

Ty ey

on voit que

N=r1, 3,9, 11, 19, 23, 35, 43, 35, 63, 83, 91,

9. Si k 5~ n du paragraphe précédent, on écrit les points

(ry 1), (2,1), (3, 1), ..., (m 1),
(12)y (2,9, (3,2), ..., (n2),
(1,3), (2, 3)7 (3 3)) ceey (”s 3),

(Kl (3 k) Gok)y oo (mr ).

Le nombre des points (~1) dans la ligne ¢ (ot 6Zk) cst (),
tandis que ce nombre dans la colonne © (ot 7Sn) est ri(7), de sorte
que le nombre de points (~ 1) est

T=n d=a

Sro=Fner =33 [£)

D’aprés le n° 8, on arrive au théoréme appartenant & la théorie des
nombres exprimé par la formule

T=n d_:m

£3-[]-2 3 [-2 00

=1



PROBLEMES DE GEOMETRIE ARITHMETIQUE. 227

Afin de vérifier cette formule, on remarque que le nombre des divi-

seurs, & savoir g (ouv=1,2,...,n) se trouve de cette maniére :
qu’on écrive la série des nombres 1, 2, 3, ..., n—1, n.

. ‘n . . .
On voit que 2 se trouve ‘;} fois comme diviseur, et que 3 se

"n . e .
trouve lg] fois comme diviseur, etc.

D’ou il résulte que le nombre des diviseurs est

v=n VY=

X[5]=2[5):

v=1 V=1

La somme de ces diviseurs est

5]

V=1

De la méme facon on peut arriver au nombre des diviseurs (n, p),
Ol =1, 2, ... m.
Posons
n=pi, Pl Pl -

ol Py, P2, Psy -.. sont des entiers premiers. Puisque m acquiert les
valeurs

m
- 1,2 3&--'; P11, P1y Pragy o0 2/’11--',3[’1,---; ;" P
W)
on voit que le nombre des diviseurs dans lesquels se trouve p, comme

m s .
facteur cst [-—} ct le nombre des diviseurs dans lesquels se trouve p?

P
m
comme facteur est { — |, etc.

1
Il résulte de la que le nombre de diviseurs désiré est

2]
Py PP

(M=o,1,2, ..., by hy=o, 1,2, .., My dg=o0, 1.2, .., By Ll L),

Joura. de Math. (7* sévie), tome UL — Fase, I, 1g17. 3o
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Sim = n, cc nombre est

2 Pl pla—ta p’;‘\—)ﬂ ces

(Mi=o, 1,2, ..., ).

Et de méme on voit (que la somme de ces diviseurs-la est

S =S4 [ e

= (sim=n), n(Iy+1)(hy+1)....

Par exemple, la somme des diviseurs de (10, w.), ot p.=1, 2,...,9),
est 22; tandis que si p. = 10, cetle somme est 10.2.2 == 4o (voir aussi
Cesiro, Liége Soc. R. Mém., »° série, t. X, 1883, p. 1 et suiv.,
Note 8).

10. D’une fagon semblable, que I'on considére les points

(1. 7\, 1), (1, A 2), iy 2, 3), coer (1 hyo1t),
(2, . |), (2, 7\,2), (2, )\,3), coey (24 A0,

................ veey e e v ey

(m 1 1), (s 2, 0), (m, ), 5), ceey (o),

ou A, m, nsont des entiers arbilraires.
Le nombre des points (~ 1) dans la ligne w(uZm) est R,(u, 1),
tandis que le nombre de points dans la colonne v(vZn)est R, (v, ).
11 en résulte tout de suite

Y. v=n

n(Pw )\) :2 R,, (v, A

=1 v=1

Mu

=

Si d’ailleurs nous supposons que A varie de 1 & k, nous voyons que
le systéme des points ainsi exposé¢ consxste en les points du parallélé-
pipéde du n® 3.

De lail vésulte (d'aprés le n° 7) que

H
>

=k vy=n Y=m

SulE[4[5]=2 3 Sl3]=3 S i)

r=1 v=1 _d_ pe-t _d_
n;;» v,
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11. Ensuite on peut exprimer avec les fonctions ¢ et @ le nombre
de points (N 1) qui appaltlennent 4 un cube. Dans la figure du n°® 3,
supposons ¢gaux les trois cotés du parallélépipéde OD de maniére
que ON = n = OK = OM.

Le plan paralléle au plan ws & la dislance y =k (ol & est un
enticr Zn) contient les poinls

(':/"1 1), (1, Ay 2), (1, k,3), .o, (':'k:"‘)a

(2, /-,:>," (2 h2), (2,k8), ..., (2,4 n),

(3,4, 1) (3. k,2), 3/ 3) vy (3. K, n),

cey R A P 3

(n, kyn), (ny hy2), (n,k,3), . ., (n,/.‘,ﬁ).

Puisque (4, ke, m) ~ (m, k, 1), od m, k, | sont des enliers, on voit
que les points de I'un ou de Pautre coté de la diagonale sont équi-
valents.

En prenant les points dans la ligne /({Zn), et en y ajoutant les
points (~ 1) de la diagonale, on a

(& hy1), (& Ahy2), .., (&K, 0.

Le nombre de ces points (~1) est @(z, k) (voir n° 6). 1l en résulte
que le nombre des points ( ~ 1) qui sc trouvent dans le plan que nous
venons de mentionner est

i=n

22‘[3(5, k),

i=1

moins les points de la diagonale, puisque ces points-ci se comptent
decux fois dans la sommation double.

Et encore, puisque (/, k, )~ (4, k), les points de la diagonale
peuvent s’écrire

(1, &), (=2, k), (3, %), .., (n,k).



230 ITARRIS HANCOCK.

D’ou il résulte que le nombre des points (~ 1) de ce cube-la est

22 O, k)

(L, h=1,2, ..., n),

moins lc nombre de points (~ 1) qui se trouvent sur les diagonales.
Ces points de la diagonale sont ceux qu'on a donnés dans le
schéma (A) dun° 8.

Par conséquent, le nombre des points cherché est

j=n
zz«b(i, /.-)—22@(/‘)+1
j=1
(L h=1,2,...,n),

Ce nombre est (voir n® 3)
d-: o

Slif:

d=1
Par conséquent, on a

= d=o

S0t -2 e () +i=Se
(. /‘"‘—:“ll, % e ey lz)’i:-'n

‘n)®
]’

Si 'on donne encore &

j=a

IV

=1
sa valeur, comme on la trouve dansle n® 3, on a

d=w

206, 1) :,,zz.sd [%H [g] +n;
(6 h=1,2,3,...,n).

Si b dénote le nombre des points (~ 1) d’un cube, on a pour
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les valeurs de
”’:]’ 2’ 3’ 47 5’ 6, 7’ S’ 97 lo’ AR )
b=1, 7, 25, 53, 113, 181, 307, 439, 637, 841,
On remarque que
(a, b, c)~(a, ¢, b)Yy~ (b, a, c)~ (b, ¢, a)~v (e, a, b))~ (c, b, a)
et que

(a,a, by~ (a, b, a)~ (b, a, a) ~ (b, b, a) ~ (b, a, b)~ (a, b, b),

et encore que (@, «, a) ~ a est équivalent & I'unité quand a=1. Tous
ces points font partie du cube pour les valeurs aZ n, bZnr, cZn.
On voit que dans tous ces cas

b= (modé6).

Les six points s'arrangent deux & deux, trois de I'un et de I'autre coté
du plan diagonal qui traverse I'origine et les deux sommets les plus
éloignés. .

12. D’aprés les n> 9 et 11, on peut voir que le nombre de

points (~ 1) d'un paralleleplpede dont les cotés sont (voir n° 3)
ON=n, OK=m, OM = n, est

i=n t=m G=m

Z Zd)(z, t,—-zy,, a)_zsd[nJ [p_z]’

i=1

et, d’aprés le n° 9, ou arrive au théoréme intéressant appartenant a la
théorie des nombres

(i=1y2, ey nyt=1,2, ..., m).

Si, de la méme maniére, on considére un parallélépipéde
ot ON=2n+v, OK=m, OM =n, on peut dériver un nombre
d’autres formules arithmétiques intéressantes; et naturellement, les
mémes procédés appliqués & tout autre solide régulier produisent des
résultats arithmétiques analogues.
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Dans ce qui suit, nous allons fournir des applications importantes
des résultats déja établis.

15. Généralisation d’un théoréme prouvé par Liouville (') et
par Dedekind (*). — Soient n et & deux entiers arbitraires etfune
fonction arbitraire de ses variables. Soit & un entier quelconque qui
prend les valeurs1, 2, ..., n. Supposons encore que p(z, k, /i) = o,
excepté quand (#, &, h) ~ 1; dans ce cas, posons p(n kyh)=1.

Soient p,, p., .. les d1v1seurs premiers de d, ou d~ (k, A). On
voit que

hy=—
h=n h=n ¢ Pi
Zp(n, ky ) £y by ) :Zf(n, &y h) —Zf(n, ki piy by pe)
h=1 h=1 hi=1
hii:#]’i l’iﬂ:l’Tl”Lm
i
+ X S kiypipp hippir) = Xy s ki pip, pe hispipspo)
/1;,’:1 /l,'ﬂ:i
ou

k= /\','pi: /‘.I'j[)ipj: /-','j/[)ipjp,:. ..
o fyly o=, 2, 3, ...; (Z]FEL).

Par conséquent,

h=u p=d
(N Dotn by h) f(n, by )= N f(n, d, ey pd),
h=1 =1 _d_

wn, k)
ou
dho=k et dd' = n.

Ensuite, définissons deux fonctions nouvelles par les formules
p=d"
F (Il, k’ d) :zf(’l, dk((‘ Pwl)v

=1
W=

G (n, ky d)= o (', by ) f (1, dhe. pd),
. =1

(') LiouvviiLe, Journal de Liouville, 2¢ série, t. 11, p. 110.
(?) Deoekinp, Journal de Crelle, Bd, 54, p. 1. Voir aussi Kronecker, loc. cit.,
p. 246.
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ou
dky=d. et dd' = n.

Il s’ensuit que
p=a

G(n, L, I):Zp(n, ky ) f(n, &y g,
p=t

et cette formule [voir (I)] équivaut a

V=d"
2 25,,]‘(/2, dly, pd),
p.=1 _l_
ir, by
ol
(I G(n, 1) :2 eV (n, &, d).
Et encore on voit que
p=dl
EG(II, Iy, d) _—_Z Zp(([’, by ) f(ny dhyy pd).
o d u=t

(n, K wt, 1

A légard d'un diviseur défini d, le nombre de termes qui sc trouvent
"4 droite (voirn® 6) est ®(d’, k), de sorte que le nombre de lermes &

droite est
Yo, k)

dr
n

lequel nombre est 7.
Puisque aucun de ces termes ne se répéte, on a

(111 ZG(u, kyd) = f(n, k, 1)+ f(n, k,2) +... f(n, k, n)
d

=F(n, k,1).

Sont 4 noter les rapports réciproques qui existent entre les deux
équations (IT) et (III).

14. Pour appliquer le théoréme qu’on vient de prouver :

1° Posons la fonction arbitraire f(n, k, ) =h. Par conséquent,
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G(n, k1) :21,
ou la sommation s’étend & tous les entiers 7(S ») tels que
(n, k, =),
et
w=d'
F(n, £, d) ::2 (prd), ot dd' = n.
Pt

D’aprés (II), il résulte que

2

= p=d

WSt =Set Ty

d
(0, k3T Ao 1 d =1
(?"én) (n, (n, A)
d'+1
::Z gqdd’ ZE,{ dl-{'-z ]
n, k) (n, M

2° Posons f(n, k, h)=1; on a alors
G(n, k1) =®(n, k), Fin, k,dy=4d',
de sorte que, d’aprés (1I),

b(n, k) —-25(151'2 "2 -Edil (voir n° 8).

d d
o, ki n, &)

Par conséquent, on a

F=m hk=m

Z@(u N=2Y U=, 2 {m}w

k=1 o
ok "

Par exemple, posons n = 6, ct considérons les systémes
(6, k1), (6, ky2), (6, K, 3), (6,4 4) (6,4 35), (64 6).
Le nombre de ces points (~ 1) est

6, 3, 4 3, 6, 2 6
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quand

Dans le n® 12, on a montré que

hki=m t=n

3‘ zwu /t)--)\d

allal L))

d’ott il résulte un théoréme intéressant appartenant a la théoric des
nombres exprimé par la formule

=n d==

N 4 B N LA R KA E P KA
Z‘Zldjd".’-‘”"ldnd\l'_‘ \d|\
t=1 o ’ d=1 T o

4

1l s’ensuit encore (voir 1°) que

Z - %lcl_)(n‘, L) +25:l1 ’

kT ) o
(== n) ok
et I'on voit aussi que
h=m k=
4 M EAES ‘m
: 2 —n b(m L) —1= z
SONED YD R AL 2] (%)%~
/"'I kTl k=1~ d d -

('_n) Iy n

Par exemple, posons =6, m = 4.

Les valeurs de © sont 1, 2, 3, 4 5,6, quand & = 13 et ces valeurs
.sont 1,3, 5quand k==251,2,4,5 quand k=3;1, 3, 5 quand & =4.
[l en résulte que la somme de ~ est 51, ce qui venﬁe que

2.5::36[4—-3_._,é_| B[4 a1,

Journ. de Math. (¢ série), tome 1l1. — Fasc. 1, 1g15. 31
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On arrive & ce résultat aussi que

V=n k=m v =n k=4
2 ~ OO
- Z :z z tl'(/,/\)+2‘ch
v=1 k=1 v hTi~v1 v=1 k=1
GZv N I.
» - -
. | O m '% 4 n
2 Eu 7 2 d|y
. d=1
pUISquc
b hoam =w o
.l - Q ~ N n
3 > z‘:l = a I;[J .
v=1 k—) _d_ =1 -

On peut arriver & des résullats sémblables pour les puissances plus
élevées de ~.
3° Posons f(n, k, v) = logv, d'ottil résulte (que

) ~
G (Il, /u‘, I) i Z lns"l,
v kv Aot
(vZn
v

F(n, /.,d)--—\ log (., d) (dd' = ).

n=1

Par conséquent, d’aprés (1),

lO"J:.Z ¢ log(p(/)

o, L v) 'J,.|
('_:") n, ,l
w=d
2‘ &d 2 (logp. -+ logd) :Escl[d' logd logd'!)]
! &
n, /- T~
:25“ logd.'_["*" '0" -— ) l z lou l 7 ( ')J"l.

o -

m' . n, /.

Il en résulte aussi que

T 13a
.l N Y oo
}_l Ing }_‘ loz I_:l (/_l )|

e = ’
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B ECDIS
On a aussi =R A
,U. [,,I,I,,”“,I_I, I,,”""‘( M =11 [4i(50)] .

Par exemple, on voit que le produit des nombres mentionnés page 235
est
6!y
L2*. (31 ] [3%.(21)]

=2.3.4.5.6.3.5.2.4.5.3.5.

De la méme maniére, on voit aussi que

n=N k=h vy o l%l
I]l: I! ;["[ 17‘:!!’({ ! (I!Q!...d'!)‘ )
n— (I ¢

(=% m)

ol dd' = N.

18. Dans les formules

F(a, £, |)=2G(n, k, d),
s

G(n, &, 1)22 eq ¥ (n, k, dy,

supposons que k varie de 1 4 K, et formons les fonctions

A=K

F,(n, &, l):ZF(n, Iy 1),

k=1
k=K

G,(n, k1) =ZG(I1, kg 1),

k=1 ‘
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Si ’on observe que (n, Ik, d, d) ~ (n, d), il s’ensuit que |voir (111)
et (11)]

A=K
; =S Yoot ar=S[K
B b )= N6 b d)=3 [d G (n, dy.
k=1 d o -
Pulsque
S

Gy (n, £, d) ::ZG(,,, kyd) = l:-;J G(n, d),

=1

ot d est un diviseur de 2 et de &, on a

(1V) ¥, (n, &, .):EG,(N, ky d).
l’
On a aussi
k=K =R

V) Gy(n, by 1) :EG(n. kot) :.:2 23,, F(n, I d)
=1 k== L
ny k)
N K7 ., \ 5

-—Z Eu [;/—J F(n, cl):z sq By, bod).

tl a
n o, h

Exemple. — Si f(uy by ) =1, 0on a

< IZ]
Fn, kyd)=d' = R
ot d est ici un diviseur de n ¢t de £,

G(n, by 1) =@, k), G(n, by )y =0(n, k).

Il s’ensuit que [voir (V)]

n=K n=N=\

Z;G(n, Ay ):Eil'(n. L) :2

h=1 k=1 1£

n

‘K n
ala

ce qui vérifie la formule (p. 237).
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(Vi)

(V1)

oul
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Nous définissons deux fonctions nouvelles par les formules

n=N\ n=N\

Fy(n, &, l)_zl*,(n k, l)-_z 2[ ]G(n d)
n=| n=1 :l
iz
_.2| JG((/:
nw— N n=N
G, (n, /.,l)_ZG,(n k, |).~2 2:,,‘ J n,d)
n=t n=1 ll

g.,,[_;} P (di, ).

dd'ZN; d=1,2,..., N.

On arrive aussi aux résultats que voici :

(V)

n=N

Sy (ny Ay l)_.z 2‘['\ G(n,d)
n=1\
ll '_\
= 2 EG (rn. by d) :—.2 G,(n, k, d);

et semblablement

(X)

G,(n, /y1) :2 ea Fa(n, k, d).

d
wn, by

Exemple I. — Si, comme dans le paragraphe précédent,

. . _n o g _di
1 (n’l"d)"—;i’ F(di, d) = =46

G(n, k,d) =0, ). G(n, hy1) = d(n, k),

9

39
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il en résulte que

n=N k=K i d=w

3 Soon=Fu[8]i=Yu [
d=1

n=1 k=1\ i

d'(d +1)
2

-

Sk [g |
Sl

ce qui est une vérification du n° 12.

Exemple 11. — Si f(n, kyd)=d, on a

v=d" U=d
¥ (n, k,d) :;Zf(n, kgd, 1nd) :‘.2(1.([ (h=thad).
Me=1 b=1
=i W=4d
F(di, d) :Zf( di, pd) =¥ pd = t(t: l)(f
n=1 uw=1 )
G(n, ky1)= Z T
Lk, TiAal
(==n)
Il s’ensuit (voir VII) que
n=NAi-K i=d
L . .
DI -—? (,[ ] ”(I:%Zs,l ﬂ(d(,u-z)
n=1 A=t ln,l;,..NI i—1 2 - i=1 -
(z%n)

: ?6,1 l J del! (d' =+ 1) (d'+ 2) (dd' = n).

Exemple. — Pour appliquer la formule susnommée, posons
N =12, K=r-.
I.a formule (A) du n® 14 donne pour
=1 2 3 4 5 6 v 8 g 10 11 12
les valeurs

14 30 52 104 200 198 378 385 538 560 gof 536
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La somme des nombres de la deuxiéme ligne est 4178, et ce nombre
divisé par 2 donne ce resultat :
"089“6[/ 1.12.13.14—3.2.6.5.8—2.3.4.3

@v!

—1.3.2.3.4 ]
+1 .23( t.9.1.2 3]’

(ui est une vérification de la formule (B). ¢
On peut dériver des résultats semblables pour les puissances de <
16. Une application a la théorie analytique des nombres. — Le
nombre des points (~ 1) du systéme
('»”9 (2, 0), (3,6 ..., (hy i)

a éLé denoté par le symbole r7.(£).
En d’autres termes, 7,(¢) est le nombre des points (~ 1) le long de

la ligne y =1, qui part de 'axe y et qui s’étend jusqu’au point (k, i)
inclusivement. Ce nombre est (voir' n° 8)

Zefal

d

13

Si les coordonnées de I' sont (&, m), on voit que le nombre des
points (~ 1) du rectangle OT est

i=m d=w

% Zufe] =Zlal [4)

i=1 II rI 1
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Par exemple, si A =10 et m =, le nombre des points (~ 1) du
rectangle sur ces deux cotés est

70 —15—6 — 2 41— 1= 47.

Si les coordonnées de V sont (k,, m,), le nombre des points (~ 1)
du rectangle AV cst
d=w

S [4]- (4]

duquel nombre est exclu le nombre des points (~ 1) de la ligne AW.
Le nombre des points (~ 1) du rectangle TV est

Sl - 41 - 401

ol ne sonl pas comptés les points (~ 1) des lignes TS et TW.

17. D’une facon analogue, le nombre des points (~ 1) du systéme

(hymy 1)y (hymga), oo, (hymy )
se dénote par
R, (&, m).

ce qui est le nombre des points (~1) de la ligne TL1 de la figure, ot les
coordonnées de H, sont (4, m, n,).
Ce nombre (voir n" 7) est

e
R, (A, m) :2 ) l?l;—l .
I} est clair aussi que le nombre des points (~ 1) de la face AL, est

W= U=y

Fninn=y 22431 )

P | v=1
& W

oti les coordonnées de E, sont (k,, m,, n,).
Si les coordonnées de D sont (A, m,, n,), nous trouverons sans
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difficulté de la méme maniére que le nombre de points (~1) du paral-
lélépipéde rectangulaire OD est

k=k, = o

_ my’ f_t_}' Q AR
N=2 X [7 [{z -—Zed[ﬁ\ [7} l:z]
A=1 o - - - - -

*

=1

et, pour le parallélépipéde HD, ce nombre est
d=» . - - .- . . S
v=Zed(a] - [l ) - ] - 12

ol les coordonnées de H sont (&, m, n) et ou les points (~ 1) des
faces HD,, HE,, HF, sont exclus du calcul.

Fig. 3.

H[ 1

E, D

Y T

Si g est le moindre des nombres k,, rz,, n,, on peut écrire
d=yg

=3
d=1

ol py, G4, T4 sont des quantités chacune moindre que 1.
Si encore on pose

{ ky— & {my—m | (ny—n -
B i 2 b el b O

ky—hk=k, my— m=p, Ny~—n=yv,

Journ. de Math. (7* série), tome IIl. — Fasc. 1II, 1917, 32
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on a
d=3g L
v \ v
N:ZE,{%(T—-p,I:' ;% — Od f:l —2',1;
. =1
ou
d=w
e €
N = uIJJ % —_ B,
\ d=1
ou
d =0 d=y
€a u
R:/('H‘J 2 ﬁz +ZR(; ;Tll/“P-"!" o‘d/pd"*‘pllp.‘):
d=g+1 d =1
d=y d=g
€y - 5 feg,e,! -
- _d' | IJ~,011~1( -+ /Prlo'1{+ v Tq “dy -+ Eq Pd TV

d=1 d=1

Dans la discussion présente, nous ne désirons que les limites
en dedans desquelles se trouve R et nous n’arriverons pas & la valeur
exacte. Voila pourquoi nous poserons tous les signes comme positifs.

Et encore qu’on observe que (voir par exemple Kroxecken, loe. cit.,
p. 258)

i=bh e b

> f(t’)<f f(z)dy,

. R—=t?
i=a-+1 ‘

ou f(@) est une fonction qui décroit quand augmente la variable «.
Il est clair que

k kv 4
L—*—%i-ﬁf + (h+p—+v)+ logg)+ &,

R<£'{?+

o

R<g'£+a
& ;

][] n v e

&

Si g est le plus grand des nombres &, v, v, on a

\ 3
n<g(§+,) +3Glogg.
el !

it encore, puisque

d=o
€ I
73' — d=w’

X

d=1
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on aura

N= ks + A [(G-;g)“ + 3G Iugg] ’

d=wn
o

25

d=1

ou la valeur de A se trouve située entre -1 et — 1. De ceci on
voit que
I . 1
d=e "7y 902.,.
]
2 F

d=1

' . N ) T
est la valeur asymptotique de T c'est-a-dire pour des valeurs

v

. N )
grandes de k, u, v la limite de T est presque z; ou, aulrement

exprimé,%est la probabilité que le plus grand commun diviseur de

trois entiers quelconques [, m, n soit I'unité.

Pour une discussion de valeurs semblables asymptotiques de deux
variables, voir DiricaLer, Werke, t. 11, p. 97, et ausst Lesescur, Jowrn.
de Math.., 2¢ série, t. [, 1856, p. 377.

Lie théoréme qui exprime la probabilité que deux nombres soient
relativement premiers I'un & P'autre est fourni par Sylvester (Conaples
rendus de I’Académie des Sciences, t. XCVI1, 1883, p. jog), un
théoréme ue revendiquait comme sien Cesaro (Jokns Hopkins Cir-
cular, 2° série, 1883, p. 85). Voir aussi la discussion entre Cesaro et
Jensen (Comptes rendus, t. CVI, 1888, p. 1651). On renvoie le lec-
teur 4 une séric d’articles de J. Liouville sous le titre : Suir quelques
Jonctions numérigues (Journ. de Math., 2° série, t. II el suiv.), et
aussi & plusieurs ceuvres de Cesaro (Ann. di Mat., 2* série, t. XII1).

Moyennant l'introduction de la géométrie des nombres de Lrois
dimensions ou plus, les généralisations et extensions des théorémes
trouvés dans ces Mémoires et d’autres offrent beaucoup d’intérét.



