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GROUPES LINÉAIRES (mod/?) A INVARIANT QUADRATIQUE. a53 

Sur les groupes linéaires (mod/;) à invariant 
quadratique ; 

PAR CAMILLE JORDAN. 

M. Dickson a consacre plusieurs Chapitres de son bel Ouvrage 
(Linear Groups, Teubner, Leipzig, 1901) à l'ctude approfondie des 
groupes de substitutions linéaires mod/i (/? étant premier) qui laissent 
invariante une forme quadratique F(x,, ..., x,i) mod p. 11 en a déter-
miné l'ordre et la structure. 

Il restait toutefois une lacune à combler dans le cas où ρ est impair. 
L'auteur avait montré que le groupe dérivé des carrés des substitu-
tions du groupe en question contenait au moins la moitié des substitu-
tions de celui-ci; mais il aurait pu les contenir toutes. 

En s'appuyant sur des relations d'isomorphisme avec d'autres 
groupes connus, relations très remarquables dont l'établissement 
constitue une des parties les plus intéressantes de son Livre, 
M. Dickson avait établi la négative lorsque le nombre η des variables 
ne surpasse pas six. Mais lorsque n^> 6, il en était réduit à des pré-
somptions. 

C'était une lacune importante. Elle a été heureusement comblée 
par un travail récent du R. P. de Séguier (Comptes rendus de /'Aca-
démie des Sciences, icr septembre 1913). Cette théorie peut donc 
être considérée aujourd'hui comme achevée. Elle semble toutefois 
susceptible de quelques simplifications, qui font l'objet des pages 
suivantes. 

Analyse. 

I. 

1. Soit ρ un nombre premier impair. 
Deux formes quadratiques à η variables, F„ et F^ (mod/?) de 
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déterminants Δ, Δ' seront dites équivalentes s'il existe une substitu-
tion linéaire S (mod/?) qui transforme F„en F^. 

Les congruences 
F„==<*, F'

/t
 == a (mod ρ) 

auront évidemment le même nombre de racines. 
D'autre part, si Τ est une substitution linéaire qui transforme F„ en 

elle-même, la substitution semblable S_ ,TS transformera F'w en elle-
même. Les groupes Gft, G';| respectivement formés par les substitutions 
qui laissent invariantes F„, F'„ seront donc semblables. Pour étudier 
l'ordre et la structure des groupes G

w
, on pourra donc considérer au 

lieu de la forme F
rt
 une autre forme quelconque, choisie arbitrairement 

parmi celles qui lui sont équivalentes. 

2. Le déterminant δ de la substitution S qui transforme F„ en F,', 
est lié à Δ, Δ' par la relation connue 

Δ'=Δδ2 (mod/?). 

Si δ ~ r, on aura donc Δ = Δ'. On dira dans ce cas que l'équivalence 
est absolue. 

On aura d'ailleurs dans tous les cas 

(0 <ÏMÎ> 
A/pj désignant le symbole de Legendre. 

Réciproquement, l'existence de cette égalité suffit pour assurer 
l'équivalence de F

n
 avec F),. 

On peut en effet, par des substitutions linéaires de déterminant ι 
opérées sur F

re
 : i° y faire apparaître un terme en χ\ s'il n'y existait 

pas déjà; 2° faire disparaître ceux des rectangles où figure x
x

. On 
obtient ainsi une transformée 

ax χj 4- F ( x%, ..., x
n
 ), 

puis par des opérations analogues, celle-ci 

axx\ 4- a^xl 4-...4- a
n

x'~. 

Soient d'ailleurs α, β deux entiers liés par la relation 

α,α24- α5β2Ξ= ι (mod/?). 
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La substitution de déterminant ι 

xx otxx—α,β#2 

λ?2 $xx-\- αχΛΧζ 

transformera 
αχχ\ + αιχ\ en χ\ Η- αχ

α^χ\. 

Par une suite d'opérations analogues, on arrivera finalement à la 
transformée 

n — \ 

(2) +Ax2n 
1 

absolument équivalente à F
n

. 
On pourra transformer de même F'ft en 

(2)' 

n — \ 

E x + A' x2 
1 

Mais de l'égalité (i) supposée satisfaite on déduit l'existence d'un 
entier δ tel que l'on ait 

Δ'=Δ<5* (mod/?), 

de sorte que la substitution 
| x

n àxn | 
transformera (2) en (2)'. 

La réduite (2) à laquelle nous avons ramené la forme F
a
 pourrait 

être remplacée dans l'étude suivante par une autre forme équivalente 
quelconque. Nous trouverons même parfois avantage à changer de 
réduite dans le cours du calcul. 

5. Soit, par exemple, à déterminer le nombre des solutions de la 
congruence 

F 
Λ
=α (mod ρ), 

nombre que nous désignerons par sx,(w, Δ, a). 
La relation évidente 

il =: P — 1 

2 ^(λ> Δ, a)=pn 

α — Ο 
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déterminera ot(/a, Δ, ο) lorsqu'on connaîtra les valeurs de ces expres-
sions lorsque a^o (modp). 

Pour obtenir ces dernières, le plus commode est d'adopter pour 
forme réduite la suivante : 

F/»= *\ y 14-. · · -+- oc
m
y

m
 4- <p, 

<p étant égal à (— i)mku2 si n = 2/n + i et à s2 + (- iJ^Àu2 si 
η — 2/W + 2. 

Les solutions de la congruence F
m
=a seront de deux sortes : 

i° Celles où x
t

, ..x
m
 ne sont pas nuls à la fois; ils pourront être 

choisis de pm—ι manières différentes. Pour chacune d'elles on aura 
une relation linéaire déterminant une des variables y en fonction 
des η — m ~ ι variables restantes qui resteront arbitraires. On 
obtient ainsi (pm— i)pn~m~1 solutions. 

2° Si les χ sont tous nuls, les m variables γ resteront arbitraires, 
mais on devra avoir 

φ = a. 

Si donc ω est le nombre des solutions de cette congruence, on 
aura ρη'ω solutions de deuxième espèce qui, ajoutées aux précédentes, 
donneront le nombre total 

(pm— ι)ρη-η'ι+ρ"ιω. . 

Reste à déterminer ω. 

i° Si η = 2m H- i, la congruence 

(— I )M^~A 

aura deux solutions si = -l· i. Elle n'en a aucune dans le 
cas contraire. Cela revient à dire qu'elle en a toujours 

, ! j'f-'VAgj 

2° Si η = un -h 2, on aura 

φ = z% H- (— ι)"ιΔα!. 
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Soit j une racine de la congruence 

p = (— 1 )w+1 Δ 
et posons 

X — ζ -f- ju, Y — ζ — y M, 

d'où φ = XY. 
La congruence 9 = a deviendra donc 

XY -a. 

Si (— ι)ηι_ΗΔ est résidu quadratique de p, y, X, Y seront réels et 
l'on aura évidemment ρ — ι solutions. 

Dans le cas contraire, / sera imaginaire, X un entier complexe ayant 
pour conjugué Y = X^. La congruence deviendra 

X*+l=a. 

Or X.p+l — a est un diviseur de 

χ/>'-ι _βΗ = —1 

Mais on sait que la congruence 

Χ/'5"1 Ξ I 

a ρ2 — ι racines. La congruence 

XP+1 ΞΞ a 
en aura donc ρ -+- I . 

On aura ainsi dans tous les cas 

w = p - 1 m+1A/p 

Substituant pour Λ et ω leurs valeurs dans l'expression trouvée 
pour Δ, a), il viendra après réduction 

(3) 
OL (2 m + 1, Δ, a) = ^) jpm 

0L(2/n -f- 2, Δ, α) = — ̂  -^j p»1. 

4. Cherchons l'ordre Ο (Λ, Δ) du groupe G
re
 dont les substitutions 

laissent F
n
 invariante. 
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Donnons à F
rt
 son expression réduite 

Ax] ■+· l'J x\. 
Soit 

S = | xkakxx-\- bkx2 +... | (/> = i, 2, ..n) 

une substitution de Gra. Ses coefficients devront satisfaire entre autres 
conditions à celle-ci : 

Δα? = A, 

laquelle admet, comme on vient de le voir, srç»(/i, Δ, Δ) solutions. A 
chacune d'elles correspondent des substitutions de dont nous 
déterminerons le nombre. 

Nous pouvons déterminer une substitution Τ de déterminant ι où 
les coefficients de la première colonne soient a

n
 ..., a

n
. Elle transfor-

mera F„ en une forme équivalente F), ou le coefficient de x\ soit Δ. 
Une autre substitution de déterminant ι fera disparaître les rectangles 
en xK et donnera une nouvelle transformée 

F— Δα?? -H 1*( α?2, · · · t x'/i*) t 

Ρ ayant le déterminant ι et pouvant être transformée en l'!,x2
h
 par une 

nouvelle substitution V. La substitution TUY = S transformera 
donc F„ en elle-même. 

Ayant ainsi obtenu pour chacun des Δ, Δ) systèmes de valeurs 
admissibles pour les coefficients a une première substitution de G

/t
, 

cherchons s'il en existe d'autres. Soit S' une autre substitution quel-
conque où les coefficients a soient les mêmes que dans S. Elle appar-
tiendra à G

n
 en même temps que S'S-'. Or cette dernière substitu-

tion est évidemment de la forme 

xx xx -+- b\ x2 H- ... 

*a· b
k
x

2
-h... 

et pour qu'elle n'altère pas F
n

, il faut et il suffit : i° que les coeffi-
cients b

n
 ... de la première ligne soient nuls; 2° que la substitution 

qui n'est plus opérée que sur les variables a?
s

, ..., x
n
 n'altère pas la 
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forme à η — ι variables 
F»-! = xi ■+■ · · · "+"x2n 

Nous obtenons ainsi la formule de récurrence 

0(«, Δ) = Χ(/ι, Δ, Δ) 0(/i — r, i), 
d'où l'on déduit 

Ο ( /2, Δ) = (η, Δ, Δ) )Ζ>(η — ι, ι, ι) Χ(/ι — 2, ι, ι).. . ·)ΐ>(ι, ι, ι). 

Substituons dans cette expression les valeurs précédemment trouvées 
pour les x. 

Si η = 2 /w -H r, nous aurons 

m( 2 m + Ι, Δ, Δ ) = |/>'
n

 -+- j /'"S 

^(2/n, i, i)= —-1/p pm-1 

Le produit de ces deux facteurs sera 

p2m -1 p2m-1 

Celui des deux suivants s'obtiendra en changeant m en m — i, et 
ainsi de suite. Enfin le dernier facteur OL(I, I, I) est égal à 2. 

Faisant le produit et remarquant que 

(2 m — 1 ) + ( 2 m — 3)-b...= /n2, 
il viendra 

(4) 0(2?η + ι,Δ)^= 2 p"lin."l(p*k— ι). 

Si η = ι m H- 2, on aura 

Χ(/ι, Δ, Δ) = p
,n+l

 —
 η4~ΙΔ j pin 

et, par suite, 

(5) 0(2m -+- 2, Δ) = Δ, Δ) 0(2/?ι + 1, 1) 

_
 2

 pm'+m j^m+1 _ ^(~ ' V"4"1 Δ ̂  ^ 

i>. Pour déterminer la structure de G„ et les substitutions fonda-
mentales dont il est dérivé, la forme réduite qu'il paraît le plus avan-

Journ. de Math. (7· série), tome II. — Kasc. IV, KJIG. 34 



26ο C. JOHDAN. 

tageux d'adopter est la suivante : 

xy ■+■ ^3 ̂ kzki ■ 

où les A* peuvent être choisis arbitrairement sous réserve de satisfaire 
à la condition 

m = (;> 
Gnsera dérivé des substitutions fondamentales suivantes : 

M*= | x, /, zk x, y — Aηχ — 2 A
kzk, z

k
 -+- χ |, 

N/~ I χ, r, sk χ — Aky — 2 A
kzk, y, Sk + y I, 

Ρ = | y gx, g~ly | {g racine primitive de /;), 
Q = I y y, χ I· 

Soit en effet 

zk ak 3, H-.. . 
S = 

X 03,-1-.... 
y c ζ, + 

une quelconque des substitutions de G„. Ses coefficients devront 
satisfaire entre autres conditions à la suivante : 

bc -h Σ Akaj = A/.. 

Multiplions-la à gauche par la substitution 

M]?. = | λ?, 7, s* a?, y — l\kx—λ2A/tzk., zk-\- Ix |. 

Nous obtiendrons une nouvelle substitution M^S où les coefficients 
de la première colonne sont les mêmes que dans S, sauf ak el c qui 
seront remplacés par 

a\. = ak + λ ù, c' —c — λ A kb — λ2 A/t. ak. 

De même la multiplication à gauche par Nj changerait a
k) b en 

ak λ Cj b — λ A* c — λ2 Ak ak. 

Par des opérations de ce genre et détermination convenable des 
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constantes λ, on pourra, si b et c ne sont pas nuls à la fois, rendre a
3 

égal à 1, annuler les autres coefficients a et enfin b et c. 
Si b et c étaient nuls, l'un au moins des coefficients a

k
 étant diffé-

rent de zéro, une multiplication préalable par M* changerait c 
en — Akak qui n'est plus nul. 

On aura donc en appelant Π le produit des facteurs Mfc, NA
 qui ont 

été employés 
IIS = S' d'où S = n-lS', 

S' étant une nouvelle substitution où α
3
 = ι, les autres coefficients de 

la première colonne étant nuls. 
D'ailleurs S appartenant par hypothèse à G„, il en est de même 

de S7, qui sera dès lors opérée entre les seules variables ..., χ, y. 
Opérant sur S' comme sur S et ainsi de suite, on finira par mettre S 

sous la forme ÇfS, où φ est un produit de substitutions MA, NA
 et S, 

une substitution opérée entre les seules variables x, y, laquelle résul-
tera évidemment de la combinaison des substitutions Ρ et Q. 

6. La substitution Q étant d'ordre 2 et de déterminant — 1, les 
substitutions MA, Ν*, Ρ de déterminant 1, considérées seules, donneront 
naissance à un groupe G,', d'ordre^· Ο (η, Δ.) qui sera un sous-groupe 
invariant dans G

;l
. 

Le R. P. de Séguier a montré comme il suit l'existence d'un autre 
sous-groupe invariant G^ d'indice 2. 

Appelons pour abréger poinls de la courbe F
n
 les systèmes de 

valeurs entières (mod /?)des variables qui satisfont à la relation F„=i. 
Chaque substitution S de G„ fait éprouver à ces points une certaine 
permutation. Suivant que celle-ci appartient ou non au groupe 
alterné nous dirons que S est paire ou impaire et nous lui assigne-
rons en conséquence un caractère -+-1 ou — 1. 

Il est clair que le caractère du produit de deux substitutions S, S' 
sera le produit de leurs caractères et que si Ge

 contient des substi-
tutions impaires, celles qui sont paires formeront un sous-groupe 
invariant d'indice 2. 

Or la substitution Ρ est impaire, car elle laisse invariables les points 
pour lesquels x=y = o et permute les autres suivant des cycles 
d'ordre ρ — ι (nombre pair). 
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Or à chaque cycle formé des points 

(.r, y, s3, ...)(s\r, g-* y, aj, g ',+i r, «s, · ··), 

on peut associer, si les s ne sont pas tous nuls, un autre cycle qui s'en 
déduit en changeant leur signe. Ces cycles sont donc en nombre pair. 
Reste celui où tous les ζ sont nuls. Donc le nombre des cycles est 
impair et la permutation n'appartient pas au groupe alterné. 

7. Cherchons de la même manière le caractère de quelques autres 
substitutions. 

Considérons d'abord la substitution 

I -'-vr — χ-* —y I· 

Elle permute les points de F„, sauf ceux où = ο, suivant des 
cycles binaires. Ceux formés par les points où les s ne sont pas tous 
nuls, associés deux à deux, sont en nombre pair. Ceux qui restent se 
partagent les ρ — ι points définis par la condition i. Leur 
nombre sera donc ——- et le caractère de la substitution sera 

2 

-1 p-1/2 = -1/p 

Passons à la substitution 

s><— I5*· —1-

Elle permute les points de F
n

, sauf ceux où zk~o, suivant des cycles 
binaires. Négligeantles couples de cycles associés, il reste à considérer 
ceux formés par les points définis par A*sJ. = i. Il existe deux sem-

blables points formant un cycle si = ι ; il n'en existe point dans 

le cas contraire. Le caractère cherché sera donc —Ak/p 

Considérons encore la substitution σ
η
 qui change le signe de toutes 

les variables. Son caractère sera 

(Ϊ) ΓΙ [-(£)] =<-■>""(- ̂ Μ<-,>·(£)■ 

Enfin les substitutions M*, NA d'ordre ρ permuteront les points 
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qu'elles déplacent suivant des cycles d'ordre impair p. Elles auront 
donc pour caractère -+-1. 

Nous verrons tout à l'heure que la substitution Pa dérive de la com-
binaison des substitutions MA, NA. Le groupe Γ

η
 dérivé des substitu-

tions M
A

, N
a
 aura donc pour ordre ^ 0(rc, Δ) et contiendra toutes les 

substitutions de G„ dont le déterminant et le caractère sont tous deux 
égaux à H- 1. Ce sera un sous-groupe invariant dans G„. 

On obtiendra le groupe G'„ par l'adjonction à T
n
 de la substitution Ρ ; 

le groupe G^ par l'adjonction de celle des deux substitutions s,, PÎ
3 

dont le caractère est -h 1. 
Un troisième groupe invariant G", d'indice 2 sera formé des substi-

tutions de G„ dont le caractère est égal au déterminant. 
Enfin le groupe H„ d'ordre 2 formé par les puissances de σ

η
 sera 

encore un sous-groupe invariant. Il sera contenu dans Γ
η
 si l'on a à 

la fois η pair et = -h 1. 

Nous allons montrer que ce sont là en général les seuls sous-
groupes invariants de G

n
. 11 n'y a d'exception que si ρ = 3 et η = 3, 

ou ρ = 3, /* = 4, =4-1. 
Pour établir cette proposition il nous faut recourir aux expressions 

remarquables que M. Dickson a données aux substitutions de G„ 
lorsque η = 3 ou ί\. 

8. Soit d'abord η = 3, d'où 

F3~ xy + As2. 

Soient α, β, γ, δ quatre entiers liés par la seule relation 

α <5 — βγ = r ( mod ρ) 

et considérons les substitutions 

ζ 3 x y 

s3 ad β)/ ay —A-1 β<5 
χ 2 αβ α2 — A-1 β2 

y —2 Ay δ —Ay2 <3! 
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que nous représenterons par le symbole abrégé 

« β 
y δ 

On vérifie aisément : 

i° Qu'elles n'altèrent pas F
3

; 
2° Qu'elles donnent lieu à la formule de composition 

α β α' β' αα' ·+- β/' αβ' 4- βδ' 
γ δ γ' à' ya'-t-ôy' γβ' + δδ' 

Il en résulte qu'elles forment un groupe Κ isomorphe au groupe 
linéaire 

I Χ, Y αΧ + βΥ, yX + δΥ |. 

Ce dernier groupe K' est, comme on sait, dérivé des substitutions 
fondamentales 

I X, Y X, Y + X |, 
| X, Y X+Y, Y I 

auxquelles correspondent dans K les substitutions 

M3 — | s3, x, y za-hûs, x, y — A a? — 2AÎ
3
 |, 

NS=| SJ, Y Za + y, * — AY — y |, 

dont Κ sera dérivé. 
D'ailleurs K' contenant la substitution 

|X,Y ^χ,^-ιγι, 

Κ contiendra sa correspondante 

1 «S» y -S, g~*y I = P|> 

Celle-ci sera donc dérivée de M
:{
 et de N

3
, ainsi que nous l'avions 

annoncé. 
Le groupe R ne sera donc autre chose que Γ

3
. 

On sait enfin que le groupe K' est d'ordre (p2 — i)p et n'a en 
général d'autre sous-groupe invariant que celui formé des puissances 
de la substitution 

σ = \ X, Y —X, — Y |. 

Il y a exception si ρ = 3. Dans ce cas le groupe K', d'ordre 24, con-
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tiendra un sous-groupe invariant L/ d'ordre 8, dérivé des deux substi-
tutions 

I X,Y Y,-X|, 
| X, Y Χ + Υ,Χ-Υ I 

d'ordre 4 et ayant toutes deux pour carré la substitution σ. 
D'ailleurs à la substitution 1 de Γ

;
, correspondent dans K/ les deux 

substitutions 
| Χ,Υ εΧ, εΥ | (e=±i). 

Donc l'ordre de Γ
3
 sera ^ (ρ2 — i)p, et il sera simple, à moins qu'on 

n'ait ρ = 3, auquel cas il aura les facteurs de composition 3, 2, 2. 

9. Passons au cas où η = 4· L'expression de F, sera 

xy -4- ζ2— Δ«*. 

Soit/ une racine de la congruence 

>2=Δ (mod ρ) 

et prenons pour variables nouvelles 

x1= z-hju, yx — z—ju, 
F., prendra la forme 

xy-hx 1 J,. 

Supposons d'abord = 1 ;y, a?,, y, seront réels, et Γ, contiendra 

les deux substitutions d'ordre ρ 

| χ, yx x-yxuyx—y |, 
I *i, .Y x

x
-\-x,y — 7, |, 

dont la combinaison donnera les (ρ-—1 )p substitutions de la forme 

g χ, ax + bx
{
, ex -f- dx

x 

y, dy — cy
u

 — by + a j, 
où ad — bc === 1. 

Elles forment un groupe Κ évidemment isomorphe au groupe 
linéaire 

| χ, ax-ybxx, cx~>rdxx |. 
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Son ordre sera donc (ρ2 — ι )/>, et il n'aura, si p^> 3, d'autre sous-
groupe invariant que celui dérivé de la substitution σ

4
 qui multiplie 

toutes les variables par — i. 
Si ρ — 3, d'où (/?2 — ι)ρ = 24, il aura un autre sous-groupe inva-

riant L d'ordre 8 et dérivé des substitutions 

Λ', Xly — X 

y, y1y^-y 
X, X, x-hx,, χ— xx 

y>yi -y—yu—y+yi 
dont le carré est σν 

Γ, contiendra toutes les substitutions de Κ ainsi que celles du 
groupe K, transformé de Κ par la substitution 

\&uyi yu*\V 

Ces dernières ont pour expression générale 

S1 = x,xx kx-λ-13 ji -Bj + A.r, , où AD-BC = 1 
y, y 1 & y — Ca?, c^-f-Dy, 

On vérifie sans peine : 

i° Que les substitutions S, sont échangeables aux substitutions S ; 
20 Que les seules substitutions qui soient à la fois de ces deux 

formes sont les puissances de σ,,. 
Les produits SS, formeront donc un groupe d'ordre x- [(ρ2 — J)/?]2. 

C'est précisément l'ordre de Γ
4

, dont nous avons mis ainsi les substi-
tutions sous forme explicite. 

Les groupes Κ, K, sont invariants dans Γ\, ainsi que le groupe des 
puissances de σ

4
. En général il n'y en aura pas d'autre, et les facteurs 

de composition de Γ
Λ
 seront 

(p'--l)p (p-— l)p _ 
2 2 

Pour n = 3 les facteurs = 12 devront être remplacés par 
leurs diviseurs premiers 3, 2, 2. Mais dans aucun cas n'aura de 
sous-groupe invariant qui 11c contienne la substitution σ

4
. 



GROUPES LINÉAIRES (ttiod^) A INVARIANT QUADRATIQUE. 267 

Soit en effet H un sous-groupe invariant qui contienne une substi-
tution Τ autre que σ4. Elle sera de la forme SS,, l'un au moins des 
deux facteurs, S par exemple, différant de σ

4
. Soit U une substitution 

de K. non échangeable à S; H contiendra la substitution 

U-|ï-1UT = U-1S-' US 

qui appartient à Κ sans se réduire à l'unité. Si elle diffère de «y,, on la 
combinera avec ses transformées; ce qui reproduira en général le 
groupe Κ ou tout au moins (si ρ = 3) son sous-groupe invariant L. 
Mais celui-ci contient σΛ. 

10. Supposons maintenant (^j — — i. Les variables x
n
 y

i
 seront 

des imaginaires conjuguées. D'ailleurs les substitutions S, S, n'altèrent 
pas F, et sont échangeables entre elles, indépendamment de la signi-
fication des quantités «, b

1
 c, cl, A, B, C, D. 

Considérons donc le produit SS, où nous prendrons pour o, ù, c, d 
des entiers complexes a! -+- a j,... liés par la seule relation ad — bc= ι 
et pour A, B, C, D les expressions conjuguées. L'opération ainsi 
obtenue 

x kax — YSby-srkbxi + Β«/Ι I 

ss __ y — Ccx + bdy — Cdx
t
— De/, 

1 X\ A ex — Bî// + A rfa , h- B cy, 
y ι C ax — D by -h -+- Daj, 

représentera une substitution réelle, car les expressions qu'elle fait 
succéder à χ et à y ne changent pas quand on change j en — j et 
d'autre part celles qui succèdent aux variables conjuguées a?,, y, sont 
également conjuguées. 

Ces substitutions SS, forment un groupe Κ évidemment isomorphe 
au groupe linéaire K/ formé des substitutions 

Χ, X, flX+ bXu cX H- dXi 
Y, Y, \Y + BY„ CY + DY, ' 

où Χ, X, sont des variables complexes et Y, Y, leurs conjuguées. Son 
ordre est (ps — i)p2. Il n'a d'autre sous-groupe invariant que celui formé 
par les substitutions où b~B = c=C = oeta = A = rf==D = ±i. 

Journ. de Math, (η* série), tome II. — Fasc. IV, 1916. 35 
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Mais aux deux substitutions de ce sous-groupe correspond dans Κ la 

seule substitution ι. Donc Κ est simple et d'ordre ^ (ρ4 — ι)p2. 

Il se confond avec Γ, ; car ces deux groupes ont le même ordre et 
d'autre part les substitutions de Κ appartiennent à Γ, ; car leur déter-
minant (ad — be) (AD — BC) est égal à -t- r. Il en est de même de 
leurs caractères; carK' est dérivé de substitutions fondamentales 

X, X, X + /X„ X, 
Y, Y, Y -h LYn Yj 

Χ, Χ, X, Χ, + wX 
Y, Y, Y, Y, + M Y 

où /, m sont des entiers complexes, L, M leurs conjugués. Ces substi-
tutions étant d'ordre ρ impair, il en sera de même de leurs correspon-
dantes génératrices de K. Elles auront donc le caractère 4-1. 

11. Soit enfin n^> 4- Nous allons démontrer que tout sous-groupe Κ 
(autre que H

n
), invariant dans G,n contient T

n
. 

Soient en effet : S une substitution de Κ qui n'appartienne pas à II„; 
Τ une substitution quelconque de G„; les substitutions T'ST, 
T~' S- ,TS appartiendront à Κ et la seconde appartiendra aussi à Γ

Λ
. 

Nous allons en conclure que si Κ contient une substitution S qui 
n'appartienne pas à Η

Λ
 il contiendra Γ

η
. 

Supposons F
rt
 mise sous la forme 

2 A kx-l, 

G
rt
 contiendra la substitution ΤΛ qui change le signe de la seule 

variable xk, et deux cas seront à distinguer : 

i° SiS est échangeable à toutes les substitutions TA, elle sera néces-
sairement de la forme 

J JT,, . . . , Λ'η ClfCE 1, . . . > Cl
n

Xn J 

et pour qu'elle n'altère pas F„, il faut que chacun des a
n
 soit égal à ± 1. 

Mais si S n'appartient pas à H
n

, ils ne seront pas tous du même signe. 
Supposons donc pour fixer les idées qu'on ait a.

t
 = α, = — a3« 

Celles des substitutions de G
rt
 qui n'altèrent que les variables a?,, 

#
2
, forment un groupe G3 d'ordre i(p- — 1 )p. Celles d'entre elles 
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qui sont échangeables à S, devant laisser invariantes séparément A
3
x* 

et A
t
x] H- A

a
a?i|, seront au plus au nombre de Ί.ι{ρ ±1). Donc G

3 

contient une substitution U non échangeable à S. Et Κ contiendra la 
substitution 

S^U-'S-'US 

qui diffère de l'unité, mais est restreinte aux variables x
{}

 a?
2

, Si 
donc on décompose F

ft
 en une somme de deux formes partielles 

F4= . .4- AA-5λ<| + .. 

Κ contiendra une substitution S, du groupe G., formé par les substi-
tutions de G„ qui sont restreintes aux variables de F

4
. Combinée à ses 

transformées elle reproduira, soit toutes les substitutions de G
4
, soit 

la substitution 
σ4=| a?,, ..., a?4 — a?,, ..., — a?4 |. 

12. 20 On arrivera à un résultat analogue si l'une des substitu-
tions TA, par exemple T

n
 n'est pas échangeable à S. 

Soit en effet 
.Xi « (3 xt 4-... 
Xi «2^1+^^ + ··· U · · 

xn anxt-h b„x2-h... 

Par un changement de variables exécuté sur x2i ..., (il devra 
être opéré sur F„ en même temps que sur S) on pourra faire dispa-
raître les coefficients aa,..., a

n
. Cela fait, Κ contiendra la substitution 

S^Ty'S^TJS 

qui diffère de l'unité, mais laisse évidemment invariables a?a, ...,a?
n

. En 
l'élevant, s'il est nécessaire, à une puissance convenable on obtiendra 
une nouvelle substitution S2, d'ordre premier, commune à Κ et àTn. 

Par un nouveau changement de variables opéré sur a?,, x2 on ramè-
nera S2

 à sa forme canonique. Si son ordre n'est pas égal à p, cette 
forme canonique sera 

| Λ?ι, a?j rx
u r~x#i h 
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r pouvant être réel ou complexe (clans ce dernier cas a?,, x2
 seraient 

des variables complexes et conjuguées). Les variables non écrites s
lt 

z2) ... restant inaltérées. 
La forme F

n
, étant invariante par S2, devra prendre après le chan-

gement de variables la forme 
ΑΛ·,Λ:24- Q, 

Q étant une fonction quadratique des seuls r. 
En la mettant sous la forme 

A, Z j 4- A2 -3 4- . . . 
et posant 

À X\ OCçl 4- Aj ζj -4— A2 33 — 4j 

on aura comme dans le cas précédent 

Fn— F ν H- F«-4· 

Si S
2
 est d'ordre ρ, elle aura l'une des deux formes canoniques sui-

vantes : 

(6) | Λ?«, x
u
 z

t
 x

2
 + x

u
 x

t
 4- zu

 z
t
 |, 

(7) I OC 1, Χ^ι Z\. Z2 OC\ + > X<L -f- Si, 5o j. 

Dans le premier cas, la forme F», pour être invariante, devra avoir pour 
expression 

A (.τ2 — χ j ) 4- hzi 4- Q, 

L étant linéaire en z
n
 z

2
, ... et Q quadratique en z

2
, ... On peut 

d'ailleurs faire disparaître le terme Lz
K
 par le changement dex1 

en x
2
 — L, qui n'altère pas l'expression canonique (6) de S

2
. 

Mettant Q sous la forme A
2

s;; 4-... et posant 

Α(λ?2^ι — z'\) H- A
2

Z'Z = F
4

, 

on aura encore 
F;i= F4 4- Fn

_4. 

Dans le second cas, F„, pour être invariante par S2, aura nécessai-
rement pour expression 

A (.2?, z2 — x2Zi ) 4- L, -s, 4- L232 4- Q, 
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L
n L2

 étant linéaires en s,, ζ.>, ζ·
Λ
, ... et Q quadratique en s.,, .... 

D'ailleurs par le changement de χ·
η

 x., en — L
2
, x.> -+- L, on pourra 

faire disparaître les termes LL2-a. 
Ο11 pourra donc dans tous les cas mettre F„ sous la forme 

F4 -h F
rt

_4, 

Κ contenant une substitution S du groupe Γ
4
 formé par celles des 

substitutions de Γ„ qui sont opérées entre les seules variables de F,. 
Il contiendra par suite les transformées de S par les substitutions 
de Γ

4
. Or l'étude de ce groupe a montré que par la combinaison de 

ces transformées on peut obtenir, suivant le caractère quadratique du 
déterminant de F

4
, soit toutes les substitutions de Γ

4
, soit la substitu-

tion σ4. 

15. Mettons F
4 sous la forme 

xy A3 z3 -f- A; s4 

et F^4 sous la forme 
A5 z23 

Si S contient Γ
4
 il contiendra sa substitution fondamentale Ms. 

D'autre part, s'il contient σ.,
(
, il contiendra la substitution 

Μ^σχ1 Μδσ4= Mg2 

et par suite la substitution Ms elle-même; or celle-ci, par un simple 
changement de notation, peut être remplacée par Ms. 

Donc, F„ étant mise sous la forme 

xy + l'i AAs|, 

Κ contiendra la substitution M,. Il contiendra aussi N, qui est sa 
transformée par la substitution 

J x,y y, χ |. 

Les coefficients A,, ..., A„ étant arbitraires sous la seule condition 

A3 An/p = A/p 

on pourra supposer A.,, ..., A, choisis égaux à A3 et si k<^n, 
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Κ. contiendra les substitutions MA, NA transformées de M3, N3
 par la 

substitution 
| Λ-J, /3, ·*/.·, f/c Λ?*, y ki #3» /3 |. 

Si donc nous désignons par Γ
Λ
_, le groupe formé par les substitu-

tions de déterminant 1 et de caractère 1 qui laissent invariante la 
fonction 

F
n
_t=xy 4- A3#|, 

Κ contiendra Γ„_, puisqu'il contient toutes les substitutions fonda-
mentales dont il est dérivé. 

Soient d'ailleurs A',, deux entiers quelconques assujettis à la 
seule condition 

a; A; s xi 

qui permet de choisir arbitrairement A',. On pourra déterminer deux 
fonctions «s'3, z4 linéaires en z3, telles que l'on ait 

Λ3 "ι Λ3 "a λ3·";Ι l 

Γ„_, (et par suite K) contiendra la substitution 

M s — 1 5 y -^3 ~f~ &■> y α
3

λ? 2 a
3
 «

3
 |. 

Celle-ci appartient d'ailleurs, ainsi que M
ra
 et N„, au groupe formé 

par les substitutions de caractère et de déterminant 1 qui laissent inva-
riante la fonction 

F\ = «74- a; si 4- \
n

z* 

de déterminant — A'sAn. 
Si nous disposons de A3

 de telle sorte que l'on ait 

(-^) — 
Γ

4 sera simple; donc K, contenant une de ses substitutions M3, les 
contiendra toutes. Il contiendra en particulier M

n
 et N

re
. Il contiendra 

donc ΓΛ, puisqu'il possède toutes ses substitutions fondamentales. 

14. Pour déterminer les facteurs de composition de G„ il reste à 
reconnaître si les sous-groupes G^, G"

ti
, Γ„ auraient d'autres sous-
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groupes invariants que ceux de G
ft

. Dans le cas de la négative, Γ„ ne 

contenant pas H
re
 lorsque = — i, serait simple. Il en est effective-

ment ainsi pour η = 4· Nous pourrons admettre que cela ait encore 
lieu pour toutes les valeurs de η inférieures à celle sur laquelle nous 
raisonnerons. 

Dans ces conditions, nous établirons qu'il y a contradiction à 
admettre que G'

w
 admette un sous-groupe invariant qui ne soit pas 

invariant dans Gft. 
Mettons en effet F

;i
 sous la forme 

F«= -h...+ X
n

x'i = -+- F*.,, 

A
a

, A
n
 pouvant être choisis arbitrairement, on peut admettre 

que ··μ
 so

j
t
 ^ —J j e groupe ΓΛ_, correspondant à F„_, 

sera donc simple par hypothèse. 
Cela posé, soient Κ le sous-groupe invariant dont nous supposons 

l'existence ; ω son ordre. La substitution Q permutable à G^ le trans-
formera en un autre groupe K/, également invariant dans G'

u
 Réci-

proquement Q transformera K/ en K, puisque Q2, appartenant à G,',, 
transforme K en lui-même. 

Les substitutions communes à K et à K' forment un groupe L 
invariant dans G„. Il sera donc égal à H

n
, s'il contient quelque substi-

tution autre que l'unité. Son ordre d sera donc ι ou 2. 

D'ailleurs, S, S' étant deux substitutions prises respectivement 
dans K et dans K', la substitution S~' S'"' SS' appartiendra à L. 

Les substitutions dérivées de la combinaison de K et de K' seront 

donc de la forme SS' et leur nombre sera —τ-α 
Elles forment un sous-groupe A invariant dans G

re
 et contenu 

dans G^. Il sera donc identique à Γ
Λ
 ou à G'„, et son ordre sera 

jO(rt, Δ) ou -0(n, Δ). 

On aura donc l'égalité 

(8) ω2 = /w0(«, Δ), 
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m ayant l'une des trois valeurs 
i 1 
4 21 

15. Or une semblable égalité est impossible. On a en effet 

ω.--2ω' ou ω = ω', 

ω' étant l'ordre du groupe K, formé par celles des substitutions de K 
qui appartiennent à Γ„. Soit une de celles-ci 

I .. | (/c = 1,2,,n) 

Les coefficients ak satisferont à la relation 

(9) Σ ~ At 

qui a 0t(/a, Δ, A, ) solutions. 
i° Supposons en premier lieu qu'à chacuned'ellescorrcsponde tout 

au plus une seule substitution de K,. On aura 

0)^23Î>(/Î, Δ, A,). 

Mais, d'autre part, le déterminant À' de F,,.—· A,jc[ est Α^'Δ, qui a 
le même caractère quadratique que Α,Δ. On aura clone 

0(/ι, Δ) = Δ, A,)0(/i — ι, A,Δ). 

On déduirait donc de la relation (8) l'inégalité 

(10) 16 0L(ri, Δ, A,) > 0(/t — ι, A, Δ). 

En se reportant aux expressions (3), (4), (5) des quantités Jt- el O, 
on voit immédiatement que cette inégalité ne saurait avoir lien, le 
second membre étant beaucoup plus grand que le premier. 

20 Supposons au contraire qu'à une seule solution de la con-
gruence (9) correspondent plusieurs substitutions S, S', ... de K,. 
Il contiendra la substitution S'S-' qui appartient à Γ

Λ
_,. 

Mais Γ
Μ
_, est simple et d'ordre 

7Ο(/1 — ι, Α,Δ). 

L'ordre ω de K sera donc au moins égal à ce nombre, 
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Substituant cette valeur minima et celle de 0(ra, Δ) dans l'éga-
lité (8) on arrivera encore à l'inégalité (10) qui est impossible. 

16. Raisonnant sur Gy„ et Γ„ comme nous venons de le faire sur G
n 

et G^, on verra exactement de même que Γ„ ne peut admettre d'autre 
sous-groupe invariant que H

n
. Il le contiendra effectivement si η est 

pair et Δ résidu de ρ, de sorte que G„ aura les sous-groupes inva-
riants successifs 

G„, G',,, Γ„, H„, 1. 

Les facteurs de composition seront donc 

2, 2, ^0(/*,Δ), 2. 

Dans tout autre cas, H„ ne faisant plus partie de cette suite, les 
facteurs de composition seront 

2, 2, ^0(/i, Δ). 

II. 

17. Nous avons supposé, dans tout ce qui précède, que ρ était 
impair. S'il est égal à 2, le nombre des variables sera nécessairement 
un nombre pair o.n. 

Ce cas étant complètement discuté dans le Livre de M. Dickson, 
nous nous bornerons à quelques remarques relatives aux groupes 
résolubles contenus dans G2„. 

Nous avons démontré autrefois, par des considérations indirectes, 
que G

2
„ contient un sous-groupe invariant G'2„ d'indice 2. Mais c'est 

seulement dans un Mémoire postérieur ( Journal de Liouville, 1905) 
que nous avons pu définir ses substitutions par un caractère indépen-
dant du choix des variables indépendantes. 

Une substitution S étant donnée, à chaque racine s de la congruence 
caractéristique correspond au moins une fonction et peut-être plusieurs 
fonctions distinctes des variables primitives que S multiplie par s. 
Soit Ν (s) leur nombre. La somme Σ Ν (s) étendue aux diverses racines 

Journ. de Math. (7· série), tome II. — Fasc. IV, 1916. 36 
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de la congruence caractéristique pourra être paire ou impaire. Nous 
dirons, suivant le cas, que la substitution S est elle-même paire ou 
impaire. 

Cette définition posée, le résultat est le suivant : 
Le groupe est formé des substitutions paires contenues 

dans G
2W

. 

18. Une question essentielle dans l'étude des groupes résolubles Γ 
contenus dans G

A/I
 construits par la méthode décrite dans notre 

Traité des Substitutions est de reconnaître pour chacun de ces groupes 
s'il contient ou non des substitutions qui ne figurent pas dans G^. 

La solution de cette question, que nous avions obtenue dans cet 
Ouvrage (nos 671 à 684) par des considérations très compliquées, 
devient tout à fait simple lorsqu'on s'appuie sur la proposition précé-
dente. 

Rappelons en effet quelques-uns des caractères principaux des 
groupes résolubles en question. Ils sont de plusieurs sortes : 

19. i° Groupes décomposables. — Ils correspondent aux diverses 
décompositions de η en deux facteurs /, m. Les variables s'y répar-
tissent en l systèmes 

(Λ?ι, ..., oc<j,
m

), {yi·, · · · 1 y2m)> . ·. · 

La fonction quadratique invariante F
a

„ est une somme de l fonctions 
partielles pareilles 

F(a?i, . ..xim) -h F(y,, . vî;M)-f· 

Le groupe Γ résulte de la combinaison de substitutions S permutant 
les systèmes d'un mouvement d'ensemble (de manière à remplacer 
chaque variable par une autre de même indice) avec des substitu-
tions Τ opérées sur les seules variables a·,, ..., x

2m
 : celles-ci formant 

un groupe Γ, résoluble, indécomposable et n'altérant pas la fonction 
partielle F(x

t
, ..., x2m). 

Il est clair que la substitution S est paire; car s'il est une fonction f
x 

des variables x
{

, y
n
 ..., qu'elle multiplie par un facteur s, elle repro-

duira, multipliées par le même facteur, les fonctions /
2

, ..., f
2m

 for-
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mées respeclivement avec les variables d'indice 2, 2 m. Le 
nombre total des fonctions qu'elle multiplie par des facteurs constants 
sera donc un multiple de 2m, nombre pair. 

20. Reste à savoir si Γ, contient ou non des substitutions impaires. 
La question est ainsi ramenée au cas des groupes indécomposables. 
Ceux-ci se distinguent en deux catégories : 

20 Groupes indécomposables de première catégorie. — Les 
variables s'y partagent en deux systèmes 

(..., yii · · · 1 y«)· 

La forme invariante F
ae

 a pour expression 

*1 yi ^2/2-4-· . .-4-ar
n

y«. 

Les substitutions de Γ seront de l'une des deux formes ^ ouA2 ; 
Λ désignant la substitution qui échange les χ avec les y, et ^ le pro-
duit d'une substitution partielle 

S — OC ic f 

i 

opérée sur les χ, par la substitution adjointe 

S'= .YkE bik yi 
i 

opérée sur les y. On sait que cette substitution adjointe est la réci-
proque de la transposée 

| yk lav?; |. 

i° Les substitutions ^ sont paires. Supposons en effet la substitu-
tion S mise sous forme canonique. Les variables s'y partageront en 
diverses suites ayant chacune une forme telle que la suivante 

| OCp, Λ7μ-ι, . . . ι 0C\ 5(·2?μ4- #μ—ι ), 4'(Λ?μ_ι Η- Λ?μ_2), · · · ι sx\ |· 

A cette suite répondra dans la transposée la suivante 

Ι,Χμ^μ.—1> ·-.,yi 4-/μ-, s(y
l
 + y,) |. 
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A la fonction χ,, que S multiplie par s, correspondra ainsi une autre 
fonction multipliée par s dans la transposée et par s~' dans 
l'adjointe. Les fonctions des variables χ, y que ^ multiplie par des 
facteurs constants étant ainsi associées deux à deux seront en nombre 
pair. 

20 Passons à la substitution &. Dans la substitution partielle 

1 as
k

, yk ya·, as
k

 I 

prenons pour variable indépendante zk = xk-h yk. La substitution 
considérée n'altère pas zk et remplace xk par zk — xk^xk -+- zk (mod 2) ; 

d'où la forme canonique 

| aski *k Xk+ zh, zk
 |. 

Les seules fonctions que Λ reproduise à des facteurs constants près 
sont donc les η fonctions zk. Donc Λ sera paire ou impaire en même 
temps que n. 

Donc pour que Γ contienne une substitution impaire, il faut que 
η soit impair. Cette condition est suffisante, car Γ ne peut être indé-
composable que s'il contient une substitution de l'espèceR2 

21. 3° Groupes indécomposables de deuxième catégorie. — Ils 
correspondent aux décompositions de η en un produit de facteurs 

η — νπ'π"1'. . . — vm, 

π, π', ... étant des nombres premiers qui divisent 2v-t- i . Par l'intro-
duction d'une racine j d'une congruence irréductible de degré 2v, les 
variables indépendantes seront complexes et formeront 2ν séries con-
juguées 

(®n · · ·, as
m

), x'
m

). . ^~u) 

et les substitutions de Γ seront de la forme Φ désignant la substi-
tution qui remplace chaque variable xl

k par sa conjuguée suivante x'kx 

et ^ un produit de substitutions conjuguées opérées respectivement 
sur les variables de chacune des séries conjuguées. 

i° Les substitutions sont paires. Car si elles multiplient par un 
facteur constant s une fonction f des variables de la première série, 
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elles multiplieront les 2V fonctions conjuguées /, . .., /2v-< res-
pectivement par les facteurs î, s', ..., sav~' conjugués de s. Le nombre 
total des fonctions que ^ multiplie par des facteurs constants sera 
donc un multiple de 2v, nombre pair. 

2° Passons à la substitution Φ. Elle est le produit de m permuta-
tions circulaires 

(.r,.»',. . ./rf'-1'), ..., (a?**'*. . ), 

Pour qu'une fonction linéaire 

aa?/
c
-h a'œ). -+·... 

des variables d'indice £se reproduise multipliée par s lorsqu'on effectue 
sur les variables la permutation circulaire indiquée, il faut qu'on ait 

a = a's, a'=a"s, ... (mod 2), 
d'où 

,ç2v = 1 (mod 2). 

A chaque racine de cette équation correspond ainsi une seule fonc-
tion (déterminée à un facteur constant près). Cherchons donc le 
nombre de ces racines. 

Soit 2ν = 2*q, q étant impair. On a 

sza— t = (f2*-1?— i)2 = . .. = (si— i)2* (mod 2). 

D'ailleurs sq — 1 et sa dérivée qsq~{ n'ayant pas de racine commune, 
on aura q racines distinctes. 

Le nombre total des fonctions que Φ multiplie par des facteurs 
constants est donc mq. Or q est impair; m l'est également, étant un 
produit de facteurs qui divisent 2V 1. Donc Φ est impaire. 

Donc Γ contiendra une substitution impaire si parmi ses substi-
tutions, qui sont toutes de la forme il en est où ρ soit impair. 

22. Or nous avons montré dans notre Traité, par une analyse qu'il 
est inutile de reproduire ici, que pour former le groupe Γ on est 
amené à construire : 

i° Un groupe H résoluble et général contenu dans le groupe linéaire 
à 2ff variables (modπ) et dont les substitutions, opérées simultané-
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ment sur deux séries de variables cogrédientes 

(χι, ..., ), (X), ..., X i<s)i 

reproduisent à un facteur constant près une forme bilinéaire gauche. 
Si g est une racine primitive de π, l'exposant de la moindre puissance 
de g à laquelle le multiplicateur puisse se réduire est 1 ou 2. Cet expo-
sant d se nomme l'exposant du groupe H; 

20 Un groupe analogue H' à id variables (modπ') et d'exposant d'\ 
g' désignant une racine primitive de π'; 

Etc. 

Pour qu'il existe dans Γ une substitution où ρ ait une valeur 
donnée, il faut et il suffit qu'on puisse déterminer des entiers e, 
e', ..., tels que l'on ait à la fois 

| = gde ( mod π), 
2P ■ = ghl'c' (modr.'). 

La première congruence pourra toujours être satisfaite si d = 1 ; ou 
si d étant égal à 2, 2 est résidu quadratique de ττ. Mais elle sera 

impossible pour les valeurs impaires de ρ si d = 2 et — — 1. 
De même pour les autres congruences. 
Donc la condition pour Vexistence dans Γ d'une substitution 

impaire est que 2 soit résidu quadratique de tous ceux des entiers π 
pour lesquels l'exposant du groupe correspondant est 2. 


