JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

B. GLOBA-MIKHAILENKO
Sur quelques nouvelles figures d’équilibre d’une masse fluide en rotation

Journal de mathématiques pures et appliquées 7° série, tome 2 (1916), p. 1-78.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1916_7_2_1_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1916_7_2__1_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

JOURNAL

DE

MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

Sur qudques nouvelles ﬁgufef?s d’équilihre d’une masse fluide

en /ribtation ;

Par B. GLOBA-MIKHAILENRO.

INTRODUCTION.

Dans le présent Mémoire j’étudie les figures d’équilibre relatif
qu’affecte une masse fluide homogéne, tournant autour d'un axe fixe
avec une vitesse angulaire constante. Je considére successivement
trois cas relativement aux forces extérieures agissant sur la masse
fluide. D’ou la division de ce Mémoire en trois Parties :

Dans la premiére Partie, je suppose que le fluide est assujetti aux
seules forces newtoniennes; dans la seconde Partie, aux forces newto-
niennes plus une faible pression capillaire et enfin, dans la troisiéme
Partie, je suppose que les seules forces qui agissent sur le fluide sont
les forces capillaires.

Le cas du fluide soumis aux seules forces newtoniennes est déja
classique. Les principaux fondements ont été donnés par Mac Laurin
et Jacobi qui ont donné les figures ellipsoidales, et par Poincaré et
M. Liapounoff qui ont découvert une infinité de nouvelles figures
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2 B. GLOBA-MIKHAILENKO.

d’équilibre infiniment voisines d’un ellipsoide. Pour compléter cette
étude, je me propose de rechercher par les mémes méthodes les figures
d’équilibre infiniment voisines d’un cylindre elliptique indéfini.

J’admets que le mouvement du fluide est de telle nature que chaque
filet fluide, paralléle & I'axe de rotation, lui reste toujours paralléle;
donc il me suffit, pour déterminer la figure cylindrique, de considérer
n'importe laquelle de ses sections droites. Si je prends le plan de la
section choisie pour plan des coordonnées, je raméne le probléme au
cas de deux coordonnées dans le plan. C’est pourquoi je commence
par donner la notion des fonctions de deux variables, analogues aux
fonctions de Lamé dans I'espace. Par analogie, j’appellerai ces nou-
velles fonctions fonctions de Lamé dans le plan.

Je retrouve ainsi, en les rattachant aux travaux de Poincaré et de
M. Liapounoff, les résultats obtenus par M. J.-H. Jeans ( Philosophical
Transactions of the royal Society, A, vol. CC, 1903, p. 67-104).

Dans la seconde Partie de ce Mémoire, j'étudie les figures d’équi-
libre d'une masse liquide en rotation, assujettie non seulement aux
forces newtoniennes, mais encore aux forces capillaires qui produisent
une faible pression superficielle, proportionnelle 4 la courbure
moyenne de la surface.

Comme je I'ai démontré dans une Note, présentée a ’Académie des
Sciences de Paris (13 février 1915), les figures ellipsoidales d’équi-
libre sont impossibles dans ces conditions. Mais je chercherai a déter-
miner dans quel sens la pression capillaire tendra 4 modifier les figures
ellipsoidales que le liquide aurait affectées sans elle, et je démontrerai
que la pression capillaire tend & arrondir toutes les figures ellip-
soidales.

Dans la troisiéme et derniére Partie, je considére une masse liquide
soumise aux seules forces capillaires. Ce cas est tout 4 fait conforme a
la réalité, car un tel liquide a été déja réalisé par Plateau, qui a
démontré en outre que dans ces conditions le liquide en repos affecte
la figure sphérique ou une figure limitée par une portion d’une des
surfaces indéfinies : cylindre, onduloide, nodoide, caténoide. Je fais,
pour ainsi dire, tourner ces figures autour de leur axe et j'obtiens
chaque fois une série de nouvelles figures qui, pour une vitesse angu-
laire assez grande, donnent toujours naissance 4 un anneau.
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Je dois maintenant exprimer ici tous les sentiments de gratitude et
de reconnaissance les plus sincéres & mon cher maitre M. Paul Appell,
Doyen a la Faculté des Sciences, qui, depuis mon arrivée a Paris, n’a
jamais cessé de me témoigner sa bienveillance et son intérét, et qui,
par ses précieux conseils, m’a toujours guidé dans mes études et mes
recherches.

PREMIERE PARTIE.

I. — Fonctions de Lamé dans le plan.

1° L’équation de Laplace en coordonnées elliptiques. — Consi-
dérons I'équation de Laplace

9*°V gV

AV=W+W

=0

et proposons-nous de I'écrire en coordonnées curvilignes &,  liées aux
précédentes par les formules
z=fu(& %) y=/(E ).
En admettant que le nouveau systéme est orthogonal, nous avons
dst—=dz*+ dy* = a® di* + [32 dn?,

« et 3 étant certaines fonctions de £ et v.
Dans ces conditions

w54 262

et 'équation de Laplace devient

384G~

Ecrivons maintenant cette équation en coordonnées elliptiques.



4 B. GLOBA-MIKHAILENKO.

Prenons pour ces coordonnées les racines positives p et p de I'équation

x? ‘?/2
e e

—1=0 (0>p*>a?>u2> b

Alors p* correspond & une ellipse et ¢.* & une hyperbole. L’identité
fondamentale

22 ¥? o (p?—22) (p2—122)
(2) e T T T =) (R=)

nous donne les formules de transformation

(p?— 02) (2 — &%)

(3) xr= @ — br ; yr= prpa

On en déduit par un calcul classique

ds*= a? dp* + 3% dp?
en prenant
2

2 — p 2 2)— - (p?— 2
““(pz—m)(pﬁ—bﬂ)@ K= 120" — 1),

(4)

Br= i (pr— 2)__._1_( 1 )
[ & = @@= ) (= 0%) =) =gz — ')
ou l'on pose pour abréger

(5) pie (P—a) (2 —0Y), by (@) (12— 87
pﬂ ) “2

En portant ces valeurs dans la formule (1), et en multipliant par AB,
nous aurons I'équation de Laplace en coordonnées elliptiques

d aVv ad aV
6 Aaz[." 7»?] +P o [Baz] =o.

Faisons encore un changement de variables qui s’impose : posons

dp pdp

du—=22 =

(7) T \/(P’—a’)(pz—b’)’

’ dv:i&: - dp )
B y(@—p)(p*—o7)
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ce qui donne

[P pdp _ \/P’—‘a,'*‘\/P’—‘b!
s" = e = | )
* 2 2 2
) — p dp 1 opt—a?— b )
' ¢ w[ \/(ag___y.z)(“-‘__ b2)-‘ ;al‘ccos [__aT.::-b—z——]

Et I'équation de Laplace devient

2V @V
(9) ot A >

(8)

2° Polynomes harmoniques en x, y en coordonnées elliptiques.
— Tout polynome harmonique en z, y peut étre présenté comme
somme des polynomes suivants :

Q% y2); xQ(a% y?); yQ(a? y?); xyQ(a?, y?),

Q(a* y*?) étant un polynome en z*, y*, symétrique par rapport a x*
et y%.

En coordonnées elliptiques, ces quatre polynomes ont des analogues
L Q(a?, y*) =S (p*) S (1),
(10) S i j z Q(2% y*) = Vp'—alVal — 2 f(p*) S (1),

' Y Q(a?, y*) =yp*— b2 Jur— 82 f(p?) f(12), .
| 1L 2y Q(a?, p2) =Vpi—a?\p? — 0% \Jar— 22— 87 f(p?) f(p2),

f(p?) étant un polynome en p? et f(1*) le méme polynome ot 'on
change p? en p.2.

En effet, soient «,, @,, ..., @ les racines du polynome f(g?); alors,
d’aprés 'identité (2), nous aurons

f(Pﬂ)f(P-ﬂ)zconst.l—[(P'-'_ ac,.)(pw_.oti)::const.l‘_[(m'fa2 + ocl-{,—’bﬁ —1) .

De méme, on vérifiera les autres formules. Les formules I et III
donnent des polynomes de degré pair, et les formules Il des polynomes
de degré impair. Ainsi, pour chaque degré, nous aurons deux poly-
nomes types.
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3e Equatiom analogues a celles de Lamé. — Cherchonsla solution
des équations (6) et (9) sous la forme de produit d’une fonctlon Rdep
par une fonction M de &,

V=RM.

La substitution denne pour I'équation (6)

Ad/,dR B d/,dM
@ K50 %) %) =
et pour I'équation (9)
1 d*R 1 d*M
() R 3 ar =

Et les équations pour déterminer R et M (analogues a celles de

Lamé) sont
d [, dR\ _ .
rG (A )=

dm
BdH(B 3?) =—HM

et avec les variables u et ¢

(13)

PR _ g,
(14) w

M _

N ——mm,

H? étant une constante arbitraire, qu'il faut spécifier, si nous voulons
donner & R et M une forme spéciale.

4° Solutions de Uéquation de Laplace en forme des polynomes
types, donnés par la formule (10). — L'intégrale générale de la
premiére des équations (14) est

(15) R = C el C e,

Mais, d’aprés la formule (8), nous avons

Voi— b +/p*—a?
Vai— b

=e",



FIGURES D'EQUILIBRE D'UNE MASSE FLUIDE EN ROTATION. 9

d’ou 'on tire

\/pa_ b? __\/Ez_az e
T Va—p

et 'intégrale (15) devient

R=GCy [V =5 + Vo=@ ]"+ G,[Vp =5 — Vo —<a']",

C, et C, étant des nouvelles constantes.
On voit maintenant que, pour que R soit un polynome de degré nen p

(en considérant yp* — a? et y/p? — b? comme de degré 1 en p), il faut
et il suffit que

H=n.
I1 est aisé de vérifier que, pour avoir R de la forme
R=f(p") ou R=Vpi—&f(p"),
il faut poser G, = C, et pour avoir R de la forme
R=Vp"—aif(p") ou R=Vp'—aVp"—b/ (),

il faut poser C, = — C,. Pour avoir le coefficient 1 devant g*, il faut
toujours prendre C, =|C,|=2".
Ainsi la formule générale s’écrit :

(16)  R=a[(/p'— & +VpT—af)" = (Vp*— 6 — VpT—a?)"].

A I’aide de la variable u, cette formule s’écrit :

(17) R= (‘/“2: bz)"(e"“ie—"").

Passons aux fonctions M. L'intégrale générale de la seconde équa-
tion (14) est
M =Cjcos(H¢) + C} sin(Hv).
Or pour H pair

cos (Ho) = f(cosiv), sin(H¢) = sin¢ cosv f (cos?¢)

et pour H impair

cos(He) = cosv f(cos?¢) et sin(Ho) = sino f (costv),
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S (cos?¢) étant un polynome en cos*v. Quant a la variable ¢ la for-
mule (8) nous donne

2 2 — 2
ons = (B (Y’

Var— b Var—b?

d’ot1 I'on tire
M; sinp= VY& —p

18 cosy = .
(18) \/a?— b Var—b*

Par conséquent, pour avoir M en forme de polynome en p de degré n,
il faut poser H = n. Pour avoir

M=f(u?) ou M=ypi—0if(p),

il faut poser C, = o, et pour avoir

M=Va—pif(p) ou M=VE—bVa—pif(u),

il faut poser C, = o.

Ainsi, pour chaque degré », nous avons deux fonctions R et deux
fonctions M correspondantes. Par conséquent, nous aurons deux
produits RM. Ces produits sont des fonctions harmoniques symé-
triques par rapport a p et i1 et représentent les polynomes types [ for-
mules (10)] en z, y.

5° Développement en série :

Tutorime. — Toute fonction qui, sur un cercle, peut éire déve-
loppée en une série trigonométrigue, peul étre développce sur une
ellipse en une série de fonctions M.

La fonction M est analogue aux fonctions Lrigonomélrigues sin
et cos. En effet, faisonsla transformation changeant Iellipse en cercle :
x =p*— az,; y = p*— b*y,. Alors, désignant par 0 l'angle
polaire, nous aurons

a®— p? .
2y = cosf == H =siny,
T b
Tt
ﬁL—: cosv,

yl,: Sme:\/a’— =
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. T .
ce qui montre que v = = — 0 est 'angle compris entre I'axe Oy et

le rayon vecteur, compté dans le sens négalif.
Par conséquent

M,=C, cosny + C, sinny = G/ cosnd + C’sinnd

est une fonction trigonométrique d'ordre 2 sur le cercle, ¢tant en
méme temps une fonction de lLamé du méme ordre sur I'ellipse. Or,
sur D'ellipse, p étant donné, un point se¢ détermine par la valeur de w;
par conséquent, toute fonction, donnée sur I'ellipse, est fonction de w.
seul. Mais u, élant unc fonction de ¢ et par conséquent de §, toute
fonction de u., sur une cllipse, peut étre représentée comme une fonction
de 0 sur un cercle. It si elle est développable en une série trigono-
métrique sur un cercle, nous n'avons qu’a faire la transformation
inverse ( transformant le cercle en cllipse) pour voir que cette fonction
sera développable sur cette ellipse en une série des fonctions M.
c. Q. F. D.

Ainsi toute fonction de 1 scul, vérifiant de trés larges conditions
de developpablhlu en une séric trigonomeélricue, peul étre devcloppee
en la série suivanle :

(19) Sy = Mo+ M+ 3 Mo+ 0, ML

Les coeflicients de ce développement se calculenl comme les coef-
ficients de la séric de Fourier, ce qui s’ensuit du théoréme suivant :

Tuéorime. — Si M et M' sont dewr fonctions de Lamé distincles,
U'intégrale suivante est nulle

jIOMM’a’.\-:o,
£

ow l’on pose

]

l: —
Ver—p
et ot Uintégration est faile le long de Uellipse.

Appliquons la formule de Green aux fonctions U=RMet U'= R'M’

. U’ oU
' ' . ' )
f.[, (UAU'—U'AU) do = J. < T +U S > ds.

Journ. de Math. (9* série), tome Il. — Fasc. I, 1916,

(&)
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Mais comme dn = adp, on a

de méme

et la formule de Green donne

! ! ’A I —

Par conséquent, si M et M’ sont distincts, R et R’ le sont aussi, et

nous aurons
floMM'ds:—_-o. C. Q. F.D.
E

Ainsi, pour avoir le coefficient A, du développement (19), il suffit de
multiplier tous ses termes par [, M, ds et intégrer le long de Pellipse:
ce qui nous donnera la formule

, LM, f(p)ds
(20) f
| f 1, M2 ds
Calculant

d|
ds=pfdp= To%’

nous verrons que les deux intégrales de la derniére formule sont indé-
pendantes de p, ce qui montre que le développement en série (19) est

indépendant de I'ellipse E.
8i £ () est un polynome de degré n, tousles coefficients A (k > n)
sont nuls et nous pouvons énoncer le théoréme suivant :

Tuiorime, — Si ®(p) est un polynome, et si le degré de M est
supérieur au degré de ®(.), Uintégrale

(ar1) £l°®(p)Mds=o.
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6° Racines de la fonction R :

Trtorime. — Toutes les racines des fonctions R sont réelles,
distinctes et comprises entre a et b.

Il est facile de voir que si la fonction R a des racines imaginaires,
multiples ou en dehors de (a, b), elle peut étre décomposée en un
produit de deux facteurs dont I'un conserve son signe dans I'inter-
valle (a, b). Montrons que c’est impossible. Soit

R=¢(p) ¥(p)
dont (p) > o entre a et b. Alors, posant dans la formule (21)

M=o¢(p)d(pr) e O(p)=o(p),
nous aurons

fE blo ()] $(p) ds =o,

ce qui est manifestement impossible. Le théoréme est ainsi démontré.

7° Notations et formules. — Pour n = o, nous avons une fonction R
et une fonction M.
Nous les désignerons par

Ry=1 et M,=1.

Pour n =1, il y a deux fonctions R et deux fonctions M.
Désignons-les comme il suit :

1

h
Ry = /p*— 8%, M,:\/(J.’—b’:%cosv.

Ry = yp?— a?, M= \/a’—y.’z siny,

Alnsi,
z=hR M;; y=hR,M ,,
ou l'on pose
. 1

h= ———-
a’_bi
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Pour » == 2, nous aurons encore deux fonctions R et deux fonc-
tions M :
Ry=Vp?— a? \/p?— 07, M;= Va?— pt \/P"—[)'—-—;—;%ln2('
M, = p2 — «, /,009')(

]}52 IO", — 0Oy,

ol «, est une constante, pour laquelle le produit (p* —- a,)(p* — «,)
devient une fonction harmonique. C’est done une racine de I'équation

1 1 a?+- b2
- 0. Oy = —————
a'-’—a+ 0 — o, ! 2
et nous aurons
. a4+ 02 @+ 02 1
R, =p?— — 'L\l,gz:y.i———-Q—::?/,COSG(‘

Et ainsi de suite. On a dans chaque degré n deux fonctions R que
nous désignerons par R,,—, et R,,, suivant que la fonction R con-
tient \/p? — a* en facteur ou non. De méme, pour la fonction M. Ainsi
pour £ pair,

Rau = Vpr— @V =0 f(p*),  Rau=J(0")

el pour n impair
Roi=Vor— @ f(p?),  Ru=Ver— 02 /(p").

Pour les fonctions M, nous aurons la formule unique
My, =o~tt=-Uj~"sinne, M,, = a~(t-1 )= cosne.

On en déduit immédiatement
R,= R, Ry, My= M, M,,

zy = PRy M;.

L’aire de Pellipse

(22) A=rnyor—atypr— =R ==

Cherchons les cosinus directeurs de la normale. La normale étant tan-
nous avons dn = a dg. Par conséquent,

Ry -_-ﬁif— \= b M, — D7
1

gente a la courbe u. = const.,

1.
cos(n,x):%:é%-—hM,
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et finalement
(23) cos(n, x)==hiM,R,;

de méme
cos(n, y)=hiM,R,.

7° Fonclions de Lamé de seconde espéce. — Les fonctions R sont
des intégrales particulic¢res de U'équation (14)
d*R
—— = H2R.
du?
Désignons par S unc autre solution de cette équation distincte de R.
Alors S vérifiera la méme ¢qualion
azS
- = H2S.
du?
Multipliant la premiére de ces équations par — S, la seconde par R
cl ajoutant, nous aurons

d*R azS
—S-;l—l-t—:, -+ P\E—ﬁ =0,

Effectuant la premiére intégration et faisant la constante d’inté-
gration égale & — 2, nous aurons

(24) RS —s I8

—_— —=—2an,
du du

D’otlt I'on tire S par une quadrature
(23) S::Rf —Tz,ndu.

Nous appellerons cette fonction S, fonction de Lamé de seconde
espéce dans le plan.

La fonction S vérifiant 'équation (14), le produit SM vérifie I'équa-
tion de Laplace. A chaque fonction R correspond une fonction S.
Portant dans (25) la valear de R [voir (17)], nous aurons

S= (M _"(e’”‘I e—nu)f"_._‘_“_“_‘_"L
« (€

2 nu -~ e—nu)!’
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n étant le degré de la fonction R. Effectuant I'intégration, on trouve

Ainsi,  chacune desdeux fonctionsR,,—, et R,, dedegré ncorrespond
une seule fonction S,. On voit facilement que S est toujours positive,
décroissante lorsque p croit, et prenant pour p*=a?(u =0) la

o__ 2
valeur S) = <-—-———m)

n
et pour p = o devenant nulle comme p=".

82 Probléme de Dirichlet pour Uellipse. — Etant donnée lavaleur
d’une fonction harmonique sur l’ellipse, déterminer cette fonction
soit a Uextérieur, soit a l'intérieur de cette ellipse.

Appelons V, la valeur de la fonction sur Yellipse E,;. Alors V, peut
étre développée, comme nous le savons, en une série de fonctions M,

V, =Z ApM;;
0
ce que nous pouvons écrire
V‘,:Za,,R};Sf,M,‘,
[]

en posant A; = o, R; Sj.
La solution du probléme sera alors :
Pour l'intérieur

V,-_: Ea,,S,‘: Rk M/,.
0
et pour 'extérieur

V,=2akRZSkMk+ ,
1]

¢ étant une fonction harmonique s’annulant sur l’ellipse E, et prenant
a linfini la valeur donnée d’avance. Pour vérifier la solution il suffit
de remarquer que les fonctions V; et V, prennent la valeur V, sur
I'ellipse E, car (R;),-,, = Rj et (84),=,,= S et que si V, est conver-
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gente sur E, (pour p = p,), V; est convergente pour p < p, et V. est
convergente pour p>>p,, car Ry<<R} pour p<p, et 5;< S} pour
P> Po- ‘

Si V représente le potentiel logarithmique, la fonction ¢ est facile
a déterminer, sachant que V a l'infini doit prendre la valeur

Alogé <+ const.,

A étant la masse des surfaces attirantes et R la distance. Dans ce cas
la fonction ¢ est _
L Y | 2 __ b!
T - A — fmend AI o \_/&—ai\/.io— .
¢ (u llo) 03 [m - \/P—a — bt
Pour le vérifier il suffit de remarquer que u = u, sur l'ellipse et qu’a
I'infini ¢ devient ¢ = — A logR —+ const,

9° Potentiel logarithmique d’une bande elliptique. — Nous
appellerons bande elliptique ou bande ajoutée a Uellipse E,, 1a partie
du plan comprise entre le périmétre de I'ellipse et une courbe quel-
conque, infiniment voisine a l'ellipse. Nous appellerons largeur de
la bande la distance entre 'ellipse et la courbe suivant la normale &
Iellipse. Cela posé, proposons-nous de résoudre le probléme suivant :

Etant donnée une fonction harmonique

Vo= axSLRIM,,
[}

v,:Z axSYR, My,
[

Vc'—_—'z aleogSh Mg+ 9,
0

troucer la bande elliptique infiniment mince, homogéne et de den-
sité 1 qui ait la fonction N comme potentiel logarithmique. Dési-
gnant par A Uaire de la bande, on doit poser

¢ =— A(u—u,).

(Nous supposons que le coefficient de I’attraction universelle £ =1.)
Soit { la largeur de la bande; nous pouvons, en négligeant I’effet de
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celle largeur, considérer la bande comme une masse linéaire de den-
sité {, répandue sur le périmétre de P'cllipse. D’autre part V élant le
potentiel logarithmique, elle vérifie I'¢quation

av, dvyy
Fo) (@) ===

av,\ eany AU du v Qo
(dn)o__-cx/,",_. ke l\]/,a—'z~—l\m = 0!/;[', I{A.S/‘. M/,}-— A [“q

Mais

de méme

dv;' , o Qo
(Ti)o = N (— ) R SIM,,

el I'équation précédemc s'derit

(;%_:)0 + <%>;= S Mu(RUSE — SR Ly — Al e 7L
et finalement

. ¢
SonoyMpH- N = :21:-/;-
0

Or{ étant une fonction de u. ainsi que /,, la fonction 15- peul étre déve-
0
loppéc en série des fonctions M et nous aurons

LW S
I = ¥ BeMi= Bo+ ¥ Br M.
[

La formule précédente deviendra

o n
\ O

A +Z aprnM=2m5,+ mz 3 My
1 1

En ¢égalant les coefficients, nous aurons la solution de nolre pro-
bléme :
‘ A n

—_— [ A—
9y = —» S = — e
! 27 Ph=

Si la masse totale de la couche est nulle, ona A ==oet 3 =o.



FIGURES D'EQUILIBRE D'UNE MASSE FLUIDE EN ROTATION. 17

Pour résoudre le probléeme inverse : Etant donnée une bande
elliptique homogéne, de densité 1 et de largeur ¢ infiniment petite,
) . ) .t

trouver son potentiel logarithmique, il suffit de former la fonction &

b
ct de la développer en série de fonctions M,

{ A N o
7; = ;‘TL' +z @/‘M/l-.
i

Cherchant le potentiel de cette bande sous la forme

Ve== X, RISLM/,
nous aurons :
T
Clp=n —~
e n @ka

el le potentiel cherché sera
Vozz%f)k“?‘s%Mk.
0
(97) / Vizzgﬁlwszhlc Mln
0

V,,..—:Z % BrRYS M — A (1 — up).
0

i

Si le développement de -f— contient un nombre fini de termes, le
) 0
potentiel V en contiendra le méme nombre.

Pour obtenir le potentiel newtonien d’une couche homogéne,
répandue sur un cylindre elliptique indéfini, paralléle a I'axe OZ et
ayant pour directrice I'ellipse E,, sachant que I’épaisseur dela couche,
constante le long de chaque génératrice, est donnée par la formule

< A
c:z,Ep,‘wl,,+to2—1-z,
1

il suffit de multiplier par 2 les formules donnant le potentiel logarith-
mique d’une bande elliptique de largeur ¢, ajoutée a I'ellipse E,. Ce
Journ. de Math. (¢ série), tome II. — Fasc. I, 1916, 3
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qui nous donnera

Y 2T
o=, = BiSIRIM,,
0

(28) Vi=Y 22 BiSyRM,,
0

Vezz%ﬁk[{};SkMk— 2 A (i — u,).
1]

Exemple. — Appliquons ces formules au cas le plus simple :

n=o, k=o, M,=1, Ri=1, S,=1.

Soit )
A
{=2{My=c¢cl,— -2-;[0.
Alors
f_A
L, 2m
et le potentiel logarithmique
Vo= a,=const., V= a,, Ve=ceg— A(u — u,).

Le potentiel est donc constant & I'intérieur de cette bande qui est
une couronne elliptique située entre dcux ellipses homothétiques,
infiniment voisines. Vérifions cela.

Soit

e y?
f:p"—az—*-pz——-b’:c

une famille d’ellipses homothétiques. La formule connue nous donne

dC___ df 2 df 2— .1'2 y2
dn "\/<7’—w'> - (@) _2\/(92—@’)" M=y 3t
_ 20

2

TP T Wir—a) (= b))

et

{=dn= %dc LV —a?)(p*— b7).

D’autre part, I'aire de I'ellipse ¢tant

nCV(p*— a?) (p*— b%),
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’aire de la couronne est

A =ndC\/(p*— a?) (p*— b?),
el nous aurons
£ dn
A

1 - A
=T ;dC\/(p"’—a’) (p*— 6%) ==

10° Potentiel logarithmique de Uellipse homogéne et du cylindre
elliptique indé fini et homogéne. — Soient E; I'ellipse en question
et V(x. y) sonpotentiel Ingarithmique au point P(x, y). Ajoutons a
cetteellipse une bande homogénede telle fagon que I'ellipse se déplace
parallélement a axe OX, a la distance infiniment petite OO’ =ce.
Lie nouveau potentiel au point P sera V(x—z¢, y) et, par conséquent,
le potentiel logarithmique de la bande au méme point P sera

V=V(x—e¢ y)—V(z, y):—sz—‘\;s

car nous prenons ¢ infiniment petit.
La largeur de la bande en un point quelconque de l’ellipse sera

{=dn =c¢cos(dn, z)
ou, d’aprés la formule (23),
t=rehl,RIM,
et son potentiel logarithmique sera

V,=enhRIR? SOM,,
Vi =enhR) IR, M;,
V. =enhRIRS S, M,,

car l'aire totale de la bande est évidemment nulle et ¢ = o.
Comparant les deux expressions de V' nous trouvons

v, St

Vie=—c¢ 52 = enhR} S]R, My =en R} R} l—{i}'x’
, ov 5

Vi=—e 5 = enARIRYS, My = enRR! Lo,

et, finalement,
Wi, S Ve S

oz ﬁ—‘:x, -bTZ___— -ﬁ;x.
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De méme, faisant la ‘translation parallélement a I'axe OY, nous
obtenons
oV, S Ve . 8,
TR TR
Ce qui nous donne, en tenant compte de la résolution du probléeme de
Dirichlet (n° 8),

9 N 7
Vi=— —A[;ox + soy J -+ const.,
\,:——A[g’ L. lS, y’] — A(u — u,) -+ const. A
2

Pour obtenir le potentiel newtonien d’un cylindre elliptique indé-
fini, homogéne, paralléle & 'axe OZ, il suffit de multiplier par 2 les
formules donnant le potentiel logarithmique de sa section droite.
Ainsi nous aurons

se .83
V,'=——A ['R—:’ 1'2‘*‘ R—:' y’] -+ COHS[.,

S,

(29) S
Ve=— A[ Yt + R, y]——zA(u—uo)-i—const.,

R,
A étant l'aire de la section droite.
1l. — Figures d’équilibre infiniment voisines
d’un cylindre elliptique indéfini.

1° Conditions d’équilibre d’un cylindre elliptique en rotation. —
Supposons qu’une masse fluide homogéne, ayant la forme d'un cylindre
elliptique indéfini dont la surface a pour équation

tourne avec la vitesse angulaire constante w autour de OZ. Désignant
par V son potentiel, la fonction des forces sera

&)2
U=V+ -i-(x2+)'2).
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Remplagant V par sa valeur, nous trouvons les surfaces de niveau

: \
U= <%. —-A%)x*-i— (%-’- — A%)}ﬂ: const,
1 2

Si le cylindre est une figure d’équilibre, sa surface est une surface
de niveau, ce (ui nous donne la condition
(0?R2—2A8 R,) = (w?R}—2AS,R,);
d’otl nous tirons

&)_2—_2([)‘252_“]81)_: 4(\/92_02_\/p2_a2) .
A RT R (a2— ) (Voi~ 0+ Vo — a?)

(30)

Cette condition nous détermine, w étant donnée, le rapport des axes
de Pellipse}de la section droite. Substituant la valear de A ==R,R,,
nous aurons

©_ _4RR,
n ~ (R, + Rz)z’
o .\ . R,
cette équation du deuxiéme degré en R donne pour ce rapport deux

valeurs inverses l'une de I'autre & condilion que

2
L <
2T~

ou wsm.

[N

2° Valeur de lu pesanteur sur un cylindre elliptique en rotation
el en équilibre relatif.
Etant
U=V + 2 (2 +9)

la fonction des forces, la pesanteur g est la dérivée suivant la normale
extérieure de la fonction U, prise avec le signe —,

oU

T on’

Or, le cylindre étant une figure d’équilibre, on a

xz yz
y— <+ p'*—b") -+ consl.,

0= sto =4
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k étant une certaine constante. Donc

et, définitivement,

=2k,
§= lAp

Mais sur le cylindre p et par conséquent A sont constants, et cela

nous permet de formuler le théoréme suivant :

Tutorime. — Sur la surface d’un cylindre elliptique homogéne
et indéfini, tournant autourde l’axe OZ avec une vitesse angulaire
constanle et se trouvant en équilibre relatif,

2l = const.

Calculons la constante. Il suffit de la calculer pour n’importe quel
point, par exemple pour le point x = R,, » = 0. Nous aurons alors

1 1 ]
TVe—p Ve—b R

et, tenant compte de la formule (30), nous aurons

l

1 S ZﬁR l{
gl_____E;(ZA_R_:,_mz)x:: a’-—-’b:(s‘RQ—RlSZ)'
Mais,
R;R;=R;,,
u__ d "__2d
(8:R.—R;8,) =R,R, . lif - = . R: -
_at— b “—hdu _ a*—b?
| =S [ R =,
et, finalement,
(31) gl =nR,S,.

3° Recherche des cylindres de bifurcation. — Prosrine. — Etant
donné un cylindre elliptique fluide en rotation uniforme et en équi-

libre relatif, trouver s'il existe des figures d’équilibre infiniment
voisines.
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Déformons le cylindre en ajoutant a sa surface une couche d’épais-
seur {, constante le long de chaque génératrice, et dontla masse totale
est nulle. Considérons 'ellipse E, de la section droite. Soit

{ =dn=P,P.

Pour que la nouvelle figure soit d'équilibre, il faut et il suffit que la
nouvelle surface soit une surface de niveau. Soit U, la fonction des
forces, relative au cylindre primitif, &4 sa surface (au point P,); alors
sur la nouvelle surface (au point P) cette fonction aura la valeur

oU
U=U,+ (-{E)oz_Uo—gc.
D’autre part, désignant par V' le potentiel de la couche sur elle-méme,
la fonction totale des forces au point P sera
U+ V=Upt+ V' — gt

Pour que la nouvelle figure soit d'équilibre, il faut que cette fonc-
tion soit constante, mais comme U, est constante, la condition cher-
chée sera

(32) V'— g{ =const.

Pour avoir le potentiel V' il faut développer en série de fonc-

tions M la fonction IE Soit
0
C _ ©
T -]2 BiMy,

car le volume total de la couche étant nul, §, = o.
Le potentiel de cette couche est donc

, 27T
v, _—.}_“ — BiRySEM,
1
et notre condition (32) devient

2T ; '
2 ‘3/‘. [—;; “].SL—-gl k\lkz consl,

1
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et, finalement,

N\ R.S: R;S; .

21 Bramw [T - M/, = const.
1

Cette condition doit avoir lieu sur toute I'ellipse E,, c’est-a-dire pour

n’importe quel .. C'est donc une identité, et comme le développement

en série est unique, nous aurons, en égalant les coefficients, une série
de conditions

(33) ﬁk[&c—sﬁ—-&g’-]:o (k=1,2,3,..., ®).

n 2

La constante elle-méme est nulle, car , = o.
Pour k = 1 la quantité entre crochets devient

RiS; RS,
—_— =

1 2

et, comme elle est différente de zéro, nous devons avoir

' ﬁ, =0.
Pour & = 2 nous aurons le méme résultat, ce qui nous donnera
B.=o.

Pour k = 3 la quantité entre crochets est identiquement nulle, et

nous aurons
b; est arbitraire.

Pour & > 3 la quantité entre crochets en général n’est pas nulle,
par conséquent nous aurons, en général,

B[.‘IO st k > 3.

La (uestion revient donc & chercher les cylindres ou, ce qui revient
au méme, les ellipses E, pour lesquels

R;S: R4S
(34) _% — ’—23- =o.

Mais a un cylindre quelconque en équilibre relatif nous ne pouvons
ajouter qu'une couche unique, d’épaisseur { = 3,/,M;, pour que la
nouvelle figure reste d’équilibre.
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Montrons que ce procédé ne nous donnera pas de figure nouvelle,
car cette couche ne fait que faire tournerle cylindre autour del'axe OZ
d'un certain angle d6. Soit V(zy) le potentiel de notre cylindre en
un point quelconque P(zy). Tournons notre cylindre de 'angle df.
Le nouveau potentiel au méme point P sera

Vi=V(z—ydl, y + zdb),

il en résulte que le potentiel de la couche qu’il fallait ajouter pour
effectuer ce déplacement est

v oV
L — pusmad — Y —— —
V=V, V_d9( _)dx-i—zo)'),

et, finalement, remplacant les dérivées par leurs valeurs,

R sl S2
V= 2d9A(§: — -R—ﬁ)wy.
Mais
xy = h2R3 M3

et toutes les autres quantités sont constantes sur le cylindre, donc
nous aurons
Vi=a,M,

et I'épaisseur de la couche correspondante
=Pl M,. C. Q. F. D,

Par conséquent, il nous reste a chercher les cylindres pour lesquels
la condition (34) est vérifiée. Nous trouverons ainsi une série discon-
tinue de cylindres qui donneront naissance a de nouvelles figures
d’équilibre. ,

Nous les nommerons les cylindres de bifurcation. Comme les
cylindres se déterminent complétement par leur section droite E,,
nous ne considérerons dorénavant que ces ellipses de section droite,
et nous chercherons ainsi les ellipses de bifurcation qui déterminent
les cylindres en question. )

La question se raméne donc a la résolution de ’équation (34) qui
nous donnera le rapport des axes de ’ellipse cherchée; nous trouve-
rons 'ellipse elle-méme en écrivant la condition que son aire doit
avoir la valeur donnée.

Journ. de Math. (7* série), tome II. — Fasc. I, 1916. [l
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4° Discussion de léquation

Rksk — R,,S;, —_—

n 2
Considérons I'équation plus générale

R,fS,,. R,’Si

(35) n —_ —p—'=0o
Si nous posons
‘/ 2__ 2
7%2———__‘;_2::£ (02¢Z1 pour a*lp?<< ),

I'équation (35) devient algébrique, rationnelle en ¢. Posant ensuite

Ve b—ypi—a =t

\/p’—[)2+\/p2—a"_'+‘_x (oZax it poura?zpi<<ow),
nous aurons
R,'S,' _ 1= xr
p P

ot il faut prendre le signe + ou le signe — suivant que i est pair ou
impair. L’équation (35) s’écrit alors
1228 1t

(36) F= A ==o0.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme suivant :

Tutorine. — Pour que ’équation (35) ait une racine et une seule
pour a* < p* L », il faut et il suffit : 1° que p=£ n et 2° que le plus
petit indice (1) soit impair et le plus grand indice (k) soit pair.

Si p=n, Iéquation (36) devient 2"z x"=o0, donc elle a la
racine z = o ou elle est identiquement nulle. La deuxiéme condition
est suffisante, car I'équation (35) s’écrit alors

n n
nF —=— (—x"+x"> +——1=o0.
) P r
Or, pour x = o,
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et pour x =1,
nF=—2<o;

et comme la dérivée conserve son signe (—), 1'équation (36) et par
conséquent I’équation (35) a une racine et une seule pour oSz <1 ou
pour a* < p* <.

Cette méme condition est nécessaire. En effet, si cette condition
n’est pas satisfaite, il peut se présenter deux cas: 1° i est pair et k
impair, alors nous avons

nF:(%xP+x”\)+(%——l>=o

et la fonction F est positive pour toute valeur de x entre o et 1;
2° { et k sont simultanément pairs ou impairs. Dans ce cas, I'équa-

tion (35) s’écrit
nF= (%xl’—x"> =+ (% — r) — o.

La fonction F est positive ou négative dans tout l'intervalle (o ... 1)
suivant que nous prenons le signe (+) ou le signe (—) et ne s’annule
que pour x =1 sinous prenons le signe (—). Donc, elle n’a pas de
racine pour o < « <1 et le théoréme est démontré.

Dans notre équation (34),

RSy _ RuSi _

5 " (k>3),

i = 3 estimpair, donc I’équation a une racine et uneseule, a condition

que k soit pair. Par conséquent, les fonctions R et M & considérersont
de la forme

Ri=/(p?) ou  Re=Vp*—0B2f(p?), M=cos(nv),
et 'équation en x est toujours de la forme

1—2 142"
(37) T TR =0 (n>2).

Cette équation admet des réductions. Soit # impair, alors I'équa-
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tion divisée par 1 + x devient

n—2 n—2
2

(38) -

X+ a:— 4.4+ T =o.

Si n est pair, en posant x* = y, m = 2n, nous aurons
(39) yr+my —(m—i1)=o.

Donnant a n les valeurs n =3, 4, 5, ... et résolvant les équations
obtenues, nous aurons une série d'ellipses de bifurcation. La vitesse
correspondante w sera donnée par la formule (30) qui s’¢erit

w: _  hxr Lz

AT -0 R—=R

Substituant la valeur de A et introduisant les valeurs de ¢ et de «,
nous aurons les formules

o 4t ot ! | — et
T (14 ¢)? -

[0} —_—
(40) p
on voit ainsi que w* croit avec £ (si £<C1) et décroit avec .

Les racines de I’équation (37) vont en croissant avec 7, car, consi-
dérant z comme fonction de n, nous aurons

dx 1—at— 22" lgx

drn ~ anz(1+x"?)

> o.

Nous pouvons tirer les conclusions suivantes :

1° L’aplatissement du cylindre et la vitesse angulaire varient en sens
inverse, c’est-a-dire, plus la vitesse est grande, plus 'aplatissement est
petit;

2° Sila vitesse w, partant de son maximum, va en diminuant, la
masse fluide passe successivement par toutes les figures de bifurca-
tion dans ’ordre des n croissants.

Remarque. — La vitesse w maximum correspond 3 (=1, x = o0,
c’est-a-dire au cylindre circulaire. Par conséquent le cylindre circu-
laire ne peut jamais devenir elliptique, car pour qu'’il le devienne, il

faut que w atteigne la valeur y/x et, sans la dépasser, commence & dimi-
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nuer. La figure d’un cylindre elliptique ne peut donc dériver que d’un
fluide qui était, au moment de repos, dans un plan indéfini. S'il
commence a tourner autour de la normale du plan, nous aurons les
ellipsoides de Mac Laurin; si, au contraire, il commence & tourner
autour d’un axe situé dans le plan méme, nous aurons, si la vitesse
augmente, tous les cylindres elliptiques depuis les plus aplatis,
jusqu’au cylindre circulaire.

5° Figures d’équilibre en forme de cylindre non elliptique. ~—
Nous considérerons toujours la section droite E, de notre cylindre.
Nous avons vu que, quelle que soit la figure de bifurcation, la couche
susceptible de donner une nouvelle figure d’équilibre est donnée parla

formule
§ = Banl, cos(ne).

On voit aisément que I’épaisseur { ne peut jamais s’annuler aux extreé-
mités du grand axe B(y =R,) et B'(y’ = — R,) et que si n est pair,
le signe de { est le méme en B et B, positif ou négatif suivant le signe
de B,,. Nous aurons ainsi deux figures différentes, symétriques par
rapport 4 OX. Si~nestimpair, { a des signesopposésaux points BetB'.
Nous aurons une seule figure dissymétrique par rapport & I'axe OX.
Le changement de signe de 3,, ne fait que faire tourner notre figure
autour de son centre de 'angle «.

La premiére ellipse de bifurcation s’obtient en posant r =3.
L’équation (38) devient

Les racines sont

I— 1 .
X = ——— == -y d’ou t =
2

o~
e
*
|
Q
w»
—

-~
=
)
o
!
S
»|
w
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La couche qu’on peut appliquer sur cette ellipse a une épaisseur :
= BeslM;= Byl cos(3¢) = — Byl sin(30).

On voit que { s’annule en six points,

_ 12 4 5
6 =o, 3MH3M T 3T 3w

ou
11 _ 5 9 3 1

P ==, =My s, 5T, =, =+ o
672676 26

Remarquant qu’au point B(z =0, y =R,)v=0 et cos3v=1
nous voyons que si 8, est positif, { est positive au point B et dans tout
I'intervalle

__l 0 1
'6'71'< <-6-Tt.

Dans les autres intervalles, { est alternativement positive et négative,
et nous aurons une figure analogue a la figure 1.

Fig. 1.

Ce cas correspond a la figure piriforme de Poincaré.

1
11 est utile de remarquer que /, varie sur l'ellipse de (p*— 4*) * aux
1

points A, jusqu’a (p* — a*) * aux points B. Ces valeurs ont entre -
elles le rapport de 1 & 3. Par conséquent nous aurons le maximum
de { aux points B et B'.

Les dimensions de cette premiére ellipse de bifurcation sont :

0w 3
A=3m, OA =1, OB =3, 0C =1,5, —_— ==
am~ 8
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ou encore
w?

1 1 = 3
A:TE, OA-——\/E, OB—\/g, 00-——;\/3, -2—1E—§'

Pour obtenir la deuxiéme ellipse de bifurcation, il faut, dans
I’équation (39), poser » = 4, m = 2. Nous aurons

2 —1=o0.
N Yyi+e2y—1=o0
D’ou l’on tire

y:—li‘.‘\/;,
et, par suite,
x:\/ﬁ—n:o,ﬁ[.,
R, -9
E;__t_o,zz_[“,
2
:)—11::0’295'

L’épaisseur de la couche est donnée par la formule

¢ =Pslcos(4v),
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donc { s’annule en huit points

o 3 5 i 9, 13 15
V—'g-‘ﬂ', §ﬂ.’, §TL‘, § g™ g™ 81‘!’, —8-1t.

Si B, est positif, { est positive aux points B et B’ et nous avons la
figure 2.

Si @4 est négatif, { est aussi négative en B et B’ et nous aurons la
figure 3.

Et ainsi de suite.

Cylindre circulaire. — Sinous refaisons les mémes calculs pour le
cas du cylindre circulaire, nous obtenons sans difficulté que la con-
dition V' — g{ = const. s’écrit dans ce cas

2 [2_75 — (2 — mﬁ)] riti (A, cosnb <+ B, sinnb) = const.,

n

A, et B, étant les coefficients de développement de I’épaisseur { en
série de Fourier,

4 ::2 r*(A, cosnf <+ B, sinnd).
1

Par conséquent, I’équation qui détermine la vitesse w, relative & un
cylindre de bifurcation, est
27

— —(2m—w?)=o0
- )
ou
0° I
;-T_':'—;; (n=1,2,3,4,...)

w? . . . .
Les valeurs de o relatives aux cylindres de bifurcation, sont donc

w? 1 2 3 4

—— =0, -y gy 7apy cc 1
2T 2 3745

pOlll‘
n=1,2, 3,4,35 ...,o.

L’épaisseur de la couche qui déterminera la nouvelle figure sera
donnée alors par la formule

{=pncosnb.



FIGURES D’EQUILIBRE D'UNE MASSE FLUIDE EN ROTATION. 33

Nous aurons le premier cylindre de bifurcation pour n = 2, w*=m.
Ce cylindre donne naissance, comme d’ailleurs nous l'avons vu, aux
cylindres elliptiques.

6° Stabilité. — Soit E, le cylindre elliptique en rotation et en
équilibre relatif, et soit V, son potentiel & la surface. Alors, en un

point, dont la distance au cylindre est A (infiniment petite), son
potentiel sera

V:Vo—g)\o

Supposons que le cylindre subisse une déformation et calculons
I’énergie de la figure déformée. Soient { I’épaisseur de la couche, pro-

duisant la déformation, du. I’élément de son volume et V' son potentiel
a la surface.

L’énergie totale se compose de deux parties :
1° L’énergie due a I’attraction;
2° L’énergie due & la force centrifuge.

Par conséquent, désignant par dm 1’élément de volume du cylindre
et par 7 ladistance a I'axe OZ, Iénergie cherchée sera

2 22 2 2
W:%dem+dep+-;-fV'dp.+fo—)—2l—dm+fm2r d.

Or I’énergie du systéme avant la déformation était

W.,:ldenH-if 2 dm;
2 2

. 2 p2 , . :
en outre, la quantité f QQLdp. est négligeable, car la masse totale de

la couche est nulle. Cela posé, nous aurons

W:Wo+dep.+éfV'a’p:Wo+f<V+%V’)dy.

Mais V=V, — g et, par conséquent,

dep:fVodp —fgldp:—fg)\dp.

Journ. de Math. (7° série), tome II. — Fasc. I, 1916. 5
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Soit dw 1'élément de la surface, comprise entre deux génératrices
infiniment voisines. Alors dy. = dA dw et nous aurons

4
dep:—ffgldldm:—fgdwf ld}:—fg%dw,
0

de méme
!
—l-fV’dp.:f-Y—cdw.
2 2

{=Z2AM,

Eecrivant

nous aurons
2
V= E -—':—rAiR? Sg Mi,

ensuite

19

_2 Af ﬂM"+Z A AL MM,

ik

Vi Q= )
= =Y ZA;? IS?RI M? +2 ~ A;ALRIS? IMM,.

w]“

En tenant compte de ce queflM,-Mkdw =0 et que gl==R}S],

IR® 0G0
W=W,—x 3 A} (S_——-’fa RS ) [omz a

Nous pouvons considérer que la nouvelle surface soit définie par les
coefficients A, alors les coefficients de stabilité sont

— <“S* “5>fm do.

Comme I'intégrale est toujours positive, la condition nécessaire et
suffisante pour que la figure soit stable est

RS; RS,
2 n

nous aurons

>o0 (i=1,2,3,...,0)\

(41)

Ecrivant cette condition sous la forme

| —x? 1 =t
— > 0’
2 n

nous voyons qu'elle ne sera pas vérifiée pour i =1, i=12 et i=4,
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quel que soit x et que pour ;> 4, c’est-d-dire pour » > 2, elle sera
Y.y . N I . | ) )
vérifiée si la valeur de « ne dépasse par -- Si > - il y aura au moins

une valeur de > 4 pour laquelle la condition (41) ne sera pas vérifice.
La déformation relatived =1 ou & { = 2 n’est qu'une translation
paralléle & 'un des axes coordonnés. Quant & la déformation relative
a i =4, la couche qui lui correspond sera de I'épaisseur

E=PB,IM;=B,lcos(2v).

Cette déformation accentue I'aplatissement du cylindre.
Par conséquent, tous les cylindres elliptiques sont instables, mais,

pour x < -;~, le degré d’instabilité est 1. Le cylindre est stable pour

' . . . I
toute déformation qui n’augmente pas son aplatissement. Pour z > -

le degré d’instabilité est plus grand que 1.
Pour les cylindres circulaires la condition (41) doit étre remplacée
par

Si @* ne dépasse pas =, cette condition sera vérifiée si n>1. Mais
la déformation relative & n = 1 est une translation suivant une direction
perpendiculaire & I'axe de rotation, qui ne modifie pas la figure du
cylindre circulaire. Par conséquent, tous les cylindres circulaires sont
stables pour n’importe quelle vitesse angulaire @, pourvu qu’elle ne
dépasse pas la valeur y/=. Pour la vitesse angulaire plus grande que y=
I'équilibre est instable et le degré d’instabilité est d’autant plus grand
que  est plus grande. ‘

Remargque I. — Les conditions de stabilité ne changent pas si, pour
critérium de stabilité, nous prenons, avec Poincaré, la condition
que W— w?] est maximum, car, dans nos calculs, nous avons com-
plétement négligé le moment d’inertie de la couche.

Remarque II. — Les résultats ne changent pas non plus si, dans
I'énoncé du probléme, nous prenons les conditions du probléme que
Poincaré appelle probléme naturel, c’est-a-dire si nous prenons ©
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variable, mais le moment de rotation g = w?[I constant. Nous aurons
la formule
t2

2= fyp—
® l“ (I -+ ¢2)2

(k étant une constante), qui est absolument analogue 4 la formule (40)

Pour résumer, faisons la représentation graphique (voir Poincarg,
Figures d’équilibre d’une masse fluide en rotation). Portons sur
I'un des axes coordonnés le rapport ¢ des axes du cylindre et sur

2
I'autre la quantite 2.
27

w Fig. 4.

23
1 C
R 3
7 I8
% Vr DI

0,295 R £

0 % g. 3

La droite ABCreprésente les cylindres circulaires etla courbe ODB
tous les cylindres elliptiques. La courbe BD'E représente les mémes

cylindres, mais tournés de 'angle g- Quelques points de bifurcation
sont marqués par de petites croix.

Commeles cylindres circulaires sont stables sur AB, ils sont instables
sur BC, de méme que les cylindres elliptiques sur ODBE. Le point D
est le point de bifurcation ot les cylindres, analogues aux figures piri-
formes, prennent naissance. La courbe représentative de ces cylindres
doit étre tangente & ODB en D sans la couper et nous ne pouvons rien
dire sur la stabilité de ces figures. Le plus probable est qu’elles sont
instables, quoique M. Jeans (woir I'Introduction) croie le contraire.
Mais il croit de plus que les cylindres elliptiques sont aussi stables, ce
qui n’est pas exact, comme nous venons de le voir.



FIGURES D’EQUILIBRE D'UNE MASSE FLUIDE EN ROTATION. 37

DEUXIEME PARTIE.

Figures d’équilibre d’'une masse liquide en rotation sous
Paction des forces newtoniennes et de la faible pres-
sion capillaire.

1° Notations et formules. — Au cours de cette deuxiéme Partie,
j’emploierai les notations et les formules suivantes, empruntées 4
I’Ouvrage de Poincaré : Figures d’équilibre d’'une masse fluide
en rotation (lecons professées & la Sorbonne en 1900).

Prenant pour coordonnées elliptiques les racines positives g, i, v
(p > i >v) de I'équation

22 y? 22

)\z_ae_")\z_bz +)\z_cz —1i=o0,

on désigne par R;(p), Mi(), Ni(v) les fonctions de Lamé, c’est-a-dire
les fonctions de p, de |« et de v, telles que leur produit (produit de
Lamé)

R,‘M,'Ni

soit une fonction harmonique, symétrique en p, 1, v. Dans les coor-
données rectilignes, le produit de Lamé de degré n représente un
polynome harmonique de méme degré en x, ¥, z (on entend par
degré du produit de Lamé le degré de chacune des fonctions R,
M, N).

Dans chaque degré n il ya 2n-+1 différentes fonctions de Lamé et,
par suite, 22 + 1 différents produits de Lamé.

Les fonctions de Lamé peuvent étre de quatre types et de huit
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espéces. Désignant par f(p*) un polynome en p?, nous aurons:

Type I 1°
Q0
Type 1. { 30
40
( {
Ho
Type L. { 60
70
Type 1V. 8°

R=7(p*);

R=\p'—a’ f(p*),
R=\/p*— 6% f(p?),
R=\p*— ¢ f(p*);
R=\p"— b%\/p'— c* f(p*),
R=\p'—ctVp'—a f(p*),
R =Vpi—a?\pi— b f(0);

R = \/pt— a*\/p*— 62 \/p*— ¢* f(p?).

Les types I et III correspondent & n pair, les types 11 et IV corres-
pondent & n impair. On aura les fonctions M et N en remplacant ¢

par @ etv.

On démontre que f(p*) a toutes ses racines réelles, distinctes et
comprises entre a et ¢, et que, par conséquent, le produit de Lamé,
type I: f(p*) f(?).f(v?) est un polynome en z2, y*, z*. Cela découle
immédiatement de I'identité fondamentale

x? y*

-+

2 ()\2_ pZ)()\Q__p‘z)(li__.VZ)

A2— g2 + )\2'

—_— b2 )\:!_cﬂ

[ ) Y ¢ Cuy 2 Y PR

qui donne, si I'on désigne par «,, a,, ..., «x les racines de f(p?),

i=k

@) S s fon =const [ | 55+ 725+ om 1 |-

oy — a?
i=1

On admet les notations suivantes :
Pour n = o, il y a une seule fonction de Lamé :

Bo: MO:: No:l.

Pourn =1, il y a trois fonctions :

(3) Rg:\/ 2—~b’,

My=yp2—a? N, =i — a3,
My=\2— 8%,  N,=\"— 8,
Ma:’.v’.l.z-" cz, Ng: V‘lz— ct.
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Pour n = 2, il y a cinq fonctions de Lamé :
R,=Vp'— b'V/p*— c'=R,R,,

Ry= \/‘p’— ctypr—a*=R;R,,

(4) R,=Vp*—alyp'— B'=R,R,,
R7= p2_ a“
Ry=p*— a,

a, et a, étant les racines de ’équation

I 1 1
() a—a’+a—b’+a—c’

—=o0 (@*> oy > b*> ay > c?).

Pour r = 3, il y a sept fonctions, parmi lesquelles nous citerons

(6) Ry=Vp*— a* Vp?— b p? — ¢,

et ainsi de suite. Les fonctions M et N s’obtiennent en remplacant,

dans les formules (4) et (6), p par m et v.
Avec ces notations, posant

1 _ 1
V@—o)(@—c) & Jo—a)(b—c)

V(e=ab) (= &%)

on aura

(7) g xr = ,l' R’M‘N“ y: Il: RzMzNg, 5= ’1‘3 RaMaN;,
yZ:,lzthgM;N;, Z.E:hs,l'RsMst, .Ify"-:h1h=Rsl. GNS'

Le volume de I'ellipsoide sera

(8) T= gnR,R,R,.

Les cosinus directeurs de la normale seront
cos(n, ) = lA;M,;N,R,,

cos(n, y)==Lh,M,N;R;,
cos(n, 3)=1h;M;N;R,,

(9)

oti I'on pose

(10) l= !

T V=) (P—v)
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Comme sur un ellipsoide p est constant, toute fonction a sa surface
est fonction de . et de v seuls.

On démontre qu'une telle fonction peut étre développée (si elle
vérifie certaines conditions trés larges) en une série de produits M;N,,
qui sont absolument analogues aux fonctions sphériques P? sur la

sphére, aux fonctions M, sur I’ellipse et aux fonctions sin(Z9) et cos(i¢)
sur un cercle.

On démontre aussi que ce développement est unique et ne dépend
pas du choix de 'ellipsoide.

Les coefficients du développement
Sl v)=Ag+ A M N+ A M No . o4 A M N .

se calculent, comme dans la série de Fourier, & ’aide de la formule

f f IM;N,M N, do = o

étant k =~ ¢ et l'intégrale étant étendue a toute la surface de 'ellip-
soide. Ce qui donne la formule pour les coefficients

_ , —fflf(p.,v)MiNidc
() - f IMN )y de

On appelle S; fonction de Lamé de sceonde espéce, une fonction
transcendante, jouissant des mémes propriétés que R, et donnée par la
formule

o Pan4n pdp _ “an+1
b S e e~ TR

u étant une nouvelle variable, liée 4 p par la relation

du = —pdp .
V(p*—a?) (p*— &%) (p*—c*)

Le potentiel de I’ellipsoide homogéne de densité 1,

22 y? =2
—_— e St - —e — ] =0
Rg! Rg! Rg!
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s'exprime par

T[S, S, S,
(13) V_—;[Ez2+my’+mz’] -+ const,
Le potentiel de la couche homogéne de densité 1, répandue sur
P’ellipsoide et d’épaisseur
§=13B;MgN,
est
a la surface

vy =Y AT g, Ry SIM,N;

2n +1

a I'intérieur
(14)
V=¥ Z’f’il B SYRM Ny ;

a lextérieur

f 4 0
Vi=3 o BiBLSM N,

Et enfin, désignant par g la pesanteur sur I’ellipsoide en rotation
et en équilibre relatif, nous avons les formules

(15) gl:%ﬂR?S‘{:const.,
oU
(16) E="35n’

U étant la fonction des forces.

Ajoutons ici encore une formule que j’ai donnée dans le numéro de
juin 1915 des Nouvelles Annales de Mathématiques.

Avec les notations indiquées, la courbure moyenne de I'ellipsoide
est donnée par la formule suivante :

R+ R:+R2— a2 — 92— 3
17) g+p=—RRR——TT ST FTFE
RiR; oo RiRE L RiRS LY
w® TR TR
2° Enoncé du probléme. Hypothéses. — Imaginons une masse

liquide homogéne en rotation uniforme autour d'un axe fixe (que nous
Journ. de Math. (7 série), tome IL. — Fasc. I, 1916 6
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prenons pour axe OX) et qui, étant en équilibre relatif, affecte la
figure d’un ellipsoide E,.

Ajoutons maintenant 4 la surface de cet ellipsoide une pression
capillaire, c’est-a-dire une faible pression superficielle, proportionnelle
a la courbure moyenne de la surface. Cette pression capillaire défor-
mera la figare ellipsoidale; et nous obtiendrons cette déformation en
ajoutant & la surface de l’ellipsnide une- couche liquide infiniment
mince, d’épaisseur {, tantdt positive, tantét négative. La masse totale
de cette couche doit évidemment étre nulle. Nous supposons encore
que cette déformation étant infiniment petite, la courbure moyenne
de la surface reste la méme fonction des angles polaires.

Si la nouvelle figure est une figure d’équilibre, les conditions d’équi-
libre s’écriront :

a 'intérieur de la surface
p =U + const.,
(18)

a la surface

Po=2=VU,+ const,,

U étant la fonction des forces et o la pression capillaire.

Pour résoudre le probléme, nous développerons « et U, qui est
une fonction de {, en une série de fonctions de Lamé; aprés quoi,
identifiant les coefficients, nous calculerons { qui nous montrera en
quoi la nouvelle figure différe de Pellipsoide.

3° Résolution du probléme. — Comme nous l'avons vu tout
I'heure, il nous faut, pour résoudre notre probléme, développer en
série de produits de Lamé U, et «, U, étant la fonction des forces a la
surface dela couche et o étant la pression capillaire.

Or, U, se compose de deux parties

Uo: UE+ ¢,

ou U est la fonction des forces due a I'ellipsoide, mais & la surface de
la couche et ¢ est le potentiel de la couche ajoutée. Mais, désignant
par Ug la fonction des forces due & I'ellipsoide et & sa surface, nous
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verrons que, négligeant le carré de g,

y Ug
Ue=Up+ ks,

d
ou en tenant compte de la formule (16)
(19) Ug=Ut—g¢t.

Enfin
’ Up=Ug+ v = UR— g€ + ».

Par conséquent, la condition (18) s'écrira
o= Ul — g{+ v + const.

et comme U} est constant, car 'ellipsoide était une figure d’équilibre,
nous aurons définitivement la condition suivante :

(20) — g% + v = a -+ const.

Comme { doit étre une fonction de w et v, ainsi que /, nous nous
représenterons la fonction ¢ :  sous la forme de la série

S =ZaMN,
et, par conséquent, nous chercherons ¢ sous la forme

(2]) C:lza,‘M,'Ni.

Le probléme consiste dans la recherche des coefficients a;.
Reprenant I’équation (20), nous aurons

gC = glza:M;N,: gﬂR‘} S‘,'Za,M;N;,

d’aprés la formule (15).
Le potentiel ¢ de la couche sera, d’aprés la formule (14),

— 4“ 0Q9
(4 ——2 27 1 a,vRi Si M,’N,'

et, par suite,

o RYSS _ RYSY .
—gtro=—brd (—3——— 2n+1)“"MfN'-
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Si, enfin, nous développons « en série de produits de Lamé,
o= ;C;M/N/,

’équation (20) devient |en effacant les indices (°)]

R,S RS
— a3 (Bt — 725 ) aMNe= Ze M.

L’identification des coefficients donne finalement

—C,
(22) [ 7= { .

B]S( R[Si
[m( 3 T an +l>

Ainsi nous avons ramené notre probléme au développement en série
de produits de Lamé d’une fonction donnée o. Mais ce développement
se rameéne de son c4té au calcul des coefficients ¢; qui, d’aprés la for-
mule (11), seront donnés par la formule

sy _ ffaM,N,-lda.
ff(M,N,')’l((c

4° Coordonnées polaires. — Pour calculer ces intégrales nous
prendrons pour nouvelles variables les angles polaires 6 et 9. Comme
nous avons pris pour axe de rotation I'axe OX, nous poserons

x =R, cos?,

(24) ¥y =R;sinb sing,

s =R;sinfcosq.

Nous savons que, désignant par £ la tension superficielle, la pression
capillaire sera donnée par la formule

@ =f(-l% -+ é) ’
qui, d’aprés la formule (17) et en posant — £.R,R,R, =, s’écrit
sR}-&- R} + R} — R? cos?6 — R} sin?6sin®¢ — R} sin’@coss’q:.
(R3R? cos?6 + R2R? sin?6sin?g + R2R2 sin?f cos?q)?

(25) a=
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En tenant compte des formules (g) et de ce que

cos?*(n, &)+ cos*(n, y) + cos*(n, z) =1,
la méme formule s’écrira
o = ¢e(R} + R} + R} — R} cos?0 — R} sin?6sin?¢ — R} sin?0 cos?o) 2.

La comparaison de ces deux formules nous donne I'expression
pour [ :

(26) {=(R}R} cos?d + R}R?sin?0sin*¢ + R}R} sin?d cos’tp)-';—
.La différentiation des formules (24) nous donne

ox

= — R, sin¥, 5—;: o,

= - R, cos0 sing, d‘; = Rysinfcosg,

Y g9 §¥

09
95
0

= R;cosfcosgy, P =— R;sin0 sing.

Désignant, comme on fait toujours, par

2 2 2
E = (%%’) + (%) + (g-g) = R}sin?0+ R} cos?0sintg + R cos?f cos?y,

_O0zxdz dyody 0395
P =360, 3695 T 90 95 —

2 2 5\ 2 R
G = (3—:) + (3—;) + <§$) =R} sin?0 cos*¢ + R?sin®*0sintg,

et portant ces valeurs dans la formule classique,

do = \/EG — F*d0 do,

(R}— R?)sinfcosfsing coso,

nous aurons

do =sin0\/RIR? cos*d + R}R} sin?6 sin®* ¢ + RIR] sin*f cos?p db dg.

Multipliant tout par / et en tenant compte de (26), nous aurons fina-
lement

{do =sin 6 dl do;
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ce qui nous donnera I’expression suivante pour les coefficients ¢; :

27 7
f dq)f M, N, sin db
0 0

(27) Cp= = r .
f do f (M;N,)? sin6.d8
0 [

Calculons maintenant les produits de Lamé M;N;. En comparant
les formules (24) avec les formules (3) et (7), nous aurons

M;N,= i—cose,

M2N,=-/:—25in0 sing,

M3N3=7:-3 sinf cosg,

R . . .
— sin20 sing@ coso = 5 Sin*@ sinag,
4

MNo= o~ - 27

M5N5=—;— — sinf cosf cos TES 2%s:sinzecoscp,

by Ty

11 . . 1. .
MgNs_EECOSG sin@ singp— 2Tssm29 sing,

. R p x? },2 52
( 8) M7N7= (‘J.—a,)(v—ot, = l7[al—a2+¢zl—-b’+a,-—c2—']’
2

9 2 2 Ny
MyNeg= (p2— a,) (v*— ) :hs[ z — + y . —-IJ,

Olo— A° g — b? Oly — ct
ou I'on pose

(ot; — a?) (ay— b?) (ay— c?) o (a—a?) (ta—b*) (2 —c?)
pP—oy ’ ' p*— oy ’

(29) A=
et ol a, et «, sont les racines de ’équation (5). Enfin

. apes L. oo .
cosf sin?fsing cosg — ———sinfsin28sin2¢

M,No= i

1
Fiy iy Py

et ainsi de suite.
En général, nous aurons huit espéces de produits de Lamé. Il est
facile de les former. Désignant par II le produit figurant dans la for-
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mule (2), nous aurons ces huit espéces :

1° MN= H,

20 MN =M, N, I,
3e MN=M,N,II,
4° MN =M;N,II,
50 MN =M,N,II,
6° MN = M;N,II,
70 MN = M, N,II,
80 MN = M,N,IIL.

5° Calcul des coefficients c;, — Remarquant que « et IT sont des

fonctions de cos?0 et de cos?p et que, par conséquent, elles reprennent
A . T T
les mémes valeurs lorsque 8 ou ¢ variede o & - et de - & =, nous voyons

que l'intégrale
27 1
f dqaf «M,N, sin6 df
0 [

ne différe de zéro que lorsque M;N; est de la premiére espéce, c’est-
a-dire que lorsqu'il est de la forme

m'.’ 72 :‘l
M'N':Il : —1).
e (ak—a2+ak—bﬁ+ak——c= l)
k

Cela montre que nous n’aurons de termes non nuls dans notre
développement que pour r pair, et que, pour chaque degré n pair,
nous aurons n termes non nuls. Ainsi, pour » = 2, nous aurons les
termes avec les coefficients ¢, et cg. Comme tous les termes de notre
développement sont infiniment petits, nous nous bornerons aux termes
relatifs & » = 2 et nous prendrons approximativement

o= Cy-+ C7M7N1+ CaMgNs,
et, par suite, nous chercherons { sous la forme
(30) c:a,lM1N7+aslM8Ns.

Si nous posons

2T n
(31) A=| dq;f (M, N;)* sin 6 db,
0 0



48 B. GLOBA-MIKHAILENKO.
la formule (27) nous donnera les expressions pour ¢, et ¢,

el ch
(32) c-,_'—'.K?I,, cs= —A‘—:I’,

ou I’on pose

o "R2+ R+ R2—R! cos?d — R2 sin?gsin?o — R2 sin%0 cos?g
(33) 1,=f do [ ;
0 <o [RZR?cos?80 + R}R}sin?6sin?g + R}R?sin?0cos?q]?
=< [B} cos2f + R?sin?@sin?¢ = R!sin?0cos¢ _]] sin6 do.

o, — a’ ay— b? a3 — ¢?

On obtient I, en changeant «, en «,; «, et «, étant les racines de
'équation (5).

Comme le calcul complet est extrémement difficile, et comme nous
ne voulons que déterminer dans quel sens la pression capillaire modifie
la figure ellipsoidale, il nous suffira de connaitre le signe de a, et a,.
Voila pourquoi nous nous bornons & déterminer les signes de 1, et I,.

6° Signedel,. — Posant R,=R,, ce qui entraine 4*= c¢*, nous

aurons
L —p—27 [T(Ri-+R}) + (RI—R})costf
, =V ==
Rs=Rs R; 0 [R%+(R§——R?)00529]%
2 2 cin2
- [R,cos’f R} sin?f _1] sinf df.
oy~ a al_bz

Posant cos = x, nous prenons pour nouvelle variable

s=\R}+ (R— R})z*— /R — Riz.
Et, remarquant que pour b = ¢ I'équation (5) devient

I + 2
o —a? o — b?

=o,

ce qui donne
o= %(2a’+b’), (a,—a’)zz-—-:;’-(R%—-R"}), (0‘1'—1’2)2';'(33"1‘?)»

nous aurons

, m(RI+2R?) [ B—VE=E RIz -+ (R} + 3% (R} —R3)s? — 3(RE — 3?)* ds
L=~ 3 (R} + 3%)2 5% 5
4R3(R3— R})® Vi,+VRI—R}




n(R3+ 2R})

FIGURES D EQUILIBRE D'UNE MASSE FLUIDE EN ROTATION. 49

Enfin, posant ¥ = z°, nous obtenons la formule définitive

O~ =R 4 R2 4 (R2 4 )74 (RS +2 RE) y—3 (B2 -+ )?]

8R3 (R — R2)F Y (+ iF—m7)’ (R -+ )ty

dy.
L’intégration s’effectue par la décomposition dela fonction sous l'in-
tégrale en fractions simples. Iiffectuant cette intégration, on trouve :

., Re- VRI—RE
(4RE=RI)R? S R, ’

y _ 8r(Ri+aRY)(4RE— R';’)[n(lii_-l+ R}) R yRI—RY
1= )
RI(RZ— RY¥)2

et, désignant la quantité entre crochets par ®, on a

_ Sm(R3+ 2R} (4RI—RD)

I
R}(R3— R})

[

Introduisons maintenant le rapport des axes

R,
E-—k>l

et nous aurons

_ (k- V=T
- Akr—1

(34) ¢ — Lg(k + V&),

La dérivation donne
Add 6L (k2—1)

—_— > o.
dl (4hr—12VkE=3

Par conséquent, ® étant nulle pour k = 1, elle reste toujours posi-
tive pour & > 1 et devient infinie comme 4* pour k = ». Etcomme I’
ne difféere de @ que par un facteur positif, nous voyons que I est tou-
jours positive.

Par conséquent, comme

P
I'=lim 1,

a=R,

nous pouvons affirmer que I, est positive au moins pour les valeurs
de R, voisines de R,.

Pour savoir comment se comporte I, lorsque le rapport% devient
2

Journ. de Math. (7* série), tome If. — Fasc. I, 1916, 7
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trés grand, écrivons

I,.-_—_Rf dq;f R

2 a

R2 R} R
°: 41— wrcos?f — =2 sin?hHsin?g — sin?H cos?
Rz R CTVTRE ¢ ¢

g

. . 2R: .
[Rf cos?f + Ry sin?@sin?o + IIK" 2 5in?0 cos? cp']
3
1 60520 :: sin2d sin? .
I + Rz ?  sin2fcoste 1 .
3 : = — — [ sin0df.
oty — «? o — by 0y — Cy R3

Laissons maintenant R, et R, invariables, mais faisons croitre R,
au dela de toute limite. Nous aurons,

2T —_— 9
lim I; = lim a%"c’-f do T in20 cos2g) sin?0 cos?o ° © Gin6d0
Ry=o Ra=w &1 [R3 cos?9 + R sin?0sin®o]*

j [’ (1—sin20cos?0) «in20 cos?o sin 6 do.
TR [R2cos?d + R?sin?fsin? o]

On voit ainsi que, l'intégrale ¢étant finie et positive, I, s’annule

U . . N .
comme o~ pour R, trés grand, mais reste toujours positive.
3

7° Signe de 1,. — Ecrivons pour abréger
N 4
lgz—f / F.Psindd9do,
[}] bl

R? 4~ R2+ R2— R?cos?0 — Risin?6sino — K} sin?fcos?o
K3

[R3R2 cos®¥ + R:R?¥sin?fsin?g + R¥IR3 sin2f cos?o]?

ol nous posons

F=

b

Ricos?d  R3sin® Gsm ? R% sin%f cos?o
Oty — u? o, — b® Ay — C*

])

on voit que F est une fonction essentiellement positive.
Pour trouver le signe de I,, calculons sa valeur au voisinage
de R, = R,;. Dans ce but, posons

R

wis

— R

2
+ e,

WS

ce qui demande ¢*= * —

o
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Alors il faut poser

oy = 02— gt
et I’équation (5) devient
. 1 1 1
(35) b*—a’—)\ez+—le’+(1—)\)52_0'

D’ou, pour la premiére approximation on peut prendre A = -;—
Portant la valeur de a, dans P, on obtient

p— R? cos?6 Risin?fsin*o (R4 ¢?)sin*bcosly
Rl e p— v e T (1 — et

Remplacant j par sa valeur tirée de (35), ona

R2 cos?f . R2sin%§
b*—a— ke (1—d)g?

R3sin?0sin?o  sin2fcos®o
0 — a? — ds? t—h

P=

[cos*o —sinp]

ou enfin, exprimant sin*o et cos*¢ en fonction de cos2¢,

_ — R} cos?f R2 sin?f sin20
7y ey PR 2(a*— b+ he?) + 2(1—4) —!
- R2 R? '
+ 5”]-0[(1——7.)52 T 2(at— D'+ Aed) + a(1—-- 7.)] cos2¢.

Iin tenant compte de ce que, pour R,= R,, la fonction F ne dépend
pas de o, les termes en cos29 s'annuleront aprés ’intégration par rap-
port & 9, et nous aurons

i T . [R3sin?6—2Ricost0  sin2f
] I,= 1 F 2 1 _ . .
R«l=nl]ta' wao l(,l=n}l; [ 2(at— b+ de?) + 2(1—2) l] sinf df

o I
Remplacons, maintenant, A par 5 €t e par o, et nous aurons fina-
lement

I — lim L— _2%R3 "(RZ+ R?) + (R2— R2?) cos?f
2= 2=

Ir TR 3
Rt © o RE—RiJy Ri[R2- (R2—R2) cost61?

(1 — 3 cos?8)sinf db.

Il est facile de vérifier que I, ne différe de I que par un facteur positif
et que, par suite, I, est positive au moins au voisinage de R, = R,.



52 B. GLOBA-MIKHAILENKO.

Nous trouverons aussi que, pour R; infiniment grand par rapport
aR, et R,, I, devient nulle comme RI—

En effet, ’

lim L= lim

Ri=w Ri= o 02— C?

m T (1 — sin?0 cos®¢) sinf cos?g
f doy 3
0 o [R2cos*d + Risin*fsing]*

sinf df.

Mais, supposant dans (34) € trés grand, on trouve pour A la valeur

, 2 2 e 2
approchée A = 2. Alors a; — ¢*= 3¢ et comme

lim-R—j-‘ = lim
T=w &

= i=w

nous aurons définitivement

]im]?:s;: "2"{/? Tt(1—sin’@cos%g)sinﬂecos‘-’?

80 “»  [R%cos?f + R}sin*Gsin?o]?

sin0 d0.

Par conséquent, les deux intégrales 1, et I, sont positives au voi-
. r 1
sinage de R, = R, et s’annulent comme 7 pour R,=» (R, ct R, res-
. 3
tant finis). Mais comme [ décroit constamment lorsque R, croit
1 I . .
de R, & » et s'annule comme i pour Ry =, ct que P st toujours
3
une fonction dont la moyenne sur I'ellipsoide est nulle, nous pouvons
admettre que I, et 1, étant égales & I et 1, pour R, =1, décrois-
sent constamment lorsque R, croit de R, & » et deviennent nulles

pour R, = o restant positives pour toules les valeurs de RR,.

I’intégration assez longue, mais ne présentant aucune difficulté
théorique nous donne les valeurs de A, et Ay :

8 I 1 1 1
A-A = -z 2 2 XY EXYTY 9\ 2 ) a2 |?
5P ) [(a,—a-)- Oy D E Tt e al)-]

__ 8 . 1 I [ ) 1 ’
A== | o e e (.02—9‘-3)2].
8° Calcul de {. — Cela posé, passons & {. Comme nous nous

sommes borné a deux termes du développement, nous cherchons {
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sous la forme
C_—_ an;lM" N7+ aslMsta

Remplagant tout par sa valeur, nous aurons

C::fR}RzR’l[ /L‘:}I,( z? y? . 52 __,>

An Ajws\og,—a?  o,— b o,—c?

hil, z? y? 52 |
+ 2 + 2 + o I )
Agorg \ s — a*  ay— b ay,—c?
ou I’on pose

R;S; R.§; ”(p’— a® p:— o xdzx
W= 5 = —a  —a 5 2 2 o
) a V@ —a) (5 =Py (& — o)

R' S| Rsl 8 * 2— a? 2 — 42} z dx
0y = —5— — —m P — P .
3 5 f z?—a =) (2P~ a?) (2" — %) (2*— C?)

Comme a*> o, > «, et £ > p, nous voyons que w, et w; sont néga-
tives car tous les éléments de I'intégrale le sont. De plus nous avons vu
que I, et I, sont positives et il est évident que [, A3, /i, A; et A; le
sont aussi. Par conséquent le signe de { ne dépend que du signe des
quantités entre les parenthéses.

0° Discussion. — On voit facilement que /y= 0, ¢, = o pour R, =1,
et que par suite dans ce cas { seréduit & un seul premier terme.
Pour R, trés grand c’est le contraire, car c’est le second terme qui
jouera le role principal.

‘n effet, posant comme avant

P=c*+¢?, ¢* trés grand,
=0+ k2, Kfini(A2=R} — R?),
ona
o= by W A2,
A\’ ¢élant donnée par I'équation
1 I

1
(M—1)k2 TRt RO

d’ou la valeur approchée de X' est A’ = <.
2
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54
Ceci posé on trouve facilement

) o (A= EAE(M2+¢?) _ (RE—R})?
lnmlz;—-sl:zn:° T y? —2(1,\;_‘_1{?)5,

lm A tim S [(RE=3A\ | RE—AA\T RE—ARN:
okl Sl Y gy Ve ()\/.'2—}-8'3 !

E= 2 E=>
_8__ 3Rl
BT RIF R

. I
it comme 1, est de Pordre de - pour ¢ =, nous voyons que le coef-

. h?l & x ‘
ficient —\—?‘ est de 'ordre de —- De méme on trouve
Fs [/

7 W7 Wy
<m_.ah__:§ 2.\ (L, .
. . 3 3 2,
lim ig—=lm :' — =gt
I== Tt w ]{.:';——'.—,82 9
o
I o h ) ! rl 2 ! a2 : N
) H‘i—-—gS' R'——gS' H%—q»‘ /‘
limAy=—==lim -+ -- —t | ===
T=w Z=w /)2__(’2__ .2_c'3 __ZQ._, .-l.c~ 10
_ 37 \ 37 37/ ;
. . e /t: Ig ) 87
Ainsi nous voyons que le coeflicient est de 'ordre de —-

Ayoy Oy
Et comme w; el v, sont du méme ordre de grandeur que I'intégrale

xdx

/ V=@ ) (o= 0%) (i— )

on voit facilement que pour I%, trés grand, c’est le second terme qui
joue le role principal.

Tout cela posé, nous pouvons discuter la nouvelle figure d’équilibre.
Désignant par {,, C, et {, 'épaisseur de la couche aux trois sommets
de I'ellipsoide, nous aurons

¢ __th C L2, (p— o) htl, (Pz—'ae)j,
A leC LAT&)'I (ot,—az) 1\3(:)8 (ag—ai)_
C:& [/ 1, (p*—ay) hZl, (Pﬂ"o‘:’)- ,
! t—llﬁ _A70.)7 (0!,——[)2) As(ﬂs (12—1)2)_
C.__fR3 [ 221, (p*— ) hil, (pe—-a&)".
AT L Asog (o — ) Agug (o, — ¢?) |
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Remarquant que

ay— a2 << o, o,— b*>o, oy — ¢ >0,
oy — at<< o, as— b2 << o, Oly—C2>0

et rappelant que w, et w, sont négatifs, nous verrons que sur le petit
axe (OX) { est toujours positive. Sur ’'axe moyen (OY) elle est néga-
tive pour 'ellipsoide voisin de 'ellipsoide de révolution et devient
positive pour l'ellipsoide assez allongé. Enfin, sur le grand axe (OZ)
C est toujours négative. Par conséquent, quel que soit I'ellipsoide, la
pression capillaire tend & le faire approcher de la spheére.

Il est facile de vérifier que pour les ellipsoides infiniment minces ou
infiniment allongés, les expressions de { deviennent infiniment grandes
ce qui montre que, si petite que soit la tension superficielle, les
figures infiniment minces ou infiniment allongées sont impossibles
comme figures d’¢quilibre. Ce résultat est tout a fait évident, car
pour ces figures la courbure moyenne devient infiniment grande en
certains points ct, si petite que soit la constante de la tension superfi-

cielle, la pression capillaire peut devenir aussi grande que l'on
voudra.

10° Ellipsoide de récolution. — Pour 'ellipsoide de révolution il
faut poser R,= R, dans toutes les formules précédentes. De cette
maniére on aura

. (R} + RY) + (R — R?)cos?d

= g
R3 [ R} + (R} —R?)cos?0]?

{==1: Ry\/R} + (R} — R}) cos®0,

4 (R —R})
g 2RE+RE -

hy=——

M;N, = — g(ng —R2)2(1— 3 cost0),

\ _ 47 Ry~ 16RIR} + 10R]
=T RI—wEy

RS RS, _[”(pi-‘az p‘-‘——oz“) rde
5= —
g

) T2 g 3 3 3 —_—
3 r—a  a'—a ’

(2'—02) /22—
eh, I

Qg == —
! 4““7A7’

ag= 0,
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et enfin

a 9
R 1— 3 cos26
=

) )
VR? 4~ (R2 —R?) cos®B

ot I'on pose

5= /R Roh, §(R; —R3)®

4o As

qui est un pelit facteur positif, constant sur I'ellipsoide. On voit ainsi
que ¢ est positif, autour de I’axe de rotation et négatif autour de

I3 s A
Péquateur. Posant 0 = o et 0 = -, on verra que sur le pdle

Q2

2
Cp: F’

2

et sur I'équateur

o
|09

i

—
-~

La nouvelle figure restant de révolution devient moins aplatie :
elle se rapproche de la sphére.
Le rapport

croit avec I'aplatissement de Pellipsoide et devient infiniment grand
lorsque P'ellipsoide devient infiniment mince. Il est facile de s’assurer
que pour cette figure ¢ devient infiniment grand. En effet, posant
Rz
b=,

R,
on aura

o=201

Rj (K2 — 1) (hh*—1)
(AA—16 k3 +10k)wy °

B étant un facteur numérique et @ la fonction donnée par la for-
mule (34), nulle pour & =1, et infinie comme A*, pour k = . On
voit ainsi que ¢ = o pour la sphére (4 =1) et devient infini pour les
ellipsoides infiniment plats.

Un calcul absolument analogue donne les mémes résultats pour un
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cylindre elliptique : sous ’action de la pression capillaire, un cylindre
elliptique devient moins aplati.

11° Conclusion. — Nous avons vu que, quelle que soit la figure
ellipsoidale d’équilibre d'une masse liquide en rotation, la pression
capillaire tend a l’arrondir. Cela tient & ce que la pression capillaire
est d’autant plus grande que les parties de la figure sont plus sail-
lantes. Par conséquent, il est trés probable que la pression capillaire
produira le méme effet sur une surface quelconque (non ellipsoidale)
et d’autre part, si I’on imagine une pression non capillaire, mais d’au-
tant plus grande que la partie de la figure est plus saillante, nous pou-
vons nous attendre a ce qu’elle produise le méme effet, c’est-a-dire
qu’elle tende & arrondir la surface. Par conséquent, on peut s’attendre
a ce qu'un effet semblable soit produit par une membrane élastique,
tendue a la surface du liquide (ce que j’espére démontrer ultérieu-
rement).

Pour faire application des résultats obtenus, imaginons une planéte
al'état encoreliquide. Cette planéte n’étant pascomposée d'un liquide
homogéne, affecteraune figure d’équilibre non ellipsoidale (comme cela
a été montré par M. Hamy dans sa thése de doctorat). La planéte en
se refroidissant formera & sa surface une croite plus ou moins épaisse.
Cette croite, avant de se solidifier complétement, et méme solide,
restera dans un état plus ou moins élastique et présentera une sorte de
membrane élastique tendue & la surface de la planéte. Comme nous
I'avons vu, une pareille membrane tendra a arrondir notre planéte.
Et je me demande : ne pourrions-nous pas y voir une des causes qui
font que toutes les planétes sont moins aplaties qu’elles ne le devraient

étre d’aprés les formules relatives & une masse liquide homogeéne et
sans pression capillaire?

Journ. de Math. (7 séric), tome II. — Fasc. I, 1916. 8
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TROISIEME PARTIE.

Figures d’équilibre d’une masse liquide en rotation
sous Paction des seules forces capillaires.

1° Enoncé du probléme. — Imaginons une masse liquide soumise
uniquement & des forces capillaires, qui tourne autour d’un axe fixe
(que nous prenons pour axe OZ) avec une vitesse angulaire cons-
tante wy et cherchons les figures d’équilibre que pourra affecter cette
masse.

Les seules forces agissant sur les éléments de masse denotre liquide
sont les forces centrifuges, dont le potentiel est, en appelant p la den-
sité,

o2
(@24 2).

Quant aux forces capillaires, elles ne donneront qu'une pression
superficielle, proportionnelle & la courbure moyenne de la surface et
qui a, par conséquent, '’expression suivante

“:f(']li_*'h—')’

\

S étant la tension superficielle et R, R’ les rayons principaux de cour-

bure de la surface. Ceci posé, nous voyons que dans notre cas les
conditions d’équilibre sont :

A lintérieur du liquide,
P9 e a
n p="(2+y)+K;

a la surface libre,

_.__"f_(xz 2 K=rflLs2 H
po="(Z+y))+K=flg+w)+H
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p étant la pression dans le sens ordinaire du mot, K une constante
et H la pression extérieure constante.

Si nous écrivons la derniére condition sous la forme

(2) %—i—-&;:a(x?—{—yg)—{-b,

en posant
po? b— K—H

a=— ;-7 ) = -—7—’
nous aurons une équation différentielle qui déterminera la surface
cherchée. Le probléme consiste donc dans l'intégration de cette
équation.

Il est facile de remarquer, d’aprés la formule (1), que les surfaces
d’égale pression sont des cylindres de révolution autour de 'axe OZ.
Par conséquent, les surfaces les plus réalisables sont celles de révo-
lution. C’est de ces surfaces que je m’occuperai au cours de ce
Mémoire.

* 2° Résolution du probléme. — Comme la surface est de révolution
il nous suffira, pour la connaitre, de trouver ’équation de sa ligne
méridienne.

Posant
1.2: a;?_*_‘y?,

nous chercherons cette équation sous la forme

s=f(r).

Nous savons que, pour des surfaces de révolution, un des rayons
principaux de courbure se réduit au rayon de courbure de la ligne
méridienne et 'autre & la longueur de la normale, tracée jusqu’a la
rencontre avec I'axe de rotation. Ainsi I'équation (2) s’écrit

= =
S ks

-+ —ar?+b.
r(1+ 5'2)

3
2

o[~

(1+35'?)

Multipliant par rdr et remarquant que

d rs' 5"y -1
dr il — 3 T’
(1 +3'%)? (14 35'%)? (r+ 5'2)?
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nous intégrons une premiére fois et obtenons

rs' art br2
T = — 4 — 4
(14 5'2)? 4 2
et finalement
5! anrt or c
3) —_—
(14 5'2)® 4 2

c étant une constante d’intégration.
Désignant par ¢ I'angle entre la tangente et I’axe O, nous aurons

art+20r*4+fe

(4) tango — 3’ = ’
8¢ =167 — (ar* 4+ 20r:+ fc)?
! 3 .
(5) sincp::——“———,:£+ﬂ+£=7'—(al"+2br2+40).
(14 5'%)% 4 2 roAr

On voit que 7 ne peut varier qu'entre certaines limites. De plus, si
la constante ¢ n’est pas nulle, r ne peut jamais s’annuler, ce qui
prouve que dans ce cas la ligne méridienne ne renconlre pas l'axe de
rotation. La surface n’est pas fermée, ou est engendrée par la rotation
d’un contour fermé. Si, au contraire, ¢ = o, r peut s’annuler, la sur-
face coupe I'axe de rotation et le coupe normalement, car d’aprés (5)
sing =o pourc=oetr=o.

Enfin, Pintégration de I’équation (2) s’achéve par une quadrature
et la valeur de z est donnée par l'intégrale définie

r ari+2br:4 fc

(6) 5= dr.
vy V1612 —(art*+ 2061t + 4c)?

Comme le second membre de (6) dépend des intégrales hyperellip-
tiques, nous analyserons la courbe d’aprés I'équation différentielle
elle-méme. Posant pour abréger |'écriture

—_— p2
u=r?

u étant une nouvelle variable, forcément positive, la formule (6)
s'écrira
u

aw’+2bu +4¢ du
w V16U — (ati+ 2bu—+ be) 2\/u

(7) 5=



FIGURES D'EQUILIBRE D'UNE MASSE FLUIDE EN ROTATION. 61

Considérons maintenant les différents cas qui peuvent se présenter
suivant la valeur de la quantité 6* — 4ac.

3° Premier cas : b*— fac< o. — Dans ce cas, le trinome du
b

numeérateur
au+-2bu + ¢

reste toujours positif. Désignant la fonction sous le radical par f(u)
S(u) =16u— (au*+ 2bu + 4 c)?,

on voit facilement que cette fonction a deux etseulement deux racines
réelles et positives, a condition que I'on ait

1— bc>o.

Soient u, et u, ces racines et r, et r, les valeurs de r leur corres-
pondant. Alors, pour r,<r<r,, f(u) sera positive et 5 sera
réel. En dehors de cet intervalle, s devient imaginaire.

Ainsi r, et 7, sont les limites entre lesquelles r varie.

Si au contraire 1 — bc <o, f(u) sera toujours négative et nous
n‘aurons aucune branche réelle de la ligne cherchée. La surface
n'existe pas.

Supposons donc que les conditions

b:—lfac<o et 1—bc>o0

soient vérifiées et considérons la forme de la courbe. Il est évident

que notre courbe doit étre comprise entre deux droites paralléles a

I'axe OZ
AN (r=r)) et BB (r=r,).

Si nous prenons dans la formule (6) r,=r,, nous devons com-
mencer la courbe par le point A dont les coordonnées sont r=r,,
Z=o0.

Pour étudier la branche supérieure de la courbe, prenons devant
le radical le signe +.

Au point initial, la tangente est verticale. Lorsque r croit de r,
& ry, z est croissante et reste finie. Comme tangg ne s’annule pas

entre r, et r,, la tangente ne devient jamais horizontale. Il est facile
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de voir que tang ¢, qui est infinie au point A, commence a décroitre,
atteint son minimum au point d’inflexion ¢, et croit ensuite jusqu’au
point r = r,, ou elle redevient infinie.

Désignons le point correspondant de la courbe par la lettre B et

Fig. 5.

I'ordonnée de ce point par OC. Aprés B, r ne peut pas croitre, donc il
doit diminuer, et, si nous voulons suivre la courbe, nous devons
changer le signe devant le radical, pour ne pas revenir sur nos pas.
Par conséquent, nous devons maintenant prendre C pour origine et
poser
. " art+2br?+ fc .
e — 167 — (art 201+ jc)*

Alors z croitra et nous aurons la portion suivante de notre
courbe (BA’). Evidemment la tangente sera de nouveau verticale au
point A’ et nous pourrons continuer indéfiniment notre construction.
Nous obtenons ainsi une ligne analogue & ’onduloide de Plateau. On
voit facilement que cette courbe est symétrique par rapport.aux per-
pendiculaires abaissées des points A, B, A, ... sur I'axe de rotation.

Si la fonction f a une racine double, r,=r,, les lignes AA’ et BB’
coincident; V’onduloide devient une droite et la surface en question
devient un cylindre de révolution. On verra plus loin que cela aura
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lieu si la condition suivante est vérifiée :
he(k*+18ab) — (202 + 27a) = o,
ou ’on pose
k= b*— fac.

4° Deuxiéme cas : * — fac = o. — Ktudions maintenant le cas ou
le numérateur
art4-2brt4+4¢

a une racine double, ce qui s’exprime par la condition
r—4fac=o.
Désignant par 7 cette racine double, nous aurons

a(r?— r'2)2
5= - ( dr.
\/1(),.2_ a(rt— ,.lu).'.

Ensuite, pour que 1 soit réelle, il faut avoir < o. Si 4> o, la fonc-
4
tion a(7* — r'*) nes’annule pas pour o < < o et nous tombons sur

Iig. 6.

le cas précédent. Supposons donc que la condition b < o soit vérifiée.
On verra facilement que, dans ce cas, f(«) aura deux racines entre
o et w et que la racine 7” du numérateur se trouvera entre les racines
r, et r, du dénominateur.

Construisons maintenant notre courbe. Elle sera comprise, comme

la précédente, entre deux droites paralléles & I'axe OZ et définies
parr=r,etr=r,.
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Commengons la ligne par le point A (# =r,; 5 =0) ou la tangente
est verticale, et prenons devant le radical le signe +. Dans ces condi-
tions, 5 croitra de r=r, 4 r =r,; mais au point r=r/, qui est en
méme temps le point d’inflexion, la tangente devient horizontale.
Nous trouvons ainsi une ligne, toujours analogue & l'onduloide de
Plateau, avec la seule différence que la tangente au point d’inflexion
sera horizontale.

Notons encore que cette ligne ne peut pas se transformer en une
droite, car f ne peut pas avoir une racine double qui, forctment,
serait égale a r'.

50 Troisiéme cas : b* — 4ac >o. — Considérons maintenant le
cas ou le numérateur a deux racines distinctes, ce qui aura lieu
pour b*— 4ac > o.

Désignons ces racines par «’' = 1'* et v’ = r"*. Si ¢ <o, cesracines
sont de signes différents et le numérateur s’annule une seule fois
entre 7 = o et 7=. Si ¢ > 0, les racines sont de méme signe; mais,
pour que ce signe soit positif, il faut avoir b < o.

Supposons d’abord que les conditions

bh*— fac> o, b <o, c>o -
soient vérifiées. Appelant, comme d’habitude,

Jw)y=16u—(aw®+ 2bu + f¢)?,
nous aurons
Su)y=16—f(aw*+2bu—+fc)(au+ b),
S (u)=— ha(au®+ 2bu + bc) — 8(au + b)?,
S"(u) =—25a(au+ b).

Faisons le Tableau

, b ] w - u’
. 0. w. ——— L, _—— M
a a 2
S(u) <o 16u'>o0 —{—16(——--]3-1—ot)——[‘—z-(bz—-Sac)2 ~x6ab—(ﬂb-—-4ac)~
a 9a a?
Sy >0 16>o0 lﬁ_ga(ba——ﬁac) 16>o0
My <o . <o . o >0

J' @) >0 >o >o0 o
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u —_—— 4 u" »
S(uw) 16 —{:—!—a\)—i(b’——Sac)ﬁ 16u">0 <o
a ga’
S'(u) |6+-§-a(b2—-5ac) 16 >0 <o
Su) 0 <o <o
J"(u) <o <o <o
ou I'on pose
_, Jb*—2ac
=V 3a—
et ou I'on suppose
b?*—5ac>o.

Nous voyons que f(z) peut avoir au plus quatre racines et qu’elle en
a au moins deux : une entre o et &’ et 'autre entre u” et . Quant aux
deux autres, elles ne peuvent exister qu'entre u’ et u”.

, . b
Remarquant que f' (%) a son maximum en (—— P’ +oc) et son

. . b .
minimum en (— - = oz), nous voyons qu’elle ne peut avoir ses deux

racines (en plus de celle qui est entre #” et %) que dans l'inter-
/) . .
valle (u' cee — é) » et cela 4 condition que

l6——.§;a(b2——5ac)<o ou b“‘>5ac+%-

Désignant ces racines par § et y (u’<3<«;< — g), nous voyons
que, pour « = f3, la fonction f(u) a son maximum, et pour u=1y
son minimum. Par conséquent, f(«) aura une racine double pour
une certaine valeur de ) et ensuite deux racines distinctes : I'une
entre  ety, et 'autre entre y et — g.

En résumé nous voyons que, pour b* — fac = o, le numérateur a
une seule racine et le dénominateur en a deux (les deux extrémes r,
et ,). Pour les valeurs positives, mais assez petites de b* — jac, le
numérateur a déja deux racines r’ et ’, mais le dénominateur en a
toujours deux (7, et r,) réparties de la maniére suivante :

o< n<r<rc r,<om,
Journ. de Math. (7* série), tome II. — Fasc. I, 1916. 9
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Enfin pour a assez grand ou, autrement, pour b assez petit, le déno-
minateur f(«) aura une racine double et ensuite deux racines dis-
tinctes qui seront situées entre 7' et r’. Pour trouver la condition que
doivent vérifier @ et b pour que f(u) ait une racine double, cher-
chons la condition nécessaire et suffisante pour que f(u) et f'(u)
aient une racine commune. Dans ce but, cherchons leur commun
diviseur par la méthode des divisions successives et égalons a zéro le
dernier reste. Le dernier quotient, qui sera justement le commun
diviseur, nous donnera la racine double. Effectuant l'opération, on
trouve que le dernier quotient est

— k2 3 2 f2 2
(8) k <k k3 + b2k*+ 33abk + 108a >

16a(bk + g9a) abk + g a?
et que le dernier reste est

(back — 3ab) (k*+ b*k?+ 33abk +-108a) 4 4(b ~ck)
(abk +9ga®)? a )

Par conséquent, la condition cherchée est
(bek +3b) (k2 + b2 k*4-33abit +108a®) + 4(b — ck) (bk 4+ ga)*=o.

Toutes simplifications faites, elle devient

(9) he(k*+18ab) — (26 + 27a) =o,
ou autrement .
b— hek*+27a _ he(3a*at—2ac)'+ 27a
— 7 6hac—2k 68ac —6a’a’ ’

ot nous posons comme avant

o b*—2ac
k=0%— Z.ac, o = 3_a2'
La condition (g) étant remplie, la fonction f(«) a une racine
double, que nous obtenons en égalant a zéro I'expression (8).
Si enfin la vitesse augmente encore, nous aurons

bek + 27a

b< 64ac—2/f’
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et la fonction f (%) aura toutes ses quatre racines : une (7,) entre o
et r’, deux (r, et ;) entre 7’ et 7, et une (r,) entre 7" et co.

Etudions maintenant la courbure de notre courbe. Comme nous
avons

d__z art*-+2br24 f¢
dr = +=\/16r"— (ar* + 2 br* + 40)2’

nous aurons

d’:__+ 16r(3art*+2br2—{¢)
ar: 3,
d’ [167*— (ar*+ 2br*+ fac)?}?

Quant au choix du signe, nous devons prendre le méme signe dans
les deux formules. Ainsi, pour la branche ascendante de la courbe, la
courbure sera

) 3ar*+2br*—fc¢  3aut+2bu— /¢
(10) == . — .
R 4r? fu

Ecrivant )
a[d r? (,-2+ %) — (r2—r'?) (r2— ,.I/z)j

- - 2

R Lr?

et remarquant que le trinome 3ar’+ 2br* — 4¢ a pourc > o toujours
deux racines réelles mais de signes contraires, nous voyons que la
courbe ne peut avoir qu'un point d'inflexion et que, si elle I'a, il se
trouve nécessairement entre 7’ et 7’

Fig. 7.

Maintenant, nous pouvons construire la ligne méridienne. Suppo-
sons d’abord que b — 4ac soit assez petit pour que f(u) n’ait que
deux racines extrémes r, et r,. Partons comme toujours du point A
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(r=r,; z3=0), ol la tangente est verticale, et prenons devant le
radical le signe +. A partir de ce point z croit jusqu’a r=7r’, ot la
tangente devient horizontale et oul z a son maximum. A partir de ce

., dz . ' . ) . .
point — change de signe, z décrolt jusqu'au point r=r", ol la tan-
gente est de nouveau horizontale et ou z a son minimum. Dans ce
point (r=r"), g—;’{ change encore une fois de signe et z croit jus-
qu’a r=r,, ol la tangente devient verticale. Ensuite faisons dé-
croitre r de r, a r, et, pour ne pas retourner sur nos pas, changeons
le signe devant le radical. Alors z croitra de r; & r”, ou il aura son
maximum, puis il décroitra de r” & r, ot il aura son minimum. Enfin,
il croitra de 7 & r,, ot la tangente sera de nouveau verticale. La nous
changeons de nouveau le signe devant le radical et répétons indéfi-
niment le méme raisonnement. La figure 7 représente la ligne en
question.

Si b décroit, le minimum en o et le maximum en $ s’accentuent,
et, pour nne certaine valeur de b, notre courbe a pour 7 = ' un point
double avec une seule tangente horizontale (fig.8). Ensuite, le
minimum en a devient plus petit que le maximum en f§ et les deux
branches de la courbe se coupent et donnent deux points doubles

Fig. 8. Fig. 9.

avec deux tangentes symétriques par rapport a I'horizontale (fig.9).

Ensuite, lorsqu’on aura
b hek*+27a
=T ®hac—2k’

f(z) aura une racine double. La tangente sera verticale en ce
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point et la courbe prendra la forme suivante représentée sur la
figure 10.

Et enfin, si b diminue encore, f(u) aura toutes ses quatre racines
et la courbe ne sera plus d’un seul tenant. Entre r, et r, f(u) sera

Fig. 10, Fig. 11,

Ty r

©

1
1
[l
i
!
1
'

! !
: [}
négative, par conséquent 5 sera imaginaire et lacourbe sera composée
de deux parties distinctes (f£g. 11).

La racine de % tombe entre r, et 7, et la courbe n’a pas de points

d’inflexion.

6° Cas de ¢ < o. — Supposons maintenant ¢ < o. Dans ce cas,
dans l'expression de 3,

h_f" art4-2bri4 fe dr
T V16— (ar*+ 2br + 4c)t

le numérateur a toujours une et unique racine positive ' comprise
entre deux racines du dénominateur r, et r,.

La formule (10) nous montre encore que la courbe peut avoir deux
points d'inflexion si b < o et n’en a pas du tout pour 52 0. Nous pou-
vons remarquer encore que si la courbe a des points d’inflexion, les
abscisses de ces points sont plus petites que 7. En effet, les abscisses
des points d’inflexion sont

2__ b —b\* ¢
I‘l_-—-g-‘—z'_""\/(-g> +§71.’

=t/ (-F

tandis que
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Pour > o, f”(u) n’a pas de racines, par conséquent f(u) a au-
plus trois racines et, comme elle doit en avoir un nombre pair, elle en
a exactement deux : r, et r,.

Quant au numérateur ar* 4 2br* + ¢, il a une et une seule racine
réelle et positive, qui se trouve entre r, et r,. Désignant cette racine
par 7, nous voyons que pour r< 7 le numérateur est négatif et que,
si nous voulons commencer par le point A (7 =r,; 5 =0) et avoir z
croissant, nous devons prendre devant le radical le signe —. Nous
devons prendre le méme signe dans la formule (10) et écrire pour la
courbure

1 3art+2br2—fec

R Lr:

On voit ainsi que la ligne n’a pas de point d’inflexion, mais que la
valeur absolue de la courbure a un maximum pour r vérifiant ’équa-
tion

(11) Jar*+ fe=o.

Pour b < 0, ce minimum peut devenirun point de courbure nulle

Fig. 12.
2
AI/-‘\/ r
0 T‘,W\n

pour b*+ 12ac = o, et enfin il peut produire deux points d’inflexion
dont les abscisses, comme nous I'avons vu, sont toujours plus petites
que 7.

Par conséquent, pour a assez petit, la courbure sera toujours
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décroissante (en valeur absolue) lorsque r variera de r, 4 r, et nous
aurons la courbe analogne au nodoide de Plateau ( fig. 12).

Pour a suffisamment grand, la racine de ’équation (11) peut

entrer dans l'intervalle (7,...r,) et passer successivement par toutes

Fig. 13. Fig. 14.

les valeurs de r, 4 r,. La courbure de la courbe aura alors un
minimum entre r, et r, et enfin, lorsque la racine de (11) deviendra
plus petite que 7,, la courbure de la courbe sera croissante dans tout

Fig. 15, Fig. 16,

>T

Pintervalle (r,...r;). La courbe affectera la

figure 14 en passant,
selon toute jla probabilité, par la figure 13.
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Si encore, pendant que la racine de (11) se trouve dans l'inter-
valle (r,...r,), la condition 42+ 12ac> o0 est vérifiée et la fonc-
tion /() a une racine double, la conrbe subira les transformations

suivantes ( fig. 15 et 16).
Fig. 17.
2

T3
U | I,
53

Et enfin, lorsque f(u) aura toutes ces quatre racines, la courbe
donnera naissance 4 un anneau (fig. 17).

7° Les surfaces fermées. — Un cas tout particulier se présente
lorsque nous avons ¢ = o.
Dans ce cas, les formules (5) et (6) deviennent

. ar®  br
(12) sing = —— + —

4 2

Iz

(ar*+ 2br)dr I ! (aw 4+ 2b)du
o V16— (ari+20r)y}  2J; V16— u(au + 2b)

’”

(13) 5=

Nous avons déja vu que dans ces conditions r peut s’annuler, la surface
peut couper I'axe de rotation et, si elle le coupe, elle le coupe norma-
lement.

Les résultats sont différents suivant que nous aurons

b>o ou b<o.

8° Cas de b > o. — Dans ce cas, le numérateur de la formule (13)
ne s'annule que pour r=o et le dénominateur a une seule racine
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réelle et positive que nous désignerons par r,. Comme le dénominateur
n’est réel que pour o Sr<r,, toute la courbe sera comprise entre 'axe
de rotation et la droite r = r,.

Cela posé, la courbe qui est du genre de I’ellipse est facile & cons-
truire. Si nous commencons par le point A (r=r, ;s =o0), etsinous
prenons le signe — devant le radical, nous obtenons la partie supé-
rieure de la courbe qui coupe I’axe au point r = 0, 3= 3,.

Partant du méme point, mais en prenantdevantle radical le signe +

Fig. 18,

Z,

et en faisant décroitre 7de 7, & o, nous obtenons la partie inférieure de
la courbe qui coupe I'axe de rotation au point z = z,. Il est facile de
voir que la courbe est symétrique par rapport a ’axe Or et que, par
conséquent, 5, = — z,.

Nous pouvons obtenir une infinité de courbes identiques a la pré-
cédente et se touchant mutuellement sur 'axe de rotation, en pre-
nant pour point de départ les points 5, et 3, et en prenant les signes
convenables devant le radical. En faisant tourner ces courbes, nous
aurons une infinité de surfaces pareilles, analogues 4 'ellipsoide de
révolution et se touchant mutuellement sur I'axe de rotation. Si nous
considérons une masse liquide limitée, nous devons prendre une de
ces surfaces.

9° Casde b < o. — Pour b < o le numérateur s’annule, non seule-
ment pour 7/ = 0, mais encore pour

—2b ,
\/xaa ="

Journ. de Math. (7° série), tome II. — Fasc. I, 1916, I0
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tandis que le dénominateur peut avoir une ou deux racines (dont une
double) ou enfin, troisracines distinctes. Il est facile de voir que, dans
ce dernier cas, les trois racines sont réparties de la maniére suivante :

3 _?L_IZ 2 _ﬂ)— 2
o< 3a<r2< a_r < ry<< o,

La formule (g), dans laquelle on fait ¢ = o, nous donnela condition
nécessaire et suffisante pour que le dénominateur ait une racine

double

26+ 27a=o.
Enfin, pour
26+ 27a < 0,

nous aurons les trois racines.
Faisant ¢ =0, dansla formule (10), nous aurons I’expressionsuivante

pour la courbure de notre courbe

1 3ar*+2b

R~ &
Sur 'axe de rotation cette courbure se réduit a g - Par conséquent
pour 5> o, la courbe n’a pas de point d’inflexion, pour b=o, la

Fig. 19. Fig. 20.

courbure sur I'axe devient nulle et pour{d < o, nous aurons un point
d’inflexion pour r = \/ —Tzﬁ et le changement de signe de la courbure

sur I'axe de rotation. Ainsi, la surface est convexe pour b > o, eta des
cavités aux poles pour b <o (fig. 19).
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Lorsque la vitesse croit, ces cavités s’accentuent, les points z, et z,
se rapprochent et 4 un certain moment se touchent au point O. La
courbe y aura un point double avec une seule tangente horizontale.
Si la vitesse augmente encore, les cavités s’approfondissent, z, devient
négatif, z, positif, le point double se déplace a droite. Les deux
branches de la courbe qui se coupent en ce point auront maintenant
deux tangentes différentes ( fig. 20).

Si la vitesse augmente encore jusqu’a ce qu’on ait 2b° + 27a = o,
la fonction du dénominateur a une racine double, et ce point double
coincidera avec le point d’'inflexion. Les deux tangentes deviennent
verticales et coincident ( fig. 21).

Enfin pour 28°+ 27a <o le dénominateur aura toutes ses trois

Fig. 21, Iig. 22,
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racines r,, I, I';. Pour construire la courbe, il suffit de remarquer que
pour r,<r <r,, z devient imaginaire et que, par conséquent, la
courbe n’est plus d'un seul tenant. Elle est composée de deux parties
distinctes : I'une comprise entre o et r, et 'autre entre r, et r;. Comme
I'abscisse du point d’inflexion tombe entre r, et r,, la courbe n’a pas
de point d’'inflexion. Nous la tracons en tenant compte de ce que
pour r=r,, r=r, et r=r; la tangente est verticale et pour r=o
et r =" elle est horizontale et nous obtenons la courbe représentée
sur la figure 22.

La surface engendrée par la rotation de cette courbe sera composée

d’un corps central analogue & l'ellipsoide de révolution et d'un anneau
autour.

10° Intégration a l'aide des fonctions elliptiques. — L'inté-
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grale (13) est une intégrale elliptique et peut étre ramenée facilement
a la forme normale de Weiertrass par la substitution classique

u=my+n,
ol ’on pose
m“:-—-—(—l-i,
46
n=— .
3a
Posant ensuite
4
gr=3a’mn*+8abmn + [ 1* m = émlﬁ,
b3
g3== an® +habn® 400 — l6::———|(5<—a— + l),

nous ramenons notre intégrale 4 la forme définitive

. m/ dy
2 Vby =gy —8
Enfin, si nous prenons

nous aurons

m 2 am? mb
= ampv—}—gb ay —=— —2—-Cv+ —?)—-v—i—consl.,

r2=u=mpy -+ —-

pe+ 3a
Ces deux formules nous permettent de calculer - et 5 en fonctions
uniformes d'un seul paramétre ¢ et d’effectuer ainsi la construction de

la courbe.
Si nous voulons que le volume reste constant, a et & doivent vérifier

la condition

", _m 2 4o\ ,
fo‘ r a_—z-f<ampv+§b> <mpv+ ?-;E) dy = const,

Résumé. — Si nous faisons @ = o dans toutes nos formules, nous
aurons les figures d’équilibre statique correspondant & chacune de
nos séries des figures d’équilibre relatif. D’aprés les travaux de
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Plateau, ces figures d’équilibre statique sont : la sphére (pour ¢ = o),
le nodoide (pour b > 0, ¢ <o), le cylindre et 'onduloide (pour 6> o,
¢ > o) et le caténoide (pour b =0, ¢>o0) (ce dernier ne joue aucun
role particulier). Considérant ces figures comme figures de départ, je
crois avoir obtenu les résultats suivants :

1° La sphére, en tournant de plus en plus vite, commence a s’aplatir,
ensuite pour b <o, il sc forme des cavités aux péles qui, en s’accentuant
se rencontrent et forment un trou le long de ’axe. La figure devient
annulaire, mais comme ['aréte ne peut pas exister, cet anneau change
brusquement de forme pour alfecter la figure de I'annean & deux
tangenles verticales (fig. 22). Si la vitesse croit encore, ’anneau sc¢
modifie en s’élargissant et s’amincissant.

2° Un nodoide se transforme d'abord en une figure analogue. Pour
la vitesse angulaire assez petite, il affecte la figure 12 et si la vitesse
croit, passe consécutivement par les figures 13 et 14, et méme peut
passer par les figures 15, 16 et 17 et donner naissance 4 un anneau. Il
faut distinguer quelle partie de la surface limitait au début le liquide.
La partie convexe du nodoide se transforme en la partie convexe des
figures 12, 13, 14, 15, 16 et 17 et peut donner naissance 4 un anneau. La
partie concave reste concave. Si le liquide remplit le nceud, il y reste
et définitivement se transforme en le nceud de la figure 14 et peut enfin
donner naissance a un anneau libre.

3° Pour le cylindre, il est clair qu'il est une figure d’équilibre pour
n’importe quelle vitesse si la somme de la pression extérieure et de la
pression capillaire est suffisamment grande.

4° Quant a P'onduloide, pour une vitesse assez petite, la figure
conserve son genre (fig. 5) et cela jusqu’au moment ol b, passant par
zéro, devient négatif et assez petit pour avoir b*— fac=o0. En ce
moment, le liquide affecte la forme de la figure 6. Si la vitesse croit
toujours, b décroit encore et le liquide affecte les formes des figures 7
et 8. Mais ensuite la figure g devient impossible, car la partie entre
les points doubles ne peut pas étre remplie de liquide. Alors la figure
se rompt suivant la circonférence tracée par le point double et
I’anneau se détache. Une fois détaché I'anneau prend immédiatement
la figure de 'anneau libre avec ¢ = o.
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Quant au reste du liquide, la valeur de ¢ change brusquement pour
lui, il prend la forme de la figure 5 et le jeu recommence.

Ces derniéres transformations présentent un intérét tout particulier,
parce qu’elles représentent le cas de la fameuse expérience de Plateau,
qui devait illustrer I’hypothése de Laplace sur la formation des corps
célestes.

En effet, par le seul fait d'introduction d’une tige métallique, servant
a faire tourner la sphére d’huile, Plateau transforma la sphére en une
partie de I'onduloide.

Par conséquent, 'anneau qu'’il a obtenu, provenait, non pas d’une
sphére libre, mais d’'une masse liquide indéfinie. Une sphére libre se
serait transformée en un seul anneau sans masse centrale.

Ainsi, une partie des résultats que j'ai obtenus se trouve déja
vérifiée expérimentalement. Quant aux autres. résultats, j'espére les
vérifier prochainement. ' S




