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REMARQUES SUR CERTAINES SUITES D'APPROXIMATION. 155

Remarques sur certaines suites d’approximation;

Pir G. HUMBERT (').

A. But du travail. — Soient » une irrationnelle positive et v un
nombre donné, au moins égal & 2 : nous dirons qu'une fraction irre-
ductible, p : g, est, pour w, une fraction (v)sil’on a

1
® =5l <5
On sait, puisque v 2 2, que toute fraction (v) est une réduite ordinaire
de w; on trouvera donc les fractions (v) en supprimant, dans la
suite, S,, des réduites successives, celles, p : ¢, qui ne satisfont pas
a (1) : il restera alors une suite, que nous appellerons S,, et qui
contiendra toutes les fractions (v), rangées dans ’ordre des déno-
minateurs croissants. Mais rien ne prouve que S, existe, ni, surtout,
que S, soit une suite infinie.

M. Hurwitz a établi (?), et le résultat est aujourd’hui classique,
que S, existe toujours, et est infinie, pour v= /5 : quelle que soit la
simplicité de la démonstration de M. Hurwitz, on peut donner, de
son théoréme, une démonstration plus simple encore, et c’est la le
premier objet du présent travail.

M. Hurwitz a montré ensuite (/bid.), en s’appuyant sur une
belle proposition de M. Markoff, que, si I'on excepte l'irrationnelle

o= (1+5) : 2, et celles qui équivalent modulairement & x ou 4 —a,
la suite répondant 4 v =8 est une suite infinie pour toute irration-

(*) Nous renverrons aux deux Mémoires qui précédent par les chiffres I et II.
(*) Math. Ann., . XXXIX, 1891, p. 279.

Journ. de Math. (7* série), tome II. — Fase. III, 1916. 21
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nelle : nous établirons également ce fait, d’'une maniére directe et
¢lémentaire.

Puis, aprés avoir présenté quelques remarques sur la formation des
suites S, et S 5, nous montrerons que, quel que soit v, la suite S,, si
elle existe, posséde, pour un nombre quadratique, w, une sorte de
périodicité; nous déduirons de la le théoréme de M. Markoff; nous
exprimerons enfin, d’une maniére simple, la condition nécessaire et
suffisante pour que w admette une suite S, infinie.

2. Premier théoréme de M. Hurwits. — Je dis d’abord que, pour
passer de S, & Sz, on n’a jamais & supprimer (rois réduites consé-
culives.

En premier lieu, il est clair que les réduiles a supprimer sont parmi
celles qui précédent un des quotients incomplets 1 ou 2; supposons
ensuite qu’on doive supprimer les réduites successives po: ¢, 50, : 413

P2 q»; Cest-a~dire qu’on ait

i

EY
Ajoutant les deux premiéres inégalités membre a membre, et obser-
vant que w est entre p,:q9, et p,:q,,0na, puisquepoq, —pigo=E1,

I)f e 1

1
0| T e—— p —
9 ' T Vs ' 7217 g2/

oot

T

>_i_(_'_+L>
P00 ~\5 \95 73/’

ce qu’on écrit
(2)  ¢i—VBqg+qiso et deméme, gi—V3g.9:+gic0.

Comme d’autre partg, < ¢, < ¢,, et que 'équationz* — /520 +1=0
a une racine entre o et 1, et une autre entre 1 et o, on lire de (2)

2 |+\/§
nc oz

(3) 7 < 1+V5

To = 2

HA

<

Enfin,siA,estlequotientincompletquisuit p,:q,,0onaq,=h,q,+q,,
et la derniére inégalité (3) s’écrit

how Do 1EVE
Tt
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Par hypothése, A, =1 ou 2; or A, = 2 est impossible, le second
membre étant < 2; donc 4, =1, et il reste

14+

ol

W

Lo gL A ! +\/D, d’olr il
A 2 0

Cela contredit la premiére inégalité (3), car le signe = ne peut con-
venir, ¢, et g, étant entiers.

Donc, si v =5, on nesupprime jamais trois réduites consécutives
dans S,, c'est-a-dire que, sur trois réduites consécutives, 'une au

moins est une fraction (\/5).

Corollaire 1. — La suite S; est dés lors infinie; c’est le théoréme
de M. Hurwitz.

Corollaire 1l. — Si I'on a & supprimer p, : ¢, et p,: g,, réduites
conséculives, il résulte dec I'analyse précédente que 2, =1 : donc, si
deux réduites consécutives ne sont pas fractions (y5), le quotient
incomplet qui suit la premiére est 1.

3. Remarque.— Sil’on reprend lescalculs précédents en écrivanty,
au lieu de y/5, les inégalités (3) deviennent

9 . V+ 2—-
@ Ly sy oo =R
Jo qq 2
de la seconde on tire
ho+Lcp,
lql_P'

Si w < 2, c’est-a-diresi v < g, on reconnait encore que &, (qui est
1 ou 2, d’aprés cette valeur de v) est nécessairement 1; alors,
g,:4,21: (. —1); mais il n’y a contradiction avec la premiére (4)
quesi 1 :(p—1)Sp, d’ol l'on tire aisément v< /5.

La démonstration ne s’applique donc pas & un nombre v>> /5 ; elle
explique l'intervention du nombre 5 dans la question.

4. Second théoréme de M. Hurwits. — Soit v= /8. Les réduites
4 supprimer dans 5, sont toujours (puisque v < 3) parmi celles qui
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précédent un des quotients incomplets 1 ou 2; je dis que, si 'on a
supprimé k réduites consécutives (k23), et si I'on choisit d’une
maniére quelconque trois réduites consécutives parmi ces k, celle du
milieu précéde nécessairement le quotient incomplet t.

Supposons supprimées les trois réduites consécutives p,:q,; pi: ¢,
et p,: ¢,; tout revient 4 établir que 2, =1, avec les notations précé-
dentes.

On a, par les mémes calculs qu'au n° £,

(5) llé.&t—i:l—i—\/; et -Z—Q-;l—i-\/-?,..
1

De la seconde on tire encore

/z,-l—ﬂ <1432,
q1
Mais A, -— 1 ou 2; si k, =2, on aurait

To <
'(;;':(\/E ““)9

ou
qt>_1
9o=\/5—.

d’oui contradiction avec la premiére (5).Donc £, =1. c.q.F.D.

Y-

Nota. — La démonstration ne s’applique pas pour v* > 8; car, en
gardant les notations du n° 3, la contradiction n’existe que si

1i(p—2)Zp, dou  pSi4+y2 et vizy/a.

8. Corollaire. — Si, dans la fraction continue w, les quotients
incomplets sont, 4 partir d'un certain rang, tous égaux a 1, w équivaut

modulairementa aou & — «, en désignant par « la fraction 1 +

.

eta=(1+5):2.

En tout autre cas, il y a, dans la fraction, une infirité de quotients
incomplets au moins égaux a 2, et il résulte alors du numéro préce-
dent que louies lesréduites de » ne pourront pas étre supprimées, dans
le passage & S 5, a4 partir d’un rang fini donn¢, d’ailleurs quelconque.
Sous une aatre forme, la suite S 5 est infinie pour une irrationnelle v,
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non équivalente modulairement a « ou & —a ; c'est le second théoréme
de M. Hurwitz.

6. Suite de Minkowski (*). — Clest S,. On établit comme au n°2
que, pour passer de S, a S,, on n’a jamais 4 supprimer deux réduites
consécutives de o. D’autre part, les réduites a supprimer ne peuvent
étre (puisque v =12) que parmi celles qui précédent le quotient
incomplet 1, et de la résulte un développement de @ en fraction con-
tinuelle, par le procédé indiqué (I, n° 22) pour déduire le dévelop-
pement hermitien dela fraction continue :

€
w="0,+ ! . (ss==1).
2

61+92+-,.

Ce développement coincide avec celui que Minkowski obtient
directement; les fractions successives qu'il fournit donnent, dans leur
ordre, les termes de S,.

7. Remarques sur les suites S el S,. — De ce qui précéde résulte
aisément un procédé pour former chacune de ces deux suites a partir
de ses deux premiers termes.

Il suffit d’observer que, si I’on connait deux réduites consécutives
Pi:g,etp:q,dew,laréduite suivante est (pb+ p’): (g0 +¢'),en
désignant par § ’entier maximum contenu dans le quotient complet
(p'—g'w):(qu—p).

Soient alors p,: g, et p: ¢ deux termes consécutifs de S;z; on
reconnait facilement (*) que la réduite p' : ¢', de w, qui précede p : ¢,
est donnée par les formules suivantes, ou ’on a posé

a=|pgo—gp.l :

(') Math. Ann., t. L1V, 1901, p. g1-124.

(%) On suppose successivement que, entre p, . goetp:q,ilyaeu 1,00u2
réduites supprimées, lesquelles précédent alors des quotientsincomplets1 ou 2.
De la les trois cas & distinguer. On utilisera le corollaire II du n°® 2 ci-dessus,
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©° Si (w— -’3) (m—ﬁ> > 0, on aura
q 9o

) — —— R .
p'= /—dﬂ', q' = (La-ﬂ et nécessairement a=1 ou 2;

2° Si (m—§> (m—-/’—"><oeta=1,onaura

90

P'=po  7'=q0
3° Si (w——%) (w—-i—") <L oeta>1,o0naura
0

p=(a=np  ,_g—=(a=Nq

/ —
r= -~ q'= —

et a=2 ou 3.

On a ainsi p' et ¢’ sans avoir de congruence i résoudre.

Il ne restera qu’a former (au plus) les trois réduites de » qui suivent
p:¢, et la premiére d'entre elles qui sera une fraction (y5) sera le
terme de S ; venant aprés p:q.

Pour la suite S,, avec les mémes notations :

1° Si (m — §> (w --’—’2) < 0, on aura

7o

P'=po  4'=qo;

2° S (w—£> <(»——&’> 0, on aura
q/ \ 9o > ©;

P=pP—pPs 9=9—q0

et il ne restera qu’a former (au plus) les deux réduites quisuiventp: ¢;
la premiére qui sera une fraction (2) donnera le terme suivant de S,.
Cette régle, pour S,, revient a celle de Minkowski.

8. Cas de o quadratique. — Nous allons, dans ce cas, mettre en
évidence une sorte de périodicité de la suite S,, quel que soit v.

Voici comment on peut poser la question :

Soit I'irrationnelle (positive)

_—b+4+nyD

p (n=*x1),
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racine de la forme quadratique (@, b, ¢) a coefficients entiers et de
déterminant D. La fraction continue qui représenle w est périodique :
cette périodicité se manifeste directement dans la suite des quotients
incomplets; dans la suite des réduites elles-mémes, elle se manifeste
indirectement de la maniére suivante : . '
Soit p : g une réduite, arrétée 4 un certain quotient incomplet d’une

période; celle, p,:g,, arrétée au méme quotient (de méme rang) de la
période suivante sera dite sa premiére homologue, et I'on définit de
méme les homologues successives, p,: ¢.5 ..., P ¢m; oron a vu (11,
n23 et 40) que p, : ¢, se déduitde p : ¢ par une substitution linéaire
fixe, Z, qui ne dépend que de w, et I'on a donné [1I, n° 40, éq. (22)]
'expression de p,: g, en fonction de p:g, déduite de la relation
symbolique

L Ly,

qm 1

On peut dés lors se demander si une périodicité de cette nature se
manifeste dans la saite S,; la réponse est affirmative et résulte aisé-
ment des formules du Mémoire II.

9. Soient, avec les notations de 1I (n° 40), p,, : ¢,, la réduite de »
qui précéde p,,: ¢,; 5 le quotient complet qui suit p, : qm (et Cest
ausst celut qui suit p ; ¢);ona

'
© = Pm5S+ Pm

— _—__,",
qm s+ qm

et la condition pour que pn : g soit une fraction (v) s’écrit

Pm3+ P;u Pm < !
—_— T )
(/m 5 -+ (Im f[m ‘J(]:,

ou, puisque | pngn — gmpn| =1,

(6) Im <y,
(]nt
Orona vu (Il, n° 40) que, lorsque m tend vers + =, le premier
membre de (6) tend vers — 7', en désignant par z’ I'irrationnelle qua-
dratique conjuguée de z, de sorte qu’il y a & distinguer trois cas :
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1° —3'>v—35. — Alors (6) est vérifiée dés que m dépasse une
certaine limite, c’est-a-dire que les réduites homologues successives
de p:q finissent par étre toutes des fractions (v).

2° —z' v — 2. — Cesréduites finissent par n'étre jamais des frac-
tions (v).

3° —z'=v — 3. — L'inégalité (6) se trouve remplacée, en vertu des
calculs de II (n° 40), par 'inégalité (28) de ce numéro, ramenée elle-
méme a l'inégalité (30). De la, en désignant par p’: ¢’ la réduite qui
-précéde p : ¢, les deux sous-cas :

1° @ n’équivaut pas modulairement & — w3 les p,, 1 g, finissent
par étre, ou ne pas étre, des fractions (v) selon que

na(pg'—gp')>o0 ou ma(pg' —gp')<o;
2° w équivaut & — w; l'inégalité nécessaire et suffisante pour que
Pm * @ S0it fraction (v) est
na(pg'—qp'’) (—1)">o;
donc, de deux réduites homologues consécutives, I'une est fraction (v)
et autre ne I’est pas.

10. En utilisant
(6 bis) w=(ps+p):(¢gs+q')
et I'équation analogue en ', 5’ (' conjuguée de w), on met l'iné-
galité — 3’ >v — 3, ou 5 — 3>, sous la forme

(7) 21‘2\/‘D_(pql—qpl) >7.
ap®+ 2b6pqg =+ cq?
On peut simplifier, car le premier membre est, par formation,
3 — 3'; d'autre part, z est une fraction périodique simple, d’aprés sa
définition méme, et z>>1; en sorle que, par un résultat classique,
3’ estentre o et — 1, et 3 — 3’ est positif. On pourra donc remplacer
le premier membre de (7) par sa valeur absolue, et écrire, puisque

Py —qp'==*1,
2yD

(7565) lp*+2b6pg +oq7] ~

Cela posé, voici dés lors le résultat final.
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Soit & = (— b+ nyD) :a, avec n===1, une racine positive de
la forme (a, b, c); soient

(8) AN : Pe

w4
les réduites de w précédant les quotients incomplets qui forment une
période (minima) de la fraction conlinue w; supposons aussi que la
réduite p, : ¢,, qui vient avant p, : q,, précéde également un quotient
de la partie périodique.

Nous supprimerons, dans la suite finie (8), certains termes, selon
la loi suivante :

La réduite p,:q, (i=1,2, ..., 8) sera conservée ouv supprimée
selon qu'on aura
2y/D
(9) lap? +2bpiqi+ cqf|

>v ou <.

Si, aulicu de Uun des signes > ou<,on a le signe =, la réduite
pi: q; sera conservée ou supprimée selon qu'on aura

nNa{p;qi1—qipi-y) >0 ou <o.

Toutefois, si le signe = se présente pour au moins une valeur de ¢,
el si o équivaut modulairement & — w, il faudra doubler la série (8)
en y ajoutant les réduites de la période suivante, el opérer sur la série
doublée comme sur (8).

Soient alors

P

’ Py P
10 :
(10 ’ Tr

A
les termes conservés dans la suite (8), doublée au besoin, sclon les
réglesci-dessus ; sil’ondésigne toujours par £ la substitution linéaire
définie 11, n° 40, les termes successifs de la suiteS,, a partir d’un
rang fini, seront

" '
&\‘m - ,/_j_"\'m.

T e, LRI oy
A qr

.y ’

7 7 7'

’ ’ r
Iy Pry . 1 Sy
1 )_m-H, .. _ 2.'"'"‘ 2 Nmwr

cest-a-dire les transformés des termes (10) par L™, X" L

Journ. de Math. (7* série), tome [I.— Fasc. ITI, 1916, 22
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Toutefois, dans le cas ou I'on aurait doublé la suite (8), il faudra
écrire X* au lieu de X.

De la résulte la périodicité de S,, dans le sens ou nous I’avons
entendue. '

11. Corollaire. — la condition nécessaire et suffisante pour que
S, existe et soit infinie est que la suite (10) comprenne au moins un
terme. On saura donc, » étant un nombre quadratique donné, recon-
naitre si une suite infinie S, existe pour ce nombre, et cela par un
nombre limité d’ opérations (voir plus bas, n° 13).

12. Théorémes de M. Markoff. — 1° Si v= V5, nous savons
que S, est infinie pour toute irrationnelle w; donc, si w est quadra-
tique, la suite (10) correspondante comprend au moins un terme,
c’est-a-dire que l'on a, au moins pour une valeur de 7, en vertu de (9),

a2y D
| api + 2bpiqi+ cq?

|3‘/5'

En d’autres termes, on peut donner & «, y, dans une forme indé-
Jinie ax® + 2bxy + cy?, a coefficients entiers et de déterminant D,
des valeurs entiéres rendant la forme inféricure ou égale, en mo-

dule, a 9\/%

2° Si v = /8, nous avons vu que S, est infinie, sauf pour les nombres
équivalents a = o, ou « = (14 y5) : 2. Dong, par le méme raison-
nement, on peut donnerax,y,dans une forme indéfinie(a, b,c), non
équivalente a la forme 2x* — 2y — 2y*, ou & un de ses multiples,
des valeurs entiéres rendant (a, b, ¢) au plus égale, en module,

a2 \/P-
8
Ces théorémes, énoncés sans démonstration par Korkine et
Zolotareff ('), ont été établis et généralisés par M. Markoff (*).

(Y) Math. Ann., 1. VI, 1873, p. 369.
(2) Ibid., . XV, 1879, p. 382.
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13. Autre point de vue. — La condition néédessaire et suffisante
pour que w admette une suite infinie, S,, peut étre présentée autre-
ment,

Pour préciser, supposons que o soit la premiére racine de la forme
(a, b, ¢), c'est-a-dire que y = — 1. On sait que les z et 5’ du n° 9,
ou — z et — z’, sont les racines d’une réduite de Gauss (A, B, C),
équivalente a (a, b, c¢) : nous entendons par réduites de Gauss celles
méme définies dans les Disquisitiones, mais en appelant premiére
racine (— B—yD) : A.

Il résulte alors du n° Y que :

La condition nécessaire et suffisanie pour que w, positif et pre-
micre racine de la forme (a, b, ¢), de déterminant D, admette une
suile S, infinie, est que, parmi les réduites de Gauss (A, B, C),
équivalentes a (a, b, ¢), il en existe une, au moins, dont les racines
aient une différence supéricure ou égale (en valeur absolue) @ v,

c'est-a-dire telle que 2 /D 2| A |>.

Touteforis (n°9, 3°) lorsque w n’équivaut pas modulairement & — v,
si, pour aucune des réduites (A, B, C), on n’a 2y/D >|A|v, maissi
seulement 2D =| A |v pour certaines d'entre elles, il y a une cond:-
lion supplémentaire 4 ajouter, celle exprimée par na(pg’ — qp’) >o.
On peut la transformer ainsi : ,

Soit (A, B, C) une réduite pour laquelle 2 VD = | Alv; ses racines
sont z et 3', ou — 5 et — z'. Comme, dans les réduites de Gauss,
B est positif, et que d’ailleurs, en vertude — 1 <3’ <o<1< 5, la
somme z + 3’ est toujours positive, les racines de (A, B, C) sont 3
et 3, ou — 35 et — 2, selon que A est négatif ou positif.

1° A <o. — Par (6 bis) » équivaut a z ou & — 3, selon que
Py —qp' =41 ou —1;

on en conclut que s est premiére racine de (A, B, C) si pg’— ¢p’
est + 1, seconde, si — 1; donc, en général,

._ —B—(pg'—qpVD
2= Iy
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2° A> 0. — C’est — 3 qui est racine de (A, B, C), et 'on trouve
de méme

=B (pg—gp)VD
= T .

3]

Donc, en général,

_ =B —(pg—gp VD
= X

~
~

Enfin, si (sgnA) désigne le signe de A, c'est-a-dire A :]A|, on a
évidemment, dans tous les cas, puisque 5 > 3/,

___F= B4+ (sgn WD,
-~ — J‘\‘ b

d’oti, par comparaison,
—(pqg'—gp') = (sgn ).

Alors, I'inégalité na(pg’ — qp') >0, ot ;= —1, s"écrita(sgn A)>o,
c’est-a-dire que a et A doivent étre de méme signe.

Done, quand o n'équivaut pas wmodulairement 4 — w, si, pour
aucune des réduites (A, B, C) équivalentes a («, b, ¢), on n’a

2¢D>|A|v.

mais si sculement 2 yD = |A |v pour certaines d’entre clles, il faul el

il suffit, pour que w admette une suite S, infinie, que, dans ’une aun

moins de ces derniéres, le premier coefficient, A, ait le signe de a.
C’est la condition supplémentaire cherchée.

10 — \/5.
3 b
(3, —10, 7), et non (— 3, 10, — =), puisque ® doil ¢étre premiére
racine.
Les réduites de Gauss, équivalentes 4 (a, &, ¢), sont

14. Exemples. — 1* Soit © = la forme (@, b, ¢) est

(—10,7,3); (3,8, =5)1 (—=5,7,6): (6,5, —9); (—9,4.7); (73, —10)

Pour ces réduites, le maximum, en valeur absolue, de la différence

. 2 N ' .
entre les deux racines, est 3\/79’ et correspond & la seconde réduilte.
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. . y v 2 . ~ . .
Donc, si v est inférieur a 3759, la suite 3,, pour w, est infinie.

. 2 sr . . .
Siv=3v79, comme w n’¢quivaut pas modulairement & — w, on

est dans le cas douteux. Mais ici ¢ = 3; et, dans la seconde réduite,
A =3, en sorte que Aa > o : donc encore, pour w, S, est infinie.

- > . 2 — . ~ . .
Enfin, siv> 3 V70, iln’y a pas de S, infinie pour .

. 2+ V379
2° Soit w = /—5&/——’3;

(a, b, ¢)est (— 5, 7,0);lesréduitesde Gauss

équivalentes sont celles ci-dessus. On a les mémes conclusions respec-

l tout & 1'} P vS 2795 mais, si v = 2y79

ives que tout & I'heure, pour v<3y79; mais, si v = zy79, comme
a=—>5ct A=3, on voit que Aa<<o; donc S, r'est pas infinie
pour w.

15. Corollaire. — Pour un nombre quadratique, v, racine de la
forme (a, b, ¢), de déterminant D, les nombres v, pour lesquels la
suite S, est infinie, ne dépassent pas 2\/E:|Al, ou A est le plus
petil, en valeur absolue, parmi les premiers coefficients des réduites
de Gauss équivalentes a (a, b, ¢); si 'on veut, |A | est le ninimum,
en valeur absolue, de la forme (a, ¥, ¢).

Remarque. — 11 serait aisé de voir qu’on peut, au n® 13, sup-
primer la condition que w soit la premiére racine de (a, b, ¢); avec
les mémes dnoncés, w peat éire la seconde.

Ernaruy. — Ce Volume, page 100, ligne 14, au lieu de précéde, lire suit.
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