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Comment le débit d’un tuyan de conduite affecté d’un
rétrécissenent notable mais graduel, peut se déduire
de Uabaissement de pression qui s’y produit le long
de la partic rétrécie;

Par J. BOUSSINESQ.

1. On sait, depuis les observations de I'ingénieur américain Cleé-
mens Herschell, confirmées par d’autres, récentes, de MM. Camichel,
Eydoux et Lhériaud ('), que le débit ¢ d’une conduite se déduit trés
simplement, & des erreurs relatives prés n'atteignant pas 1 centiéme,
de la différence I, — P, des deux pressions, P,, P,, qui s’y trouvent
exercées, le long de 'axe supposé horizontal, dans la premiére section
amont, s, ctdanslasection la plus rétrécie, a,, d'un venturi, cnsemble
d’un rétrécissement notable, mais assez allongé ou bien graduel, et
d’un ¢largissement analogue qui s’y raccorde en lui faisant suite, c'est-
a-dirve sans brusque déviation ni courbure sensible des filets fluides.
La formule qu’on y applique est celle que donne, pour chaque filet,
le principe de D. Bernoulli sur la conservation de la charge dans I'hypo-
thése de fluidité parfaite, mais en n’y distinguant pas les vitesses
individuelles V des divers filets, a la traversée d’une section normale o
quelconque, d’avec la vitesse moyenne ou de débit U a travers la
méme section. Et, cependant, le régime d’écoulement étant & peu
pres uniforme i Pentrée du venturi, c’est-a-dire sur la premiére sec-
tion amont g, ou P, désigne la pression sur I’axe (évaluée en hauteur
d’eau), on sait que des différences trés appréciables de vitesse y

(') Comptes rendus des séances de ' Académie des Sciences de Paris, t. 160,
4 janvier 1915, p. 28,
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existenl entre le filet central on axial, le plus rapide, et cenx de la
périphérie, quoique ces différences s’atténuent & mesure qu'on
approche de la section rétrécie o,, oti la pression analogue, sur I'axe,
est P,.

1l y a donc quelque chose de paradoxal a ce fait, que ’hypothése
de 'égalité de vitesse des filets fournisse un dcbit ¢ pratiquement
exact.

Je me propose ici de montrer que le paradoxe s’explique par deux
petites errcurs de sens contraires, commises dans le calcul : 'une,
évidente (du moins au sentiment), qui, pour 'excédent P, — P, de
pression constaté le long du rétrécissement, fait obtenir un débit trop
fort, ct qui consiste en ce qu'on néglige les frottements, les imperfec-
tions effectives de fluidité de I'eau; 'autre, plus cachée, tenant & ce
que, pour un liquide parfait, un calcul exact, avec mise en compte de
I'inégalité de vitesse des filets, donnerait un débit supérieur au
débit théorique approché obtenu. Clest justement la formule de ce
débit supérieur, concernant un liquide hypothétique parfait, que
'analyse suivante a pour but de faire connaitre.

II. Le rétrécissement étant supposé assez graduel pour n’imprimer
aux filets fluides ni courbures sensibles, ni mémeinclinaisons mutuelles
appréciables, on sait que la pression p variera hydrostatiquement sur
toute I'étenduc de chaque section normale o, ou que la somme de
la pression p et de I'altitude ¢ au-dessus du plan horizontal de Paxe, y
égalera simplement la pression I’ sur 'axe. Ainsi, la hauteur totale de

2
charge ;‘V—" + p + & de chaque filet fluide, constante le long du filet, y
28
2

. A
sera simplement — + DP.

On aura donc, pour un filet quelconque, en le considérant sur la
section d’amont &, et sur toule autre section normale o,

V’ )_Vf D
(1) ;—g-%—l._n—g—l-],.

Multiplions par le débit constant dg du filet, qu’exprime le produit
Vds sur la section ¢ et le produit V, ds, sur la section o, puis faisons
la somme des résultats pour tous les filets, et divisons par le débit
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total ¢ = Us == U, 3,. 1l vient, identiquement,

12 V\?®deo , U}f \/‘>:da.
-—— — - T e — —_— — p .
9,[<L) 7 Ve (Ui o

v
U
a travers la section o, du rapportde la vitesse V desdivers filets fluides
ala vitesse moyenne U : ils lui attribuent ordinairement la valeur
approximative 1,1 dans les conduites circulaires & régime uniforme.
Etils écrivent, par suite, I'équation ci-dessus, expression du principe
de D. Bernoulli pour tout le courant liquide & axe horizontal,

e A . . .
x— + P = const. En l'appliquant aux deux seclions o, o, et dési-
25

*da rube moyen
z ) ? )’ y

Les hydrauliciens appellent 2 I'intégrale f(

gnant par «,, %, les deux valeurs correspondantes de «, on aura donc

u? U3
(2) a':,,: + Py 9‘12,1"*")1'
25 5

Remplacons-y les vitesses de débit U,, U, par les quotients équiva-

( . .
lents Z, Z. Puis isolons la valeur de ¢; el nous aurons, dans I’hypo-

2 G
these de la fluidité parfaite, expression théorique du débit ¢ :

01T

(3) qg=Vog(Pi—P,) —2—.
/i 5 (Py )\/otgo'}——a,dz

Négliger I'inégalité de vitesse des filets fluides, c’est faire a, = 1,
2, = 1, ou prendre

(3 bis) q == —i_——i—d\/f!g(l’,—l’z);

\o}— o}

de sorte que le coefficient correctif, A, par lequel il faut multiplier
I'expression ainsi simplifice (3 bis) du débit, pour en avoir la vraie
expression théorique, est

. ; / ei—al
A== .
(4) %261 — «,0}

Tel est donc le coeflicient dont nous aurons & apprécier icila diffé-
rence d’avec I'unité.
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II. Introduisons-y la valeur donnée, que nous appellerons ., du

. T [} 4 [ .
rétrécissement, c'est-a-dire le rapport > : pratiquement, ce sera
1

. . 1 . . ,
une fraction assez petite, comme, par exemple, 7S le diamétre de

la conduite s’y réduit de moitié. l.e carré du coefficient correctif A
deviendra
. VT .
(3) )‘ _Olz—}&'ldl
Cela posé, la formule (1), en y spécifiantle premier membre pour la
section rétrécie 6,y o0 V=V, et U = U,, donnera, sur un filet fluide

quelconque
’ Vi— Vizag(Py—P,),

équation ou V,, V, seront comparables respectivement a leurs
moyennes U,, U,, c’est-a-dire dans un rapport de I'ordre de petitesse
a 3 . .
de ;’- = w. Vi sera donc une assez petite fraction du second membre;
1

et I’on aura

. 1
R 1
(6) \,2:\/26'(})1_P2)[|+———'—-—v' )],)

22(P—P,
. . 1 . .
ol la puissance -~ de la quantité entre crochets pourra se développer,
2

par la formule du binome, en une série rapidement convergente.
Exprimons-y la vitesse V, du filet sur la section ¢, d’amont ou le
régime est & peu prés uniforme, en fonction de la vitesse moyenne

\i . . .
correspondante U, et du rapport T qui sera une certaine fonction
1

des deux coordonnées (ransversales différant modérément de sa
valeur moyenne 1. Si nous appelons ¢ I'écart & — 1 de celte fonction
d’avec 'unité, le carr¢ ¢? sera un peu sensible, d’'unc valeur moyenne

2 da’, . . l s e Y o . A
e - qu atteint quelques centiemes; mais son cube &* sera généra-
1

lement négligeable et, se trouvant positif au centre de la section,
i . 1 14 . . - dal
négatif 4 la périphérie, aura sa valeur moyenne, fa’ . » encore plus
insensible.
Faisons ainsi, dans le second membre de (6), V, = U, et substi-
tuons-y de plus & U, le produit, évidemment équivalent, de la vitesse
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moyenne U, surlasection o, par le rapportinverse udes deuxsections.
Enfin posons, pour abréger,

(5) U:

25(Py—1P,)

L.

La formule (6) deviendra, en y négligeant finalement une partie
6
de P'ordre de petitesse de iiﬁ’

———— 1 —_— 2 2,6
(8) Vo= Vo (- ety = Vg P = Py (14 g - T ),

2
Il en résulte, en multipliantpar -‘i:—? ct intégrant dans toute la sec-
2

tion rétrécie 6., unc expression de la vitesse moyenne U, & travers
cette section, savoir

2 d 26 d
(9) Ue=\/2g(P:_—-Pz)(x+ %fqa’-c—iz—s_sﬁ_f?i_‘yl>.

4]

Puis, en divisant (8)par(9), développant parlaformule dubinome
la puissance — 1 de cette derniére parenthése et effectuant les produits,
on aura la fonction qui définit le mode de distribution des vitesses
dans la section réteécie :

G B ([
(10) gr=i+ B (¢ [0 2

ST Jday\ Ot/ [ ,doy do,
—S (=) - (- fe2) foo

llevons enfin cette expression au cube, toujours jusqu’aux termes

. . C . de, .. ., .
en 1® exclusivement; puis multiplions par a—' et mtegrons, en suppri-

mant finalement du résultat les nombreux termes qui se détruisent.

1l viendra, comme formule du coefficient z, qui ¢tait a déterminer
dans () :

o 3 L dm ,dao.\?
o) s g fo 2= (f= )|

Observons, en portant dans (7) Uexpression (g) de U,, que le
nombre I excéde peu l'unité, savoir, d'unc quantité comparable a u.*;
de sorte que 'on peut, sauf erreur négligeable (en u.%), faire =1

dans (11).

Journ. de Math. (7* série), tome I. — Fasc. 111, 1913 36
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Rappelons, en outre, que 'on a ¢ = 1 + ¢, avec ¢ assez petit pour
ue son cube ¢* soit jugé insensible, ou pour qu’on puisse prendre
Jug

Q*=1-2¢ -+ ¢, @*==1+ 4e+ 6¢2,

valeurs a substituer dans (11). Il vient ainsi, aprés des réductions évi-
dentes,

(12) “2=’+3P','[' 82%—(.[8%)2]'

IV. On peut actuellement, avec une erreur relative sensible, il

. . , . s . do,
est vrai, mais néanmoins de I'ordre de petitesse de ¢, remplacer -
2

do,

71

ar — . Effectivement, si les ¢ s’annulaient, ou qu’on etit V= U sur
’ ) q

la section d’amont ¢, et, & plus forte raison, sur les autres sections ¢
moindres, tous les filets fluides ¢prouveraient, d'une section & 'autre,
les mémes changements relatifs de grosseur et 'on aurait, pour

d r 13 . .
chaque filet, f = constante. Plus généralement, il est clair que chaque
filet occupera comparativement & d’autres, a la traversée d’une sec-
. . d .
tion quelconque, une fraction 7:- de I’espace total o, d’autant moindre

qu'il y sera plus rapide par rapport & eux, leurs inégalités relatives
de vitesse se répercutant sur la variation des sections partielles rela-

. do . . .
tives -a—_> €I raison inverse de ces vitesses.

2 %1

. . do do, ds
Si donc, dans [ €2 —2s I’'on remplace — par —» l'erreur absolue
’ P o P
commise est de 'ordre du produit de ¢* par ¢, c’est-a-direnégligeable.

. . . . oL d
De méme, sil'on fait la pareille substitution dansfa 6—62, 'erreur estde
2

. . do .
Pordre de ¢*. Mais alors I'intégrale restante, f € 6—', devient la valeur
1

moyenne de ¢ a travers o, , c’est-a-dire zéro d’apres la définition méme

v . . d ’
de ¢; d’our il suit que [ eZ22 est de lordre de 2 et a son propre carré
} q = prop

L]

négligeable. Ainsi, la formule (12) se réduit a

(13) ozg—_—|+3p.‘f‘3da‘.
o
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Or on sait que le coefficient a considéré sur la section d’amont,
Ky . . L) dd' ) 1 j 2 M
c’est-a-dire a,, exctdeI'unité de 3fe’71, a P'erreur prés négligeable
1

do . .,
fs"?L Donc, si nous retranchons I'unité des deux membres de (13),
1

il vient, pour relier entre elles les deux valeurs de « entrant dans
I’expression (5) du carré A* du coefficient théorique du débit, la for-
mule approximative trés simple

(1h) oy— 1= p* (o, —1).

V. La relation (5) devient alors, parl’élimination de a,, la suppres-
sion haut ¢t bas d’un facteur 1 — w* commun et, finalement, une
extraction de racine carrée,
1

Vi@ (s —n

On voit que le coefficient de débit A, pour un liquide parfait,
exctde un peu l'unité. Si, par exemple, le venturi est au quart, ou que

(13) A= =1+—";—2(a,——|).

1 . . . .
% = et si o, vaut environ 1,1, il vient
b

)

oty —
32

1 . 1
= (environ) 1 + ;—-

A=1+ 300

L’influence réductrice des frottements en retranchera, pour I'eau,
une petite quantité, que I'on sait, par 'expérience des questions de
cette nature et vu, ici, la trés graduelle variation supposée des sec-
tions ¢ ou des vitesses, étre comparable seulement au centi¢me. La
valeur définitive de A se trouvera donc un peu inférieure & I'unité,
d’une fraction de centiéme, conformément aux débits constatés
notamment par M. Camichel, dans des observations soignées de
laboratoire.



