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SUR UNE CLASSE D'INTEGRALES DEFINIES, 77

Sur une classe d’intégrales définies ;

Par N.-E. NORLUND.

a Lund (Sucde).

On connait le role qu’a jou¢ la transformation d’Euler (')
¥ :/(t — )ity de

dans la théoric des équations diftérentielles & coefficicnts rationnels.
Celte transformation se préte particulierement a I’étude de I’équation
différentielle de Pochhammer (?)

dnr c , dn—1 r_n dn-2
0=Q) ZZ = (P T T + (] e -

-1 s o n—~2
_n(x)j—w;__’: 4+ (‘; :L+[>R'(x)g’?1_'—);—. -

Q(x) et R(x) désignant des polynomes en . On doit & M. Jordan (*)
une étude compléte et trés élégante des solutions de cette équation.

Dans les pages suivantes nous allons nous occuper de deux classes
d’équations aux différences finies, analogues a I’équation différentielle
ci-dessus. Nous allons former des systémes fondamentaux de solutions
qui se représentent par certaines intégrales définies étendues sur des
produits de fonctions gamma. Des intégrales de cctte sorte ont été

(') Voir ScaLesixger, Handbuch der Theorie der linearen Differential-
gleichungen, t. 11, Leipzig, 1897, p. 405.

() Journal fiir die reine u. angewvandie Mathematik, \. LXXI, 1870, p. 317.

(®) Cours d Analyse, t. 111, Paris, 1896, p. 240.
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rencontrées par MM. Mellin (') et Pincherle (*) qui s’en sont occupés
& différentes reprises. Ces auteurs ont notamment fait voir le réle que
jouent ces intégrales dans la théorie des équations différentielles
hypergéomeétriques d’ordre supérieur.

CHAPITRE 1. .

1. Soit Q(z) un polynome en x de degré » et soit R(x) un poly-
nome dont le degré est inférieur & n. Posons

u(lx+w)—u(z)
o ’

Ay u{x) =
et considérons 'équation aux différences finies d’ordre »

M Q@) w@) - (58 Q@) 41 u(@)

+ (g _*: n)Aﬁ, Q(x) A" u(zx) +. ..

+(*h M)At Q@)

n

= R(z) A" u(z) + (G + ’l‘ - ‘>A+, R(z) A% u(z) +-. ..

+ (g*,‘l’iT '>Az;' R(z)u(z),
£ désignant un paramétre indépendant de . Essayons de satisfaire a
cette équation par une intégrale de la forme

1 F(t—ax—8)

(2) u(x)—_—m, mv(t)dt,

(1) Acta Societatis Scientiarum Fennicee, t. X1V, 1883, p. 3535 t, XV, 1888,
p. 1; . XX, n° 7, 1895; t. XXI, n° 1, 1896; t. XXII, n° 2, 1897; t. XXIII, n° 7,
1897 ; Acta mathematica, t. V1II, 1886, p. 37; t. 1X, 1887, p. 137; t. XV, 1891,
p- 317; t. XXII, 1898, p. 19: t. XXV, 1902, p. 139; Annales Academice Scien-
tiarum Fennice, 1. 1, série A, n° 3, 190g.

(2) Rendiconti del R. Ist. Lombardi, t. XIX, 2°série, 1886; Rendiconti della
R. Accademia dei Lincei, t. 1V, 1888, p. 694-700 et p. 792-799; Giornale di
Matematiche, t. XXXII, 1894, p. 209-2g1.
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¢(¢) étant une fonction de ¢ qui reste & délerminer ainsi que la ligne
d'intégration. En formant la différence finie d’ordre s par rapport &
on trouve
' s T(t—ax—¢
A{‘u(w):(5+l)(£+2) . (E+?)fr ({—z—§)

PY 3 (t—x+5s+1)

v(¢t)de.

Substituons ces expressions dans Péquation (1) et remarquons
quon a

@ Q=3 =Rz ro Lo rm i Qe

s!

on trouve

f(t—az— .
@ [t e @+ m Qe )
) —(t—a+ YRl +n—1)]dt=o.

Déterminons ¢(¢) comme une solution de ’équation aux différences
finies de premier ordre

(5) QUA+n)v() —Q(t+nrn—Dr(t—1D)=R{t+n—1)¢(L).
L’équation (4) se réduit & I'équation suivante

r¢—z—E(+1)
T(t—x+n—+1)

l‘ _ _' .
= f((j+.+,f))(\)(‘+ n—u)e(L—1)dt.

(6)

Q¢+ n)o(t)de

Choisissons la ligne d’intégration de sorte que le premier membre
de cette équation ne soit pas altéré quand on remplace ¢ par ¢ — 1;
I'intégrale (2) représente alors une solution de I’équation (1). Dési-
gnons par a,, ,, ..., &, les racines de I’¢équation Q(z + r) =o, et
Pary ,Ya; ..., Y. les racinesdel’équation Q(@w+5+n)=R(x+E{+n—1),
x élant la variable. On a par hypothése

) ! _ (t—ay) (t—ay)...(L —a,) ,
(51)!3) ((l+l)-—- (l—g—yl+‘)(t—g—}’2+l)o-c(1~£—}/n+l)‘(t)

Posons pour abréger

1 ,
—(ﬁ—(-t—)zl‘(l+a,—t)...I‘(_1+a,l—l)[‘(1-y,—g+t)...I‘(l——y,,——g—l-t);
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®(¢) est une fonction enti¢re de ¢, et la solution la plus générale de
'équation (5 bis) est
v() =0 (&) n(¢),

n(t) désignant une fonction périodique avec la période 1. Posons

maintenant
,n-e‘lri(€+]"—-l)

()=

Tsinm(E 4 ys— 1)

et supposons pour le moment qu’aucune des différences entre les
" nombres vy, ne soit égale & un entier positif, nul ou négatif. v(2) est
une fonction méromorphe admettant pour pdles les points

E4vys. E+yst+ 1, E4+ys+ 2,

Prenons pour chemin d'intégration la ligne briste ABCD, compre-
nant & son intérieur les points £+ v, E+v,+1, E4+v,+2, ...,

Fig. 1.
B8 A
Y ;9:63”
c D

partant de l'infini le long de la droite AB ety revenant le long de la
droite CD. Supposons que z ne soit pas situé sur la demi-droite qui
passe par les points y,, ¥, + 1, Y=+ 2, ...; on peut dans l'intégrale au
premier membre de (6) déplacer la ligne d’intégration d’'une unité
parallélement 4 ’axe des nombres réels sans altérer la valeur de 'inté-
grale. [.’intégrale (2) représente donc une solution de I'équation (1)
pourvu qu’elle soit convergente. Pour déterminer la‘ condition de
convergence, il suffit de remarquer qu’on doit avoir, pour ¢ > o,

lim @ (¢) r-+-t-2=o,
t=0

¢ tendant vers U'infini le long de la ligne d’intégration, £ étant égal a
k=yi+ 2+ c+p—ay—ay—...— o+ (n—1)f—n.

L’intégrale est donc convergente si & (£) < o et elle représente une
solution de ’équation (1) qui est holomorphe pour toute valeur de x
non située sur la demi-droite qui passe par les points ¥, ys+ 1,
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Y¢+ 2, .... En donnant a s successivement les valeurs 1, 2, ..., 1, on
trouve n solutions indépendantes.

2. Examinons maintenant le cas o une ou plusieurs des différences
entre les nombres y,'sont des entiers. Répartissons ces nombres en
différents groupes de sorte que tous les nombres qui différent par des
entiers se trouvent dans un méme groupe. Soit vy, Youiy -+ oy Ysip UN
tel groupe, ol chaque nombre est répété autant de fois qu'il figure
dans la suite v,, ¥,, ..., Y,. Supposons qu'ils aient été numérotés de

sorte qu’on ait
«R(}'s)éc‘ﬂ('/:+1)i- . -ztﬂ(yﬂﬂl)'

Au nombre v, correspond une solution w,(x) définie comme il a été
dit plus haut, par la condition qu’aucun des autres nombres qui se
trouvent dans le méme groupe n’ait sa partie réelle supérieure a v,. Mais
les solutions qui correspondent aux nombresy,,,, ..., Y., ne différentde
us(x) que par un facteur constant. Pour obtenir un systéme fonda-
mental de solutions, nous déterminerons dans le groupe de solutions
U (X )y oony Ugyi(T), ooy Ugy, () qui correspondent aux nombres vy, ...,
Yswis -+ 9 Ys+py 12 fonction ¢y, ;(¢2) comme il suit

TemiEry,~t) TeTiG+Y 0
sin(& + ys— t)' ” SINT(E + Yser— ¢)

Vi (£) =D (¢) (i=o,1,2,...,p).

Les intégrales ainst formées sont convergentes pour toute valeur
de x qui ne se trouve pas sur la demi-droite passant par les points
Yoo Vs 1y Y5+ 2, ..., pourvu que & (k) < o, el elles représenient des
solutions de Uéquation (1) holomorphes pour toute valeur de x qui
satisfait & cetle condition.

En écrivant I'équation aux différences sous la forme
Po(@Yu(z) + Pi(z) u(z —1) +...+ Py(z) u(z — n)=o,
on trouve, par un calcul facile,
P(z)=Q(z +&+n)—R(xz+£+nr—1).

Les zérosde P () sont donc les nombres v,y ¥ay - - ., Y,- On en conclut

que les solutions u,(x) (s =1,2,...,n) de notre systéme fondamenital

sont des fonctions méromorphes de x, et que la solution u,(x) r’ad-
Journ. de Math. (6° série), tome IX. — Fasc. I, 1913. 11
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met d’autres péles que les pointsy,,y,+ 1,Y,+ 2, .... Si y,nc différe
d’aucun des autres nombres y par un enlier positif, nul ou négatif, les
points Y,,.Ys=4 1, Ys+ 2, ... sont des poles simples de u,(z).

3. Enrestant dans cette derniére hypothése, nous allons former un
développement en séries de u,(x).

Notre intégrale est égalc a la somme des résidus de la fonction sous
le signe dans les points y,+ &, y,+5 -+ 1, y,+ 5+ 2,...; on le vérifie
sans peine a I'aide du théoréme de Cauchy. En remarquant qu’on a

b

. . . L({+vy+1) (=)
Jim (£ ’)r(‘)"',l:‘Tv(t+v—x)...(z+.)z I

on trouve
V=

Py, —z+9)T(y+E—ay+v).. .Uy +-E—a,+V)

(7) ws(=) :CSZ T+ys—x+v+1) Loy +v+1) L(ys—yu-+v+1) (=0,
v=0

ou

. sinm (& + y,— o) y .sin‘n:('g + y— cx,,)’

C¢e —
s P Tc

la solution u,(x) se représente donc par une série hypergcéométrique.
Cette série est convergente pour toute valeur de x distincte des péles
Ysr Ys+ 1, Y5+ 2, ... pourvu qu'on ait & (£) < o.

Il peut arriver, par exception, qu'un ou plusieurs des nombres
Ts+&—o(i=1,2,...,n) soit égal & un entier non positif. Soit —m
le plus grand de ces nombres. La série (7) se réduit, en ce cas, aux m
premiers termes, les termes suivants élant égaux a zéro. u,(x) est, par
conséquent, égal a une fonction rationnelle de «, multipli¢e par un
quotient de deux fonctions gamma.

Siy,+ & — a; est un entier positif, u,(x) est identiquement nul et la

fonction
ﬂeﬂi(tw,—t)

es(t) :‘D(l)m’

est une fonction entiére de ¢. On évite cette difficulté en remplagant la
fonction o,(?) par la fonction suivante

n .
sinm{¢t— a;)’

vs(t)

la solution u,(x) est alors différente de zéro et elle se représente comme
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.plus haut par une séric de la forme (7) ou le terme général a été
multiplié par (—1)" pendant que le facteur s'évanouissant dans ¢, a
ét¢ supprimé. Une remarque analogue a lieu s'il y a plusieurs des
nombres y,+ £ — a; ({ =1, 2, ..., #) qui soient des entiers.

4. On peut obtenir un autre systéme fondamental de solutions
u,(x), ..., u,(x) de la maniére suivante. Répartissons les racines o
en différents groupes de sorte que toutes les racines qui différent par
des entiers se trouvent dans un méme groupe. Soit e, %y, «v.y %y
un tel groupe ou chaque racine est répétée un nombre de fois égal a
son ordre de multiplicité. Supposons qu’elles aient été numérotées de
sorte que

R(as) SR(as4q) .. -gm(as—i-p)'

Correspondant & ces racines, nous définissons une suite de solutions
par les équations suivantes:

L TU—z =)

Usyi(x) = ani) Ta=z+1) Psed () dt,
PPN T T sint(xz—+§—1¢)
“‘H(l)—“q’(t)sinn(t—as) SINT (¢ — otsy;)  sinm(x—¢)

(E==0,1, ..., ),

ot la ligne d’intégration est une ligne brisée A’B’'C’D’ partant de
I'infini le long de la ligne A’B’ et y revenaut le long de la ligne C'D’

Fig. 2.
0’ c”
. e . S s
A B’

qui comprend & son intérieur les points o, o, — 1, &, — 2, .... En dé-
formant convenablement la ligne d’intégration, on voit que I'intégrale
reste convergente quand x reste 4 distance finie des points «;, &, — 1,
®;— 2, ... pourvu que & (k) < o. Elle représente une solution méro-
morphe de I'équation (1), admettant pour péles les points a,, o, — 1,
a;—2, ... et étant d’ailleurs holomorphe. A chaque racine «, corres-
pond une solution et ces solutions forment un systéme fondamental.
En remarquant que I'intégrale est égale a la somme des résidus de la
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fonction sousle signe d’intégrations dans les points &, a; — 1, 2, —2,...,
on trouve pour i = o le développement

VY=o

-‘-‘.s(a’)-——'csz I‘r(x—“s"*"’)r(')’l"‘z,"o‘s""”)--'r()’ll+£’_a5+v) (—1)',
v=0

(@& 4+ E—as+v-+1) ['ot;— o4+ v+ 1) Lo, — o+ v+1)
ou
e sinm (£ 4+ Yi—o) .sin'n('& +Yn—ts)
£ T T

Cette série hypergéométrique converge pour toute valeur de x diffé-
rente des péles a, o, — 1, a,— 2, ... pourvu que &(F) < o.

8. Il'y aquelques cas d’exceptions intéressants qu'il convient d’exa-
miner de plus prés. Supposons qu’on ait pour s =1, 2, ..., 1
Vs+E—a;=o0;
la condition nécessaire et suffisante pour que cela arrive c’est que
R(x) =o0. [’équation aux différences (1) se réduit & son premier
membre qui doil &tre identiquement zéro. La fonction ®(¢) devient

_ sinr:(z--g—y,)'“sinc:(t——z—'y,z)_
®(= T(t—E—7,) T(L—E—7n)

On peut donc définir un systéme de solutions par les intégrales sui-
vantes :
_ IF(t—2x—§) dt
us(@) = 2wl C‘l‘(l—x+ N (t—E&—y1)...(t—¢ —y,.)’

ou la ligne d’intégration C; est un petit cercle autour de & + v, parcouru
dans le sens positif et laissant 4 son extérieur les autres poles § +1,, ...,
£+ Y»- Ces solutions ne difféerent de celles définies plus haut que par
des facteurs constants. On vérifie immédiatement qu'on a

. 1 r(71—$)
) T e T+ p—e 1)

(s=1,2,...,n);

ces n solutions forment un syst¢me fondamental pourvu que les v,

soient distincts. Mais si 'on a par exemple v, =7, ... =Y, nous

pouvons, correspondant a ces racines, choisir les solutions suivantes :

1 (Tt —ax—E) [sinm(e—& —y))]s1dt

ami b T(t—z+1) “s~l(t—£—'}’1)’"“—'5_7”1—!-1)- (b —&—7n)
(s=1,2,...,m).

us(x) =
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Dans le cas extréme ol m = n, c’est-a-dire oul tous les y prennent
la méme valeur, on obtient donc le systéme fondamental de solution
suivant

_ ! gn—s Py, — x) ] .
“s(x)—(ﬂ_s)! d},/{--s[l)(yl_‘_a_x_’_l) (s=1,2,...,n),

et I'équation aux différences se réduit, en ce cas, & 1'équation sui-
vante:

i=n

-
> (Q B ﬂ) AL (@ —E—y1— n)" A% u(z) =o.

i=0

6. Considérons enfin le cas ou & est un entier. Sio >&2— n, un
certain nombre des termes contenant u(xz), A,u(x), dans I'équa-
tion (1) disparaissent.

On peut donc réduire I'ordre de I'équation aux différences d’une ou
plusieurs unités et par la trouver la solution générale deI’équation (1).
Si £ < — n, I'expression intégrale (2) montre immédiatement que u(x)
est un polynome en 2. Si § est un entier non négatif, les expressions
des solutions, trouvées plus haut, restent valables sans modifications.
Mais on peut, dans ce cas, former une solution nouvelle particuliére-
ment remarquable; il va sans dire que cette solution est une combi-
naison linéaire des solutions trouvées plus haut. Soit d’abord § = o.
L’expression (2) se réduit a
(8) u(z) = 24

p— ) dt.
2T L t—x

Je pose maintenant

(1) = F(t—o)...T(L—ap)

l‘(t—*/l—'§+1)...l‘(t—*/,,—'g-i—1)’

et je prends, comme ligne d’intégration, un petit cercle autour du point
{ =z, parcouru dans le sens positif et laissant & son extérieur les pdles
de ¢(¢). En limitant convenablement le domaine de variabilité de x,
on voit que la condition (6) est satisfaite. On a, par conséquent, la
solution suivante :

MNr—a)..T(@—a,)
P'(z—yi+1)...[(z—y.,+1) ’

u(z) =



1)
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Si ¢ est égal & un entier positif 7 on trouve de méme
e(L)de
u(z )_?mf(t—x)(l— 1)...(l—xz—m)’

la ligne d’intégration est un contour fermé entourant les points x,
x+1, ..., x+m dans le sens positif et laissant & son extérieur les
poles de ¢(¢). Cette intégrale pourra s'obtenir en appliquant 4 I'inté-

grale (8) l’operatlon A%, 5 on a par conséquent lasolution suivante::

Nz —o)...T(z—a,)
Yz—yp—m+i1).. Ux—y—m+1) )

u(x):Tn'_lA;:,[

CHAPITRE II.

7. Il y a plusieurs autres classes d’équations aux différences finies
qui se placent & coté de I'équation (1) et qu’on peut résoudre d’une
maniére analogue. Considérons par exemple ’équation

(9) Zﬁ.?Q!(__‘i)u(x.;_i): _‘A-(;’i_’i_l{—l(ﬁlu(x—ki).

i=0 {i=0
On suppose que Q(x) et R(x) soient des polynomes en x respective-
ment du degré n + 1 et n et de la forme

Qz)=(x —ay) (@ —oy)...(2—ag),
R(z) =(z—y1) (x—y2). .. (2 — ¥a)y

ol les o et les ¥ sont des constantes données. Nous considérons pour
abréger seulement le cas, qu'on pourrait appeler général, ou les y et
les « sont distincts et ot aucunes des différences entre ces nombres ne
sont des entiers. Essayons de satisfaire & cette équation par une inté-
grale de la forme

. _ v(t)dt
(10) w(®) = 2mfl(t—.z‘+1)

¢(1) étant une fonction & déterminer qui soit indépendante de x. En
substituant cette intégrale dans l’équation (g) on trouve, en vertu
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de (3),
(11) 27rtfl(t (’(;+I)[Q(t)——(t—x)R(t—r)]clt—"o

Déterminons ¢(¢) comme une solutlon de I'équation aux différences
finies du premier ordre

Q(
(12) v(t-}-x):l—‘{%—))-v(l).
La condition (11) se réduit & I’¢quation suivante
HQ) _ (et—1Q(t—1)
(13) fl‘(t-—x—i—l)dl f (¢t —=x) dt.

L’intégrale (r0) satisfait donc a I’équation (g) si ¢(¢) est une solu
tion convenablement choisie de I’équation aux différences (12) et sile
chemin d’intégration a été choisi de sorte que la valeur de I'intégrale,
qui figure au premier membre de (13), ne soit pas altérée quand on
déplace le chemin d’intégration d’une unité parallelement & 'axe des
nombres réels. On a
T(t—a))T(t—0a)... Tt —a,)
Ft—y) L(t—y2).. T(e—7ya)

()= (L),
w(¢) étant une fonction périodique avec la période 1. Soit s un des
nombres 1, 2, ..., n. Posons
reTi—Y,)
)= —
sin{(L — 7s)

et prenons pour ligne d’intégration, un contour ABCD ( fig. 1) com-
prenant & son intérieur les points v, + 1, ¥, + 2, y,+ 3, ... et laissant
4 son extérieur les péles «,, a,, ..., &,. L'intégrale ainsi définie est
convergente pourvu que

-;(R(x) <e‘})\_(ao+ a|+o‘-+an"—)/1_~ . -—‘}’n)g

et elle représente dans ce demi-plan une solution de 'équation (9)
que nous désignons par u,(x). 1l est facile de développer cette inté-
grale en série de facultés. La valeur de I'intégrale est, en effet, égale &
la somme des résidus de la fonction sous le signe pour les poles y,+ 1,
Ys+ 2, ¥;+ 3, .... Notre solution se représente donc par la série
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hypergéométrique
z) —v§ Lys— s+ T(ys— a1 +v). . .Llys— o +v)
11‘(‘/s—w+v+ DE(ps—y1+v). . . T(ys— yn+v)

)

V=

qui est convergente dans le méme demi-plan que I'intégrale. Des pro-
priétés connues des séries de facultés permettent de conclure qu'on a

uniformément
lim [(ys— 2 + 2)u,(2)=const.,

lr)|=w
x tendant vers 'infini en restant & I'intérieur du demi-plan de conver-
gence.

En donnant 4 s successivement les valeurs 1, 2, ..., n, on obtient
n solutions différentes. La propriété asymptotique susdite permet
¥mmédiatement de conclure que ces solutions forment un systéme fon-
damental de solutions.

Dans un Mémoire intitulé : Sur une classe de fonctions hypergcéo-
métriques ('), j'ai discuté le cas particulier ou n = 2, el montré
comment on peut prolonger analytiquement les solutions dans tout le
plan. Les équations (1) et (9) rentrent d’ailleurs comme cas particu-
liers dans deux classes générales d’équations aux différences finies que
j’ai disculées avec détails dans deux autres Mémoires en me servant
respectivement de la transformation de Laplace (*)

u(x) :fti’" v(¢)de,

et des propriétés des séries de facultés (*). On trouve indiquées, dans
ces Mémoires, les propriétés analytiques les plus importantes des solu-
tions considérées plus haut.

(1) Bulletin de U’Académie royale des Sciences et des Lettres de Danemark,
Copenhague, 1913.

(*) Sur les équations linéaires auz différences finies a coefficients ration-
nels (Acta mathematica, t. XXXVII, 1913.

(3) Sur Uintégration des équations linéaires aux différences finies par
des séries de facultés (Rendiconti del Circolo matematico di Palermo,
t. XXXV, 1913. :



