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PROPAGATION PAR ONDES ET PROBLEME DE MAYER.

Sur la propagation par ondes et sur le probleme

de Mayer;

Par E. VESSIOT.

1. Les pages qui suivent se rattachent aux articles (') que j’ai
publiés sur les conséquences analytiques du principe d’Huygens
considéré comme définissant la propagation infinitésimale des ondes
dans un milieu & un nombre quelconque de dimensions, et de nature
quelconque ; ct, en particulier, sur les rapports de cette propagation
par ondes avec la théorie des équations aux dérivées partielles du pre-
mier ordre et des systémes canoniques, avec le calcul des variations et
avee la dynamique analytique. :

Le mode de propagation est défini quand on se donne la forme limite
vers laquelle tend 'onde émise par un ébranlement produit en un
point quelconque, quand la durée de propagation tend vers zéro :
c’est ce que nous appelons la multiplicité d’onde. Nous appelons onde
élémentaire 'homothétique de cette multiplicité d’onde, le centre
d’homothétie étant le point ébranlé, et le rapport d’homothétie étant la
durée infiniment petite d¢ de la propagation. Dans le cas général otile
régime de la propagation est variable, ces multiplicités d’onde et ces
ondes élémentaires dépendent de 'instant ¢ de leur émission.

Dans les deux premiers des articles rappelés, j’ai étudié les cas ou
les ondes élémentaires ont "~! points et "' plans tangents. Dans le

(1) Sur Uinterprétation mécanique des transformations de contact infini-
tésimales (Bull. Soc. math. de France, \. XXXI1V, 1906); Essai sur la propa-
gation par ondes (Ann., Ec. Norm. sup., 3¢ série, t. XXVI, 1909); Sur la
théorie des multiplicités et le Calcul des variations (Bull. Soc. math. de
France, t. XL, 1912).
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troisieme, l'’étude du probléme isopérimétrique général, dit de
Lagrange, m’avait conduit a considérer le cas ol les ondes élémen-
taires ont %" *~! points, tout en ayant «o*~' plans tangents ; et j'avais
énoncé seulement les résultats, relatifs 4 ce cas, dont j'avais besoin.
Ce cas est le plus général, car, comme je I'avais déja indiqué, et
comme je le montre ici incidemment, si les ondes élémentaires avaient
moins de ! plans tangents, on n’aurait plusaffaire & un milieu dans
lequel une onde guelcongue piit se propager.

2. Dansla premiére Partie du présent travail, je reprends 'analyse
de ce cas général : il s’agit méme ici du régime variable, tandis que le
probléme de Lagrange se rattache au cas du régime permanent.

Le systéme des ondes élémentaires est défini, au point de vue ponc-
tuel, par un systéme de (a + 1) équations, qu’on peut ramener a la
forme
) F (tlzy, ..., 25| dxyy ... d2,)=dt,

Fp(tlay, ...y 2y |dey, ... dx,) =0 (h=1,2,...,0),

les premiers membres élant homogénes, de degré un, par rapport aux
différentielles. L'origine d’émission de ’onde élémentaire a pour coor-
données x,, ..., x,; l'instant ou date (') de I'émission est £ ; un point
courant de 'onda ¢élémentaire a pour coordonnées

zy,+dx,, ..., z,+dz,.

Au point de vue tangentiel, la multiplicité d’onde correspondante,
considérée comme enveloppe du plan variable

(2) Zqi(xl’_xi):'7

~-est définie par une seule équation

(3) G(”‘rh'“y‘z‘nl'llaH-,qu):la

(*) Nous nous servirons souvent de ce mot date, dont I'emploi a été proposé
_par M. Fontené (Géométrie dirigée, Paris, Nony, 1897, p. 75; Bull. des Sc.
math. et phys., décembre 1906), et qui est commode pour distinguer les deux
acceptions du mot temps, instant et durée.
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et c’est ce qui fait que les résultats actuels sont analogues 4 ceux que
j'avais obtenus autrefois.

Les familles d'ondes, c’est-a-dire les familles de multiplicités de la
forme

() t=V(z. .. ..a)

constituées par les états successifs par lesquels passe une onde quel-
conque dans sa propagation, sont fournies par les solutions de 1’équa-
tion (3), ot on interpréie ¢,, ..., ¢, comme les dérivées partielles

de V,
o

(9) 9= 5= (E=1.2.....n). .

Les ondes se propagent par éléments de contact, individuellement
considérés ; chaque élément de contact se propageant de la méme
maniére, & partir d'un instant donné, quelle que soit I'onde initiale a
laquelle il appartienne a cet instant. L’ensemble des positions succes-
sives que prend ainsi un élément de contact quelconque, avec les dates
de ces positions successives, correspond & une caractéristique quel-
conquede ’équation aux dérivées partielles (3). Les variables z,, ..., x,;
G4y -+ > ¢, sont alorsinterprétées comme les coordonnées homogenes de
I'élément de contact constitué par le point (2, ..., ,) et le plan (2).

Le systéme différentiel des caractéristiques

. JdG oG oG .
(6) dm;_ag(;dlu d(];*—(-dz—{—q,-w) dt ({==1,2.....n
se présente de lui-méme, comme définissant la transformation infini-
tésimale qui correspond & la propagation pendant le temps infiniment
petit d¢, a partir de 'instant ¢, transformation dont le symbole s’éerit,
avec la notation du crochet de Poisson,
pi_ 0F

(7) )‘:—0—[’*‘[(1."‘_'.

Quant a la propagation finie, entre deux instants quelconques /,
et ?, elle a son expression dans une transformation de contact; de
sorte que le principe des ondes enveloppes peut s’appliquer a la pro-
pagation au sens fini du mot, sousla forme la plus générale, et non pas

Journ. de Math. (G¢ série), tome IX. — Fasc. [, 14913, 6
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seulement au sens infinitésimal comme cela avail lieu par hypothése.
Ce résultat renferme, comme cas particulicr, la théorie de I'intégra-
tion d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre, au
moyen des intégrales complétes.

Dans le cas du régime permanent, la transformation de contlact en
(juestion ne dépend que dela durée (¢ — 1,), et est la transformduon
générale d’un groupe 4 un paramétre.

Dans le cas général elle serait définie, suivant la théorie de Lie, par
les relations entre &, ..., x,; X,, ..., X, quireprésentent'onde émise
par un ébranlement produit, a l'instant ¢, an point unique (&, ..., &),
dans P'état de propagation on elle se trouve & I'instant ¢. Cetle onde,
dont I'onde ¢lémentaire est la forme limite, pour (¢ - ¢,) infiniment
petit, peut avoir plus de dimensions que 'onde élémentaire, et méme
a, en général, %" points. Ce n’est que dans le cas ot I'équalion aux
dérivées particlles (3) est, comme disait Lie, semi-linéaire, ou
pseudo linéaire, c’esl-i-dire ou les courbes qui servent de supports
aux caractéristiques dépendent seulement de (27 —1—v) para-
métres arbitraires essentiels, que les ondes issues de points sont des
multiplicités & (2 — 1 -- y) dimensions.

3. Au lieu de laisser I’ébranlement, produiten un point, se propager
librement dans toutes les directions autour de ce point, on peut ima-
giner qu'on le guide dans sa propagation, par exemple au moyen
d’un tuyau curviligne de section infiniment petite, dont on supposera
que les parois amortissent toute propagation sauf dans le sens de la
tangenle & I'axe du tuyau. On a ainsi ce qu’'on peut appeler lu
propagation le long d’une courbe ; mais si o. > o, on ne peut choisir
arbitrairement ni la courbe, ni I'instant ot I’ébranlement passe en un
point arbitraire de la courbe; car la courbe et la date, & laquelle un
(quelconque de ses poinls se trouve ébranlé, doivent satisfaire au sys-
téme de Monge (1), qui peut étre quelconque.

Parmi les solutions de ce systéme figurent celles qui sout cons-
tituces par les trajectoires de la propagation, c’est-a-dire par le lieu
quec décrit le point d’un ¢élément de contact quelconque et par la date
qui est associée i chaque point de ce licu. Il se trouve que ces trajec-
toires correspondent au minimum de durée de la propagation le
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long d’une courbe, entre deux points de cette courbe, I’éhranlement
partant du premier de ces points & un instant donné.

C’est 4 ’étude de ce probléme de minimum, qui n’est qu’un énonc¢
physique du probléme général du calcul des variations, relalif & unc
seule variable indépendante, désigné généralement sous le nom de
probléme de Mayer, qu'est consacrée la seconde Partie de notre
article.

Dans la mise en équations, nous avons suivi la méthode employée
dans notre article sur le probléme de Lagrange : clle est fondée sur la
représentation paramétrique
(6) oG

(I.r,-::-();’-;dl (E=1.2.....n)

de 'onde élémentaire. On sait que cette méthode a, sur la méthode
classique d’'intégrations par parties, 'avantage de ne pas donner prise
4 'objection de Du Bois Reymond relative & l'introduction, non jus-
tifiée, des dérivées secondes. Elle donne aussi la raison pour laquelle
doivent intervenir les multiplicateurs de Lagrange : la propagation le
long de la courbe, dans le cas du minimum, correspond & la propaga-
tion d'un élément de contact d’onde dont l'orientation se trouve pré-
cisément définie par ces multiplicateurs. La mise en équations se fait,
du reste, indépendamment de ces multiplicateurs.

Pour établir des conditions suffisantes pour le minimum, nous
avons fait usage de la méthode, ¢quivalente 4 la méthode de Weier-
strass-Hilbert, déja utilisée dans nos deux précédents articles. Le
champ d’extrémales de Weierstrass, etsa propriélé de correspondre &
un Unabhdngigheit Sats analogue i ceux de Hilbert, sc présentent
d’eux-mémes, quand on considére I'¢élément de contact d’onde qui se
propage le long de la trajectoire considérée comme faisant partic
d’une onde d’étendue finie : les trajectoires correspondant aux divers
éléments de cette onde constituent le champ; et la date qui corres-
pond & un point quelconque de 'une de ces trajectoires élant une
solution de I’équation aux dérivées partielles (3) s’obtient par unc
quadrature de différentielle totale qui peut étre cffectuée suivant lonte

autre courbe ayant la méme origine (datée de méme), et la méme exire-
mité que cette trajectoire.
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On est ramené ainsi & comparer lesintégrales de deux équations dif-
ferentielles de la forme

(7) dt.—:j(t|x,....‘x,,ldxi....l,dm,,),

prises le long d’'une méme courbe située dans le champ (et voisine de
la trajectoire étudiée), avec la méme valeur initiale. Dans notre essal
sur la propagation par ondes, nous avions introduit I'hypothése
(u’on avait affaire & des fonctions analytiques : nous donnons ici une
méthode qui n’introduit que des hypothéses de continuité et de dériva-
bilité inhérentes au probléme lui-méme.

La condition s’exprime encore par la concavité de I'onde élémen-
taire qui a pour origine un point quelconque dc la trajectoire, dans le
domaine de celui de ses éléments de contact qui est parallele a 1'élé-
ment de conlact se propageant le long de la trajectoire : cet ¢lément
de I'onde ¢lémentaire a, du reste, pour point de contact le point de la
trajectoire qui est infiniment voisin du point considéré, dans le sens
de la propagation.

Relativement au probléme de Mayer, notre exposition suppose que
la fonction F, dans les équations (1), est essentiellement positive sur
les courbes que I'on considére. Mais on pourrait lever cette restriction
enajoutdnt & I' une différentielle totale convenablement choisie, comme
nous I'avons fait dans I’étude du probléme de Lagrange.

1. — Propriétés fondamentales de la propagation par ondes.

I. Imaginons un milieu élastique, de propriétés variables avec le
temps ¢, remplissant ’espace & n dimensions, de coordonnées i, ..., %5
et admettons que dans ce milieu peuvent se propager des ébranle-
ments de naturc déterminée. L’ébranlement produit, a 'instant ¢, en
un point (., ..., z,), s'est transmis, & l'instant (¢ + ¢), 4 une infi-
nité de points (2, + Aw,, ..., z,+ Az, ). Prenons les homothétiques
de ces points, par rapport au point origine (z,, ..., x,), ct, avec le

dat
tend vers zéro, la multiplicité d’onde, d'origine (..., x,), velative
a l'instant .

rapport d’homothétic (—’), nous obtenons & la limite, lorsque dt
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Soit M l'origine («,, ..., %,), MA un vecteur quelconque, de com-
posantes @, ..., &,, issu de M. En séparant au besoin la multiplicité

—
d’onde en arcs ou nappes, on peut admettre que sur la direction MA,

il y a au plus un point P de cette multiplicité, qui sera défini par le
o en NIP ] ' ™
rapport positif ¢ = wxe et donné par une équation

(1) e=F(t|x, ....xn]ay ... ay),

les quantités a,, ..., @, étant liées, si la multiplicité d’onde contient
oo”~'"* points, par des équations de condition

(2) Fu(t]oneooca]ay oa) =0 (h=1,2,... a):

Ces formules doivent subsister si 'on change le vecteur MA, sans
changer sa direction, c’est-d-dire si I'on remplace «,,...,a, et o
par ma,,...,ma, et mg, ol m est un nombre positif quelconque.
Donc I est une fonction positive ('), positivement homogéne par rap-
port & ses arguments @,, ..,, @,; et les fonctions ¥, sont positivement
homogeénes. Le degré d’homogénéité de I est 15 et 'on peut supposer
qu'il en est de méme pour les I, (*).

Sil'on prend, pour point A, le point I’ lui-méme, en désignant par
Pis «++q Pu ses coordonnées dans le systéme de coordonnées, paralléle
au systéme général x,,...,x,, qui a le point M pour origine, on a
¢ =1, et I'on obtient.les équations de la multiplicité d’onde sous la
forme

(3) Fltla, ... L‘Itlplf""pll)ﬁl'
) Fa(tlay, . ooorpipye oo opy) =0 (h==v.0. ... 2).

2. Ces ¢quations étant supposées données, on a, aux infiniment
petits pres du second ordre ('), le lieu des points

() +-dxyy...,x,+dx,)

(') Au moins pour les directions que 'on aura a considérer,

(?) W n'y arien la d’essentiel. Dans notre article du Bulletin de la Société
mathématique, t. XL, 1912, nous avions supposé les F), de degré zéro.

(*) Pour plus de précision sur ce point, ¢f. notre article : Kssai sur la pro-
pagation par ondes (Ann, Ec. Norm. sup., 3* série, t. XNVI. 1909, p. 409).
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auxquels s'est transmis, 4 I'instant (¢ + d¢), I’ébranlement produit en
(%yy ..., @, ), & 'instant ¢, si I'on reprend I'homothétique de la multi-
plicité d’onde, dans le rapport d, par rapport & son origine (x, ..., %, ).
On obtient ainsi I'onde élémentaire, définie par les équations

(5) F (e, ... 2z,|dey. ..., dz,)=dt,
(6) Fo(tlzy, ...izplday, ..., dey) =0 (h=1.2....,a),

ou dx,,...,dx, peuvent étre considérés comme des coordonnées cou-
rantes, dans le systéme de coordonnées d’origine (z, ..., ;).

Ces équations, au point de vue différentiel, constituent un systéme
de Monge, qui, a part la condition de signe imposée 4 F, et le carac-
tére positif de ’homogénéité de F et de F,, peut étre quelconque,
pourvu qu'il soit résoluble par rapport & dz. La variable ¢ y doit jouer
en effet, un role spécial.

Une solution quelconque de ce systéme est constituée par une
courbe

(%) Zi== () (f=1.2.....n).

et par une correspondance entre les points de cette courbe et les
valeurs correspondantes du temps ¢

(8) t=(u).

C’est ce qu'on pourra appeler une courbe datée ('), Nous désigne-
rons par la lettre (C) 'une quelconque de ces courbes.

Une courbe (C) étant considérée comme un tube infiniment mince,
dont les parois amortissent instantanément les é¢hranlements consi-
dérés, un ébranlement produit en un point u =u, de cetie courhe
pourra sc propager dans ce tube, c’est-d-dire le long de cetle
courbe (C), pourvu qu’il soit produit précisément & I'instant
ty="Y (&,). Etla formule (8) donnera la loi numérique de cette pro-
pagation.

Si cependant les équations (6) sontindépendantes de ¢,1a courbe (C)

(1) Ces courbes satisfont au systéme diflérentiel obtenu en éliminant ¢ entre
les équations (5) et (6). Ce systéme comprend, en général, (o — 1) équations de
Monge, et une équation du second ordre. Il se réduit au systéme de Monge (6),
dans le cas particulier ou ¢ ne figure pas dans ces équations (6).
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scra capable de conduire un ébranlement produit en un quelconque de
ses points & un instant quelconque. Dans ce cas la valeur de ¢, pour
un point courant de la courbe, s’obtiendrait en intégrant ’équation
diftérentielle (5), et sa valeur initiale sera arbitraire, lorsqu’on se
donne la courbe clle-méme. Dans tout autre cas, cette valeur ¢ est
donnée sans intégration par I'une des équations (6).

“Observons encore u'il ne sera pas loisible, en général, de changer,
dansles équations (5)et(6),dz,, ...,dz,, en — dz,, — du,, ..., -- dx,.
De sorte que 'ébranlement ne pourra se propager sur la courbe (C)
que dans un sens déterminé. Analytiquement, c'est le sens danslequel
doit varier u, dans la formule (8), pour que ¢ = { («)aille en croissant :
il résulte, du reste, de I’hypothése faite sur I (a savoir qu’elle reste
positive pour les déplacements considérés), que la fonction # varie
effectivement en croissant sur (C).

3. Supposons, maintenant, qu'a l'instant / tous les points d’une
multiplicité (8) soient simultanément ébranlés : on a ainsi une onde,
([ui se propagera, par une nouvelle hypothése, conformément au priz-
ctpe infinitésimal des ondes enveloppes ('). Nous entendons par la
que I'enveloppe (¥') des ondes élémentaires issues des divers points
de (S), (4 l'instant ¢), représente, aux infiniment petits prés d’ordre
supérieur, I’état (S') de 'onde & I'instant (¢ + dt).

Le terme d’enveloppe doit étre pris ici au sens général de la théorie
des multiplicités, c’est-a-dire que les éléments de contact de ’enve-
loppe sont empruntés aux éléments de contact des enveloppées.

Cherchons cette enveloppe (¥'). Soit, a cet effet, (x,, ..., ,) un
point quelconque M de (S). A un point quelconque

'-L'l+xl' IR ) ‘77/1+X/z

de l'onde élémentaire qui a ce point M pour origine correspond, par
les formules

(9) X, =P;dt ({=1,2,...,n0),

un point (z, +P,, ..., z,+ P,) de la multiplicité d’onde (3), (4). En

(") Cf. loc. cit., p. jog-4i2.
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ces deux points homologues de 'onde ¢lémentaire et de la multiplicité
d’onde, les éléments de contact sont paralléles, et I'on peut définir (*)
leur direction commune par les formules

(10) Q":[;')fj;; ({=1,2.....0).
ol 'on pose
(1) Sl .o 2, Py Py) .
Ry, [P 1) +2)./, Fo(e|ag ooovy | Proo i Py

h =1

On peut ainsi considérer (P,, ..., P,; Q,, ..., Q,) comme les coor-
données d’un élément de contact quelconque de I'onde élémentaire; et
ces coordonnées satisfont a I'équation

" Sra:

i=

L'un au moins de ces éléments de contact appartient i l'enve-
P
loppe (¥'); et nous réservons maintenant la notation

(1,19 LR l’"; ()19 A ] (lll))

pour un tel élément. Alors, & toute variation (8« ..., 8x,) du point M
sur (S), correspondent des variations (¢P,, ..., ¢P,) telles que le
point de coordonnées (z; -+ P;dit) + 0 (z,+ P;dt) reste sur I’élément
de contact (P,,...,P,;Q,, ..., Q,), c’est-4-dire qui satisfont & la
condition

(13) N Qu(sai+ 6P.de) =o.
i=1

Mais, d’autre part, puisque le point («, +P,, ..., x, + P,) est sur
la multiplicité d’onde, il satisfait aux équations (3) et (4), d’ott I'on

(1) Pour ce qui concerne la Géométrie analytique des multiplicités, nous
renverrons & notre article du Bulletin de la Société mathématique, t. XL, 1912,
plus spécialement ici page 78,



PROPAGATION PAR ONDES ET PROBLEME DE MAYER. 49

tire, par différentiation, les relalions

o/ OF oF
2(075“ i °">=°v

i=1

01/1«_ /t —

L i=1

(14)

el en combinant ces relations on obtient

(19) 31((” i D—‘LN’-)*:.O,

ce qu’on peul ¢écrire, & cause des formules (10),

(16) 2‘(‘/. dx; —{-Q;')l’;) == 0.

Ln multipliant celle équation par d¢ et la retranchant de (13), il
reste

(17) 2(Q,-—— g{;dl\)awizo.

i=1

Une telle équation a donc lieu, dés que la variation (S, ..., cu,)
sc fait dans un ¢lément de contact de (S ), contenant lc point

(&ry oees Xp)e

Désignons par (q,, ..., q,) les coefficients de direction d’un tel élé-
ment. Le résultat obtenu équivaut a dire qu’il lui correspond un élé-
ment de contact de (¥') tel que I’équation (17) soit conséquence de
I'équation de condition

n

(18) Z(Ifaxizo,

i=1
c’est-a-dire tel qu’on ait, n désignant un facteur convenable,

(19) Qi= %dt—i—mqi ({=1,2,...,n).
1]

Journ. de Math. (6° série), tome IX. — Fasc. I, 113, 7
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4. Ces formules montrent d’abord que, si dz tend vers zéro, cet élé-
ment de contact de (Z') tend vers 1'élément de contact considére
de (S). Car, a cause de la relation (12), on ne peut supposer que m
devienne nul. Or, cet élément de contact de (X) est paralléle & un
¢lément de contact de la multiplicité d’onde qui a M pour origine.
Donc, il ne peul y avoir propagation de 'onde considérée que si tout
é¢lément de contact de (S) est paralléle & un élément de contact de la
multiplicité d’onde correspondante. Si donc on veut que l'onde ori-
gine (S) puisse étre quelconque, c'est-a-dire qu’en chaque point M
Vorientation (g,, ..., ¢,) de I'élément de contact considéré ne soit
restreinte par aucune équation de condition (homogéne) entre ses
coefficients (g,, ..., g,), il faut que la multiplicité d’onde ait des élé-
ments de contact d’orientation arbitraire.

Or, les quantités (Q,, ..., Q,) sont liées par les équations qu'on

obtient en éliminant (P,, ..., P,) entre les équations (10) et les équa-
tions de condition

F (tlw(, ...,.Z'"_IP“ ...,P"):l,

Fup(tlay, .oy | Py oo, Py) =0 (h=1,2,...,a).

(20)

Les équations ainsi obtenues définissent le support tangentiel (*)
de la multiplicité d’onde. Une d’elles n’est pas homogéne, et peut
s'écrire (?)

(Zl) G(tlwls--‘wzleh'-'aQn):la

G étant homogéne, de degré 1,en Q,, ..., Q,. Mais les autres, s'il
y en avait, pourraient s’écrire sous forme homogéne en Q,, ..., Q,,
et constitueraient une limitation & la liberté d’orientation des éléments
de contact.

Nous concluons donc que la propagation r’est possible pour une
onde arbitraire que si le support tangentiel de la multiplicité d’onde
est défini par une seule équation, c’est-a-dire si ce support tangen-
tiel a n — 1 dimensions.

C’est ce que nous supposerons désormais. Et nous supposerons, en

(1) Cf. Bull. de la Soc. math. de France, t. XL, 1912, p. 74.
(2) Cf. Ibid., p. 78.
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outre, que les coordonnées (&, ..., £,3 g, ..+, ¢») de tout élément
de contact, considéré & l'instant ¢, soient, par définition, liées par
I’équation de condition

(22) G(t|Z1y oy Zu| G1y oo ey qu) =1.

8. Alors, quand d¢ tend vers zéro, Q, tend vers ¢, et, dans les for-
mules (19), m tend vers 1.

Il résulte, de plus, des équations (10) et (20), que P,, ..., P,
sont alors déterminés en fonction de Q,, ..., Q,; on peut méme
écrire les formules quiles donnent, quand on a introduit!’équation (21).
Ce sont (')

. ()G(tl.t,, . -"‘TIIIQH “-aQn)
(23) P;= 90,

Nous désignerons par p,, ..., p, les quantités analogues

({i=1,2,...,n).

(24) p[:dG(thL’n-..,xn|qh...,qn)

97 (i=1,2,...,n).

On voit alors que P; tend aussi vers p;, quand d¢ tend vers zéro.
En définitive, nous avons déterminé sur (X') un élément de contact
qui tend, lorsque dt tend vers zéro, vers I'élément de contact

(xlﬂ LY} Ly 9'1» ---,(]n)

de (S). La variation infinitésimale correspondante se déduit des équa-
tions (9), (19), en y remplacant : X, par dwx;, P; par p; + dp;, Q;
par ¢;-+dg;, m par 1 + dm, et supprimant les termes infiniment
petits du second ordre. On a donc le systéme de formules

(25) dz;=p;dt (E=1,2,...,n),
a .
(26) dq,~:5£dt+qidl)z (i=1,2,...,n),

ou f doit désigner maintenant la fonction

a .
(27) S=F(t|zy ..., zalps, ---,pn)+2khF,‘(¢|x,, cer @ |Puy ooy Pa)

h=1

(*) Cf. loc. cit., p. 79.
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Pour ne pas compliquer les notations, nous avons gardé les
lettres A, pour désigner les valeurs limites des quantités représentcées
par les mémes lettres dans les formules (10).

Enfin, les équations (20) et (10) donnent, & la limite,

(28) F (ll‘rh“'axnlph---’pn):_ls

(29) F/,(ll.‘l’,,...,.Z‘,,‘]J',...,/),,):O (h=1,2,...,a)
et

(30) /1:()—'/); (E=1,2,...,n).

Il ne reste plus qu'a calculer dm, ce qui se fait en différentiant
I'équation

(31) Y pigi=1,

qui provient aussi de (12) par le méme passage & la limite. Cela
donne

(32) 21),—-—(/1+dm +2 a’p,—o,

en tenant compte de (26) el (30). Sil’on a égard aux équations (25),
on en tire

(33) dm———z o da, %?d,),..
i=1 i=1

Or on tire encore des relations (28) et (29), en les différentiant, la
combinaison

(34) 0/ IH—Z ()/ dx ,-4—2 fdp,::o
i—=1
1l reste donc simplement, pour dm, la valeur
_9of
(35) dm = 57(1[’

qui permet d’écrire les équations (26) sous leur forme définitive

(36) dqi:<di'/;+(/,df>(lt (i=1,2,...,n).
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6. En résumé, si la propagation est possible, telle qu’elle a été
d¢finic au moyen du principe de Huygens, entendu au sens infinité-
simal, clle sc traduit par une varialion continue des éléments de
contact de I'espace, qui est définic par les formules (25), (28), (29),
(30), (36).

Récrivons ici ces formules, en éliminant les quantités auxi-
liaires p,, ..., p,; etendésignant par f, ce que devient la fonction (27)
quand on y remplace les p; par les di;. Nous avons le systéme diffe-
renticl

(37) F (tlxy ..oz, |dey, .. de,) = dt,

(38) Fu(tlxy ooy |day, oo de,) =0 (h=1,2,...,a),
__Jf -
(39) (]l“m (l’_l72? --""')»
)/ af ,
(40) d(],-:%—i—(/,w(—j/? ({=1,2,...,n),
avec
a
(49) J=F+Y LT

h=1

Ce systeme contient les « inconnues auxiliaires A, ..., Ay, et les
inconnues &, ..., ,3 ¢y, ..., ¢,. Il est donc surabondant, car il con-
tient (27 + & + 1) équations. Mais la relation (20), qu'il entraine,
est vérifice, d’aprés la maniére dont nous sommes arrivé aux équa-
tions (36), deés qu'elle se trouve salisfaite par les valeurs initiales
dex,...., 2,5 ¢y, ..., g, ct ¢. Elle disparait donc en fait; et aprés
¢limination de 4, ..., Ay, on doit obtenir un systtme de 2 n équations
différentielles du premier ordre a 2 n inconnues.

On y arrive en se servant des relations connues entre les équations
qui définissent une méme multiplicité, suivant qu'on part de son
support ponctuel on de son support tangentiel (). Le support tan-
_gentiel étant défini par 'équation (22), lesformules (28), (29)et(30)
se remplacent par I'équation (22) et les équations

__dG

(42) =5

({=1,2,...,n0),

(Y) Cf. Bull. de la Soc. math, de France, t. XL, 1913, p. 78-80.
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et Pon a de plus

af _  dG a _ JdG .
(43) it v e Ty T2 (i=1,2,...,n).

On obtient donc le systéme différentiel cherché sous la forme résolue

(44) iz‘i=§% (i=1,2,...,n),
d oG oG .
(45) -‘% ~om (i=1,2,...,n).

On peut le considérer comme définissant une transformation infi-
nitésimale en t, i, ..., T,y q,y ..., g, qui est 'expression définitive
de la propagation considérée, a savoir

e OF G oF G 0G\ oF
(49) = —+Z[dq, = (5 5 )3}

On vérifie immédiatement qu’elle laisse invariante 'équation (22),
car on a I'identité

(47) TG —1)=— 27 (6.
11 suffit d’observer que, G étant homogéne de degré uneng,, ..., ¢,,
on peut lui appliquer l'identité d’Euler.

Comme on ne doit opérer que sur des valeurs des variables véri-

fiant cette équation (22), on pourrait encore substituer a la transfor-
mation (46), la suivante

93 oF oG JdG
(48) TF=[G,. ]’“z[dq <d$i+qi()[> (()x q'()t)_?l_]

o1 le second membre estle crochet de Poisson.

7. On démontre que la propagation est possible, en vérifiant que
la transformation T est une transformation de contact. Cela résulte
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de I'identité suivante (') :

. n s n
(49) T(Zq,&x,) —_ - %v(]iaxi.

i=1

Il résulte de plus de ce fait que le principe des ondes enveloppes est
vrai, non seulement au sens infinitésimal, mais au sens fini du
mol, et sous sa forme la plus générale (*). En particulier une onde
qui, & 'instant ¢, occupait une position (S), est, & un instant ultérieur
quelconque ¢', I'enveloppe des ondes qui auraient été émises (*), au
bout de cet intervalle de temps ¢ & 7', par les divers points de (S).

8. Nous appelons famille d’ondes 1'ensemble des divers états
successifs par lesquels passc une onde dans la propagation. Une telle
famille est représentée par une équation

(50) tZV(.Z‘“..-,a;‘,,)-

Les ¢léments de contact de I'onde sont, en méme temps, donnés par
les formules

oy .
(51) qi:qo'c');; (i=1n2,...,n),

QU g, est un facteur déterminé par la condition (22). Posons

(32) §:G<le1,...,x,,|£)—\i,... ﬂ),

d$i ’ d.l‘,,
et nous obtenons, a cause de ’homogénéité de G, la condition

(53) 7,G =1.

Cela posé, nous allons exprimer que le systéme (50), (51) admet

(1) Le calcul de cette identité est indiqué dans notre Mémoire, cité plus haut,
des Annalesde UEcole Normale, p. 422.

(%) C'est ce que nous avons expliqué dansle Mémoire cité dans la Note précé-
dente, (p. 429). Nous y avons développé les conséquences de ce fait, au point
de vue des théories d'intégration des équations aux dérivées partielles.

() Observons que ces derniéres ondes, dont les ondes élémentaires donnent
la forme limite, peuvent avoir plus de «o®—!~* points, Cf. Bull. Soc. math., p. 131.
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la transformation T : cela nous donnera le caractére analytique des
familles d’ondes (50).

En appliquant d’abord la transformation & I'¢quation (50), nous
obtenons la condition nécessaire

< oG aV
(54) | — 07 95, = o,

=1

<. C e ., , o, dG

qui, & cause de homogéncité (de degré zéro) des dérivées —, peut
. dq:

s’éerire

'nﬂ oG oV
(55) l“'z——( oV TJ?;'_O’
=i '(1‘;;:
c’est-d-dire simplement
/
. A\
(56) GK\I‘L,,...,J,,‘()‘L.]; e =1.

On voit alors, par (53), que ¢, doit avoir la valeur un, et que les
équations (51) se réduisent a

(57) 4= (i=1a,.0).

Or, si I'on applique maintenant la transformation T aux équa-
tions (57), on obtient les ¢quations

G 06 ~ &V G

Oz TG0 ¥ & Tw 0wy 0g, =0 UE )
i=1

(58)

qui doivent étre des conséquences des ¢quations (50) et (57). Cela
s’exprime par les identités

- PRAL
~ dG 9V | dG AN oG " or; (=12 "
(59) ov ()‘Z‘[+()x,~ ‘_‘0()\[ 0z, =0 L==1,2,...,),
=1

qui sont des conséquences de (36).
L'équation aux dérivées partielles (56) est donc la condition
nécessaire el suffisante pour que Uéquation (50) soit celle d’une

*
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Jamille d’ondes; et les coordonnées des éléments de contact des
ondes de cette famille sont données par les formules (57).

9. Nous appelons caractéristique toute solution du systéme cano-
nique (44), (45), qui vérifie aussi la condition (22). Une caractéris-
tique est constituée par une courbe (C), datée (¢f. n°2), 4 chaque
point de laquelle est associé un élément de contact. Nous appelons
trajectoire toute courbe datée qui sert de support 4 une caractéris-
ligue.

Les trajectoires satisfont au systéme différentiel qu'on déduirait du
systeme (37), (38), (39), (40) en éliminant les ¢; etles A,. On peut
facilement ¢liminer les g;, ce qui donne les équations

(60) d 9f a I ﬂ—-o

17 d.Z‘i J d.’IJ,' J¢ ().Z‘,‘ -

(E==1,2,...,n)

Ce systéme caractérisc les trajectoires, parmi loules les solutions du
systéme (5), (6), considéré au n° 2. |

Remarquons que la détermination du mouvement de propagation
qui est défini par une famille donnée de multiplicités d’ondes équivaut
a la détermination des caractéristiques. Celle-ci entraine par suite la
connaissance de toutes les familles d’ondes; ce fail équivaut a la
méthode d’intégration de I'équation aux dérivées partielles (56) au
moyen de ses caracteristiques.

Toute caractéristique intervient dans la construction d’une infinité
de familles d'ondes; car il suffit pour cela que I’'un de ses éléments de
contact fasse partic de 'onde, & l'instant correspondant.

Inversement toute famille d’ondes fournit, par l'intégration du
systéme

dx; G
61) i dG [=1,2,...,0
dx;

[ott G représente la fonclion (52)], une famille de trajectoires

auxquelles les ondes de la famille sont dites transversales. Les for-

mules (57) achévent de définir la famille des caractéristiques corres-

pondantes, c'est-a-dire qui serviraient & la génération de cette famille

d’ondes. Les valeurs de @, . .., z,, ¢, pour chacune de ces trajectoires,
Journ. de Math. (6* série), tome IX. — Fasc. I, 1913 8
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doivent, de plus, satisfaire i 'équation (50), qui est, & cause de I'équa-
tion (56), compatible avec le systeme (61).
Signalons enfin 'équation

(62) dt -—2 qidr;=o,

i=1

combinaison des équations (44), quand on tient compte de I'équa-
tion (22), & laquelle, par conséquent, satisfont les caractéristiques.

II. — Le probléme de Mayer.

10. On retrouve les Irajectoires et les caractéristiques de la propa-
gation quand on cherche les courbes (C) — [cf.n° 2] — lelong des-
quelles un ébranlement se propage le plus rapidement, Clest ce
probléme de minimum, qui n’est autre que celui qu’on désigne, dans
le Calcul des variations, sous le nombre de probléme de Mayer ('),
que nous allons étudier. Précisons-en d’abord I'énoncé.

Nous considérons une solution (7), (8) du systéme de Monge (5),
(6), et nous la faisons varier sans qu’elle cesse d’étre une solution de
ce systéme, de maniére que la courbe (C) représentée par les équa-
tions (7 ) passe toujours par les deux mémes points M, et M,, de coor-
données (7, ..., z;,) et (z, ..., &}) ; nous pouvons supposer que ces
points correspondent, sur les différentes courbes ainsi obtenues, 4 des
valeurs fixes, u, et ,, du paramétre . Nous supposons, de plus, que
la fonction (8) garde, dans cette variation, une valeur constante ¢,,
au point M, ; et que, de M, en M,, ¢ aille en croissant. Au contraire
la valeur ¢,, qui correspond au point M, variera en général. La diffé-
rence (¢, —,) représente le temps que met un ébranlement produit
en M, au temps ¢,, pour se propager, le long de la courbe (C), jus-
qu'en M,. Cette durée sera minima en méme temps que ¢, : et ce sont
les conditions de ce minimum qu'il s’agit de chercher.

Nous chercherons d’abord les conditions qui expriment que la
variation de ¢, est nulle, dans les conditions indiquées.

(') Cf. Havamaro, Legons sur le Calcul des variations, t. 1, p. 223.
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Nous poserous, a cet effet,
dt
—_—
(63) du !
daz; -
(64) "d_u":mpi (I=r12,....n),

de sorte que les variables p, ..., pu; @y, ..., 2,3 ¢ sont liées par des
équations de condition

(67) F(tlxh--w”’nlph“"Pu):l’
(68) F/L(tlxh'-',xnIPla--')/)n):O (Il:l,Z,‘...,d)n

Ces équations représentent, en p,, ..., p,, la multiplicité d’'onde —
[¢f. n° 1, équations (3) et (4)] —. Et, si nous introduisons 1'équation
qui en représente le support tangentiel — [ ¢f. n° 4, équation (21) ou
(22)] —, nous pouvons les remplacer par des équations paramétriques
— [équations (23) ou (24) du n° 3]. Posons, pour plus de clarté,

(69) G'=G(t|z, ooy Zu|yty ev s Ya)s
et ces équations paramétriques s’écriront

!
(70) Pt"—‘%% (i=1,2,..4,0).

Comme les seconds membres sont homogénes, de degré zéro, en
Y15 «++3 Yny OD peut considérer ces parameétres comme complétement
indépendants (').

Nous avons donc, en définitive, des fonctions de w:¢; x,, ..., %,
®3 Y,y .-+ Yay liées par les équations difféerenticlles

dat
(7‘) %“"6),
d’[ dG, .
(72) d_ftzwd_y: (i=1,2,...,0)

(') Cf. Bulletin de la Soc. math., t. XL, 1912, p. 79-80. Remarquons que
(P1s +++s Pu3 Y1y «++y Yn) sont les coordonnées homogénes d'un élément de
contact de la multiplicité d’onde, rapportée a son origine (zy, ..., 2,).
L'expression générale des y; serait donnée par les seconds membres des for-
mules (gg) ; ou 'on considérerait Ay, A, ..., Aa comme des fonctions de u, arbi-
trairement choisies. Dans le calcul qui suit, on doit supposer qu’on a fait un
choix particulier, quelconque, pour ces fonctions auxiliaires.
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Leurs variations sont, par suite, définies par le systéme linéaire

d ot
(73) 7;‘—__8(,),
diz;, _ 0'G c 06! NG
A g S,
7 g =950 "’Zo 01‘, ATy °°’+“’zay 37,1

Pour intégrer ce systéme, nous considérons le systéme homo-

géne (')

dllo _
du —
(75) duy _, 96 022G’
—_ d/ dtu°+w2d'y,0a¢/ (i=1,2,...,n),

et, introduisant (n + 1) solutions, indépendantes, de ce systéme,

(76) W= (hyl=o0,1,2,...,n),
nous posons :

(77) 8e=Y yitre,

(78) 6xi¥_—2y,lz,'; (i=1,2,...,n).

Nous obtenons ainsi le systéme linéaire simplifié,

n

dy/ _
(79) D =0,

1=0
S, A G »G .

(80) Iziu"du t)/: —")Zd'y ()/J (i=1,2,...,n),
=0

(') L'existence des intégrales de ce systéme suppose seulement la continuité
des fonctions ¢, z,,..., &,, de u, et de leurs dérivées w, p;,..., pn; ainsi que
la continuité des dérivées de la fonction G qui interviennent. Car cela suffit pour
que les conditions de Lipschitz soient vérifices par les seconds membres.

On ne suppose donc pas que les fonctions ¢ et x aient des dérivées secondes;
et le raisonnement ne préte pas prise, par suite, a lobjection classique de
Du Bois Reymond.

Les formules (97) montrent, au contraire, que, pour les extrémales, ces
dérivées secondes existent nécessairement.
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que l'on résout en employant les multiplicateurs — (systéme adjoint
des u, ;) — définis par les relations

n

(8‘) 2“1,/{"1,1/125/.',m ) (/f> m=o,1,2, --~’n)s

=0

ol g, est égal & 1 ou & o, suivant que £ = m ou k 3£ m.
On obtient donc le systéme auxiliaire

dy d’G’
(82) a'u[ __Y,__<$,0+2(>,, >6(o+w2 2’9“07 ()'}’

i=1 J=1i=1

({=o0,1,2,...,n).

De plus, d’aprés les formules (77) et (78), oule déterminant des
u,, n'est pas nul, la condition nécessaire et suffisante pour que,
8¢, 8z, ..., x, s'annulent pour u = u, est qu'il en soit de méme des
¥, On a donc, pour les variations ¢, 8z, ..., 8x,, les formules

n
n
6‘ :Elll’of Y[ dll,
=0 s

(83) -
Bx,:Zu,,,,«/ Y, du (i=1,2,...,n)

qui deviennent, pour u = u,, en désignant les valeurs que prennent
alors les fonctions de « par un indice (1),

(oz)n>~f zu“w,du,

1y

(86) o
(0, )(U——f lzu“)Y/du (i=12,...,n)

11. Nous avons donc & écrire que la premiére de ces intégrales est
nulle, pour tout choix des fonctions de z : dw, &y,, ..., 8y,, pour
lequel les n derniéres mtegrales s’annulent. Comme les quantités
placées devant du, sous les signes d’intégration, sont des formes
linéaires en dw, 87,, ..., 8y, dont les coefficients sont des fonctions con-
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nuesde u, celas’exprime (*) par une identité — (en u, 8w, 8y, , ..., 8Y,) —
a coefficients constants ¢y, ¢,, ..., ¢, 0l ¢, ne doit pas &tre nul,

(85)
k=0
SiI'on pose
(86) Neufh=c,
k=0
n
(87) ch/ Ci,m =¥

cette identité se décompose en

(88)

(89)

363 v —o.

{=0

({ =o0,1,2,..

(m:(’a 1y 2,

" !
(’0+2$’f%$1; =0,
i=1

< G
Vj——— =
g_, dy: dy;

(J.:Iy 2,

o),

coy ),

ey n)

De plus, les constantes ¢; se calculent en fonction des constantes c;,

en employant pour multiplicateurs les valeurs ¢}')

que prennent les

Lm

fonctions ¢,,, de u, pour = u,. Cela donne, en tenant compte des

formules (89),

(90)

n
— r 1) —
Clc-——z crvi=vi
l=0

(k=o,1,2,..

).

L’hypotheése c, == o se traduit donc par ¢y o.
Enfin les formules (89) expriment que ¢,,¢,, ..., v, constituent une
solution du systéme linéaire adjoint au systéme (75), qui est

dv, 016G
(91) du A =
dvj G/ .
(92) 207101‘/ (.1"“'!21--

o n).

(*) Cf. Bull. de la Soc. math.,

t. XL, 1g12, p. 120.
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Nous obtenons donc pour condition que ce sysiéme adjoint doit
admettre une (')solution qui satisfasse aux éguations (88), (89),
et telle que la valeur de v, ne s'annule pas pour u = u,.

12. Eu égard & I'équation (71), le systeme (g1), (92) s'écrit

2*G'
(93) Ed}'l()t
dr 0*G .
(94) ‘ Zd/,()x/ (J=1.2,...,0)

Quant aux équations (88) et (89), elles expriment que le plan qui
a pouréquation, dans le systéme de coordonnées d’origine (x, ..., z,),

n

(95) v X+ vg=o0

i=1

est tangent & la multiplicité d’onde au point (p,, ..., p,). Car, a cause
des équations (70), 'équation (88) exprime que ce plan passe par ce
point, et les équations (89) expriment que tout déplacement de ce
point sur la multiplicité d’onde est paralléle & ce plan.

Au point de vue des inconnues auxiliaires ¢, ¢, ..., ¥;, Ces équa-
tions peuvent donc se remplacer par les snivantes :

n

(96) Zm-p;-r- = (Vi1 £ 0),
i=1
"

G y ]
(97) pl:_d—vT [G"=G(t|zy ..oy zn]vgy oo ni 0] (i=12,...,n).

On peut alors se débarrasser des inconnues auxiliaires vy;; car, en
comparant (70) et (97), on a les équations

dG’ _0G" .
(98) =50 (i=1,2,...,n),

(') Il peut arriver qu'il en admette une infinité, dés qu'il en admel une.
Clest le cas ou I’équation aux dérivées partielles (56) admet moins de co?#~!
caractéristiques. Cf. Bull. de la Soc. math., t. XL, 1912, p. 110.
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qu'on peut considérer comme définissant les ¢; comme fonctions des
Yy de ty @y, ..., &,, et de (« + 1) variables auxiliaires Ay, Ay, ..., Ay,
toutes ces variables étanl considérées comme indépendantes. Car la
solution générale des équations (¢7) serait

oF o, OF,
(99) 9= 0(—);]—i+2)\/t'_l. (£=1525-~-3ﬂ)>

et il n'y aurait qu’a y remplacer les p; par les valeurs (70) pour avoir
les fonctions en question (*).

Nous pouvons donc différentier les équations (98) dans cette hypo-
thése, par rapport aux variables ¢, z,, ..., z,, et il viendra

G 3G’ wa 021G’ o,

(100) W:m+ m—?ﬁ- (i=1,2,...,n),
=1

NG RG  xa G do,

dyi0x; — v dx; +,4-d v 0V _()TLT,_
k=1

(101)

(i, f=1,2,...,n).

Si l'on porte ces expressions dans les équations (93) et (94), et si
'on tient compte des identités d’Luler, relatives aux dérivées pre-
miéres et secondes de G”, il reste simplement les équations

dv, dG" _
(102) '—a,—t"+‘—d-[———0,
y. G .
(103) %+%—ch=o (i=1,2,...,n),

auxquelles il faut adjoindre les équations (90), (97), et les équa-
tions
d(l),‘

(104) - =P (i=1,2,...,n),

qui résultent de (63) et (64).

A3. Les extrémales ainst définies ne sont autre chose que les tra-

(1) Cf. Bull. de la Soc. math., t. XL, 1912, p. 107.

Nous avons ici, en plus, le paramétre X, parce que nous opérons sur des
coordonnées homogénes, ¢g, ¢y,..., ¢,, pour I’élément de contact général de la
multiplicité d’onde, au point (py, ..., p,), qu'il s’agit de représenter,
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jectoires de la propagation; et les inconnues auxiliaires ¢,,0,, ..., ¢,
correspondent & l'introduction des éléments de contact qui font de
chaque trajectoire le support d'une caractéristique. 11 suffit, pour le
constater, de poser

(105) V= — ;0 ('L'::l,z,....n).

Cela supposera que ¢, ne s’annule en aucun point de I'arc de
courhe (C) considéré, hypothése qui s’était introduite déja pour
Pextrémité de 'arc. Géométriquement, elle signifie que le plan de
I’élément de contact de la multiplicité d’onde (py, ..., Pos 01yee s 9s)
ne doit pas passer par l'origine, c'est-a-dire ne doit pas contenir le
rayon vecteur du point (p,, ..., p,). Or ce rayon vecteur, d’aprés les
¢quations (104), est la tangente & la courbe (C). La condition que
nous nous tmposons est donc que I’élément de contact, associé, par
la mise en équations précédente, a chaque point de la courbe datée
(C), ne doit jamais appartenir a cette courbe,

En ayant égard aux degrés d’homogénéité, ona, par le changement
des variables (105),

(ogy 919G 96" 06 060G
dor a5 o =N dm e U (i=1,2,...,n),

On a, d’autre part,

d(’,' __ d(], d(’n .
(107) g =Yoo —1igy (i=1,2,....n),
ct, par suite,

C0G dg: . dG .
(108) tu;ﬁ;._.-co—c-i?+coq,'—(it— (t=1.2,....n)

Et, par conséquent, sous 'hypothésc faite, on obtient les équa-
lions

dg; _ 0G 0G .
(109) —z-{?_—-(j;;—r/i—d—[ (i=12,....n),

qui remplacent les équations (102) et (103). Quant aux équations
(96) et (97), elles deviennent, & cause de (104),

W:W (t::l.').g...«/l)
1]
Journ. de Math. (6¢ série), tome IX. — Fasc. I, 1913. 9

(110)
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et

(III) dt:zq,- (l.’ti.
f=1

Par comparaison de (110) et (111), on retrouverait enfin I'équa-
tion (22), & savoir

(112) G(t|xy, ...y @)1y oo vsgn) =1.

Nous retrouvons bien ainsi toutes les équations des caractéristiques
[¢f. n°9].

On peut remarquer que, ¢,, ..., ¢, étant supposés calculés, I'in-
connue v, est donnée par une quadrature, au moyen de

do, oG

(113) -(72-:;)0.(_}7,

et que les ¢; sont alors donnés par les équations (105). Celte inconnue
¢, correspond 4 la quantité m qui s'était introduite aussi dans la
théorie de la propagation [¢f. n° 3].

Sa valeur initiale reste arbitraire, et la forme linéaire de [’équation
(113) montre qu’elle ne s’annulera certainement pas, tant que ne se

. . . . G . . .
produira pas la circonstance singuliére que == devienne infini. Or

cette singularité est exclue déja, implicitement, dans les considéra-
tions des n®* 6 et 7.

Observons enfin que si G élait seulement positivement homogeéne,
ce qu’on peut, dans certains cas, étre obligé de supposer, nos transfor-
mations resteraient légitimes, pourvu que ¢, fil négatif. Or cela peut
toujours se supposer, puisque nous lui imposons la condition de ne
pas s’annuler : et que, d’autre part, 0,,¢,,..., ¢, ne sont définis, dans
tout ce qui précéde, que par des équations homogénes, ct, par consé-
quent, a un facteur constant prés.

14. Il reste a examiner siles trajectoires correspondent effective-
ment & un minimum dans la durée de la propagation [cf. n° 10].
Soit done (T) une de ces trajectoires : M, et M, deux de ses points,
datés £, et 0,(0, > ¢,); et nous désignerons par T I’arc de cette trajec-
toire, compris entre M, et M, considéré indépendamment des valeurs
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de ¢ associées a chaque point de la trajectoire, mais supposé parcouru
de M, en M,.

Soit, d’autre part, (C) une autre courbe datée, de I'espéce définie
au n° 2, qui passe aussi en M, et M,, et soit datée ¢, en M,. Elle sera
datée ¢, en M, ; et il s’agira d’étudier le signe de (¢, — 8, ) pour des
solutions (C) du systéme de Monge (5), (6) qui soient suffisamment
voisines de la solution (T). Nous représenterons encore par C l'arc
géométrique M;M, de (C), considéré indépendamment de toute date
pour ses points, mais supposé parcouru de M, en M,.

La date ¢, peut étre considérée comme définie de la maniére sui-
vante. On prend I'équation différentielle (5), c’est-a-dire

(114) dt=F(t|x,...,2,|dzy, ....dz,),
et on lintégre le long de C, en prenant pour valeur initiale ¢,. La

valeur finale que prend cette intégrale en M, est ¢,. Le mot d’intégra-

tion le long de C signifie qu'on remplace, dans I'équation (r14),
Lyy - oey T, et leurs différentielles au moyen des équations (7), c’est-a-
dire

(115) 2=y, (u) ({=1,2,...,n),

qui définissent cet arc C, quand « varie en croissant de u, 4 u,.
Comme du est ainsi positif, on obtient I'équation différentielle

dt LT ay,(u Ay,
10 =o)L ],

qu’on aurait & intégrer, avec la condition initiale ¢ = ¢, pour u=u,.

De méme, 0, s’obtiendrait en intégrant l'équation (114) le long
de T, avec la méme valeur initiale; car (T) n’est qu'ane courbe datée
(C) particuliére.

On peul, de plus, substituer & 'équation (114) une infinité d'autres
¢quations qui donneront, pour le calcul de ¢, et def),, les mémes
résultats. Car les courbes datées considérées satisfont aux équa-
tions (6), 4 savoir :

(117) Fu(tlay, .o 2z lday, .o dey) =0 (h=1,2 ..., a).

On pourra donc utiliser, au lieu de (114), et de la méme maniére,
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toute équation
(118) dt=f(t|z, ..., 2, |dzy, ..., dx,),

o, comme plus haut, — [ par exemple, n° 6, équation(41)] —, f dé-
signe une combinaison linéaire de la forme

]
(119) S=F+ LT,

he=1

les A, étant ici des fonctions arbitraires de x,, ..., x,.

15. Nous allons transformer ce résultat de maniére 4 faire intervenir
les multiplicités d’onde. Soit M le point de coordonnées =, ..., z,;
et Q,, la multiplicité d’onde qui a, & I'instant #, ce point pour origine.
Supposons M sur C ; et appelons P le point ot la direction positive
de la tangente, menée a C en M, perce Q,,. Alors les équations (114)
et (r17) expriment que, si M est daté ¢ sur (C), le point P a pour
coordonnées, quand on prend M pour origine, les dérivées

(120) -‘%—":p‘- (t=1,2,...,n). (Cf.ns1et?)

Sil'on pose alors

— Jaf _of(tlxh“-,xnll)n-'-,/)u)
(ran) 1= dom; dp;

(i:'a?‘) "~y")7

les quantités (p,, ..., Pr3 ¢1s ..., ¢,) sont, dans ce méme systeme de
coordonnées, les coordonnées d’'un élément de contact () de Q,,,
associé & ce point P; ces coordonnées étant assujetties a vérifier la
relation de condition (') suivante, qui équivaut, en effet, a (118),

n

(122) 2[)/q[:l.

i=1

Avec ces notalions, l'équation (118) peut se mettre sous la forme

(123) dt _—_2 g:dz;.
i=1

(1) Cf. Bull. de la Soc math., t. XL, 1912, p. 78.
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Pour plus de netteté, nous désignerons par
(124) q:i—=K;(¢, w) (i=1,2,...,n)

les fonctions qu’on obtient en remplacant, dans les formules (121),
les «; et les dx; au moyen des formules (115). T.a date ¢, relative
a la courbe (C), s’obtiendrait donc par l'intégration de ’équation

A~y ay;
(125) %:zlxi(t,u)—q’-(—lgﬁ-sl((t,u),

i=1

avec la valeur initiale ¢ = ¢,, pour u = u,.

16. Quand on applique ces résultats généraux & une trajectoire, il
se présente deux particularités remarquables.

D’abord, cette trajectoire sert de support & au moins une caracté-
ristique, qui s’obtient en adjoignant & chaque point M de la trajectoire
un élément de contact, dont les coefficients de direction ¢, ..., g,
satisfont aux équations (44) et (22), que nous récrivons :

oG .
(126) ’)"’"5% (t=1,2,...,n),
(127) G(t[.z-,,...,x,,[q,,..‘,q,,):l.

Elles entrainent I'¢quation (122). Or I'équation (127) est l'équa-
tion tangentielle de €, ; ct ces équations (126) donnent le point de
contact d’un plan tangent quelconque de cette multiplicit¢ d'onde.
Nous avons donc ainsi un élément de contact (I2) particulier, qui se
trouve associé au point P : il est paralléle & 'un de ceux que la trajec-
loire estL susceptible de transporter, dans le mode de propagation
considéré. Inversement, nous avons I'interprétation géométrique des
équations (44 ) des caractéristiques : elles expriment la relation que
nous venons de définir entre la direction de la tangente a la trajec-
toire et celle de I’élément de contact transporté, et qui porte le nom
de transversalité [cf. n° 9].

1l résulte de plus de la condition auxiliaire — (¢, 5% 0) —, que nous
nous sommes imposée au n° 13, le fait que I’élément de contact trans-
versal 4 la trajectoire, qui lui est associé dans une solation déterminée
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du systéme canonique des caractéristiques, ne passe jamais par la tan-
gente & la trajectoire. On peut donc, et c’est la seconde particularité
annoncee, introduire une famille d’ondes, transversales a la trajectoire
(T) considérée — [¢f. n° 9] —, qui rempliront un espace 4 n dimen-
sions (¢), dans lequel 'arc T sera contenu tout entier, de telle maniére
que par chaque point de cet espace (&) passe une onde de cette
famille, et une seule ('). Et nous supposerons, dorénavant, que

Parc C lui-méme est contenu dans cet espace (¢).
Reprenons donc les notations du n°8, ct soit

(128) t:\’(ar,,.....r,,)‘

I’équation générale de cette famille d’ondes. A chaque point M de
I'espace (¢), clle fait correspondre une valeur de ¢ et les quantités

(129) (/,~:dgx (f=1,2,...,n),

&X'

qui satisfont a I’équation (127). Ces quantités définissent une direc-
tion d’élément de contact, qui est lransversale 4 la direction corres-
pondante, dont les coeflicients sont fournis par les formules (126). On
peut donc supposer les fonctions A, de @, ..., z,, qui figurent dansla
formule (119), choisies de telle mani¢re que les formules (121),
employées pour la courbe (C), redonnent inversement les valeurs
(129), quand on y remplace ¢ par la valeur (128), et p,, ..., p, par les
fonctions de z,, ..., x,,

(.]30) Pi:mi(‘rlv-'-v‘rn) (i:l,ﬂ,...,ll),

obtenues en portant dans les formules (126) les valeurs (128) et (129).
Nous ferons, dorénavant, cetle hypothése sur le choix des fone-
tions A,.

Relativement & l'arc T lui-méme, pour obtenir la date 0, (&

(') Bien entendu, cela constitue néanmoins une hypothése nouvelle sur

I'arc T, puisque cela revient a supposer vérifiée la condition de Jacobi.
Cf. Uapamarp, Legons sur le Caleul desvariations, . I, p, 360.
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laquelle arrive en M, I'¢branlement parti de M, a l'instant ¢,, quand
il se propage le long de T), nous aurons, d’aprés les résultats du
n° 13 & intégrer, le long de T, 'équation (123), ol nous pouvons
supposer les ¢; remplacés par les expressions (129).

Mais le second membre étant alors la différentielle totale dV, on
obtiendra aussi 0, en faisant cette intégration le long de C. Cette
remarque essentielle est la forme sous laquelle se présente ici
'Unbhingigkeit Satz, qu’'Hilbert a mis en évidence dans la
mcthode, devenue classique, de Weierstrass.

17. Nous avons ainsi introduit, en chaque point M de I'arc C, deux
valeurs de ¢, U'intégrale de 1'équation (125), ct la valeur de la fonc-
tion V. Nous désignerons, dorénavant, cette derniére valeur par 0.
Nous avons, par suite, deux multipliciltés d’onde, ayant ce point pour
originc,_;él considérer : Q,, et Q.. La dircction positive de la tan-
gente & C en ce point perce Q,, au point I, dont les coordonnées sont
données par les formules (120) ; ou, plus explicitement, par les for-
mules
_dd(w) t

(131) pi=— -K—(t,—u—)zl-li(l, uw) (t==1,2y...,0).

Et, quand on associc & ces valeurs les quantilés (123), c’est-a-
dire

(132) = K;(¢, ) ({=1,2,....n),

on obtient un élément de contact (E) de Q.

Mais ces formules sont absolument indépendantes de ce fait que la
valeur de ¢ est particuliére. En laissant ¢ absolument arbitraire, elles
donnent toujours un élément de contact de Q,,, dont le point est sur

la direction positive de la tangente & C. Car les coordonnées d’un tel

point sont positivement proportionnelles aux 2%, qui 1nterviennent

seuls dans les formules (121) ; et, par suite, les fonctions (131) et (132)
verilient identiquement les équations (121). Comme, de plus, elles
satisfont aussi & P’équation (122) identiquement, elles sont bien les
coordonnées d'un élément de contact de Q,,,.
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En particulier, les quantités

(133) pi=H;(0, u), q:=K;(6, u) ({=1,2,...,n)

sont les coordonnées d’un élément de contact (H) de Q..

D’autre part, les formules (130) et (129) donnent, quand on y rem-
place les x; par les fonctions {;(«), des fonctions de u et que nous
désignerons par

(134) ’ ]’;:“:(u)s q,l:Kll(u) ([:],2,,_,,]1),

et qui, d’aprés les explications du n° 16, sont les coordonnées d'un
autre ¢lément de contact (H') de Q, 4. Enfin, avec ces derniéres nota-
tions, 0 satisfait & 'équation différentielle

n
di  ~o db, () .,
M _“.-lK"(u)_dT = N\'(u).

i=

(133)

18. Ce sont les équations (125) et (135) qui vont nous permetire
de comparer ¢, et §,. Mais quelques remarques préliminaires sont
indispensables.

Nous supposons que les courbes datées (C) et (T) ont un voisinage
d’ordre un. Donc, a chaque point (x,,...,%,), ou M, de C, et a la
date ¢ qui lui est associée, correspond un point (§,, ..., ,), ou M/,
de T, et une date 0, tels que les différences
(136) z;—E&, t—0, %——% (=1, ..., n)
solent inférieures en valeur absolue &4 un nombre positif donné e. A
ces points, M et M’, les formules (120) et (12r1) font correspondre
respectivement I'élément de contact (E) et (') un élément de contact
(E’), dont les coordonnées différeront d’aussi peu que 'on veut, dés
que ¢ sera convenablement choisi.

Mais il résulte des explications du n° 16 que I’é1ément de contact
(E") est donné aussi par les formules (130) et (129), quand on y rem-
place les z; par les §;. Et il suit de 1a que les coordonnées des éléments
(E") et (H) sontaussi voisines qu’on voudra.

(*) En changeant x; en §;, ¢t ¢ en 6,
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Comme enfin (E) et (H) ont des coordonnées aussi voisines qu’on
veul, dés que |¢ — 0] est suffisamment petit, nous concluons, en défi-
nitive, que les éléments de contact (H) et (H'), qui appartiennent
tous deux & Q,,0, peuvent élre supposés aussi voisins qu’on voudra.

19. Ce point acquis, considérons la différence
(137) K(8, 1) —K'(u).
On peut 'écrire

(138) K (9, ll)[l——ZK',-(u)H,-(@, u)].

i=1

Or le premier facteur est positif ; car i—i%, qui est égal a K (¢, u), est

positif le long de (C); et il en est de méme, par suite, de K (0, ),
puisque 0 est aussi voisin de ¢ que I'on veut. :
Quant & Pautre facteur, il s’écrit

(139) 1= X P
i=1

en désignant, comme dans les formules (133) et (134) par
(PisevesPas Guyevos @n) 6 (Ply ooy Py 44y -+ vy ) les coordonnées
des deux ¢léments de contact (H) et (H') de Q4. Son signe est donc
lié & la concavité (') des multiplicités d’onde Q, 4, dans le voisinage
des ¢léments (H) ; et, par conséquent, par raison de continuité, a
celle des multiplicités d’onde Q;, ayant pour origines les divers points
M’ de T, dansle voisinage des éléments de contact (E').

Si nous nousrappelons — [¢f. n° 18] — que ces éléments (E') ont
pour coordonnées les valeurs de (p,, ..., pa; ¢y, --+s¢,) fournies par
une caractéristique ayant pour support la trajectoire considérée, nous
pourrons ¢noncer le résultat suivant : La différence (137) ne peut
étre, le long de C, que positive ou nulle, si, en chaque point de T,
et a Uinstant ot Uébranlement passe en ce point, la multiplicité
d'onde ayant ce point pour origine est concave vers son origine dans

(') Cf. Bulletin de la Soc. math., t. XL, 1912, p. 92.
Journ. de Math, (6* série), tome IX. — Fasc. I, 1913 10
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le voisinage de Uélément de contact qui a pour coordonnées les

valeurs de (p, = ddiil’ N "—l(%; 41y« §n) données par les équa-

tions de la caractéristique qui a fourni la trajectoire (T).

Nous supposecrons cette condition suffisante remplie.

Observons de plus que, la concavité ayant lieu, le facteur (141) ne
peut s'annuler que si les éléments de contact (H) et (H") corres-
pondent au méme point de Q.. Or les points de ces éléments sont
situés, I'un sur la direction positive de la tangente & C, l'autre sur la
direction & laquelle est transversale 'onde de la famille (128) qui
passe au point de C considéré. Et il est impossible que ces deux direc-
tions coincident en tous les points de C; car, s'il cn était ainsi, C
serait I'une des trajectoires auxquelles les ondes de la famille (128)
sont transversales — [c¢fn°9 et n° 46] —. Or cela est impossible,
car, d’aprés les équations (61) qui définissent cette famille de ‘trajec-
toires, il en passe une et une seule par chaque point de I'espace (&),
et, par le point M,, d'oti part C, passe déja la trajectoire T, qui
appartient i la famille considérée, et avec laquelle, par hypothése, C
ne se confond pas.

Done, la différence (139) n'est pas nulle en tous les points de C.

20. Ceci posé, considérons la différence

(140) A=¢—0.

Clest, d’aprés les notations adoptées au n° 17, unc fonction de z

définie en tous les points de C, c’est-a-dire dans V'intervallede u,a u,.
Elle admet, dans tout cet intervalle, une dérivée continue ('), donnée
par la formule

dA

‘ (141) -‘E:'K(t,u)-——K’(u),

qui résulte immédiatement des équations (125)et (135). Enfin, elle

(') Cette continuité suppose, d'aprés la définition de la fonction K, que la

tangente 4 C varie d’une maniére continue. La nature des raisonnements qui
suivent permettrait d’admettre des discontinuités consistant en variations
brasques de cette direction, en des points isolés.
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s'annule pour u = u,, puisque alors ¢ et 0 ont, tous deux, la valeur ¢,.
Ecrivons la formule (143) sous la forme

(142) _ fld—lA;::[K(t, w)— K0, u)] + [K(6, u)—K' ()],

et observons que, d’aprés Iéquation (125) qui définit K (¢, u), cette
fonction posséde une dérivée partielle par rapport & ¢,  condition seu-

lement de supposer que les fonctions Fet I¥,, — [donnéesaun° 1] —,
. « o d?
aient des dérivées secondes du type ot On peut donc poser

(143) K(t,u)—K(,u)=(t—0)A,

A ¢tant une fonction de u, qui sera continue dans tout U'intervalle
(g u,), que (¢ —0) s'annule ou non. En effet, tant que (¢ —0) ne
s'annule pas, la continuité de A résulte de celle de la fonction K (¢, u),
et des fonctions ¢ ct 0 de u. Si (¢—0) s’annule, elle résulte de I'ex-
pression de A

oK (8 u)
4 \ = ——2,
(144) / 7

que fournit le théoréme des accroissements finis, et dans laquelle 0 est
compris entre £ et §, pourvu qu’on suppose la continuité des dérivées
de I et I, dont nous venons de supposer I’existence.

Nous écrirons donc I’équation (142) sous la forme
(145) @ _Ar+B,
en désignant encore par B la différence (137), qui est une fonction
de u, continue aussi, a4 cause des hypothéses précédentes. De plus,
d’aprés le n° 19, B est positive ou nulle, et n’est pas constamment
nulle. .

De cette équation, en tenant compte de ce que A s’annule pour
pour u = u,, on tire, pour A, I'expression

)

(146) A= e‘/:"’“mju " Be“'f“:A ’l”du



76 : E. VESSIOT.
gui montre que A est positif, pour u, <u#Zu,. En particulier, on a,
pour u = u,, la conséquence
(147) t—6,>o.
Il est donc démontré que sous Uhypothése de la concavité des mul-

tiplicités d’onde, précisée au n°19, la trajectoire T correspond & un
minimum dans la durée de la propagation.



