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JOURNAL 
DE 

MATHÉMATIQUES 
PURES ET APPLIQUÉES. 

Sur les fonctions entières de deux variables d'ordre 
apparent total fini et à croissance régulière par 
rapport a l'une des variables; 

PAR JULES SIRE. 

Introduction. 

Le présent travail, qui est un premier complément à notre Thèse 
parue dans les Rendiconti del Circolo malemalico di Palermo, 
t. XXXI, p. ι - 91, a pour objet la résolution du problème suivant : 

Étant donnée une fonction entière en χ et y, F (x, y) = ^ anifi)yn 

ordonnée suivant les puissances entières de y et d'ordre apparent total 
fini λ, étudier la variation de la régularité de la croissance de F(χ, y) 
considérée comme une fonction entière en y, quand le point χ se 
déplace à distance finie dans son plan, en supposant que la fonction 

entière en y, f(y) = est d'ordre apparent p. et à croissance 

régulière, c
n
 désignant le coefficient maximum de an(x). 

Journ. de Math. (6· série), tome IX. — Fasc. I, 1913. * 
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Nous sommes parvenu au théorème suivant : 

Si F (χ, y) satisfait aux conditions énoncées, F ([χ, y) sera une 
fonction entière en y d'ordre apparent ψ et à croissance régulière 
pour tous les points du plan des χ situés à distance finie, sauf au 
plus pour les points dun certain ensemble ponctuel pouvant avoir la 
puissance du continu, pour lesquels F (χ, y) est ou bien une fonc-
tion entière en y dordre apparent (jl et à croissance irrégulière, ou 
bien une fonction entière en y d'ordre apparent inférieur à p.. 

Nous rappelons qu'un ensemble ponctuel est un ensemble de points 
dont la portion appartenant à une aire finie quelconque peut être ren-
fermée dans un nombre fini ou bien dans une infinité dénombrable de 
circonférences dont la somme totale des longueurs est aussi petite que 
l'on veut. 

La méthode que nous avons utilisée pour résoudre la question posée 
plus haut repose sur les propositions suivantes : 

1° Soient/, (y) = ^c.y», fi(y) = ^Ctnyc" deux fonctions en-

tières d'ordre apparent respectif p., et p.
2
 (p,^p

2
), telles que les 

nombres de la suite des exposants s
n
 soient distincts des nombres de 

la suite des exposants t
n

 ; si la fonction /, (y) est à croissance régulière 
il en sera de même de la fonction f(y) = f{ (y) 4- fi (y)· 

2°Si/0) = 2/ 
n
yn est une fonction entière en y d'ordre appa-

rent pi et à croissance régulière, on peut mettre cette fonction sous la 
forme 

f(y)=A(y)+My)> 

A (y) = Σ c'/~ yq» étant une fonction entière en y d'ordre apparent p. 

et à croissance régulière telle que lim — l0r,Jc<y"^ = - et en outre telle 

que les exposants des diverses puissances dey vérifient, quel que soit 
l'indice η, l'inégalité 

Cjn> eni 

et fi (y) étant la somme des termes de f(y) qui n'entrent pas dans 
/.(/)· 
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3° Si 
Ρ^,ί·37)» ···> Ρηη(Λ')> ··· 

[??„(*)=(*- «7 »,l) (Λ? — «^„.0 - - · (Λ? — 

est une suite de polynonies satisfaisant aux conditions suivantes : 
a) quel que soit q

n
, on a 

(Jn5 

b) les points d'affixes aqnti appartiennent à un cercle C concentrique à 
l'origine et de rayon R; c) quelque soit q

n)
 le degré 9(9^) de P7,,(#) 

est inférieur à qq
n
 (q étant un nombre entier fixe), l'ensemble Ε des 

points x—b pour lesquels on a 

lim h\ «Λ n — f(' 

est un ensemble ponctuel, quel que soit k' > o. 
En utilisant d'une part des résultats obtenus au cours de nos 

recherches et d'autre part une transformation due à Legendre, nous 
avons obtenu la proposition suivante, qui est un complément au théo-
rème Picard-Borel : 

Soil f(y) une fonction entière d'ordre apparent entier ρ et à 
croissance régulière, désignons par r

n
(x) le module du zéro de 

rang η de la fonction χ = f(y), l'ordre d'infinitude des r
n
(x) est 

déterminé pour tous les points du plan des χ situés à distance fnie, 
sauf au plus pour les points d'un ensemble ponctuel Ε pouvant 
avoir la puissance du continu, pour lesquels cet ordre d'infinitude 
nest plus déterminé. 

Nous avons montré par un exemple qu'il existait des fonctions f(y) 
pour lesquelles cet ensemble Ε avait effectivement la puissance du 
continu. 11 n'y a donc pas analogie complète entre le théorème précé-
dent et le théorème Picard-Borel. 

Dans un prochain Mémoire nous étudierons les particularités que 
présente la fonction multiforme y (x) définie par l'équation 

F(a?,
<
y) = o 

aux points χ pour lesquels F (#,/) est une fonction entière en y à 
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croissance irrégulière, F (a?, y) étant une fonction entière en χ et y 
satisfaisant aux conditions énoncées au début de cette Introduction. 

Fonctions entières d'une variable. 

1. Soit f(y)=. ^ cnyn une fonction entière de la variable coin-

plexe/, d'ordre apparent μ; on sait que ^ est la plus petite limite de 

la suite des nombres ^ · Désignons par 

c7i,5' ··*' ··*> 

les coefficients de f{y) tels que les nombres correspondants^ δ}0„^ ' 

appartiennent à l'intervalle ̂  — δ,^ -ι- δ^ · Si, quelque petit que soit 

le nombre positif δ, le rapport -q~~r converge vers l'unité lorsque 

η augmente indéfiniment, la fonction f(y) est dite à croissance régu-
lière. Mais s'il existe une valeur δ, de δ pour laquelle on ait 

ÏÏm (k> i), 

il en sera de même pour toutes les valeurs de δ < δ,. On dit que, dans 
ce cas, la fonction f(y) est à croissance irrégulière. 

2. Désignons par r
n
 le module du zéro de rang η de f(y), les zéros 

de /(y) étant supposés rangés d'après la règle de Weierstrass. En 
supposant que μ est nombre non entier, M. E. Borel a démontré les 
deux propositions suivantes (< ) : 

i° Si l'ordre d'infinitude des r
n
 est déterminé, la fonction f(y) est 

à croissance régulière. 
2° Si la fonction f(y) est à croissance régulière, l'ordre d'infinitude 

des rn est déterminé. 

(') Leçons sur les fondions entières, p. 108. Paris, Gauthier-Vïllars; 1900. 
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5. Soient /, (y) = ^ cty*, f2 (y) = 2 deux fonctions en-

libres d'ordre apparent respectif μ., el μ.2 (μ^ = μ·2) et telles que la 
suite des exposants sn ail fous ses éléments distincts de la suite des 
exposants ln ; posons 

(0 /ϋθ=/.θθ+/.θθ, 

cette fonction/(/) sera évidemment d'ordre apparent μ.,. Je dis que 
si la fonction f

{
 (y) est à croissance régulière, il en sera de même 

de la fonction f(y). 
Désignons à cet effet par 

(2) '<i\p ctji,8i ···' 

les coefficients de f(y) tels que les nombres correspondants ^ s |og 8 

appartiennent à l'intervalle (- — δ, - -h δ )> et par 

(3) cr«,s» C/;J,5' ·*·» ^η,ί» ··· 

les coefficients de /, (y) dont les nombres correspondants—lo^ Icp*> * I 

appartiennent également à l'intervalle ( - — δ, -- -f- δ) · La relation (i) 

nous montre, en tenant compte de l'hypothèse faite sur les sn et les in, 
que les nombres de la suite (3) font partie de la suite (2), et cela 
quelque petit que soit le nombre positif δ. Il en résulte que la suite 
des indices q„

f
s contient tous les nombres de la suite des indices p„

t
$ 

et cela pour toute valeur positive de δ. Comme par hypothèse le 

rapport converge vers l'unité lorsque η augmente indéfi-

niment, quel que soit le nombre positif δ, il en sera de même du 

rapport 9n+i,s
 yertu

 ̂
un

 i
erïime établi dans notre Thèse (n° 17). 

Donc la fonction f(y) est à croissance régulière. 

Remarque. — Supposons que μ.
2
 soil inférieur à μ, ; dans ce cas, si 

la fonction f
K
 (y) est à croissance irrégulière, il en sera de même de 

la fonction f(y), car à partir d'une certaine valeur δ^ de δ, la suite (2) 
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sera identique à la suite (3). Comme par hypothèse 

ϊίπϊ 1ο.ξΡη·+·1^ =k> I, 

on aura également 

n=» JOg^»,6 

et la fonctionf(y) sera à croissance irrégulière. 

4. Soit/(7)= ]£c nyn une fonction entière en y d'ordre apparent p. 

et à croissance régulière; désignons par ω une racine qiime de l'unité 
et posons 

7-1 '/-» 7-1 (w'y)f(w'y) =a2 

Ay)f(uy)... f(^q~iy)—aq{y)\ 

si ε es/ μλ nombre positif arbitrairement petit, on peut lui faire 
correspondre un nombre positif R jouissant de la propriété sui-
vante : il existe d'une pari au moins un point ζ sur tout cercle con-
centrique à ïorigine et de rayon r > R et d'autre part au moins 
une fonction aà(y), tels que l'on ait 

|αΑ(ζ)|>βΚ'μ"\ 

l'indice h de la fonction ah{y) pouvant d'ailleurs varier avec r. 
Désignons à cet effet par C l'ensemble des points du plan des y 

situés à distance finie tels que si ζ est un point de cet ensemble dont 
la distance à l'origine est égale à r, on ait 

l/(C)| = M(r), 

M (r) étant le module maximum de f(y) pour \y \ = r. Cet ensemble C 
est formé d'une ou plusieurs courbes continues. Désignons en outre 
par R le plus grand des trois nombres Rn R

2
, R3 qui satisfont res-

pectivement aux conditions suivantes : 
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i° On a 
1/(0 

pour tout point ζ de C dès que |ζ| >· R, ; 
2° On a 

——τ < λ < ι 

pour tout point ζ de C dès que |ζ| > R2, ρ désignant un nombre entier 
supérieur au nombre des produits partiels figurant dans αφχ) pour 
i = ι, 2, ..., q ; 

3° On a 
β!ζιμ"»(ι-λ)>βΐζ|μ~β 

pour tout point ζ de C dès que |ζ| > R3. 
Ceci posé, soit ζ un point quelconque de C dont la distance à l'ori-

gine soit supérieure àR, et considérons la suite des intervalles 

. ([o,|/(0N, [|/(OIM/(OIH ··■, [|/<OIM/(OM, ··· 
(4) \ [|/<Ï)|V-,|/(C)M r*<=± (. = !,», 

La relation |/(ω'ζ)|5|/(ζ)| étant vérifiée au point ζ considéré pour 
toute valeur de l'exposant i de ω différente de zéro, les nombres 
|/(ωιζ) | (i φ ο) appartiendront à certains intervalles (4). Mais comme 
le nombre de ces intervalles est supérieur d'une unité au nombre des 
quantités/(ω'ζ) (ί φ ο), il y en aura au moins un ne contenant pas de 
quantités |/(ω'ζ)|. Soit [|/(ζ)|*·, |/(ζ)Ι*

ί+

']
 un te

^ intervalle; nous 
aurons alors 
(5) |/(ω'0 Γ> 1/(01*-

pour A — ι nombres |/(ω'«ζ)|, |/(a)^)|, ..., |/(ω'Α-«ζ)|, tandis que 
pour les autres nombres |/(ω^ζ)| nous aurons d'une part 

Ι/(ωΌ|<Ι/(ΟΙ*-
et d autre part 

(6) Ι/(ζ) |Λ·+·-Α' ~ i 

(ρ — ϊ,2, ...,Λ — ι;/^«1,1», ...,4_ι). 
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Ceci étant, considérons le nombre «*('(), nous aurons 

|β*(ζ)| = |/(ζ)/(ω'.ζ).../(ω/*-·?:)| [ι+β(ζ)] 
avec 

f/n_ Σ/(ωΑζ).../(ω/>.ζ) 

le signe Σ étant étendu à tous les produits partiels figurant dans αΑ(ζ) 
et ne contenant pas l'un au moins des nombres /(ζ),/(<*>'«ζ), ..., 

/(ω'Α-ζ). Un terme quelconque '}{Hf
 de ε

(<0
 est 

le produit d'un certain nombre \ ψπχ (/ φ h, h> · · · j 4-i) Par des 

nombres dont le module est au plus égal à l'unité ; par conséquent, 

d'après (6), le module de ce terme est moindre que —- Le 

nombre des termes figurant dans ε (ζ) étant inférieur àp, nous aurons 
donc 

|e(Ç)|< —£—r-

Par conséquent, puisque |ζ|> R, il viendra d'après 20 

|ε(0|<λ, 

et par suite 
I fl*(C) | > Ι/(0/(ω'.ζ).. ./(ω<ν,ζ) 11 (I - λ) |, 

d'où, en remarquant que |ζ| > R, et que les nombres |/(ω'<ζ)|, ..., 
|/(ω'Α-«ζ)| vérifient la relation (5), 

| a
h

{K) | > (1- λ) >
 β
^ί(ι - λ) (r = I ζ |). 

Comme |ζ| est en outre supérieur à R
3

, nous aurons donc finalement 

\ahU)\>e>»-1 (r=|Ç|), 

ce qu'il fallait établir. 
Il résulte immédiatement de la proposition précédente que si f(y) 

est une fonction entière d'ordre apparent p. et à croissance régu-
lière, il ne peut exister une infinité de cercles concentriques à l'ori-
gine et de rayons indéfiniment croissants sur chacun desquels on 
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ait à la fois 

1*1 (/)|<^|μ_η. I*«(y)| <eb|1^, K/00| <β^~Ά (*)> o). 

i>. /(y) = 2 c«yra fonction entière en γ d'ordre appa-

rent μ et à croissance régulière, on peut mettre celte fonction sous 
la forme 

/(y) =/»(/)+/»(r)» 

/, (y) = ^ c,jnyq" étant une fonction entière d'ordre apparent μ et 

à croissance régulière, telle que lim —lf!& ^c<l" ^ =-et en outre telle 

que les exposants des diverses puissances de y vérifient, quel que 
soit l'indice η, l'inégalité 

q
n
>eH% 

et f.
z
 (y) la somme des termes de f(y) qui n'entrent pas dans 

/« (y)· 
Soit à cet effet 

<5., o„ Oj, ..., ô/, · · m 

une suite décroissante de quantités positives telles que lim δ, = ο et 
désignons par 

c<h*·*' ·'· 

les coefficients de /(y) dont les nombres correspondants . n 

appartiennent à l'intervalle ί -— δ
έ
·, - -f- S

i
 ), la suite des nombres c

Çn l 

fera partie quelque soit i de la suite des nombres cqniii. 
Ceci posé, la fonction /(y) étant à croissance régulière, nous pou-

vons déterminer une suite de nombres entiers 

mu mt, nx n, ... 
tels que 

-j— <1 + 6/ /lime/=o\, 

dès que qn,î^> <?'WS et considérons la suite des intervalles 

(7) (e'"î, e·'"'-1-1'1), (e'"ï, eu">+l)*), .. . 

Journ. de Math. (6e série), tome IX. — Fasc. I, 1913. 2 
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Soient (<?"*, le premier des intervalles (7) renfermant des 
nombres q

nj{
 supérieurs à en\ (<?"% <?,ns+l1') le premier des intervalles (7) 

pour lesquels l'exposant n
2
 est au moins égal à m.

2
, renfermant des 

nombres q
n>2

 supérieurs à eMÎ, etc. L'intervalle (en\ e[ni+i)t) renfermant 
des nombres q

n>{
 supérieurs à en\ nous prendrons le plus grand 

d'entre eux et nous le noterons q
{

; si (e''1, eip+i)i) est le premier des 
intervalles (7) pour lesquels l'exposant ρ vérifie la double inégalité 
η, < n2, renfermant des nombres q

n { supérieurs à ep\ nous pren-
drons le plus grand d'entre eux et nous le noterons q2, etc. L'intervalle 
(en-, e(",+1)') renfermant des nombres qnt2 supérieurs à en\ nous pren-
drons le plus grand d'entre eux et nous le noterons qA, si le nombre 
des q

n
 précédemment choisis est égal à h — r, et ainsi de suite indéfi-

niment. D'après la façon même dont nous avons opéré, il est clair 
que l'on aura pour toute valeur de l'indice n 

q,i>en\ 

Je dis maintenant que lim ?/t+1 = 1. En effet, si ε est un nombre 

positif arbitrairejïient petit, nous pouvons déterminer d'une part un 
nombre entier Ν de manière que 

(m + 1)2 ε 

dès que emi > N, et d'autre part un nombre entier h tel que 

«<: 
pour toute valeur de l'indice i supérieure à h. Ceci fait, q

n
 étant sup-

posé appartenir à un intervalle (e'n\ e(,/1+1)S)(e'ni > N), deux cas peuvent 
se présenter : i° le nombre q

n
^.

{
 fait partie de l'intervalle (e{m+i)\ <?(m+2)i), 

nous aurons alors 

—2-1-—-< < 1 H— (puisque em > N); 

2° le nombre q
n+{

 fait partie de l'intervalle (e[m+p)\ eim+p+i)S) (ρ 1). 
Alors si e'ni ^> en' avec i > Λ, d'après la façon même dont nous avons 
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opéré plus haut, le nombre q
n
 appartiendra à la suite des nombres q

n< 

et nous aurons q
n
 = q

tth
 et de plus les deux nombres q

n+i
 et q

M
,i 

seront ou bien égaux, ou bien situés dans le même intervalle 
c(m+p+1)«^ par conséquent nous déduirons de la relation 

ΐοκ7„+ι _ log^+u |og<y»+i 

(, +1) =, + ε'· 

en remarquant que d'après nos hypothèses et d'après ce qui a été 
établi précédemment 

log^+1,/ , e loggn+l ^ e 

Il résulte donc de ce qui précède que si M est le plus grand des deux 
nombres Ν et e% on aura dans tous les cas 

■j—;(ε' — ε -h 

dès que qn^> M. Comme ε' est arbitrairement petit en même temps 
que ε, il s'ensuit que 

log ■?«+, log<7„ 

Je dis de plus que la suite des nombres —admet - comme 

élément limite unique. En effet, si q
n
 est supérieur à e"', le nombre 

cqn fera partie de la suite des nombres cqm. et nous aurons d'après l'hy-
pothèse faite au début de la démonstration 

qn^%qti μ ' 

et comme δ,· converge vers zéro avec il en résulte bien que 

qn^%qti C μ ' 

Si nous posons 

/i(j)=2 W7"· 
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cette fonction f{(y) satisfera bien aux conditions requises et nous 
aurons 

/(.r) = /i(/) +/2(7)1 

/2(7) désignant la somme des termes de f(y) qui n'entrent pas 
dans/, (y). 

Ensembles ponctuels. 

6. Soit Ε un ensemble borné de points répartis dans un plan ; on dit 
que c'est un ensemble ponctuel, si tous ses points peuvent être renfer-
més dans un nombre fini ou dans une infinité dénombrable de circon-
férences dont la somme totale des longueurs est aussi petite que l'on 
veut. 

De cette définition résulte immédiatement que l'ensemble, somme 
d'une infinité dénombrable d'ensembles ponctuels, est lui-même un 
ensemble ponctuel. 

Un point est un ensemble ponctuel; par suite, d'après la propriété 
précédente, un ensemble dénombrable et borné de points est un 
ensemble ponctuel. En particulier, l'ensemble des points à coordonnées 
rationnelles et appartenant à une aire finie quelconque est un ensemble 
ponctuel. Cet exemple nous montre qu'un ensemble ponctuel peut 
être dense superficiellement. 

La distribution des points d'un ensemble ponctuel par rapport à 
certaines familles de courbes a été étudiée par M. E. Borel ('). De ses 
recherches résultent en particulier que : 

i° La projection d'un ensemble ponctuel sur une droite quelconque 
est un ensemble de points de mesure linéaire nulle; 

i° Les circonférences concentriques à un point etportant des points 
de l'ensemble déterminent sur une droite quelconque passant par le 
centre un ensemble de points de mesure linéaire nulle; 

3° Les droites issues d'un point fixe Ο et portant des points de l'en-
semble autres que Ο (dans le cas où Ο appartient à l'ensemble) déter-

(*) Leçons sur la théorie des fonctions, p. 72 et suiv. Paris, Gauthier-
Villars; i8§8. 
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minent, sur une circonférence concentrique au point O, un ensemble 
de points de mesure linéaire nulle. 

On déduit aisément de ces propriétés que si Ε est un ensemble 
ponctuel, on pourra toujours trouver dans toute aire finie, si petite soit-
elle, des points n'appartenant pas à E. 

7. Dans le cas où l'ensemble Ε est non borné, on dit que c'est un 
ensemble ponctuel, si la portion de cet ensemble appartenant à une 
aire finie quelconque est un ensemble ponctuel. 

Comme exemple d'ensemble ponctuel non borné, nous pouvons 
citer l'ensemble de tous les points du plan dont les deux coordonnées 
sont rationnelles. 

Points de moindre croissance. 

8. Soit 
7* p7-.(,r)i 

[ΓV(*) — {x — a,
lnii

)(x — a
(
,
nti

)... (x — a
Mi

,
ln)

)] 

une suite de polynômes satisfaisant aux conditions suivantes : 

i° Les points d'affixes appartiennent à un cercle concentrique 
à l'origine et de rayon R. 

2° Si <p (q
n
) est le degré du polynome P,/n(#), il existe un nombre 

entier q tel que l'on ait pour toute valeur de q
n 

9(Çn)î</Çn. 

Nous avons désigné dans notre Thèse (n° 59), sous le nom de points 
de moindre croissance, tout point χ— a pour lequel on a 

||m — log|P,.(q)| 

k' étant une quantité positive finie ou infinie. Si k est un nombre 
positif inférieur à nous aurons à partir d'une certaine valeur de qn 

(8) &l ,7"v " >k. 
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Désignons par Cj
n
 la lemniscate représentée par l'équation 

-i°gl ??»(*) I _ . 

l'inégalité (8) signifie qu'à partir d'une certaine valeur de q
n

, le 
point χ = a sera intérieur au sens étroit à la courbe CJ

k
. Cette 

courbe CJ
ri
 sera en général formée d'une suite de boucles fermées en 

nombre au plus égal à chacune de ces boucles comprenant à son 
intérieur au moins un zéro du polynome P7ii(#). Dans le cas particu-
lier où la courbe comprend φ (^

Λ
) boucles fermées, chacune de ces 

boucles renferme à son intérieur un zéro et un seul du poly-
nome P?B(a?). 

Si C£ sont deux lemniscates correspondant à deux valeurs 
distinctes de k, ces boucles n'ont aucun point commun et de plus, si 
k' < kla courbe C*"

n
 sera intérieure au sens étroit à la courbe C*

b
. 

9. Soient CJ
bi1

, CJ
niS

, , C^o^ les boucles fermées qui constituent 
la lemniscate C*

n
 et désignons par rj

wl
· la circonférence circonscrite au 

rectangle RJ
b>î

 circonscrit à la boucle CJ
w>l

· et dont les côtés sont paral-
lèles aux axes de coordonnées, le rayon p*

 t
, de rj

ej|
. sera à partir 

d'une certaine valeur de q
n
 moindre que (A. désignant une 

quantité positive fixe). 
Posons à cet effet 

β'/zn'V^ ' 
et 

(ζ) ~ ( ζ 1 ) ( ζ α'/η. 2 ) · · · ( ζ αγπ, ψ[ηη) ) · 

En vertu de la relation 
\1 — <*·η»Α = \Χ—αΊηΛΐ 

la projection de l'axe des ξ du côté du rectangle RJn i parallèle à cet 
axe sera un certain segment d^

ni
 compris à l'intérieur du segment fi

/ni 
en tout point duquel on a 

— i°sl a,/tt(£)| ^ 

La longueur du segment γ*
η>ί

· étant inférieure à (A étant une 
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quantité positive), pour toutes les valeurs de q
n
 dépassant un certain 

nombre fixe (cf. Thèse, n° 57), on aura donc pour ces mêmes valeurs 
de q

n 

longueur du segment : d), ; < 

On verrait de même que la longueur du segment d^
n>i

 projection du 
rectangle R*ti· sur Οη est moindre que ^ ? à partir d'une certaine 

valeur de q
n

. Il en résulte qu'on aura pour toutes les valeurs de qn 

dépassant un certain nombre fixe el quel que soit le second indice i 

k A 

10. Lemme. — Soit 

K,
n
(D = (ξ — «//

Β
.ΐ)(ξ - *</».*) · · · (ζ~ *qn,<flqn)) 

une suite de polynômes de la variable réelle ξ satisfaisant aux condi-
tions suivantes : i° tous les zéros de ces polynômes appartiennent à un 
intervalle fini AB de l'axe des ξ dont les extrémités A et Β ont respec-
tivement pour abscisses α et b («<&); 2° le degré φ(5,„) de Α,/η(ξ) 
satisfait pour toute valeur de l'indice q

n
 à l'inégalité φ (q

n
)<i^y> p étant 

un nombre entier positif fixe. Si σηη est la somme totale des longueurs 
des segments γ£

η>ί
· en chaque point desquels on a—^ 

avec k>-, on aura pour toute valeur de q
n 

- <w: 
Nous supposerons pour plus.de clarté dans la démonstration que 

les points a^· ont été numérotés pour chaque valeur de l'indice q
n 

dans l'ordre où les rencontre un mobile se déplaçant sur l'axe des ξ 
dans le sens de A vers B. 

Cette remarque faite, portons depart et d'autre de chaque pointa^, 
une longueur égale nous obtiendrons une suite de segments g ,· 

dont la somme totale des longueurs est moindre que Ces seg-
ments gqni peuvent avoir des portions ou des extrémités communes. 
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Considérons en particulier les segments g ,·, gqmt/+n ..., gq„q
 jouissant 

des propriétés suivantes : a) le segment gqn>i n'a aucune portion ni 
extrémité commune avec le segment gqmi-^ de même le segment g

 ntj 

n'a aucune portion ni extrémité commune avec le segment g
lln

,j+\\ 
b) chaque segment gqJl pour h — î, i'-fi, ..y — ι a une portion ou 
extrémité commune avec le segment g,lnj

l+
n nous remplacerons tous 

ces segments par le segment unique y' t ayant pour extrémité gauche 
l'extrémité gauche du segment g 4 et pour extrémité droite l'extré-
mité droite du segment gqmj. Les segments y'qn>i ainsi définis n'auront 
aucune portion ni extrémité commune. La somme totale des longueurs 
de ces segments y'

 t
 étant au plus égale à la somme totale des lon-

gueurs des segments g
(jni

 est donc moindre que · 

Ceci posé, soit ξ = b un point de l'axe des ζ extérieur au sens large 
à tous les segments y'

 t
 ayant même premier indice q

n
\ comme la 

distance d'un tel point % = b aux points α,/(ΐ, [i=i, a,..., φ (gr
n
)] 

est au moins égale à —p nous aurons donc pour la valeur q
n
 COnSl-

dérée, en observant que le degré φ(<7«) de A,/h($) vérifie l'inéga-

lité 9 (qn) < 

\KAb)\> ^tjn il 

d'où nous déduisons, en tenant compte de notre hypothèse sur Λ*, 

— lQglA7„(é)| \qn\ogqa _ k < k 

Il en résulte donc que tout segment yqnJ en tout point duquel on a 

— log| Α,^(ξ) | , 

est intérieur au sens étroit à un certain segment y'
qn i

 et cela quels que 
soient les indices q

n
 et i. Par suite, la somme totale des longueurs des 

segments yqni est au plus égale à la somme totale des longueurs des 
segments y'

 ( et cela pour toute valeur de q
n

. On aura donc pour toute 
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valeur de q
n 

σ',η< pq'n 
ce qu'il fallait établir. 

En procédant de la mcine manière qu'au numéro précédent et en 
utilisant le lemme que nous venons d'établir, on démontre aisément 
que si le degré dupolynome P7e(a?) satisfait pour toute valeur de q

n 

à l'inégalité ο (q
n
) < ̂  et si k est supérieur à 'jp le rayon pj

(i

 , de la 

circonférence Γ*
η>£

 vérifie, quels que soient les indices q
n

et i, l'inéga-

.m PÎ..'< 

11. Admettons maintenant que le degré o(q
n
) du polynome V

r/n
(x) 

satisfasse quel que soit q
a
 à l'inégalité <p (q

n
) <Cqqn(y étant un nombre 

entier) et considérons les deux lernniscates et C*
n
 La 

lemniscate sera, d'après la proposition rappelée à la fin du n° 8, 
intérieure au sens étroit à la courbe Cj

B
. Nous partagerons les boucles 

de cette dernière courbe en deux sortes : i° les courbes de la première 
sorte caractérisées par le fait que chacune d'elles renferme à son inté-

rieur au moins ~ zéros du polynome P,/B(a?) (p étant un nombre 

entier que nous fixerons ultérieurement) ; 20 les boucles de la seconde 
sorte caractérisées par ce fait que chacune d'elles renferme à son inté-

rieur moins de — zéros du polynome Vqn(x). Le nombre des courbes 

de la première sorte est au plus égal à pq, en vertu de l'hypothèse 
faite sur le nombre des zéros du polynome Par suite la somme 
totale des longueurs des circonférences rj

n>f
 circonscrites aux rec-

tangles circonscrits aux boucles de la première sorte de la lemnis-

cate sera, d'après la proposition du n° 9, moindre que à 
partir d'une valeur de q

n
 suffisamment grande. 

Ce point établi, considérons les boucles de la courbe Ck situées à 
l'intérieur d'une boucle quelconque Cj

nt/
 de la seconde sorte de la 

lemniscate CJ
b
 et désignons par Q7nii(^) le polynome dont la plus 

haute puissance de χ est égale à l'unité et admettant comme zéros, les 
zéros du polynome p,,.0) compris à l'intérieur de la boucle CJ

biI
· et 

Journ. de Math. (6· série), tome IX. — Fasc. I, igi3. 3 
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ceux-là seulement. Le degré de ce polynome (a?) sera, quel que 

soit le second indice i. évidemment inférieur à ~ · Posons . 

p7n(·®) ~ Q(Jn,i(X) S
f
/
nt

i(x). 

Les zéros du polynome Q
f/n>i

(x) restant, quels que soient les indices 
q

n
 et î, à l'intérieur d'un cercle C concentrique à l'origine et de rayon 

fini R, en vertu de la condition i° du n° 8 à laquelle satisfont tous les 
polynômes Vqn(oc) et le degré de ce polynome restant toujours infé-
rieur à nous pouvons déterminer un nombre positif Q de manière 
que l'on ait pour tout point χ du cercle C et quel que soit le second 
indice i 

~ loffl Q'in.'jx) 1 >_ε 

dès que q
n
> Q, le nombre positif ε étant choisi de telle façon que 

h -h ε < -· Par suite, nous aurons pour tout point d'une boucle de la 
seconde sorte et quelque soit le second indice i 

-log|S7„,'(·*)I 

dès que q
n

^> Q, en remarquant que l'on a pour tout point d'une 
boucle quelconque de Cj

n 

'°g| VqÀX) 

Par suite, comme la fonction <y"'< est une fonction harmo-

nique régulière à l'intérieur de la boucle Cqni, l'inégalité (9) sera véri-
fiée dans les mêmes conditions pour tout point χ intérieur à CJ

hI
. On 

en déduit que l'on a pour tous les points des boucles de la lemnis-
cate situées à l'intérieur d'une boucle de la seconde sorte Cj

n>i
, et 

quel que soit le second indice 1, 

(10) -ioglQ,./(«>l >*, 

pour toute valeur de q
n
 supérieure à Q. 
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Par conséquent, si nous déterminons le nombre entier ρ de manière 
que^<^>la longueur d'une circonférence Vqn>Ul circonscrite à un 

rectangle circonscrit à une boucle quelconque de la lemniscate repré-

sentée par l'équation —\ sera, en vertu de la proposi-

tion du n° 10, moindre que et cela quels que soient les indices q, 

i et h. Comme pour toute valeur de q
n
 supérieure à Q, toute boucle 

de CJ
n
 ayant des points à l'intérieur d'une boucle de la courbe repré-

sentee par Γ equation est en vertu de la rela-
tion (10) intérieure au sens étroit à cette dernière boucle, il en résulte 
que pour ces valeurs de q

n
 et quel que soit le second indice i, toute 

circonférence Γ^
ηί

 correspondant à une boucle de la lemniscate CJ
n 

intérieure au sens étroit à la boucle Cf. ; de la seconde sorte de la 
courbe Cf , est intérieure au sens étroit à une certaine circonfé-
rence Par suite, nous aurons pour toutes les valeurs de q

n
 supé-

rieures à Q et quel que soit le second indice i 

longueur de Y„n ,·< -^· 

Le nombre des circonférences Tj
n/

 correspondant aux boucles 
de Cf. située à l'intérieur des boucles Ci . de la seconde sorte, étant 
au plus égal à qq

n
, il s'ensuit que la somme totale des longueurs de 

toutes ces circonférences est moindre que ^~· 
Par suite, en tenant compte du résultat obtenu plus haut pour les 

boucles CJ
n

, de la première sorte, nous pouvons énoncer la proposition 
suivante : 

Si les polynômes Vqfx) satisfont aux conditions énoncées aun° 8, 
pour toutes les valeurs de q

n
 supérieures à un certain nombre fixe, 

les boucles de la lemniscate CJ
n
 peuvent être renfermées dans un 

nombre fini de circonférences dont la somme totale des longueurs 
est moindre que 

znpqA ί\π 

le nombre entier positif ρ dépendant de k. 
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12. Désignons ces circon férences par D,, DJ
n 0( ̂ îÎOiv,.)=?w.J 

et soit l'ensemble des points de moindre croissance χ = a pour 
lesquels on a 

]im ~l0gl P^"(a)l >/>' (/('> A1). 

Un tel point χ = a est, comme nous l'avons remarqué au n° 8, inté-
rieur au sens étroit à une boucle de la lemniscate CJ

n
 pour toutes 

les valeurs de q
n
 dépassant un certain nombre fixe. Par suite, pour ces 

mêmes valeurs de q,
n
 il est a fortiori intérieur au sens étroit à une 

circonférence DJ
n

,·. Par conséquent, en procédant de la même façon 
qu'aux nos 42 et 157 de notre Thèse, on démontre d'abord que l'en-
semble est un ensemble ponctuel, puis que l'ensemble M des 
points de moindre croissance de la suite des polynômes Ρ (a?) est 
également un ensemble ponctuel. 

13. Nous allons maintenant assujettir les indices q
n
 des polynômes 

P7„(#) à vérifier pour toute valeur de η la relation q
n

^> en* et étudier 
dans cette hypothèse l'ensemble Ε des points χ = b du plan des χ 
pour lesquels on a 

«=« qn »og <7/i 

h' étant une quantité positive finie ou infinie. 
Soit E/c„ l'ensemble des points de Ε pour lesquels le nombre k' 

vérifie l'inégalité k'>k". D'après ce qui a été dit au numéro précédent, 
un point quelconque χ = b de Ε est intérieur au sens étroit à une infi-
nité de circonférences DJ

b
 ,,(/c" > k). De plus, la somme totale des 

longueurs de toutes les circonférences DJ
n

 ,· est d'après notre hypo-

thèse sur les qn et en vertu du résultat du n° 11, moindre que 

B étant une quantité positive finie. Comme la série ̂  ̂  est conver-

gente, il s'ensuit que l'ensemble EA» est un ensemble ponctuel. Cette 
propriété ayant lieu quelque petit que soit le nombre positif k", on 
en conclut, en procédant de la même manière qu'au n° 37 de notre 
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Thèse, que l'ensemble Ε est un ensemble ponctuel. Nous pouvons 
donc énoncer la proposition suivante : 

Si les polynômes Ρ (a?) satisfont aux conditions énoncées au 
n° 8 et si leurs indices q

n
.vérifient pour toute valeur de η l'iné-

galité q
n
 > en\ Vensemble Ε des points x — b pour lesquels on a 

_ — log|P7„(6) | f, 

k' étant une quantité positive finie ou infinie, est un ensemble 
ponctuel. 

Remarque /. — Cet ensemble Ε comprendra évidemment tous les 
points de l'ensemble M des points de moindre croissance de la suite 
des polynômes Ρ (a?). 

Remarque II.— Si χ = c est un point n'appartenant pas à E, nous 
aurons en ce point 

— log[ P7 (c) | 

d'après la définition même de E. 

Fonctions G (λ?, y). 

14. Soit G (x,y) ==^,^ff„(^)y7" une fonction entière en χ et y 

ordonnée suivant les puissances entières de γ, d'ordre apparent total 
fini λ et dans laquelle les exposants des diverses puissances de y 
vérifient pour toute valeur de η, l'inégalité 

q
n
>en\ 

Désignons par c
lJn

 le coefficient maximum de aqn(x), nous suppo-

serons en outre que l'ensemble des nombres *°.ë ^ °9n ^ admette -

comme élément limite unique. Alors la fonction entière en 
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Ύι 8(y) ==2î?</»/7'> sera d'ordre apparent (λ. Posons 

aq
n
{x) = c

l/n
f

(in
{a?), 

et appelons Ε l'ensemble des points χ = b du plan des χ situés à 
distance finie pour lesquels on a 

iî^ -|0»ΙΛ·<»>Ι =t.t 

k' étant une quantité positive finie ou infinie. Cet ensemble Ε est un 
ensemble ponctuel. Pour le montrer, il suffit d'établir, d'après la 
définition du n° 7, que la portion E

R
 de Ε appartenant à un certain 

cercle CR concentrique à l'origine et de rayon R est un ensemble 
ponctuel. Désignons à cet effet par Vqn(x) le polynome dont le coef-
ficient de la plus haute puissance de χ est égal à l'unité et admettant 
pour zéros, les zéros de fln(x) dont le module est au plus égal 
à R + η (η > ο), et ceux-là seulement; puis posons 

Λ.(λ?) = Ρ7»(λ?)Λ7«(λ?)· 

Les fonctions hÇn(x) sont des fonctions holomorphes n'admettant 
aucun zéro à l'intérieur du cercle CR+y)

 concentrique à l'origine et de 
rayon R -H η. Par suite, les fonctions ~log|1

 sont
 ^

es
 f

onc
ti

ons 

harmoniques régulières à l'intérieur et sur le contour du cercle CR 

concentrique à l'origine et de rayon R. En procédant de la même 
manière qu'aux nos 75-76 de notre Thèse, on voit que cette suite de 
fonctions converge uniformément vers zéro dans C

R
. R en résulte que 

tout point χ = b de l'ensemble E
n est un point pour lequel on a 

—'°g|P,.WI =t, 

et inversement. L'ensemble des nombres ~ ^c<1n ^ étant borné, 

puisqu'il admet un seul élément limite fini, le degré φ (q
n
) de P7ri(a?) 

satisfera pour toute valeur de l'indice n à l'inégalité 

<?(qn)iqqn> 
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q étant un nombre entier fixe (cf. Thèse, n° 80). Par suite, d'après le 
résultat du n° 15, l'ensemble E

u sera un ensemble ponctuel. 
L'ensemble Ε étant un ensemble ponctuel, dans toute aire finie, il 

existe des points n'appartenant pas à Ε (cf. n° 6). Comme en un tel 
point χ = a, on a 

.. -Iog|P7w(a)| 

et que de plus 

-|os!V(a)l 

il en résulte que l'on aura pour un tel point 

log| fln(<*) 

15. Admettons, en outre, que la fonction entière g(y) =^cg«^y'· 

soit à croissance régulière, nous allons étudier la régularité de la 
croissance de G(^,y) considérée comme une fonction entière en y 
quand le point χ se déplace à distance finie dans son plan. 

Soit χ = a un point n'appartenant pas à l'ensemble E. Comme la 

suite des nombres —1 acjme^ Ζ£Γ0 comme élément limite 

unique, au nombre positif 8 nous pouvons faire correspondre un 
entier Q

n
 tel que pour q

n
^> Q,, on ait 

Λ< -1οβΙΛ·(«)Ι 

D'autre part, la suite des nombres —lf?" ^ c''n^ convergeant vers —, 

il existe un entier Q
2

, tel que pour q
n

^> Q
2

, on ait 

μ qnlogqn ~ μ 

Par suite, nous aurons pour toutes les valeurs de q
n
 supérieures au 

plus grand des deux nombres Q, et Q
2
 : 

/ χ 1 — losK-.(rt) I < ι , 5 
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Il en résulte que la suite des indices q
n
 des coefficients aqn(à) de 

G (a, y) vérifiant la relation précédente s'obtient en supprimant un 
nombre fini de termes de la suite des indices q

n
 des coefficients 

de g (y), et cela quel que soit le nombre positif o. Comme d'après nos 

hypothèses sur g(y) le rapport (q
n
 et q

n+t
 étant les indices 

de deux coefficients consécutifs de cette fonction entière) converge 

vers l'unité, il en sera de même du rapport ' *+1

 > Çn et Çn+i étant 

les indices de deux coefficients consécutifs de G (a,y) vérifiant la 
relation (ι i), et cela quel que soit le nombre positif δ. Par suite, 
la fonction G (a, y) est d'ordre apparent p. et à croissance régulière. 
Donc en tout point χ η*Appartenant pas à E, la fonction G(x,y) 
est une fonction entière en y d'ordre apparent p. et à croissance 
régulière. 

Soit maintenant x = b un point de l'ensemble E. Comme 

on a ou bien 

ou bien 

— —ι°δ1Λ»(Λ)Ι 

,. — log|//».(^) I 

lim -'°sl//.(A>[ _0-

Dans le premier cas la fonction G(b,y) sera une fonction entière 
d'ordre apparent inférieur à p., puisque la plus petite limite de la 

suite des nombres —est égale à - + k (k > o). 

Ceci posé, considérons le cas où la suite des nombres —*°g l/'/«(ù) 1 

admet zéro comme plus petite limite et désignons par 

('2) f*tAb)i fstAb)> ···' A^{b), 

les nombres de la suite des fqfb) tels que les nombres corres-

pondants —appartiennent à l'intervalle (—S, -+- δ). Deux 

circonstances pourront se présenter : i° quelque petit que soit le 
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ι 
nombre positif δ, le rapport converge vers l'unité lorsque η 

augmente indéfiniment. Comme les nombres —* ^ C's,n °J appartiennent 

à l'intervalle — δ, ^ -+- δ^ pour toutes les valeurs de s„ supérieures 

à Qg, il en résulte que 

\J. ~ sin ologs„, 6 (J. 

dès que s
n

, δ > Qg. Il s'ensuit que pour toute valeur positive de δ, la 
suite des indices s

n
, δ des nombres a

Sn S(b) vérifiant la relation (i3) se 
déduit de la suite des indices des nombres (12) par la suppression 
d'un nombre fini de termes de cette dernière suite. Par suite, d'après 

notre hypothèse, le rapport , δ étant les indices de 

deux coefficients consécutifs de G(b,y) satisfaisant à la relation (i3)) 
converge vers l'unité, et cela quelque petit que soit le nombre positif δ. 

Par conséquent la fonction G, (b,y) désignant 

une valeur positive de δ) est d'ordre apparent p. et à croissance 
régulière. 

Or 
c*(à,y)=:Gi(b

t
v)-^G3(b,y), 

Go(b,y) étant une fonction entière d'ordre apparent inférieur à μ, il 
s'ensuit d'après la proposition du n° 3 que G(b,y) est une fonction 
entière d'ordre apparent μ et à croissance régulière. 

20 II existe une valeur δ, de δ telle que lim __ /f t. Dans 

ce cas G
t
(b,y) sera une fonction entière d'ordre apparent μ et à 

croissance irrégulière, comme on le voit aisément, en procédant de la 
même manière que plus haut. Puisque la fonction G2(b,y) est d'ordre 
apparent inférieur à μ, la fonction G(b,y) sera alors d'ordre appa-
rent p. et à croissance irrégulière, d'après la remarque du n° 3. 

Il résulte donc de l'analyse précédente que la fonction G(x,y) est 
une fonction entière en y d'ordre apparent μ et à croissance régu-
lière pour tous les points du plan des χ situés à distance finie, sauf 

Journ. de Math. (6· série), tome IX.— Ease. I, 1913. 4 
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au plus pour les points d'un certain ensemble ponctuel M pour 
lesquels elle sera ou bien une fonction entière en y d'ordre appa-
rent μ, et à croissance irrégulière, ou bien une fonction entière 
en y d1ordre apparent inférieur à μ. 

Cet ensemble M peut avoir la puissance du continu, comme on le 
constate aisément par des exemples. 

Fonctions F (*> y)· 

16. Soit F(îc, χ) une fonction entière en χ et y 

d'ordre apparent total fini λ, ordonnée suivant les puissances entières 
dey. 

Désignons par c
n
 le coefficient maximum de a

n
(x) et supposons que 

la fonction entière en χ, f(y) = 2Cn·^" s0*1 d'ordre apparent μ et à 

croissance régulière. Nous avons vu au n° 5 que l'on pouvait mettre 
cette fonction sous la forme 

f(y)--My) +A(y), 

J\{y) étant une fonction entière en y d'ordre apparent μ et à crois-

sance régulière telle que l'ensemble des nombres —^admette -

comme élément limite unique et en outre telle que la suite des expo-
sants q

n
 vérifie, quel que soit //, l'inégalité q

n
 > cll\ Posons 

G(.»,v) aq,Xœ)yfI" 

et 
F(.r, y) = G(a?,x) -h \\(x,y). 

La fonction G(x,y) que nous venons de définir vérifie les mêmes 
conditions que la fonction G (oc, y) du numéro précédent; de plus la 
fonction H(x, y) sera d'ordre apparent au plus égal à μ par rapport 
à y, 

Ceci posé, soit χ = a un point ne faisant pas partie de l'ensemble M 
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défini au numéro précédent. La fonction G (a,y) est une fonction 
entière d'ordre apparent p. et à croissance régulière, d'après la propo-
sition précédente. Comme la fonction H (a,y) est d'ordre apparent 
au plus égal à p., il en résulte, d'après la proposition du n° 5, que 
F{a,y) est une fonction entière en y d'ordre apparent p. et à crois-
sance régulière. Pour un point χ = b de M, la fonction F(b,y) sera 
soit d'ordre apparent p. et à croissance régulière, soit d'ordre appa-
rent [A et à croissance irrègulière, soit d'ordre apparent inférieur à p., 
comme on le constate aisément, en utilisant la proposition et la 
remarque du n° 5. Nous pouvons donc.énoncer le théorème suivant : 

Etant donnée une fonction entière en χ et y, F(x,y) = ^icr.n(x)yn 

d'ordre apparent total fini λ, si la fonction f(y) — ^fnyn, cn dés ι-

priant le coefficient maximum de a,fx)., est d'ordre apparent p. et à 
croissance régulière, F(x,y) sera une fonction entière en y d'ordre 
apparent p. et à croissance régulière pour tous les points du plan 
des χ situés à distance finie, sauf au plus pour les points d'un 
certain ensemble ponctuel Ε pour lesquels elle sera ou bien une 
fonction entière d'ordre apparent p. et à croissance irrégulière, ou 
bien une fonction entière en y d'ordre apparent inférieur à p.. 

Définition. — Si F(x,y) — ^Aan(x)y'1 est une fonction entière 

d'ordre apparent total fini λ telle que la fonction entière en 

Ύ) f (y) — Σ cnyn [c« désignant le coefficient maximum de an(x)\ soit 

d'ordre apparent p. et à croissance régulière, nous dirons pour sim-
plifier le langage que cette fonction F(x,y) est d'ordre apparent p. et 
à croissance régulière par rapport h y. 

17. Examinons maintenant ce qui se passe lorsque le nombre des 
zéros des a,

t
(x) dont le module est au plus égal à R, ne dépasse pas, 

quel que soit R, le nombre fini NK, qui peut d'ailleurs croître avec R. 
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Nous avons vu dans notre Thèse (n° 85) que si la fonction f(y) était 
d'ordre apparent p, F (%,y) était une fonction entière en y d'ordre 
apparent p. pour tous les points du plan des χ situés à distance finie, 
sauf au plus pour les points d'un certain ensemble M n'admettant 
aucun point limite à distance finie pour lesquels F (a?, y) était une 
fonction entière en y d'ordre apparent inférieur à p. Il n'existe pas de 
théorème analogue pour la croissance régulière, comme nous allons le 
montrer par des exemples. 

J. Soit F(x^y) ~^icj,ll(,c)yn une fonction entière en ./; et y, 

les a
n
(x) étant des polynômes du premier degré en χ tels que si c„ 

désigne le coefficient maximum de «„(.x'), la suite des nombres ^ 

admette - comme élément limite unique. Cette fonction F(x,y) sera 
d'ordre apparent total fini égal à p. et d'ordre apparent p. par rapport 
ky (cf. Thèse, nos 22 et 78). 

Ceci étant, considérons d'une part la suite croissante de nombres 
entiers : 

Pi, pn ····. Pu· ··· 
vérifiant la relation 

li„, - £ > ,. 

et, d'autre part, l'ensemble dénombrable de nombres : 

«11 β·2ι · · · » d/n · · · · 

Supposons que les polynômes a
n
(x) dont les indices appartiennent 

aux intervalles 
U'uPtU (/'\>Pi)> ···, (/V,/V-'), ··· 

s'annulent pour x = a,, que les polynômes a„{x) dont les indices 
appartiennent aux intervalles 

iPi-.Jh)· il1:·,· po), ···: (/V-.-l,yV+2), ··. 

s'annulent pour χ = a2
 et ainsi de suite indéfiniment. Pour tout 

point χ — ah la fonction F (x,y) sera une fonction entière en y d'ordre 
apparent p. et à croissance irrégulière. En effet, tous les coefficients 
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des puissances de y dont les exposants appartiennent aux intervalles 

.... ( ρ .>»+./—i, Pin+i)j · . · 

sont nuls et la fonction F (ait, y) se réduit à 

1 '(ahy) =2 a*Àat)y'n ^0 que| que soit vl 

avec lim Α"+1 = A" > ι. Gomme la fonction F(x,y) ainsi construite 

peut être à croissance irrégulière pour des points n'appartenant pas à 
l'ensemble D des points χ = a„ nous pouvons dire, en tenant compte 
de notre hypothèse sur les c

n
 et de la proposition du n° 16, que cette 

fonction F(x,y) est une fonction entière en y d'ordre apparent μ et 
à croissance régulière pour tous les points du plan des x, sauf pour un 
ensemble ponctuel comprenant au moins tous les points de l'ensemble 
dénombrable D, pour lesquels elle est d'ordre apparent μ et à crois-
sance irrégulière. 

II. On peut aller plus loin en montrant qu'il est possible de cons-
truire une fonction 

F(.r ,y) — 2 —V Cll(.v — a,fii). 

les cn vérifiant la condition lim —^c" ^ = - et les a„ étant des 

nombres que nous déterminerons ultérieurement, pour laquelle 
l'ensemble Ε a effectivement la puissance du continu. 

Considérons à cet effet l'ensemble Ρ des nombres 

ΙΟΥ·1' ' JOT1·-' ' " Ι0?(Ό ' ·*·' 

où les α,· sont des nombres entiers inférieurs à io (une infinité d'en-
tiers étant toujours supposés différents de zéros) et ou φ(/>) est un 
nombre entier que nous déterminerons plus loin. Cet ensemble Ρ a la 
puissance du continu (cf. E. BOREL, Leçons sur la théorie des 
fonctions, p. 29). De plus, à condition de lui adjoindre le nombre 
zéro, il est le dérivé d'un certain ensemble dénombrable qu'on peut 
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obtenir de la manière suivante : Rangeons dans un ordre quelconque 
les nombres (ot,^ o), ce qui est possible puisque ces quantités 

sont en nombre fini ; puis les nombres de la forme ·+■ (α* φ ο) 
et ainsi de suite indéfiniment; nous obtenons donc la suite dénom-
brable de nombres 
(a) ai, a„ rc3, an, .... 

Nous supposerons que tous les polynômes du premier degré a
n
(x) 

dont l'indice η vérifie les relations 
l>n~n<p,

l+x
 (') 

s'annulent pour le point d'abscisse a,
t
. Il nous reste maintenant à 

déterminer le nombre f(w). Pour cela nous remarquons que le 
nombre des quantités de la forme 

ιο?<" ioW* ' 

(les α prenant de toutes les façons possibles les valeurs ο, i, ...,9, 

la combinaison α, = a
2
 = ... = a

a
 = ο étant exclue) est indépendant 

de f(n). Soit6(ft) le nombre de ces quantités; d'après nos hypothèses, 
le nombre αβ(η, sera le dernier nombre de la suite (a) de la forme 

T^ïï + 7^3 H h T^T) avec α» Φ °> et de Plus il sera le zéro de 
tous les polynômes a

n
(x) dont l'indice η vérifié les relations 

Pb(n)= n Pb(n)4-t' 
Ceci rappelé, nous poserons pour chaque valeur de η : 

O(n)=pln)+i. 

Les nombres entiers y(n) étant ainsi déterminés et a
n
 étant le zéro 

des polynômes a
n
(x) dont les indices η vérifient les relations 

Pn~ Pn+D 
nous aurons 

a,l"~~ 10?(l) ΙΟ?'1' + 

(*) Les nombres pn vérifient la relation lim =/->1. 
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avec 
?(»0=/W 

En effet, η sera au plus égal à 6(/w) et par suite sera au plus égal 
à p%m)+t î comme φ (m) = ρξ

[ΙΗ)
+

Χ9
 on aura donc bien 

9im)~Pn+1-

Donc la distance de a
n
 aux points ξ de l'ensemble Ρ dont les m premiers 

chiffres du développement sont a,, a
2
,oc

TO
 sera inférieure à —— 

(A étant une quantité positive fixe). 
Il nous est actuellement possible de démontrer que tout point de 

l'ensemble Ρ est un point pour lequel la fonction F(x9y) est d'ordre 
apparent p. et à croissance irrégulière. Soit à cet effet ζ un point quel-
conque de P. Ce point ξ est limite d'une suite de points 

a</l1 a(/i* · ' · > Gffn) · ' · 

extraite de la suite (a). aqn étant le zéro des polynômes a
n
(x) dont 

l'indice η vérifie les relations 

('<) Pi/,,-.': n < Pf/n i i 

la distance de ce point au point ξ considéré sera, d'après ce qui pré-

cède, moindre que — avec n<^p
n
^. On en déduit que l'on aura 

pour toutes les valeurs de η vérifiant la relation (i4)> 

(.5) lia. -|0Sl I =+«, 

en remarquant en outre que pour ces valeurs de n, on a 

/, = χ η log η μ 
Posons 

F(£,y) = F,(£. y)-t-F,(E.yl, 

la fonction F
2
(l*,y) comprenant tous les termes de la fonction F (ξ,/) 

dont les indices vérifient les relations (i4) et ceux-là seulement 
et F

{
(£,y) étant la somme des termes de Ε(ξ,y) qui n'entrent pas 

dans F
a
(i, y). La fonction F< (ξ,y) est d'ordre apparent u et à crois-
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sance irrégulière, car tous les termes de cette fonction dont les indices 

vérifient les relations (i 4) sont nuls et que de plus lim = &> ι. 

La fonction F
2($,y) est d'ordre apparent zéro en vertu de la 

relation (i5); par suite, d'après la remarque du n° 5, F(5,y) est une 
fonction entière d'ordre apparent p. et à croissance irrégulière. 

Gomme en tout point n'appartenant pas à P, la fonction F(x,y) 
est une fonction entière en y d'ordre apparent p. et à croissance régu-
lière, il en résulte que les ensembles Ε et Ρ sont identiques. Par con-
séquent, l'ensemble Ρ ayant effectivement la puissance du continu, 
comme nous l'avons remarqué plus haut, il en sera de même de 
l'ensemble E. 

18. Soit F (x,y) = ^fin{x)y" URe fonction entière en χ et y d'ordre 

apparent total fini λ et d'ordre apparent p. et à croissance régulière par 
rapport à /(p. étant un nombre non entier). Désignons par r

n
(x) le 

module du zéro de rang η de la fonction entière en y, F(.x-,y). 
En appliquant la deuxième des propositions de M. E. Borel, rappelées 
au n° 2 et la proposition du n° 16, on obtient aisément le résultat 
suivant : 

L'ordre d'infinitude des r
n
(x) est déterminé pour fous les points 

du plan des χ situés à dislance finie, sauf au plus pour les points 
d'un certain ensemble ponctuel E pouvant avoir la puissance du 
continu pour lesquels il ne sera plus déterminé. 

Remarque sur une classe de fonctions entières 
de deux variables. 

19. Soit Φ (χ, y) = xq -+- a
K (y)xq~{ H- ai

{y)xq~'1 -+- ... + aq (y ) 
une fonction entière en χ et y d'ordre apparent ρ et à croissance irré-
gulière par rapport à y. Je dis quV/ existe une infinité de cercles 
C

u
 ..., C„, ... concentriques à l'origine et de rayons indéfiniment 

croissants sur chacun desquels on a à la fois 

|«i(y)l <<?Lrl:*~\ K(r)|<e,v,:w' |«7(y)l<el> |!ΑΛ (·η>ο). 
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Désignons à cet effet par N(R, r) la fonction majorante de Φ(#,χ), 
c'est-à-dire ia fonction définie par la relation 

N(R, r) - IV/-h \, (/·)!**-» + .. .4- Ay(r) ; 

A i(r) étant la fonction majorante de #,·(/), nous avons quel que soit i 

(16) Afir) < JV(R„ r), 

R, désignant une quantité positive fixe. La fonction Φ(#, y) étant à 
croissance irrégulière par rapport à y, il en sera de même de la 
fonction N(R,/·), comme on le vérifie facilement en utilisant le 
résultat du n° 13 de notre Thèse. Par suite, il existera une infinité de 
valeurs de r : 

/ ι, Ι'*·, · · ■ ι f ni · · · 

convergeant vers l'infini et telles que l'on ait 

Ν (Κ,,#'«)< edi-' (η>ο). 

Par conséquent, l'inégalité (iG) nous montre que l'on aura pour 
toutes ces valeurs de r

n
 et quel que soit l'indice i 

A /(r
ÎI
)<E,,S~1 (Y}>O), 

et comme 
l«/0')| = A/(r), 

il en résulte que l'on aura pour chaque point des cercles C„ concen-
triques au pointy = ο et de rayon r

n
 (η = 1,2, ..., ad infinitum) 

KO ) I ("0 > ο), 

et cela quel que soit i. 

Cas des fonctions F (Λ·, γ) — χ— f(y). 

20. Soit /(y ) = ^ yn une fonction entière en y d'ordre appa-

rent p. et à croissance régulière. Désignons par r
n
(x) le module du 

zéro de rang η de la fonction χ — /(y), ces zéros étant supposés 
Journ. de Math. (6· série), tome IX. — Fasc. I, iqi3. 5 
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rangés d'après la règle de Weierstrass, nous nous proposons d'étudier, 
comme application de ce qui précède, l'ensemble Ε des points du plan 
des χ situés à distance finie pour lesquels l'ordre d'infinitude 
des r

n
(x) n'est plus déterminé. Si p. est un nombre non entier, d'après 

la deuxième des propositions de M. E. Borel rappelées au n° 2, cet 
ensemble Ε ne contiendra aucun point. Il n'en est plus de mcme si p. 
est un nombre entier, comme nous allons le montrer dans la suite. 
Soit q le plus petit nombre entier tel que - soit un nombre fraction-
naire, désignons par ω une racine q^m* de l'unité et considérons la 
fonction 

Φ (Λ?, γΐ) = Ο —/(.χ)] Ο —/(ωχ)] ...[χ 
— χΐ+αχ{γ)χΐ-ι + . ..+ α,,{γ) 

— (Co — χ)'' Μ·*)ϊηη> 

les b
n
(x) étant des polynômes en χ de degré q — ι au plus. Si g

n
 est le 

coefficient maximum de b
n
{xf je dis que la fonction entière 

eny-> g(y) — Zj £nynq-> esl d'ordre apparent \l et à croissance rêgu-

Hère. Admettons que cette fonction soit ou bien d'ordre apparent 
inférieur à pi ou bien d'ordre apparent p. et à croissance irrégulière, 
alors d'après le n° 78 de notre Thèse et le n° 19 du présent travail, 
il existerait une infinité de cercles concentriques au pointy = ο et de 
rayons indéfiniment croissants sur chacun desquels on aurait 

\My)\<ely^~r' (Y1 > Ο ; ί = ι,2, 

Or ces relations sont impossibles, puisque la fonction f{y) est 
d'ordre apparent p. et à croissance régulière {cf. n° 4). Il en résulte 
donc que la fonction g (y) est d'ordre apparent p. et à croissance régu-

lière. Par suite, si nous posons y9 =■ Y, la fonction g{Y) — ^gn Y" 

sera d'ordre apparent ~ et à croissance régulière. Par conséquent, 
d'après la définition donnée au n° 16, la fonction Φ (a?, Y) sera une 
fonction entière d'ordre apparent ~ et à croissance régulière par 
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rapport à Y. Désignons par R
;t
(^) le module du zéro de rang η de la 

fonction entière en Y, Φ(#, Y). Comme ~ est un nombre non entier, 
d'après le n° 18, l'ordre d'infinitude des R„(a?) sera déterminé et 

égal à ^ pour tous les points du plan des χ situés à distance finie, sauf 
au plus pour les points d'un certain ensemble ponctuel Ε pour lesquels 
cet ordre d'infinitude n'est plus déterminé. Comme pour toute valeur 
finie de χ, r

n
(x) = [R(#)]y, l'ordre d'infinitude des R«(x) sera 

déterminé et égal à ^ pour tous les points du plan des χ situés à dis-

tance finie, sauf au plus pour les points d'un certain ensemble 
ponctuel Ε pour lesquels il ne sera plus,déterminé. 

21. Inversement, supposons que l'ordre d'infinitude des r
n
(x) soit 

déterminé et égal à - pour tous les points du plan des .%·, sauf au plus 
pour les points d'un certain ensemble ponctuel E, je dis que la 
fonction /(/) est d'ordre apparent p. et à croissance régulière. 
Admettons que cette fonction soit ou bien d'ordre apparent inférieur 
à p. ou bien d'ordre apparent p. et à croissance irrégulière. Il existera 
au moins une infinité de cercles concentriques au point y = ο et de 
rayons indéfiniment croissants tels que l'on ait sur chacun d'eux 

\x—f((ùiy)\<e\yf~* (η>ο; i~ i, 2, ...,7) 

pour tout point χ d'un cercle C concentrique au point χ = ο et de 
rayon R. Alors nous aurons dans les mêmes conditions 

|Φ(^, Y)|<6'|yl?-' (η'> ο, Y — /Ό, 

d'où l'on déduit que pour chaque point χ de C, la plus grande limite 

de la suite des nombres **«(#) st au moins égale à —-— (M, ce 

qui est impossible puisque, par hypothèse, cette plus grande limite est 

égale à - pour un point χ au moins du cercle C. Cette contradiction 

établit la propriété énoncée. 

(*) Cf. Borel, Leçons sur les fonctions entières, p. 110 
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22. Il nous reste encore à montrer que l'ensemble Ε peut avoir 
effectivement la puissance du continu. A cet effet, nous considérons 
la fonction 

?(/)- 7 + — +- 777 +
···

+ +
'·· (l*»l<Aî « = 0,1,2, ...), 

les constantes k
n
 étant choisies de telle façon que la fonction 

II(λ·, y) = e*χ — φ (y) 

soit d'ordre apparent ι et à croissance régulière par rapport à y pour 
tous les points du plan des χ, sauf pour les points d'un ensemble 
ponctuel E, ayant effectivement la puissance du continu, pour lesquels 
H (x,y) est une fonction entière en y d'ordre apparent ι et à croissance 
irrégulière, ce qui est possible (cf. n° 17). Nous supposons en outre 
que la constante. À: „ ait été choisie de telle manière que le produit 
?(/)?(~y) s0^ d'ordre apparent ι et à croissance régulière, ce qui 
est également possible d'après le n° 20. Ceci étant, considérons 
le produit 

Ψ(Λ?, Y) — 
= — [φ(/)έΓ^-Η φ( — y)er] -l· φΟ')φ(—/) 

= ^*+2 bn^x)ytn (γ —y')· 

Si gn est le coefficient maximum de bn(x), la fonction g(y)—£gny2n 

sera d'ordre apparent ι et à croissance régulière, car s'il n'en était pas 
ainsi, on en conclurait, en appliquant la proposition du n° 19, que la 
fonction φ (y) φ ( — y) est à croissance irrégulière, ce qui est contraire 

à notre hypothèse. Par suite, la fonction g(Y) =2 g";iY"est· d'ordre 

apparent i et à croissance régulière. Si R
rt

(a?) est le module du zéro 

de rang η de la fonction entière en Y, Ψ(.χ·,Υ), l'ordre d'infinitude 
des R„(x) sera déterminé et égal à 2 pour tous les points du plan 
des χ situés à distance finie, sauf au plus pour les points d'un certain 
ensemble ponctuel Ε pour lesquels il n'est plus déterminé. Je dis que 
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cet ensemble Ε a effectivement la puissance du continu. Il suffit pour 
cela de montrer que tout point x — a de E, fait partie de E. La 
fonction H (a,γ) étant d'ordre apparent ι et à croissance irrégulière, 
il existe une infinité de cercles concentriques à l'origine et de rayons 
indéfiniment croissants sur chacun desquels on a 

| H (a, y) 1 < βΐ·>·ιμ_η. | H (a,-y)\<e^^ (n>o). 

Par suite, nous aurons pour une infinité de cercles concentriques au 
point Y = ο et de rayons indéfiniment croissants : 

|<F(rt,Y)|<eivi''-v (Yi'>0). 

Il en résulte que l'ordre d'infinitude des R„(«) n'est pas déterminé. 
Donc l'ensemble E, est une partie aliquote de E. 

Les zéros de la fonction entière en y, H (a?,y), sont pour chaque 
valeur de χ identiques aux zéros de la fonction χ — - = x — h(y). 
Si r

n
(x) est le module du zéro de rang η de χ — h(y), il s'ensuit, en 

vertu de la relation r
n
(x)2 = R(a?), que l'ordre d'infinitude des r

n
{x) 

est déterminé et égal à ι pour tous les points du plan des x, sauf pour 
les points d'un ensemble ponctuel E ayant effectivement la puissance 
du continu pour lesquels cet ordre d'infinitude n'est plus déterminé. 
De plus, d'après la proposition du numéro précédent, la fonction h{y) 
est d'ordre apparent ι et à croissance régulière. Nous pouvons donc, 
en tenant compte de ce qui précède et du résultat du n° 20, énoncer 
le théorème suivant : 

Si /(y) est une fonction entière d'ordre apparent entier et à 
croissance régulière, l'ordre d'infinitude des r

n
(x) est déterminé 

pour tous les points du plan des χ situés à distance finie, sauf au 
plus pour les points d'un ensemble ponctuel E pouvant avoir la puis-
sance du continu, pour lesquels cet ordre d'infinitude η'est plus déter-
miné. 

La question posée par M. E. Borel à la page 112 de ses Leçons sur 
les fonctions entières est donc résolue dans un cas particulier. 


