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Sur les fonctions entiéres de deux wvariables d’ordre
apparent total fini et d croissance réguliere par
rapport & U'unc des wariables;

Par Jures SIRE.

Introduction.

Le présent travail, qui est un premier complément & notre Theése
parue dans les Rendiconti del Circolo matematico di Palermo,
t. XXXI, p. 1-91, a pour objet la résolution du probléme suivant :

Etant donnée une fonction entiére en z et y, F(w, y) = Y a,(z)y"

ordonnée suivant les puissances entiéres de y et d’ordre apffzi;ent total
fini A, étudier la variation de la régularité de la croissance de F (x, y)
considérée comme une fonction entiére en y, quand le point x se
déplace a distance finie dans son plan, en supposant que la fonction

entiére eny, f(y) = 2 c,y" est d’ordre apparent . et & croissance

n=1

réguliére, c, désignant le coefficient maximum de a,(x).
Journ, de Math. (6* série), tome IX. — Fasc. I, 1913, 1
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Nous sommes parvenu au théoréme suivant :

Si F (x, y) satisfait aux conditions énoncées, F(x, y) sera une
Sfonction entiére en y d’ordre apparent p. et a croissance réguliére
pour tous les points du plan des x situés a distance finie, sauf au
plus pour les points d'un certain ensemble ponctuel pouvant avoir la
puissance du continu, pour lesquels F (z, y) est ou bien une fonc-
tion entiére eny d’ordre apparent p. et & croissance irréguliére, ou
bien une fonction entiére en y d’ordre apparent inféricur a ..

Nous rappelons qu’un ensemble ponctuel est un ensemble de points
dont la portion appartenant & une aire finie quelconque peut étre ren-
fermée dans un nombre fini ou bien dans une infinité dénombrable de
circonférences dont la somme totale des longueurs est aussi petite que
I'on veut.

La méthode que nous avons utilisée pour résoudre la question posée
plus haut repose sur les propositions suivantes :

1° Soient f, (y) = Z e,y fa(y) = Z ¢,y deux fonctions en-

n=1 n=1
tiéres d’ordre apparent respectif g, et @, (,2,), telles que les
nombres de la suite des exposants s, soient distincts des nombres de
la suite des exposants ¢,; si la fonction f, () est a croissance réguliére

il en sera de méme de la fonction f(y) = f, (y) + /. (¥).

. _ Wl : . (3] [}
2° Si f(y) = )_‘c,,y" est une fonction entiére en y d'ordre appa-
. . n=14y , .y .
rent . et & croissance réguliére, on peut mettre cette fonction sous la
forme

JO)=h0y) +1ely),

Si(y)= 2 ¢,,y’» étant une fonction entiére en y d’ordre apparent

n=1

: . T . log|ec
et & croissance réguliére telle que lim — -—"TI-LL
n=w 9n108Gn

que les exposants des diverses puissances de y vérifient, quel que soit
I'indice n, I'inégalité

= :—Let en outre telle

gn> e

et f,(y) étant la somme des termes de S () qui n’entrent pas dans



FONCTIONS ENTIERES DE DEUX VARIABLES. 3
3e Si
Pq.(x)a Pq,(‘”)’ ceey Pqn(w)’
[P,/"(.T) = (x - aqm’) (x—-afln.z) e (x - a’/mq’(’/n))]

est une suite de polynomes satisfaisant aux conditions suivantes :
a) quel que soit ¢,, on a
qn>e";

b) les points d’affixes @, appartiennent & un cercle C concentrique &
l'origine et de rayon R; ¢) quelque soit ¢,, le degré 9(g,) de P, (=)
est inférieur a ¢g, (g étant un nombre entier fixe), 'ensemble E des
points z = b pour lesquels on a

— —1
= —log| Py, (8)] _

/‘./
qnloggn

est un ensemble ponctuel, quel que soit &' > o.
En utilisant d’une part des résultats obtenus au cours de nos
recherches et d’autre part une transformation due & Legendre, nous

avons obtenu la proposition suivante, qui est un complément au théo-
réeme Picard-Borel :

Soit f(y) une fonction entiére d'ordre apparent entier p et d
croissance réguliére, désignons par r,(x) le module du zéro de
rang n de la fonction x = f(y), lordre d’infinitude des r,(x) est
déterminé pour tous les points du plan des x situés a distance finie,
sauf au plus pour les points d’un ensemble ponctuel E pouvant

avoir la puissance du continu, pour lesquels cet ordre d’infinitude
n'est plus déterminé.

Nous avons montré par un exemple qu'il existait des fonctions f(y)
pour lesquelles cet ensemble E avait effectivement la puissance du
continu. Il n’y a donc pas analogie compléte entre le théoréme précé-
dent et le théoréme Picard-Borel.

Dans un prochain Mémoire nous étudierons les particularités que
presente la fonction multiforme y () définie par I'équation

F(z,y)=o

aux points x pour lesquels F(z,y) est une fonction entiére en y &
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croissance irréguliére, F(x, y) étant une fonction entiére en z ety
satisfaisant aux conditions énoncées au début de cette Introduction.

.

Fonctions entiéres d'une variable.

1. Soit f(y)= chy" une fonction entiére de la variable com-

n=20
plexe y, d’ordre apparent y; on sait que ‘-i- est la plus petite limite de

— loglea|

la suite des nombres
nlogn

- Désignons par

Cq"s, C,/”a, ey C,/n’s, ey

. —1
les coefficients de /() tels que les nombres correspondants 2
qn,d iog qn,c

. 5 ) 1 1 . . .
appartiennent & I'intervalle (; -3¢, it 3)- 81, quelque petit que soit
108 gni1,3

log g,.,5
n augmente indéfiniment, la fonction f(y)est dite & croissance régu-

licre. Mais s'il existe une valeur &, de ¢ pour laquelle on ait

le nombre positif &, le rapport converge vers I'unité lorsque

re

— 108 qn11.8

lim —22241.0 > f k>1),

n=w 10gqn3, ~ (=

il en sera de méme pour toutes les valeurs de & < 8,. On dit que, dans
ce cas, la fonction f(y) est & croissance irréguliére.

2. Désignons par r, le module du zéro de rang 2 de f(y), les zéros
de f(y) étant supposés rangés d’aprés la régle de Weierstrass. En
supposant que . est nombre non entier, M. E. Borel a démontré les
deux propositions suivantes (*) :

1° Sil'ordre d'infinitude des r, est déterminé, la fonction f(y) est
& croissance régulire.

2° Si la fonction f (i) est & croissance réguliére, 'ordre d’infinitude
des r, est déterminé.

(') Legons sur les fonctions entiéres, p. 108. Paris, Gauthier-Villars; 1goo.
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3. Soient f(y)= E ¢, fa(y) = 2 ¢, y' deux fonctions en-

n=1 n=1 .
ticres d’ordre apparent respectif ., et p, (4,2 hy) et telles que la
suile des exposants s, ail tous ses éléments distincts de la suite des
exposanis i, ; posons

(n S =LY +1(0)s

cette fonction f(y) sera évidemment d'ordre apparent y,. Je dis que
si la fonction f, (y) est & croissance réguliére, il en sera de méme

de la fonction f(y).

Désignons & cet effet par

(2) Cpp Copr ooy Cgup

. -1
les coefficients de £(y) tels que lesnombres correspondants T Togd s :folgc;""al
qny n,

appartiennent & l'intervalle (fl — 3, :_; + ¢ ) » et par
(3) Cpigr Cpagy ooy Cpugy

i —1
les coefficients de f, () dont les nombres correspondants o8 s
Pn3 108 pns

appartiennent également a l'intervalle (i -3, l—: + 3) - La relation (1)

nous montre, en tenant compte de l’hypothése faite sur les s, et les ¢,,
que les nombres de la suite (3) font partie de la suite (2), et cela
quelque petit que soit le nombre positif . Il en résulte que la suite
des indices ¢, contient tous les nombres de la suite des indices p,s
et cela pour toute valeur positive de 8. Comme par hypothése le
IOgPu+l.8
loan,a
niment, quel que soit le nombre positif 3, il en sera de méme du
108 gn+1,5
log g5
- Donc la fonction f(y) est a croissance réguliére.

rapport converge vers l'unité lorsque n augmente indéfi-

rapport en vertu d’un lemme établi dans notre Thése (n°17).

Remarque. — Supposons que &, soil inférieur & p., ; dans ce cas, si
~ la fonction f, () est & croissance irréguliére, il en sera de méme de
la fonction £ (y), car & partir d’une certaine valeur &, de 8, la suite (2)
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sera identique & la suite (3). Comme par hypothése

F s g lO
Iim .]_gpi".l’_a' =k>1,
n=wo ng",ai
on aura également
— log
im 8918 _

n=ow -Iogqn,a

et la fonction f(y) sera a croissance irréguliére.

4. Soit f(y)= 2 ¢, y" une fonction entiére en y d’ordre apparent .
n=20
et & croissance réguliére; désignons par @ une racine ¢i™ de I'unité
et posons .

g—1 ' q—1 q—1
DS =aly), X DNeNfiy)=aly)  GFE),
i=0 v i=0 j=0

S Sfoy) ... flo=y)=a,(y);

. 8t e est un nombre positif arbitrairement petit, on peul lui faire
correspondre un nombre positif R jouissant de la propriélé sui-
vante : il existe d’une part au moins un point { sur tout cercle con-
centrique & lorigine et de rayon r>R et d’'autre part au moins
une fonction a;(y), tels que lon ait

[@u(Z)| > "™

lindice h de la fonction a,(y) pouvant &’ ailleurs varier avec r.
Désignons a cet effet par C I’ensemble des points du plan des y
* situés a distance finie tels que si { est un point de cet ensemble dont
la distance & 'origine est égale & r, on ait

|F(&) | =M(r),

M (7) étantle module maximum de #(y) pour |y|=r. Cetensemble C
" est formé d’une ou plusieurs courbes continues. Désignons en outre
par R le plus grand des trois nombres R,, R,, R; qui satisfont res-
pectivement aux conditions suivantes :



FONCTIONS ENTIERES DE DEUX VARIABLES. 7
1° Ona ‘
|f(8)]|> el

pour tout point { de C dés que [{| >R, ;
2° Ona
P L <A<
V{3)d

pour tout point { de C dés que || > R,, p désignant un nombre entier
supérieur au nombre des produits partiels figurant dans a;(y) pour
I=1,2,...,¢;

3° Ona

elclx‘_i(( — )\) > el“pﬁe

pour tout point { de C dés que |{| > R;.
Ceci posé, soit { un point quelconque de C dont la distance & I'ori-
gine soit supérieure a R, et considérons la suite des intervalles

A Lo LAY TA@ G LA ) -y TIAE) 5 LAE) [,

() (7@ Pl @) [h=E =100

La relation |f(0'C)|S|f ()] étant vérifiée au point { considéré pour
toute valeur de I'exposant i de @ différente de zéro, les nombres
| f(w'0)| (i 5 o) appartiendront & certains intervalles (4). Mais comme
le nombre de ces intervalles est supérieur d’une unité au nombre des
quantités /(wC) ({ # 0), il y en aura au moins un ne contenant pas de

quantités | f(w'Q)]. Soit [| £(C)[5, | f(L)[*+] un tel intervalle; nous

aurons alors
() | f(@ ) [> [f(E) [Fone
pourk — 1 nombres |f(w"0)|, | f(@40)], ..., |f(w-T)], tandis que

pour les autres nombres | f(w/C)| nous aurons d’une part
| (/) [ <IS(E)

| S(@/0)
(6) J(wrf)

et d’autre part
I I

FOFr = 1
O FA(31K

(Pp=1,2, ..o h—=15 7200y o iny).
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Ceci étant, considérons le nombre a, (), nous aurons
[2u(O) 1= f() f(0h8) ... flwh=E) [[r+&(8)]
e() = L1 e JlOND)
J@) f(0h8) ... fluhl)
le signe Z étant étendu a tous les produits partiels figurant dans a, (%)
et ne contenant pas 'un au moins des nombres £ (%), f(w"0), ...,

bhs S(018) f(w/l). .. fwhl) y
S (@), Un terme quelconque FOTRT) - F(ohet) de €({) est

] - . . .
';”(::pg))‘ (5 iy Lay ooy La—y) par des

nombres dont le module est au plus égal & l'unité ; par conséquent,

. Le

avec

le produit d’un certain nombre

d’aprés (6), le module de ce terme est moindre que

/@

nombre des termes figurant dans ¢(C) étant inférieur & p, nous aurons
donc

el < —£—
ALl
Par conséquent, puisque |{|> R, il viendra d’aprés 2°

[e(E)[ <A,

et par suite
lan(8) | > |f (&) f(w0h)...flo-g) || (1—2)],

d’ou, en remarquant que ||> R, et que les nombres | f(w"0)], ...,
|/ (w'-1C)| vérifient la relation (5),

lan(8)|> e:'*“;[x+(/z—1)k,+,1 (1—2) > er"‘%(, —1) (r=|2-

Comme || est en outre supérieur & Ry, nous aurons donc finalement

lan@)|>e*"  (r=|gD),
ce qu'il fallait établir.

Il résulte immédiatement de la proposition précédente que si f(y)
est une fonction entiére d’ordre apparent 1. et a croissance régu-
liére, il ne peut exister une infinité de cercles concentriques a Uort-
gine el de rayons indéfiniment croissants sur chacun desquels on
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B

ait & la fois

la(p) | <e™™, as(y)|<e™ L e ()| <eT (n>o0).

©
5. Sif(y)= 2 c,y™ esl une fonction enti¢re en y d’ordre appa-
n=0
rent u. el @ croissance réguliére, on peut mellre cette fonction sous
la forme

S =L)+Loly)s

fily)= Z ¢,y élant une fonction cntiére d’ordre apparent p. et

n=1

. . ; .y . —log|ec
a croissance réguliére, telle que lim —logley]
n=w (nl0gqn

que les exposants des diverses puissances de y vérifient, quel que
soit Uindice n, ’inégalité

= }llet en outre telle

gn> e

et f, (y) étant la somme des termes de f(y) qui n’entrent pas dans

Sr ().

Soit 4 cet effet

une suite décroissante de quantités positives telles que lim¢; =o et
i=o
désignons par
Chpp Conpr +oor Cqupp oo
e log l cl/:ml
qn,i log qn,i

" appartiennent 4 'intervalle (':Z — O ;: 4~ 8,~> » la suite des nombresc,,,

les coefficients de /() dont les nombres cbrrespondants

fera partie quel que soit ¢ de la suite des nombres c,,, .
Ceci posé, la fonclion f(y) étant 4 croissance réguliére, nous pou-
vons délerminer une suite de nombres entiers
myy, Mgy .oy My,
lels que

To8 gt <1+ ¢ (hme,'::o),

i=w
dés que g, > e™, et considérons la suite des intervalles

(7) (em?’ e(m‘+l)’), (e(m+1)’, eun,+z)’), ey (ema’ e(m,+()’)’

Journ. de Math. (6* série), tome IX. — Fasc. I, 1913, 2
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Soient (e™, ¢™*") le premier des intervalles (7) renfermant des
nombres ¢, , supérieursa e™, (¢, ¢"*"") le premier des intervalles (7)
pour lesquels I'exposant 7, est au moins égal a m,, renfermant des
nombres ¢, , supérieurs & e, etc. L’intervalle (e, e™+") renfermant
des nombres g,, supérieurs & ¢, nous prendrons le plus grand
d’entre eux et nous le noterons ¢,; si(e”, e”*"") est le premier des
intervalles (7) pour lesquels ’exposant p vérifie la double inégalité
n, < p < n,, renfermant des nombres ¢, , supérieurs 4 ¢?', nous pren-
drons le plus grand d’entre eux et nous le noterons ¢,, etc. L'intervalle
(e", e"*") renfermant des nombres g,, supérieurs 4 ¢, nous pren-
drons le plus grand d’entre eux et nous le noterons ¢y, si le nombre
des g, précédemment choisis est égal 4 & — 1, et ainsi de suite indéfi-
niment. D’aprés la fagon méme dont nous avons opéré, il est clair
que 'on aura pour toute valeur de I'indice

gn>e".

. . . | .
Je dis maintenant que lim o8 Gnn1

—o l0ggq
n=owo n
positif arbitrairement petit, nous pouvons déterminer d’une part un
nombre entier N de maniére que

= 1. En effet, si ¢ estun nombre

(m 41)?
m?

<1+ ga
dés que ¢™ > N, et d’autre part un nombre entier 4 tel que
&< :
2

pour toute valeur de I'indice i supérieure a A. Ceci fait, ¢, étant sup-
posé appartenir & un intervalle (¢, e”*"}(e™ > N), deux cas peuvent
se présenter : 1° le nombre ¢, , fait partie de I'intervalle (e"+", &"**"),
nous aurons alors

logqne, _ (m~+2)?
logg, m*

<1+ % (puisque e™* > N);

2° le nombre ¢,,, fait partie de I'intervalle (e™*, e™***V) (p > 1).
Alors sie™ > e™ avec i > h, d’aprés la fagon méme dont nous avons
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opéré plus haut, le nombre ¢, appartiendra a la suite des nombres ¢,,
et nous aurons ¢, = ¢,;, et de plus les deux nombres g,., et g,y
seront on bien égaux, ou bien situés dans le méme intervalle
(™", e™+r+"), Par conséquent nous déduirons de la relation

logguiy 108G 108qniy ,
logq, logqe: logquir
|ng/u+|

€ 2
<(1+—> =1+¢,
logqn \ 2
Y p pJ . 4 ] . Pt
en remarquant que d’aprés nos hypothéses et d’aprés ce qui a é€té
établi précédemment
log guvti . € log g .\ &,
logqy, 2 108 qrat,i 2
Il résulte donc de ce qui précéde que si M est le plus grand des deux
nombres N et ¢™, on aura dans tous les cas

log gnss

. o
<L14¢ (s’::e—l——ﬁ),
logq,

4

dés que g, > M. Comme ¢’ est arbitrairement petit en méme temps
que ¢, il s’ensuit que

lim logqﬂ-‘"

=I,
n=w IOan

Je dis de plus que la suite des nombres =18 1%.] admet L comme

qnlogq,
élément limite unique. En effet, si g, est supérieur 4 ¢*, le nombre
c,, fera partie de la suite des nombres c,, et nous aurons d’aprés I'hy-
pothese faite au début de la démonstration

— log| e, | 1

qnlogqn I

A

61’1

N ' ro. ' .
et comme ¢; converge vers zéro avec -» il en résulte bien que

I ——-loglc,,”] 1

. n=w qnlogg,
Si nous posons

Ji() :E ALY

n=1
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cette fonction f, () satisfera bien aux conditions requises et nous
aurons

S =L+ L0

Sf:(y) désignant la somme des termes de f(y) qui n’entrent pas
dans £, (¥).

Ensembles ponctuels.

6. Soit E un ensemble borné de points répartis dans un plan; on dit
que c’est un ensemble ponctuel, si tous scs points peuvent étre renfer-
més dans un nombre fini ou dans une infinité dénombrable de circon-
férences dont la somme totale des longueurs est aussi petite que I’on
veut.

- De cette définition résulte immédiatement que 'ensemble, somme
d’une infinité dénombrable d’ensembles ponctuels, est lui-méme un
ensemble ponctuel.

Un point est un ensemble ponctuel; par suite, d’aprés la propriété
précédente, un ensemble dénombrable et borné de points est un
ensemble ponctuel. En particulier, I’ensemble des points & coordonnées
rationnelles et appartenant 4 une aire finie quelconque est un ensemble
ponctuel. Cetl exemple nous montre qu’un ensemble ponctuel peut
étre dense superficiellement.

La distribution des points d’un ensemble ponctuel par rapport &
certaines familles de courbes a été étudiée par M. E. Borel (*). De ses
recherches résultent en particulier que :

1° La projection d’un ensemble ponctuel sur une droite quelconque
est un ensemble de points de mesure linéaire nulle ;

2° Les circonférences concentriques 4 un point et portant des points
de l'ensemble déterminent sur une droite quelconque passant par le
centre un ensemble de points de mesure linéaire nulle;

3° Les droites issues d'un point fixe O et portant des points de 'en-
semble autres que O (dans le cas ot O appartient & 'ensemble) déter-

(1) Legons sur la théorie des fonctions, p. 72 et suiv. Paris, Gauthier-
Villars; 1898.
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minent, sur une circonférence concentrique au point O, un ensemble
de points de mesure linéaire nulle.

On déduit aisément de ces propri¢tés que si E est un ensemble
ponctuel, on pourra toujours trouver dans toute aire finie, si petite soit-
elle, des points n’appartenant pas 4 E. ‘

7. Dans le cas ou 'ensemble E est non borné, on dit que c’est un
ensemble ponctuel, si la portion de cet ensemble appartenant a une
aire finie quelconque est un ensemble ponctuel.

Comme exemple d’cnsemble ponctuel non borné, nous pouvons
citer 'ensemble de tous les points du plan dont les deux coordonnées
sont rationnelles.

Points de moindre croissance.

8. Soit
P, (x), Py,(z), ..., P,(x), ...

[Py.(2) = (2 — a4, ) (2 —ag,,) .. (x— @) ]
une suite de polynomes satisfaisant aux conditions suivantes :

1° Les points d’affixes a,, , appartiennent & un cercle concentrique
a lorigine et de rayon R.

2° 51 ¢(g,) est le degré du polynome P, (x), il existe un nombre
entier ¢ tel que I'on ait pour toute valeur de ¢,

¢(q)Sqqn-

Nous avons désigné dans notre Thése (n°® 59), sous le nom de points
de moindre croissance, tout point x = a pour lequel on a

. —log|P, (a

| tim %81 Pl
P qn l“gf//z

k' étant une quantité positive finie ou infinie. Si k est un nombre

positif inférieur & &, nous aurons a partir d’une certaine valeur de g,

(8) _log[P,,,_(a)|

k.
gnlogq, >
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Désignons par C}_la lemniscate représentée par 'équation

—log| Py, (2)|

k=o;
gnlogq,

I'inégalité (8) signifie qu'a partir d’une certaine valeur de ¢,, le
point x = a sera intérieur au sens étroit a la courbe Cj . Cette
courbe Cf sera en général formée d’une suite de boucles fermées en
nombre au plus égal 4 9(g,), chacune de ces boucles comprenant & son
intérieur au moins un zéro du polynome P, (). Dans le cas particu-
lier ot la courbe Cf comprend ¢ (g,) boucles ferinées, chacune de ces
boucles renferme & son intérieur un zéro et un seul du poly-
nome P, (z).

Si Cj, CF" sont deux lemniscates correspondant & deux valeurs
distinctes de k, ces boucles n’ont aucun point commun et de plus, si
k' < k", la courbe Cy’ sera intérieure au sens étroit & la courbe Cf,”

9. Soient C} ,, Cf ., ..., Cj 4, les boucles fermées qui constituent
L.

la lemniscate C} et désignons par I'j ; la circonférence circonscrite au

rectangle RY ; circonscrit 4 la boucle Cf ; et dont les cotés sont paral-

leles aux axes de coordonnées, le rayon ¢f . de T , sera & partir

d’une certaine valeur de q, moindre que

i (A désignant une
08 49n

quantité posttive fixe).
Posons a cet effet

a’/mi: a(/mi+ IG’/rui \/— I
et

Agu(B) = (€ —ay, ) (E—aynn) - (E— g 000)-
En vertu de la relation
|E'—dl/,,,ii:<:lx_af/,.,i|$
la projection de I'axe des § du coté du rectangle R , parallélé acet

axe sera un certain segment d;, , compris & I'intérieur du segment v/ ,
en tout point duquel on a

qn logqn ="

. I . A .
La longueur du segment v; ; étant inférieure a (A étant une
ny log

g qn
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quantité positive), pour toutes les valeurs de ¢, dépassant un certain
nombre fixe (¢f. Thése, n° 87), on aura donc pour ces mémes valeurs
de g,

A

longueur du segment : dg,,.,z < —
Io‘b'qn

On verrait de méme que la longueur du segment d? ; projection du
rectangle R, sur Oy est moindre que

» & partir d’une certaine
log qa

valeur de g,. Il en résulte qu'on aura pour toutes les valeurs de ¢,
dépassant un certain nombre fixe et quel que soit le second indice ¢

k ] ———
Pyu.i < log n

10. Lemme. — Soit

A,/H(E) = (&~ “qn,l)(a - “//,;,2) ce (= O‘tl,.,qa(q,.))

une suite de polynomes de la variable réelle & satisfaisant aux condi-
tions suivantes : 1° tous les zéros de ces polynomes appartiennent & un
intervalle fini AB de 'axe des % dont les extrémités A et B ont respec-
tivement pour abscisses @ et b (a < b); 2° le degré ¢ (g,) de A, (§)

satisfait pour toute valeur de l'indice ¢, 4 I'inégalité p(g,) <% » p €tant
un nombre entier positif fixe. Si o, est la somme totale des longueurs
, - — log|Aq(8)]
h 7. (8)]>
des segments v} ; en chaque point desquels on a —ulogg. = k

avec k> }4)’ on aura pour toute valeur de q,

Nous supposerons pour plus. de clarté dans la démonstration que
les points «, ,ont été numérotés pour chaque valeur de I'indice ¢,
dans 'ordre ol les rencontre un mobile se déplagant sur I'axe des §
dans le sens de A vers B.

Cette remarque faite, portons de part et d’autre de chaque point o, ,
une longueur égale éé/? nous obtiendrons une suite de segments g, ;

p;?,‘ Ces seg-

ments g, ; peuvent avoir des portions ou des extrémités communes.

dont la somme totale des longueurs est moindre que
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Considérons en particulierlessegments g, ) £, 1) -+, 8., jOuissant
des propriétés suivantes : a) le segment g, ; n’a aucune portion ni
extrémité commune avec le segment g, ,_,, de méme le segment g, ;
n’a aucune portion ni extrémité commune avec le segment g, .3
b) chaque segment g, , pour & =1, { +1, ..., j — 1 a une portion ou
extrémité commune avec le segment g, ,.,, nous remplacerons tous
ces segments par le segment unique y, ;ayant pour extrémité gauche
Pextrémité gauche du segment g, . et pour extrémité droite 'extré-
mité droite du segment g, . Lessegmentsy, ,ainsi définis n’auront
aucune portion ni extrémité commune. La somme totale des longueurs

de ces segments v, ; étant au plus égale & la somme totale des lon-
gueurs des segments & est donc moindre que foiq"

n

Ceci posé, soit £ = b un point de 'axe des £ extérieur au sens large
& tous les segments y, , ayant méme premier indice ¢,; comme la
distance d’un tel point £=0 aux points a,, [i=1,2,..., 9(gs)]

est au moins égale 4 ;';, nous aurons donc pour la valeur g, consi-
dérée, en observant que le degré g¢(g,) de A (&) vérifie I'inéga-
lité ¢ (g,) <%,
]
‘Ar/..(b) l > Ty’
qllp

d’ou nous déduisons, en tenantcompte de notre hypothése sur £,

—logIA,/n(b)l /4(/,,10{;%: é <k
9n Iogqu Pqn logqll P

Il en résulte donc que tout segment v, _, en tout point duquel on a

- logl At/,.(z.) l

>k,
qn 'quu -

est intérieur au sens étroit 4 un certain segment y, , et cela quels que
soient les indices ¢, et i. Par suite, la somme totale des longueurs des
segments y;  est au plus égale 4 la somme totale des longueurs des
segments y, , et cela pour toute valeur de g,. On aura donc pour toute
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valeur de ¢,
. 2
. Gpa < —732
el g 1 "
ce qu’il fallait établir.
En procédant de la méme maniére qu’au numéro précédent et cn

utilisant le lemme que nous venons d’¢tablir, on démontre aisément
que st le degré du polynome P, (x) satisfait pour loute valeur de q,

!
S P Jo, o0 In . Pos LA . I3 )
a linégalité o (¢,) < > et si k est supérieur a 5? le rayon o} . de la
circonférence T

Init
. ; k
lité oy, <

vérifie, quels que soient les indices q, et i, Uinéga-
2
Pn

. . WA ; D oy
“. Admcttons maintenant que le degré ¢(g,) du polynome P, (x)
satisfasse quel que soit ¢, 4 I'inégalité ¢ (7,) < ¢¢. (7 étant un nombre
. . ' k
entier) et considérons les deux lemniscates C; ct Cf (/L<;>' La
lemniscate C}_sera, d’aprés la proposition rappelée & la fin du n° 8,
intérieure au sens étroit & la courbe C} . Nous partagerons les houcles
de cette derniére courbe en deux sortes : 1° les courbes de la premiére
sorte caractérisées par le fait que chacune d’elles renferme & son inté-

. . q ' 4
rieur au moins -j—)’-‘ zéros dn polynome P, (x) (p étant un nombre

entier que nous fixerons ultérieurement); 2° les boucles de la seconde
sorte caractérisées par ce fait que chacunc d’elles renferme 4 son inté-

rieur moins de 171-)’-‘ zéros du polynome P,,”(w). Le nombre des courbes

de la premiére sorte est au plus égal & pg, en vertu de hypothése
faite sur le nombre des zéros du polynome P, (). Par suitc la somme
totale des longueurs des circonférences I’ ; circonscriles aux rec-
tangles R} , circonscrits aux boucles de la premicre sorte de la lemnis-
’ ampgA i

cate C) sera, d’aprés la proposition du n® 9, moindre que Togq
5 In

partir d'une valeur de ¢, suffisamment grande.

Ce point établi, considérons les boucles de la courbe Cf situées a
I'intérieur d’une boucle quelconque C}  de la seconde sorte de la
lemniscate C; et désignons par Q, (%) le polynome dont la plus
haute puissance de x est égale a I'unité et admettant comme zéros, les
zéros du polynome P, (z) compris a l'intérieur de la boucle Cj , et

Journ., de Math. (6° série), tome IX. — Fasc. I, 1913,
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ceux-la seulement. Le degré de ce polynome Q, () sera, quel que
soit le second indice i, ¢videmment inférieur & %‘ Posons .

P,h(.:c) = Qf]mi("v) Sr/,.,i(“’)-

Les zéros du polynome Q,_,(x) restant, quels que soient les indices
oS €1 POy i ) Jho-s q76 201

qn €t i, & I'intérieur d'un cercle G concentrique & l'origine et de rayon

fini R, en vertu de la condition 1° du n° 8 & laquelle satisfont tous les

polynomes P, (x) et le degré de ce polynome restant toujours infé-

rieur & 2%, nous pouvons déterminer un nombre positif Q de maniére

que l'on ait pour tout point z du cercle C et quel que soit le second
indice ¢
—log| Qi)
7n108¢n

dés que ¢,> Q, le nombre positif ¢ étant choisi de telle fagon que

h+e< /;f Par suite, nous aurons pour tout point d’une boucle de la
seconde sorte C ; et quel que soit le second indice ¢

08| Sy,.i(2) ] <X

(9) 9n|0g9n 2’

dés que ¢, > Q, en remarquant que l'on a pour tout point d'une
boucle quelconque de Cj,

—log| P, (2)]

h=o.
gnlogqn

— log|8y,. ()]
nique réguliére a 'intérieur de la boucle C ,, I'inégalité (g) sera véri-
fiée dans les mémes conditions pour tout point x intérieur a C} .. On
en déduit que l'on a pour tous les points des boucles de la lemnis-
cate Cf situées & I'intérieur d’une boucle de la seconde sorte C; ,, et

quel que soit le second indice i,

Par suite, comme la fonction est une fonction harmo-

— log Gl
g Qq,.i(2)] - f,
7 10g qa 2

(10)

pour toute valeur de ¢, supérieure a Q.
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Par conséquent, si nous déterminons le nombre entier p de maniére

k . . .
que é<—, la longueur d’une circonférence I', ,, circonscrite a un
pP 2 qnsts

rectangle circonscrit 4 une boucle quelconque de la lemniscate repré-
_logl«Q”n-i(x)l _f
q,,-log Gn 2

tion du n° 10, moindre que 174(;7; et cela quels que soient les indices ¢,
n

sentée par I’équation sera, en vertu de la proposi-

i et h. Comme pour toute valeur de ¢, supérieure a Q, toute boucle

de C; ayant des points a I'intérieur d'une boucle de la courbe repré-

—1 (z
M:& est en vertu de la rela-
dn logqn 2

tion (10) intérieure au sens étroit a cette derniére boucle, il en résulte
que pour ces valeurs de ¢, et quel que soit le second indice i, toute
circonférence T ; correspondant & une boucle de la lemniscate Cf
intérieure au sens étroit & la boucle Cj ; de la seconde sorte de la
courbe Cj , est intérieure au sens étroit 4 une certaine circonfé-
rence I, ;. Par suite, nous aurons pour toutes les valeurs de ¢, supé-

rieures & Q et quel que soit le second indice ¢

sentée par I'équation

longueur de T, ; < 1%133

n

Le nombre des circonférences I}, ; correspondant aux boucles
de Cj_ située & l'intérieur des boucles C} , de la seconde sorte, étant
au plus égal & ¢g,, il s’ensuit que la somme totale des longueurs de

. ' . T
toutes ces circonférences est moindre que é__:q_

. R n
Par suite, en tenant compte du résultat obtenu plus haut pour les
boucles C{ ; dela premiére sorte, nous pouvons énoncer la proposition
suivante :

Si les polynomes P, (x) satisfont aux conditions énoncées aun°8,
pour toutes les valeurs de g, supérieures @ un certain nombre fixe,
les boucles de la lemniscate Cf peuvent étre renfermées dans un
nombre fini de circonférences dont la somme totale des longueurs
est moindre que

anpg A 4
logzn +_’E ’

le nombre entier positif p dépendant de k.
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12. Désignons ces circonférencespar Dy, ., D 503Dy o[04 <Py
et soit My I’ensemble des points de moindre croissance = a pour

lesquels on a

lim :l‘”’_ip""_!.;/y (K'> k).

= Inlogqy

Un tel point = a est, comme nous I'avons remarqué au n° 8, inté-

rieur au sens étroit 4 une boucle de la lemniscate Ci pour toutes
les valeurs de g, dépassant un certain nombre fixe. Par suite, pour ces
mémes valeurs de ¢,, il est a fortior: intérieur au sens étroit a une
circonférence Dy .. Par conséquent, en procédant de la méme fagon
qu’aux n® 42 et 57 de notre Thése, on démontre d’abord que I'en-
semble M, est un ensemble ponctuel, puis que lensemble M des
points de moindre croissance de la suite des polynomes P, (x) esi
également un ensemble ponctuel.

13. Nous allons maintenant assujettir les indices g, des polynomes
P, (x) a vérifier pour toute valeur de n la relation g,>> ¢ et étudier
dans cette hypothé¢se I'ensemble E des points z = b du plan des x
pour lesquels on a

itm — log| Pt/,.(b) |

k/
log !
n—o qn anﬂ-

-k’ étant une quantité positive finie ou infinie.

Soit E,, I'ensemble des points de E pour lesquels le nombre k‘,
vérifie I'inégalité &' 2 k”. D’apres ce qui a été dit au numeéro précédent,
un point quelconque x = b de E est intérieur au sens étroit & une infi-
nité de circonférences Dy , (k" > k). De plus, la somme totale des
longueurs de toutes les circonférences D}, ; est d’aprés notre hypo-

thése sur les ¢, et en vertu du résultat du n® 11, moindre que E%,

n=i
©

B étant une quantité positive finie. Comme la série 2 - est conver-
d 2
n=1
gente, il s’ensuit que 'ensemble E; est un ensemble ponctuel. Cette
proprié¢té ayant lieu quelque pelit que soit le nombre positif &”, on
en conclul, en procédant de la méme maniére qu'au n° 57 de notre’
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These, que I'ensemble E est un ensemble ponctuel. Nous pouvons
donc énoncer la proposition suivante :

Si les polynomes P, (x) satisfont aux conditions €noncées au
n° 8 et si leurs indices q,.vérifient pour toute valeur de n Uiné-
galité g, > e”, lensemble E des points x = b pour lesquels on a
T IODIP’/n(b)I

lim

— K
n=w gnlogg, !

k' étant une quantité positive ﬁme ou infinie, est un ensemble
ponctuel.

Remarque 1. — Cet ensemble E comprendra évidemment tous les’
points de I’ensemble M des points de moindre croissance de la suite
des polynomes P, ().

Remarque II. — Si x = c¢ est un point n’appartenant pas 4 E, nous
aurons en ce point
~—log| P,
lim Ogl Iu(c) I —
n=w grl108qn

d’aprés la définition méme de E.

Fonctions G (=, y).

14. Soit G(w,y):—_-zaqn(x)yq" une fonction entiére en = et y
n=1
ordonnée suivant les puissances entiéres de y, d’ordre apparent total
fini A et dans laquelle les exposants des diverses puissances de y
vérifient pour toute valeur de n, I'inégalité

qn> ™.

Désignons par c,, le coefficient maximum de @, («), nous suppo-
—log|cy, |
qn10g g
comme ¢lément limite unique. Alors la fonction entiére en

serons en outre que l’ensemble des nombres admetteiﬁl
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v, g(y)= Ec,," y™ sera d'ordre apparent .. Posons
n=1

aq.(2) = ¢y, [q.(2),

et appelons E l'ensemble des points =0 du plan des « situés a
distance finie pour lesquels on a

Tm — log| fy.(8)| —
Jn= qn logqn

)

K’ étant une quantité positive finie ou infinie. Cet ensemble E est un
ensemble ponctuel. Pour le montrer, il suffit d’établir, d’aprés la
définition du n° 7, que la portion E; de E appartenant 4 un certain
cercle Cy concentrique 4 'origine et de rayon R est un ensemble
ponctuel. Désignons & cet effet par P, () le polynome dont le coef-
ficient de la plus haute puissance de x est égal a I'unité et admettant
pour zéros, les zéros de f, (x) dont le module est au plus égal

a R + n(n> o), et ceux-la seulement; puis posons
Jo.(2) =Py, (2) by (2).

Les fonctions A, (x) sont des fonctions holomorphes n’admettant
aucun zéro & l'intérieur du cercle Cg,., concentrique a I'origine et de
—logl by ()]

qn10g qn
harmoniques réguliéres & I'intérieur et sur le contour du cercle C,

concentrique a l'origine et de rayon R. En procédant de la méme
maniére qu'aux n*® 73-76 de notre Thése, on voit que cette suite de
fonctions converge uniformément vers zéro dans Cy. Il en résulte que
tout point « = b de 'ensemble E; est un point pour lequel on a

— 1
n=w anOSQn

rayon R + . Par suite, les fonctions sont des fonctions

i

—log| e, |
qn lo qn

puisqu'il admet un seul élément limite fini, le degré ¢ (¢,) de P, ()
satisfera pour toute valeur de 'indice n & I'inégalité

et inversement. L’ensemble des nombres étant borné,

(P(qn) sz qd9ns
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¢ étant un nombre entier fixe (¢f. Thése, n° 80). Par suite, d’aprés le
résultat du n° 13, I'ensemble E, sera un ensemble ponctuel.
L’ensemble E étant un ensemble ponctuel dans toute aire finie, il
existe des points n appartenant pas & E (¢f. n° 6). Comme en un tel
point x =@, on a
I' —-logll'lh(a)l —
m —————————— ==
n=w  Gulogqn
et que de plus
lim = log| 4, (a)!
n=w  qnlogq,

il en résulte que 1’on aura pour un tel point

“[ —loglf/n(a)l
n=w  gnlogq,

L

13. Admettons, en outre, que la fonction entiére g(y) =20qmyh
n=i
soit & croissance réguliére, nous allons étudier la régularité de la
croissance de G (z,y) considérée comme une fonction entiére en y
quand le point & se déplace a distance finie dans son plan.
Soit = @ un point n'appartenant pas a 'ensemble E. Comme la

—log|fy,(a)]
qnlog g,
unique, au nombre positif & nous pouvons faire correspondre un

entier Q,, tel que pour ¢,> Q,, on ait

. 6( _loglf'ln(a)l <
. = Gnlogq. =

suite des nombres admet zéro comme élément limite

d.

—log| ey,

qn log g,

' 1
D’autre part, la suite des nombres convergeant vers -

il existe un entier Q,, tel que pour ¢,> Q,, on ait

i_.agih_g_l_c’f_"l<l+a,

I3 Inlogqn = p

Par suite, nous aurons pour toutes les valeurs de ¢, supérieures au
plus grand des deux nombres Q, et Q, :

_285“—10gla(/n(a)|<1+26

1
(11) BT lgg, TR



24 ~ J. SIRE.’

Il en résulte que la suite des indices ¢, des coeflicients a, (a) de
G(a,y) vérifiant la relation précédente s’obtient en supprimant un
nombre fini de termes de la suite des indices ¢, des coefficients
de g(y), et cela quel que soit le nombre positif . Comme d’aprés nos

hypothéses sur g(y) le rapport l;f"*' (gn €t ¢,y étant les indices
de deux coefficients consécutifs de cette fonctlon entiére) converge
g /n+t

vers 1'unité, il en sera de méme du rapport s @y et ¢,y étant

“Togqn
les indices de deux coefficients consécutifs de G (a,y) vérifiant la
relation (11), et cela quel que soit le nombre positif . Par suite,
la fonction G (a, y) est d'ordre apparent w et & croissance réguliére.
Donc en tout point x n’appartenant pas & E, la fonction G(z,y)
est une fonction entiére en y d’ordre apparent u. et a croissance

réguliére.
Soit maintenant x = b un point de I’ensemble E. Comme
— —log l
lim —i'-’lf"“—())l =k'>o,
. n=w qn log(/n
on a ou bien
— log " (b
lim Oblfln( )I =k>0
= 9nlogqa
ou bien
—1
lim Oglfln b) I
i=n qnlogqa

Dans le premier cas la fonction G (b,y) sera une fonction entiére
d’ordre apparent inférieur & @, puisque la plus petite limite de la

. —1
suite des nombres ———qggllfo”(—b est égale & —~ i k (k> o).
n o Yn

Ceci posé, considérons le cas ot la suite des nombres —E—;%g’—;nb—)l
admet zéro comme plus petite limite et désignons par
(12) Fod(0)y fui(0), oo foi(D), ..o
les nombres de la suite des f, (0) tels que les nombres corres-
pondants ——Ma—ll{)’io%‘(’——)-l appartiennent & l'intervalle (— ¢, + ¢). Deux

circonstances pourront se présenter : 1° quelque petit que soit le
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e log 5,41,0 -
nombre positif 8, le rapport 5=—"~'= converge vers l'unité lorsque 7
D ons

L : - ln“ l 03"' al
augmente indéfiniment. Comme les nombres —==

—_—— iennent
Sy G log 5,0 appart

. ¥ 0
a l'intervalle <l—; -3, P 3) pour toutes les valeurs de s, supérieures

& Qs, il en résulte que
— b ) .
(13) Pt 14 2 GO L

- ~ 20

P = sy, ologs,, 0 T p !

dés que s,, 8 > Qz. Il s'ensuit que pour toute valeur positive de ¢, la
suite des indices s,, ¢ des nombres @, ;(b) vérifiant la relation (13) se
déduit de la suite des indices des nombres (12) par la suppression
d'un nombre fini de termes de cette derniére suite. Par suite, d’apres
log $pey.
log sy, 0
deux coefficients consécutifs de G (b,y) satisfaisant a la relation (13)}
converge vers I'unité, et cela quelque petit que soit le nombre positif 8.

notre hypothése, le rapport 2 [$2s 8 €L,y  Ctant les indices de

Par conséquent la fonction G, (b, y) = ¥a,,5(b)y*> (3, désignant

n=1
une valeur positive de &) est d'ordre apparent p. et & croissance
réguliére.
Or

G(b’)’) :Gl(b9)’)+Gz(bay)\

G, (b, y) étant une fonction entiére d’ordre apparent inférieur a ., il
s’ensuit d’aprés la proposition du n° 3 que G(b,y) est une fonction
entiére d’ordre apparent . et & croissance réguliére.

. i log $,.4,0
2° 1l existe une valeur ¢, de ¢ telle que lim —2-%22 — > 1, Dans

new 1028,,0
ce cas G, (b,y) sera une fonction entiére d’ordre apparent p et a
croissance irréguliére, comme on le voit aisément, en procédant de la
méme maniére que plus haut. Puisque la fonction G,(0,y) est d'ordre
apparent inférieur a u, la fonction G (b, v) sera alors d’ordre appa-
rent p. et & croissance irréguliére, d’aprés la remarque du n° 3.

Il résulte donc de I'analyse précédente que la fonction G(x,y) est
une fonction entiére en y d’ordre apparent . et a croissance régu-
liére pour tous les points du plan des x situés a distance finie, sauf

Journ. de Math. (6¢ série), tome IX. — Fasc. I, 1g13. —/l
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au plus pour les points d'un certain ensemble ponctucl M pour
lesquels elle sera ou bien une fonction entiére en y d’ordre appa-
rent . et a croissance irréguliére, ou bien une fonclion entiére
eny dordre apparent inférieur & y..

Cet ensemble M peut avoir la puissance du continu, comme on le
constate aisément par des exemples. |

Fonctions F(=z, y).

16. Soit F(z, y) =Y, a.(w)y" une fonction enliére en z et y
n=0

d’ordre apparent total fini A, ordonnée suivant les puissances entiéres

de y.
Désignons par c, le coefficient maximum de a,(x) et supposons que

la fonction entiére en y, f(y) :chy” soit d’ordre apparent u. et &
n=0

croissance réguliére. Nous avons vu au n® 8 que I'on pouvait mettre

cette fonction sous la forme

S =)+ L)
/1(y) étant une fonction entiére en ;y d’ordre apparent w et &4 crois-

L1 —log]c
sance réguliére telle que ’ensemble des nombres —q——il——"—i

.

admette -
IJ.

log ¢
[ n
comme élément limite unique et en outre telle que la suite des expo-
sants g, vérifie, quel que soit n, I'inégalité ¢, > . Posons

G(.r, ) ::2 ag, (&) yn
n=1
et
F(‘rny) ::G(xvy) -+ “(JI‘,}’)

La fonction G(x, y) que nous venons de définir vérifie les mémes
conditions que la fonction G(x,y) du numéro précédent; de plus la
fonction H(x, y) sera d’ordre apparent au plus égal & u par rapport
ay.

Ceci pos¢, soit x = @ un point ne faisant pas partie de I'ensemble M
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défini au numéro précédent. La fonction G(a,y) est une fonction
enti¢re d’ordre apparent i et a croissance réguliére, d’aprés la propo-
sition précédente. Comme la fonction H(a,y) est d'ordre apparent
au plus égal a g, il en résulte, d'aprés la proposition du n° 3, que
F(a,y) estune fonction entiére en y d’ordre apparent w et & crois-
sance réguliére. Pour un point z = & de M, la fonction F(4,y) sera
soit d’ordre apparent y. et & croissance régulitre, soit d’ordre appa-
rent (+ et & croissance irr¢guliére, soit d’ordre apparent inférieur a .,
comme on le constate aisément, en utilisant la proposition et la
remarque du n° 3. Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :

Etant donnée une fonction entiére en x et y, F(x,y) :-Za,,(a')y"

n=0

d’ordre apparent total fini \, si la fonction f(y) =Zc"y", e, dést-
n=0

gnant le cocfficient maximum de a,(x), cst d’ordre apparent y. et a
croissance réguliére, F(x, y) sera une fonction entiércen y d'ordre
apparent y. el a croissance réguliére pour tous les points du plan
des x situés a distance finie, sauf au plus pour les points d’'un
certain cnsemble ponctuel E pour lesquels elle sera ou bien une
Sfonction entiére d’ordre apparent . el ¢ croissance irréguliére, ou
bien unc fonction entiére en y d’ordre apparent inférieur @ ..

Définition. — Si F(x,y) =Ea,,(w)y" est une fonction entiére
n=290

d’ordre apparent total fini A telle que la fonction entiére en

v, [(¥) =2 c,y" [ ¢, désignant le coefficient maximum de a,(x)] soit

n=10
d’ordre apparent . et & croissance réguliére, nous dirons pour sim-
plifier le langage que cette fonction F(w, y) est d’ordre apparent p et
& croissance réguliére par rapport a y.

17. Examinons maintenant ce qui se passe lorsque le nombre des
zéros des a,(z) dont le module est au plus égal a R, ne dépasse pas,
quel que soit R, le nombre fini Ny, qui peut d’ailleurs croitre avec R.
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Nous avons vu dans notre Thése (n° 85) que si la fonction f(y) élait
d’ordre apparent w, F(x,y) était une fonction entiére en y d’ordre
apparent . pour tous les points du plan des x situés a4 distance finie,
sauf au plus pour les points d'un certain ensemble M n’admettant
aucun point limite & distance finie pour lesquels F(w, y) était une
fonction entiére en y d’ordre apparent inférieur & .. [l n’existe pas de
théoréme analogue pour la croissance réguliére, comme nous allons le
montrer par des exemples.

l. Soit F(w,y)=Ya,(r)y" une fonction entiére en » et y,

"n=290
les @,(.x) étant des polynomes du premier degré en « tels que sic,
' . , . . —log|e
désigne le coefficient maximum de @, (), la suite des nombres -;—l—(%l—;f—'
=]

admette -i comme élément limite unique. Cette fonction I'(., y) sera

d’ordre apparent tolal fini égal & . et d’ordre apparent p par rapport
ay (cf. Thése,n= 22 et 78).

Ceci étant, considérons d’une part la suite croissante de nombres
entiers :

Pis P eees P
vériiant la relation

log pr e
2 [ -1 =k,

lim k

ne=» logl’n
et, d’autre part, ’ensemble dénombrable de nombres :

ap, Qg coey Ly,

Supposons que les polynomes a,(x) dont les indices appartiennent
anx intervalles
(//1) /'2)7 (/”n ])23)) sy (/'2"7 a2 ")t

s’annulent pour = =a,, que les polynomes «,(.) dont les indices
appartiennent aux intervalles

(Pas Pad (Ps2 Po)y oves (Parary Pamaa)y

s’annulent pour x = a, et ainsi de suitc indéfiniment. Pour tout
point x = a;, la fonction F (¢, y) sera une fonction entiére eny d’ordre
apparent u et 4 croissance irréguliére. En effet, tous les coefficients
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des puissances de y dont les exposants appartiennent aux intervalles
(Paraiomys Pavai)s

sont nuls et la fonction F(«;, y) se réduit a

F(any) :E a,,(d;) ysn [a,, (@) #Z o quel que soit s, |

n=1
avec lim Iii%;s;i‘ = k> 1. Comme la fonction F(, )") ainsi construite
n= o Don

peut étre a croissance irréguliére pour des points n’appartenant pas a
Pensemble D des points = a,, nous pouvons dire, en tenant compte
de notre hypothése sur les ¢, et de la proposition du n° 16, que cette
fonction F'(«, ) est une fonction entiére en y d'ordre apparent u et
4 croissance réguliére pour tous les points du plan des z, sauf pour un
ensemble ponctuel comprenant au moins tous les points de I'ensemble
dénombrable D, pour lesquels elle est d’ordre apparent . et & crois-
sance irréguliére.

II. On peut aller plus loin en montrant qu’il est possible de cons-
truire une fonction

<« o0
- <% -l
F(ax,y) :2‘ ap(2) y" :Z (2 —ay,)
n=u n=>o
" . —log|e,| 1 .
les ¢, vérifiant la condition lim —=21"20 = ~ et les a, étant des
n=w nlogn 2 "
nombres que nous déterminerons ultérieurement, pour laquelle
I'ensemble E a effectivement la puissance du continu.
Considérons a cet effet I'ensemble P des nombres

2 72 op

10?{”' —1—-]—0-?7;/4——%— Tm ey

-

ol les a; sont des nombres entiers inférieurs 4 10 (une infinité d’en-
liers étant toujours supposés différents de zéros) et ou ¢ (#) est un
nombre entier que nous déterminerons plus loin. Cet ensemble P a la
puissance du continu (¢f. E. Borer, Legons sur la théoric des
Jonctions, p. 29). De plus, a condition de lui adjoindre le nombre
zéro, il est le dérivé d’un certain ensemble dénombrable qu’on peut
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obtenir de la maniére suivante : gangeons dans un ordre quelconque
oy . . . e
les nombres —5 (a, 5 0), ce qui est possible puisque ces quantités

o %, o, i
sont en nombre fini; puis lesnombres de la forme o7 o (%2 F0)

et ainsi de suite indéfiniment; nous obtenons donc la suite dénom-
brable de nombres

(a) Ayy Gy Qg sees dpy  ouns
Nous supposerons que tous les polynomes du premier degré a,(x)
dont l'indice n vérifie les relations

Prin<pue (M)

s'annulent pour le point d'abscisse @,. Il nous reste maintenant a
déterminer le nombre ¢(n). Pour cela nous remarquons que le
nombre des quantités de la forme

I U SO
1091 T % T Yogtm

(les « prenant de toutes les facons possibles les valeurs o, 1,...,9,

la combinaison &, = &, = ... = a, = o étant exclue) est indépendant

de ¢(n). Soit8(n) le nombre de ces quantités; d’apreés nos hypotheéses,

le nombre ay, sera le dernier nombre de la suite (a) de la forme
aﬂ

%; -+ [—g%..,—, ~ +e A 2 avec @, £ o, et de plus il sera le zéro de
tous les polynomes a,(«) dont l'indice » vérifié les relations
PomS 1 < Pon)ta
Ceci rappelé, nous poserons pour chaque valeur de 7 :
(1) = Plim+s

Les nombres entiers ¢(7) étant ainsi déterminés et a, étant le zéro
des polynomes a,(x) dont les indices r vérifient les relations

Prin < pPaiys
nous aurons
o Oy an
a, = T-O'W-i-m-i-...ﬂ—m (an#o0)

(1) Les nombres p, vérifient la relation lim L%f—éf’f”—'— =k>1.
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avec
9(m)Zphiy.

En effet, n sera au plus égal 4 6(m) et par suite p,.,, sera au plus égal
& Poimy+s 3 COMMeE 9(m) = pg .1, ON aura donc bien

o(m)Zpisg.
Donc la distance de @, aux points§ de ’ensemble P dont les /z premiers

chiffres du développement sont «,, a,, ..., , sera inférieure a

10Ph4
(A étant une quantité positive fixe).

Il nous est actuellement possible de démontrer que tout point de
'ensemble P est un point pour lequel la fonction F(x,y ) est d’ordre
apparent u et 4 croissance irréguliére. Soit a cet effet § un point quel-
conque de P. Ce point & est limite d’une suite de points

Qgis Qg vovy By

extraite de la suite (a). a,, étant le zéro des polynomes a,(x) dont
'indice n vérifie les relations

('/‘) p’/u;i n <P’/n+|’

la distance de ce point au point % considéré sera, d’aprés ce qui pré-

\ 4 A‘ ’ :
céde, moindre que o avecn < Pn+i+ On en déduit que 'on aura
Tn+t

pour toutes les valeurs de » vérifiant la relation (14),

(13) lim ___~—~|0g|a,,(£)|

=+ oz,
"= nlogn

en remarquant en oulre que pour ces valeurs de 7, on a

lim :—l?_g_l_c_.‘il - .'.-
2=w» nlogn -

Posons .
F&y)=F (L y)+Fy(& y),

la fonction F, (&, y) comprenant tous les termes de la fonction F(§,y)
dont les indices vérifient les relations (14) et ceux-la seulement
et F (&, y) étant la somme des termes de F(&, y) qui n’entrent pas
dans F,(&, ). La fonction F, (%, y) est d’ordre apparent y. et & crois-
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sance irréguliére, car tous les termes de cette fonction dont les indices

‘. . . log
verifient les relations (14 ) sont nuls et que de plus lim -?”—pp”—“ =k>1.

n=w g 9n

La fonction F,(,y) est d'ordre apparent zéro en vertu de la
relation (15); par suite, d’aprés la remarque du n° 3, F(&, y) est une
fonction entiére d’ordre apparent . et & croissance irréguliére.

Comme en tout point n’apparlenant pas a P, la fonction F(x, y)
est une fonction entiére en y d’ordre apparent p. et & croissance régu-
liére, il en résulte que les ensembles I et P sont identiques. Par con-
séquent, I’ensemble P ayant effectivement la puissance du continu,
comme nous l'avons remarqué plus haut, il en sera de méme de
I'ensemble E.

18. Soit F(x,y) -::.Za,l(w)y’ une fonction entiére en v ety d’ordre
n=0

apparent total fini A et d’ordre apparent . et & croissance réguliére par
rapport &4 y (. étant un nombre non entier ). Désignons par r,(z) le
module du zéro de rang n de la fonction entiére en y, F(wx,y).
En appliquant la deuxi¢me des propositions de M. E. Borel, rappelées
au n” 2 et la proposition du n° 16, on obtient aisément le résultat
suivant :

L’ordre d’infinitude des r, () est déterminé pour lous les points
du plan des x situés a distance finie, sauf au plus pour les points
d’'un certain ensemble ponctuel ¥ pouvant avoir la puissance du
continu pour lesquels il ne sera plus détermingé.

Remargue sur une classe de fonctions entiéres
de deux wvariables,

y : — 4 g1 =2 1

19. Soit ®(z, y)=u? + a,(y)2"" + ax(y)aT™ + ... + a,(y)
une fonction entiére en et )y d’ordre apparent y. et & croissance irré-
guliére par rapport & y. Je dis qu'il existe une infinité de cercles
C,, ..., Cy ... concentriques a lorigine et de rayons indéfiniment
croissants sur chacun desquels on a a la fois

fa—1

o ()1 <e™ fa() | <V L Jag(p) < e (> o0).
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Désignons a cet effet par N(R, ») la fonction majorante de ®(z,y),
c'est-d-dire la fonction définie par la relation

N(R, r) =R+ A (MR- 4.+ A (1)
A,(r) étant la fonction majorante de a;(y), nous avons quel que soit {
(16) Ai(r) < N(Ry, 1),

R, désignant une quantité positive fixe. La fonction ®(x, y) étant &
croissance irréguliére par rapport a4 y, il en sera de méme de la
fonction N(R, ), comme on le vérifie facilement en utilisant le
résultat du n" 15 de notre Thése. Par suite, il existera une infinité de
valeurs de r:

7'y, Ty coey Ty
convergeant vers l'infini et telles que I'on ait
N(Ry, rp) <ert™ (n>o).

Par conséquent, l'inégalité (1G) nous montre que I'on aura pour
toutes ces valeurs de r, et quel que soit I'indice ¢

Ai(”n)<erﬁ—n (n>o0),

] a:(y) ] éAi(");

et comme

il en résulte que 'on aura pour chaque point des cercles C, concen-
triques au point y = o et de rayon r, (n =1, 2, ..., ad infinitum)

Ii*—".

[ai()) | <ely (n>o),

et cela quel que soit .

Cas des fonctions F(z, y) =z — f(y).

20. Soit f()) = Y,c, y" une fonction entiére en y d’ordre appa-

n=0
rent u et a croissance réguliére. Désignons par r,(z) le module du
zéro de rang n de la fonction  — f(y), ces zéros étant supposés
Journ. de Math. (6¢ série), tome IX. — Fasc. I, 1913. 5
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rangés d’aprés la régle de Weierstrass, nous nous proposons d'étudier,
comme application de ce qui précéde, 'ensemble E des points du plan
des x situés & distance finie pour lesquels l'ordre d’infinitude
des r,(z) n’est plus déterminé. Si west un nombre non entier, d'aprés
la deuxiéme des propositions de M. E. Borel rappelées au n° 2, cet
ensemble E ne contiendra aucun point. Il n’en est plus de méme si @

est un nombre cntier, comme nous allons le montrer dans la suite.
Soit ¢ le plus petit nombre entier tel que £ soit un nombre fraction-

naire, désignons par w une racine ¢*° de I'unité et considérons la
fonction

(2, 77) = [z —f(NI [z — /(0] [2 — flo7y)]
= x4 ax()’)x"”l"“ et fl(,(y)

= (Cu—.'l,‘)"+2 ()n(f').)”’":
n=1
les b,(x) étant des polynomes en = de degré g — 1 au plus. Si g, est le
cocfficient maximum de b,(x), je dis que la fonction entiére

eny, g(y) :Z g.y", est d’ordre apparent u. et @ croissance régu- -

liére. Admettons que cette fonction soit ou bien d’ordre apparent
inférieur a w ou bien d’ordre apparent . et & croissance irréguliére,
alors d’aprés le n° 78 de notre Thése et le n° 19 du présent travail,
il existerait une infinit¢ de cercles concentriques au point y = o et de
rayons indéfiniment croissants sur chacun desquels on aurait

o]

la:(y)|<e! (n>o05i=1,2,...,q9).

Or ces relations sont impossibles, puisque la fonction f(y) est
d’ordre apparent u. et 4 croissance réguliére (¢f. n° 4). 11 en résulte
donc que la fonction g (y) est d’ordre apparent . et & croissance régu-

liére. Par suite, si nous posons y? =Y, la fonction g(Y) ::2 g, Y"
n=1

sera d’ordre apparent & et i croissance réguliére. Par conséquent,
d’aprés la défigition donnée au n° 16, la fonction ®(«,Y) sera une
fonction entiére d’ordre apparent ’;— et a croissance réguliére par
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rapport 4 Y. Désignons par R, () le module du zéro de rang 7 de la
fonction entiére en Y, ®(z, Y). Comme £ ¢st un nombre non entier,
d’aprés le n° 18, lordre d’infinitude des R,(x) sera déterminé et
égal 4 Z pour tous les points du plan des « situés 4 distance finie, sauf
au plus pour les points d’un certain ensemble ponctuel E pour lesqucls
cet ordre d’infinitude n’est pl?s déterminé. Comme pour toute valeur
finie de x, r,(x)=[R(x)[’, lordre d'infinitude des R,(x) sera
déterminé ct égal 4 — pour tous les points du plan des z situés & dis-
tance finie, sauf au plus pour les points d'un certain ensemble
ponctuel E pour lesquels il ne sera plus,déterminé.

21. Inversement, supposons que l'ordre d’infinitude des r, () soit
déterminé et égal & - pour tous les points du plan des x, sauf au plus

pour les points d’un certain ensemble ponctuel E, je dis que la
Sfonction f(y) est d’ordre apparent y. et & croissance réguliére.
Admettons que cette fonction soit ou bien d’ordre apparent inférieur
a u ou bien d’ordre apparent u. et a croissance irréguliére, 1l existera
au moins une infinité de cercles concentriques au point y = o ct de
rayons indéfiniment croissants tels que I'on ait sur chacun d’eux
|z — fwiy)]| <ely*™ (h>o0;0=1,2,...,9)

pour tout point x d’un cercle C concentrique au point x =o et de
rayon R. Alors nous aurons dans les mémes conditions

-
4

| @z, Y)| < eV - (n">o0, Y=yT7),
d’ol1 'on déduit que pout: chaque point x de C, la plus grande limite

de la suite des nombres (28R () ' ('), ce
log n

est au moins égale a

qui est impossible puisque, par hypothése, cette plus grande limite est
‘égale & lﬁ pour un point z au moins du cercle C. Cette contradiction

q
établit la propriété énoncée.

(') Cf. Borkr, Legons sur les fonctions enticres, p. 110
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22. 1l nous reste encore 4 montrer que I’ensemble E peut avoir
effectivement la puissance du continu. A cet effet, nous considérons
la fonction

ko /|'| v g y? /l',; .‘y"

<{a(y)-::T + + T_z—++1_2_—n “+... (lkn|<Ajn=o0,1,2,..),

les constantes k, étant choisies de telle fagon que la fonction
H(z,y)=e"r—q(y)

soit d’ordre apparent 1 et & croissance réguliére par rapport & y pour
tous les points du plan des x, sauf pour les points d’un ensemble
ponctuel E, ayant effectivement la puissance du continu, pour lesquels
H (i, y) estune fonction entiére en y d’ordre apparent 1 et & croissance
irréguliére, ce qui est possible (¢f. n° 47). Nous supposons en outre
que la constante k, ait été choisie de telle maniére que le produit
¢(¥)9 (— y) soit d’ordre apparent 1 et a croissance réguli¢re, ce qui
est également possible d’aprés le n° 20. Ceci étant, considérons
le produit

W(z,Y)=[e"z—o9(y)][eVz—o(—y)]
=z'—[oly)e T+ o(—y)e]+o(¥)o(—y)

:x’-f-z b, (x)y* (Y=y9".

n=14

Si g, estle coefficient maximum<de b,(x), la fonction g(y)= Egny”"
n=0

sera d’ordre apparent 1 et & croissance réguliére, car s'il n’en était pas

ainsi, on en conclurait, en appliquant la propdsition du n° 19, que la

fonction () ¢ (— ) est & croissance irréguliére, ce qui est contraire

a notre hypothése. Par suite, la fonction g(Y) =Z g.Y"est d’ordre

n=1

apparent % et a croissance réguliére. Si R,(x) est le module du zéro

de rang n de la fonction entiére en Y, W'(z,Y), I'ordre d’infinitude
des R,(x) sera déterminé et égal 4 2 pour tous les points du plan
des x situés & distance finie, sauf au plus pour les points d'un certain
ensemble ponctuel E pour lesquels il n’est plus déterminé. Je dis que
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cet ensemble E a effectivement la puissance du continu. Il suffit pour
cela de montrer que tout point x =a de E, fait partie de E. La
fonction H(a, y) étant d’ordre apparent 1 et & croissance irréguliére,
il existe une infinité de cercles concenltriques a I'origine et de rayons
indé¢finiment croissants sur chacun desquels on a

[H(a,y)|<elr*™ |H(a, —y)] <er* (n> o).

Par suite, nous aurons pour une infinité de cercles concentriques au
point Y = o et de rayons indéfiniment croissants :

|W(a,Y)|<e" " (0'>o0).

1l en résulte que 'ordre d’infinitude des R, (@) n’est pas déterminé.
Donc 'ensemble E, est une partie aliquote de E.
Les zéros de la fonction entiére en y, H(x,y), sont pour chaque

valeur de x identiques aux zéros de la fonction x — e ).
ey

Si r,(x) est le module du zéro de rang n de  — 2 (y), il s’ensuit, en
vertu de la relation r,(z)* = R (), que I'ordre d’infinitude des r,(x)
est déterminé et égal & 1 pour tous les points du plan des , sauf pour
les points d’un ensemble ponctuel E ayant effectivement la puissance
du continu pour lesquels cet ordre d’infinitude n’est plus déterminé.
De plus, d’aprés la proposition du numéro précédent, la fonction A (y)
est d’ordre apparent 1 et a croissance reguliere. Nous pouvons donc,
en tenant compte de ce qui précéde et du résultat du n° 20, énoncer
le théoréme suivant :

St f(y) est une fonction entiére d’ordre apparent entier et a
croissance réguliére, Uordre d’infinitude des r,(x) est déterminé
pour lous les points du plan des x situés a distance finie, sauf au
plus pour les points d’un ensemble ponctuel E poucant avoir la puis-
sance du continu, pour lesquels cet ordre d’infinitude n’est plus déter-
miné.

[.a question posée par M. E. Borel 4 la page 112 de ses Lecons sur
les fonctions entiéres est donc résolue dans un cas particulier.



