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EXTRAIT D'UNE LETTRE A M. IIATON DE LA GOUPILLIERE, 165

Extrait d'une lettre ¢ M. Haton de la Gonupillicre

Par Gomes TEIXEIRA.

Ma premiére Commnunication concerne la théorie des développoides,
qui a attiré bien des fois votre attention. Je vais démontrer & cet ¢gard
le théoréme suivant :

Les foyers d’une courbe C sont aussi des foyers de sa dévelop-
poide.

On sait que la développée d’une courbe jouil de cette propriété,
mais je crois que le théoréme plus général que je viens d’énoncer n’a
pas cncore été signalé.

Soient

r=09(t), y=U()

les équations de la courbe C. L'équation de la droite D qui passe par
le point (%, ) de cette courbe et fait un angle » avec la tangente en
ce point est

2'(Y cosw + X sinw) + ¥ (Y sinw — X cosw)

=y(x' cosm + y'sinw) — z () cosw — &' sinw).
En dérivant cette équation par rapport a ¢, on a

2" (Y cose + X sinw) + y"(Ysiney — X cosw)
= (2 Yk 2+ yy')sine + (yo'—zy") cosw.

Donc, I'enveloppe de la droite D, c’est-a-dire la développoide de C,
peut élre représentée par les équations paramétrigues

m’l_*_y/?

Ty sinw,

Y=y+(y cosn —&'sing)

(1)

9 13
. . x4 92
X=a+ (2'cosw -l-y’smm)——,—”——‘)—,—”smco.
ya'—a'y
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Cela posé, remarquons qu’'on peut déterminer les foyers (@, yy)
de la courbe donnée C au moyen de I'équation qui résulte de I'élimi-
nation de ¢ entre les équations

(2) y’:—-— [.Z", ‘}’I—L‘.I-‘,:‘:}/——i.’v.

D'un autre coté, on peut déterminer les foyers (X,, Y,) de la déve-
loppoide de C au moyen des ¢qualions

(3) Y=iX, Y,—iX,=Y—iX.

Or, en dérivant les expressions de « cl y, donndées par les équa-

tions (1) par rapport-a ¢ et en faisant cnsuite y = iw, on trouve les
relations

Y =y —2ix'({cosw — sinw),
X=2'—2(2'(cosw + {sinw);
d’otr il résulte ~
Y' = X'

Les mémes équaltions (1) donnent encore, quand on pose y = i,
Y- iX=y—ia

Donc, les valeurs de ¢ qui vérifient les équations (2) vérifient aussi
les équations (3), si I'on pose x,=X,, ¥, = Y,; et par cons¢quent
chaque foyer de C esl aussi un foyer de sa développoide.

Ma seconde Communication concerne la théoric des foyers des
courbes. Je vais en eflet démontrer le théoréme suivant, qui est peut-
étre nouveau : :

La polaire d’une courbe quelconque par rapport & un cercle

ayant son cenlre en un foyer de cetle courbe passe par les po[nts
circulaires de Uinfini.

Soient y = f(x) la fonction définie pat I'équation I'(z, y) = o dela
courbe donnée et (a', ') les coordonnées d’un de ses foyers. Ces
coordonnées doivent vérifier I'équation qui résulte de I'élimination
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de x et y entre les équations
y=r(lx), [flz)=i ly+ o' =iy + z,
¢’est-d-dire 1'équation
ly'+ =i flo ()] + ¢(d),

ot ¢ désigne la fonction inverse de la fonction f(x).
D’un autre cdté, en transportant I'origine des coordonnées en un
point (— &,, — y,), I'équation de la courbe donnée prend la forme

y+r=fla+a),
et I'équation de sa polaire par rapport au cercle représenté par
I’équation
2+ yi=1re,
résulte de I’élimination de & et y entre les équations

[f(z+2)—y]Y +2X=1,
Y/ (zx+ x,)+X=0,

Ao o o) = e

En faisant X = », lim ;—({ = [, ondéduitde cettc équation la condition

pour que la polaire considérée passe par les points circulaires de
I'infini, savoir :

(qui donne

iyi+ 2= flo()] + o(f).
Donc z, = «’', y, =y, etle théortme est démontré.

*
¥ *

Avant de termincr, je communiquerai encore un théoréme sur un
autre sujet.

Si une courbe glisse sur une droite fixe de maniére qu'elle soit
toujours tangente a cette droite en un méme point de la droite, un
point M du plan de la courbe décrit une ligne nommeée glissette de la
courbe par rapport & la droite. Cela posé, nous avons trouvé le
théoréme suivant :
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La glissetie du centre du cercle fixe d’une épicycloide ou hypo-
cycloide quelconque est une ellipse.

Rapportons la courbe glissantc &4 un systéme de coordonnées
polaires (g, 0) ayant pour péle le point décrivant M et pour axe une
droite arbitraire du plan de cctle courbe, et rapportons la glissette &
un systéme de coordonnées carlésiennes orthogonales ayant pour
origine O, le point de contact de la courhe mobileavecla droitedonnée,
et pour axe des abscisses cette droite. En désignant par v P'angle
que la droite OM fait avec cet axc, et par z, y les coordonnées du
point M, on a )

z=0OMcosy =pcosy, y=psing,

et par conséquent la glissette peut éire représentée par les équations
paramétriques

. pdp L p? db

o Vprdf+ ‘/.02’ F= Vot dD* + dp? )

Sila courbe glissante est représentée par les équations paramélriques

polaires .
p=g(u), =y,

les équations précédentes prennent la forme

pp’ _

(" et o' désignant les dérivées de 6 et p par rapporl a u.

Nous allons appliquer ces formules générales aux épicycloides et
hypocycloides.

Les équations de ces courbes sont, R et r étant les rayons des
cercles mobile et fixe,

(1) x =

x = (R + r)cosa — rcos ",

¥y =(R+7)sina— r sin R+

Done

(2) pi= a2+ = (R+r)+ 1‘2—2(R+/')rcos¥a.
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Nous avons encore, en faisant x = p cosf), = gsinf,

r

dpcosf —p sin0dl = (R~+r) <sin B+ o — sinoc) det,

dp sinl +pcosOdl = (N -+ r) (cosa — €Os 1{—;_—/ a> da
et, par suite, en tenant compte de 'équation précédente,

2 ] 2 9 I‘ 9 Pz“‘ l{ﬂ 2
dp*+ p2d@* = (R +r){1— cos — o da?= (R + 1')-——,_-——zla-.
Mais I'équation (2) donne
pdp=(R +rik sinll—fat/ot
ct, par suile,
4’.2 P2 ([P‘.'

o= gy PR [(R 4 2r)i=pt]

Donc

. G{R 4+ 1) rp®dp?
do? 2 J2em
fp? =+ p* 0 R (R ar)—ot|

el, par suile,
VIR R

d) = ", M T e
P\/”I’2P2 TR R+oar

1

(@)}

Celle équation peut &tre inlégrée par les méthodes classiques, ct

Pon trouve

it

marctang m’:’?z.— e
m(R*— p?) cEe Ri—p*

t u
)= — {arclang — — marctangu ),
m m

I
0:= — larclang
m |

ou v

cn posanL

Donc la courbe peul étre représentée par les équations paramé-

triques
I %
0=—=— (arc tang — — m arc langu),
m m

e P2t a-1)

! ——
v

w A=

En appliquant maintenant & ces équations les formules (1) et en

Journ. de Math. (6° séric), tome IX. — Fasc. U, 1413, 22
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Llenant compte des relations

1— m? ,_ RE(mP—nu

/—" ———
T (@ mE) () p= oty

on obl.ient lCS équalions
Ru R
o . —

a1 y = —:‘—_..'—_;,
Va4 m? Vi -+ m?

d’ot1 il résulte, par '¢limination de «,

2

x:+ mry?=R*

Cette ¢quation représente unc ellipse, ct le théoréme énonceé est
donc démontré.

Dans le méme ordre d’idées, j’énoncerai, sans m’arréler i sa démons-
tration, la proposition suivanle :

La roulette ordinaire et la roulette & glissement proportionnel
décrites par le centre du cercle five d’une épicycloide ou hyper-
cyeloide ordinaire, roulant sur une droite, sont formdces par unce
suile d’arcs d’ellipse.

Jappelle roulette & glissement proportionnel la courbe décrile
par un point du plan d’une courbe roulant et glissant sur unc droite,
de manicre que le segment compris entre le point de contact M avec
la droite et un point fixe O de cette droite, soit proportionnel a 'are
de cette courbe compris entre le point M et le point de la courbe qui
coincide avec O quand elle devient tangenle i la droile en ce point.

On connait cette propric¢té des roulettes ordinaires des épicycloides
ou hypocycloides, mais je crois que la généralisation aux roulettes
& glissement proportionnel n’a pas encore ¢té signalée.



