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SUR LES I:IQU.\TIONS DU MOUVEMENT D UN CORPS SOLIDE. 97 -

Sur les équations du mouvement d’un corps solide ;

P M. E. STUDY.

t Traduit par M. R, Gar~wa.)

M. Study a introduit, pour délinir la position d'un solide, un
systtme de huit coordonnées homogénes liées par une relation
quadratique, analogue aux six coordonnées d'une droite d’apres
Pliicker (*). M. Appell ayant demandé & M. Study s'il avait calculé
Pénergic cinélique T des corps, dans son systéme, en vue des appli-
cations possibles i la Dynamique, a recu en réponse exposé suivant
ue nous sommes heurcux de reproduire.

(.Note de la Rédaction.)

\ous définirons la position d’un solide mobile par celle d'un triédre
de coordonnées recltangulaires ()7), invariablement li¢ au corps.
Soicnt ¥, ¥, ¥ les coordonnées par rapport a ce triédre dun point
quelconque du corps, ¢t .y, ... .ry les coordonnées du méme point
par rapport & un second triedre de coordonnées (.«), (ue nous regar-
derons comme fixe, et qui est orienté comme le premier triedre. Le
passage :.LT}’; des coordonnées «; aux coordonnées y; s'effectuera a
I’aide d’une transformation orthogonale propre S (c'est-a-dire de dé-
terminant 1), dont nous écrirons les coefficients sous forme de frac-

(') Comptes rendus, 1gio (Notes de MM, Study et Bricard).
Journ. de Math. (U séric), tome VL. — Fase. I.“"lg.in. -', 10

~.
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tions avee un dénominateur commun :
| Qoo V1== @y~ X+ Aq Ty -+ A3 Ty,

(1) Ao )’y = Uy + Az &yt Qga L'y Ay T3,

Ao Y3 == Q3o+ A3 Xy + Q33 Ly + Ay Tye
Les coefficients de la transformation inverse 3™, qui effectue le

e . . .,
passage | yxé des coordonnées y; aux coordonnées x;, seront désignés,
en conséquence, de la facon suivante :

[ gl = Ay Ay Y b Qe Yt (g Ve
(2) § QoTy == Qg+ A3 )|+ aa Va4 Ay ¥

Aoo 3= Aoz~tU13)) + Qa3 V3~ 33 Ve
Les seize coefficients homogénes ay (i, k = o, 1, 2, 3) sont li¢s
d’ailleurs par certaines équations algébriques qu’on vérificra toutes
identiquement en choisissant huit paramétres liés par la relation

(3) %o Bo+ 23 By + Ay By + a3, = 0,

et en calculant a 'aide de ces paramétres les seize coeflicients «;; par
les formules suivantes :

Qg =aj -+ a}+ aj+ aj},
apy=al+al—al—al,

@z al— ol +al—al.

(4) ; ag=al —al—al+al,
Ay = 2(Ay 23+ Ay 2y ), Az == 2(Ag0t3— Ay %Xy),
asy = 2(032, + %y %) A== 2(o30, — Ao 3),
Ara==2(2y 0+ X, &y). Gy == 2(0t) 0ty — Ao%3);

Ao = 2(%s By — o3 Be— o5y + &1 B0).
Qo= 3 (03 By — 2y B3 — 2033 + @, B0).
o= 2( %y Py — Ka 3y — Ao 33+ 2304 ).
oy = 2( 23 B3 — %3 B2+ 51— 2,50 ).
Apy== 2 (s By — oty By + oty By — a3 34),
C@ag=2(a 33— a3y + By a3 530}

(3)

De plus, les mémes paramétres (=, ) permettent d’exprimer d'une
facon tout a fait semblable les formules de transformation analogues
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a (1) et (2) pour les coordonnées de droites ct les coordonnées tan-
gentielles. Désignons par §,, &,, %, les projections d'un vecteur sur les
axes fixes (x), et par ,, n, 1, les projections du méme vecleur sur
les axes (y); il vient alors, d’aprés (1) et (2),

. . b -
‘ ANk == Ap 5y + @paZy + Apaly

(6) (k=1.2,3).

( Aol == @140 + Agp N+ A3y

et si 'on pose, en outre,

—_ — b — —_— . o
Pm—.‘.n Pyy= -"183—'73-,1~, Q«l— LT Qza = Veliz— Y3hs;
Poy = Za. Py==rygy— iyt Qo2 = Ny. Qs = Y31 — ¥ins;
> __ = D .. z . . - O
Poy==%,, P08y — 1y3y; Qoa = Tigs (Qye- Y1y — Yay,

il en résultera :

A0 Qo1 = @y Py + gy Poa + @43 P,
A0 Qe ==ty Py -+ @1a Py a1y Pry + by Poy 4= 0y Py + By Py
{ oo Por== @y Qoy + 03y Qus + @31 Qua.
Vg Pay= @1y Qs+ @y Qs + @3y Qua+ by Quy + 0ay Quz + 05 Qus;

........................................................

(7 ;

(8)

Dans ces formules les coeflicients b ont les valeurs suivantes :

by = 2( & B+ & By — 11:32‘ 9‘35: )
(9) 1‘18: Q(Qgpa"*" aapg'*‘ aog|+a’ an)v
byy==23(2s3;+ 23 32— o1 — 2, 30);

.................................

Enfin, nous obtenons pour la transformation des coordonnées tan-
gentielles u; et v,, associées respectivement aux systémes («) et (y),
les équations suivantes :

§ @0 Vo = @uolta~+ Aoy )+ Qog Uy + Agy Uy,

(o) { oo o= Qpylty ~+ Qo ly + Apy Uy,

5 Qoo llg = Qg Yo+ Q1o Vi + Bgo V2 Q3¢ V3.

(n ( Qooli== * Ay O+ Qg Vet Ay V3
(k=1, 2. 3).

Les formules (4) renferment les expressions classiques découvertes
par Euler. Naturellement on devra supposer que a,, est différent de
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zéro ; autrement dit, si nous nous limitons aux domaines réels, les
paramétres 2, ,, #., %, ne peuvent tous étre nuls. On voit de plus
que les équations (1), (3) et (3) donnent toujours, pour les rapports
des huit paramétres (2, 3), une solution et une seule; en outre, pour
passer de la transformation S & son inverse 5!, il suffit de remplacer
respectivement les huit quantités

1":zlzzf:z'f:.?'u::‘l:[s-,:‘ax
par les hunit (quantités
. . . o % . [ e . [}
e S I S R e N L a2 T

Enfin, 'emploi des paramétres (=, 3) permet d’effectuer d’une
facon trés simple la composition des transformations ovthogonales.
Soit, en effet, S(«, 3) la transformation gui fait passer du systéme de
coordonnées (') au systéme ()’), et, de méme, §'(a’, ') la transfor-
mation qui change (y) en un troisiéme systéme (3); le passage de («)
A (3) s'eflectuera au moyen d'une transformation orthogonale S
appelée, comme on sait, le produit des deux premiéres: §” = 8§’
Or les paramétres («”, 3”) de cette transformation composée se laissent
exprimer par les formules suivantes :

Ry Ay — XX — a2y — Ay &y~ Ay

< ——

Ry A Ry, A KO, — Ay Ay T Ay

2
() Ry A, 4 Ay, + Ky, — A A, Ay,
( Aoyt Ay Xy + Xy — A X T A
208, 15, @5, — 23, By — Byt — B By
3 \ T A R R ETETEME FE SR FEH
03 @Byt 2T+ 25— m I F Sk Bz, - Txy— B2 5
T N e T T A I I T N I

Les formules (12), déja connues de (iauss, ont ét¢ retrouvées plus
tard, indépendamment (autant que nous le sachions), par Cayley et
Hamilton, Elles sont connues sous le nom de théoréme de multipli-
cation des quaternions. De méme, 'ensemble des formules(12)et (13)
exprime le théoréme de multiplication d’un systéme de grandeurs
complexes : c’est un des systémes considérés d’abord par Clifford
sous le nom de biguaternions.
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Relativement a la théorie des parameétres (2, 3), nous renvoyons
aun Mémoive des Wathematische Annalen (v. \\IX, 1891) et au
Traité : Geometrie der Dynamen (Leipzig, 1903). oit 'on trouvera
des applications i la Cinématique.

Supposons maintenant (ue les paramétres (2, §) soient des fonctions
données d’une variable 7 que nous regarderons comme la mesure du
temeps, ces fonctions étant d'ailleurs continues et possédant des dé-
rivées des deux premiers ordres au moins. Le corps solide () se meut
alors de telle sorte (ue pendant I'élément de temps dr le point )
passe de la position .« qu’il oceupait en Pinstant ¢ & la position voi-
sine .« + e, La transformation infinitésimale correspondante est

manifestement
X S(S —aSy .

ol le symbole S + dS désigne la transformation S(7 + dt) corres-
pondant & Pargument 7 -+ df. Comme y se déduit de o a Iaide de S,
bt mémee transformation infinitésimale, rapportée au systéme de
coordonnées correspondant i la situation du tri¢dre y en instant ¢,
sera donnde par ]

S XS =S+ dS) 'S,

Ce déplacement infinitésimal permet d’obtenir les coordonnées du
point .« + «r dans le systéme de coordonnces (y) qui correspond a
[instant . On peut le calculer suivant la régle donnée précedem-
ment | formules (v2), (13)]. Il est d'ailleurs loisible de négliger les
termes (qui sout, par rapport a d/, d'ordre supéricur & r; on obtient
ainsi pour les paramétres respectifs de (S + d5) 'S des expressions
de la forme

!
\ {

) (e ——\.-4/[:— l,xu,,//:—-l.s..,,lt:—l.\.ndz
2 R] 2 2
[} 1 1

to ol — 9323411 T - :.\,. dt: — ;A,,dt.

Y A . ™ . Cror o
ot 'on a posé pour abréger :

1 - " | 2 .
Nal v al 4+ 23+ 2302 dyy ).

ud) NAy == 2l a2, — 2yd, — X, + 2, A,),
NAy = — (a3, — 2,5, — 2,3, + 2,5, — Saa+ 2,2, + Spa,— 3,2,

................................................................
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Cope. ' . d. . .
et ou, bien entendu, «,, par exemple, désigne 7:;—2 I.’introduction des

valeurs (14) dans les formules (1) donne finalement la transformation
infinitésimale cherchée. Nous obtenons ainsi les formules ci-dessous,
ofi nous avons désigné par o/ et ¢y, les accroissements de / et de y, :

oyy =) Ay *  —Dayysi Ay, 6l
(16) ¢ 6¥y =) Ay -~ By vy *  — A, ;001

3_}':: =) B Ao:_.Vl + Au Y * 4l

Ce sont la des équations connues, abstraction faite des notations (');
le seul point nouveau réside dans les expressions (15) des six coeffi-
cients A;, par les paramétres («, ).

Par un procédé classique nous allons déduire des équations (16) les
conséquences suivantes :

Remarquons d’abord que pour obtenir le moucement (relatif)
apparent du systéme five (x) pendant I'¢lément de temps d/ = ¢,
tel que se le représente un observateur lié au corps mobile, il suffit
d’effectuer le mouvement infinitésimal inverse de (16). Les coor-
données, dans le systtme mobile (), du vecteur qui représente la
vitesse apparente d’un point fixe (), ont alors les valeurs suivantes

(ou y,, v, ¥, désignent les coordonnées de x):

d— — -
—J’—;-I :—A,:; * +A03y!’ 'Ao:J':;~
d— - —
(17) ¢ 2? =—A,— Ao,y. * + Aot,":;-
d- - —_
. ?{"3 = —Ap+Any;— Ay ), *

En particulier, appliquons successivement ces équations aux

points
(L4, Ly, £3) =1(0. 0. 0), (1, 0. 0), (0. 1, 0), (0. 0, 1),

(') Les notations classiques sont :
0= Ay, ¢y W= A P =8, = An r A,

Nous préférons des symboles qui mettent en évidence la loi de formation des
ormules.
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dont les coordonnées y, se calculent a 'aide des formules (1). Nous
obtiendrons ainsi pour les coefficients de la transformation (1) les
équations différentielles suivantes -

d [a, @y 3o
' d‘(“oo> A:s+Aoa( 'oo) Ao:(a

0
d[fa ‘a a
a(52) = x (i) - a(2)
(18) { :[lt (Zﬁ): * +A(-|(&)—Ana(%‘i ’
00 . 0o ! \ (€00
Il a;u\ N ; ((.1’) (&
'4‘2(7,;) s +-‘°f(\—‘,:/ —Aul )

.......................................

Ou obticut des équations correspondant & (17) en attribuant des
valeurs fixes aux coordonnées de droites 1”4, ou & des quantités se
comportant comme Py Les relations (9) associent alors aux Py des
quantités Q) satisfaisant aux équations suivantes, qui représentent
encore le mouvement apparent du systéme fixe :

; t_l_t— = Ao Qo:—' AoiQoav
) dQy

.......................................

[’application de ces formules aux systémes particuliers

(Par. Pogy 5. Pasy Py, P1) - (1,0,0,0,0,0),

donne (') les équations différentielles ci-dessous :
d b, — by, (“n) a3y
\ dt (m»:») = 4e <“oo) AM( aoo) + Qo =3 (aoo)
Y . _‘i D3 — "y, by, £ a3
(20) ' 4t <(lao) =4y \” ) Ao kaoo) + Ay aoo) Ay aoo)
d (b L [_)2 byy s Gy
,dt (“oo) = A (“oo) Ao (“oo) +da (“ o.) = (“oo) )

(') Plus simplement, ces équations se déduisent des trois derniéres équa-
tions (18) par une sorte de formation polaire. Cf. Geometrie der Dynamen,
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lcrivons enfin les formules analogues a (1) et (19) pour les coor-
données tangentielles. Remarquons & cet effet que les équations (1)
ct (10) entrainent I'identité

ot 1Y+ Ca¥at O3 Y= Uy Uy == Uy 'y~ Ny.Ts.

‘xprimons que le premier membre conserve la méme valeur apres
le déplacement infinitésimal pour lequel les composantes de la vitesse
ont les expressions (17); nous oblenons ainsi les équations suivantes,
analogues a (17) et (19):

(1{/‘-/_“ o -\zza t- A.n;: -+ -\13'_'3'
- '{;‘ * - Agavs o Aga b,
21 oo

'7’;1 e Ay % A

Appliquées aux cas particuliers (w,. wy, 1, 113) == (1. 1,0,0), ...,
ces formules donnent enfin les équations dilTérenticlles

(27) j,(ﬂ.‘.\) = A, (-(Ll—/‘-> +.‘-\3|(

sy
Ao “@on 0

\ ~Hl+_\,3(.%‘%) th - 1o 3.
qui complétent le systéme des équations ( 1R) et (20).

Dans toutes ces formules relatives a la Cinématique pure, nous
avons indiqué, en surmontant d’un trait les lettres -y Q, ¢, que les
figures auxquelles elles se rapportent doivent ¢tre considérées comme
appartenant a Pespace fice. 11 sagit done ainsi du mouvement
apparent donl croit étre témoin un observateur lic¢ invariablement an
tricdre mobile.

Les formules (18), (20), (22), dont la vérification a laide de
simples différentiations serait un peu laborieusec. sont trés utiles dans
I’application des paramétres (e, 8 ) a la Mécanique. PPour ne pas allon-
ger ce travail nous considérerons sculement le cas le plus simple, celui
d’un solide libre, et, la encore, nous nous hornerons a la formation
des équations différentielles vériliées par les paramétres (2, 3) et qui
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définissent le mouvement du corps. Ainsi, nous n’aborderons pas la
théorie de l'intégration de ces équations.

Nous regarderons le solide & étudier comme formé d’un nombre
fini de points matériels isolés. ce qui n’implique, comme on sait.
aucune restriction dans 'énoncé des problémes de la Dynamique.
Soient m,, la masse du point y,, %, = . le vecleur qui représente en
grandeur et en direction la vitesse instantanée de ce point, et
ia = 1, ses coordonnées dans le systéme fixe (.); appelons 7, le
méme vectenr rapporté aux axes mobiles, et 1, ses coordonnées dans
le svstéme mobile (y). A I'aide des éléments précédents on peut
former une grandeur géométrigue = ou H, délinie par six coor-
donnces, et (ui est pour le solide 'analogue de la quantité de mouve-
ment d'un point matériel isolé; on pourrait appeler la quantité de
moucemen! du solide (') :

= — N . -~ — N . 4 . =
-y = =My Zyhs S = Imy(Lop Zan~— Tsn Zan)-
Hul = 3'"/.71./,- "z: = a‘-'"lo (."!hnah—‘?’:hntll e

.................................

Les deux systéines de composantes 2, H;; de la quantité de mou-
vement se déduisent I'un de Pautre par des substitutions linéaives
identiques a celles que nous avons ¢établies précédemment entre les
coordonnées de droites Py et Q. Mais, d’aprés (16), les vecteurs 7,
représentant les vitesses satisfont aux équations

Tiyn = Aoy — Ao:l,"eh -+ -\o:.":/n
en posant. p()l"' al)réger.
M :f.m,,, \1‘.::”0{,3'&[‘. M,»‘.:Em;,)‘", Yin

on aura donc les équations

l'.,': bl A,;‘— NI: Aoz‘]’- )lx Aug, .
l‘ Hoa== Mo — My Qs+ Mg, Aoy — Moy -+ Mapdy — M,

......................................................

(23)

(') En allemand, Impuls.

Journ. de Matk. (G* sévie), tome VII. — Fasc. I, 1g11. {
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De plus, on obtient pour I'expression de I’énergie cinétique

.

ooy e L s N
P =Zm (35 + 254 330 ;}-”Ur("‘f/’ st Nia)

du corps mobile ou, plus exactement, pour 2T, la formule suivante :

(24) 2T =M@A, + A, + A2
—aM (A AL — A AL - oM (AA — A
—aM, (A 4y — 030 + (M + M AT,
4- A Mag-+ M AL, + (M, + M,,) Az,
oM A A — 2 M ALAL— 2 MLAL A

on peut donc poser

Jr JT ar

Y lu-w_‘ — [ By
i, PXW I, I {] TA

ar aT Jr
P n H,, - ny .= AW

avec

(2)) 1= : A - An:”:u -+ Atr;"|g+ Aax My -+ Ay ”n: S Y | WO

"o

Dans les formules précédentes les uantités 3, sout supposées
exprimées a I’aide des relations (15) en fonction des paraméives (&, 3)
et de leurs dérivées premiéres par rapport a /.

Supposons maintenant que les points .4 ou y; soient soumis i des
forces dont les composantes soient X, par rapport aux axes fixeset Y,
par rapport aux axes mobiles. A I'aide de ces quantités on peut for-
mer dans chaque systéme d’axes les coordonnées d'une dyname \

ouY:
\«1:2\”.- :-(J‘:h \’3’1'_—".3Il\!h )y

Yoi = V4. Yy - :(,Vala You—VanYeu)s

ct, entre ces deux systémes de coordonnées, nous retrouvons les
mémes relations (7) et (8) qu'entre les P et les ().

Cela ¢étant, pendant le mouvement d’un solide soumis a 'action de
la dyname X, les équations suivantes sont vérifides :

dE,-,,. _
dt

(26) - Nk vtk =01, 02. 03, 23, 31,123
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réciproquement, on sait — ct il en résulte de la suite de ce travail —
que ces équations définissent complétement le mouvement. Passons
alors du triédre fixe au triédre mobile ; les équations (26) se transfor-
meront en les suivantes:

dil ) .
‘ l —L — A Hyy+ A Hgy = Yoy,
27) dH
( d;s Auq“n-{- Aogl'l”— A|4H“a+ AM Ho;——\a;-

............................................

Remplacons dans (27) les quantités Hy par leurs valeurs extraites
de (23), et nous obtiendrons un systéme de six équations différentielles
du premicr ordre o les seules inconnues sont les paramétres (z, 3).
Par exemple, c¢n choisissant convenablement le triedre de coor-
données (y), de fagon & anuuler M,, M,, M,, M.,, M;,, M,., on re-
trouve les équations d’Euler : -

‘ M g-d—Aﬂ -+ AngAn — Aml A:u ' - YM'

)
28
(28) ' (My; + My,) —— dAM + (Mps— M) A, 33 = Yy,

....................................

D’autre part, on peut transformer les équations (26) tout en les
laissant résolues par rapport aux coordonnées des dynames \; il
vient alors, d’aprés (8),

Uy ==y == (1) “m gy Uy, - ay "o:n

o Doy = ey Mgy 4 0y Hyy + @y Hyy+ O Wy < by s+ by 155

servons-nous encorc des ¢quations (23) pour exprimer les seconds
membres de ces équations en fonction des A;; nous obtiendrons
ainsi:

(20) -0A~$=M(Z::) M‘(:;‘)+M,<§—‘)4M3(§i); k=1, 2. 3),

et, dans ’hypothése M, =M, =M, =0, M,;; =M, =M,, =0, le
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systeme des équations du mouvement prend la forme

l qar .“"i\ v\ a? (au:‘ o * Ao\ __ v
M W(\a—";)—:\op M(l_[’. -a‘:)--- \sa ‘“dt!K”‘m)_\m.

d/ia, A “ay, A
(3oy » (Maz = M) ”(__'1_1'.) (\IJ,+M,,)d( 1(;.."”)

' +(&|||+1‘Izz)71£<”3|A":')-+ M-—— ')“Agg,-f— b,|A;;|4' I);“Ap!z: \’3.

oo dt Ay

()

..............................................................

Les ¢quations différentielles du mouvement vont s'écrirve différem-
ment si l'on sc sert de la forme découverte par Lagrange; on aura
alors

()T\) JIr .
d‘ -'}—-5—2.’ ——76-;.—.3‘4‘ \1[,- '
(31) - (th=o0.1.2,3)
d ( JT ) orT =8 4+ \5
@\gay | Az T M
avec
' N3, = '.!:—1|\n|—11xu1'° 2:‘~\cn3:-
N.\lzz: .20\..|+1;\a1"'1:xn:‘:-
N-‘,: 2 — 25 Ny + 20 Xy + 2 Xoy "
Nd=2, 2,Na—xNw+ 2\,
(32) ¢ .
| NBo=2) ~ 5 Nai— 3sNus — % Nov— 2 Npn— 22 \yy— 23\ 1,
N8, =2  3uXor+ BaNar— 3:Xoa+ 20 Vg 4 23Ny — 22\ s |,
N®, =2 — 5 Nor+ 3eNar+ 33 Nos— 23 Xas + 2 X+ 2 \ 2 |,
ND;: 2 : i3’x°| - 3‘ x"g +‘ I&.X..;‘ '+' Jt, x!;;“ 1| x:” + x;.‘lz :,
NI =2 — 2 Yo — Yo — 2V g |,
NA =2 znYu— Y+ 2, V050,
N¥=2, 2Vu+2Yeo— 2 Vu!.
N, =2} — Yo+ 0 Yop+ 2 Yoz 1,
(33) '
;\”’02 L — |3| \im‘“ :3-_» Ynz — .35“ [ S zl\‘:n - .Z!Y;" - zfl‘ 12 :'

N.ﬁl Pty | 33« YM— ;"):; Y03+ ;3, \...;‘ + 2, 23— 2;‘\ a1+ Xy Yl! .

\
1
1
'
N8,=12a; .33 Yo+ ;341 Yo — .31 Yos+ 23 Yos+ 2 Yy - Y ga i,
\
{

~ B Yo+ 31 Yor+ B0 Yas— 2 Yoy + 2, Y5+ 2 Yy 1.
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On obtient ces formules en partant des relations

| dwin ey, d.ryy, ]
‘A—z '()3 \lh )3‘ V»h )3 \.lh

N "'I/l - ')'211 ‘)J';h :
5 l d o \lh ) \:h d:x‘ \;h )

et en tenant compte (') de (2) et (6).
Réciproquement, on a les relations

XA, - A+ A+ 2, A, =0,
— 2, A, 2 A, — 2, Ay + 2, A= 2 X,
— 2 Ay Ay 4 2 Ay — 2, Ay = 2\,
— 2, A — % A+ 2 Ay 4+ 2 A, =2\,

(30 ¢ HoBy+ 2 By + 2By + 2, B, + By Ao+ 3 A+ L2 Ay + B Ay = 0.
— Ay By 4w - 2y Byt 2, By — 5, A+ 3,8, 3.2, 3N 2\,
— 2y Byt 2y By + A Ba— X By — 39 Ay + B A+ B da— 51 A — 2Ny,
— 2y By — 2By + 2, B, + 2,0, — ‘6;,30— 8.+ 1A+ 50;‘3 2N ¢!
2o A4+, A, + 2, A, + 2, A== 0,
2 A Zy A 2 2y A — oy Ay a Y.
— XAy — X A A Ay A+ 2y A 22X,
— 2y A+ 2 — 2 A+, Ay =2 Y5
(35) ¢

oDy 4 2y B 4 2, B, 4+ 2B+ 5 A, + 3,3, + 3,3, + 3,3, =0
— oy By A Dy 4 2, By — 2y By 3, A+ 30X+ 33, - 3,700,
e 2y By — 2, B A 2y B+ 2, By — 5 A — 5y A 4 oA 5 A=)y
— 2B+ B — By B, — 5 A+ 5 A — 3 X+ S0 2.

Substituons aux X, et @, dans ces équations, leurs valeurs tirées
de (31): nous obtiendrons, cn partant de la cinquitme équation (34)
|ou (35)], une relation linéaire entre les huit expressions (31):

e ~ \ JT ) \ vd oT T )
(56) X ‘m(ox‘) Tan| ™t m(aa) R

(") Ici encore, remarquons que les formules relatives aux 8; peuvent se dé-
duire par un procédé d'extension des formules relatives aux A,. Cf. Geometrie
der Dynamen, § 23.
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Cieci concorde bien avec le fait que nous nous sommes servis de para-
métres homogénes ; en cffet, la relation (36) est une conséquence des
équations évidentes

yoor L dT ) N Y| -
Z‘akdak +ﬁk()ﬁk N Ql, Eld‘.m Fﬁ‘m‘ P zl,

?{a‘.gj‘,--f-ﬂkﬂl:o.
=i | day 0B |

Les autres équations (34) ou (35) reproduisent respectivement les
équations (30) ou (27). Enfin, la premicre des équations (34) ou (35)
sert a définir le multiplicateur \, «ui, d’apres (36), dépend sewlement
de la quantité de mouvement (ainsi, il est indépendant de la dyname
qui définit la variation de la (uantité de mouvement). Or, on a mani-
festement

pOE TR
s 0
IR T

[

il en résulte

. d oT° JT ,
(37) za‘gm(m) —_ 'dﬁ—k}: —2M : Ao‘Agg‘*‘AogA;“—'r' Ao;);:..

On obtient ainsi
(38) NA=— oM A, AL+ i+ Apsdge 1
Remarquons enfin les relations suivantes (ui peuvent servir :

N+ AT+A0+ A7) (X, + X0+ N =000+ Y+,

(39) ’ N(Ao B+ 3,8, + A, 8,+ A,8,)

= (X Xaz + Noa Ny + N \ya) == Yo Yau - Yoo Yo+ Y Y,
ainsi que Lecpression du travail mis en jen pendant Pélément de
temps di :

(."0) :A.|"3 | -‘u._v‘a"l'AQ:;\‘:"{"A;;,\']"'A,n\n!‘*‘llz\u;‘:lll
= | 2o B+ @) By + 2, By 2By + 5, A+ 5.+ By A+ B3 A, | dl.
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I'introduction des paramétres (x, ) dans la dynamicque du corps
solide ne doit pas faire espérer un perfectionnement dans la théorie de
Pintégration des équations du mouvement : un tel progrés est impos-
sible, comme le montrent les résuliats déja obtenus a Paide des
parameétres d’Euler ou de certaines combinaisons complexes de ces
quantités. Mais 'emploi des paramétres («, 3) est bhien supérieur a
I’application des formules classiques pour mettre en lumicre les rap-
ports de la mécanique du corps solide dans I'espace cuclidien avec les
propositions correspondantes de la mécanique non euclidienne. Le
choix de nos notations a ¢té fait précisément a ce point de vue. Aussi
bien, dans le cas de I'espace non euclidien, ou dans les rotations autour
d’un point fixe, dans I'espace i quatre dimensions, il est beaucoup plus
avantageux d'introduire les paramétres analogues a («, 8), caralors on
ne peut pas profiter des simplifications qui, dans I'espace euclidien,
résultent des propriétés du centre de gravité d’un solide. Enfin, méme
dans le cas de l'espace euclidien, il y aura avantage 4 employer nos
paramétres toutes les fois qu'il s’agira d’interpréter géométriqguement
les formules ; c’est ce qui arrivera, par exemple, lorsqu'on se servira
des quaternions et des biquaternions que nous n’avons pas introdnits
ici pour rendre notre exposé le plus élémentaire possible.
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Correspondance entre les notations de ce travail et celles
M. P. Stiickel (Encyclopddie der Math. Wissenseh., t. 1V, 6):
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