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NOMBRE DES SOLUTIONS DE LA CONGRUENCE |@;|=A modM. /jog

Sur le nombre des solutions de la congruence
|ai]| = AmodM;

Pax M. Camire JORDAN.

Soient A, M deux entiers quelconques; |a;| un déterminant &
n colonnes, dont les »* éléments a; soient des entiers mod M.

Proposons-nous de calculer le nombre 3t (2, A, M) des solutions de
la congruence

(m | aix| = A modM.

Si M = M'M", M’ et M” étant premiers entre eux, les nombres a;, A
seront déterminés mod M si 1'on connait leurs restes aj,, A’ par
rapport 4 M’ et leurs restes a;,, A” par rapport 4 M”; et la con-
gruence (1) équivaudra au systéme des deux suivantes :
|ai|=A'modM’, |@ix] = A" modM".
On aura donc
M (n, A, M) = 35(n, A', M') 5(n, A", M").

Le probléme est ainsi ramené au cas oi M est une puissance d’un
nombre premier.

Soit donc M = p*, et supposons d’abord A 2 o mod p*. 1l sera de
la forme cp, \ étant un entier nul ou positif, mais < u; ¢ un entier
positif moindre que p*~* et premier a p.

Soit | @y | I'un des 5 (n, cp?, p*) déterminants cherchés qui satisfont
a la congruence

(2) | aix | = cp* mod p¥.

Soient p™ la plus haute puissance de p qui divise tous les éléments
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. % . . . . . o »
de sa premiére ligne ; ... ; p*~ la plus haute puissance de p qui divise
tous les déterminants formés avec les éléments de ses m premiéres
lignes ; on aura évidemment

(3) 07X 2. Shasl ) el dg==0
Désignons par
[n, )\I) ).2’ coey )‘n_“ cp)., P’]

le nombre des solutions qui correspondent i un systcme déterminé
de valeurs des exposants caractéristiques A, ..., \,_,, \; on aura

I (n, cphy pP)=3[n, Ay, ...y ha_ys cp*, ],

la sommation s'étendant & tous les systémes de valeurs de ces expo-
sants qui satisfont aux relations (3).

Considérons une des [n, 4, ..., A,_,,¢p?, ] solutions i énumérer.
Les ¢éléments a,; de la premitre ligne y seront de la forme rp*",
les r,; étant < p* ™ et n'étant pas tous divisibles par p; ceux des
lignes suivantes, en nombre #(n — 1), peuvent étre mis sous la forme

@i = qix PPN+ Py

ik étant < p™ et ry <p*h. Les premiers termes peuvent étre sup-
primés sans que le déterminant change de valeur mod p*; ils sont éga-
lement sans influence sur la valeur des exposants 4, ..., %, ,, h. Cela
fait, la congruence (2), divisée par p*, deviendra

4 | 7ix | = cp* -+ mod ptt,

et, dans ce nouveau déterminant, les exposants caractéristiques seront
tous diminués de A,.
Réciproquement, chaque solution de (%) donnera p"*-*? solutions
’ 1 P
de (2) correspondant aux diverses valeurs possibles des ¢g;. Nous
t
obtenons ainsi une premiére formule de réduction

(3) [r. by gy yoey e op?y )
= P 0, 0, Ry —Dyy o Dy — gy ep B — 2]

Reste a énumérer celles des solutions de la congruence (4) corres-
pondant a la série d’exposants o, A, —4,, ..., A— },. Dans chacune
d’elles, I’'un au moins des éléments r,, de la premiére ligne n'est pas
divisible par p. Considérons en particulier celles ot le premier des



NOMBRE DES SOLUTIONS DE LA CONGRUENCE |a;|=A modM. /11

éléments non divisibles par p est r,,. Nous désignerons leur nombre
par N, et nous les grouperons en systémes, en réunissant ensemble
celles qui se déduisent de I'une d’elles par les opéralions suivantes
(lesquelles ne changent évidemment ni la valeur du déterminant, ni
les constantes @, 0, A;—2X,, ..., A—A,):

1° Multiplication de la premiére ligne par /et de la deuxiéme par
[~ mod p**, ! étant 'un des p**~'(p— 1) nombres premiers a p
et < p*;

2° Addition, & I'une quelconque des « — 1 premiéres colonnes, de la
«“™ colonne, multipliée par un des p**~* multiples de p moindres
que p¥=;

3° Addition, 4 I'une des n — « colonnes suivantes, de la «"™ colonne,
multipliée par un nombre quelconque < p*~;

4° Addition & P'une quelconque des # — 1 lignes du déterminant,

autre que la premiére, de celle-ci, multipliée par un nombre quel-
conque moindre que p*.

Chaque systéme ainsi formé contiendra

{){L—-)..~l (p — [)P(u~).,-l) (&—1}4(—h,) (R—=R)+ (L~ 1) (—1) — ,,(p.—).,) (2n-1)—2 (p— 1)

solutions évidemment distinctes, parmi lesquelles une solution réduite,
dans laquelle r , est égal & 1, les autres éléments de la premiére ligne
étant nuls, ainsi que ceux de la " colonne. Dans cette solution ré-
duite, le déterminant sera le produit de I'unité par un déterminant
d’ordre n — 1, ayant ¢évidemment pour exposants caractéristiques
A —Ayy ooy A—A,. Le nombre des réduites distinctes sera celui
des déterminants A de ce genre qui sont congrus & c¢p** mod p*-,
soit [r—1, A, — Xy, ooy A=A, cp™, u—24,]. Chacune d’elles
représentant un systéme de p#*-*)@"--2 (p — 1)'solutions, on aura

Ny= p=W0a-0=0(p ) [n —1, ly—1Dy, ...y k= Ay, P~ Hy p — 1],
et en faisant la sommation par rapport a z,

[72, 05 2g— Ay o ey A—2y, cp*~Hyy p — 1]
X=n

:E Na=pB-t)a=t=n(pr 1) | p — 1,y — Dy eeey h— Ay epthy p—2, 1.

a=1
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Substituons cetle valeur dans la formule (3); celle-ci devient
6) [nyhyy.eey &y cptyp]=(p*—1) plan—DB+tn(n=1)—~(an—10),—n
X[ =1, A= Dy eesy ey — Ayy cp* 1y p— 1]

Par l'application réitérée de cette formule de réduction, on ramé-
nera de méme le calcul de

[2—1, da—dgy ooy hpry— 2pa cp*11. p—12,]
i celuide

..........................................

et enfin a celui de
[l N Cpk')'n—n, - )~n-l]

qui est évidemment ¢gal & I'unité, car la congruence

a = cp’tnrmod pt—a.,
n'a qu’une solution.
Le résultat final sera évidemment de la forme

[y 2 day ooy by € ] = (p" — 1) (PP — 1) (P2 — 1) P,

p élant une fonction linéaire de p, X, ..., A,_, qu’il est ais¢ de cal-
culer.

Le terme constant dans cctte fonction sera

n(n—+r)
2

—n—(n—1)—...—2=1
Le coefficient de w sera
(2rn—1)+(2n—3)+...+3=nt—1.

Celui de 4, proviendra exclusivement des deux premiéres réduc-
‘tions : il est égal &

n(in—1)—(2n—1)—[(n—1)(n—12)— (2 —3)] — (2~ —3)=—1.

Ceux de A, ..., A,_, s’en déduiraient en changeant n en n —1,
n — 2, .... Ils sont donc aussi égaux & — 1.
Enfin 4,_, n’apparait que dans la derniére réduction avec le coeffi-
cient ‘
2(2—1)—(2.2—1)=—1.
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On aura donc

p=1— "——L(n:—' z +(nt—n)p— (A + A+ o hyy)
et, par suite,
l_,,'_’_'i:_‘_'-;.-n’—l@ . N .
() Fo(r.cpt, pr)y=(p"—1)...(p*—1)p  ° Dp ety

la sommation s’étendant a tous les systémes de valeurs de A,, ...,
A, ., qui satisfont aux inégalités

MZheZ.oi Zha T

Ce résultat est indépendant de ¢, comme il était ais¢ de le prévoir.
[l resterait a calculer la somme

N P-‘)"+"'+;"'—')'

SiAestnul, A, ..., A,_, le scront ¢galement, et la somme se réduit
a un seul terme, égal a I'unite.

Si A =1, un certain nombre des quantités A,, ... pourront étre
nulles, les suivantes étant égales & 1. Sil est le nombre de ces der-
ni¢res, on aura un terme égal a p~*; la somme cherchée sera donc

~nt
(— P

pT—

Na-1
-y P

Si A est plus grand que 1 la somme contiendra un nombre considé-
rable de termes, dont beaucoup seront semblables. Mais on peut la
transformer comme il suit :

Débarrassons-nous d’abord des puissances négatives de p en

posant
by ko . e Tl = b — Zp_y.

1l viendra
EI)--f).|+... vl ) — I)—'i"—“\} :/)117...4-1,,_ .

avec les conditions

DR P M - T

Or, si nous désignons par m un entier quelconque, on aura

l)"'(%...'*'” —
pm_ i
Journ. de Math. (4 série), tome VII. — Fasc. IV, 1gi1. :)[l

(8) zgk-. l)m:n — =Cn Pma‘_, + ({"”
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en posant pour abréger

g p—
P d —_—1

, =L
pm—1 " pm—1

[1F—

On aura de méme
2 pmti=c, p™ +d,.

Multiplions la formule (8) par p****-' et sommons par rapport
a o;. 1l viendra

npa,+...+-u,__,+ma, — c,,.2p°"|+“"“(”‘+"°‘l—- -+ d,,.z p‘r‘"--*'“km..

L’application répétée de cette formule de réduction donnera succes-
sivement
Bpa,-f-...-f-a,._, = ¢ zpa,+...+la,,_, +d, Ep“r‘“m"‘%_.
= ¢Cy I pltettms 4 ¢y dy 3 pHrite O,
+d,c . 3 pa,+...+za,_., + dl d,z pa,+...+a”_,

.....................................

On arrivera finalement & une somme de 2"—' termes dont chacun

sera de la forme
B p”‘,

[ étant l'un des entiers o, 1, ..., A -— 1 ct B un produit de » -- 1 fac-
teurs des espéces c el d, et jouissant des propri¢tés suivantes :

Chaque facteur d,, (s'il n’est pas le dernier) est suivi dans B par
'un des deux facteurs ¢, ou d, ; et chaque facteur c,, (s'il n'est pas le
dernier) estsuivi de ¢,,,, ou de d,,.

Si le dernier facteur de B est un d, [ sera nul, et B sera un produit
de facteurs successifs ayant chacun I'une des formes suivantes :

(9) dy, (cd,), (c,cydy),

Soient k,, k,, £;, ... les nombres de facteurs de ces diverses sortes;
on aura

(lo) n—‘l:k|+3k2+3k3+-...

D'ailleurs, en permutant ces facteurs, on obtiendra 7—52—,_-/\—'7)—!—
Ve RgeAge o .

termes semblables, dont chacun sera égal a

&.+:ik;+...+‘-'—'—v-:'-)lv+...

: . G A P
dir(cidy)oa(cycady)hs . =(—n)firhar (p—FFEr = (pT— e




NOMBRE DES SOLUTIONS DE LA CONGRUENCE |@;|=AmodM. 415
L’ensemble des termes de la somme ot /=0 sera donc la somme

Kky+ 3Kyt

. (r=1)! P
2 (—1)kther Kl kyl... (p— DFFhr (pt—nk+o

V{Vy—1
‘—’—’m-...

étendue a toutes les valeurs de £,, k,, ... qui satisfont & la condi-
tion (10). Cette somme est une fonction de » — 1, que nous désigne-
rons par S, _,.
Considérons maintenant un terme Bp® ou ! soit différent de zéro.
Les ! derniers facteurs de B seront nécessairement c, c, . .. ¢.
Les n — 1 — [ facteurs précédents pourront étre groupés en facteurs
des formes (g). La somme 8/, _, des coefficients des termes en p* sera

n-1
donc

t+n
p 2
(p—1)...(p'—1)

(] —_ 0
C,C,...C,S,,_T,_,— Sn_’_/‘

Les coefficients S;_, étant ainsi définis, on aura

l=n—1

Zp-—(},+...+)‘,,_,) =p—-(n—l))2 Pttty — p(r=1)k 2 st_, p™.

=0

Nous avons dans tout ce qui précéde cherché & déterminer le
nombre (%, A, p*) des solutions de la congruence

| @ik | = A mod p#,

en supposant que A = cp* est différent de zéro.

Si A ¢tait nul, la méthode que nous avons suivie exigerait quelques
modifications, pour tenir compte des solutions dans lesquelles tous les
coefficients de la premiére ligne seraient nuls soit dans le déterminant
primitif, soit dans P'un des déterminants successifs d’ordre »— 1,
n — 2, ... auxquels conduit la méthode de réduction. (Ces solutions
n’existent pas si le déterminant n’est pas nul.)

Au lieu de reprendre les calculs, il est plus simple de déterminer le
nombre 3 (r, 0, p*) par différence, en remarquant que le nombre total
des hypothéses possibles sur les valeurs des éléments a;; étant p™,

on doit avoir
A=pht—1

Y (n A, pr)=pr,

A=V
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d’oli

(1) Ko (n, o, p¥)y=pm¢ _.2 2% (n, L‘,f", ),

e

ou ¢ parcourt la suite des p* >~'(p — 1) nombres premiers a p et
moindres que p* %, et A la suite des nombres o, 1, ..., u — 1.

l.a sommation par rapport & «est immédiate, car nous avons vu
que % (n, cp*, p*) est indépendant de c. On aura donc

I (ny ept, pr) = pt—r o (p—1 \' Io(n. cpt, pt).
PP / P P

€. 2

Substituant dans (1 1) ct remplacant 3t (n, ¢ p*, p*) par sa valeur (7)
il vient : ,
RALEAL

I6(n, o, p¥) ':p""‘[' ~(pr=1).(p—1)p ? Sp""-*-~+‘-~---+"~>'|.

la sommation étant étendue i toutes les valeurs de 2,, ..., & qui satis-
font aux relations
oZhT. T hIp—1.
Cette somme, dont la forme est Loute semblable & celle de lasomme
Ip~ e+l tudiée plus haut, est susceptible de la méme transfor-
mation.



