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Contribution ¢ 1’Etude thermomécanique des tiges

et des plaques;

Par M. Tn. ANNYCRE.

INTRODUCTION.

1. Les théories classiques de 1'élasticité et de la propagation de la
chaleur dans les solides, telles qu’elles furent édifiées respectivement
par leurs auteurs, n'offrent aucun point de pénétration réciproque.
La premiére, en effet, suppose la température des corps uniforme et
invariable, et ne peut atteindre, par conséquent, les déformations que
provoquent des écarts sensibles de celle-ci; la seconde ne se préoccupe
pas des modifications apportées & la température par les dégagements
ou absorptions de chaleur qu’engentdrent les déformations du milien,
que ces déformations soient d’origine thermique ou mécanique.

Pour I’étude des phénoménes thermomécaniques des solides, la
soudure entre ces deux théories était indispensable : il fallait, en pre-
mier lieu, compléter les équations de I'élasticité, de fagon qu’elles ren-
dissent compte des déformations thermiques; en second lieu, reprendre
Pétablissement de 'équation indéfinie de la température, en tenant
compte des déformations du milieu.

2. Duhamel tenta cet essai vers I'année 1835. Ses résultats, qui
Journ. de Math. (6 série), tome VIL. — Fasc. I, sgu1. 32
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furent établis dans le cas particulier d'une contexture isotrope a I'tat
naturel (et de I'hypothése ancienne A =p.), en essayant notamment
d’appliquer aux solides la distinction des deux caloriques spécifiques
a volume conslant et & pression constante, bien connue dés lors pour
les gaz, se trouvent insérés dans deux Mémoires intitulés, 'un :
Mémoire sur le calcul des actions moléculaires développées par les
changements de température dans les corps solides (Recueil des
Savants étrangers, de I’ Académie des Sciences de Paris, t. V);
lautre : Mémoire sur les phénoménes thermomécaniques (Journal
de UEcole Polytechnigue, XX Ve Cahier).

3. M. Boussinesq reprit ensuite les recherches de Duhamel d’une
maniére plus simple et plus rationnelle, en faisant appel aux principes
fondamentaux de la Thermodynamique.

Aprés avoir établi I'expression générale du potentiel d’élasticité, en
tenant compte, 4 la fois, et des déformations élastiques résultant de
I'action des forces extérieures, et des déformations thermiques engen-
drées par les variations de température, M. Boussinesq démontre,
d’abord, qu'a une premiére approximation, on peut raisonner comme
si les changements modérés de température n'amenaient pas de chan-
gements de pression et réciproquement (c’est d'ailleurs ce que prouve
'expérience journaliére); ensuite, qu'a une seconde approximation
il faut, d’une part, compléter les équations générales de I’¢lasticité
par I'addition de nouveaux termes, qui s'interprétent aisément lors-
qu’on attribue a la température le role d’une pression superficielle et,
a ses dérivees dans 'espace, le role de forces extérieures appliquées a
chaque élément de volume; d’autre part, ajouter a I'équation indéfinie
des températures, des termes analogues a ceux qu’introduirait !exis-
tence d’une source intérieure fictive, traduisant la conversion du tra-
vail des déformations en chaleur.

Ces résultats, résumés dans une [Note importante qui termine la
XXXIVe Lecon de sa Théorie analytique de la chaleur, ont été
démontrés d’une facon détaillée par M. Boussinesq dans son cours ce
la Sorbonne en I'année 1909.

4. Entrant dans la voie des recherches inaugurées par Duhamel et
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par M. Boussinesq, M. L. Roy, dans une trés intéressante Thése sou-
tenue le 26 mai 1910 devant la Faculté des Sciences de Paris, déve-
loppe la théorie des phénoménes thermomécaniques des solides en
suivant les méthodes de U Energétique. Au lieu de se borner, comme
l'ont fait ses devanciers, aux corps notablement étendus en toutes
dimensions, il aborde également le cas des tiges et des plaques homo.
génes et isotropes; il établit pour ces différents milieux les équations
de la température, celles du mouvement tangentiel et transversal, et
détermine, & une deuxiéme approximation, la vitesse du son dans les
corps solides, en étendant a ceux-ci I'hypothése d’adiabatie, reconnue
légitime pour les gaz; la thése s’achéve par I'application des théories
exposées au probléme des vibrations d’origine calorifique, qui accom—
pagnent le refroidissement d’une tige libre a ses deux bouts, unifor-
mément chauflée 4 I'instant initial, se refroidissant par rayonnement
sur toute sa longueur et par contact & ses extrémités.

3. Le but du présent travail est de reprendre, en se placant au point
de vue thermomécanique, I'étude des tiges et des plaques traitée par
M. Boussinesq dans deux remarquables Mémoires insérés au Journal
de Mathématiques pures et appliquées, 'un en 1871, I'autre en
1879, et dans lesquels sont démontrés en toute rigueur les principes
que les ingénieurs mettent a la base de leurs théories sur la Résistance
des matériaux.

Cette Thése comprend deux Parties. Dans la premiére, qui concerne
les tiges, nous tenons compte, d’abord, de U'hétérogénéité des fibres
qui sont souvent, prés de I'axe, constituées autrement qu'au voisinage
de la surface; la seule hypothése que nous faisons sur leur constitution
est la symétrie de contexture par rapport aux sections normales ; notre
point de vue est donc plus général que celui de M. L. Roy et atteint,
par exemple, I'étude thermomécanique des corps laminés et des poutres
en bois qui ne peuvent entrer dans la catégorie des corps homogénes
et isotropes; ensuite, sans recourir aux principes de I'Energétique,
mais en admettant qu’il existe, & toutes les températures considérées,
un é/at naturel pour chaque trongon de la tige pris isolément, nous
démontrons, tout intuitivement d’ailleurs, qu'a part certaines régions
exceplionnelles, on peut admettre, & une premiére approximation,
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V'uniformité de la température dans toute 1'étendue d’un trongon
quelconque et lui appliquer, par conséquent, d !’instant {, les équa-
tions ordinaires de I'élasticité, 4 condition toutefois de compter les
déplacements et les déformations & partir de Uétat naturel relatif a
la température 0 correspondante.

Cela posé, nous introduisons explicitement latempérature dans nos
équations en prenant, comme terme de comparaison, non plus I’état
naturel relatif & une température 6 guelconque, mais celui qui corres-
pond & la température spéciale §H = o. Dés lors, nous établissons que
la température influe toujours sur I’effort d’extension ou de compres-
sion ; que les moments de flexion et les efforts tranchants dépendent
de celle-ci dans le cas seulement ot les propriétés thermiques des fibres
longitudinales sont variables; que le couple de torsion en est indé-
pendant : et nous arrivons ensuite 4 des conclusions analogues pour
les vibrations longitudinales, transversales et tournantes.

L’exposé de cette premiére Partie se termine par I'étude des dépla-
cements vibratoires longitudinaux d’une tige isotrope, a bouts fixes
et imperméables a la chaleur, dont les deux moitiés, aprés avoir été
initialement, I'une, chauffée, I'autre, refroidie, se remettent peu a peu
en équilibre thermique entre elles et avec 'atmosphére ambiante main-
tenue & la température zéro. A ce sujet, nous montrons qu'une simple
dérivation des résultats de notre probléme permet de déduire ceux du
probléme posé par M. L. Roy. Enfin, 4 'aide d’applications numé-
riques appropriées, nous discutons les phases du phénoméne de refroi-
dissement, en insistant particuliérement sur les conditions requises
pour que les vibrations, d’origine calorifique, puissent donner lieu a
un son perceptible.

Dans une seconde Partie, nous élendons la méthode intuitive qui
nous a servi pour les tiges, aux plaques élastiques planes, toujours
dans de larges hypothéses d’hétérotropie et d’hétérogénéité de la ma-
tiére suivant les petites dimensions du corps, c'est-a-dire, ici, suivant
I’épaisseur, mais en y admettant encore I'existence d’un état naturel
des trongons a toutes les températures. Nous retrouvons notamment,
comme résultats particuliers, tant pour les déplacements tangentiels
que pour les déplacements transversaux, des lois que M. L. Roy avait
d, méme en se bornant aux plaques homogénes et isotropes, deman-
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der au calcul des variations et & d’hypothétiques développements en
série censés trés rapidement convergents, dus a Poisson, mais qui ne
s'appliqueraient peut-étre pas facilement a des plaques d’une con-
texture moins spéciale.

6. Clest sous P'influence de Penseignement de M. Boussinesq que
j'ai entrepris ce travail et je dois beaucoup a ses encouragements et a
ses conseils trés bienveillants; qu’il daigne recevoir ici expression de
ma profonde reconnaissance.



PREMIERE PARTIE.

LES TIGES.

I. — Préliminaires.

1. M. Boussinesq pose a la base de son étude sur les tiges, outre les
équations générales de I'élasticité, le principe essentiel que nous énon-
cerons de la maniére suivante : Pour toutes les petites déformations
d’une particule élastique, s’effectuant & température constante et
comptées a partir de I’état nalurel ou sans tension relatif 4 cette tem-
pérature, le travail de déformation est essenticllement positif; dans
le cas ou il existe un potentiel d’élasticité, le travail de déformation
est mesuré par la variation de ce potentiel.

A Taide de ce principe, M. Boussinesq ¢tablit, par I'application des
propriétés des formes quadratiques, pour toute tige admettant comme
plan de symétrie de contexture une section transversale quelconque,
la quasi-nullité des actions mutuelles des fibres longitudinales dans les
sens transversaux; il déduit ensuite les formules qui donnent, & unc
premiére approximation, 'effort d’ecxtension ou de compression, le
moment de lorsion, les couples de flexion et les efforts tranchants.

Tous ces résultats sont d'ailleurs démontrés par lai, méme pour le
cas ol il n’existerait pas de potentiel d’élasticité, c’est-a-dire pour le
cas ol les six composantes usuelles des pressions ne seraient pas les
dérivées partielles d’'une méme fonction ¢ ® par rapport aux six défor-
mations simples correspondantes. Mais, depuis, la certitude de I'exis-
tence de ce potentiel est devenue si compléte, etil en résulte une
simplification telle des théories, que nous n’hésiterons pas a 'admettre
dans tout ce qui suit et & profiter des réductions de formules qu’elle
permet.

2. Reprenantdonc, dans cet esprit, 'étude de M. Boussinesq, cher-
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chons les modifications qui doivent y étreapportées lorsqu’on se place
au point de vue thermomécanique, c’est-a-dire lorsqu’on tient compte
des petites déformations des solides que provoquent d’assez larges
variations de température.

Soit une tige mince et allongée, de section constante ou variant
graduellement d'une extrémité a I’autre, homogéne ou composée d’une
matiére dont la nature peut changer (méme brusquement) dans les
sens transversaux; nous admettrons cependant la symétrie de con-
texture par rapport aux sections normales, hypothése qui, d’ailleurs,
se trouve presque toujours vérifiée dans la pratique.

Concevons-la divisée en troncons sensiblement prismatiques, dont
chacun, limité par la surface méme du corps et par deux plans paral-
léles menés normalement a la ligne moyenne, ait ses trois dimensions
comparables entre elles.

Abstraction faite des perturbations locales résultant ou de I'intro-
duction de sources de chaleur ou de I'application de forces exception-
nellement grandes, deux tron¢ons voisins d’une région quelconque de
la tige peuvent &tre considérés comme étant dans des conditions phy-
siques a fort peu prés identiques; par suite, on est amené a suppo-
ser, d une premiére approximation, que les variables qui définissent
I’état physique d’un trongon, c’est-a-dire les six déformations élémen-
taires (9, 2) et la température 0, conservent les mémes valeurs tout le
long d'une perpendiculaire aux bases du troncon, les variations de ces
quantités ou, tout au moins, des six (d,g) pouvant d’ailleurs étre
beaucoup plus considérables dans les sens transversaux. Ajoutons
qu'en raison de la trés grande conductibilité de la matiére qui consti-
tue la tige, comparée a celle de I'atmosphére ambiante, la température
est également uniforme dans |'étendue de chaque section normale, et
nous arrivons a conclure qu'en tous les points d’un trongon quel-
conque (supposé isolé) la température est la méme.

3. Il résulte donc de cette analyse préliminaire que, & une pre-
miére approximation, nous aurons le droit d’appliquer au jprobléme
de I'équilibre et du mouvement d’un troncon de tige a U'instant t, les
équations ordinaires de I'élasticité qui supposent, comme on sait, la
température uniforme et invariable, mais en comptant les déplace-
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ments et les déformations & partir de I’état naturel relatif 4 a la tem-
pérature 0 effective.

II. — Equations de I’4quilibre ou du mouvement d’un trongon quel-
conque supposé parfaitement homogéne dans le sens de la longueur
et soustrait 4 toute action extérieure s’exercgant sur sa masse et sa
surface latérale.

1. Soit un trongon quelconque de la tige, considéré primitivement
al'état naturel relatif & la température 0 (nous désignons par 6 la tem-
pérature & l'inslant £); puis dans cet état primitif choisissons, comme
origine d’axes locaux de coordonnées, le centre de gravité de I'une des
bases, centre déterminé en attribuant a chaque élément do de celle-ci
une masse fictive égale au produit de cet élément do par le coefficient
d’élasticité E de la fibre qui y passe; pour axe des i, la tangente a la
fibre moyenne ; pour axes Oy et Oz, deux fibres rectangulaires coin-
cidant avec les axes principaux d’inertie de la base en question ; enfin
appelons a I'angle que fait avec Oy la normale extérieure & un élé-
ment du contour limitant la section. }

Les actions extérieures directement appliquées & la masse du tron-
con (y compris l'inertie dans le cas du mouvement) et celles qui
s'exercent sur la surface latérale, sont trés peu de chose par rapport 2
I'ensemble des forces qui agissent sur le reste du corps et qui donnent
lieu aux réactions intérieures (N, T); nous aurons donc, sous I'action
de celles-ci, comme équations de I’équilibre et du mouvement d'un
troncon de tige,

!'dN, dT; dT.
dr + ?13,- -+ -TI:.— =0,

VdT. aN, dT,
@ Tl T &
dT dT dN.
=t T E

(n ) =o,

= o,

les conditions spéciales au contour étant

(2) T.cosa+ T,sina=o0, N,cosa—+ Tpsina=o, T_,,cosoc—+—N,_»sinat=o.

(') Nous indiguerons par des d italiques les dérivées, mémes partielles, pour
éviter toute confusion avec les d désignant les dilatations linéaires.
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2. 1l convient de remarquer que les équations (1) et (2) sont les
seules nécessaires au probléme si la tige est homogéne ou du moins
faite d’'une matiére dont la densité varie graduellement dans les sens
ransversaux ; au contraire, dans le cas d'une variation brusque de
densité dans les sens des y 5, comme il arriverait s'il s’agissait d’une
tige formée de plusieurs prismes de constitution entiérement différente
accolés sur toute leur longueur, il faudrait, par voie de continuité et
eu égard au principe d'égalité de I'action et de la réaction, ajouter aux
équations (1) et (2) deux relations complémentaires exprimant :
'une, I'égalité des déplacements &, ), { de part et d’autre de chaque
é¢lément de la surface de séparation de ces prismes; l'autre, ’égalité
deux i deux, avec signes contraires, des pressions appliquées aux deux
faces de I'élément superficiel considéré.

3. Evaluons les déformations élémentaires (9, g) en fonction des
réactions intérieures (N, T).
On sait que le potentiel d’élasticité, rapporté i 'unité de volume,

d’une particule élastique quelconque, a le double de sa valeur pd
définie par I'expression

(3) 20® =N;@;+ N, 0y + N.0: + To g+ Ty gy + Ty

C’est une forme quadratique par rapport aux six déformations (9, )
qui renfermera le plus généralement vingt et un coefficients spécifiques
différents.

Pour le présent probléme, étant donnée la symétrie de contexture
relativement au plan des yz, le potentiel ;@ sera la somme de deux
formes quadratiques distinctes, I'ane en (9, d,, d;, ), 'autre en
(&> 82)-

Rappelons que les déformations (4, g) dont il s'agit sont comptées
a partir de Uétat naturel correspondant ¢ la température 0 et sont
liées aux déplacements &, v, {, comptés & partir du méme état pri-
mitif, par les équations suivantes :

_dE __dn _da
PR = =g
3
_d;  dn . — dy L, _dn d
E=HTEHm OTHETW ST &ty

Journ. de Math. (6* série), tome VII. — Fasc. III, 1911, 33
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La théorie générale de I'élasticité apprend également que, lorsqu’il
existe un potentiel p®, comme nous 'admettons ici, les six pressions
(ou plutét tensions) déformatrices sont données par -

d(p®)
d( 0;‘.‘ d.\'? ‘):3 g.t"g.)': é’:)

(5) (erNy\ N:,s T.rQ-T)'v T:) =

Et si, a I'inverse, on exprime g® au moyen des six pressions N, T,
ce qui fait de ce potentiel un polynome homogéne du second degré en
(No» NN, T, T,, T.), il vient, comme on le sait également et
comme il est démontré au paragraphe Il du premier Mémoire cité de

M. Boussinesq (de 1871),

d(p®)
d(N,. N, N_, T, T,, T.)

(3 bis) (02 05y 02y 82 Eyr &:) =

Donc, dans le cas présent ot la fonction @ se dédouble cn deux
parties, essentiellement positives, contenant, I'une, N, N,, N.; T,
l'autre, T, et T, nous aurons, ‘pour cxprimer les déformations par
les pressions, six relations de la forme

0 =A(Ne— PN, —B'N;—5'T,),

d,.=—B8AN; + 3 termesen N,, N; T,.
(6) . ) d; ==~ 5'AN;+ 3 termes en N,, N;, T,
re=—3"AN,+ 3 termesen N,, N, T,

&z
&y=GT,+ lT,
o::_llT)-+G f;.

1l est clair en effet que I'existence du potenticl 3@ entraine I'égalité,
deux & deux, des coefficients affectant soit N, N, T, dans 9,5 soit N,
dans 9,, 9, g.; soit enfin T dans g, et T, dans s

D’ailleurs les coeflicients spec:ﬁques, tant ceux dont il vient d'ére
parlé que les autres, ne dépendront pas de 0 : car leurs pemes varia-
tions dues aux élévations modérées de la température n’ajouteraient,
une fois multipliées par les (N, T), que des termes du'second ordre;.
de plus, vu 'homogénéité de la matiére le long d'une perpendiculaire
aux bases du troncon, ccs coefficients seront tous indépendants de x,
mais varierbnt généralement dans les sens des ys; enfin, nous admet-
trons ’hypothése suivante, essenticlle pour la simplification de cer-
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tains raisonnements dans la suite, en vertu de laquelle les coefficients
B, B, B” soni constants : cela revient 4 supposer qu’il s’agit d’une tige
dontles fibres, si on lesisolait de maniérea avoir N, l\-__T =0, éprou-
veraient d'égales déformations latérales (9y, 0., g.)= —0.(B, &, £")s
sous Deffet de tractions produisant sur toutes une méme dllatatmn
longitudinale ¢, .

III. — Démonstration de la nullité de T, N, N,.

1. Nous avons vu que. 4 une premiére approximation, on peut
admettre les égalités ;—- (9, £)=o0, exprimant, pour chaque troncon,

luniformité de I'état physique en tous les points d’une paralléle a
I'axe des «. 1 suffira toutefois, pour établir notre proposition, de par-
tir des hypothéses suivantes fort approchées, quand elles ne sont pas
rigoureuses, en tout cas plus larges que ne serait la supposmon de
nullité de toutes les dérivées du premier ordre en , a savoir

' 74
(7) dx*(d” 0)").-10-:)—0 ;&‘(3»5’:):0-

Le second groupe des équations (7) s’écrit encore, en remplacant
&1 & par leurs valeurs (4) et en tenant compte de ce que % = dg,

dq_ do,  dT_ do,

(8) T @ AR

Remarquons que les premiers membres des équations (8) sont coz-
tinus dans la section o, méme s'il s’agit d’une tige constituée par des
prismes accolés; car les déplacements 7, { étant égaux, 4 moins de
rupture, de part ct d’autre de la surface de séparation de ces prismes,
il en est de méme de leurs dérivées en .

2. Cela posé, dérivons par rapport & y la premiére des équations (8),
par rapport a s la seconde, les résultats obtenus pour les premiers

membres sont respectivement —— ‘So;’ et (id, ; puis,inversement, dérivons

I'une par rapport & 3, I'autre par rapport & y, les premiers membres

el . L r l d’gx i |4
ainsi dérivés ont pour valeur commune -—=. Il en résulte donc, vu
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le premier groupe des équations (7), que les dérivées des termes
dn d% - )
pr il soit par rapport a y, soit par rapport & 3, sont nulles, ou

que ces termes ne varient pas dans les sens transversaux.

Soient n, et {, (*) les déplacements transversaux du centre de gra-
vité: O de la section o. Nous pouvons remplacer par a:r, et ‘:“ les
premiers membres des équations (8); celles-ci, multipliées, la pre-
miére par dy, la seconde par dz, puis ajoutées et intégrées, donnent,
en désignant par J, la dilatation longitudinale de la fibre moyenne au
point considére,

d*n, _d:;o

(9) 0r=00o—y—3 — 53

La formule (9) nous apprend que les dilatations a, des fibres lon-
gitudinales varient linéairement dans les sens transversauz.

3. Passons maintenant aux deux derniéres équations du systéme (1).
Celles-ci deviennent, en remarquant que, eu égard aux égalités (G),

les conditions ;; (gy» 8:) = o équivalent a poser d% (T,,T;)=o0,

dN,  dT, dT. _dN.

(10) W_*- s~ % dy—*”%:

Multiplions-les respectivement par Vdyds, Wdydz, V et W dé-
signant deux fonctions continues quelconques de y, z, puis ajoutons et
intégrons dans toute 'étendue s d’une section transversale. 1l vient

(11) ffl (dl\ )+W<‘§I;’+(fz )]d; ds =o.

Or, on a identiquement

‘dNy = aT, rl\ dvV
v(-&?+ d:)-- 7 V) +d (\To) =N — T
dW . AW

dT, | dN.\
w(---;-——)_;,;(wn)a—

o @ s (WN:) — T7" @

(*) On affectera de I'indice o tout ce qui se rapporte a la fibre moyenne ou
centrale du troncon.



ETUDE THERMOMECANIQUE DES TIGES ET DES PLAQUES. 253

Substituant ces valeurs dans l'intégrale (11), nous pouvons, par
application de la formule de Green-Stokes('), transformer les termes
cxactement intégrables une fois en des intégrales curvilignes étendues
au contour s qui limite la section o, et écrire, par conséquent, pour
I’ensemble des termes considérés,

(12) [[\'(Ny cosax + T, sinat) + W(T,cosa + N:sina)] ds.

La formule (12) établiesans difficulté lorsque la tige est Aomogéne,
les fonctions N,, N;, T, étant alors continues dans toute la section o,
subsiste, méme s'il s’agit d'une tige constituée par des prismes de
nature différente accolés sur leur longueur, quoiqu'il y ait, dans ce
cas, discontinuilé i la surface de séparation des prismes pour les ten-
sions N\, N;, T,. Notons que, dans cette derniére hypothése, il faut,
pour arriver au résultat, diviser d’abord la section ¢ en autant de ré-
gions partielles qu’il y a de prismes accolés; puis, les variations de
Ny, N;, T, étant continues a 'intérieur de chacune d’elles, leur appli-
quer successivement la formule de Green-Stokes.

L’addition de ces intégrales curvilignes partielles nous conduit 4 la
formule (12); car les deux éléments d’intégrale relatifs & un méme
arc ds’ contigu 4 deux régions sont égaux et contraires, vu les hypo-
théses spéciales aux surfaces de séparation énoncées plus haut et &
cause de la continuité supposée de V et W. :

En raison des deux derniéres conditions (2) spéciales au contour,
il est clair que I'intégrale (12) est nulle, et la relation (11) devient

, av . AW av  dW\7,
(13) fl[NyTJ'-+N;7; +Tx(??+ -‘F)]dd'—o.

Posons successivement dans cette derniére égalité
1° W=0 e V- =y, =3, =2 =yz =3

2° V=0 e W=s =y, =3 =3y, =,

Nous obtenons neuf relations distinctes qui peuvent se condenser

(*) Ou plutot de Lagrange.
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en une seule formule symbolique
(14) [ [N Ny T 01,21 do =,
; )

Posons encore V=19, W=~{. On déduit de I'égalité (13), en se

d d . .
rappelant que T; =9,» % = d;» %ﬂ; + d_f' = g, |'expression suivante :

(13) ff(N,-dy+ N.0:+ T, z)doe —o.
)

4. Il nous reste 4 démontrer que I'équation(15 ) entraine, avec (14),
la nullité des composantes transversales T,, N\, N,.

Nous avons vu que, pour le probléme qui nous occupe, le potentiel
d’élasticité p® était l]a somme de deux formes quadratiques distinctes,
essentiellement positives, 'une contenant N, \,, N, T,; lautre,
T,, T.. On sait, d’autre part, que toute forme quadratique, essenticl-
lement positive, peut étre ramence a une somme de carrés de formes
linéaires indépendantes, les coefficients de ces divers carrés étant tous
posttifs.

Cela posé, occupons-nous de la premiére de ces formes, dont le

double est
N_td:‘,' Nydy"‘ N:d;"‘ ng_r.

Aprés y avoir remplacé les g, d,, 9., 2, par leurs valeurs tirées
de (6), développons-la en appliquant la iné¢thode connue de réduction
des formes quadratiques. Le premier terme du développement sera
A(N,—BN,—f'N,—@'T,)

On retranchera ensuite de la partie restante de la forme quadratique
le terme A(B N, +@'N,+8"T.)? puis par un procédé analogue, on
obtiendra le carré d’une forme linéaire ne contenant plus que N,, N,
T,, et ainsi de suite, le nombre de variables dans chaque carré dimi-
nuant toujours d’une unité.

En résumé, nous pourrons écrire

Nods+ Nydy+ Nyd+ Toga= A(No— BN, — B'N;— B*T,)*
+b(Ny+7N=+7l x)"*"c(N:“"?' ,)’-i—dT},

formule dans laquelle les coefficients A, b, ¢, d sont positifs.
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Or on sait que
92=A(N; — BN, —B'N,— B'T,).
Par suite, le premier terme du développement s’écrira encore
92(Ng— BNy —B'N.— 3'T,;)  oubien  Ngdz— dg(BN,+ 5 N;+3"T,).

Nous arrivons donc finalement a 'expression de N, d, + N.d. + T, g,
que nous cherchons :

Nydy+ N30+ Tego=b(Ny+ yN. + ¢ T2 )+ c(N:+ 7' T2)*+ d T3,
: — 0x(BNy+ 5'N.+ 3'T,). '

Dés lors, si l'on effectue l'intégrale
[ 1IN0 N0+ Tug) de.
J Ve
on. gonstate aisément qﬁe le terme
[ [ 08N, + IV + BTy do
J o

est nul identiquement.
En effet, d’'une part, les coefficients 8, ', " étant constants
peuvent sortir du signe somme; d'autre part, les trois intégrales

f f 2. (N,, N, T,) da sont nulles, vu les formules (g) et (14).

Nous aurons donc, comme expression du premier membre de
I'équation (13), une intégrale double dans laquelle I'élément diffé-
rentiel sera la somme de trois carrés dont les cocefficients respectifs b,
¢, d sont positifs. Cette intégrale, devant étre nulle, ne pourra I’étre
que si chaque carré, pris isolément, s’annule : ce qui entraine

T,=o. N:=o. Ny=o.

Le résultat fondamental que nous venons d'établir en suivant I'élé-
gante méthode de M. Boussinesq, mars spécifiée et simplifice pour
le cas ou existe le potentiel p®, s'interpréte de la maniére suivante :

Dans tout trengon supposé homogeéne dans le sens dé la longueur et
soustrait a toute action extérieure s’exercant sur sa masse et sa surface
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latérale, les composantes de la pression mutuclle de deux fibres
quelconques suivant les y et les 5 sont nulles.

IV. — Expression de 'effort d’extension, des couples de flexion
et de torsion, des efforts tranchants.

1. Les tensions N,, N, T, étant nulles, les formules (6) se simpli-
fient. La premicre devient

d No 5o
(]6) d_.,,: ;&Nx ou NI— - x——E(d. dct’ _:W)’

E désignant le coefficient d’élasticité d’une fibre longitudinale quel-
conque du trongon ; les trois suivantes s'écrivent de méme :

(7) g =-0u(8,8,8) on —(d—rGe 285 5,

d*n, d%,
O dx?’ dot
(16) et (17), d., a une signification physique connue; quant aux déri-

Parmi les trois quantités ¢ —» qui figurent dans les équations

d!
vées secondes T d = 7o ¢lles ne sont autres que les courbures que pré-

sente a 'origine, en projection sur deux plans rectangulaires des .y
et des 3, une ligne matérielle primitivement droite et tangente a la
fibre moyenne.

. Si maintenant on intégre le syst¢me d’équations (17) par rapport
ay et a s, il est facile de voir que la base o du trongon subit, par rap-
port & I'axe local des .z toujours supposé coincidant avec I'élément ds
de l'axe de la tige, et outre ses déformations transversales d,, d,, g
¢éprouvées dans son propre plan, pareilles pour toutes les sections ¢
du troncon (& une premiére approximation), une rotation d’ensemble
autour de cet axe Oz. La connaissance de cette rotation, jointe
a celle de 9,, d;, g, permettra donc de déterminer complétement,
du moins en projection sur le plan des ys, le mode de déformation
et de déplacement de la section transversale o considérée.

2. Cela posé, cherchons & sommer les composantes normales N,
qui s’exercent aux divers points d’une section g.
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ffN da—-jf[‘.(do ‘f;n,"—z%)da;

d:'n (l ¥ ] .
ou encore, d, dx:’ :" étant constants dans 'étendue d’'une section,

ffN (la_~()“ffl"d _d”‘“ffr: da-d"“ fE do.

- Or, I'origine des axes coincidant primitivement avec le centre de
gravité de la section défini, comme 'on sait, en attribuant & chaque
élément de celle-ci une masse fictive proportionnelle au coefficient
d’élasticité E de la fibre longitudinale qui y passe, les deux derniers
termes de I’expression précédente disparaissent, et il reste

ffN,dqz ""ffE de = E'a,,

en appelant E' le coefficient moyen d’élasticité des fibres longltu-
dinales.
En définitive, nous voyons que la réduction des forces N, donne :
1° Une résultante 3 = E'qd, appllquee au centre de gravxte, B
2° Un couple normal & la section o et qui equlvaut a I’ensemble’

des forces
. d? - dr
_E( d",“-{-.daf:)dc

Il vient

Ce couple se décompose en deux autres, perpendiculaires aux axes
Oy et Oz, dontles moments respectifs M, et M, comptés positivement
de Oz vers Os pour le premier, de Ox vers Oy pour le second, sont

din, 4% : d'n d*{,
_ffa( d*ny d:) da, M,:ff“n(ydx:_l_‘d:) o,
Or, les axes Oy et Oz coincidant primitivement avec les axes princi-
paux d’inertie de la section, ona

f Eys do = o.
¢

Par suite, les expressions de M, et de M_ se simplifient et deviennent,
Journ. de Math. (6¢ série), tome VII. — Fasc. III, 1gs. 34
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en introduisant les moments d’inertie principaux

E'I,:ffwda, El= ffsywq:
[ v -}

. , 4 d*n
(18) . M,=E I"?[;-:’ M.= E'I"'_dx:°

La force 3t = E'g9, qui produit la dilatation d, de la fibre moyenne
représente 'effort d’eriension au point considéré de 'axe de la tige;

. . e d*
les couples M,, M, qui donnent lieu respectivement aux courbures ‘-i?c,",

Mo

d’ § ] i
— sont appelés couples de flezion.

3. Passons i la composition des forces T, et T, appliquées en cha-
cun des points de la section 5. L’cnsemble de ces forces pourra se
ramener généralement a4 un couple situé dans le plan des ys et qui,

ayant pour effet de faire tourner la section dans son plan, sera le
~ couple de torsion, et & une résultante dont les composantes suivant
les y etles 5, 4, et &, seront désignées sous le nom d'efforts tran-
chants.

1° A une premiére approximation, les efforts tranchants §, et §.
sont nuls. — En effet, dans cette hypothése, on a

d

o o
-‘—ﬁ;(d,g)_o ou E(N’T =o;

donc la premiére équation du systéme (1) devient

dar, 4T, _
dy -+ s -

Multiplions I'équation précédente par Uds, U étant une fonction
continue quelconque de y, 5; et inlégrons les résultats dans toute
I'étendue de la section @, en remplacant toutefois

' dT. dT,
o(F+ %)
par

d d : dU dU
-Z;(UT,;) + (—E(U'l,) _ Tz-a:)j — T’d_:.

. Le procédé qui nous a servi & établir la formule (13) s’applique ici
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de méme et donne, vu la premiére équation du systéme (2),

1
f [(T. dU + T, t;U )da’:'o.

D’ou il vient, pour U =y,

f Teds =o0;
a. '
f/‘T,dc =o.

Il en résulte que les efforts tranchants g, %, étant définis par les

égalités
r,_ffT da, F.= /‘fT,‘dc,
. ]

sont nuls; ct la proposition est établie.
2° Par suite de la nullité des efforts tranchants, il ne subsiste,
comme résultat de la réduction des forces T,, T;, qu'un couple dont

le moment M, sera
M,:ff(y'r,.— ST,
T

Démontrons que M, est proportionnel a ’angle de iorsion 3 et au
carré de Uaire o de la section transversale.

En effet, deux sections primitivement normales et situées a une dis-
tance dx auront, dans la déformation, tourné, en projection, I'une
par rapport & I'autre, d’un petit angle d{ ou pdx, o désignant I'angle
de torsion rapporté & l'unité de longueur. Les deplacements transver-
saux correspondant & cette rotation élémentaire, les seuls qui soient

-différents (2 une premitre approximation) dans les deux sections &
consécutives, seront

(v9) dn=sd{=—3z¢9dz, di=ydb=yodr.

pohr U=53,

Donc les glissements g, g, deﬁms par les équations (4), seront, en
“fonction de § et de o,

g d:
(20) ] ,." d-+9), 2= =95

Supposons que l‘im le o soit donné ; il suffird, pour connattre o, &
1 b 9 &Sy ez
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et par suite T,, T;, de déterminer la fonction § en chaque point (y, 3)
de la section g.

A cct effet, on porte les expressions de T,, T. en fonction de g,,
g:, tirées de (6), dans les équations '

(21) %-&—%:0, T.cosa + Ty sina=o;

on substitue ensuite aux déformations 2, g. leurs valeurs (20), et, de

la sorte, on obtient le systéme permettant de déterminer £,

Cela posé, divisons par 9 les équations (21). Celles-ci ne renferme-
:; il s’ensuit que les valeurs de %,
]

celles de &, g, T,, T. aux divers points, ainsi que le moment

M,:ff(yT,.— 5T.)ds du couple résultant, sont simplement

ront d’autre inconnue que le rapport

proportionnclles a 3.

De méme, établissons la proportionnalité de M,. au carré de 5 : il
saffit, pour cela, de constater que les équations (20) et (21) ne cessent
pas d’étre satisfaites quand on y multiplic y, s, dy, ds par un rapport
constant de similitude a, pourvu qu’on multiplie en méme temps &
par a* g, g, T,y T. par a, et, en conséquence, le moment

M,:ff(y'l‘_,.-— sT,) do.
0

par la quantité a' proportionnelle a o*.

Ainsi donc, s'il s'agit de tron¢ons ayant des sections semblables et
pareillement constitués en leurs points homologues, te moment de
torsion M, varie proportionnellement & ¢ et & o*; par suite, si l'on
désigne par ¢ un cocfficient dépendant des élasticités transversales et
de la forme de la section, le 'moment de torsion M, pourra s’écrire,
d’une maniére générale,

!
M.=cao ou cc’é‘i-
' da

V. — Equations de P’dquilibre et du mouvement d’un trongon de tige
dans le cas réel.

1. La théorie qui vient d’étre exposée et les résultats obtenus ne
conviennent en loule rigueur qu'au. cas idéal ol 'on supposerait la
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tige infinie, de maniére a éliminer les influences perturbatrices des
extrémités; le troncon exactement prismatique a I'état naturel cor-
respondant a la température 6, de constitution parfaitement homogéne
dans le sens de la longueur; la masse du trongon et sa surface latérale
libres de toute action extérieure.

~ Evidemment toutes ces conditions ne peuvent é&tre vérifiées dans un
troncon de tige réel; toutefois, si la longueur de la tige est suffisam-
ment grande, par rapport aux dimensions transversales, pour que les
conditions précédentes soient approximativement réalisées, en vertu
du principe de continuité, les résultats obtenus dans le cas théorique
déja envisagé pourront, dans une certaine mesure, élr'e étendus au
cas réel.

Ainsi les expressions des forces ou couples 5t, M., M,, M, ne diffé-
reront pas notablement de ce qu’elles étaient dans ce cas limite, et les
efforts tranchants §,, 3., qui s’annulaient dans ce cas limite, n’auront
jamais, rapportés aI'unité de surface de la section o, que des valeursrela-
tivement faibles, comparées a celles de 9% ou & celles de M,, M,, M,

divisées par o%. De méme, la dilatation d, des fibres longitu-
dinales sera restée sensiblement une fonction linéaire des coor-
données y, s.

Donc, partant de I’extension des résultats acquis, cherchons a expri-
mer les équations d'¢quilibre d’un troncon de tige réel; de plus, pour
simplifier, bornons-nous au cas intéressant d’une tige primitivement
droiie et non torse, peu déformée.

2. Soit un tron¢on quelconque de la tige. Les axes locaux de coor-
données, rapportés a 'état prinutif, c'est-a-dire a 'état naturel cor-
respondant a la température 9, sont : Oz, 1'élément de fibre moyenne;
Oy et Oz, les axes principaux d'inertie de la section a.

La premiére base o du trongon supporte les trois forces — v, — ,,
— &, et les trois couples — M,, — M,, — M.; la seconde o' est sou-
mise & trois forces et trois couples analogues, mais changés de signe,
augmentés de leurs différentielles par rapport & - et orientés suivant
les axes locaux O'z’, O'y’, O’z’ du trongon voisin.

Ces axes different seulement des précédents Oz, Oy, Oz, en direc-
tion, de quantités infiniment petites que nous allons déterminer. En
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‘effet; dans la déformation, la fibre centrale primitivement droite s'est
incurvée et les courbures, a l'origine, de ses projections surle plan des

"7y et celui d t TR B < O T
zy et celui des x5 sont respec wementhj T K= 4 de plus,

la seconde base ¢’ a tourné par rapport i la premiére s, de telle sorte
que les axes principaux d’inertie des deux sections s et ¢’, qui étaient
primitivement paralléles (puisque la tige est supposée non torse),
font maintenant, en projection sur le plan des yz, unangle d{ = ¢ d..
11 est facile dés lors de déduire les cosinus des angles que font avec O.c,

Oy, Oz les axes O'z’y, O'y’, O’} ceux-ci seront sensiblement : pour
d d.t '
0'%,1, ,pourOy, ,l,.;(lx, pour O’z "'ii—.""“dr’
D’ autre part, si les ﬂex1ons et torsion sont {r¢s peliles, nous pour-
rons négliger leurs produits par (M., M,, M.), ce qui revient, étant
donné que ces moments ont dans leurs expressions respectives les
facteurs g, H ; “ > 4 négliger les carrés et produits des facteurs consi-
dérés. Nous négligerons aussi leurs produits par 3,, 4.3 car les cfforts
‘tranchants étant toujours trés faibles, nous n’introduirions, en les mul-
TR L 1 1 .
tipliant par g, Ry Ry’ que des termes du second ordre de petitessc,
donc négligeables.

3. Ces conventions faites, nous pouvons, en utilisant les valeurs des
cosinus qui viennent d’étre calculés, chercher les composanles et les

/7,
moments suivant Ox, Oy, O3 des forces ot + dr, g, +- ; de,
g, + gj—‘dx appliquées a la seconde extrémité de lelcment dc, ainsi

M. aM;
que les moments des couples M, + e d dx, M, + d. » M, +71—- .

dy
1° Composantes des forces gt,-i- dL &+t 3 dx, 3. + 'dac.

)
Elles sont pour la premiére, 9% + — :’;d y P. dx, -(LL'; pour la se-

d¥ d'-
conde, o, &, + dL o; pour la troisiéme, o, o, dx

IJ

2° Moments des Jorces 3% +’¢T§7‘l‘”’ 3, + Ld, 3, + d»c. -

Ces forces sont appliquées en un point O’, dont les coordonnees sont
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de, dJ, m dud e ~. Par I'application des formules classiques de Méca-

nique ranonnelle, on ¢valuera les moments L, M, N, par rapport aux
axes Oz, Oy, Os. On trouve ainsi que, en se bornant 4 une premiére

. . X T .
approximation, les moments de 5t + —Cgkd‘v sont négligeables; ce qui

étaita prévoir, puisque cette force prolongée ne passe qu’a une distance,
comparable & dJ:’ de Porigine O; de méme, pour les deux forces

%, +d°” dz, : -+ dJ:, les seuls moments sensibles sont, pour la
premiére, \ = 3, .d.z- ; pour la seconde, M=-74, dav.
3> Moments des couples M, 44 ’d z, M, + x’ dr, M, + dM‘(lr

— Ces couples sont normaux a trois directions O'z’, Oy, O'J qui
ne différent respectivement de celles des axes Oz, Oy, Os que par

dr dx .
des angles comparables & K’ R g d.x. Par conséquent, leursmoments

dM
seront : pour le premier, M,+ —-=dz, o, o; pour le second o,

M,+ My dx, o3 pour le troisiéme, o, o, M+ ‘2“' .

4. Reste a ¢valuer les composantes et les moments des forces exte-
rieures. Soient X, Y, Z, les composantes de la résultante des forces
extérieures par unité de masse; en désignant par ;la densité moyenne
du trongon, les composantes des forces extérieures ont pour expres-
sions s Xadr, :Yode, plade.

Quant aux moments des forces extérieures, on peut négliger, d'une
part, ceux de pYodr, ¢Zsdz, par rapport & Oy et O3, le bras de
levier de ces forces étant de l'ordre de dx; d’autre part, ceux de
¢ X¢ dx par rapport aux trois axes, a condition toutefois que les actions
extérieures ne soient pas distribuées trop inégalement de part et
d’autre du centre de gravité des sections. Il ne subsiste donc plus que
le moment descomposantes transversales g Yo dx et pZs dx par rapport

4 Oz; nous le désignerons par y.pc*dx, de telle sorte que pa* repré-

sentera le moment des forces transversales rapporté & I'unité de
masse.

8. Par suite, les équations fournies par le principe des quantités
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de mouvement seront :
— N4 (%+%dx) +pXegdr =o,
(5 + —= ) pYodz + — X a—dr=o,
. 1-’
- :-i-(d + -‘-1—d )+chdx + Kdr_o
et I'on aura, pour celles des moments,
\l, 3
—M.+{M.+ ——=de) + pes*dr —o,
—M,+ (M,-}- %dt\) +F.dr =o,
—M; + (M + - dz') J,.(I.r =o.

La premiére et la quatriéme de ces équations revicnnent &

(2 d__% Xg— ’“ -—
2) dz TPAI=0, T +yoo' =~ o,
Les quatre autres peavent s’écrire
My s, dM: | .
(23 dz THE® ar =
) di, % +oYo— di; N Lo _
dr TR TPICEN g TR oTete=o

En substituant les valeurs de ¢, et de %, dans les deux derniéres
équations du systéme (23), il vient pour celles-ci :

Té 2

(2%) %—;—t—chzo, %—%-PZG—O

Les deux premiéres équations du systéme (23 ) nous apprennent que
les efforts tranchants 3,, §, égalent les dérivées premiéres cn x, chan-
gées de signe, des moments fléchissants respectifs M, M, ; les égalités
(22) régissent, Pune P'extension ou la compression, I'autre la torsion,
tandis que les relations (24) régissent la flexion. '

Il ne reste plus, pour résoudre les équations (22) et (24), qu'ay
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: v
remplacer .71',, B, R M., M,, M. par leurs valeurs. Ces valeurs, pour
une tige primitivement droite, non torse, peu déformée, sont :

T o d ) v af
)b._l:ﬂ'()g ou .EQCTZ"’ -l-‘;—‘d_d;"-’ R—._'d_;’

Mo=cato  ou %,  M,=E1L%R,  M=El,

' dr ol Y de? ? *drt

Remarquons, pour finir, que, si I'on introduit dans les relations

(22) et (24) les composantes et les moments de la force d’inertie, on

en déduira les équations des vibrations longitudinales, tournantes et
transversales de la tige.

V1. — Introduction de la température 7 dans les équations.

1. Dans toutes les formules qui ont été établies jusqu’ici, nous avons
fait une hypothése essentielle : nous avons supposé que I'état primitif
du troncon, choisi comme terme de comparaison, était I'état naturel
relatif a la température 9. Or le choix de cet état primitif ne peut
étre que provisotre; car la température 0, que nous savons étre uni-
forme pour un troncon quelconque de la tige, varie d’un instant a
'autre, et, de plus, au méme instant, différe suivant le troncon consi-
déré; il faut donc, sil'on veut se rendre compte du réle joué parla
température dans les équations qui précédent, que les déplacements
et les déformations soient rapportés a un point de repére fixe : ce
point de repére invariable sera I'état naturel correspondant a la
lempéralure spéciale ) = o.

2. Examinons donc com ment nos formules devront &tre modifiées.
Désignons par 9, 9,, 9., g%, &, g~ les déformations comptées cette
fois a partir de l état naturel relatif & la température 0 =o; ces
déformations sont liées aux déplacements &', v/, {' comptés aussi &
partir du méme état primitif § = o, par les relations connues (4). Si
Pon joint la connaissance de la température 0 a celle des déformations
(7, g') ainsi choisies, on pourra définir, a toute époque, P'état phy-
siquc d'un trongon quelconque. Généralisant la loi de Hooke pour

Journ. de Math. (6° série), tome VII. — Fase. UHI, 1911, 35
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’étendre aux variations modérces de 8, M. Boussinesq écrit que les
six composantes de la pression intérieure N,, N,, N;, T,, T,, T, sont
des fonctions linéaires et homogénes des sept paramétres d,, 9, ',
S &y & et 0, ce qui le conduit & introduire six nouveaux coefficients
d’élasticité v, vy, v, %4y %,y %, du moins dans le cas des milieux de
la contexture la plus générale.

Les composantes N, N,, N, T, T,, T, de la pression intérieure
dérivent encore d’un potentiel d’¢lasticité ;®, de sorte qu’on a
_d(p®) N}__d(pd)) . T :d(pd’)

(23)  Ne=—5 = da,’ K R P

et le potentiel p® est lié au potentiel analogue @ relatif 4 la tempé-
rature spéciale ) = o, par la relation

PO =p® — (v 0+ vy 0+ v: 0.+ To g+ Ty gy + T290 ).

3. Pour le probléme qui nous occupe, étant donnée la symétrie de
contexture de la tige relativement au plan des yz, il n’y aura que
quatre coefficients d’élasticité thermiques v, v,, v., <. introduits
dans Dexpression du potentiel ;®, qui pourra par suile s’écrire
PP =@ — 0(v 0, + v, 0, + v:2d, +7,2%), le terme @ (tant, vula
symétrie de contexture, la somme de deux formes quadratiques dis-
tinctes, 'une en 0, 9}, 07, g, l'autre en g, ¢7. 1l suit de la que les
expressions N, +v,0, N, +v,0, N, +v,0, T, +<,6, T,, T., sont les
mémes fonctions linéaires de d., d), d}, &, g, £, qu'd la tempéra-
ture 0 =o.

Cela posé, résolvant par rapport aux o', &', les six rclations ainsi
écrites, on trouve comme expressions des déformations o', g’, les for-
mules suivantes ot sont groupés a part, puis réduits ensemble, les
termes dans lesquels figure 0, et ou les coefficients des N, T, sont évi-
demment les mémes que dans les formules (G) données plus haut :

9 =A(N,— BN, — 5'N,— p'T,) +D,86,
dy, =— BAN, +(3termes en Ny, N, T;) + D, 9,
9, =— B'AN; + (3termes en Ny, N, T;) + D6,

» ;
(26) 1 go=— B'AN, + (3 termes en Ny, N.. Tz) + G5,
& =GT,+ HT.. .

| 2L =HT,+G'T..

Qg

[id
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Remarquons de suite que les nouveaux coefficients D,, D,, D., G,
qui sont des fonctions déterminées des quatre coefficients d’élasticité
thermiques v, v,, v,, 7, et aussi des coefficients entrant dans ¢ @', pré-
sentent I'avantage d’avoir une signification physique immédiate. En
effet, supposons que, le troncon restant toujours & I'état naturel ou
sans tension, nous élevions sa température de o 4 0; tous les N, T sont
nuls, et les formules précédentes se réduisent pour donner :

(27) ');:Dxr/a 0,v=Dy91 d;,:D:g) 5" =G.% g:v-——ox gi‘.:‘L

Lesdéformations, purement thermiques, sont donc proportionnelles
a la température 9, et par conséquent les D,, D,, D_ sont les coef}i-
cients de dilatation thermique suivant les directions Oz, Oy, Os; de
méme, G, désigne le coefficient du glissement thermique conjugué
aux x; quant aux deux autres coefficients analogues G,, i, ils sont
nuls en raison de la symétrie de contexture de la tige.

Dés lors, si I'on retranche des déformations totales d, ..., g, leurs
parties purement thermiques D0, ..., ou dues & I'échauffement 0, le
reste, c'est-a-dire les termes en N, N,, ..., T, des formules (26),
seront évidemment les déformations purement mécaniques o, 9,, ...,
g dues aux pressions N, T, et résultant de I'application de celles-ci
au troncon considéré, censé porté déja a la température §, comme on
I’a admis au Chapitre précédent. On aura donc :

(28) §o;:ox+oxe, 0, =0y+D,8, d.=0,+D.0, g.=gs+ G,

e !
Ev=28r 8= &=

La seule considération des deux derniéres équations (28) nous
apprend que la température r’influe pas surles glissements conjugués
aux directions transversales et par suite sur les tensions T,, T, consi-
dérées du moins dans leurs parties principales constituant le couple
de torsion ou ne donnant pas d’effort tranchant.

4. A une premiére approximation, les coefficients thermiques D,,
D,, D., G, sont, comme d'ailleurs les coefficients dontils dépendent,
indépendants de x et de §. Ils varieront généralement dans les sens
transversaux, sans étre pour cela des fonctions arbitrairesde y, s, da
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moins, dans I’hypothése, faite implicitement au Chapitre précédent, d¢
Uexistence d’un élat naturel pour Uensemble du trongon, d toutes les
lempcratures 9.

En effet, au début de son Mémoire sur les tiges (Journal d¢
Mathématiques pures et appliquées, 1871), M. Boussinesq établit, &
la suite de Barré de Saint-Venant, les conditions nécessaires et suffi-
santes pour que six fonctions données de ¢, y, 5 puissent représenter
les trois dilatations o et les trois glisscments g, amenés par de petits
déplacements §, », { continus quelconques, dans une masse d'étendue

finie ou notable en tous sens, comme sont nos troncons. Ces conditions
sont les suivantes :

jdfde 1 d (dgy i_d;,"., dg,)
dyds =ade\dy "5 T dz )
d*dy v d (dy. 4 dy,  dy,
dsdx ~ 2 dy ( ds dr (Fr_)’
d*d.: 1 d [dg,  dzy dg.

drdy 2 dz T dy — d:)’

(29) /

Les relations (29) sont tout & fait générales et s’appliquent aussi
bien aux déformations purement thermiques qu’a celles qui sont pure-
ment mécaniques, pourvu cependant que les déplacements %, %,
soient Irés petits.

Substituons donc dansle systéme (29) les valeurs des déformations
purement thermiques définies par les formules (27); en tenant compte
de ce que, &4 une premiére approximation, dans toute I’étendue du
troncon, la température O est uniforme et les dérivées en x des
déformations nulles, nous obtiendrons aisément, par cette substi-
tution, les conditions de compatibilité auxquelles doivent satisfaire les
coefficients D, D,, D,, G,, pour que des dilatations purcment ther-
migues a toute température 0 soient possibles, ou que I'¢chauffement §
puisse se produire sans étre accompagné de pressions (ce qui cst le
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caractére distinctif de I'état dit naturel), i savoir : :

D, d'D, D, _ d*D, d'D, d'G, _

dvds ™ o dyt — o FE M T T dyvds T

o.

-Les D,, D;, G,, n'ayant qu'une scule relation & vérifier, pourront
donc ¢étre choisis d'une maniére assez large ; quant a D,, il résulte des
trois premiéres relations qui précédent que ce coefficient sera une
Sfonction linéaire des coordonnées transcersales, c’'est-a-dire que sa
forme la plus générale sera

(30) 1)1: DO— r‘»y—— \\!-:,

D, désignant le coefficient de dilatation thermique de la fibre cen-
trale, -\ et v deux coefficients qui varieront généralement d'un tron-
con a l'autre, mais qui ne dépendent ni de y, ni de s. , ,

Il est clair que, pour toute autre expression de D,, il n’existera pas,
pour I'ensemble du troncon, d’élat naturel i la température , mais
seulement pour chaque particule imperceptible du troncon, censée
détachée du reste et soustraite & toute pression. Les dilatations ther-
miques des particules, ainsi libérées individuellement, rendront leurs

formes impropres 4 se juxtaposer exactement ou a reconstituer le
troncon conlinu en se soudant.

8. Les déplacements et les déformations étant ainsi rapportés i
Pétat naturel relatif a la température spéciale § = o, cherchons ce
que deviennent les formules qui donnent I'effort d’extension v, les

moments de flexion M,, M,, le couple de torsion M, et les efforts tran-
chants g,, %..

1° Effort d’extension. — On sait que 'expression de cet effort
est 06 = E'ad,; or, vu les formules (28), on a 9,= 9, — D,0; d’otr il
vient pour % ' '

30 ) % = E'a(d, — Dy9).
Cette derniére relation nous apprend que I'échauffement a pour
effet de diminuer la traction 5 proportionnellement a I'écart de tem-

pérature 6 : en effet, les corps solides se dilatant sous I'action de la
chaleur, le coefficient D, est positif. '
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2° ‘Moments de flexion. — L.es moments fléchissants M, et M, sont
donnés par les égalités (18). Or celles-ci supposent la lindarité en y
et 5 de la déformation 9,. D’autre part, pour établir la linéarité de 4.,
nous nous sommes basés sur la remarque suivante, dont il est facile
d’ailleurs de reconnaitre la légitimité, i savoir que, pour une tige trés
longue par rapport aux dimensions transversales, les dilatations et
glissements (d, g) varient d’'une maniére incomparablement moins
rapide dans le sens longitudinal «x que dans les senstransversaux y, .
Il est clair que ce principe de la graduclle variation des déformations
suivant I'axe de la tige, qui s’applique tant aux déformations purement
thermiques qu’a celles qui sont purement mécaniques, reste vrai pour
les déformations totales résultant de la superposition des deux préceé-
dentes, c'est-a-dire pour les déformations (', g’) comptées a partir de
V'état naturel relatif a la température spéciale 0 = o.

Il suit de la que nous pouvons appliquer la formule (g) aux défor-
mations lotales (d'y g’') ainsi qu’aux déplacements correspondants

&, 9,0) et écrire
0:,_.:: 0'0—-}'% — :d—’—cl'"
Y da? dx*’

or I'on sait que 0, =d, + D0 et que D, =D, — Ly — wz; dou il
vient

2= (9, — Dy ) —-y(‘::;: - ow) —s ‘%‘3 - m,e).

Par identification de cette derniére égalité avec la formule (19) qui
exprime également la dilatation particlle o, due uniquement al’action
des forces extérieures, on déduit que

din, _ d'n,
drt T dz?

arg, _ df,

—M T T @

—hh ;

et par suite, pour expressions des moments fléchissants M, et M.,

(32) M,,:E']y(%-‘lﬂ)O), M::E,l;(d’no "—:Le)-

dx® dz?

/

Ceux-ci dépendront, comme on le voit, de la température 0, qui,
a elle seule (ou sans’adjonction d’aucun couple M; ou M. de flexion),

fera naitre les deux courbures Rl_ = 0, -];— = &0, 1l faut excepter
2 Yy
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cependant le cas ou les coefficients A et w seraient nuls simullane-
ment, ce qui aurait lieu précisément, si toutes les fibres longitudi-
nales de la tige avaient méme coefficient de dilatation thermique

Dx = Do.

3° Efforts tranchants. — Ces efforts étaient nuls dans le mode de
déformation type; et leurs trés petites valeurs dans les modes réels
sont directement liées, par le théoréme des moments [formules(23)),
& la dérivée en x des couples de flexion ; doncilsne dépendront de 6 que
dans le cas ot ces couples eux-mémes en dépendront.

4° Couple de torsion. — Nous avons vu au n° 3 de ce paragraphe
que, dans le mode de déformation type dont s’écartent trés peu les
modes réels, la température n’influe pas sur les glissements conjugués
aux directions transversales g,, g et par suite sur les tensions T,, T
considérées du moins dans leurs parties principales constituant le
couple de torsion. Il en résulte que ce dernier couple est indépendant

de 0,

6. Il nous reste & voir maintenant dans quelle mesure la tempéra-
ture modifiera le mouvement vibratoire des tiges.

1° Vibrations longitudinales. — Les déplacements d’ensemble du
trongon qui résultent de son mouvement étant, en général, trés
grands par rapport aux déplacements relatifs aux axes locauzx (liés au
troncon ) ou déplacements propres du trongon, nous pourrons écrire,
a une premiére approximation, pour chaque section 5, &' =%;, v’ = .,
¢ ={,, ces déplacements 5}, 7, {, de I'axe de latige étant considérés

par rapport & des axes généraux des x, y, 5. La composante de la
. . . : d*E, . .

force d’inertie, suivant Ox, sera donc — o df,“, et en !'introduisant

dans la formule (22), nous obtiendrons, conformément au principe

de d’Alembert, I'équation qui régit les vibrations longitudinales,

a)x . deE
@ Tor(X - d¢*°)=°‘

Or

% = Bla(d,— Dy8)=K's( 52 ~D, 9).
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d’ou

@y A% LAV
(33) %[E a(H—Doa)] +pa(}\-— T )._o.

L’équation (33), dont les coefficients présentent 'avantage d’avoir
une signification physique simple et immeédiate, est analogue i celle
qu’avait obtenue M. L. Roy dans sa Theése [ Recherches sur les pro-
priétés thermomécaniques des solides, p. 46, équation (5)], en basant
ses raisonnements sur les théories de I'lnergétique. La méthode

toute intuitive que nous avons suivie nous a donc conduit au méme
résultat.

2° Vibrations transversales. — Nous obtiendrons I'équation des
vibrations qui s’effectuent dans le sens des y, par exemple, ¢n intro-
duisant dans la premiére des formules (24)lacomposante, suivant Oy,
de la force d'inertie. Cette composante a pour valeur, toujours & unc

. - I oy T
premiére approximation, — po-‘d—::'-’; de la sorte on déduit I'équation
M, % drr,\

-t K, +9¢<Y— T ) =o.

Mais dans le cas d’une verge vibrante, la tension 9% n’est jamais

. b3 T TS,
considérable ('), le terme R, peut donc étre négligé et il reste

CI:MZ +0 (\_ {{21"0 —o0
T e TP det )77

Si donc I'on a D, = D, (ce ui correspond au cas de 'homogénéité
thermique des fibres longitudinales), les moments fléchissants M,,
M. ne dépendent pas de la température: et celle-ci, par suite, r'influe
pas sur le mouvement transversal.

Au contraire, si D, = D, — <.y — w3, la température figure expli-
citement dans I'expression des couples de flexion, et, dés lors, I'¢qua-
tion des vibrations transversales, dans le sens des y, devient, si l'on

(') Elle aurait, au contraire, le vole principal dans le probléme de la corde
vibrante ou tige sans rigidité sensible.



ETUDE THERMOMECANIQUE DES TIGES ET DES PLAQUES. 273

suppose en outre Y = o,

a (... dn, d"n, _dar
(34) = (h Lo )+p SR = g (ELA0).

Il est clair que V'intégrale générale de cette derniére équation com-
portera un terme, fonction de 8, qui mettra en évidence le role joué
par la température dans le mouvement vibratoire considéré.

3° Vibrations tournantes. — Nous supposons, comme précédem-
ment, qu'il n'y a pas d’autre force extérieure appliquée au trongon
que la force d'inertie. Par suite, nous aurons, comme équation des
vibrations tournantes,

(33) Pff( dt’— dt‘)da._o

Notons que, dans cette derniére équation, y et 5 désignent les coor-
données totales des divers points d’une section, et non leurs coordon-

nées primitices. Cela posé, on sait que M, = ca? q‘, ou c et ¢* ne

dépendent de 6 que dans la proportion infime des dllatauons purement

dy

thermiques. Donc, pour la torsion ¢ ou — qui sera & considérer, cette

expression du couple de torsion n’aura pas a contenir la température 4
ou a en dépendre. D’autre part, en raison des rotations trés sensibles
et rapides, ¥, qui se font, dans le probléme actuel, autour de I’axe de
la tige pris comme axe généraldes x, les petites déformations variables
qu’éprouve chaque section s ne donnent lieu, si prés de U’axe de rota-
tion, qu'a des vitesses et a des accélérations insignifiantes; de sorte
qu’on a, comme dans une simple rotation d’un solide autour de l'axe

des x,
ds _dy d ds dy 2 4 LY
yFE’“’““W“‘ZI—t(y% dc) dt(r ) T

L’équation (35) deviendra donc, par substitution des valeurs de M,
etde (y%s _ 4
Yaw —*dw )
d d* a d*{
(36) ca’——\"———pd:fffr’dc——o ou ca dxq: plod—;fzo;

Journ. de Math. (6* série), tome VII. — Fasc. I1I, 1g11. 36

-
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Pintégrale f/ rdes = / [ (»*+ 5*)da, ot ¥ et 5 pourront ¢ire Irés
J Vg v g

sensiblement réduits aux coordonnées primitives, n’élant autre que le
moment d'inertic polaire 1, de la section, supposée homogene.

Puisque, & une premicre approximation, les coeflicients cs? et ¢l
de P'équation (36) ne dépendent pas de ), il s’ensuit que les vibrations
tournantes, définies par la fonction ¢ de .« et de ¢, ont lieu comme si
la temperature était uniforme et invakiable.

7. En résumé, nous voyons que (au degré d’approximation auquel
nous nous arrétons), parmi les trois modes de vibrations étudiés, il
n'y a que les vibrations longitudinales seules sur lesquelles la tempé-
rature influe toujours, quelles que soient les propriétés thermiques
de la matiére qui constitue la tige : ce sont donc les plus intéressantes
au point de vue thermomécanique; et nous les étudierons, en détail,
pour une tige droite, homogéne et isotrope.

VII. — Etude des vibrations occasionnées, dans une tige droite, fixée
4 ses extrémités, par le refroidissement ou ’échauffement de cette
tige, supposée portée initialement & des températures données.

1. Proposons-nous d’appliquer les théories, qui viennent d'étre
exposcées, au cas simple du refroidissement ou de I'échauffement d’une
tige. L’énoncc du probléme que nous traiterons est le suivant :

o]

Une tige de longuceur donnée 1, primiticement droite, homogéne
el isolrope, dont on adopte Uace comme are des &, est ficée par ses
extrémilés contre deur appuis immobiles, distants de sa longueur
naturelle a la température § = o. La matiére qui constitue la tige
est, par hypothése, bonne conductrice de la chaleur, tandis que les
appuis, aw contraire, sont mauvais conducteurs. La tige, aprés acotr
Até mise un certain lemps & des tempcératures donndes f(x), ce qui
[ui a permis de prendre un élat d’équilibre mécanique bien défini,
correspondant a ces temperatures stationnaires f(x), est aban-
donnée a elle-méme, sans vitesse initiale, dans une atmosphére
maintenue a la lempérature séro. Etudier les vibrations longitu-
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dinales de la tige qui accompagnent I phénoméne de son refroi-
dissement ou de son échauffement, et les conditions dans lesquelles
elles peuvent donner naissance a un son perceptible.

2. L’équation indéfinie du probléme nous est donnée par 'éga-
lité (33); mais, vu ’homogénéité de la matiére et I'absence de force
extérienre (la pesanteur et la pression atmosphérique sont en effet

négligeables), celle-ci se simplifie et devient, en y supprimant les
indices,

dtl  _dl d9
pan = Egm By

ou encore, en introduisant la vitesse du son « égale a V3
4

Cherchons les conditions aux limites et les conditions initiales cor-
respondantes.

D’abord, les extrémités de la tige étant supposées fixées dans leur
situation d’état naturel a la température zéro, on aura, i toule époque,
Z=o (pour x = o et pour x ={).

D’autre part, i I'instantinitial, la loi de répartition des températures

1~

' . d , .
¢tant f(x), et la vitesse (Ti nulle, nous pourrons déterminer, en fonc-

tion de f(x), le déplacement initial £° en un point quelconque de la
tige. En effet, la vitesse initiale nulle fait suite 4 un état continu de
repos : il en résulte que la tension initiale X° est uaiforme. 1l suffit,

L

. . . - d*z
pour s'en convaincre, de remplacer dans I'équation (22), X par — —=

-
?

dt?

., drl . ax
9 » . —
et de remarquer que P'égalité —2 = o entraine la suivante == = o,

c’est-a-dire 'uniformité de la tension 9% dans I'état primitif.
Soit donc 3° cette tension initiale uniforme rapportée a I'unité de
surface, on a, d’apres la formule (31),

N e
a.,un(o_ne)_n[‘.i_;—of(x)].

. . . o .,
Résolvant cette derniére relation par rapport i —= et intégrant,
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il vient
xR x
0= -[:Tx + Df Sf(z)ds,
[}
sans constante arbitraire, eu égard 4 la fixité de I'extrémité x = o.

Reste & déterminer %°. La seconde extrémité x = ! est fixe aussi :
par conséquent,

30,0 l
(37) o:i’E.t+Df0f(z)d:.

L’équation (37) donne 2, eten portant sa valeur dans l'expression
de %°, nous obtenons

R . !
go:of f(:)dz—-o‘-”l-f/(s)dz.
1) [1]

En définitive, nous pourrons grouper les équations du probléme
dans le Tableau suivant :

' rat_ @ A
s atdt — dit T dx’
) i=o0 (pour x=o et pour x =1).

- kY ~l
'(pouri:o), %:0 et Z":D[f f(:)d:.—-;j f(:)ds]=Dl’(J')(‘).
0 0 )

3. Détermination de ). — L’équation indéfinie du probl®me ren-

do . ) . . . .
fermant le terme —. il est nécessaire de déterminer au préalable la

température; or le calcul de § s’effectue, du moins & une premiére
approximation, en considérant la tige comme un solide invariable, ce
qui permet d’appliquer les méthodes classiques dela théorie analytique
de la chaleur.

Soit donc un troncon de tige de longueur dr, et appelons ¢ et s
I'aire et le périmétre de la base; ’équation usuelle des températures, .
posée par Biot et Fourier, est

db a0 s

(*) N. B. — Nous désignons par F(zx) la quantité placée entre crochets.
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ot C désigne la chaleur spécifique par unité de volume, K et & deux
coefficients respectifs de conductibilité intérieure et de conductibilité
extérieure ou superficielle.

De plus, la tige étant fixée contre deux appuis mauvais conduc-
teurs, le flux de chaleur est nul aux extrémites, ce qui revient a dire

qu’on a, & toute époque, 3—2 = o (pour x = o et pour x = ).

Enfin, la relation d’état initial qui achéve de déterminer 9 est
(pourt =o0) O = f(x).

Donc le systéme déterminant 0, & une premiére approximation,
sera

dy _ ,,d*0 , K_ ., ks __ .
-(7[-__11 a?-—J\O, f&nposanl (—:—l), Ca‘w—{‘
(1 { db

=0 (pour z = o et pour z =),
9=f(x) (pour ¢t =o).

Ces ¢quations sont précisément celles qui caractérisent le refroi-
dissement du mur diathermane, d’épaisseur [/, et dont les parois
extrémes sont supposées imperméables & la chaleur.

L’intégrale générale du systéme (II)est donnée par la superposition
d’une infinité de solutions particuliéres vérifiant, séparément, les équa-
tions indéfinie et aux limites, chacune de ces solutions étant affectée
d’un coefficient arbitraire qu'on détermine ensuite par la condition
d’état initial.

Si nous posons

. !
o= %’E’ Bi= l({—}- bia}), A,-:%ff(:)cosa,-:d:,
a o
la solution formelle du probléme s’écrira

(38) 6 =2 A;e—Blcosa;x,
1

ou nous faisons figurer explicitement dans l'exponentielle, et, par
suite, implicitement dans f3;, le facteur @ qui représente la vitesse du
son dans la tige ; ce facteur n’a, il est vrai, aucun rdle & jouer dans la
question des températures; néanmoins son introduction est avanta-
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geuse, car elle nous permettra de simplifier certaines formules ulté-
rieures relatives a =.

Pour que la série (38) soit la solution effective du probléme, il
faut s’assurer, en outre, que la série considérée et celles qui s'en dé-
duisent par dérivation, terme a terme, une fois par rapport a / et deux
fois de suite par rapport & x, sont untformeément concergentes en x
el t pourt>o.

Or ces propositions ont été démontrées par M. H. Poincaré ('); et
par conséquent la série (38) est la solution cherchée.

4. Détermination de £. — Remplacons 9 par sa valeur dans I'équa-
tion indéfinie du systéme (1). Nous sommes conduits, pour détermi-
ner %, & la recherche de l'intégrale générale d'une équation aux déri-
vées partielles linéaire et avec second membre.

Formons, c¢n premier lieu, une solution particuliére de équation
compléte, qui satisfasse en méme temps a I'équation aux limites. On
trouve ainsi, par identification et par 'emploi de coeflicients indéter-
minés, 'expression suivante sous forme de série :

ALY

®
Y A X
3 ' :DZ———i—l—e“"ﬁ.’sinz-w.
( 9) =1 , “f"‘f)} i

Cette série, comme il est facile de le vérifier, satisfait aux condi-
tions mentionnées. Elle ne représentera cependant la solution effiective
que si 'on établit sa convergence uniforme ainsi que celle des seéries
obtenues en dérivant la premiére, terme a terme, deux fois de suite
par rapporta x et a {.

A cet effet, considérons la série suivante, ¢ue nous savons étre uni-
formément convergente,

. ©
(40) ;;g. pasnd —_Z “\iai ¢ aﬁi‘ Si" [ FRVN
1

Or la série (39) se déduit de la proposée(40) en multipliant chaque

(1) H. PoNcart, E'tude analytique de la propagation de la chaleur, Chap. V-
Prabléme de Larmille.
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.y s 1

terme de cette derniére par la quantité P
el tendant vers séro. D’aprés un lemme dd & Abel, et facilement
¢tendu au cas des séries uniformément convergentes, il en résulte que
la convergence uniforme de la série (40) entraine celle de la série ( 39).

On démontrerait de méme que les dérivées premiéres et secondes
de %, convergent uniformément, en comparant celles-ci a § ou aux dé-
rivées de cette fonction.

Cela posé¢, effectuons le changement de variables £, =% —& ; le sys-
teme (I) devient

posttive, décroissante

1k,
a de T dz’
(1) Za=o0 (pour & — o et pour x = 1),
( _ A _ 2=DF(r)—&
pour {=0) 4= de et an= (r) —&%.

La premiére équation du systéme (III) est celle des cordes vibrantes
qui a pour intégrale générale

y=H(x +at) + G(x — at),

H ct G étant deux fonctions arbitraires.
La condition %, = o (pour x=o0) donne

li(at) + G(—at) = o;

d’ofi 'on déduit, en remplacant af paral — &,

H(at —x)+ G(r —at) =o,
el par suite

¢s=H(x + at) —H(at — .r).

La condition Z, = o (pour = {) donne

H({+ at) — H(at — l) =o,

d’ot1, en remplacant at par al + [,

H({at 4+-2l) =H(at).

Cette derniére égalité exprime que la fonction H(«) est une fonc-
tion périodique de période 2/; nous ’écrirons donc sous forme de série
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trigonométrique,

(41) H(u):Mo+2(M,-cosa;u+N;sinaiu).
1

Tachons de déterminer les divers coefficients M,, M;, N;, de facon
a satisfaire aux conditions initiales, les seules qu'il reste a vérifier.

Vu I’expression précédente de H(«), %, et =+ d" —; pourront s'écrire res-
pectivement

ta=H(at +z) — H(at — x)

= 92 (— M;sina;at + N; cosa;at) sina; x,
1

‘f;" —a[H'(at+x) —H(at —z)]

= naE a;(M;cosa;at + N;sina;at) sina; x.
1

Si maintenant nous tenons compte des conditions initiales, nous
devrons avoir

s z oa;M;sinajr =— D V a; B, ! sina.r
2 e al 37
(42) X '

| < . D D h “,’A,‘ .
' 2 N;sinoat;or = ;F(x)— gza}_kia—?smai.r.
| 1

Laseconde des égalités (42 )exige quela fonction F(x) soit impatre;
ce que nous pouvons toujours supposer puisqu’elle n’est définie qu’entre
r=oetax=I[. Dés lors, si 'on calcule les coefficients N, par la mé-
thode d’¢limination de Fourier, les valeurs ainsi obtenues, substituées

dans le premicr membre Z N; sin a;.x, assureront sa convergence uni-

forme. '
Les N; sont donnés par la relation

D { . [_) :\,’di
Ni= 7f° F(s)sinazds — 2 -
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Quant aux M;, on les obtient par identification des déux membres
de la premiére équation (42):
D A3

M—— = <.
T s af B

Il est nécessaire de vérifier, pour que la démonstration soit rigou-
reusement compléte, que les valeurs des M; et N;, transportées dans
la série (41), rendent celle-ci uniformément convergente.

La scrie 2 N;sine;z étant uniformément convergente d’aprés la

deuxiéme eégalité (42), il suffit, pour démontrer la convergence
uniforme de la série (41), d’établir la proposition pour la série

.
Z Nl, Cos a; k.
1
A cet effet, remplacons les M; par leurs valeurs, nous aurons

»

ZM cosa; i -:—~2‘a ’5' S CoS ;.
I3

4
1

Or les coefficients _‘f é sont po.sm £, décroissants et tendent vers
séro, il en résulte (') que la série z - ﬁé cosx;u converge unifor-
i

mément et la proposition est etabhe.
La fonction %, du systéme (III), maintenant calculée en toute
rigueur, s'écrira, aprés substitution des valeurs trouvées pour M; et N,

(43) =2 lzcosa,atsmac, f F(s)sina;sds
—_ DE -—éi'-A(ot-cosa-at-—-ﬁ sina;at) sina; r.
a;_._*_gl, 7] '] ) i i

Ajoutant, a 'expression trouvée de %,, celle de &, définie par la rela-

(') E. Picarn, Traité d’ Analyse, t. 1, Chap. IX, n° 9.
Journ. de Math. (6° série), tome VII. — Fasc. IIL. 1g11. 37
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tion (39), nous obtiendrons finalement la solution Z du probléme :
9 P

ary

- !
(4H :‘;f‘-*-E,::Q?Ecosz;atsinai.tf F(s)sina;sds
1 0

Aia; .
+ Dz " B sm 2;at — cosa;al + e8! ) sine;
a? + B3

Cette dernicre égalité peut se ramener & une autre, susceptible d’une
interprétation physique immédiate, si I'on effectue les changements
suivants. Posons

! N _
B, = :‘;-f F(s)sina;sds, tang‘/,»__l (o} +B1) —A; 9':
0

A
(“ /l;o '\j(:\,‘—?.B,'ﬁ,')_

2 -2 )
o; 3

nous aurons, de la sorte, en groupant les termes périodiques par rap-
port au temps,

E ]

(46) I= DZ l A; J, c—u.‘i f4 Cysin(aat + /,)] sin 2;.r.
. 1

Sous cette forme, nous voyons que, d’'une maniére générale, le
mouvement longitudinal occasionné par le refroidissement de la tige
scra la superposition d’'un mouvement progressif de contraction ou de
dilatation, qui s’¢vanouit asymptotiquement comme I'échauffement
lui-méme, et d’'un mouvement vibratoire.

Il est intéressant de remarquer qu’outre le mouvement longitudinal,
il se produira, dans les sens transversaux, des phénoménes périodiques
de dilatation et de contraction, analogues & ceux qui prennent nais-
sance suivant Paxe de la tige, mais d’amplitude beaucoup moindre. Iin
effet, la dilatation superficielle d’une section droite de la tige a pour

expression

Or, en vertu de I'isotropie,

o __ 2 A Y.
D:Y-D:—'D’ d)'+‘):-—- z_‘_*_};ox'— )\_’_#(da' D])'
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d’ou

31+2PD9—— hoodi
h+ At+pdr

o=

La substitution des valeurs de 9 et de ::—-i donne, pour ¢, une expres-

sion ol cosa;x est en facteur.

Il en résulte une correspondance entre les maxima et les minima des
variables § et g,, considérées en tant que fonctions de x : ainsi, au
milieu de la tige, la section ¢ ne subit ni contraction ni dilatation,
mais l'allongement £ desfibres y est le plus grand possible; le contraire
sc produit aux extrémités.

8. Poursuivons l'é¢tude du phénoméne dans les deux cas suivants,
ou la répartition initialr des températures est particuliérement
simple :

Premier cas. — La température initiale de la tige est uniforme.
Dans cette hypothése, les coefficients A, sont tousnuls ; il suffit, pour
{
le constater, de se reporter i l'intégrale % f S(3) cosz; 5ds quidélinit
0
les A;, et d’y faire f(z)=const.

Méme conclusion pour les B;; car la fonction F(x), qui a pour
expression

I:(.r)::‘/owj(:)d: — '%‘"[lf(:)ds.

s'annule aussi identiquement pour /()= const.

Enfin, d’aprés I'égalité qui détermineles C;, il résulte que la nullité
des A, et B; entraine celle des C;.

Somme toute, nous voyons que, lorsque la température initiale de
la tige est uniforme, les coefficients A; et C; sont nuls, et, par suite,
nul aussi 4 toute époque le déplacement £ : autrement dit, dans ce cas,
le refroidissement ne donne naissance & aucune vibration, soit longi-
tudinale, soit transversale.

Quant & la tension 5% dont la formule générale est

Y= Fg(% ~ D),
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. . dE :
elle sera simplement, puisque = =0, % =—EDgf. La tension 9%

reste donc uniforme pendant toute la durée du phénoméne ct propor-
tionnelle  la température 0 qui est, elle-méme, une fonction éranouis-
sante du temps. La méme remarque s’applique a la dilatation superfi-
cielle latérale 9, qui se réduit & 2D0.

Devxiine cas. — La température initiale de la tige, dont une
mottié a été chauffée, U'autre refroidie, est distribuce symétrique-
ment par rapport au milicw de la tige et dépend linéairement de
Uabscisse x.

11 résulte des suppositions faites, qu’on a

f(z) -—m(l:— —/)-),

ou m désigne la pente de la température, c'est-a-dire marque la rapi-
dité avec laquelle celle-ci varie le long de la tige.

Vu la symétrie de la fonction f(z) par rapport au milicu, nous
avons

fvlj(:.) ds .~ o,

et par conséquent la fonction F (), déja définie, se réduit a 'expression
simple

F(xr)= o.rf(s)(l:-::/wm(:——i-) :-{l—c( xt-—Lr),

(S

Dés lors, les coefficients A;, BB;, C; deviennent

{ .
2am’ 4 1 — CosiT
A== f S(s)cosa;sds = — (:——— 5) cosz;sds =—aml ~ i
t

B, = lf F(3)sina;sds = — e f( s )smaz,..(l.,.._——-zml’l———:.—c?s—lza

l3n8
As(Ai— zB,a,) I — COSiT Bi
N — 2 —_— —aombl .
C: \/ [ + a +61 Y lan:

De méme P'angle ¥; qui détermine la pkase du mouvement vibra-
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&

toire a, ici, pour expression

Bi(a}+51) — Ao _ﬁ_:_

tang = ABi T

Par substitution des valeurs présentes de A;, C;, v; dans les for-
mules (38) et (46), nous ohtenons

®

~ | — COSIT cost;.r
f—=—am- Z X 2Pt -,
in a;

! - \‘ !
(“/) ‘ © . . ap‘ B
. . 1~ CoS sina;.r e—ad; i .
(;:—al)mz io ‘n - : ’[ T i—;—;sm(atiat-l-‘/z)].
| T Yai+BLVai+ B !

1

Donc, lorsque les températures initiales sont réparties le long de la
. . . l . . 3
lige suivant la loi f(x)=m (.v - ;), les refroidissement et échauffe-

ment respectifs des deux moitiés de la tige engendrent des vibrations
longitudinales : le milieu est un ventre de vibration; les extrémités,
des nceuds. En outre, il n'existe d’autres harmoniques que ceux qui
correspondent a la suite des nombres entiers impairs consécutifs.
Reste & traiter une derniére question : 'amplitude du mouvement
vibratoire considéré est-elle suffisante pour donner naissance & un son
perceptible ? Pour la résoudre, nous comparerons les vibrations, d’ori-
gine calorifique, du probléme proposé, a celles qui seraient produites
si la tige, au lieu d'étre fire, était Libre aux extrémités, et la tempé-
rature, uniforme, au lieu d’élre une fonction linéaire et symétrique

\

de Uabscisse <.l,‘ —_ ; )

VIII. — Comparaison des vibrations, d’origine calorifique, précé-
demment étudides, & celles qu'engendrerait le refroidissement
d’une tige, libre aux extrémités, de température initiale uniforme.

1. Le probléme de I'état vibratoire ol entre une tige, libre & ses
deux bouts, uniformément chauffée a I'instant initial, qui se refroidit
par rayonnement sur sa longueur et par contact aux extrémités, a été
traité par M. L. Roy dans sa Thése. Nous le reprendrons rapidement
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en suivant notre analyse et nous montrerons que la solution de ce pro-
bléeme se déduit, par simple dérivation, des résultats de celui que
nous venons de traiter.

2. L’équation indéfinie étant la méme que celle du systeme (1), il
suffit d’établir les conditions aux limites et les conditions initiales qui
conviennent au cas présent.

La tige est libre a ses deux bouts : d'ot 3% =o (pour z=o0 et
pour x =1).

On admet, en outre, que le refroidissement se fait par conlact aux
extrémités, ou la température O est supposée nulle; il en résulte, vu
I'expression (31) de ot, qu'on a

-~ =0 (pour x =o et pour .r ={).

La température initiale est uniforme et égale a 8° : cette donnée
permet d’évaluer I'allongement initial 2° en un point quelconque de
la tige. On a, en cfiet,

de®

()0: ;lTr— = I)I/“;

d’ou il vient, par intégration,

. l
o—DG(ax— =),
¢t=DF (.r )

car la section de la tige qui contient le centre de gravité n’éprouve pas
de déplacement longitudinal.
Nous sommes donc conduits au systtme (IV), composé comme
suit :
g s

at did dr? dz’
v dt _
(1V) T= =0 (pour z = o et pour x =),
d: ) ]
— s __ o —Dho(p — 2.
(pour £ =0) a=° el ge=D% (‘” .J)

Pour la détermination compléte du probléme, il faut joindre a ce
systeme le suivant, auquel satisfait § lorsqu’on traite la tige comme un
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solide invariable :
db d’ 9
@t~ d.z:’ Lg
V) 6=o0 (pour = o et pour z == ),
(pour ¢ =0) § = 6o,

3. Nous démontrerons maintenant que les solutions des sys-
temes (IV) et (V) se déduisent, par dérivation, de celles des
systémes (1) et (II) ou I’on pose

flz)= 9“( — ;) et F(x) ?:‘/owﬁ“ (s — é) ds.

Avec les valeurs considéréesde f(x) et F(.x), les systémes (1) et (II)
s’écrivent:

at d—— dzt 7.;;

(VD) t=o (pour x o et z =1{),
I(pourt::o) fl—%:o et E°=Df 6°(z—é)dz.
L]
d9 ds
s ﬁ?“b’dx‘~"e’
(VII) ili:.o (pour z —=o et x = 1),

dx
, (pour ¢ =o0) 0:‘9“(1‘-—;—).

ILa seconde ligne des formules (VI) donne d’ailleurs, aux deux bouts
de la tige, Z: = o, et, vu la seconde ligne des formules ( VII), la pre-

miére équation du systéme ( VI) donne en méme temps les deux rela-
tions spéciales supplémentaires

a*g
(48) 701 =° (pour x o et z =1).

Cela posé, différentions en x les premiére et derniére des rela-
tions (VI), et des relations (VII), en appelant ¢, &’ les deux dérivées
enx de 0 et de &. 1l viendra, vu d’ailleurs la formule (48) et la seconde
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ligne du systéme (VII),

R dy
‘ @ det T det T T de?
2!
(VIII) g———-o (pour x =o et x = {),
=t
! (pour ¢ = -‘f—;t- =o0 et "'—D’j“(z—é).
IG et o
i dL’ -
(IX)

=0  (pourz=oet.c=1),
(pour ¢t =0) =9,

Il est clair que les deuxderniers systémes obtenus ne sont autres que
les systemes (IV) et (V). Or les formules (47) nous donnent précisé-

ment les solutions des systémes (I) et (1I) lorsque f(x)=m (: - -2)

et F(x) :f m <: - ;{-)( s; il suffit donc d’y remplacer m par (¢, puis
A 2

de dériver par rapport & «, pour avoir les solutions du probléme cher-
ché. De la sorte, on trouve

® .
1—CosiT .
‘ §5=12a40 2 — e~ sina,.r,
in

1

(49)

- © ]} —COSI{TT  COS ce—nBt 5. .
;:—QDQOE : i [ i +&51n(aial+7,)],
. ir Vai+ B | yal+ Bt % _

11 est facile de s’assurer que les séries (49) convergent uniformé-
ment et, par svile, qu'elles représentent bien les solutions ¢ffec-
tives ().

‘() M. Boussinesq a bien voulu nous indiquer cette mani¢re de déduire le
systéme (49) du systéme (47) et nous faire observer qu’il est possible de dé-
duire les résullats du probléme de M. L. Roy de ceux du probléme que nous
traitons, dans I’hypothése, plus large, oii la fonction f(r), au lieu d'étre, comme
nous l'avons supposé, linéaire et symétrique par rapport au milieu de la tige,
est quelconque, mais a valeur moyenne nulle entre x =o et x = 1; il nous a
foit remarquer, en outre, que, réciproguement, on peut obtenir, par dérivation
de la solution du probléme de M. L. Roy, celle de notre probléme.

‘Supposons, en effet, que f( ) soit une fonction quelconque, a valeur moyenne
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4. Nousvovons donc que les mouvements vibraloires délinis par les
secondes des relations (47) et (49) sont en concordance de phase ctont
mémes harmonicques. Le rapport de deux harmoniques correspondants

nulle entre © = o et.c = /. La fonction F(.z), déja définie, se réduit & Pexpres-

.
sion simple D [ J(3)ds, et les équations de notre probléme deviennent

0
vl d _ 19
‘ R T
(1) ‘ i=o (pour z = o et x = {),
'(pour t=o) %:o et ;=D f(5)ds;
1 0
d a6
™7y
g (ll—b RS
y "
(2 ‘ %:0 (pour r =o et & = 1),
’ (pour t =o0) h=f(r).

En raisonnant comme il a ¢té fait, on déduit du rapprochement des condi-
tions aux limites des systémes (1) et (2) les deux relations supplémentaires

<.

s

(3)

=o0 (pour 2z —=o et =1/).

13

.

Dés lors, en dérivant les premiére el dernicre des relations (1) et des rela-
tions (2), on obtient, vu la formule (3) et la seconde ligne de (2), les deux

rr

systémes suivants en £’ et ' (Z', 7' désignant les dérivées en o de Z et de 5):

_' VAT Ay
\ a det T det de’
o
(4 / (ii —_ . p— e
(1) =0 (pour x —=oetw =/),

( (pour ¢t = o) S~ et =D f(x).

' ot
df' d*y
—_— =l =
) et d.r ~
5
(2) Y=o (pour »» —=o et =),

(pour / —=o0) b= f(r).

Or ce sont précisement les équations du probléme de M. L. Roy. Done. en

Journ, de Math. (6* séric), tome VII. — Fasc. L. 1911, 38
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m . . . , .
estry= 5 o (qui devient, pour i =1 (c'est le cas des harmoniques
Sfondamentaux),

_my _oml _AY

'y = -~ = T2 —~ = =
1 G &, -'-.fln 7:60’

ou Al désigne Pécart initial des tempérvatures aux extrémités de la

tige, la loi de distribution de celles-ci étant f(c) = m(.t — 2) Il en

résulte que les sons fondamentaux auront méme intensité dans les deux

différentiant en x les valeurs de 0 et de = de notre probléme. on obtient la
solution d’un probléme de M. L. Roy.
Mais continuons. Observons que la seconde ligne des équations (.)) entraine

. dY .
aux deux bouts (z = o et r =) la relation — — o, non moins que Y =o0; en
dt 1
sorle que la premiére (5) donne
a
(6) i O (pour x ——o et x =),

Alors les premiére et derniére (§), premiére et derniére (), différentices
en x, conduisent a poser, vu (6) et la seconde ligne des relations (), en appe-
lant 2" el 4" les deux dérivies en .r de i’ et &/,

Ty
s @ dr T de T de
(P ‘ '=o (pour r =o et . l).
l {pour t==0) (—:;7 =0 et D).
dy a9
iy X T N Y 11 2N
\ dt =6 dzr N
(%) | ar_ ool r—
: ' ar =° (pour z =o et & = ).

(pour ¢ = o) §"=f"(x).

Done, réciproquement, les dérivées en v d’une solution d’un probléme de
M. L. Roy constituent, elles=smémes, la solution du probléme que nous avons
traité.

1l est essentiel de remarquer que, les solutions de ces deux problémes étant
exprimées par des séries trigonométriques, il faudra, chaque fois, vérifier la
convergence uniforme de ces derniéres.



ETUDE THERMOMECANIQUE DES TIGES ET DES PLAQUES. 201
mouvements vibratoires, d’origine calorifique, si entre Al et §° on a

lation 39 — -
relation ™=

8. Pour achever notre ¢tude, nous tacherons d’interpréter plysi-
quement les résultats obtenus, et, a cet effet, nous comparerons,
terme 4 terme, les deux mouvements vibratoires, d’origine calorifique,
dont il vient d’étre question, avec celui que produirait, & la tempéra-
ture constante O =o, la suppression brusque d’une tension ayant
préalablement donné lieu au méme allongement statique que
I'échauffement uniforme de la tige de o a 0°.

Dans ce cas, le systtme qui régit le déplacement longitudinal £ est

Ly _ e
at det T dx®’
\) (%:o (pour x == o0 et pour « =),

dz

. A
‘ 2 =° et ;0_060(.1'——;) (pour £ = o).

La solution de ce systéme est évidemment

«
i = 2 Ajcosa;a cosx; ul,
1

{
1\,'_ { j’ (o—a) COSI,'»(L',

ou encore, par substitution des valeurs A,

et .
(30) E,:—?.DO“IE '——_T::izcosx,-x cosa,al.
1
Ici, comme d’ailleurs dans les mouvements vibratoires précédents,
il n’existe que les harmoniques impairs. L’amplitude respective de
ces derniers variant en raison inverse du carré de 1, 3, 5, ..., 'inten-
sité correspondante décroit comme la quatriéme puissance des mémes

nombres; et, par suite, les premiers harmoniques seuls pourront étre
percus.
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Ry

6. Les expressions (47) et (50) nous permettent de former le
rapport 7; de 'amplitude de I'harmonique de rang /, dans le mouve-
ment vibratoire, d’origine calorifique, produit par les refroidissement
et échauffement respectifs des deux moitiés d’une tige, five, iniliale-

7%, D . of, » ¢ 10 . { al? H
menl poritée a latempérature variable f(.c) = m (J, - ;), al’ampli-

tude de I’harmonique de méme rang, dans le mouvement vibratoire,
d’origine mécanique. \Nous obtenons ainsi

. m 3;

ri—= S e

=7 = ==
P kiyar - 57

De méme, les formules (/9) et (50) nous donnent le rapport - de
'amplitude des harmoniques correspondants dans le mouvement
vibratoire, d’origine calorifique, engendr¢ par le refroidissement d’unc
tige libre, de température initiale untforme, et le mouvement o ori-
Zine mécanigue. D'ou

Etudions lesvariations de riet v} lorsque x;croil de o, ous jusqu'a

Uinfini. — Les varialions de 7/ sont les mémes que celles de la quan-
ité '. —-——_i—_;, or, en remplacant §; par sa valeur %({+ hiai). on
conslate que la quantil¢ cousidérée décroit progressivement de v a o.
Donc, pour une tige de longueur donnée, le rapport r; diminue, quand
grandit Pordre des harmoniques : il sera donc maximum pour le son
fondamental, et ce maximum scra d’autant plus grand quc la tige sera
plus longue. Il suit de la qu’il faudra opéver sur des tiges trés longues,
si I'on veut que les refroidissement et échauffement respectifs des
deux moiliés d’une tige, fice, initialement portée i la température

. . { . . .
variable f(«)=m (.v —~ 75)’ puissent donner lieu & un son percep-
tible. :

. . » . e, R
Les variations de 7] sonl celles de la fraction —=-—, dont le carré
& i
. : " a? at
a pour expression l'inverse de 1 + zZ ou de 1 + —; cette
e b o + ==
bzd,'
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&, . R . g
—==—varic donc dansle méme sens que le hinome #; + 7=
4

7

2f+ 3
Or celui-ci, quand on y assimile %; & une variable continue, passe,

fraction

' . . '/..‘ -
pour «; = ‘/—;, par le minimum 2\—b>, de part et d’autre duquel il

grandit jusqu'a Uinfini. Par suite, le rapport /7, minimum et ég_z_ll

N IR (A . . . ¥
a I'inverse de \/l + —Z—;—, quand e¢; recoit la valeur spéciale %,
4 -'\

grandil & mesure que «;s'¢loigne de cette valeur ; et il tend vers 'unité
pour les valeurs de a;, soit évanouissantes, soit grandissanles sans
limite.
Il résulte de la que, pour un harmonique de rang déterminé, le
rapport / sera d’autant plus grand que la longueur / sera, clle-méme,
) . e b
ou plus petite, ou plus grande, en s’éloignant de la valeur limite z::\—/—z—'
qui rend ce rapport minimum; autrement dit, il faudra se servir de
tiges, ou trés courtes, ou irés longues, si 'on veut que celles-ci,
supposées libres et de température initiale uniforme, donnent, par
refroidissement, un son d’intensité appréciable. Mais un calcul numé-
rique ultérieur montrera qu’en se hornant au cas ot I'on fait i =1,
c'est-d-dire aux harmoniques fondamentaur (que nous savons étre

. . b
les plus intenses de tous les harmoniques), la valeur r\7'= est trop
~

petite pour que, physiquement, la longueur d’une tige pufsse devenir
encore moindre. Il faudra donc prendre sculement les barves les plus
longues possible.

7. Nous allons faire I'application numérique, en prenant les mémes
données que M. L. Roy, dans sa Thése, c’est-a-dire dans le cas d'une
tige de cuivre de section circulaire, supposée placée dans un courant
d’air atmosphérique a la température 0°, dirigé normalement & P'axe
de la tige et animé d'une vilesse uniforme V. M. Boussinesq a
démontré (') que, dans ces conditions, le coefficient de conductibilité

(') J. BoussinesQ, Journal de Mathématiques pures et appliguées, 6° série,
t. 1, 1905. Cette formule fait abstraction de la partie de A due a la chaleur
échangée par rayonnement entre la couche superficielle de la barre (athermane)
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extérieure k était donné par la formule

A_4\/|\ (,,v

dans laquelle K, désigne le coefficient de conductibilité interne du
fluide, C, sa capacité calorifique par unité de volume, ¢ le rayon de la
section de la tige. Dans le systeme C. G. S., petite calorie, degré
cenligrade, et 4 la température de la glace fondante, on a

Ky=5.10"%, C,=3,06.107%

Si nous prenons V = joo*™, ce qui correspond & une brise légére,
nous trouverons, pour une tige de 1°® de diametre (¢ = 0,5),

hk=2,51.1073%

Ajoutons aux données précédentes, relatives au cuivre, les valeurs
de son coefficient de conductibilité K = 0,819, de son coefficient de
dilatation linéaire D =17,18.107%, ct de la vitesse du son dans le

cuivre, @ = \/— = 3,42.10%.

Cela posé, cherchons, avec les données numériques choisies, la

valeur de I'expression © unl donne la longueur de la tige correspon-
N~

dant au minimum de r, c’est-d-dire au minimum du rapport des
amplitudes fordamentales dans les deux mouvements vibratoires

mentionnés. On trouve ainsi, tous calculs faits, To= = 26", 7. 81,
\ ~

maintenant, nous considérons les valeurs de /, qui vont s'écartant de
cette derniére 26°",7, les unes tendant vers zéro, les autres gran-
dissant jusqu'a I'infini, d’aprés ce que nous savons déja, le rapport 7,
augmente et tend, daos les deux cas, vers I'unité. En particulier, on
constate que les valeurs évanouissantes de [, quidonnent au rapport 7",
une valeur voisine de I'unité, sont de I'ordre du milliéme de millimétre :

et 'éther ambiant (partie proportionnelle au cube de la température absoluede
cet éther), comparativement a la chaleur emportée ou apportée par la convec-
tion du courant d'air : elle cesserait d’étre admissible aux trés hautes tempéra-
tures absolues.
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L J
ceci prouve et justifie Ia remarque faite antérieurement, a savoir
qu'au point de vue de la perceptibilité des sons, le cas d'une tige
courle ne doit pas étre envisageé.

Nous supposerons donc que I'expérience se fait sur une tige trés
longue, et que nous choisissons sa longueur de fagon que le terme
fondamental corresponde & un son qui soit a la limite des sons graves
perceptibles, dont la fréquence serait égale a 8, d’aprés les expé-
riences de Savart. Pour une longueur de 200™ (/= 2.10"), on trouve

) a ~
une fréquence fondamentale n,= — =8,55, et pour les quan-
2{ .
tités «,, B,, les valeurs

oy = 7; 7 1074,
s Kk k
p,:é({-kb’a})—-c—( K+ ai)_l,ru 1077
en tenant compte des expressions de §* = Retdeg =152,
- C ~ Coe

Iixaminons, en premier lieu, le cas ou la tige est libre aux extré-
mités et, a Uinstant initial, chauffée uniformement a 200°. On
aura, cn désignant par A, 'amplitude fondamentale dans le mouve-

wment d’origine calorifique, par A, 'amplitude fondamentale dans
le mouvement d’origine mécanique,

or, vu la formule (50), on a
) 2
A,=2ID%» =t
d’ou 'on déduit, en effectuant,

A= Nz f' S—A,, = o0"™,032.
a?+ 3%

En second lieu, si la tige, au licu d’étre libre, est ficée aux extré-
mités, et si, de plus, la température initiale qui, tout a I'heure, était

. . . . AT .
uniforme, varie suicant la loi f(x) = m (.L' - ;>, il vient, en repré-

sentant par A, I'amplitude fondamentale dans ce sccond mouvenient
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dorigine calorifique,

“\;' L 'nl lal _— Af) ijl

—_— | = T e/ T T ——— .
Am VAR B T Ve B

Donc, pour un écart de joo®, par cxemple, entre les ectrémités
(A9 = o0,

(o

-
I
Al

A — M}
- — A= 0", 020.

“n se basant sur les données de I'expérience ('), on peut conclure
que les amplitudes de ces deux sortes de mouvements vibratoires,
d’origine calorifique, sont largement suffisantes pour permettre au son
fondamental d’étre peren.

Ainsidonc,a condition toutefois d’opérer sur des tiges (rés longues,
les vibrations, d'origine calorifique, des deux cas étudi¢s seront suscep-
tibles de donner naissance a un son perceptible; ce son sera d’autant
plus grave que la tige est plus longue.

Nous avons remarqué, au n® % de ce paragraphe, que lesamplitades
fondamentales des deux mouvements vibratoires, d’origine calorifique,
ont méme valeur, si, entre Vécart initial ) des températures aux
exteémilés de la tige fice et la températuve initiade uniforme 0 de la
tige libre, il existe un rapport égal a =. Il est donc intéressant de
mentionner qu'en ce ui concerne 'exemple numérique choisi, pour
que le son fondamental, percu de part et d’autre, ait méme intensité,
il faut que Pécart initial des températures aux extrémités de la tige fixe
soil A) = w.200 = 628°.

(") Parmi les physiciens qui, en ces derniers temps. ont recherché Pampli-
tude minima que devait avoir un son de hauteur donnée pour pouvoir étre
percu, on peut citer :

WieN, Phys. Zeitschr., . IV, 1902, p. 6; Verh. d. d. phys. Ges., 1. 1V, 1go».
P- 297. qui a trouvé comme minimum d'amplitude @ du corps vibrant (mem-
brane de téléphone). pour une fréquence N :

N\ —: 200, 100, 6oo, 10950.
a—1,5.103, R TURN 1,3.10 %, 1,1.107% centim,
Ostuans, Verh. d.d. phys. Ges.. t. V, 1903, p. 310, qui trouve : sur des diapa-

sons graves @ = o™™ o7 ; ¢levés @ = 1,6, 107 millim,

— e O —— . —



DEUXIEME PARTIE.

LES PLAQUES.

1. — Préliminaires.

1. Nous nous proposons, dans cette seconde Partie, d'étendre a
I'étude thermomécanique des plaques, le mode d’investigation qui
nous a servi pour les tiges.

Les plaques considérées sont, ou homogénes, ou constituées par des
feuillets de nature différente accolés les uns aux autres; nous admet-
trons seulement que tout plan parallele au feuillet moyen de la
plaque est un plan de symétrie de contexture. Cette hypothése nous
permettra d’utiliser un certain nombre de formules et de résultats
établis dans la premiére Partie, et, en méme temps, d’obtenir la solu-
tion du probléme a une approximation plus élevée. Sous le nom de
Sfeuillet moyen, nous entendons la surface matérielle, sensiblement
paralléle aux deux faces de la plaque, qui contient les centres de gra-
vité des normales, menées a cette méme surface et d’une face a I'autre
dans I'état primitif, les centres dont il s’agit étant déterminés d’apreés
la supposition que chaque é¢lément des normales ait une masse, par
unité de longueur, égale & la valeur du coefficient d’élasticité C (')
sur cet élément.

2. Supposons la plaque divisée en trongons sensiblement prisma-
tiques, dont chacun, limité par la surface méme du corps et par deux
couples de plans paralléles menés normalement a la surface, ait ses
trois dimensions comparables entre elles. Sauf certaines régions peu
étendues, telles que les bords de la plaque, deux trongons voisins quel-
conques sont généralement dans des conditions physiques presque

(*) Ce coefficient C sera défini un peu plus loin.
Journ. de Math. (6 série), tome VII. — Fasc. III, 1g11. 39
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identiques; on atteint, par suite, une premiére approximation, en
supposant que les six déformations (d, g) et la température 9 ne
varient pas sur toute I'étendue d'une couche paralléle aux bases d'un
troncon, pris isolément; de plus, l'excellente conductibilité de la
plaque, comparée a celle de I'atmosphére ambiante, assure 'uniformité
de la température le long d’une perpendiculaire quelconque aux bases
du trongon considéré. La conclusion de notre analyse sera donc : En
tous les poinis d’un trongon quelconque, pris isolément, la tempé-
rature est la méme.

Ainsi, nous pourrons étendre aux plaques le proctdé, déjaemployé
pour les tiges, qui consiste & appliquer, pour I'étude de I'équilibre et
du mouvement d’un trongon & Uinstan! (, les équations ordinaires de
I'élasticité, en comptant les déplacements et les déformations & partir
de I'état naturel relatif & la température 0 effective.

3. Soit un trongon quelconque dans son état primitif qui, par défi-
nition, sera I'état naturel correspondant a la température 0, en dési-
gnant par 0 la température & P'instant ¢; P'origine des axes se trouve
au centre de gravité, le plan local des ys se confond avec le feuillet
moyen du trongon, la perpendiculaire a ce feuillet mené par le centre
de gravité est choisie comme axe des «.

Nous négligerons d’abord, pour simplifier notre ¢tude, les actions
extérieures directement appliquées aux bases du troncon el & sa masse
(y compris 'inertie dans le cas d'un équilibre dynamique); car celles-
ci sont trés faibles vis-a-vis des forces qui agissent sur le reste ducorps
et dont 'ensemble donne lieu aux réactions intérieures N, T,

En vertu de cette simplification et vu le systéme d’axes choisis, les
équations indéfinies du probléme seront :

dN, dT. dT, dl; dN, dI,  dT, dT, dN;

O T ETO Ty TG e Ty T d

les équations définies, spéciales a chacune des deux bases du trongon,
étant

(52) Nz=o, T,=o, Ty=o.

1° Envisageons le probléme & une premiére approximation, c’est-a-
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dire, supposons qu’on ait

d09,8) _ CdNT) L
Az M A

les équations indéfinies (51) se réduisent et deviennent respec-

tivement
dN, dT, dT,

dz = dz %

Cesderniéres, combinées avec les équations aux limites (52), admettent
les seules solutions N, =T, =T, =o.

Ainsi donc, @ une premiére approximation, deux feutlleis conti-
gus quelconques d’un trongon de plaque n’exercent entre eux aucune
aclion réciproque.

2° Passons au cas d’une seconde approximation, c’est-a-dire faisons
les hypothéses suivantes :

d(g.‘)’ﬂ gz) — dt(dx’ 0)‘, 0:o gz) _
(53) Aya) = (@ dyds,dd) =

exprimant que les quantités (d,, d,, 9, gz), au lieu de rester sensible-
ment les mémes, varient linéairement d’un troncon a I’autre, ce qui
peut étre regardé comme presque rigoureux. Chaque feuillet du tron-
con étant d'ailleurs homogeéne dans toute son étendue, il enrésulte, vu
les formules (6), auxquelles satisfont les réactions intérieures N, T,
lorsqu’il existe un plan de symétrie de contexture, que les rela-
tions (53) reviennent & poser

d(T,,T.) _ d*(N.. Ny, N,, Ty)

(54) d(y, 3) =0 (dy?, dy ds, ds*)

= 0.

Dés lors, le systtme de valeurs vérifiant tant les équations indé-
finies (51) que les conditions aux limites (52) sera

d(T,,Ts) _ (N, Noy Tz)

(55) Nz=—o, 20y 3) =o, @ dy s, dz')""o’

Donc, @ une seconde approximation, l’action mutuelle de deux
Seuillets contigus de la plaque se réduit & ses deux composantes
tangentielles T,, T,, ou n’a pas de composante normale sensible N,.
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4. Ce qui précede nous permet de démontrer la linéarité des défor-
mations d,, 9;, g,-

Admettons en effet le systéme d’égalités (53) qui traduisent les
données du probléme au second degré d’approximation; puis, dans

les quatre équations de ce systéme, remplacons g,, g. par leurs

dC dz
d.. (Ix d Y

ajoutant les deux résultats qui renferment le terme —-

dn
valeurs respectwes + ==+ De la nous tirons aisément, en

ar
@ dy’ les trois re-

lations suivantes :
do d*E do, s dgs  dE

(36) HEm oy LT dr s T

Remarquons que les seconds membres de celles-ci sont continus
quand x varie; car le déplacement 5 a d’égales valeurs pour deux
feuillets contigus du trongon, méme hétérogénes, et parsuite les déri-
vées de ces valeurs en y el 5 sont aussi égales. Si maintenant nous
dérivons les équations (56) par rapporta x, nous constatons que les
seconds membres ainsi différentiés donnent zéro pour résultat; car,

d*d,
(v dyds, ds*)
dans les équations (56) remplacer § par %,, en appelant %, le dépla-
cement transversal £ pour le feuillet moyen. Désignons en outre par
d;, 37, g3, les valeurs des déformationsd,, d., £, sur le méme feuillet;
les équations (36) multipliées par d, puis inlégrées, donneront :

d’aprés les égalités (53), on a = 0. Nous pouvons donc

~ d"éo 2;’?0 d* Eu
(07) d.\:d?—-x(-——, ()3:02—-1'7{;—:) gx:e','z*" Z.F;(r—d;-
Ainsi, les déformations d,, 0, g., éprouvces par les feuillels dans
les sens paralléles a leurs plans, varient linéairement le long d’une
normale a la plague.

I1. — Expressions des efforts tangentiels et tranchants,
des couples de flexion et de torsion.

1. Nousavons vu qu’a une premiére et méme & une seconde approxi-
mation on a N,= 0; on sait, d’autre part, que si I'on admet, outre
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I'existence d’un potentiel p®, la symétrie de contexture relativement
au plan yz, les tensions N,, N,, N;, T, sont les dérivées partielles, par
rapport aux déformations simples correspondantes, d’une forme qua-
dratique en d;, 9y, 0;, g,-

Annulant N, et portant la valeur de d,, tirée de la, dans les expres-
sions de N,, N_, T,, on est amené aux relations suivantes, homogénes
en d,, 9, g, et dans lesquelles figurent seulement six coefficients dis-
tincts :

‘ Ny, =C(y0dy +€0; +€&2),

(58) « N;=C(edy + y'0:+¢"gz),
T.=C(¢dy+&"0:+7"82) (1)

Nous supposerons que le coefficient positif d'élasticité C puisse seul
varier d’un feuillet a I'autre, ou que les coefficients v, ', v", ¢, ¢, ¢”
soient indépendants de x; cela revient 2 admettre que, pour d’'égales
déformations d,, 9, g, éprouvées par tous les feunillets (supposés
isolés) dans leurs propres plans, les forces déformatrices N,, N, T,,
conservent, chez tous, les mémes rapports. Nous continuerons égale-
ment a négliger 'influence de la température sur les coelficients d’élas-
ticité.

Substituons, dans les expressions (38) de N,, N;, T, les valeurs de
d,, d;, g définies par les équations (57), et posons, pour abréger :

. . d: d: dZ
MmO edt +egh  mymy g e T aae L
. , d*g, d¢ dit
(59) ’ ne=zcd}) +yJd!+¢"gl, n;=e o +7,7i_§0' + a2¢* d.”;:,
, , drt ds , d¥E
| 1y =¢ d?’ €02 + }'”g.?c' ty =¢ d)': & dz': 27 dy‘;;;

il viendra

60) N,=C(n}—xny), N;=C(nl—xn;), T.,=C(t5—xt).

Nous obtenons ainsi, sous une forme simple, I'expression des forces
déformatrices N,, N;, T,, en un point quelconque de la plaque.

() On reconnait assez facilement I'égalité, deux a deux, des six coefficients
& & ¢, €, e" ¢, aprés élimination de d., en raison de I'existence du potentiel p®
et des égalités qu’elle entrainait dans les coefficients d’élasticité primitifs,
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2. Cela posé, proposons-nous d'évaluer les actions totales exercées,
par unité de longueur, a travers deux sections faites dans la plaque
suivant deux surfaces matérielles qui, a 'état primitif, coincident res-
pectivement avec les plans des 25 et des zy. Sur chaque élément plan
de la bande des xzz, il n’existe, du moins & une premiére approxima-
tion, que deux forces, 'une normale N,, I'autre tangentielle T,. Nous
aurons donc, en effectuant la sommation des tensions normales N,

fN,dx =fC(n}-—xn,)dx=n; Cdx-—n_,.fodx,
A A A ]

h étant I’épaisseur de la plaque au point considéré.
Or la seconde partie de cette somme est nulle; car le feuillet moyen

se confondant, a I'état primitif, avec le plan des s, on a f Czdzx = o.
h

Par suite la réduction des forces N, donnera lieu :
1° A une traction résultante, appliquée au centre de gravité de la
bande et dirigée suivant Oy, qui aura pour expression

0, = n;’.fC dz = C'hn},
h

enappelant C' la valeur moyenne du coefficient d’élasticité C le long
d’une perpendiculaire aux faces de la plaque ;
2° A un couple, normal a I'axe des 3, qui équivaut a I’ensemble des
forces — C n,z dx et dont le moment, compté positivement en tour-
nant de Oy vers Ox, sera
v, = nJ.fo’ dr =
h

C"h?

ny,

. . vp , e C'R®
le coefficient C” étant défini par I'égalité %—'— = f Cx? dx-
A
Un raisonnement analogue s'applique & la sommation des forces
tangentielles T, qui donnent aprés réduction : 1° une traction résul-
tante &, = C'h ¢S, appliquée au centre de gravité de la bande, mais
ayant la direction O 3; 2° un couple normal 4 Oy et dont le moment,

C b
—1,.

compté positivement en tournant de Oz vers O, sera 7, =

De méme, les forces N, T, exercées sur la bande des xy, équivalent
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par unité de longueur : 1° a deux forces %, = C' ka3, ,= C'ht, I'une

normale, I'autre tangentielle, appliquées a son centre de gravité; 2° a
73 Crh . .
deux couples v, = ~2 Mo Ta = —— 5 qui se trouvent, le premier,

normal 4 Oy, le second, normal a4 Os.

9. Les résultantes ot,, 9%, &,, dont les lignes d’action sont dansle
plan des yz, c’est-a-dire dans le plan qui coincide primitivement avec
le feuillet moyen, sont appelées efforts tangentiels; elles provoquent
les déformations 93, 9), g, éprouvées par le feuillet moyen du trongon
dans des sens paralléles & sa position primitive.

Les couples v, v, perpendiculaires aux intersections respectives des
deux bandes par le feuillet moyen, ont recu le nom de couples de
flexion; les deux autres, agissant dans le plan méme des bandes et
dont la valeur commune est sensiblement %, celui de couples de tor-
sion. Ces divers couples ont pour effet d’incurver le feuillet moyen,

drz, .
md—:,') qui ﬁgll-
rent dans I’expression de n,, r,, ¢, et par suite dans celle de v,, v;, 7,
caractérisent la courbure prise, aprés déformation, par le feuillet
moyen au point considéré.

La sommation des forces T,, T;, qui ne peuvent pas étre négligees
a une seconde approximation, introduit deux résultantes §,, ¢, appe-
lées efforts tranchants et dont les valeurs respectives, rapportées a

suppos¢ primitivement plan, et les quantités

I'unité de longueurdesbandes, sont, pourlabandedes 25,4,= f T.dx;
/]
pour celle des zy, 3, = f T, dzx.
h

III. — Equations de 1’équilibre et du mouvement
d’'un trongon de plague dans le cas réel.

1. Pour arriver aux conclusions qui précédent, nous avons di sup-
poser, d’une part, qu’a l'intérieur du trongon considéré la constitution
et I'état de la matiére ne variaient pas, ou, du moins, ne variaient que
linéairement le long d'une couche quelconque paralléle au feuillet
moyen; d’autre part, que la masse et les bases du trongon étaient libres
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de toute action extérieure. Or, il est évident que, pratiquement, ces
conditions ne sont jamais réalisées. Nous pourrons néanmoins appli-
quer a 'étude du cas réel les formules déja obtenues, pourva que
'épaisseur de la plaque soit une fraction assez petite de ses autres
dimensions. En effet, & cause de la continuité, les expressions des
forces et couples (%, &, v, 7) ne pourront pas différer notablement
de ce qu'elles étaient dans le cas idéal précédemment envisagé; de
méme, les effortstranchants #,, 4., nuls 4 une premiére approximation,
auront toujours des valeurs faibles, comparées & celles des forces
(%%, ) ou du moins & leurs composantes.

2. Limitons notre étude au cas d’une plajue primitivement plane et
peu déformée; le feuillet moyen, dans son état d’équilibre primitif,
étant choisi comme plan général des ys, construisons en un point
dont les coordonnées primitives sont y, s, un prisme élémentaire
ayant pour hauteur, 'épaisseur . de la plaque, et pour section nor-
male, un rectangle infiniment petit dy ds du feuillet moyen.

Les axes locaux, rapportésa I'état primiti f du troncon, c'est-a-dire
a létal naturel correspondant a la température 0), sont : O.x, la per-
pendiculaire au feuillet moyen; Oy et O3, les deux fibres rectangu-
laires dy, dz, situdes dans le méme feuillet.

Aprés déformation, le point matéricl (y, 5) d’o partent les fibres
dy, ds, a subi de petits déplacements §,, 1,, T, ; par suite, les¢léments
rectilignes dy, ds auront pour projections respectives, sur les axes
locaux de coordonnées, le premier, %’dy,(l +771»£.) dy, %’(ly; le
second, '—:;'—:d:, %ds, (1 +5(%‘) ds.

De la on déduit les cosinus dirvecteurs des fibres qui, primitivement,

se confondaient avec les axes locaux. Ces cosinus sont : pour 'élément

E ’ ' dz y . .
dy, -Z—;!, I, Z—%; pour I'élément a3, =% =%, 1 ; pour une perpendiculaire

ds’ ds
dE, d:

au feuillet moyen, 1, — Ao

3. Cela posé, passons en revue les forces qui agissent sur le filet de
matiére ainsi construit :
1° Les forces extérieures; sil'on désigne par g la densité au point
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considéré, par X, Y, Z, les composantes de I'action extérieure, rap-
portée a I'unité de masse, les forces extérieures appliquées au troncon
ont pour expressions ph X dy ds, phY dy ds, ph Z dy ds. ‘

2° Les forces intérieures (3, &, §); pourla face A dz, lesrésultantes
des actions déformatrices sontsensiblement — ¢, ds, — 2, ds, — ,d3;
de méme, pour la face hdy, elles sont —§,dy, — ¢, dy, — % dy.
Quant aux forces (9%, &, §) qui s'exercent sur les faces opposées aux
précédentes, leurs expressions sont pareilles, mais changées de signe et
augmentées de leurs différentielles par rapport & y ou parrapport a s.

11 est clair que le raisonnement, que nous venons de tenir pour les
forces (%, , ), s'étend naturellement aux couples (v, 7), agissant
sur les quatre faces du prisme.

Remarquons de suite que, dans I'application, qui sera faite ulté-
rieurement, des théorémes des quantités de mouvement et des moments
par rapport aux axes locaux de coordonnées, il faudra multiplier les

»

< op . , . . d
différentes expressions des (%, &, 4, v, 7), par les petits cosinus -d—;i' )
Bo et par leurs dérivées. Nous négligerons alors, devantles dérivées
dy !
(%, &, F, 07 . . . e .
‘——(—-5’3{7—’—;;———), les produits, par ces petits cosinus et leurs dérivées, soit
) ~

des forces (%, &) quisont de I'ordre des petites déformations 9%, 93, 2%,

soit des couples (v, ©) qui sont de l'ordre des faibles courbures
1: . R .

m Nous pourrons opérer de méme, et & fortiori, pour les

produits des efforts tranchants 3, §,, par les mémes quantités; car

ceux-ci, nuls & une premiére approximation, seront toujours trés infé-
rieurs aux forces (3%, G).

4. Appliquons au trongon ou filet le théoréme des quantités de mou-

vement, par rapport aux axes Oy, O3, Ox; nous sommes conduits
aux équations suivantes :

—-djt’"+@5 +phY =o,
61) ly ds
‘ s , A iy
dy ds rplh=0;

d dt, dEy d L A, daz, _
(62) "E<§y+c’)t7yzy- +5375-)+21—z(5’3+(532‘;’—+:)t33d—;')+p,lx-—0.

Journ. de Math. (6* série), tome VII. — Fasc. III, 1qur, 40
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L'équation (62) développée peut s'écrire

dr d.v d? dar d*§
(63) ) (:m, b, ac, dvf; + 5, S5 d,:)
d:,., dy, de, d:, (dG, dYo, _
y(.Z)_’—+7f?) o -(‘17'*‘{1 )+p,!x o.

Remplacant <d 7, dL‘) (de‘ d)\’) par les valeurs — ghY,

— phZ, tirées de (61), nous introduirons dans I'équation précédente

. d‘;.o ”; d:‘:o . ’ . .
la somme suivante ph ( X— Y?I}T - ;[;->, qui représente la projection
totale, sur la normale au feuillet moyen, de I'action extérieure rappor-
tée a I'unité de surface de celui-ci; or, cette somme pouvant étre géné-
ralement confondue avec 34X, I'équation (63) deviendra

(6%) (%4—%) (J'.%/—-i-ec,(g:d »);‘(il,)+oh‘(_o
8. Il reste, pour déterminer §,, 7., & appliquer aux forces et aux
couples qui sollicitent le troncon, le théoréme des moments par rap-
. port aux axes Oy et Os.
A une premiére approximation, nous pouvons ici faire abstraction :
1° Des actions extérieures exercées sur le filet; celles-ci, en effet,
n'auront que leurs composantes paralléles au feuillet moyen, dont les
bras de levier soient sensibles, et ces composanles, en tout de I'ordre
du produil dy dz, ne donneront que des moments totaux négligzeables
si elles se trouvent distribuées & peu prés pareillement de part et
d’autre du feunillelt moyen;
2° Des tensions déformatrices (G, & ); car celles-ci, d’une part, ¢tant
pour chaque face de I'ordre de dy ou de ds, d'autre part, étant tan-
gentes au feuillet moyen, et, par suite, passant a des distances infini-
ment petiles du second ordre, sinon méme nulles, des axes Oy et O3,
ne sont pas susceplibles de donner licu & des moments appréciables.
Seuls doivent donc entrer en ligne de compte les couples (v, <), et
leurs différentielles en y et 5, ainsi que les efforts tranchants g, §..
Dés lors, par I'application du théoréme des moments relativement
auxaxes Oy et O 5, nous obtenons les équations qui déterminent 4, et 4, :

- = dfz dV; < d‘l.y d?:
(63) e’:-—‘-‘('d?'—i-?;)) fy=— 27-!-(1‘)
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En substituant dans I’¢quation (64) les valeurs trouvées pour 3,
et §,, cette derniére s’écrit

d*v, d‘r, dty,
(66) (dy T hyds v aE )
i @ d
(5,25 0, T ) L ax—o

6. Les équations (61) et (66) conviennent a 1'équilibre d’un tron-
con de plaque. Les deux égalités (61), dans lesquelles on portera les
de plaque. Les d egalités (61), dans lesquell portera |
valeurs de Xx,, %, ¢, connues en fonction de n, ng, L, ou encore,

eu égard aux formules (59), en fonction de 9} = dn.. e Lo,

ds’
gt =" %o ravissent I'équilibre d’ on ou d d
=7 ——, régissent |'équilibre d’extension ou econlracuon e

la plaque; elles permettent de calculer les déplacements 1, ,, éprou-
vés par le feuillet moyen dans les sens des coordonmées, y, 5, paral-
léles & son plan primitif.

La relation (66), dans laquelle les (v, ) auront été également rem-

‘P‘Eo

fera connaitre la courbure prise, aprés déformation, par le feuillet
moyen de la plaque au point considéré.

Remarquons en outre ue si, dans les équations précitées, on vient
a introduire les composantes de la force d'inertie, on obtiendra les
équations du mouvement, soit tangentiel, soit transcersal, des

plaques.

placés par leurs valeurs en fonction de n,, n,,{,, ou de

IV. — Introduction de la température 5 dans les équations.

1. Pour des raisons identiques a celles données antérieurement,
lorsqu’ils’agissaitd’un troncon detige (voir premiére Partie, § VI, n° 1),
nous prendrons, comme terme de comparaison, I’état naturel relatif
a la temperature spéciale § = o. Or, on connait, par les égalités (28),
les relations qui existent entrelesdéformations (¢, g’) comptées a partir
de I'état naturel relauf a la température § = o, les déformations
(9, g) comptées a partir de 1’état naturel correspondant a une tem-
pérature § quelconque, et les déformations purement thermiques
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qui sont ici simplement, dans I’hypothése d'un plan de symétrie de
contexture, (D,, D,, D,, G,) 0.

On a vu d’autre part, également & propos des tiges, que, si l’on
admel a toute température § un état naturel ou sans tension pour
P ensemble du trongon, ce que nous supposons ici, les déformations
purement thermiques doivent satisfaire aux conditions (29). Celles-ci,
dans le cas d’'une premiére approximation, donnent

D, _ 4D, _ &Gs _
det =% dr 7% aw

De la il vésulte que, le coefficient D, n’ayant aucune relation & véri-
fier, pourra varier, d’une maniére quelconque, en passant d'une
couche paralléle a la suivante; au contraire, les coefficients D,, D, G,
seront, au plus, des fonctions linéaires de lapetite coordonnée trans-
versale .¢, c’est-4-dire que leur expression la plus générale sera

(67) D,=D}—<ux. Ds=D!— ', G,=GL—a22"x.

Les coefficients D}, D}, G} sc rapportent au feuillet moyen; quant
aux facteurs ¢, &', 2", ils seront constanis pour un méme trongon,
mais varieront généralement d’un troncon a l'autre.

Remarquons que, pour toutes les valeurs de D, D, G,, autres que
celles définies par les équations (67), il existera bien a la température 0
un état naturel ou sans tension pour chaque particule imperceptible
du troncon, prise isolément et supposée soustraite a toute pression;
mais cet état naturel ne sera pas réalisé dans I'ensemble du trongon,
autrement dit, toutes ces particules, aprés avoir ¢prouvé chacune ses
dilatations thermiques, ne pourront pasreconstituer le Lroncon conlinu
par simple soudure ou sans faire naitre des réactions intérieures.

2. Les déplacements et les déformations étant maintenant comptés
a partir de I'état naturel relatif a la température spéciale 6 = o, il
reste a voir comment la température figure dans ’expression des eflorts
tangentiels, des couples de flexion et de torsion, des efforts tranchants.

1° Efforts tangentiels. — lls sont donnés par les formules sui-
vantes :
Py == C'hnl, Yo, =C'hn?, E,=Chts.
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Le premier groupe des équations (59) détermine les quantités n}, ng, ;.
Dés lors, si nous y remplacons les (d°, g°) par leurs valeurs con-
nues en fonction des (9%, g°) et des (D°, G*)8, nous obtiendrons une
premiére séric de coefficients n'y, »';, 23, qui se déduisent des expres-
sions de ny, n;, £;, en substituantaux (d°, g°) les (9", g"°) et de méme
une seconde série de coefficients n0, n7’, £;, qui seront le résultat de
la substitution des (D?, G®) aux (0°, g°). En définitive, nous pourrons
écrire :

(68) W,=C'h(n?—nPb8), No;=Ch(n?—nP0), T,=Ch(t3—129).

Les efforts tangentiels (5%, &) dépendent donc linéairement de la
température, du moins, pour des écarts modérés de 6.

2° Couples de flexion et de torsion. — Les relations (57) qui
démontrent la linéarité des déformations o,, 9., g,, ont été établies,
en admettant la graduelle variation des déformations dans les sens
paralléles au feutllet moyen dela plaque. Or, il est clair que ce prin-
cipe, d’aprés lequel les déformations varient, en général, incompa-
rablement plus vite dans les sens transversaux que dans les sens tan-
gentiels, s’applique tant aux déformations complétes ou comptées a
partir de Uétat naturel relatif a la température spéciale 6 = o, qu’a
celles qui sont purement mécaniques. Par conséquent, nous pourrons
écrire, en introduisant les déplacements ¥', ', {’, comptés a partir du
méme élat primitif 0 = o,

%,

! ’ Y ! ~ ; d’ :\
()A‘,zd)?—(l‘-d—z) d;:dzo—x-(Tgt_’ g“=g‘9—2xdyd3.

Occupons-nous de I'une de ces formules, la premiére, par exemple.
01.1 sait, vu les relations (28), que 9, =9, —D,0; on aura, par
suite,
: a2,
0y= 0} —Dy0— 28
Or, en vertu des égalités (67), on a D, =D} —2x; il vient donc
pour 9, :

! d’ f ~
9 =(o;_1);0)—x(7y5—: - -,fz).

Par identification de cette derniére relation avec la premiére du
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systéme (57), qui définit précisément 9, on est amené a conclure que

Pl _ &5
dy* — d»

Un raisonnement identique établirait que

‘i’_&_o_ﬂ_we d’E.O —_ d’E; =2
st T dst dyds ~ dyds

— e,

Cela posé, puisque les couples de flexion ct de torsion v,, v;, =,
sont des fonctions lindaires et homogénes des dérivees secondes
g,
(dy?, dy dsz, ds*
dérivées par les valeurs trouvées, on obtiendra, pour définir les

couples (v, 1), les formules suivantes :

c'hy " Cr ; C' A
(69) vy= -—12—(11).—ny9), v, = —;;—(n:——nﬂ), Te=

ik il est facile de se rendre compte qu'en remplagant ces

(Le—E:9),

!

Dans ces formules, les coefficients n,, 2., ,, et de méme les suivants
n,, n,, {,, se déduisent de I'expression des coeflicients correspon-
dants n,, n,, {,, déterminés par le second groupe d’égalités du
systéme (59), les premiers, en remplagant %, par 3, les seconds, en
)
(dy?, d3?, dy d3)
Nous voyons donc que si &, 2', " sont nuls (c’est le cas de I'hiomo-
gencité thermique des couches primitivement paralltles au feuillet
moyen), les facteurs #), n;, £, sont nuls ¢galement et par suite la
température 2’influe pas sur les couples de flexion et de torsion.
Au contraire, si g, &', ¢” sont différents de séro, ce qui revient
a supposer que les coefficients de dilatation thermique des couches
considérées varient dans le sens de ['épaisseur de la plaque, les
facteurs n), n}, £, n'étant pas nuls, la température intercient dans

'expression des couples et la modifie proportionnellement a I'écart 0.

remplagant les dérivées secondes pare, e, &’

3° Efforts tranchants. — Les efforts tranchants §,, ., nuls dans
le mode de déformation type, ont, dans les modes réels, leurs petites
valeurs liées aux couples (v, ) par les égalités (65 ). Donc ils dépen-
dent de la température dans la mesure ol ces couples eux-mémes en
dépendront.
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3. Essayonsde mettre en évidence le rdle joué par la température
dans le mouvement, soit tangentiel, soit transversal, des plaques.

1° Mouvement tangentiel. — Les équations (61) dans lesquelles
on aura introduit les composantes, suivant les y et les 5, de la force
d’inertie régissent le mouvement tangentiel des plaques. Il suffit
d'y remplacer &%,, %, &, par leurs valeurs tirées des formules (68)
pour constater immédiatement que le mouvement langentiel est
Jonction de la température 9.

2° Mouvement transversal. — De méme, en introduisant dans
’équation (66) la composante, suivant les z, de la force d’inertie, on
obtient la loi qui régit les vibrations transversales. L'équation (66 ),
ainsi compléte, se simplifie méme, du moins lorsque les plaques consi-
dérées ont une certaine épaisseur; car alors les produits de at;, %, &,
par les dérivées secondes de Z,, sont insensibles et il reste

o d®v, . dt, d*y, al(x ‘)
(70) e T ldvds T d= —dr )=

Cette derniére équation nous apprend que, si les couples de flexion
et de torsion (v, <) ne dépendent pas de la température (c'est le cas
de I'homogeéndéité thermique des couches primitivement paralléles au
feuillet moyen), celle-ci #’influe pas sur le mouvement transversal. Le
contraire a lieu lorsque les couples considérés sont fonction de 0.

V. — Equations du mouvement des plagques homogénes et isotropes.

1. Voyons ce que deviennent, dans le cas présent, les coefficients
C v Y, v s €, ¢ des égalités (58) qui définissent les réactions
intérieures N,, N;, T,.

Partant des expressions bien connues des six tensions déforma-
trices (N, T), dans le cas d’un milieu komogéne et isotrope, il suffit
d’annuler N,, d’en tirer la valeur de d,, en fonction de d,, d,, puis de
transporter celle-ci dans les expressions de N, N,. En procédant par
identification, on trouvera, pour les coefficients mentionnés, les
valeurs suivantes: C=1, y =y = u A+ 2p

) )‘_*_2“ ’ ] =y” _l_*_a#
¢'=¢ =o.
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Ensuite, vu I'homogénéité de la plaque, on a C=C'=C"=1,

a__.»s.__c"

e =2'=¢"=o0; et d'autre part, en vertu de son isotropie, nous
aurons D,=D,=D, G,=o.
11 viendra donc finalement, comme expression des forces (%, ) et
des couples (v, 7), en posant, pour abréger, = “'-M =a:
(") Roy=rhpla(dy+d;) —20;— a(a — .)De].
Yo,=hpl[a(d,+ Jd:) — 20,—2(a —1)DF), Co=hpgy;

R dtt m ' W dx

Jy__——p.(aAE—Zd ’>’ V.= EF(QAE—-Q y ) u_t_'é‘ll.([——y(l:’
d? d*

ol A désigne le symbole opératoire — 4t

2. On peut dés lors former des équations indéfinies du mouve-
ment :

1° Celles du mouvement tangentiel, en portant les valeurs de .,
Jos, €, dans les équations (61), ce qui donne

dn df {2
p.[An—*-(a ')dy (dy T 2D9>] p( — %):o,
(.L[A§+(a——|)£<}’+(;§ 2D9)|+0<Z——$;-) —o;

2° Celles du mouvement transversal, en portant les valeurs de v,,
Y3, Tz dans 'équation (70); d’ot il vient

Vi)

d\'
(72) pa—A(AQ—p()\———l:—z):o.

3. Cherchons les conditions définics aux limites, correspondantes,
en supposant que les seules pressions extérieures qui s’exercent sur la
plaque sont des pressions appliquées exclusivement sur ses bords. (es
conditions, spéciales au contour, sont au nombre de quatre et revien-
nent a dire que I'action totale extérieure, exercée sur une bande du
cylindre contournant la plaque, comprise entre deux génératrices
infiniment voisines, équivaut statiquement a trois forces dirigées

(') Jusqu’ici nous avions affecté de l'indice o tout ce qui se rapportait au
feuillet moyen; comme aucune confusion n’est possible, nous le supprimerons
dorénavant.
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suivant les axes locaux et & un couple perpendiculaire au contour. En
effet, menons, par un point quelconque de l'une des génératrices
considérces, trois axes rectangulaires tels que le premier soit normal
au cylindre et le second dans le sens de la largeur ds de la bande; et
prenons les composantes tolales et les moments totaux, par rapport
a ces axes, des forces extéricures appliquées 4 la bande. Le dernier
des trois moments est de 'ordre de ds?, c’est-a-dire négligeable; par
suite, ces forces équivalent slatiquement a trois composantes P, ds,
P,ds, P, ds, appliquées respectivement le long des trois axes, 4 un
couple M, ds normal i I'élément ds du contour de la plaque, et & un
second couple, — M, ds. Ce dernier, résultant de forces tangentielles
paralléles & ds, peut étre remplacé statiquement par un couple forme
de deux forces normales au feuillet moyen de la plaque et agissant aux
extrémités du bras de levier ds. Ces deux forces, au commencement
et a I'extrémitc de ds, seront M, et — M, ; sur I'élément ds qui suit, ces

. aM dM
deux forces seront remplacées par M,,+ M, cls et — M, — s"
Donc au point de séparation des deux elemenls ds, on a les deux

forces -- M, et M, + — “" ——ds qui, & cause de la solidarité des bandes,

M

se fondent en une résultante égale 4 —— ds Cette résultante se joint &

la force P, ds (ui est de méme sens, et de la sorte I'action totale,

exercée sur une bande du cylindre contournant, sera bien réduite
statiquement, par unité de longucur du contour, aux trois compo-

dM,
santes I, P,, I’, + —= A * et au couple M,, normal au contour.

Cela pos¢, appelons, par unit¢ de surface, p,, g, p., les composantes
de I'action extérieure exercée sur un élément du contour et p,, p,, les
composantes de la méme action suivant la normale et la tangente au
contour. Soit « I'angle de la normale extéricure avec Oy; des formules
connues de la théorie de 'élasticité donnent

Py=Nycosa+ Tysina, p.=Tycosa+ N;sina, p,=7T cosa+T,sina,
et il est d'ailleurs ais¢ de voir que

Pa== pycosx+p.sina = Nycos?a + N:sin*a + 27T, sinzcos 2,
Pps=—pysina + p cosa =— (N, — N:) sinax cos + T, (cos*a — sin*a),

Journ. de Math. (6* série), tome VII. — Fasc. 111, 1g11. /ll
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De la on déduit

P, :—:fp,‘dx: X, cos?a + Vo sina + 2 &, sinx cosa,
b

P, = / pPsda=— (95, — X;) sinzxcosa + & (cos*x — sin?a),

vy

. d’v‘ dz, dry v\ .

P, _gfpxdx~fr cosa+ ¥ sina = ——[( dq)cosa-i-( dy + d:)sma],
M,.—= f[; rde=—[— (v,—v;)sinzcosa + 7 (cos*x — sin*z)].

“h
M= f,},,.rd.c = (v, cos*x +-v; sin®a 4+ 27, cosxsinz).

i

Par subslitution des valeurs trouvées pour 3%,, 3., ¢4 ¥y Y20 Tuy
il vient

b= B (015
\ P, = Iu. sm‘)at ((I:, +dy)+cm),z(dy o
> \
=3) - +(a l)(’ln :j’_——ﬁ.l)’/) ,
(l& zcosaa(d;+((r sinax 7 ({3/) ;
Bdp d -
) - Ca— -
Pe=— e qm (33
_ Pn d*: (’.‘;’) t:
M,=— -—-[s 9a( = 2€052% de
3 2 [N 2
BB (4 P a=ny,
M= [cosza T cls’)—‘-"'mal'd; " Az,
- N dM, __/i’il.‘t_l oz otz
(74) P, T ™ ?” sinaa (-3 (’52)
acosa it a—- (A"
- 2aveds | Ty

4. 11 suffit maintenant de joindre aux deux équations (71) les
expressions (53) de P, et de P,, ces forces étant des fonctions données
sur le contour, pour obtenir le systéme qui détermine le mouvement
1angentiel; et, de méme, de joindre a Péquation indéfinie (;2) les
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expressions (74) ¢galement donnéesde M, etde P, + d—()—:” » pour obtenir

le systéme qui détermine le mouvement transversal. On constate alors
aisément que la tempcérature 0 figure dans les ¢équations du premier
systéme; qu’elle ne parait pas, au contraire, dans celles du sccond ; et,
par suite, nous sommes amencés & conclure que, pour ce qui est des
plaques homogénes et isotropes, le mouvement langenticl cst fonc-
tion de la tempéralure, celle-ci n'influant pas sur le mouvement

transcersal au degré d’approximation auquel nous nous sonunes
bornés.



