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Contribution à l'Étude thermoméeanique des tiges 

et des plaques; 

PAII M. TH. ANNYCKE. 

INTRODUCTION. 

I. Les théories classiques de l'élasticité et de la propagation de la 
chaleur dans les solides, telles qu'elles furent édifiées respectivement 
par leurs auteurs, n'offrent aucun point de pénétration réciproque. 
La première, en effet, suppose la température des corps uniforme et 
invariable, et ne peut atteindre, par conséquent, les déformations que 
provoquent des écarts sensibles de celle-ci; la seconde ne se préoccupe 
pas des modifications apportées à la température par les dégagements 
ou absorptions de chaleur qu'engertdrent les déformations du milieu, 
que ces déformations soient d'origine thermique ou mécanique. 

Pour l'étude des phénomènes thermomécaniques des solides, la 
soudure entre ces deux théories était indispensable : il fallait, en pre-
mier lieu, compléter les équations de l'élasticité, de façon qu'elles ren-
dissent compte des déformations thermiques; en second lieu, reprendre 
l'établissement de l'équation indéfinie de la température, en tenant 
compte des déformations du milieu. 

2. Duhamel tenta cet essai vers l'année 1835. Ses résultats, qui 
Journ. de Math. (6* série), tome VII.— Fasc. Ill, 1911. ^2 
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furent établis dans le cas particulier d'une contexture isotrope à l'état 
naturel (et de l'hypothèse ancienne λ = p.), en essayant notamment 
d'appliquer aux solides la distinction des deux caloriques spécifiques 
à volume constant et à pression constante, bien connue dès lors pour 
les gaz, se trouvent insérés dans deux Mémoires intitulés, l'un : 
Mémoire sur le calcul des actions moléculaires développées par les 
changements de température dans les corps solides {Recueil des 
Savants étrangers, de VAcadémie des Sciences de Paris, t. Y); 
l'autre : Mémoire sur les phénomènes thermomécaniques ( Journal 
de l'École Polytechnique, XXVe Cahier). 

3. M. Boussinesq reprit ensuite les recherches de Duhamel d'une 
manière plus simple et plus rationnelle, en faisant appel aux principes 
fondamentaux de la Thermodynamique. 

Après avoir établi l'expression générale du potentiel d'élasticité, en 
tenant compte, à la fois, et des déformations élastiques résultant de 
l'action des forces extérieures, et des déformations thermiques engen-
drées par les variations de température, M. Boussinesq démontre, 
d'abord, qu'à une première approximation, on peut raisonner comme 
si les changements modérés de température n'amenaient pas de chan-
gements de pression et réciproquement (c'est d'ailleurs ce que prouve 
l'expérience journalière); ensuite, qu'à une seconde approximation 
il faut, d'une part, compléter les équations générales de l'élasticité 
par l'addition de nouveaux termes, qui s'interprètent aisément lors-
qu'on attribue à la température le rôle d'une pression superficielle et, 
à ses dérivées dans l'espace, le rôle de forces extérieures appliquées à 
chaque élément de volume; d'autre part, ajouter à l'équation indéfinie 
des températures, des termes analogues à ceux qu'introduirait l'exis-
tence d'une source intérieure fictive, traduisant la conversion du tra-
vail des déformations en chaleur. 

Ces résultats, résumés dans unejNote importante qui termine la 
XXXIVe Leçon de sa Théorie analytique de la chaleur, ont été 
démontrés d'une façon détaillée par M. Boussinesq dans son cours de 
la Sorbonne en l'année 1909. 

4. Entrant dans la voie des recherches inaugurées par Duhamel et 
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par M. Boussinesq, M. L. Roy, dans une très intéressante Thèse sou-
tenue le 26 mai 1910 devant la Faculté des Sciences de Paris, déve-
loppe la théorie des phénomènes thermomécaniques des solides en 
suivant les méthodes de VÉnergétique. Au lieu de se borner, comme 
l'ont fait ses devanciers, aux corps notablement étendus en toutes 
dimensions, il aborde également le cas des tiges et des plaques homo, 
gènes et isotropes; il établit pour ces différents milieux les équations 
de la température, celles du mouvement tangentiel et transversal, et 
détermine, à une deuxième approximation, la vitesse du son dans les 
corps solides, en étendant à ceux-ci l'hypothèse à'adiabatie, reconnue 
légitime pour les gaz; la thèse s'achève par l'application des théories 
exposées au problème des vibrations d'origine calorifique, qui accom-
pagnent le refroidissement d'une tige libre à ses deux bouts, unifor-
mément chauffée à l'instant initial, se refroidissant par rayonnement 
sur toute sa longueur et par contact à ses extrémités. 

î>. Le but du présent travail est de reprendre, en se plaçant au point 
de vue thermomécanique, l'étude des tiges et des plaques traitée par 
M. Boussinesq dans deux remarquables Mémoires insérés au Journal 
de Mathématiques pures et appliquées, l'un en 1871, l'autre en 
1879, et dans lesquels sont démontrés en toute rigueur les principes 
que les ingénieurs mettent à la base de leurs théories sur la Résistance 
des matériaux. 

Cette Thèse comprend deux Parties. Dans la première, qui concerne 
les tiges, nous tenons compte, d'abord, de Γ hétérogénéité des fibres 
qui sont souvent, près de l'axe, constituées autrement qu'au voisinage 
de la surface; la seule hypothèse que nous faisons sur leur constitution 
est la symétrie de contexture par rapport aux sections normales; notre 
point de vue est donc plus général que celui de M. L. Roy et atteint, 
par exemple, l'étude thermomécanique des corps laminés et des poutres 
en bois qui ne peuvent entrer dans la catégorie des corps homogènes 
et isotropes; ensuite, sans recourir aux principes de l'Énergétique, 
mais en admettant qu'il existe, à toutes les températures considérées, 
un état naturel pour chaque tronçon de la tige pris isolément, nous 
démontrons, tout intuitivement d'ailleurs, qu'à part certaines régions 
exceptionnelles, on peut admettre, à une première approximation, 
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Y uniformité de la température dans toute l'étendue d'un tronçon 
quelconque et lui appliquer, par conséquent, à Vinslant t, les équa-
tions ordinaires de l'élasticité, à condition toutefois de compter les 
déplacements et les déformations à partir de tétai naturel relatif à 
la température 0 correspondante. 

Cela posé, nous introduisons explicitement la température dans nos 
équations en prenant, comme terme de comparaison, non plus l'état 
naturel relatif à une température θ quelconque, mais celui qui corres-
pond à la température spéciale H = o. Dès lors, nous établissons que 
la température influe toujours sur l'effort d'extension ou de compres-
sion; que les moments de llexion et les efforts tranchants dépendent 
de celle-ci dans le cas seulement où les propriétés thermiques des fibres 
longitudinales sont variables; que le couple de torsion en est indé-
pendant : et nous arrivons ensuite à des conclusions analogues pour 
les vibrations longitudinales, transversales et tournantes. 

L'exposé de cette première Partie se termine par l'étude des dépla-
cements vibratoires longitudinaux d'une tige isotrope, à bouts fixes 
et imperméables à la chaleur, dont les deux moitiés, après avoir été 
initialement, l'une, chauffée, l'autre, refroidie, se remettent peu à peu 
en équilibre thermique entre elles et avec l'atmosphère ambiante main-
tenue à la température zéro. A ce sujet, nous montrons qu''une simple 
dérivation des résultats de notre problème permet de déduire ceux du 
problème posé par M. L. Roy. Enfin, à l'aide d'applications numé-
riques appropriées, nous discutons les phases du phénomène de refroi-
dissement, en insistant particulièrement sur les conditions requises 
pour que les vibrations, d'origine calorifique, puissent donner lieu à 
un son perceptible. 

Dans une seconde Partie, nous étendons la méthode intuitive qui 
nous a servi pour les tiges, aux plaques élastiques planes, toujours 
dans de larges hypothèses d'hétérotropie et d'hétérogénéité de la ma-
tière suivant les petites dimensions du corps, c'est-à-dire, ici, suivant 
l'épaisseur, mais en y admettant encore Y existence d'un étal naturel 
des tronçons à toutes les températures. Nous retrouvons notamment, 
comme résultats particuliers, tant pour les déplacements tangentiels 
que pour les déplacements transversaux, des lois que M. L. Roy avait 
dû, même en se bornant aux plaques homogènes et isotropes, deman-
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der au calcul des variations et à d'hypothétiques développements en 
série censés très rapidement convergents, dus à Poisson, mais qui ne 
s'appliqueraient peut-être pas facilement à des plaques d'une con-
texture moins spéciale. 

6. C'est sous l'influence de l'enseignement de M. Boussinesq que 
j'ai entrepris ce travail et je dois beaucoup à ses encouragements et à 
ses conseils très bienveillants; qu'il daigne recevoir ici l'expression de 
ma profonde reconnaissance. 



PREMIÈRE PARTIE. 
LES TIGES. 

I. — Préliminaires. 

1. M. Boussinesq pose à la base de son étude sur les tiges, outre les 
équations générales de l'élasticité, le principe essentiel que nous énon-
cerons de la manière suivante : Pour toutes les petites déformations 
d'une particule élastique, s'efîectuant à température constante et 
comptées à partir de l'état naturel ou sans tension relatif à celte tem-
pérature, le travail de déformation est essentiellement positif ; dans 
le cas où il existe un potentiel d'élasticité, le travail de déformation 
est mesuré par la variation de ce potentiel. 

A l'aide de ce principe, M. Boussinesq établit, par l'application des 
propriétés des formes quadratiques, pour toute tige admettant comme 
plan de symétrie de contexture une section transversale quelconque, 
la quasi-nullité des actions mutuelles des libres longitudinales dans les 
sens transversaux; il déduit ensuite les formules qui donnent, à une 
première approximation, Veffort d'extension ou de compression, le 
moment de torsion, les couples de flexion et les efforts tranchants. 

Tous ces résultats sont d'ailleurs démontrés par lui, même pour le 
cas où il n'existerait pas de potentiel dyélasticité, c'est-à-dire pour le 
cas où les six composantes usuelles des pressions ne seraient pas les 
dérivées partielles d'une même fonction ρ Φ par rapport aux six défor-
mations simples correspondantes. Mais, depuis, la certitude de l'exis-
tence de ce potentiel est devenue si complète, et il en résulte une 
simplification telle des théories, que nous n'hésiterons pas à l'admettre 
dans tout ce qui suit et à profiter des réductions de formules qu'elle 
permet. 

2. Reprenant donc, dans cet esprit, l'étude de M. Boussinesq, cher-
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chons les modifications qui doivent y être apportées lorsqu'on se place 
au point de vue thermomécanique, c'est-à-dire lorsqu'on tient compte 
des petites déformations des solides que provoquent d'assez larges 
variations de température. 

Soit une tige mince et allongée, de section constante ou variant 
graduellement d'une extrémité à l'autre, homogène ou composée d'une 
matière dont la nature peut changer (même brusquement) dans les 
sens transversaux; nous admettrons cependant la symétrie de con-
texture par rapport aux sections normales, hypothèse qui, d'ailleurs, 
se trouve presque toujours vérifiée dans la pratique. 

Concevons-la divisée en tronçons sensiblement prismatiques, dont 
chacun, limité par la surface même du corps et par deux plans paral-
lèles menés normalement à la ligne moyenne, ait ses trois dimensions 
comparables entre elles. 

Abstraction faite des perturbations locales résultant ou de l'intro-
duction de sources de chaleur ou de l'application de forces exception-
nellement grandes, deux tronçons voisins d'une région quelconque de 
la tige peuvent être considérés comme étant dans des conditions phy-
siques à fort peu près identiques; par suite, on est amené à suppo-
ser, à une première approximation, que les variables qui définissent 
l'état physique d'un tronçon, c'est-à-dire les six déformations élémen-
taires (d, or) et la température 0, conservent les mêmes valeurs tout le 
long d'une perpendiculaire aux bases du tronçon, les variations de ces 
quantités ou, tout au moins, des six(d,«·) pouvant d'ailleurs être 
beaucoup plus considérables dans les sens transversaux. Ajoutons 
qu'en raison de la très grande conductibilité de la matière qui consti-
tue la tige, comparée à celle de l'atmosphère ambiante, la température 
est également uniforme dans l'étendue de chaque section normale, et 
nous arrivons à conclure quV/ι tous les points d'un tronçon quel-
conque (supposé isole) la température est la même. 

5. Il résulte donc de cette analyse préliminaire que, à une pre-
mière approximation, nous aurons le droit d'appliquer au jproblème 
de l'équilibre et du mouvement d'un tronçon de tige à l'instant /, les 
équations ordinaires de l'élasticité qui supposent, comme on sait, la 
température uniforme et invariable, mais en comptant les déplace-
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ments et les déformations à partir de l'état naturel relatif à à la tem-
pérature θ effective. 

II. — Équations de l'équilibre ou du mouvement d'un tronçon quel-
conque supposé parfaitement homogène dans le sens de la longueur 
et soustrait à toute action extérieure s'exerçant sur sa masse et sa 
surface latérale. 

1. Soit un tronçon quelconque de la tige, considéré primitivement 
à Vétal naturel relatif à la température θ ( nous désignons par θ la tem-
pérature à l'instant i); puis dans cet état primitif choisissons, comme 
origine d'axes locaux de coordonnées, le centre de gravité de l'une des 
bases, centre déterminé en attribuant à chaque élément d<s de celle-ci 
une masse fictive égale au produit de cet élément de par le coefficient 
d'élasticité Ε de la fibre qui y passe; pour axe des χ, la tangente à la 
fibre moyenne; pour axes Ο ν et 0«, deux fibres rectangulaires coïn-
cidant avec les axes principaux d'inertie de la base en question ; enfin 
appelons α l'angle que fait avec Ο y la normale extérieure à un élé-
ment du contour limitant la section. 

Les actions extérieures directement appliquées à la masse du tron-
çon (y compris l'inertie dans le cas du mouvement) et celles qui 
s'exercent sur la surface latérale, sont très peu de chose par rapport à 
l'ensemble des forces qui agissent sur le reste du corps et qui donnent 
lieu aux réactions intérieures (N, T); nous aurons donc, sous l'action 
de celles-ci, comme équations de l'équilibre et du mouvement d'un 
tronçon de tige, 

i ώ + dy + ilz °' 

() rfT = 0· 

1 "5* + Sf + rfT - °' 

les conditions spéciales au contour étant 
(a) T

2
 cosa -+- Ty sin a = ο, N, cosa -+■ T^sina — o, T

x
cosa 4-N-sina — o. 

(') Nous indiquerons par des</ italiques les dérivées, mêmes partielles, pour 
éviter toute confusion avec les «> désignant les dilatations linéaires. 
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2. Il convient de remarquer que les équations (1) et (2) sont les 

seules nécessaires au problème si la tige est homogène ou du moins 
faite d'une matière dont la densité varie graduellement dans les sens 
transversaux; au contraire, dans le cas d'une variation brusque de 
densité dans les sens des y ζ, comme il arriverait s'il s'agissait d'une 
tige formée de plusieurs prismes de constitution entièrement différente 
accolés sur toute leur longueur, il faudrait, par voie de continuité et 
eu égard au principe d'égalité de l'action et de la réaction, ajouter aux 
équations (1) et (2) deux relations complémentaires exprimant: 
l'une, l'égalité des déplacements ξ, η, ζ de part et d'autre de chaque 
élément de la surface de séparation de ces prismes ; l'autre, l'égalité 
deux à deux, avec signes contraires, des pressions appliquées aux deux 
faces de l'élément superficiel considéré. 

3. Evaluons les déformations élémentaires (d, g) en fonction des 
réactions intérieures (Ν, T). 

On sait que le potentiel d'élasticité, rapporté à l'unité de volume, 
d'une particule élastique quelconque, a le double de sa valeur ρΦ 
définie par l'expression 

(3) 2ρΦ _ Νχ(?χ 4- Nyd, H- Ns
ih-|- -h Τzgz. 

C'est une forme quadratique par rapport aux six déformations (d, g) 

qui renfermera le plus généralement vingt et un coefficients spécifiques 
différents. 

Pour le présent problème, étant donnée la symétrie de contexture 
relativement au plan des y ζ, le potentiel ρΦ sera la somme de deux 
formes quadratiques distinctes, l'une en (dXJ dn ds, g*), l'autre en 
(sv> S')· 

Rappelons que les déformations (d, g) dont il s'agit sont comptées 
à partir de Vètat naturel correspondant à la température ô et sont 
liées aux déplacements ξ, η, ζ, comptés à partir du même état pri-
mitif, par les équations suivantes : 

(4) 
â*=dï' d*=di> 

èx dy as ds dx oZ~ dx^ dy 
Journ. de Math. (6· série), tome VII. — Fasc. III, 1911. »'«3 
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La théorie générale de l'élasticité apprend également que, lorsqu'il 
existe un potentiel ρΦ, comme nous l'admettons ici, les six pressions 
(ou plutôt tensions) déformatrices sont données par 

(5) (Ν Ν Ν Τ Τ Τ} — **(ρΦ) 

Et si, à l'inverse, on exprime ρΦ au moyen des six pressions Ν, T, 
ce qui fait de ce potentiel un polynôme homogène du second degré en 
(Nj., N

V
,N-, T,,TV,TC), il vient, comme on le sait également et 

comme il est démontré au paragraphe II du premier Mémoire cité de 
M. Boussinesq (de 187ï), 

(5 his) ( Λ, d, , d
=
, g„ gy, g, ) =

 ' 

Donc, dans le cas présent où la fonction ρΦ se dédouble en deux 
parties, essentiellement positives, contenant, l'une, N

v
, N

s
·, Γ

Λ
, 

l'autre, T, et T., nous aurons, pour exprimer les déformations par 
les pressions, six relations de la forme 

(6) 

à
x
 = Λ ( N,- β Ν, - β' Νβ - β'Τ

χ
), 

ΰ
ν

—— βΑΝχ + 3 termes en Ν,, λ-, Τ
χ

. 

Ο
ζ
 ~ —- β'Αλ

χ
-*- 3 termes en Ν

ν
. Ν-, Τ

χ
. 

gx——β"ΑΝ
χ

4- 3 termes en Ν
ν
, Τ

χ
, 

η y— GTj. + UT-, 
^. = MT

V
 + G'TS. 

11 est clair en effet que l'existence du potentiel ρΦ entraîne l'égalité, 
deux à deux, des coefficients affectant soit Ν,, Ν-, Ύ

χ
 dans o

x
', soit 

dans dyi dz, gx', soit enfin T- dans gy et T
v
 dans μ

ζ
. 

D'ailleurs les coefficients spécifiques, tant ceux dont il vient d'être 
parlé que les autres, ne dépendront pas de 0 : car leurs petites varia-
tions dues aux élévations modérées de la température n'ajouteraient, 
une fois multipliées par les (Ν, ï), que des termes du second ordre;, 
de plus, vu l'homogénéité delà matière le long d'une perpendiculaire 
aux bases du tronçon, ces coefficients seront tous indépendants de χ, 
mais varieront généralement dans les sens des y;;; enfin, nous admet-
trons l'hypothèse suivante, essentielle pour la simplification de cer-
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tains raisonnements dans la suite, en vertu de laquelle les coefficients 
β, β', β" sont constants : cela revient à supposer qu'il s'agit d'une tige 
dont les fibres, si on les isolait de manière à avoir N

y
=Ν-=Τ

χ
=ο, éprou-

veraient d'égales déformations latérales (d
y

, à-, pf) = — <λτ(β> β', β")> 
sous l'effet de tractions produisant sur toutes une même dilatation 
longitudinale 

III. — Démonstration de la nullité de T
X1

 N
z
, N

v
. 

1. Nous avons vu que, à une première approximation, on peut 

admettre les égalités ~ (d, «·) = ο, exprimant, pour chaque tronçon, 

Γuniformité de l'état physique en tous les points d'une parallèle à 
l'axe des#. Il suffira toutefois, pour établir notre proposition, de par-
tir des hypothèses suivantes fort approchées, quand elles ne sont pas 
rigoureuses, en tout cas plus larges que ne serait la supposition de 
nullité de toutes les dérivées du premier ordre en #, à savoir 

(7) dxt ̂  dy' ~ <(x ' ô=)-°-

Le second groupe des équations (7) s'écrit encore, en remplaçant 

ryi S s pftr leurs valeurs (4) et en tenant compte de ce que ~ = 0
X

, 

(8) 
tPri __ dù

x
 d*X d ô

x 

dx* dy ' dr"1 dz 

Remarquons que les premiers membres des équations (8) sont con-
tinus dans la section σ, même s'il s'agit d'une tige constituée par des 
prismes accolés; car les déplacements η, ζ étant égaux, à moins de 
rupture, de part et d'autre de la surface de séparation de ces prismes, 
il en est de même de leurs dérivées en x. 

2. Cela posé, dérivons par rapport à / la première des équations (8), 
par rapport à ζ la seconde, les résultats obtenus pour les premiers 
membres sont respectivement—^ et puis,inversement, dérivons 
l'une par rapport à ζ, l'autre par rapport à y, les premiers membres 
ainsi dérivés ont pour valeur commune · H en résulte donc, vu 
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le premier groupe des équations (7), que les dérivées des termes 
d*Yi rPZ 
dx* * dx*' solt Par ^PPort à y, soit par rapport à ζ, sont nulles, ou 
que ces termes ne varient pas dans lessens transversaux. 

Soient et ζβ ( * ) les déplacements transversaux du centre de gra-
vité· Ο de la section <x. Nous pouvons remplacer par et les 
premiers membres des équations (8) ; celles-ci, multipliées, la pre-
mière par dy, la seconde par dz, puis ajoutées et intégrées, donnent, 
en désignant par d

0 la dilatation longitudinale de la fibre moyenne au 
point considéré, 

<9) ά'-ύ'-ϊϋχί-'Ίΰί· 

La formule (9) nous apprend que les dilatations â
x
 des fibres lon-

gitudinales varient linéairement dans les sens transversaux. 

3. Passons maintenant aux deux dernières équations du système (1). 
Celles-ci deviennent, en remarquant que, eu égard aux égalités ((>), 
les conditions ~ (gy, g

z
) = ο équivalent à poser ~ (Ty, T.) = o, 

(10) -r^- + = Ο, —rf — O. 

Multiplions-les respectivement par \dydz, W dydz, V et W dé-
signant deux fonctions continues quelconques dey, ζ, puis ajoutons et 
intégrons dans toute l'étendue σ d'une section transversale. Il vient 

00 // [ V (dNy / dy
+'£)+vjiw+1)] ^= 0; 

Or, on a identiquement 

v($+i5r)=i<v,,'> +έ<ντ*> -T-£-
w(^+^)=é(WTe)+^WN»)-T'^-N·^· 

(') On affectera de l'indice o tout ce qui se rapporte à la fibre moyenne ou 
centrale du tronçon. 
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Substituant ces valeurs dans l'intégrale (n), nous pouvons, par 

application de la formule de Green-Stokes(4), transformer les termes 
exactement intégrables une fois en des intégrales curvilignes étendues 
au contour s qui limite la section σ, et écrire, par conséquent, pour 
l'ensemble des termes considérés, 

(12) I [ V(Ny cosoe -h T^sinoc) ■+■ W(T*cosa -h N
:
sina)] ds. 

La formule ( 12) établie sans difficulté lorsque la tige est homogène, 
les fonctions Nr, Ν-, Τ

χ
 étant alors continues dans toute la section σ, 

subsiste, même s'il s'agit d'une tige constituée par des prismes de 
nature différente accolés sur leur longueur, quoiqu'il y ait, dans ce 
cas, discontinuité à la surface de séparation des prismes pour les ten-
sions Nr, N

z
, T

x
. Notons que, dans cette dernière hypothèse, il faut, 

pour arriver au résultat, diviser d'abord la section σ en autant de ré-
gions partielles qu'il y a de prismes accolés; puis, les variations de 
Ν",., N

z
, Ύ

α
 étant continues à l'intérieur de chacune d'elles, leur appli-

quer successivement la formule de Green-Stokes. 
L'addition de ces intégrales curvilignes partielles nous conduit à la 

formule (12); car les deux éléments d'intégrale relatifs à un même 
arc ds' contigu à deux régions sont égaux et contraires, vu les hypo-
thèses spéciales aux surfaces de séparation énoncées plus haut et à 
cause de la continuité supposée de V el W. 

En raison des deux dernières conditions (2) spéciales au contour, 
il est clair que l'intégrale (12) est nulle, et la relation (11) devient 

(i3) 
i Λ l ' ̂

 5
 "st + +

 w) J* '~ °· 

Posons successivement dans cette dernière égalité 

I» W = ο et V =/, = s, = rs, = ys, =5S; 

2» V =0 et W = 5, =/, =c», = zy, =y\ 

Nous obtenons neuf relations distinctes qui peuvent se condenser 

(*) Ou plutôt de Lagrange. 



s54 TH. ANNYCKE. 

en une seule formule symbolique 

04) yy (N
n
 =o. 

Posons encore V = η, W=ζ. On déduit de l'égalité (i3), en se 
rappelant que ̂  = dy> -j: = dz » -pp.

 =

 o?i 1 expression suivante : 

05) ////"+" Ν ; à
:
 + Tj-A'a·) dn — o. 

4. Il nous reste à démontrer que l'équation( 15 ) entraîne, avec ( 14), 
la nullité des composantes transversales T

r
, Ν., Ν,. 

Nous avons vu que, pour le problème qui nous occupe, le potentiel 
d'élasticité ρ Φ était la somme de deux formes quadratiques distinctes, 
essentiellement positives, l'une contenant N

x
, Nr, N-, T

x
; l'autre, 

Tr, T
z

. On sait, d'autre part, que toute forme quadratique, essentiel-
lement positive, peut être ramenée à une somme de carrés de formes 
linéaires indépendantes, les coefficients de ces divers carrés étant tous 
positifs. 

Cela posé, occupons-nous de la première de ces formes, dont le 
double est 

^*0*+N.<)
5
+Tjpg'.,,. 

Après y avoir remplacé les dx, dy, à
s

, g
x
 par leurs valeurs tirées 

de (6), développons-la en appliquant la méthode connue de réduction 
des formes quadratiques. Le premier terme du développement sera 
Α<Ν.-βΝ,-β'Ν

β
-ρΤ ,)a. 

On retranchera ensuite de la partie restante de la forme quadratique 
le terme puis par un procédé analogue, on 
obtiendra le carré d'une forme linéaire ne contenant plus que Ny, N-, 
Τ

Λ
, et ainsi de suite, le nombre de variables dans chaque carré dimi-

nuant toujours d'une unité. 
En résumé, nous pourrons écrire 

1W.+ + A(N
X
- βΝ,-β'Ν,-β'Τ

χ
)« 

-4-b(Ny-h
7

N
5
-h/T

x
)'4-c(N

3
4-/T

x
)' + dT*, * 

formule dans laquelle les coefficients A, b, c, d sont positifs. 
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Or on sait que 

d
x
 = A ( \

x
 - βNy— β'Ν.— β'Τ,). 

Par suite, le premier terme du développement s'écrira encore 

à
x

( N
x
- βN

y
- β'Ν, - β"Τ

χ
) ou bien N

x
d

x
 - <U β Ν, + β' Ν-β"Τ

χ
). 

Nous arrivons donc finalement à l'expression de N,dy ■+■ N
z
d

z
 -h Τ

χ
£

χ 

que nous cherchons : 

Xydy + N^s+ T.ff,= l)(Ny+yN
=
+-/T

x
)'4- c(N

5
+ -/T

x
)'+ dTi 

— ^
χ

(βΝ^4- β'Ν-·+ β*Τ
χ

). 

Dès lors, si l'on effectue l'intégrale 

/ / [N.vdv— 4- T
x

£
x

]dv 

on constate aisément que le terme 

- ff ·>*(£*> + ?'N= +B'Tx) dv 

est λ/// identiquement. 
En effet, d'une part, les coefficients β, β', β" étant constants 

peuvent sortir du signe somme; d'autre part, les trois intégrales 

J f d
x

(Nj, N
z
, T^cfosont nulles, vu lesformules (9) et(i4). 

Nous aurons donc, comme expression du premier membre de 
l'équation (i5), une intégrale double dans laquelle l'élément diffé-
rentiel sera la somme de trois carrés dont les coefficients respectifs b, 
c, d sont positifs. Cette intégrale, devant être nulle, ne pourra l'être 
que si chaque carré, pris isolément, s'annule : ce qui entraîne 

T
x
~ o. N-=r o. Ny — o. 

Le résultat fondamental que nous venons d'établir en suivant l'élé-
gante méthode de M. Boussinesq, mais spécifiée et simplifiée pour 
le cas où existe le potentiel ρΦ, s'interprète de la manière suivante : 

Dans tout tronçon supposé homogène dans le sens dé la longueur et 
soustrait à toute action extérieure s'exerçant sur sa masse et sa surface 
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latérale, les composantes de la pression mutuelle de deux fibres 
quelconques suivant les y et les ζ sont nulles. 

IV. — Expression de l'effort d'extension, des couples de flexion 
et de torsion, des efforts tranchants. 

1. Les tensions Λ-, Ύ
α
 étant nulles, les formules (6) se simpli-

fient. La première devient 

(.6) ou X„=l.
dx
=E(d.-y^-:^), 

L désignant le coefficient d'élasticité d'une fibre longitudinale quel-
conque du tronçon ; les trois suivantes s'écrivent de même : 

(•7) = ou -^,-χ^-,^(β,β',β'). 

Parmi les trois quantités ù
9i

 qui figurent dans les équations 

(16) et (17), <?«, a une signification physique connue; quant aux déri-

vées secondes —·> elles ne sont autres que les courbures que pré-

sente à l'origine, en projection sur deux plans rectangulaires des xy 
et des xz

y
 une ligne matérielle primitivement droite et tangente à la 

fibre moyenne. 
Si maintenant on intègre le système d'équations (17) par rapport 

à y et à s, il est facile de voir que la base σ du tronçon subit, par rap-
port à l'axe local des χ toujours supposé coïncidant avec l'élément ds 
de l'axe de la tige, et outre ses déformations transversales dy., dZJ gxy 

éprouvées dans son propre plan, pareilles pour toutes les sections σ 
du tronçon (à une première approximation), une rotation d'ensemble 
autour de cet axe Ox. La connaissance de cette rotation, jointe 
à celle de d

y
, d

zy
 g

xy
 permettra donc de déterminer complètement, 

du moins en projection sur le plan des yz, le mode de déformation 
et de déplacement de la section transversale σ considérée. 

2. Cela posé, cherchons à sommer les composantes normales 
qui s'exercent aux divers points d'une section σ. 
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Il vient 

/ΧΝ-"9=/ΙΕ("'-^--'©Α: 

ou encore, d0, étant constants dans l'étendue d'une section, 

// N2 dv = do // E dv - d² n° 

Or, l'origine des axes coïncidant primitivement avec le centre de 
gravité delà section défini, comme l'on sait, en attribuant à chaque 
élément de celle-ci une masse fictive proportionnelle au coefficient 
d'élasticité Ε de la fibre longitudinale qui y passe, les deux derniers 
termes de l'expression précédente disparaissent, et il reste 

j J X
x

dv = dvj*J Ε</σ = Ε'σ^
0

> 

en appelant E' le coefficient moyen d'élasticité des fibres longitu-
dinales. 

En définitive, nous voyons que la réduction des forces donne : 
i° Une résultante χ = Ε'σ<1

0
 appliquée au centre de gravité; 

20. Un couple normal à la section σ et qui équivaut à l'ensemble 
des forces 

E-E [y d²no / dx²] 

Ce couple se décompose en deux autree, perpendiculaires aux axes 
Οy et Oz, dont les moments respectifs M

r
 et M

z
, comptés positivement 

de Ox vers O- pour le premier, de O# vers 0/ pour le second, sont 

M'=/jCE(^5F Μ
==//

Ε
(^

 +^)ïd°-
Or, les axes Οy et Oz coïncidant primitivement avec les axes princi-
paux d'inertie de la section, on a 

Jj Eysda = o. 

Par suite, les expressions de et de M. se simplifient et deviennent, 
Journ. de Math. (6* série), tome VII. — Fasc. III, 191t. 34 
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en introduisant les moments d'inertie principaux 

E'I
r

= j"j* ΕΊ.= fJ* Ε y*dc: 

(.8) *,=*!,g.M = E' I 

La force X = Ε'σ<?9 qui produit la dilatation d
0
 de la fibre moyenne 

représente Γ effort d'extension au point considéré de l'axe de la tige; 

les couples M^., M- qui donnent lieu respectivement aux courburesd² E / dx² 

•^7» sont appelés couples de Jlexion. 

S. Passons à la composition des forces Tr et T. appliquées en cha-
cun des points de la section σ. L'ensemble de ces forces pourra se 
ramener généralement à un couple situé dans le plan des y- et qui, 
ayant pour effet de faire tourner la section dans son plan, sera le 
couple de torsion, et à une résultante dont les composantes suivant 
leset les s, §y et^L, seront désignées sous le nom à'cfforts tran-
chants. 

ι° A une première approximation, les efforts tranchants §y et §-
sont nuls. — En effet, dans cette hypothèse, on a 

£{â,g) = ο ou ^(N,T)=o; 

donc la première équation du système (i) devient 

~ + — o. 

Multiplions l'équation précédente par U do, U étant une fonction 
continue quelconque dey, s; et intégrons les résultats dans toute 
l'étendue de la section <t, en remplaçant toutefois 

U (dT / dy + dT/ dz) 
par 

£(UT
5
)
+

*(UT,)-T^-T,§. 

. Le procédé qui nous a servi à établir la formule (i3) s'applique ici 
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de même et donne, vu la première équation du système (2), 

// (T dU dy + T) 

D'où il vient, pour U =y, 

/.'>'· · ■· 
pour U = s, 

// Ty dv = 0 

Il en résulte que les efforts tranchants sf,., .L, étant définis par les 
égalités 

3
y
 = j* j* Τ- ί/σ, — Ç J* Τ

y
 de, 

sont nuls; et la proposition est établie. 
20 Par suite de la nullité des efforts tranchants, il ne subsiste, 

comme résultat de la réduction des forces Ty, T-, qu'un couple dont 
le moment M*, sera 

Mx = //( y1 y zT.)da. 

Démontrons que est proportionnel à Vangle de torsion γ et au 
carré de Vaire σ de la section transversale. 

En effet, deux sections primitivement normales et situées à une dis-
tance dx auront, dans la déformation, tourné, en projection, l'une 
par rapport à l'autre, d'un petit angle d\ ou ydx, ο désignant l'angle 
de torsion rapporté à l'unité de longueur. Les déplacements transver-
saux correspondant à cette rotation élémentaire, les seuls qui soient 
différents (à une première approximation) dans les deux sections σ 
consécutives, seront 

(»9) dn—zd^ — — zy dx, (Ιζ — y db ~yo dx. 

Donc les glissements g,., g-, définis par les équations (4), seront, en 
fonction de ξ ét de ο, 

(2θ) 
di di 

gy = dz qy, g = dy - yz 

Supposons que l'angle ο soit donné; il suffira, pour connaître gz 
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et par suite Ty, Tn de déterminer la fonction ξ en chaque point (y, z) 
de la section σ. 

A cet effet, on porte les expressions de Τ,, T- en fonction de gy1 

g
;1

 tirées de (6), dans les équations 

(21) —:—ι—-i=o, Tscosa -+- T, sina = o; 

on substitue ensuite aux déformations gy, g
z
 leurs valeurs (20), et, de 

la sorte, on obtient le système permettant de déterminer ξ. 
Cela posé, divisons par φ les équations (21). Celles-ci ne renferme-

ront d'autre inconnue que le rapport il s'ensuit que les valeurs de ξ, 
celles de gyt g-, Τ,, T. aux divers points, ainsi que le moment 

Mw = // (yT - T
z

)d<7 du couple résultant, sont simplement 

proportionnelles à φ. 
De même, .établissons la proportionnalité de au carré de σ : il 

soffit, pour cela, de constater que les équations (20) et (21) ne cessent 
pas d'être satisfaites quand on y multiplie y, r, dy, dz par un rapport 
constant de similitude a, pourvu qu'on multiplie en même temps ξ 
par gy, g

z
, T,, T

z
 par a, et, en conséquence, le moment 

Mx = //(y T y - zT ) dv 

par la quantité as proportionnelle à σ2. 
Ainsi donc, s'il s'agit de tronçons ayant des sections semblables et 

pareillement constitués en leurs points homologues, le moment de 
torsion M

x
 varie proportionnellement à ο et à <y2; par suite, si l'on 

Résigne par c un coefficient dépendant des élasticités transversales et 
(Je la forme de la section, le moment de torsion M* pourra s'écrire, 
d'une manière générale, 

M
 χ

—οσ*ο ou ca*^· 

V. — Équations de l'équilibre et du mouvement d'un tronçon de tige 
dans le cas réel. 

I. La théorie qui vient d'être exposée et les résultats obtenus ne 
conviennent en toute rigueur qu'au! cas idéal où l'on supposerait la 
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tige infinie, de manière à éliminer les influences perturbatrices des 
extrémités ; le tronçon exactement prismatique à l'état naturel cor-
respondant à la température 6, de constitution parfaitement homogène 
dans le sens de la longueur; la masse du tronçon et sa surface latérale 
libres de toute action extérieure. 

Evidemment toutes ces conditions ne peuvent être vérifiées dans un 
tronçon de tige réel; toutefois, si la longueur de la tige est suffisam-
ment grande, par rapport aux dimensions transversales, pour que les 
conditions précédentes soient approximativement réalisées, en vertu 
du principe de continuité, les résultats obtenus dans le cas théorique 
déjà envisagé pourront, dans une certaine mesure, être étendus au 
cas réel. 

Ainsi les expressions des forces ou couples 31, M*, M,, M
z
 ne diffé-

reront pas notablement de ce qu'elles étaient dans ce cas limite, et les 
efforts tranchants $y, $

z
, qui s'annulaient dans ce cas limite, n'auront 

jamais, rapportés à l'unité de surface de la section σ, que des va leurs rela-
tivement faibles, comparées à celles de & ou à celles de M„ M^, M

z .1 
divisées par σ1. De même, la dilatation d

a
 des fibres longitu-

dinales sera restée sensiblement une fonction linéaire des coor-
données^, ζ. 

Donc, partant de l'extension des résultats acquis, cherchons à expri-
mer les équations d'équilibre d'un tronçon de tige réel; de plus, pour 
simplifier, bornons-nous au cas intéressant d'une tige primitivement 
droite et non torse, peu déformée. 

2. Soit un tronçon quelconque de la tige. Les axes locaux de coor-
données, rapportés à Y état primitif, c'est-à-dire à Y état naturel cor-
respondant à la température Ô, sont : 0#, l'élément de fibre moyenne ; 
O/ et Ο ζ, les axes principaux d'inertie de la section σ. 

La première base σ du tronçon supporte les trois forces — Jb, — 3y, 
— $

Z)
 et les trois couples — M

r
, — My, — M

a
; la seconde σ' est sou-

mise à trois forces et trois couples analogues, mais changés de signe, 
augmentés de leurs différentielles par rapport à χ et orientés suivant 
les axes locaux O'x', Ο 'y', OV du tronçon voisin. 

Ces axes différent seulement des précédents Ο χ, Ογ, Οz} en direc-
tion, de quantités infiniment petites que nous allons déterminer. En 
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effet, dans la déformation, la fibre centrale primitivement droite s'est 
incurvée et les courbures, à l'origine, de ses projections sur le plan des 

xy et celui des xz sont respectivement de plus, 

la seconde base σ' a tourné par rapport à la première σ, de telle sorte 
que les axes principaux d'inertie des deux sections σ et σ', qui étaient 
primitivement parallèles (puisque la tige est supposée non torse), 
font maintenant, en projection sur le plan desyr, un angle r/ψ = 9 dx. 
Il est facile dès lors de déduire les cosinus des angles que font avec Ox, 
Oy, O- les axes O'x', Ο 'y', OV; ceux-ci seront sensiblement: pour 

OV,i, pourOy, 1, ?r/x; pour Ο';', — -zdc, 1. 

D'autre part, si les flexions et torsion sont très petites, nous pour-
rons négliger leurs produits par (M

x
, M,, M-), ce qui revient, étant 

donné que ces moments ont dans leurs expressions respectives les 

facteurs 0, > à négliger les carrés et produits des facteurs consi-

dérés. Nous négligerons aussi leurs produits par tf-; car les efforts 
tranchants étant toujours très faibles, nous n'introduirions, en les mul-

tipliant par 9, que des termes du second ordre de petitesse, 

donc négligeables. 

5. Ces conventions faites, nous pouvons, en utilisant les valeurs des 
cosinus qui viennent d'être calculés, chercher les composantes et les 

moments suivant Ox, Oy, O- des forcesM + dP / dx , Fy + dz 

F2"i~ ~dx^x "ΨΡ^Φ1®68 * seconde extrémité de l'élément dx, ainsi 

que les moments des couples * dx
 dx

' "
+

" dx
dx

' 
i° Composantes desforces 4- ̂  dx, $

y
 -f- dx, 4- dx. — 

Elles sont pour la première, 3ΐ> + pour la se-

conde, 0, §
y
 4- -jp^dx, o; pour la troisième, ο, o, i

z
 4--~dx. 

20 Moments des forces Dfc 4- ~ dx, i
y
 4- ̂  dx, ,f. 4- dx. — 

Ces forces sont appliquées en un point 0', dont les coordonnées sont 
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dey dx dx~- Par l'application des formules classiques de Méca-

nique rationnelle, on évaluera les moments L, M, N, par rapport aux 
axes Ox

9
 0/, Ο ζ. On trouve ainsi que, en se bornant à une première 

approximation, les moments de sonl négligeables; ce qui 

était à prévoir, puisque cette force prolongée ne passe qu'à une distance, 
comparable à dx*, de l'origine O; de même, pour les deux forces 

Fy + dfy / dx,-h C^~dx
)
 les seuls moments sensibles sont, pour la 

première, IS = 3y dx\ pour la seconde, M = — §
s
 dx. 

3° Moments des couples M
x
 -+-dx, My ■+· ~i~dx, M

z
 -1-dM² / dx dx 

— Ces couples sont normaux à trois directions O'a?', O'y', OV qui 
ne diffèrent respectivement de celles des axes Οχ, Ο γ, Ο ζ que par 

des angles comparables à φ dx. Par conséquent, leurs moments 

seront : pour le premier, M
x

-f'~^dx
f
 ο, o; pour le second o, 

M
y
-h <-£~!-dx, o; pour le troisième, ο, ο, ~~dx. 

4. Reste à évaluer les composantes et les moments des forces exté-
rieures. Soient X, Y, Z, les composantes de la résultante des forces 
extérieures par unité de masse; en désignant par ρ la densité moyenne 
du tronçon, les composantes des forces extérieures ont pour expres-
sions pXtrdx, ρΥσάχ

} PZ σ dx. 
Quant aux moments des forces extérieures, on peut négliger, d'une 

part, ceux de ρ Y vdx, $Lvdx, par rapport à Oy et Os, le bras de 
levier de ces forces étant de l'ordre de dx\ d'autre part, ceux de 
ρ Χσ dx par rapport aux trois axes, à condition toutefois que les actions 
extérieures ne soient pas distribuées trop inégalement de part et 
d'autre du centre de gravité des sections. Il ne subsiste donc plus que 
le moment des composantes transversales ρ Y a dx et ρ Lfsdx par rapport 

à Qx, nous le désignerons par μφσ1*/#, de telle sorte que pur* repré-
sentera le moment des forces transversales rapporté à l'unité de 
masse. 

£>. Par suite, les équations fournies par le principe des quantités 
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de mouvement seront : 

— X 4- 4- dxj 4- ρ Χ σ dx = ο, 

— "+" ($r + Ρ ̂  σ dx 4- — dx = o, 

— *L H- ($z -+- —4- ρΖσ dx 4- pp dx = o. 

et l'on aura, pour celles des moments, 

— 4- ^M
x
 4- W

7
*' — °» 

— M
r
 4- ^M

y
 4- dxj 4- & dx = o, 

— M. 4- (m
z
 4- ̂  dxj 4- ft

r
 dx = o. 

La première et la quatrième de ces équations reviennent à 

(22) _+ρχσ=ο, _
+μρσί==0

. 

Les quatre autres peuvent s'écrire 

(>3) 
1ί7+^=0' ~dr + ''r=0 

"sr+iç + pV®-0' s R;+?
 ~ °· 

En substituant les valeurs de §y et de §
z
 dans les deux dernières 

équations du système (23), il vient pour celles-ci : 

(*4) ■rf^--R;-PVff=0' "S?--R;-Pz» = °· 

Les deux premières équations du système (a3) nous apprennent que 
les efforts tranchants $

yy
 §

z
 égalent les dérivées premières en x, chan-

gées de signe, des moments fléchissants respectifs M
x
, Mr; les égalités 

(22) régissent, l'une Y extension ou la compression, l'autre la torsion > 
tandis que les relations (24) régissent la flexion. 

Il ne reste plus, pour résoudre les équations (22) et (24), qu'à y 
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remplacer jp Μ
Λ

, M- par leurs valeurs. Ces valeurs, pour 

une tige primitivement droite, non torse, peu déformée, sont : 

Λ, = Ε„>. o„ E.^, Κ:

 =

 5χ5·' 

*-="'? ~ "'Ê' »>=«Φ> M==E''^· 

Remarquons, pour finir, que, si Ton introduit dans les relations 
(22) et (24) les composantes et les moments de la force d'inertie, on 
en déduira les équations des vibrations longitudinales, tournantes et 
transversales de la tige. 

VI. — Introduction de la température b dans les équations. 

1. Dans toutes les formules qui ontété établies jusqu'ici, nous avons 
fait une hypothèse essentielle : nous avons supposé que Vétal primitif 
du tronçon, choisi comme terme de comparaison, était Vêlât naturel 
relatif à la température 0. Or le choix de cet état primitif ne peut 
être que provisoire; car la température 0, que nous savons être uni-
forme pour un tronçon quelconque de la tige, varie d'un instant à 
l'autre, et, de plus, au même instant, diffère suivant le tronçon consi-
déré; il faut donc, si l'on veut se rendre compte du rôle joué par la 
température dans les équations qui précèdent, que les déplacements 
et les déformations soient rapportés à un point de repère fixe : ce 
point de repère invariable sera l'état naturel correspondant à la 
température spéciale 0 = o. 

2. Examinons donc com ment nos formules devront être modifiées. 
Désignons par d*? dy, d_, g

x
, gr, g'

z
 les déformations comptées cette 

fois à partir de l'état naturel relatif à la température θ =0; ces 
déformations sont liées aux déplacements ξ', η', ζ' comptés aussi à 
partir du même état primitif 6 = o, parles relations connues (4). Si 
l'on joint la connaissance de la température 0 à celle des déformations 
(<)', g') ainsi choisies, on pourra définir, à toute époque, l'état phy-
sique d'un tronçon quelconque. Généralisant la loi de Hooke pour 
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l'étendre aux variations modérées de 0, M. Boussinesq écrit que les 
six composantes de la pression intérieure Nx, N

v
, Ν-, Τχ, T

v
, TV sont 

des fonctions linéaires et homogènes des sept paramètres d'
t

, <)'y, d'_, 
g'

x
, g'

Y
y g'

s
 et 0, ce qui le conduit à introduire six nouveaux coefficients 

d'élasticité v
x

, vr, v
s

, τχ, du moins dans le cas des milieux de 
la contexture la plus générale. 

Les composantes N
x

, Nyy N_, Tx, T,., T
z de la pression intérieure 

dérivent encore d'un potentiel d'élasticité ρΦ, de sorte qu'on a 

(25) Ν_<*(ρΦ) Μ_^(ρΦ) rΓ_^(ρ
φ

) 

et le potentiel ρΦ est lié au potentiel analogue ρΦ' relatif à la tempé-
rature spéciale 0 = o, par la relation 

ρΦ = ρΦ'— 0(Ί
Χ

 O
x

-bvy à'x+vz
 ΰ

ζ 4- τxg
x 4- τ y g >■ 4 7zg'z ). 

5. Pour le problème qui nous occupe, étant donnée la symétrie de 
contexture de la tige relativement au plan des yz, il n'y aura que 
quatre coefficients d'élasticité thermiques v

x
, νλ, ν

ζ
, introduits 

dans l'expression du potentiel ρΦ, qui pourra par suite s'écrire 
ρφ = ρφ' — 0(νχ<^. 4- Vj.dy-f v-d'.-h ~xgx), le terme ρΦ' étant, vu la 
symétrie de contexture, la somme de deux formes quadratiques dis-
tinctes, l'une en à

xy
 ô'y, dl, g'

x
, l'autre en g'y, g'

z
. Il suit de là que les 

expressions Ν
χ

4-ν
χ

θ, Ny4-vy0, Ns
4-v,0, Τ

χ
4-τ

χ
0, Ty, T

=
, sont les 

mêmes fonctions linéaires de à
x

, à'yy dl, g'
x

, g'y, g', qu'à la tempéra-
ture θ = o. 

Gela posé, résolvant par rapport aux d', gles six relations ainsi 
écrites, on trouve comme expressions des déformations d, g', les for-
mules suivantes où sont groupés à part, puis réduits ensemble, les 
termes dans lesquels figure Θ, et où les coefficients des i\, T, sont évi-
demment les mêmes que dans les formules (6) données plus haut : 

(26) 

d'
x
 = A(N

X
— |ÎNy- £'N.— β<Τ

χ
) -H D

X
Ô, 

d'y = — β AN
C
 4- (3 termes en Nr, N-, T

x
) 4- !), (/, 

d'
z
 —— β'ΑΝ

χ
 4- (3 termes en Nr, N-, T

x
) 4- D

5
0, 

g'
x
—~ β"ΑΝ

χ
4- (3 termes en N

v
, K

s
, T

x
) 4- G

x
9, 

g'y -GT
v
-h HT-. 

*: = IIÏV+G'T
3

. 
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Remarquons de suite que les nouveaux coefficients D

x
, D,, D-, C>, 

qui sont des fonctions déterminées des quatre coefficients d'élasticité 
thermiques v

x
, vr, v„ τ

χ
 et aussi des coefficients entrant dans ρΦ', pré-

sentent l'avantage d'avoir une signification physique immédiate. En 
effet, supposons que, le tronçon restant toujours à l'état naturel ou 
sans tension, nous élevions sa température de ο à 6; tous les Ν, Τ sont 
nuls, et les formules précédentes se réduisent pour donner : 

(27) ù'xz= DX9, d'y = Dr 0, ά'ζ = Ώ
ζ

θ, g'x—GjcfJ, g'y — o, #'z = o. 

Les déformations, purement thermiques, son t donc proportionnelles 
à la température 0, et par conséquent les D

x
, D^., D- sont les coeffi-

cients de dilatation thermique suivant les directions 0.r, O/, Or; de 
même, G

x
 désigne le coefficient du glissement thermique conjugué 

auxx; quant aux deux autres coefficients analogues G^, G., ils sont 
nuls en raison de la symétrie de contexture de la tige. 

Dès lors, si l'on retranche des déformations totales *)'
x1
 ..., g'

z
, leurs 

parties purement thermiques D
x

0, ou dues à réchauffement 0, le 
reste, c'est-à-dire les termes en N

x
, ..., T

x
 des formules (26), 

seront évidemment les déformations purement mécaniques <)
v
,..., 

g
z
 dues aux pressions Ν, T, et résultant de l'application de celles-ci 

au tronçon considéré, censé porté déjà à la température 0, comme on 
l'a admis au Chapitre précédent. On aura donc : 

(28) à'x—O
x

-\-D
x

Q, ô
y
—dy-bDjô, ô'

z
—d

z
-\- D

s
9, g

x
— g

x
+G

x
9, 

oy—oyy & ζ — ο-· 

La seule considération des deux dernières équations (28) nous 
apprend que la température n'influe pcwsurles glissements conjugués 
aux directions transversales et par suite sur les tensions T,., T., consi-
dérées du moins dans leurs parties principales constituant le couple 
de torsion ou ne donnant pas d'effort tranchant. 

4. A une première approximation, les coefficients thermiques Dx, 
Dr, ΌΖ1

 G
x

, sont, comme d'ailleurs les coefficients dont ils dépendent, 
indépendants de χ et de Θ. Ils varieront généralement dans les sens 
transversaux, sans être pour cela des fonctions arbitraires de y, v, du 
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moins, dans l'hypothèse, faite implicitement au Chapitre précédent, de 
Γexistence d'un êlat naturel pour Vensemble du tronçon, à toutes les 
températures 0. 

En effet, au début de son Mémoire sur les tiges (Journal de 
Mathématiques pures et appliquées, 1871), M. Boussinesq établit, à 
la suite de Barré de Saint-Venant, les conditions nécessaires et suffi-
santes pour que six fonctions données de ζ puissent représenter 
les trois dilatations d et les trois glissements g, amenés par de petits 
déplacements ξ, η, ζ continus quelconques, dans une masse d'étendue 
finie ou notable en tous sens, comme sont nos tronçons. Ces conditions 
sont les suivantes : 

(29) 

dy dζ ι d.v \ dy dz dx )' 

dz d.v 2 d y \ dz du- dy ) ' 
d'-dz (ttjte __ d£z\ 
dx dy 2 dz \f/.r dy dz / 

<l*gx __d*d> d'ù
z 

dy dz dz1 dy'· ' 

d*gr _d'à
z
 <1-<)

X 

dz dx dxi dz* ' 
d² g =_ d>dx d'-ôy 
d.r dy dy1 dx* 

Les relations (29") sont tout à fait générales et s'appliquent aussi 
bien aux déformations purement thermiques qu'à celles qui sont pure-
ment mécaniques, pourvu cependant que les déplacements ξ, η, ζ 
soient très petits. 

Substituons donc dans le système (29) les valeurs des déformations 
purement thermiques définies par les formules (27); en tenant compte 
de ce que, à une première approximation, dans toute l'étendue du 
tronçon, la température θ est uniforme et les dérivées en χ des 
déformations nulles, nous obtiendrons aisément, par cette substi-
tution, les conditions de compatibilité auxquelles doivent satisfaire les 
coefficients D*, D,, D

z
, Ci,, pour que des dilatations purement ther-

miques à toute température 0 soient possibles, ou que réchauffement 0 
puisse se produire sans être accompagné de pressions (ce qui est le 
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caractère distinctif de l'état dit naturel), à savoir : 

dvdz 0> dy* °' (lzi °' dz* dy* dy tlz °* 

Les D.,, D-, G
x

, n'ayant qu'une seule relation à vérifier, pourront 
donc être choisis d'une manière assez large ; quant à D

a
, il résulte des 

trois premières relations qui précèdent que ce coefficient sera une 
fonction linéaire des coordonnées transversales, c'est-à-dire que sa 
forme la plus générale sera 

(3o) 1)χ= De — Λ .y — \iî.3, 

D
0
 désignant le coefficient de dilatation thermique de la fibre cen-

trale, Λ et ifi> deux coefficients qui varieront généralement d'un tron-
çon à l'autre, mais qui ne dépendent ni dey, ni de z. 

Il est clair que, pour toute autre expression de D*, il n'existera pas, 
pour l'ensemble du tronçon, d'état naturel à la température 0, mais 
seulement pour chaque particule imperceptible du tronçon, censée 
détachée du reste et soustraite à toute pression. Les dilatations ther-
miques des particules, ainsi libérées individuellement, rendront leurs 
formes impropres à se juxtaposer exactement ou à reconstituer le 
tronçon continu en se soudant. 

o. Les déplacements et les déformations étant ainsi rapportés à 
l'état naturel relatif à la température spéciale 6=0, cherchons ce 
que deviennent les formules qui donnent l'effort d'extension X, les 
moments de flexion M,., le couple de torsion M

x
et les efforts tran-

chants i
3

. 

i° Effort d'extension. — On sait que l'expression de cet effort 
est X = E'ad

0
; or, vu les formules (28), on a â0 = ô'Q — Do0; d'où il 

vient pour or, 

(30 or, = — Do0). 

Celte dernière relation nous apprend que réchauffement a pour 
effet de diminuer la traction X proportionnellement à l'écart de tem-
pérature θ : en effet, les corps solides se dilatant sous l'action de la 
chaleur, le coefficient D0 est positif. 
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2° 'Moments deflexion. — Les moments fléchissants My et M
5
 sont 

donnés par les égalités (18). Or celles-ci supposent la linéarité en y 
et ζ de la déformation dx. D'autre part, pour établir la linéarité dedx 
nous nous sommes basés sur la remarque suivante, dont il est facile 
d'ailleurs de reconnaître la légitimité, à savoir que, pour une tige très 
longue par rapport aux dimensions transversales, les dilatations et 
glissements (d, g) varient d'une manière incomparablement moins 
rapide dans le sens longitudinal χ que dans les sens transversaux y, z. 
Il est clair que ce principe de la graduelle variation des déformations 
suivant l'axe de la tige, qui s'applique tant aux déformations purement 
thermiques qu'à celles qui sont purement mécaniques, reste vrai pour 
les déformations totales résultant de la superposition des deux précé-
dentes, c'est-à-dire pour les déformations (d', g') comptées à partir de 
Y état naturel relatif à la température spéciale G == o. 

Il suit de là que nous pouvons appliquer la formule (9) aux défor-
mations totales (d', g') ainsi qu'aux déplacements correspondants 
(ξ', η, ζ') et écrire 

f) ()' y ̂ Y'0 _ - . 

or l'on sait que d'
x
 = d

x
 4- D

X
G et que D

<c

 = D
0
 — -%>y — ; d'où il 

vient 
d*= - as) - *»). 

Par identification de cette dernière égalité avec la formule (19) qui 
exprime également la dilatation partielle due uniquement à l'action 
des forces extérieures, on déduit que 

d²no / dx = d²no / dx² - bOd^ = S^~ *'θ' 

et par suite, pour expressions des moments fléchissants M, et M-, 

(3a) «r = *I,(*£-*·). Μ. = Ε-.,(*£-
Λ

ί). 

Ceux-ci dépendront, comme on le voit, de la température 0, qui, 
à elle seule (ou sans l'adjonction d'aucun couple M, ou M. de flexion), 
fera naître les deux courbures g- = 1&6, jj- = Λ>θ. Il faut excepter 
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cependant le cas ou les coefficients χ et ifb seraient nuls simultané-
ment, ce qui aurait lieu précisément, si toutes les fibres longitudi-
nales de la tige avaient même coefficient de dilatation thermique 

Djr — Do· 

3° Efforts tranchants. — Ces efforts étaient nuls dans le mode de 
déformation type; et leurs très petites valeurs dans les modes réels 
sont directement liées, parle théorème des moments [formules (23)], 
à la dérivée en χ des couples de flexion ; donc ils ne dépendront de θ que 
dans le cas où ces couples eux-mêmes en dépendront. 

4° Couple de torsion. — Nous avons vu au n° 3 de ce paragraphe 
que, dans le mode de déformation type dont s'écartent très peu les 
modes réels, la température n'influe pas sur les glissements conjugués 
aux directions transversales gy9 gz

 et par suite sur les tensions T
r
, In-

considérées du moins dans leurs parties principales constituant le 
couple de torsion. Il en résulte que ce dernier couple est indépendant 
de 0. 

β. Il nous reste à voir maintenant dans quelle mesure la tempéra-
ture modifiera le mouvement vibratoire des tiges. 

i° Vibrations longitudinales. — Les déplacements d'ensemble du 
tronçon qui résultent de son mouvement étant, en général, très 
grands par rapport aux déplacements relatifs aux axes locaux (liés au 
tronçon) ou déplacements propres du tronçon, nous pourrons écrire, 
à une première approximation, pour chaque section σ, ξ' = ξ'

0
, η' = η J,, 

ζ' = ces déplacements ξ'
0
, ηό, de l'axe de la tige étant considérés 

par rapport à des axes généraux des x9 y, z. La composante de la 

force d'inertie, suivant O#, sera donc — Ρσ-^τ' et en l'introduisant 

dans la formule (22), nous obtiendrons, conformément au principe 
de d'Alembert, l'équation qui régit les vibrations longitudinales, 

dM / dx + po (X - d² 0 / dt²E) = 0 

Or 
•* = B'»K-D,*)=K'»(*t _D.»V 
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d'où 

(33) s[
E
'K§-

D
»

9
)]

+
p<

x
-§

!
)=

o
· 

L'équation (33), dont les coefficients présentent l'avantage d'avoir 
une signification physique simple et immédiate, est analogue à celle 
qu'avait obtenue M. L. Roy dans sa Thèse [Recherches sur les pro-
priétés thermomécaniques des solides, p. 46, équation (5)], en basant 
ses raisonnements sur les théories de l'Energétique. La méthode 
toute intuitive que nous avons suivie nous a donc conduit au même 
résultat. 

2° Vibrations transversales. — Nous obtiendrons l'équation des 
vibrations qui s'effectuent dans le sens des y, par exemple, en intro-
duisant dans la première des formules (24) la composante, suivant 0/, 
de la force d'inertie. Cette composante a pour valeur, toujours à une 

première approximation, — 6e la sorte on déduit l'équation 

d'-Mz
 Κ f οΤ-η'Λ 

- dx² + Ry dt² 

Mais dans le cas d'une verge vibrante, la tension n'est jamais 

considérable ('), le terme —■ peut donc ctre négligé et il reste 

- d²M2 / dx² + po (Y - d²no / dt²) = 0 

Si donc l'on aD
x
 = D0(ce qui correspond au cas de Y homogénéité 

thermique des fibres longitudinales), les moments fléchissants M
r

, 
M. ne dépendent pas de la température : et celle-ci, par suite, η influe 
pas sur le mouvement trans versai. 

Au contraire, si = D
0
 — A-y — ui>3, la température figure expli-

citement dans l'expression des couples de flexion, et, dès lors, l'équa-
tion des vibrations transversales, dans le sens des y, devient, si l'on 

(l) Elle aurait, au contraire, le role principal dans le problème de la corde 
vibrante ou tige sans rigidité sensible. 
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suppose en outre Y = o, 

(34) d² / dx² (E I3) + po d²/ dx² (E'l2 AO) 

Il est clair que l'intégrale générale de cette dernière équation com-
portera un terme, fonction de Θ, qui mettra en évidence le rôle joué 
par la température dans le mouvement vibratoire considéré. 

3° Vibrations tournantes. — Nous supposons, comme précédem-
ment, qu'il n'y a pas d'autre force extérieure appliquée au tronçon 
que la force d'inertie. Par suite, nous aurons, comme équation des 
vibrations tournantes, 

(35) ■7£r-pjJ.VjF-sdï)d°=0· 

Notons que, dans cette dernière équation, y et ζ désignent les coor-
données totales des divers points d'une section, et non leurs coordon-

nées primitives. Cela posé, on sait que M
x
 = où c et σ3 ne 

dépendent de θ que dans la proportion infime des dilatations purement 

thermiques. Donc, pour la torsion γ ou ~ qui sera à considérer, cette 

expression du couple de torsion n'aura pas à contenir la température θ 
ou à en dépendre. D'autre part, en raison des rotations très sensibles 
et rapides, ψ, qui se font, dans le problème actuel, autour de l'axe de 
la tige pris comme axe général des a?, les petites déformations variables 
qu'éprouve chaque section σ ne donnent lieu, si près de l'axe de rota-
tion, qu'à des vitesses et à des accélérations insignifiantes; de sorte 
qu'on a, comme dans une simple rotation d'un solide autour de l'axe 
des ar, 

χά'ζ zdiy = d (ydz -dv\
 =

 dr² dY / dt ) = d² Y / dt² 

L'équation (35) deviendra donc, par substitution des valeurs de M* 

el àe{r-3F-sdF)' 

(36) c"dJ-tdFjJ/d°=° 0ϋco² d²Y / dx² - pldl² Y = 0 

J our η. de Math. (G· série), tome VII.— Fasc. Ill, 1911. 36 
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l'intégrale / / r%dv — Ι I (v2-f- ~-2)dz, où y et - pourront être très 

sensiblement réduits aux coordonnées primitives, n'étant autre que le 
moment d'inertie polaire 1„ de la section, supposée homogène. 

Puisque, à une première approximation, les cocflicients cz- et pl
0 

de l'équation (3(i) ne dépendent pas deO, il s'ensuit que les vibrations 
tournantes, définies par la fonction ψ de χ et de /, ont lieu comme si 
la température était uniforme et invariable. 

7. En résumé, nous voyons que (au degré d'approximation auquel 
nous nous arrêtons), parmi les trois modes de vibrations étudiés, il 
n'y a que les vibrations longitudinales seules sur lesquelles la tempé-
rature influe toujours, quelles que soient les propriétés thermiques 
de la matière qui constitue la tige : ce sont donc les plus intéressantes 
au point de vue thermomécanique; et nous les étudierons, en détail, 
pour une tige droite, homogène et isotrope. 

VII. — Étude des vibrations occasionnées, dans une tige droite, fixée 
à ses extrémités, par le refroidissement .ou réchauffement de cette 
tige, supposée portée initialement à des températures données. 

1. Proposons-nous d'appliquer les théories, qui viennent d'être 
exposées, au cas simple du refroidissement ou de réchauffement d'une 
tige. L'énoncé du problème que nous traiterons est le suivant : 

Une lige de longueur donnée /, primitivement droite, homogène 
et isotrope, dont on adopte l'axe comme axe des x, est fixée par ses 
extrémités contre deux appuis immobiles, distants de sa longueur 
naturelle à la température 0 = o. La matière qui constitue la tige 
est, par hypothèse, bonne conductrice de la chaleur, tandis que les 
appuis, au contraire, sont mauvais conducteurs. La tige, après avoir 
été mise un certain temps à <les températures données /"(a*), ce qui 
lui a permis de prendre un étal d'équilibre mécanique bien défini, 
correspondant à ces températures stationna ires /(A), est aban-
donnée à elle-même, sans vitesse initiale, dans une atmosphère 
maintenue à la température zéro. Etudier les vibrations longilu-
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dinalcs de la tige qui accompagnent le phénomène de son refroi-
dissement ou de son échaujfcment, et les conditions dans lesquelles 
elles peuvent donner naissance à un son perceptible. 

2. L'équation indéfinie du problème nous est donnée par l'éga-
lité (33); mais, vu l'homogénéité de la matière et l'absence de force 
extérieure (la pesanteur et la pression atmosphérique sont en effet 
négligeables), celle-ci se simplifie et devient, en y supprimant les 
indices, 

0 -J-~ = Ε — ED —, 

ou encore, en introduisant la vitesse du son a égale à yE / p 

1 d'-l dtl drJ 
ft* dts dxi dx 

Cherchons les conditions aux limites et les conditions initiales cor-
respondantes. 

D'abord, les extrémités de la tige étant supposées fixées dans leur 
situation d'état naturel à la température zéro, on aura, à toute époque, 
\ = ο (pour χ — ο et pour χ = l). 

D'autre part, à l'instant initial, la loi de répartition des températures 

étant f(x), et la vitesse ·£ nulle, nous pourrons déterminer, en fonc-

tion de /(A), le déplacement initial ξ° en un point quelconque de la 
tige. En effet, la vitesse initiale nulle fait suite à un état continu de 
repos : il en résulte que la tension initiale X9 est uniforme. 11 suffit, 

pour s'en convaincre, de remplacer dans l'équation (22), Xpar —d²E / dt² 

et de remarquer que l'égalité^ = 0 entraîne la suivante= o, 

c'œt-à-dire Yuniformité de la tension dans l'état primitif. 
Soit donc <Dk° cette tension initiale uniforme rapportée à l'unité de 

surface, on a, d'après la formule (3i ), 

»= E(J - D9) = Er|Û-D/(*)j. 

Résolvant cette dernière relation par rapport à ~ et intégrant, 
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il vient 

£° — ~ΕΓ # -h D / f{z)dz, 

sans constante arbitraire, eu égard à la fixité de l'extrémité χ = ο. 
Reste à déterminer Λ0. La seconde extrémité χ — l est fixe aussi : 

par conséquent, 

(3;) °=Τ/ + οΓ/(
8
)
λ

· 

L'équation (37) donne at®, et en portant sa valeur dans l'expression 
de ξ°, nous obtenons 

Eo = Drf(z)dz-Dj f'f{z)dz. 

En définitive, nous pourrons grouper les équations du problème 
dans le Tableau suivant : 

(1) 

ι d*t _ cpj de 
a1 dt1 dx* dx' 

4=0 (pour ,r — ο et pour χ — l). 

(pour/~o), ^=0 et *>=D^jf /(z)dz-jJ^ /(s)«fcj =DFt.r)('). 

5. Détermination de 0. — L'équation indéfinie du problème ren-

fermant le terme ̂  il est nécessaire de déterminer au préalable la 

température; or le calcul de θ s'effectue, du moins à une première 
approximation, en considérant la tige comme un solide invariable, ce 
qui permet d'appliquer les méthodes classiques de la théorie analytique 
de la chaleur. 

Soit donc un tronçon de tige de longueur dx, et appelons <7 et s 
l'aire et le périmètre de la base; l'équation usuelle des températures, 
posée par Biot et Fourier, est 

C dO / dt = K d²O / dx² - k 

Ο Λ/. Β. — Nous désignons par F (x) la quantité placée entre crochets. 
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où C désigne la chaleur spécifique par unité de volume, Κ et k deux 
coefficients respectifs de conductibilité intérieure et de conductibilité 
extérieure ou superficielle. 

De plus, la tige étant fixée contre deux appuis mauvais conduc-
teurs, le flux de chaleur est nul aux extrémités, ce qui revient à dire 

qu'on a, à toute époque, ̂  = ο (pour χ = ο et pour χ = /). 

Enfin, la relation d'état initial qui achève de déterminer θ est 
(pour t — ο) θ = /(#). 

Donc le système déterminant 0, à une première approximation, 
sera 

\dï = bdZ~'^· enpoSa"1 G=b², kC s = L 
(11) 

1 = 0 ( pour χ = ο et pour χ — l), 

f Q~f(x) (pouri = o). 

Ces équations sont précisément celles qui caractérisent le refroi-
dissement du mur diathermane, d'épaisseur f, et dont les parois 
extrêmes sont supposées imperméables à la chaleur. 

L'intégrale générale du système (II) est donnée par la superposition 
d'une infinité de solutions particulières vérifiant, séparément, les équa-
tions indéfinie et aux limites, chacune de ces solutions étant affectée 
d'un coefficient arbitraire qu'on détermine ensuite par la condition 
d'état initial. 

Si nous posons 

I7T 
a' T' β<=-(-C+A|—7 / /(~)cos&i z dz 

la solution formelle du problème s'écrira 

(38) ô =2 A,· e~afM cos α,·a?, 
1 

où nous faisons figurer explicitement dans l'exponentielle, et, par 
suite, implicitement dans β/, le facteur a qui représente la vitesse du 
son dans la tige ; ce facteur n'a, il est vrai, aucun rôle à jouer dans la 
question des températures; néanmoins son introduction est avanta-
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geuse, car elle nous permettra de simplifier certaines formules ulté-
rieures relatives à ξ. 

Pour que la série (38) soit la solution effective du problème, il 
faut s'assurer, en outre, que la série considérée et celles qui s'en dé-
duisent par dérivation, terme à terme, une fois par rapport à / et deux 
fois de suite par rapport à χ, sont uniformément convergentes en χ 
et l pour t > o. 

Or ces propositions ont été démontrées par M. H. Poincaré (1 ); et 
par conséquent la série (38) est la solution cherchée. 

4. Détermination de— Remplaçons 0 par sa valeur dans l'équa-
tion indéfinie du système (1). Nous sommes conduits, pour détermi-
ner ξ, à la recherche de l'intégrale générale d'une équation aux déri-
vées partielles linéaire et avec second membre. 

Formons, en premier lieu, une solution particulière de l'équation 
complète, qui satisfasse en même temps à l'équation aux limites. On 
trouve ainsi, par identification et par l'emploi de coefficients indéter-
minés, l'expression suivante sous forme de série : 

(39) 

« 

E = D E A xi e~"^1 sin *'·'"· 
1 

Cette série, comme il est facile de le vérifier, satisfait aux condi-
tions mentionnées. Elle ne représentera cependant la solution effective 
que si l'on établit sa convergence uniforme ainsi que celle des séries 
obtenues en dérivant la première, terme à terme, deux fois de suite 
par rapport à χ et à t. 

A cet effet, considérons la série suivante, que nous savons être uni-
formément convergente, 

(4°) dO / dx = -EW "f-'sina,.,·. 
1 

Or la série (39) se déduit de la proposée(/|ο) en multipliant chaque 

( ') H. POINCARÉ, Étude analytique de ta propagation de la chaleur, Chap. V: 

Problème de Varmille. 
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ternie de cette dernière par la quantité positive, décroissante 

et tendant vers zéro. D'après un lemme dû à Abel, et facilement 
étendu au cas des séries uniformément convergentes, il en résulte que 
la convergence uniforme de la série (4°) entraine celle de la série ( 3p). 

On démontrerait de inème que les dérivées premières et secondes 
de ξ, convergent uniformément, en comparant celles-ci à 0 ou aux dé-
rivées de cette fonction. 

Cela posé, effectuons le changement de variables ξ
2
 = ξ — ξ, ; le sys-

tème (I) devient 

I d² E2 d²E2 
a* ill* d.v% ' 

(III)ίΛ — θ (pour χ = ο et pour χ — t), 

( pour / = o) β1E = Df (x) - E 

La première équation du système (III) est celle des cordes vibrantes 
qui a pour intégrale générale 

E2H(.r at) -h G(a· — at), 

H et G étant deux fonctions arbitraires. 
La condition ς

3
 = ο (pour χ = ο) donne 

11 ( al ) -h G (— at) — o\ 

d'où l'on déduit, en remplaçant al para/ — x, 

H (at — jc) + G(.r — at) — ο, 
et par suite 

c\ — H (x + at) — It (at — ./■). 

La condition I, = ο (pour χ = /) donne 

11 (/ -f- ai) — \\(at — l) — o, 

d'où, en remplaçant at par al -+- /, 

II(«i -h2/) = ll(a<). 

Cette dernière égalité exprime que la fonction H(m) est une fonc-
tion périodique de période 2/; nous l'écrirons donc sous forme de série 
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trigono métrique, 

(40 
«ο 

H(m) = M
0
h-2 (M,cosa,« -t- N,sina,u). 

ι 

Tâchons de déterminer les divers coefficients Μ
β

, M,·, N/, de façon 
à satisfaire aux conditions initiales, les seules qu'il reste à vérifier. 

F> 
Vu l'expression précédente de H(«), ξ

2
 et ~ pourront s'écrire res-

pectivement 

ξ,= Η(«ί -+-χ) — Η(αί — χ) 
m 

= (— M, sin«,ai + Ν, cosα,βί) sin α,-a:, 
ι 

DE2 / dt= β[Η'(Λί -+- χ) — W(at — a?)] 
m 

— — 2α^ a,(M
t
cosa,af 4- Ν, sinot,al) sina/a;. 

ι 

Si maintenant nous tenons compte des conditions initiales, nous 
devrons avoir 

(t2) 

> α,M, sinXjχ = 2\, <*' t—âï8lnai-r» 
1 1 

00 oe 

Σ μ
 . D , D a, A,sin &ix 

1 1 

La seconde des égalités ( 42) exige que la fonction ¥(x) soit impaire; 
ce que nous pouvons toujours supposer puisqu'elle n'est définie qu'entre 
je = oet œ = l. Dès lors, si l'on calcule les coefficients N, par la mé-
thode d'élimination de Fourier, les valeurs ainsi obtenues, substituées 

m 
dans le premier membre ̂  l\· sin a,.r, assureront sa convergence uni-

! 

forme. 
Les Ni sont donnés par la relation 

Ν,=
 7J

f F( = )sin &i z dz - D/2 Ai&i / &² + B² 
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Quant aux M/,' on les obtient par identilication des deux membres 
de la première équation (42) : 

M — 5 A'ft 
4 α «7 +β?' 

Il est nécessaire de vérifier, pour que la démonstration soit rigou-
reusemcnt complète, que les valeurs des M,· et N

f
·, transportées dans 

la série (4t), rendent celle-ci uniformément convergente. 
00 

La série ̂  N; sin α/# étant uniformément convergente d'après la 
1 

deuxième égalité (42)» il suffit, pour démontrer la convergence 
uniforme de la série (40, d'établir la proposition pour la série 

30 
2 M, cos oc,· α. 

ι 
A cet effet, remplaçons les M,· par leurs valeurs, nous aurons 

* oo 

Σ %
ι D ̂  A

 ;
·β/cos &in 

1 1 

Or les coefficients ^
v>
 sont positif s, décroissants et tendent vers 

3<?/ό, il en résulte ( ') que la série ̂  cosa
«'

K converge unifor-

mément et la proposition est établie. 
La fonction ξ

2
 du système (III), maintenant calculée en toute 

rigueur, s'écrira, après substitution des valeurs trouvées pour M, et N
t
-, 

(43) = 2 -j ̂  cosa,al ûnctixj ¥(3) simXjZ dz 

90 
-D E——ι-~άΐ ( Xi cos oc,at — β/ sin a,·ai) sin χ,· r. 

1 

Ajoutant, à l'expression trouvée de ξ2, celle de ξ, définie par la rela-

(*) E. PICARD, Traité d'Analyse, t. I, Chap. IX, n° 9. 
Journ. de Math. (6* série), tome VII. — Fasc. III. tgii. ^7 
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tion (39), nous obtiendrons finalement la solution ξ du problème : 

(44) ; = + ς
4
 2 γ V cos χ,-at sin oc,·* / F (5) sina,s dz 

1 
« 

4- g<-. / — siu χ, at — cos(Xiat 4- β "α?<Λ sin a,.r. 
^«;+β,·\α/ J 1 

Cette dernière égalité peut se ramener à une autre, susceptible d'une 
interprétation physique immédiate, si Ton effectue les changements 
suivants. Posons 

( B,= - f'v(z)ùna,zdz, tang
V
,= 'M"?+ ??>-*■»■, 

(45) 

I " V7 ' —sfït?—' 

nous aurons, de la sorte, en groupant les termes périodiques par rap-
port au temps, 

» 

(46) l — e-"iV4- C/sin («,·«/ 4- y,)J sin*,·./·. 

Sous cette forme, nous voyons que, d'une manière générale, le 
mouvement longitudinal occasionné par le refroidissement de la tige 
sera la superposition d'un mouvement progressif de contraction ou de 
dilatation, qui s'évanouit asymptotiquement comme réchauffement 
lui-même, et d'un mouvement vibratoire. 

Il est intéressant de remarquer qu'outre le mouvement longitudinal, 
il se produira, dans les sens transversaux, des phénomènes périodiques 
de dilatation et de contraction, analogues à ceux qui prennent nais-
sance suivant l'axe de la tige, mais d'amplitude beaucoup moindre. Kn 
effet, la dilatation superficielle d'une section droite de la tige a pour 
expression 

à<T — Oy 4- d
z
 — (I)y4- 4~ (d}-4- à-). 

Or, en vertu de l'isotropie, 

D
r
=D

2=
D,

 d
,
 + dî =

 _
r

L_d,=:
_

jr
A_

(<
,
I
_D

i
)

; 
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d'où 
V — 35 + 2Fnfi λ di 

( η~~ λ + μ "k ->r μ </JC 

La substitution des valeurs de 0 et de ̂  donne, pour ο
σ

> une expres-
sion où cosa{a7 est en facteur. 

Il en résulte une correspondance entre les maxima et les minima des 
variables i et^, considérées en tant que fonctions de χ : ainsi, au 
milieu de la tige, la section ? ne subit ni contraction ni dilatation, 
mais l'allongement ξ des fibres y est le plus grand possible; le contraire 
se produit aux extrémités. 

il. Poursuivons l'étude du phénomène dans les deux cas suivants, 
où la répartition initiais des températures est particulièrement 
simple : 

PREMIER CAS. — La température initiale de la lige est uniforme. 

Dans cette hypothèse, les coefficients A, sont tous nuls ; il suffit, pou r 

le constater, de se reporter à l'intégrale y J f(
z

) cos at/ ζ dz qui définit 

les A
t
·, et d'y faire /(5) = const. 

Même conclusion pour les B,; car la fonction F(x·), qui a pour 
expression 

«·» = f f{z)dz - f f(z)dz. 

s'annule aussi identiquement pour /( ζ ) = const. 
Enfin, d'après l'égalité qui détermine les C

4
, il résulte que la nullité 

des A,· et B, entraîne celle des C4. 
Somme toute, nous voyons que, lorsque la température initiale de 

la tige est uniforme, les coefficients Af et C
4
· sont nuls, et, par suite, 

nul aussi à toute époque le déplacement \ : autrement dit, dans ce cas, 
le refroidissement ne donne naissance à aucune vibration, soit longi-
tudinale, soit transversale. 

Quant à la tension dont la formule générale est 

r = Et (dE / dx - DO) 
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elle sera simplement, puisque ~ =o, at =—Εϋσθ . La tension at 

reste donc uniforme pendant toute la durée du phénomène et propor-
tionnelle à la température θ qui est, elle-même, une fonction évanouis-
sante du temps. La même remarque s'applique à la dilatation superfi-
cielle latérale qui se réduit à 2DO. 

DEUXIÈME CAS. — La température initiale de la tige, dont une 
moitié a été chauffée, l'autre refroidie, est distribuée symétrique-
ment par rapport au milieu de la tige et dépend linéairement de 
Vabscisse x. 

Il résulte des suppositions faites, qu'on a 

/■(*) - 0, 

ou m désigne la pente de la température, c'est-à-dire marque la rapi-
dité avec laquelle celle-ci varie le long de la tige. 

Vu la symétrie de la fonction f(x) par rapport au milieu, nous 
avons 

f f(z)dz ,~ o, 

et par conséquent la fonction F(χ), déjà définie, se réduit à l'expression 
simple 

F(.r) = J f(z)dz—j m^z — dz — --l.v). 

Dès lors, les coefficients Aif 11,·, C,· deviennent 

A / = 1J f(z) cos y.,· ζ dz- -j- j -j cosa,5ifc=-a/M/ —> 

B/ = | jf F(z) sina/5dz = y J* (z* — Iz) sina,-.3dz = — mil* -—cosit / i3t3 

Ai (Ai - 2Bi&i) 1 - cosir Bi 
Ci =V α' + β/ V«7+W 

De même l'angle γ,· qui détermine la phase du mouvement vibra-
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toire a, ici, pour expression 

law- χ® τ; 

Par substitution des valeurs présentes de A
{
·, G,·, γ,· dans les for-

mules (38) et (46), nous obtenons 

(\l) 

00 
0 —— 2 m > . <?-*?.< —, 

ι 

Ϊ = - ,D«y '~
C0S

"
r
 Γ-^L· + % Sin(+ y,)l. 

Donc, lorsque les températures initiales sont réparties le long de la 

lige suivant la loi f(-v) — m(x — les refroidissement et échauffe-

ment respectifs des deux moitiés de la tige engendrent des vibrations 
longitudinales : le milieu est un ventre de vibration; les extrémités, 
des nœuds. En outre, il n'existe d'autres harmoniques que ceux qui 
correspondent à la suite des nombres entiers impairs consécutifs. 

Reste à traiter une dernière question : l'amplitude du mouvement 
vibratoire considéré est-elle suffisante pour donner naissance à un son 
perceptible ? Pour la résoudre, nous comparerons les vibrations, d'ori-
gine calorifique, du problème proposé, à celles qui seraient produites 
si la tige, au lieu d'être fixe, était libre aux extrémités, et la tempé-
rature, uniforme, au lieu d'être une fonction linéaire et symétrique 

de V abscisse Çr —l / 2 ) 

VIII. — Comparaison des vibrations, d'origine calorifique, précé-
demment étudiées, à celles qu'engendrerait le refroidissement 
d'une tige, libre aux extrémités, de température initiale uniforme. 

1. Le problème de l'état vibratoire où entre une tige, libre à ses 
deux bouts, uniformément chauffée à l'instant initial, qui se refroidit 
par rayonnement sur sa longueur et par contact aux extrémités, a été 
traité par M. L. Roy dans sa Thèse. Nous le reprendrons rapidement 
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en suivant notre analyse et nous montrerons que la solution de ce pro-
blème se déduit, par simple dérivation, des résultats de celui que 
nous venons de traiter. 

2. L'équation indéfinie étant la même que celle du système (I), il 
suffit d'établir les conditions aux limites et les conditions initiales qui 
conviennent au cas présent. 

La tige est libre à ses deux bouts : d'où Λ = ο (pour a? = o et 
pour χ = l). 

On admet, en outre, que le refroidissement se fait par contact aux 
extrémités, où la température 9 est supposée nulle; il en résulte, vu 
l'expression (3i) de X, qu'on a 

al·· (pour .r = oel pour χ = l). 

La température initiale est uniforme et égale à 0° : cette donnée 
permet d'évaluer l'allongement initial ξ° en un point quelconque de 
la tige. On a, en effet, 

do = dEO / dx = D9; 

d'où il vient, par intégration, 

ς° = D 0° ^ > 

car la section de la tige qui contient le centre de gravité n'éprouve pas 
de déplacement longitudinal. 

Nous sommes donc conduits au système (IV), composé comme 
suit : 

1 / a² d²E / dt² = d²E / dx² - D dO/dx 

(IV)f- — ο (pour χ — ο et pour χ — l), 

|(pourf = o)
 C

-~=.o et ξ
β
π:Γ)0

ο
^τ —l/3). 

Pour la détermination complète du problème, il faut joindre à ce 
système le suivant, auquel satisfait 9 lorsqu'on traite la tige comme un 
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solide invariable : 

(V) 

dQ d*9 
dt dx*- LO; 

Q — ο (pour χ = ο et pour χ = /), 
(pour t = o) 9 = 9°. 

5. Nous démontrerons maintenant que les solutions des sys-
tèmes (IV) et (V) se déduisent, par dérivation, de celles des 
systèmes (I) et (II) où l'on pose 

/(.r) = Ο»(x — 0 et F(*) — fO° (z - l / 2) dz. 

Avec les valeurs considérées de f(x) et F(.E), les systèmes (I) et (II) 

s'écrivent : 

(VI) 

1 d'-l _ d*c n lib 
a* dt1 dx* dx' 

ξ = ο (pour χ = ο et χ ■=. I), 

( pour ί = ο) ^ — ο et 9° dz. 

(VII) 

— — b* — ~ y 9-

dO / dx= o (pour χ = ο et χ = £), 

(ρουν t—ο) 9 = 9°^χ — ̂ · 

La seconde ligne des formules (VI) donne d'ailleurs, aux deux bouts 

de la tige, ^ = o, et, vu la seconde ligne des formules (VII), la pre-

mière équation du système (VI) donne en même temps les deux rela-
tions spéciales supplémentaires 

(48) d²E / dx²— o (pour χ = o et χ =: /). 

Cela posé, différentions en χ les première et dernière des rela-
tions (VI), et des relations (VII), en appelant 6', ξ' les deux dérivées 
en χ de θ et de ξ. Il viendra, vu d'ailleurs la formule (48) et la seconde 
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ligne du système (VII), 

(VIII) 

ι di i; _d* z <iO\ 
a* dt* dx* dx ' 

~~ == ο (pour χ — ο et «r =r l), 

(pour/r-zo) ~=zo et = D0H Çv — . 

(IX) 

— ri b' · V · 

O'—o (pour χ =. ο et χ — /), 

(pour/=zo) b'—rjK\ 

Il est clair que les deuxderniers systèmes obtenus ne sont autres que 
les systèmes (IV) et (V). Or les formules (47) nous donnent précisé-

ment les solutions des systèmes (I) et (II) lorsque /(#) = m (^r —
 l
- ) 

et F(#) =jf — -^jdz ? il suffit donc d'y remplacer m par 0°, puis 

de dériver par rapport à .r, pour avoir les solutions du problème cher-
ché. De la sorte, on trouve 

(49) 

5 m 2 6° y ; e-"iV sin a, ./·, 
1 

ζ = —aD5*> ; . ' +- ^sin «,■«/ + ·;,■ . 

Il est facile de s'assurer que les séries (49) convergent uniformé-
ment et, par suite, qu'elles représentent bien les solutions effec-
tives ('). 

(') M. Boussinesq a bien voulu nous indiquer cette manière de déduire le 
système (49) du système (47) et nous faire observer qu'il est possible de dé-
duire les résultats du problème de M. L. Hoy de ceux du problème que nous 
traitons, dans l'hypothèse, plus large, où la fonction f(x)y

 au lieu d'être, comme 
nous l'avons supposé, linéaire et symétrique par rapport au milieu de la tige, 
est quelconque, mais à valeur moyenne nulle entre x = o et χ = /; il nous a 
fait remarquer, en outre, que, réciproquement, on peut obtenir, par dérivation 
de la solution du problème de M. L. Hoy, celle de notre problème. 

Supposons, en effet, que f(x) soit une fonction quelconque, à valeur moyenne 
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i. \oiis voyons donc que les mou vcments vibratoires définis par les 
secondes des relations (47)et(4q) sont en concordance de phaseetont 
mêmes harmoniques. Le rapport de deux harmoniques correspondants 

nulle entre .ν = ο et.r — /. La fonction F(.r), déjà définie, se réduit à l'expres-

sion simple D / f{z)dz, et les équations de notre problème deviennent 
•Λ» 

(0 

_L _ Π —· 
tr (U- fix- r/.r ' 

ξ o (pour χ — ο et χ — /), 

(pour t~ o) elE = D / f(z) dz; 

(2Ï 

rfO
 Le

d'-0 
dt ~ dx*·LO; 

— ~o (pour χ = o et χ =i l). 

(pour i = o) 0=/(x). 

Lu raisonnant comme il a été fait, on déduit du rapprochement des condi-
tions aux limites des systèmes (i) et (2) les deux relations supplémentaires 

(3) —^=0 (pour χ — o et χ = t). 

I>ès lors, en dérivant les première et dernière des relations (1) et de> rela-
tions (2), on obtient, vu la formule (3) et la seconde ligne de (2), les deux 
systèmes suivants en et 0' (ξ\ 0' désignant les dérivées en χ de ; el de rj) : 

( 4) 

1 <ϊ·1dO' 
a1 dti tlx- tlx ' 

M dE' / dx= 0 (pour χ =: o et χ = /), 

<l*' 
( pour ί rr o) ~~ o et D /i .c). 

(5) 

■Ί , ... y. 

V = o ( pour ./· — <1 et χ — l), 
(pour/— o) 0f'(x). 

Or ce sont précisément les équations du problème de M. L. Koy. Donc. en 

Journ. de Math. (6' série), tome VU. — I'asc. III. 11)11. 38 
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est /·/= ^ > (fui devient, pour i = ι (c'est le cas des harmoniques 

fondamentaux), 
ni ι ml A4 

r1— Ô" ôT, " ζ7? ~ r#"* 

ou AG désigne Γ écart initial des températures aux extrémités de la 

tige, la loi de distribution de celles-ci étant/(.ι) = m(x — ^j· Il en 

résulte que les sons fondamentaux auront même intensité dans les deux 

dip rentrant en χ les valeurs de 0 et de 1 de notre problème. on obtient ta 
solution d'un problème de M. L. Roy. 

Mais continuons. Observons que la seconde ligne des équations (Λ) entraine 

aux deux bouts (a· = ο et .r = /) la relation = ο, non moins que 4 r= ο ; en 

sorte que la première (5) donne 

(6) —— — ο ( pour χ ~ ο et χ — l). 

Alors les première et dernière (4), première et dernière (.>), diiîérentiées 
en x, conduisent à poser, vu (6) et la seconde ligne des relations (4), en appe-
lant i" et 4" les deux dérivées en χ de l' et 4', 

1/a² d²E/dt² = d²E"/ dx² 

(7) · £—0 (pour .r — ο et .c : -l). 

f (pour/ —o) ο et l)f'(.r). 

dr/ d*0" 
^ dl ~~~ dœ* ^ 1 

(8) 
i -j—z=o (pour χ = ο el ./· = /). 

' (pour/ —ο) —f"(x) 

Donc, rëcipro'/uement, les dérivées en .r d'une solution d'un problème de 
M. !.. Roy constituent, elles-mêmes, ta solution du problème que nous avons 
traité. 

Il est essentiel de remarquer que, 1rs solutions de ces deux problèmes étant 
exprimées par des séries trigonoinélriques, il faudra, chaque fois, vérifier la 
convergence uniforme de ces dernières. 
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mouvements vibratoires, d'origine calorifique, si entre Δ0 et Θ® on a 

relation 4^ = Û. 

e>. Pour achever notre étude, nous tâcherons d''interpréter physi-
quement les résultats obtenus, et, à cet effet, nous comparerons, 
terme à terme, les deux mouvements vibratoires, d'origine calorifique, 
dont il vient d'être question, avec celui que produirait, à la tempéra-
ture constante 0 = o, la suppression brusque d'une tension ayant 
préalablement donné lieu au même allongement statique que 
réchauffement uniforme de la tige de ο à 0°. 

Dans ce cas, le système qui régit le déplacement longitudinal H est 

(*) 

I d²E d²E 
a* dl* dx*y 

dE / dx— ο (pour χ — ο et pour χ = l)
y 

~z=o et ^
0
=D6°^.r—(pourir~o). 

La solution de ce système est évidemment 
00 

c A/Cosa/^rcosx/tf/, 
1 

OÙ 

Λ,· — —-— Ι lz—— J cos 3t/ζ dZ) 

ou encore, par substitution des valeurs A,·, 

(5o) 
00 

; =—9.1 i'riy ;—cosa,-# cos«,rt/. 
ι 

Ici, comme d'ailleurs dans les mouvements vibratoires précédents, 
il n'existe que les harmoniques impairs. L'amplitude respective de 
ces derniers variant en raison inverse du carré de ι, 3, 5, ..., l'inten-
sité correspondante décroit comme la quatrième puissance des mêmes 
nombres; et, par suite, les premiers harmoniques seuls pourront être 
perçus. 
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(>. Les expressions (47) et (00) nous permettent de former le 
rapport ri de l'amplitude de l'harmonique de rang /, dans le mouve-
ment vibratoire, d'origine calorifique, produit par les refroidissement 
et échaufl'ement respectifs des deux moitiés d'une tige,y£ce, initiale-

ment portée à la température variable f(.v) = m(j: — à l'ampli-

tude de l'harmonique de même rang, dans le mouvement vibratoire, 
d'origine mécanique. Nous obtenons ainsi 

, m 1 3, 
r1 = lo xi Vxi + B² 

De même, les formules (.'19) et (5°) nous donnent le rapport r] de 
l'amplitude des harmoniques correspondants dans le mouvement 
vibratoire, d'origine calorifique, engendré par le refroidissement d'une 
tige libre, de température initiale uniforme, et le mouvement d'ori-
gine mécanique. D'où 

ri" = Bi 
V a7 *+- Pi 

Éludions les variations de r'· et r! lorsque xi croit de a, ou jusqu'à 

l'infini. — Les variations de r\ sont les mêmes que celles de la (pian-

lité =====: or, en remplaçant Ô. par sa valeur -( j* H- lrx~ ). 011 

constate que la quantité considérée décroît progressive ment de /·, à o. 
Donc, pour une tige de longueur donnée, le rapport r] diminue, quand 
grandit l'ordre des harmoniques : il sera donc maximum pour le son 
fondamental, et ce maximum sera d'autant plus grand que la tige sera 
plus longue. Il suit de là qu'il faudra opérer sur des tiges très longues* 
si l'on veut que les refroidissement et écliaufleinent respectifs des 
deux moitiés d'une tige, //xr, initialement portée à la température 

variable y(.r) = //i^· — puissent donner lieu à 1111 son percep-
tible. 

Les variations de /*Jsonl celles de la fraction - dont le carré 

Λ" a pour expression l'inverse de 1 -h ^ ou de 1 h ;—cette 
b² (xi + f / b²&i) 
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fraction -===== varie donc clans le même sens que le binôme «, + 7--· 

Or celui-ci, quand on y assimile a, à une variable continue, passe, 

pour a, = — > par le minimum de part et d'autre duquel il 

grandit jusqu'à l'infini. Par suite, le rapport r], minimum et égal 

à l'inverse de \J 1 -+- 7-^77;' quand a, reçoit la valeur spécialeVx / b 

grandit à mesure que a,· s'éloigne de cette valeur ; et il tend vers l'unité 
pour les valeurs de a,·, soit évanouissantes, soit grandissantes sans 
limite. 

Il résulte de là que, pour un harmonique de rang déterminé, le 
rapport r\ sera d'autant plus grand que la longueur / sera, elle-même, 

ou plus petite, ou plus grande, en s'éloignant de la valeur limite i~ -

qui rend ce rapport minimum; autrement dit, il faudra se servir de 
tiges, ou très courtes, ou très longues, si l'on veut que celles-ci, 
supposées libres et de température initiale uniforme, donnent, par 
refroidissement, un son d'intensité appréciable. Mais un calcul numé-
rique ultérieur montrera qu'en se bornant au cas où l'on fait i = i, 
c'est-à-dire aux harmoniques fondamentaux (que nous savons être 

les plus intenses de tous les harmoniques), la valeur ~À= est trop 

petite pour que, physiquement, la longueur d'une tige puisse devenir 
encore moindre. Il faudra donc prendre seulement les barres les plus 
longues possible. 

7. \ous allons faire l'application numérique, en prenant les mêmes 
données que M. L. Hoy, dans sa Thèse, c'est-à-dire dans le cas d'une 
lige de cuivre de section circulaire, supposée placée dans un courant 
d'air atmosphérique à la température o°, dirigé normalement à l'axe 
de la tige et animé d'une vitesse uniforme Y. M. Boussinesq a 
démontré (') que, dans ces conditions, le coefficient de conductibilité 

(1 ) J. BOUSSINESQ, Journal de Mathématiques pures et appliquées, 6e série, 
t. 1, 1900. Cette formule fait abstraction de la partie de k due à la chaleur 
échangée par rayonnement entre la couche superficielle de la barre {at her ma ne) 
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extérieure k était donné par la formule 

k= 4 V Kc&v/ R"e 

dans laquelle K, désigne le coefficient de conductibilité interne du 
fluide, C, sa capacité calorifique par unité de volume, ε le rayon de la 
section de la tige. Dans le système C. G. S., petite calorie, degré 
centigrade, et à la température de la glace fondante, on a 

K,= 5.io-4, C, ~ 3,o6. io- t. 

Si nous prenons V = 40°C"S ce qui correspond à une brise légère, 
nous trouverons, pour une tige de icul de diamètre (ε = ο, )), 

k = 2,5I . io~3. 

Ajoutons aux données précédentes, relatives au cuivre, les valeurs 
de son coefficient de conductibilité K. = 0,819, de son coefficient de 
dilatation linéaire D = 17,18.io~e, et de la vitesse du son dans le 

cuivre, a = = 3,42.105. 

Gela posé, cherchons, avec les données numériques choisies, la 

valeur de l'expression π donne la longueur de la tige correspon-

dant au minimum de r\, c'est-à-dire au minimum du rapport des 
amplitudes fondamentales dans les deux mouvements vibratoires 

mentionnés. On trouve ainsi, tous calculs faits, π—= 26"",7. Si, 

maintenant, nous considérons les valeurs de /, qui vont s'écartant de 
cette dernière 26e"1,7, les unes tendant vers zéro, les autres gran-
dissant jusqu'à l'infini, d'après ce que nous savons déjà, le rapport /·', 
augmente et tend, dans les deux cas, vers l'unité. En particulier, on 
constate que les valeurs évanouissantes de /, qui donnent au rapport r\ 
une valeur voisine de l'unité, sont de l'ordre du millième de millimètre : 

et l'éther ambiant (partie proportionnelle au cube de la température absoluede 
cet éther), comparativement à la chaleur emportée ou apportée par la convec-
tion du courant d'air : elle cesserait d'être admissible aux très hautes tempéra-
tures absolues. 
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ceci prouve et justifie la remarque faite antérieurement, à savoir 
qu'au point de vue de la perceptibilité des sons, le cas d'une tige 
courte ne doit pas être envisagé. 

NOHS supposerons donc que l'expérience se fait sur une tige très 
longue, et que nous choisissons sa longueur de façon que le terme 
fondamental corresponde à un son qui soit à la limite des sons graves 
perceptibles, dont la fréquence serait égale à 8, d'après les expé-
riences de Savart. Pour une longueur de 200™ (/ = 2. ιο1), on trouve 

une fréquence fondamentale //, = — = 8,55, et pour les quan-
tités α,, β,, les valeurs 

τ: „ . 
&\ — q — 1 ,»7·10 < 

β, = ι (>:+6»«Î) = ± (î ~ + «;)=. ,7*4. .0-', 

en tenant compte des expressions de b2 = ^ et de £ = ^ ^· 

Examinons, en premier lieu, le cas où la tige est libre aux extré-
mités et, à l'instant initial, chauffée uniformément à 200°. On 
aura, en désignant par A

c
 l'amplitude fondamentale dans le mouve-

ment d'origine calorifique, par A
m

 l'amplitude fondamentale dans 
le mouvement d'origine mécanique, 

-τ— = /·, — Ί,_— = ι ,09. «0~â ; 

or, vu la formule (5o), on a 

aM + éLdsM é : R²? 

d'où l'on déduit, en effectuant, 

Ac— —~ λ-ιη — 0'·,Λ,θ32. 

En second lieu, si la tige, au lieu d'être libre, est fixée aux extré-
mités, et si, de plus, la température initiale qui, tout à l'heure, était 

uniforme, varie suivant la loi fix) = m^x — il vient, en repré-

sentant par l'amplitude fondamentale dans ce second mouvement 
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(Γorigin e calorifique, 
κ . ^ β ι __ β ι 
Α- ' κ»· ν^ΓΓ?; ~ ν'ϊΓΓΜ' 

Donc, />ow/· /m écart de '|oo°, par exemple, r/if/r /rx extrémités 
( AO = 4oo°>, 

Λ= _ -' \ — O'"1. 020. 
V Y-1 -Γ" ρ I 

Kn se basant sur les données de l'expérience ('), on peut conclure 
que les amplitudes de ces deux sortes de mouvements vibratoires, 
d'origine calorifique, sont largement suffisantes pour permettre au son 
fondamental d'être pcr<;u. 

Ainsi donc, à condition toutefois d'opérer sur des liges très longues, 
les vibrations, d'origine calorifique, des deux cas étudiés seront suscep-
tibles de donner naissance à un son perceptible; ce son sera d'autant 
plus grave que la tige est plus longue. 

ÎNous avons remarqué, au nrt i de ce paragraphe, que les amplitudes 
fondamentales des deux mouvements vibratoires, d'origine calorifique, 
ont même valeur, si, entre Y écart initial Λ0 des températures aux 
extrémités de la fixe et la température initiale uniforme 0° de la 
tige libre, il existe un rapport égal à τ:. (1 est donc intéressant de 
mentionner qu'en ce qui concerne l'exemple numérique choisi, pour 
que le son fondamental, perçu de part et d'autre, ait même intensité, 
il faut que l'écart initial des températures aux extrémités de la tige lixe 
SOLT Δ0 = 7T.200 = (>28°. 

(') Parmi les physiciens qui, en ces derniers temps, ont recherché l'ampli-
tude minima que devait avoir un son de hauteur donnée pour pouvoir être 
perçu, on peut citer : 

YVIEN, Phys. Zeilschr·, t. IV, 1902, p. <>Q; Ver h. (t. (t. phys. dest. IV. i<)o>. 
p. 297. qui a trouvé comme minimum d'amplitude a du corps vibrant (mem-
brane de téléphone), pour une fréquence \ : 

Ν 200, |00, (>oo, IOÔO. 

a 10 ', 7.10 T, 1,4.10 \ ι, 1.10 ,s cenlim. 

OSTMAMX, Ver h. d. it. phys. des., t. V, 1900, p. 3io, qui trouve : sur des diapa-
sons graves a ~:omm,o7; élevés α = ι,Ιί.ιο' 8 inillim. 
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LES PLAQUES. 

I. — Préliminaires. 

1. Nous nous proposons, dans cette seconde Partie, d'étendre à 
l'étude thermomécanique des plaques, le mode d'investigation qui 
nous a servi pour les tiges. 

Les plaques considérées sont, ou homogènes, ou constituées par des 
feuillets de nature différente accolés les uns aux autres; nous admet-
trons seulement que tout plan parallèle au feuillet moyen de la 
plaque est un plan de symétrie de contexture. Cette hypothèse nous 
permettra d'utiliser un certain nombre de formules et de résultats 
établis dans la première Partie, et, en même temps, d'obtenir la solu-
tion du problème à une approximation plus élevée. Sous le nom de 
feuillet moycn

}
 nous entendons la surface matérielle, sensiblement 

parallèle aux deux faces de la plaque, qui contient les centres de gra-
vité des normales, menées à cette même surface et d'une face à l'autre 
dans l'état primitif, les centres dont il s'agit étant déterminés d'après 
la supposition que chaque élément des normales ait une masse, par 
unité de longueur, égale à la valeur du coefficient d'élasticité C (') 
sur cet élément. 

2. Supposons la plaque divisée en tronçons sensiblement prisma-
tiques, dont chacun, limité par la surface même du corps et par deux 
couples de plans parallèles menés normalement à la surface, ait ses 
trois dimensions comparables entre elles. Sauf certaines régions peu 
étendues, telles que les bords de la plaque, deux tronçons voisins quel-
conques sont généralement dans des conditions physiques presque 

(*) Ce coefficient G sera défini un peu plus loin. 

Journ. de Math. (6* série), tome VII. — Fasc. III, 1911. 39 
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identiques; on atteint, par suite, une première approximation, en 
supposant que les six déformations (d, g) et la température θ ne 
varient pas sur toute l'étendue d'une couche parallèle aux bases d'un 
tronçon, pris isolément; de plus, l'excellente conductibilité de la 
plaque, comparée à celle de l'atmosphère ambiante, assure l'uniformité 
de la température le long d'une perpendiculaire quelconque aux bases 
du tronçon considéré. La conclusion de notre analyse sera donc : En 
tous les points d'un tronçon quelconque, pris isolément, la tempé-
rature est la même. 

Ainsi, nous pourrons étendre aux plaques le procédé, déjà employé 
pour les tiges, qui consiste à appliquer, pour l'étude de l'équilibre et 
du mouvement d'un tronçon à l'instant /, les équations ordinaires de 
l'élasticité, en comptant les déplacements et les déformations à partir 
de l'état naturel relatif à la température 0 effective. 

5. Soit un tronçon quelconque dans son étal primitif qui, par défi-
nition, sera Y état naturel correspondant à la température 0, en dési-
gnant par 0 la température à l'instant/; l'origine des axes se trouve 
au centre de gravité, le plan local des yz se confond avec le feuillet 
moyen du tronçon, la perpendiculaire à ce feuillet mené par le centre 
de gravité est choisie comme axe des x\ 

Nous négligerons d'abord, pour simplifier notre étude, les actions 
extérieures directement appliquées aux bases du tronçon el à sa niasse 
(y compris l'inertie dans le cas d'un équilibre dynamique) ; car celles-
ci sont très faibles vis-à-vis des forces qui agissent sur le reste du corps 
et dont l'ensemble donne lieu aux réactions intérieures Ν, T. 

En vertu de cette simplification et vu le système d'axes choisis, les 
équations indéfinies du problème seront : 

(5i) 
dNx ciT. dTy (ΙΎΖ dSy <fïx_ çlTy dT^ rfN. _ 
dx dv dz °' dx dy dz 0l dx dy dz ° ' 

les équations définies, spéciales à chacune des deux bases du tronçon, 
étant 

(52) Nx=o, T
2
=o, ο. 

i° Envisageons le problème à une première approximation, c'est-à-
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dire, supposons qu'on ait 

* ' d(y,z) ' {dy*,dydz,dz*) 
d(y,z) </(/, 5) 

les équations indéfinies (5i) se réduisent et deviennent respec-
tivement 

dNx dΓ. dïy 
tlx dx dx= 0 

Ces dernières, combinées avec les équations aux li mites (5a), admettent 
les seules solutions N

x
 = T

2
 = Ty = o. 

Ainsi donc, à une première approximation, deux feuillets conti-
nus quelconques d'un tronçon de plaque n'exercent entre euxaucune 
action réciproque. 

2° Passons au cas d'une seconde approximation, c'est-à-dire faisons 
les hypothèses suivantes : 

(53) Ùiizilû — n d}{d
x

,dy, d
z

,g
x

)_ 

d(y,s) 9 {dy^.dyds.dz1) 

exprimant que les quantités (dxt
 dy> d

z
, g

x
)f au lieu de rester sensible-

ment les mêmes, varient linéairement d'un tronçon à l'autre, ce qui 
peut être regardé comme presque rigoureux. Chaque feuillet du tron-
çon étant d'ailleurs homogène dans toute son étendue, il en résulte, vu 
les formules (6), auxquelles satisfont les réactions intérieures Ν, T, 
lorsqu'il existe un plan de symétrie de contexture, que les rela-
tions (53) reviennent à poser 

(54) 
d{TnT£)_o

 d»(N
x

. Ν„Ν„Τ
Χ

) 
d(y,z) ' (dy*,dyds,dz*) 

Dès lors, le système de valeurs vérifiant tant les équations indé-
finies (5i) que les conditions aux limites (52) sera 

(55) m
 0

 d(T
y>
 T,) N

a>
 Tjg) 

* ' d(y,z) ' {dy*,dydz,dz*) 

Donc, à une seconde approximation, l'action mutuelle de deux 
feuillets contigus de la plaque se réduit à ses deux composantes 
langentiellesTy, T

z
, ou n'a pas de composante normale sensible N

x
. 
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4. Ce qui précède nous permet de démontrer la linéarité des défor-
mations d

y
, d

z
, g

K
. 

Admettons en effet le système d'égalités (53) qui traduisent les 
données du problème au second degré d'approximation; puis, dans 
les quatre équations de ce système, remplaçons gyy g

z
 par leurs 

valeurs respectives rr ■+■ -τ-> ττ- -+■ irm De là nous tirons aisément, en 

ajoutant les deux résultats qui renferment le terme les trois re-
lations suivantes : 

(56) (tdy __ 1dyrx __ rPz 
du· dv* ' d.r dzi ' d.r 2 dy dz 

Remarquons que les seconds membres de celles-ci sont continus 
quand χ varie; car le déplacement ξ a d'égales valeurs pour deux 
feuillets contigusdu tronçon, même hétérogènes, et parsuitc les déri-
vées de ces valeurs en y et ζ sont aussi égales. Si maintenant nous 
dérivons les équations (56) par rapporta x, nous constatons que les 
seconds membres ainsi différentiés donnent zéro pour résultat; car, 

d'après les égalités (:>3), on a — υ· Nous pouvons donc 

dans les équations (56) remplacer ξ par ξ
0
, en appelant ξ

0
 le dépla-

cement transversal ξ pour le feuillet moyen. Désignons en outre par 
à", â°, gl, les valeurs des déformations^, d

3
, g

x
, sur le même feuillet; 

les équations (56) multipliées par dx, puis intégrées, donneront : 

( o, ) dy — d
y
 χ , d

z
-d

z
 u , -, j» — «, j. . ^ ^ 

Ainsi, les déformations d
y

, d
z
, g

x
, éprouvées par les feuillets dans 

les sens parallèles à leurs plans, varient linéairement le long d'une 
normale à la plaque. 

II. — Expressions des efforts tangentiels et tranchants, 
des couples de flexion et de torsion. 

I. Nous avons vu qu'à une première et même à une seconde approxi-
mation on a N

x
=o; on sait, d'autre part, que si l'on admet, outre 
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l'existence d'un potentiel ρΦ, la symétrie de contexture relativement 
au planys, les tensions N

x
, Ny, Ν

2
, Ύ

χ
 sont les dérivées partielles, par 

rapport aux déformations simples correspondantes, d'une forme qua-
dratique en d

x
, dyy d-, g

x
. 

Annulant N* et portant la valeur de d
x1

 tirée de là, dans les expres-
sions de Nr, N-, Tx

, on est amené aux relations suivantes, homogènes 
en dy, d., g

x
 et dans lesquelles figurent seulement six coefficients dis-

tincts : 
i Nr= C(ydy 4- fid- 4- s'g χ), 

(58) < Ν- = C(£dr 4- y'd
5
4- s"g

x
), 

\T
x
=C(s!dy+t''d

a
+/g

a
) (»). 

Nous supposerons que le coefficient positif d'élasticité C puisse seul 
varier d'un feuillet à l'autre, ou que les coefficients γ, γ', γ", ε, ε', ε" 
soient indépendants de χ·, cela revient à admettre que, pour d'égales 
déformations dy, d

s
, g

x1
 éprouvées par tous les feuillets (supposés 

isolés) dans leurs propres plans, les forces déformatrices Νλ, NT„ T
x

, 
conservent, chez tous, les mêmes rapports. Nous continuerons égale-
ment à négliger l'influence delà température sur les coefficients d'élas-
ticité. 

Substituons, dans les expressions ( 58) de Ν,., N-, T^., les valeurs de 
d
s
, g

x
 définies par les équations (57), et posons, pour abréger : 

(59) 

ny = dy + + Edz + E' ny = d² 

,î=,rf.+/dî+^
t
 +dEe d²E0 / dy dz 

c = ε' d· 4- s"d! 4-fgi, t, = ε' g? + ε" ̂  ; 

il viendra 

60) N, = C(/Î®. — xriy), N.= G(/I? — xn
z
), C(£° ~ xtx). 

Nous obtenons ainsi, sous une forme simple, l'expression des forces 
déforniatrices N,., Nr

, T*, en un point quelconque de la plaque. 

(') On reconnaît assez facilement l'égalité, deux à deux, des six coefficients 
ε, ε, Γ, ε', ε", ε", après élimination de d

x
, en raison de l'existence du potentiel ρΦ 

et des égalités qu'elle entraînait dans les coefficients d'élasticité primitifs. 
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2. Cela posé, proposons-nous d'évaluer les actions totales exercées, 
par unité de longueur, à travers deux sections faites dans la plaque 
suivant deux surfaces matérielles qui, à l'état primitif, coïncident res-
pectivement avec les plans des xz et des xy. Sur chaque élément plan 
de la bande des xz, il n'existe, du moins à une première approxima-
tion, que deux forces, l'une normale Ny, l'autre tangentielle T*. Nous 
aurons donc, en effectuant la sommation des tensions normales Ny, 

Jf Ν
y

dx ■=. j C(n£— χriy) dx = η® I Cdx — n
y
 I C,x dx, 

h étant l'épaisseur de la plaque au point considéré. 
Or la seconde partie de cette somme est nulle ; car le feuillet moyen 

se confondant, à l'état primitif, avec le plan des^s, on a / Cxdx = o. 
h 

Par suite la réduction des forces i\r donnera lieu : 
i° A une traction résultante, appliquée au centre de gravité de la 

bande et dirigée suivant Ογ, qui aura pour expression 

My= η® ΓC dx — C'An®, 

en appelant C' la valeur moyenne du coefficient d'élasticité C le long 
d'une perpendiculaire aux faces de la plaque ; 

2° A un couple, normal à l'axe des z, qui équivaut à l'ensemble des 
forces — Criyxdx et dont le moment, compté positivement en tour-
nant de Ο y vers Ox, sera 

vv = η γ I Lx* dx — /ir. 

le coefficient C" étant défini par l'égalité = J C.ra dx> 

Un raisonnement analogue s'applique à la sommation des forces 
tangentielles Τ

Λ
, qui donnent après réduction : i° une traction résul-

tante 64 s C'A t£, appliquée au centre de gravité de la bande, mais 
ayant la direction Ο s; 20 un couple normal à Ο y et dont le moment, 

compté positivement en tournant de Os vers 0«, sera τ
Λ
 = —tx 

De même, les forces N
z

, T*, exercées sur la bande des xy, équivalent 
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par unité de longueur : i° à deux forces Λ, = C'hnGx = Ο'Λ/J, l'une 
normale, l'autre tangentielle, appliquées à son centre de gravité; 20 à 

deux couples ν- = n
z

, τ
χ
 = /*, qui se trouvent, le premier, 

normal à Ο y, le second, normal à Oz. 

5. Les résultantes s
x

, dont les lignes d'action sont dans le 
plan desy.3, c'est-à-dire dans le plan qui coïncide primitivement avec 
le feuillet moyen, sont appelées efforts tangentiels; elles provoquent 
les déformations d", dj, g

z
, éprouvées par le feuillet moyen du tronçon 

dans des sens parallèles à sa position primitive. 
Les couples vr, v. perpendiculaires aux intersections respectives des 

deux bandes par le feuillet moyen, ont reçu le nom de couples de 
flexion; les deux autres, agissant dans le plan même des bandes et 
dont la valeur commune est sensiblement τ*, celui de couples de tor-
sion. Ces divers couples ont pour effet d'incurver le feuillet moyen, 

supposé primitivement plan, et les quantités dyd- d~*)qui figu-

rent dans l'expression de ny, λ., tx, et par suite dans celle de vy, ν-, τ
Λ

, 
caractérisent la courbure prise, après déformation, par le feuillet 
moyen au point considéré. 

La sommation des forces Tr, T
2

, qui ne peuvent pas être négligées 
à une seconde approximation, introduit deux résultantes #r, §

z
, appe-

lées efforts tranchants et dont les valeurs respectives, rapportées à 
l'unité de longueurdesbandes,sont, pourlabandedesa-,#

r
= Ι Τ

z
dx\ 

A 

pour celle des xy, f
z

— I Tydx. 

III. — Équations de l'équilibre et du mouvement 
d'un tronçon de plaque dans le cas réel. 

1. Pour arriver aux conclusions qui précèdent, nous avons dû sup-
poser, d'une part, qu'à l'intérieur du tronçon considéré la constitution 
et l'état de la matière ne variaient pas, ou, du moins, ne variaient que 
linéairement le long d'une couche quelconque parallèle au feuillet 
moyen; d'autre part, que la masse etles bases du tronçon étaient libres 
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de toute action extérieure. Or, il est évident que, pratiquement, cee 
conditions ne sont jamais réalisées. Nous pourrons néanmoins appli-
quer à l'étude du cas réel les formules déjà obtenues, pourvu que 
l'épaisseur de la plaque soit une fraction assez petite de ses autres 
dimensions. En effet, à cause de la continuité, les expressions des 
forces et couples (ot, <5, ν, τ) ne pourront pas différer notablement 
de ce qu'elles étaient dans le cas idéal précédemment envisagé; de 
même, les efforts tranchants §

y
, i

z
, nuls à une première approximation, 

auront toujours des valeurs faibles, comparées à celles des forces 
(X, e) ou du moins à leurs composantes. 

2. Limitons notre étude au cas d'une plaque primitivement plane et 
peu déformée; le feuillet moyen, dans son état d'équilibre primitif, 
étant choisi comme plan général des yz, construisons en un point 
dont les coordonnées primitives sont y, -, un prisme élémentaire 
ayant pour hauteur, l'épaisseur h de la plaque, et pour section nor-
male, un rectangle infiniment petit dy dz du feuillet moyen. 

Les axes locaux, rapportés à Y étal primitif du tronçon, c'est-à-dire 
à Vétal naturel correspondant à la température 0, sont : O.r, la per-
pendiculaire au feuillet moyen; O/etOc, les deux fibres rectangu-
laires dy, dz

)
 situées dans le même feuillet. 

Après déformation, le point matériel [y, z) d'où partent les libres 
dy, dz, a subi de petits déplacements ξ

0
, η

0
, ζ

β
 ; par suite, les éléments 

rectilignes dy, dz auront pour projections respectives, sur les axes 

locaux de coordonnées, le premier, jjydy, (
1 (

h
r

'· 7ïy î '
e 

second, '^dz, ^dz, (i + '■§;) dz. 

De là on déduit les cosinus directeurs des fibres qui, primitivement, 
se confondaient avec les axes locaux. Ces cosinus sont : pour l'élément 

dy, dEp/ dy' '» Pour l'élément dz, ι ; pour une perpendiculaire 

au feuillet moyen, ι, — ̂  · 

5. Cela posé, passons en revue les forces qui agissent sur le filet de 
matière ainsi construit : 

i°Les forces extérieures; si l'on désigne par ρ la densité au point 
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considéré, par X, Y, Z, les composantes de Taction extérieure, rap-
portée à l'unité de masse, les forces extérieures appliquées au tronçon 
ont pour expressions phXdydz, phYdy dz, phZdydz. 

2° Les forces intérieures (*%, ε, £?); pour la face hdz, les résultantes 
des actions déformatrices sontsensiblement — §y dz, — x,y dz, — $

x
 dz ; 

de même, pour la face hdy, elles sont —$zdy, —ïô
x

dy^ — w»
z
dy. 

Quant aux forces (at, G, §) qui s'exercent sur les faces opposées aux 
précédentes, leurs expressions sont pareilles, mais changées de signe et 
augmentées de leurs différentielles par rapport ky ou par rapport à z. 

Il est clair que le raisonnement, que nous venons de tenir pour les 
forces (at, G, #), s'étend naturellement aux couples (ν, τ), agissant 
sur les quatre faces du prisme. 

Remarquons de suite que, dans l'application, qui sera faite ulté-
rieurement, des théorèmes des quantités de mouvement et des moments 
par rapport aux axes locaux de coordonnées, il faudra multiplier les 

différentes expressions des ( )t, &, ν, τ), par les petits cosinusdEo/dy 

dCo / dy, ...··· et par leurs dérivées. Xous négligerons alors, devantles dérivées 

^ 'es Produits> Par ces petits cosinus et leurs dérivées, soit 

des forces (afc, G) qui sont de l'ordre des petites déformations dj., <?", g", 
soit des couples (ν, τ) qui sont de Tordre des faibles courbures 

(dy* dy d- d'x)% ^ous Pourrons opérer de même, et à fortiori, pour les 

produits des efforts tranchants $y, §
z
, par les mêmes quantités; car 

ceux-ci, nuls à une première approximation, seront toujours très infé-
rieurs aux forces (at>, ε). 

4. Appliquons au tronçon ou filet le théorème des quantités de mou-
vement, par rapport aux axes Ο/, Ο ζ, 0#; nous sommes conduits 
aux équations suivantes : 

(61) dMy + dEx + phY = 0 

("5F +"rfT+ρΑΖ=<>! 

( 6» ) -jf (fr+ Jf + G* (i '+ S* ̂  ^ j + ?.hX = o. 

Journ. de Math. (6· série), tome VII. — Fasc. III, ign. 40 
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L'équation (62) développée peut s'écrire 

(63) (dy/ dy + dyz / dz ) + (My d² Eo / dy² + 2 Cx d²Eo / dy dz + d² Eo/ dz²) 

dct/d&r dS
x
\ dl

n
[ds

x
 dx,

z
\ 

dy ( dy + dz ) dz ( dy dz) + phx = 0 

Remplaçant -+~ ̂ r)' (τξΓ ■+" "7Γ?)' P
ar

 '
es va

'
eurs

 —phY, 

— ρΛΖ, tirées de (61), nous introduirons dans l'équation précédente 

la somme suivante ρ/ι(Χ — Y—Ζ qui représente la projection 

totale, sur la normale au feuillet moyen, de l'action extérieure rappor-
tée à l'unité de surface de celui-ci; or, cette somme pouvant être géné-
ralement confondue avec pàX, l'équation (03) deviendra 

(6-° ("ST" Hz ) Tiy ^'dfTz + ^d?)+ o/,x -°-

«$. Il reste, pour déterminer $
y

, ,f«, à appliquer aux forces et aux 
couples qui sollicitent le tronçon, le théorème des moments par rap-

. port aux axes Ο y et 0-. 
A une première approximation, nous pouvons ici faire abstraction : 
i° Des actions extérieures exercées sur le lilet; celles-ci, en effet, 

n'auront que leurs composantes parallèles au feuillet moyen, dont les 
bras de levier soient sensibles, et ces composantes, en tout de l'ordre 
du produit dydz, ne donneront que des moments totaux négligeables 
si elles se trouvent distribuées à peu près pareillement de part et 
d'autre du feuillet moyen ; 

20 Des tensions déformatrices (dt>, G); car celles-ci, d'une part, étant 
pour chaque face de l'ordre de dy ou de dz, d'autre part, étant tan-
gentes au feuillet moyen, et, par suite, passant à des dislances infini-
ment petites du second ordre, sinon même nulles, des axes Ο y et Ο ζ, 
ne sont pas susceptibles de donner lieu à des moments appréciables. 

Seuls doivent donc entrer en ligne de compte les couples (ν, τ), et 
leurs différentielles en / et 5, ainsi que les efforts tranchants $

z
. 

Dès lors, par l'application du théorème des moments relativement 
aux axes Οy et Ο ζ, nous obtenons les équations qui déterminent §y et : 

(65) F = - (dzx / dy + dvz / dz) , dy = - (dvy / dy + ddtx / dz) 
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En substituant dans l'équation (64) les valeurs trouvées pour $
z 

et §y, cette dernière s'écrit 

(66) 
/*vy d> rx rf»y,\ 

\dy* dydz ̂  dz* ) 

+1Λ» «ρ·++^'d? )+pAx - °-

β. Les équations (61) et (66) conviennent à Y équilibre d'un tron-
çon de plaque. Les deux égalités (6i), dans lesquelles on portera les 
valeurs de <rx, connues en fonction de Λ®, Λ®, /®, ou encore, 

eu égard aux formules (5g), en fonction de = d® = ̂ > 

ei = -H régissent l'équilibre dVrte/wton ou de contraction de 

la plaque; elles permettent de calculer les déplacements η
β

, ζ
β
, éprou-

vés parle feuillet moyen dans les sens des coordonnées,y, z, paral-
lèles à son plan primitif. 

La relation (66), dans laquelle les (ν, τ) auront été également rem-

placés par leurs valeurs en fonction de n
3

, n
z
,t

x
, ou de dyd- d-

s

)
9 

fera connaître la courbure prise, après déformation, par le feuillet 
moyen de la plaque au point considéré. 

Remarquons en outre que si, dans les équations précitées, on vient 
à introduire les composantes de la force inertie, on obtiendra les 
équations du mouvement, soit tangentiel, soit transversal, des 
plaques. 

IV. — Introduction de la température 9 dans les équations. 

I. Pour des raisons identiques à celles données antérieurement, 
lorsqu'il s'agissait d'un tronçon de tige (voir première Partie, § VI, n° I), 
nous prendrons, comme terme de comparaison, Yétat naturel relatif 
à la température spéciale θ = ο. Or, on connaît, par les égalités (28), 

les relations qui existent entre les déformations (<?, g') comptées à partir 
de Y étal naturel relatif à la température θ = o, les déformations 
(d, g) comptées à partir de Vétat naturel correspondant à une tem-
pérature θ quelconque, et les déformations purement thermiques 
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qui sont ici simplement, dans l'hypothèse d'un plan de symétrie de 
contexture, (D*, Dr, Dx, G*) Θ. 

On a vu d'autre part, également à propos des tiges, que, si Von 
admet à toute température 6 un étal naturel ou sans tension pour 
F ensemble du tronçony ce que nous supposons ici, les déformations 
purement thermiques doivent satisfaire aux conditions (29). Celles-ci, 
dans le cas d'une première approximation, donnent 

d²Dy d²D2 d²Gx 
dxt °? dx* 0l dx1 °* 

De là il résulte que, le coeflicient D
r

, n'ayant aucune relation à véri-
fier, pourra varier, d'une manière quelconque, en passant d'une 
couche parallèle à la suivante; au contraire, les coefficients D,,D-, Gj. 
seront, au plus, des fonctions linéaires de lapetite coordonnée trans-
versale .r, c'est-à-dire que leur expression la plus générale sera 

(67) D, = D°— Zx. Dx = D" — Z'x. Gx= —2 Z"x. 

Les coefficients D°, D", G" se rapportent au feuillet moyen; quant 
aux facteurs 2, £', s", ils seront constants pour un même tronçon, 
mais varieront généralement d'un tronçon à l'autre. 

Remarquons que, pour toutes les valeurs de D,, D-, G^, autres que 
celles définies par les équations (G7), il existera bien à la température 0 
un état naturel ou sans tension pour chaque particule imperceptible 
du tronçon, prise isolément et supposée soustraite à toute pression; 
mais cet état naturel ne sera pas réalisé dans l'ensemble du tronçon, 
autrement dit, toutes ces particules, après avoir éprouvé chacune ses 
dilatations thermiques, ne pourront pas reconstituer le tronçon continu 
par simple soudure ou sans faire naître des réactions intérieures. 

2. Les déplacements et les déformations étant maintenant comptés 
à partir de Y étal naturel relatif à la température spéciale θ = ο, il 
reste à voir comment la température figure dans l'expression des efforts 
tangentiels, des couples de ilexion et de torsion, des efforts tranchants. 

i° Efforts tangentiels. — Ils sont donnés par les formules sui-
vantes : 

X, = C'ti/ή, Λ
3
= C7i/*-û, G

x
= C 'ht%. 
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Le premier groupe des équations (59) détermine les quantités λ® , nj, /®. 
Dès lors, si nous y remplaçons les (d®, g°) par leurs valeurs con-
nues en fonction des (d'°, g'0) et des (D°, G®)0, nous obtiendrons une 
première série de coefficients λ'®, /î'®, l'°, qui se déduisent des expres-
sions de λ", ri*

z
, *°, en substituant aux (d®, g°) les (d'°, g'9) et de même 

une seconde série de coefficients n*, n
zJ

 Ç, qui seront le résultat de 
la substitution des (D°, G0) aux (d°, g·). En définitive, nous pourrons 
écrire : 

(68) X
 v
= GΊι{η'° - ri° 9), Τ^

ζ
— Gh(ri.0 - ri.°9), C

x
= G'Λ(t'° - t"° 9). 

Les efforts tangentiels (^, 6) dépendent donc linéairement de la 
température, du inoins, pour des écarts modérés de Θ. 

20 Couples de flexion et de torsion. — Les relations (07) qui 
démontrent la linéarité des déformations d

v
, d

z1
 g

x1
 ont été établies, 

en admettant la graduelle variation des déformations dans les sens 
parallèles au feuillet moyen de la plaque. Or, il estclairque ce prin-
cipe, d'après lequel les déformations varient, en général, incompa-
rablement plus vite dans les sens transversaux que dans les sens tan-
gentiels, s'applique tant aux déformations complètes ou comptées à 
partir de Vêlât naturel relatif à la température spéciale θ = o, qu'à 
celles qui sont purement mécaniques. Par conséquent, nous pourrons 
écrire, en introduisant les déplacements ξ', η', ζ', comptés à partir du 
même état primitif 0 = o, 

d'y = d'y - xd²Eo, dz = d'z 

Occupons-nous de l'une de ces formules, la première, par exemple. 
On sait, vu les relations (28), que dr = d'

r
~D,.6; on aura, par 

suite, 
d
r
=d'·—Djrô — «ÇS.. 

Or, en vertu des égalités (67), on a D,.= D® — 2x-, il vient donc 
pour dy : 

dy = (d'y - D y ) - x (d²E'/ dy - E) 

Par identification de cette dernière relation avec la première du 
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système (57), qui définit précisément dy on est amené à conclure que 
d²Eo d²E'O 
dy* — dy*- EO. 

Un raisonnement identique établirait que 
ίί·-ί!ί_ο'β - <*% 
dz* dz* ^ 1 rfy dz dy dz w 

Cela posé, puisque les couples de flexion et de torsion v
r

, v., τ,, 
sont des fonctions linéaires et homogènes des dérivées secondes 

(dy* dydz d-'-)' ^ esl ^ac^e se ren(ire compte qu'en remplaçant ces 

dérivées par les valeurs trouvées, on obtiendra, pour définir les 
couples (ν, τ), les formules suivantes : 

(69) V,= V
S

= ^(/T:-#R
3

S), R= C"h² / 12 (lx - l"xh) 

Dans ces formules, les coefficients ri
z

, et de même les suivants 
n"y,Λ», se déduisent de l'expression des coefficients correspon-
dants ny, n

z
, t

x
, déterminés par le second groupe d'égalités du 

système (^9), les premiers, en remplaçant $
0
 par ;

0
, les seconds, en 

remplaçant les dérivées secondes ̂  P
ar S, Θ',E". 

Nous voyons donc que si 8, 8', 8" sontnw/ί (c'est le cas de Yhomo-
généité thermique des couches primitivement parallèles au feuillet 
moyen), les facteurs ηγ, n

z
, C

x
 sont nuls également et par suite la 

température n'influe pas sur les couples de flexion et de torsion. 
Au contraire, si 8, 8', 8" sont différents de zéro, ce qui revient 

à supposer que les coefficients de dilatation thermique des couches 
considérées varient dans le sens de l'épaisseur de la plaque, les 
facteurs ny, n

z
, t"

x
 n'étant pas nuls, la température intervient dans 

l'expression des couples et la modifie proportionnellement à l'écart 0. 

3° Efforts tranchants. — Les efforts tranchants $
yJ

 §
z

, nuls dans 
le mode de déformation type, ont, dans les modes réels, leurs petites 
valeurs liées aux couples (ν, τ) par les égalités (65). Donc ils dépen-
dent de la température dans la mesure où ces couples eux-mêmes en 
dépendront. 
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3. Essayons de mettre en évidence le rôle joué par la température 
dans le mouvement, soit tangentiel, soit transversal, des plaques. 

i° Mouvement tangentiel. — Les équations (6i) dans lesquelles 
on aura introduit les composantes, suivant les y et les z

t
 de la force 

d'inertie régissent le mouvement tangentiel des plaques. Il suffit 
d'y remplacer %r, &

x
, par leurs valeurs tirées des formules (68) 

pour constater immédiatement que le mouvement tangentiel est 
fonction de la température 6. 

2° Mouvement transversal. — De même, en introduisant dans 
l'équation (66) la composante, suivant les a?, de la force d'inertie, on 
obtient la loi qui régit les vibrations transversales. L'équation (66;, 
ainsi complète, se simplifie même, du moins lorsque les plaques consi-
dérées ont une certaine épaisseur; car alors les produits de χ,.,My, Mz, Cz 
par les dérivées secondes de ς0, sont insensibles et il reste 

(7°) { d? + 2 ITdi + TF ) ~ ) = °· 

Cette dernière équation nous apprend que, si les couples de flexion 
et de torsion (ν,τ) ne dépendent pas de la température (c'est le cas 
de Xhomogénéité thermique des couches primitivement parallèles au 
feuillet moyen), celle-ci riinflue pas sur le mouvement transversal. Le 
contraire a lieu lorsque les couples considérés sont fonction de 0. 

V. — Équations du mouvement des plaques homogènes et isotropes. 

1. Voyons ce que deviennent, dans le cas présent, les coefficients 
C, γ, γ', γ", ε, ε', ε" des égalités (58) qui définissent les réactions 
intérieures N~r, T

x
. 

Partant des expressions bien connues des six tensions déforma-
trices (Ν,Τ), dans le cas d'un milieu homogène et isotrope, il suffit 
d'annuler N'

e
, d'en tirer la valeur de d

x
 en fonction de dy, d

ZJ
 puis de 

transporter celle-ci dans les expressions de i\r, N,. En procédant par 
identification, on trouvera, pour les coefficients mentionnés, les 

valeurs suivantes : C = ι, γ = γ' = α ̂  + γ" = α, ε = .. > 
ε' = ε" = ο. 
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Ensuite, vu l'homogénéité de la plaque, on a C = C'=C" = i, 
£ = 3' = Θ" = ο; et d'autre part, en vertu de son isotropie, nous 
aurons D^. = D

z
 = D, G

x
 = o. 

11 viendra donc finalement, comme expression des forces (x, c) et 
des couples (ν, τ), en posant, pour abréger, = a : 

(*) X7 = Ap[a(dr-4- à.) — 2<?-— 2(α — i)D0], 
3t

s
=Af*[a(dj-+d

s
) — 2à

r
—2(a — i)D0], ^

χ
~/ιμ^

χ
-, 

*=7Ζ*\α^-*Ίΐ)' ,5

=ïïK
 Δξ

 3^)' -'=6-f»25^5· 

où Δ désigne le symbole opératoire ̂  4-d² / dz² 

2. On peut dès lors former des équations indéfinies du mouve-
ment : 

i° Celles du mouvement tangential, en portant les valeurs de x,, 
X

s
, ç

x
 dans les équations (61), ce qui donne 

ι
μ
μ

η+(Λ
_

1)
|.(|

+
|_

2
ο0)]

+Ρ
(γ_^)=ο, 

(71) { [ A + (a - 1 ) d /dz (dn / dy + dC / dz - 2DO) 

2° Celles du mouvement transversal, en portant les valeurs de v
r

, 
v

z1 ix
 dans l'équation (70"); d'où il vient 

(72) μαίΐΛ(Αξ)-ρ(χ-ί|) = ο. 

5. Cherchons les conditions définies aux limites, correspondantes, 
en supposant que les seules pressions extérieures qui s'exercent sur la 
plaque sont des pressions appliquées exclusivement sur ses bords. Os 
conditions, spéciales au contour, sont au nombre de quatre et revien-
nent à dire que l'action totale extérieure, exercée sur une bande du 
cylindre contournant la plaque, comprise entre deux génératrices 
infiniment voisines, équivaut statiquement à trois forces dirigées 

Ο Jusqu'ici nous avions affecté de l'indice ο tout ce qui se rapportait au 
feuillet moyen; comme aucune confusion n'est possible, nous le supprimerons 
dorénavant. 
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suivant les axes locaux et à un couple perpendiculaire au contour. En 
elîet, menons, par un point quelconque de l'une des génératrices 
considérées, trois axes rectangulaires tels que le premier soit normal 
au cylindre et le second dans le sens de la largeur ds de la bande; et 
prenons les composantes totales et les moments totaux, par rapport 
à ces axes, des forces extérieures appliquées à la bande. Le dernier 
des trois moments est de l'ordre de ds*, c'est-à-dire négligeable; par 
suite, ces forces équivalent statiquement à trois composantes Ρ

n
ds, 

Ρ
3
ds, Ρ

x
ds, appliquées respectivement le long des trois axes, à un 

couple normal à l'élément ds du contour de la plaque, et à un 
second couple, — M„ ds. Ce dernier, résultant de forces tangentielles 
parallèles à ds, peut être remplacé statiquement par un couple formé 
de deux forces normales au feuillet moyen de la plaque et agissant aux 
extrémités du bras de levier ds. Ces deux forces, au commencement 
et à l'extrémité de ds, seront M„ et — M

n
; sur l'élément ds qui suit, ces 

deux forces seront remplacées par M„-h ds et — M„ —dMn / ds ds 

Donc au point de séparation des deux éléments ds, on a les deux 

forces — Μ
Λ

 et M„ 4- -^r<i
s qui, à cause de la solidarité des bandes, 

se fondent en une résultante égale à ds. Cette résultante se joint à 

la force Ρ
x

ds qui est de même sens, et de la sorte l'action totale, 
exercée sur une bande du cylindre contournant, sera bien réduite 
statiquement, par unité de longueur du contour, aux trois compo-

santes l\„ P,, P^ 4- et au couple M„ normal au contour. 

Cela posé, appelons, par unité de surface,p
x

, les composantes 
de l'action extérieure exercée sur un élément du contour et p

n
, ps, les 

composantes de la même action suivant la normale et la tangente au 
contour. Soit α l'angle de la normale extérieure avec Or; des formules 
connues de la théorie de l'élasticité donnent 

ρ y — Nrcosa-t- Txsin ot, pz — Tx cosa 4 N=sin«, px~ T.cosa 4-Tj sina, 

et il est d'ailleurs aisé de voir que 

/>rt— ρ y cos α 4- p. sina = N
v

cossa 4- N- sin* a 4- 2T
X
 sin a cos Λ, 

p
s
 = —pyùtia. 4-/>

5
cosa = — (ΝΛ— \

2
)sinacosa 4-T

x
(cosîa — sins«). 

Journ. de Math. (6· série), tome VII. — Fasc. III, 1911. 4* 
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De là on déduit 

P
rt
 = / jtn(fjr=z X>,· cos* α -+- sin'a -+- n(*

x sin a cosa, 

Ρ s = psda:-=z— (Obj— )b
=
) sinacosa 4- {^(cos'a — sin1»), 

»- '<<>«=-\ + ^)«»s« + (^+^)si"a] · 

Μ
Λ
 = ι j>

s
X(Lv = — | — (v

r
 — v.)sina cosa -h ^(eos'a — sin'a)], 

M
s
 = I f>

t
,.7'dx'~—("j, cos'a 4-v.sin'a 4-3?.

r
cos3tsina). 

Par substitution des valeurs trouvées pour 3b,, 3^, v,, v
s
, τ

Γ
, 

il vient 

< ]'„=v[
s
in

M
 ^

 +
 «)

 +
 co+ cos 2& (dn / dy - dC / dz) 

(73) -
 +

<—"($
 +

 ̂ -
,l,4

)l· 

PS = hU [2cos 2& (dn / dz + dC / dy ) ] - sin2& (da / dy - D) 

Px = - h3u / 12 d/ dn (AE) 

M»=-TrLs,n"(^_^J_2C0Sja^J; 

Μ· = - 7ΓLc082a w ~ 7hi) + s"'2017tyT, + — Λψ 

{'4> j '-
+

ΊΓ= η fsL
s,
""Ui-7?) 

— 2 COS 2 Λ —, j- + rt-7-(Λ: ) . . 

4·. 11 suffit maintenant de joindre aux deux équations (71) les 
expressions (^3 ) de P„ et de P„ ces forces étant des fonctions données 
sur le contour, pour obtenir le système qui détermine le mouvement 
tangentiel; et, de même, de joindre à l'équation indéfinie (72) les 
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expressions (^4) également données de M, et de Ρ,-f- pour obtenir 

le système qui détermine le mouvement transversal. On constate alors 
aisément que la température 0 ligure dans les équations du premier 
système; qu'elle ne parait pas, au contraire, dans celles du second; et, 
par suite, nous sommes amenés à conclure que, pour ce qui est des 
plaques homogènes et isotropes, le mouvement tangenlicl est fonc-
tion de la température, celle-ci nf influant pas sur le mouvement 
transversal au degré d'approximation auquel nous nous sommes 
bornés. 


