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JOURNAL

DE

MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

Sur les petites oscillations d’un corps flottant;

Par M. Pierre DUHENM.

INTRODUCTION.

Comme la plupart des problémes de stabilité de I'équilibre, le pro-
bléme de la stabilité de I’équilibre des corps flottants a été abordé par
deux voies bien distinctes.

La premiére de ces deux voies, ouverte par Lagrange et rendue
absolument sdre par une belle démonstration de Lejeune-Dirichlet,
conduit a des conditions qui suffisent certainement a la stabilité de
I’équilibre ; elle consiste & indiquer en quelles circonstances le poten-
tiel total du systéme est minimum. Dans le cas ou le flotteur, soumis
exclusivement & la pesanteur, est inmergé en un liquide pesant, homo-
geéne et incompressible, cette méthode a donné lieu, de la part de
Bravais, puis de M. Guyou, 4 de trés élégantes démonstrations géomé-
triques. Dans le cas ou les actions extérieures sont quelconques et ou
le fluide est compressible suivant une loi quelconque, cette méthode
peut encore étre suivie analytiquement jusqu’a la solution compléte du
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2 P. DUHEM.

probléme (*); elle raméne, en effet, cette solution au probléme pure-
ment algébrique que voici : Exprimer qu'une certaine forme quadra-
tique de six variables est une forme définie positive; oubien encore a
celui-ci : Exprimer qu’une certaine équation du sixiéme degré a
toutes ses racines reelles et positives.

Le second procédé propre a I'étude de la stabilité d’un flotteur est le
procédeé dit des petits mouvements. 1l consiste & supposer que le flot-
teur et le fluide sont animés d’un petit mouvement pendulaire et a
exprimer que la période de ce mouvement est nécessairement une
quantité réelle.

La légitimité de I'emploi de ce procédé préte a des objections géné-
rales que nous ne voulons pas examiner ici, afin de nous borner a ce
qui concerne spécialement le probléme des oscillations pendulaires
d’un flotteur.

Dans le cas ot le fluide est homogene et ot la pesanteur agit seule,
les équations qui régissent ces oscillations ont été formées et étudiées
par Poisson et par Dubhamel; mais, dans la formation de ces équations,
ces deux auteurs ont admis une supposition tout  fait inexacte ; pour
calculer la pression qui s’exerce en chaque point de la surface du solide
que baigne le liquide, ils ont suivi les régles posées par I'Hydrosta-
tique; ils n'ont tenu aucun compte des forces d’inertie appliquées
aux divers éléments du fluide en vertu du mouvement de ce dernier ;
de ce chef, donc, leur analyse est incorrecte. Chose bien digne de
remarque : Celte manicre de traiter le probléme de la stabilité d’un
flotteur, bien qu’elle ne soit pas justifiée en principe et qu’elle com-
porte une erreur incontestable au cours de son développement, fournit
les mémes condilions destabilité que la méthode justifiée par Lejeune-
Dirichlet et correctement appliquée par Bravais et par M. Guyou ;
elle aboutit a la classique régle du métacentre.

(') P. Deuen, De linfluence qu’un chargement liquide exerce sur la
stabilité d'un navire (Bulletin de UAssociation technique maritime, n° 7,
session de 1896); Condition nécessaire et suffisante pour la stabilité de
Uéquilibre des corps flottants (Procés-verbaux de la Société des Sciences
physiques et naturelles de Bordeaux, 5 jawvicr 1897); Sur la stabilité de
Uéquilibre d’un corps flottant a la surface d un liquide compressible (Journal
de Mathématiques pures et appliquées, 5 série, t. 111, 1897, p. 389g).
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Clebsch a repris (') la théorie des petites oscillations pendulaires
qu'un solide pesant peut effectuer lorsqu’il flotte & la surface d’un
liquide incompressible et pesant. Il a soigneusement signalé et évité
I'erreur qu'avaient commise Poisson et Duhamel. Il a obtenu de la
sorte des équations correctes, mais bien autrement compliquées que
celles dont ses prédécesseurs avaient fait usage. En exprimant que les
périodes de toutes les oscillations pendulaires sont réelles, il a été con-
duit & une condition qui ne concorde nullement avec celle que 1'on
déduit de la méthode de Lagrange et de Lejeune-Dirichlet ; celle-ci
revient, en effet, au probléme d'Algébre par lequel on exprime qu’une
certaine forme quadratique est définie positive ; celle-la exige la solu-
tion d’'une question toute différente; il s’agit de trouver les conditions
nécessaires et suffisantes pour qu’une certaine équation transcendante
ait toutes ses racines réeltes et positives.

Sans discuter plus profondément la nature et les causes de ce désac-
cord, Clebsch n’avait pas hésité a en conclure que la classique régle
du métacentre était inexacte. Cette conclusion, vraisemblable si la régle
du métacentre n’avait d'autre justification que la théorie de Poisson et
de Duhamel, ne saurait étre admise du moment que cette régle est
tirée, par des raisonnements irréprochables, de la proposition énoncée
par Lagrange et démontrée par Lejeune-Dirichlet. Il nous faut donc,
de ce désaccord entre les résultats des deux méthodes qui ont servi &
étudier la stabilité d’un corps. flottant, donner une autre raison; et,
dans ce but, il nous faut, tout d’abord, examiner ce désaccord plus
complétement que Clebsch n’a cru le devoir faire ; c’est ce travail que
nous nous proposons d’accomplir ici.

D’ailleurs, nous commencerons par prendre la question d’une
maniére beaucoup plus générale que Clebsch ne l'a fait. Au lieu de
supposer le fluide incompressible, nous le regarderons comme com-
pressible suivant une loi quelconque, mais de température uniforme et
constante. Au lieu de supposer que la pesanteur est la seule force agis-
sante, nous admettrons que le fluide et le flotteur sont I'un et I'autre
soumis & des actions extérieures newtoniennes et dépendant d’un

(*) Guessen, Ueber das Gleichgewicht schwimmender Korper (Crelle’s
Journal fir reine und angewandte Mathematik, Bd. LV1I, 1860, p- 149).
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potentiel. Le systéme dont nous étudierons les petits mouvements aura
ainsi la méme généralité que celui dont nous avons appris & former les
conditions de stabilité par la méthode de Lagrange et de Lejeune-
Dirichlet ; nous pourrons, par conséquent, comparer entre eux les
résultats auxquels nous conduisent ces deux méthodes.

De cette étude générale, il nous sera facile de repasser a celle que
Clebsch a poursuivie.

1. — Etude cinématique des petits mouvements
d’un solide flottant sur un fluide.

Nous garderons ici les notations que nous avons adoptées, en général,
en nos divers Mémoires sur la stabilité des corps flottants. Nous dési-
gnerons donc par I'indice 3 le solide, par I'indice 2 le liquide compres-
sible unique sur lequel il flotte, réservant I'indice 1 & I'espace vide qui
surmonte ce fluide. S,; sera, 4 l'instant ¢, la surface de contact du
solide et du fluide.

Nous supposerons que, pour faire passer le solide de sa position
d’équilibre & la position qu'il occupe au temps ¢, il faille lui imposer :

1° Trois translations infiniment petites, f(¢), g(?), & (¢), respecti-
vement paralléles aux trois axes de coordonnées Oz, Oy, O3;

2° Trois rotations infiniment petites, [(1), m (1), n(1), eflectuées
respectivement autour de ces trois axes.

Un point de ce solide qui, dans I'état d’équilibre, avait pour coor-
données x,, y,, 3,, a, a l'instant ¢, des coordonnées z, y, 3, et 'on peut
écrire

‘ x—zg=f () + zom(t) — yo n(t).
(1) C Y —Ye=g()+ x4y n(L) — 3z, U(2),
( 3 —3o==h(t)+ y, U(t) —2om(t).

Le fluide et le solide doivent demeurer contigus le long de la sur-
face s,,5 on voit sans peine que, si I'on néglige les infiniment petits
d’ordre supérieur au premier, on peut exprimer cette condition de la
maniére suivante :

En tout point (x,, y,, 3,) de la surface s,; le long de laquelle le
solide et le fluide confinent dans Uétat d’équilibre, on a, quel que
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soit t,

(2) [f () + sem(t) — yon(t) — a(zy. Yo, 30, )] c0s(No, x)
+[g(6) +xon(t) — 50d(t) — b(zo. ¥o. 3. t)] cOs(Ng, ¥)
4+ [h(t) + yol(t) — zm(t) — c(@y. ¥o. 3¢. t)] cos(Ng, 3) = 0.

En cette égalité,
a(xy. ¥o. 30.8), O(rg.vo. 30, 8), €y Yo 30, t)

sont, a Uinstant t, les composantes de lU'élongation du point du fluide
dont les coordonnées, en Uélat d’équilibre, étaient .y, v, 3,;

N, est la direction de la normale menée au point (z,, v,, 3,), ¢!
vers Uintérieur du fluide, ¢ la surface s,,.

Le point du solide qui, dans I'état d'équilibre, occuperait la position
(#4y o5 3,) sur la surface S,;, occupe, a 'instant ¢, la position (z, y, 3)
sur la surface s,, ; si N est la normale en (x, ¥, ), et vers 'intérieur
du fluide, i la surface s,,, on a visiblement

- cos(N, ) — cos(N,, ) = cos(N,, 3)m(t) — cos(N,, y) n(¢).
(3) < cos(N, y) — cos(N,. y) = cos(Ng, &) n(¢) — cos(N,, 5) {(¢).
| cos(N, 3) — cos(Ny, 5) = cos(Ny. y) £(¢) — cos(N,. z)m(¢).

Dans ce qui va suivre, nous admettronsl’existence, au sein du fluide,
d’une fonction potentielle des élongations (' x,¥,5,1), en sorte
P -] 'Y< l)
que nous aurons, en tout point et a tout instant,

- dqi(.l'._}’, o) {)

s a(x.y.z.0)= e
(4) b(z,y,5.t)=— ‘Mﬁ%&.‘l,
' c(z,y,5.t) =— wd_';f_t)'

Ces égalités montrent que, dans tout le fluide, {( .z, y, 5, 7) diftére infi-
niment peu d’une simple fonction de ¢.

(*) P. Dunew, Sur la stabilité et les petits mouvements des corps fluides,

égalité (11), p. 359 (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 5° série,
t. IX, 1903).
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La condition (2 ) pourra alors s’écrirc

(3) [f(1) +3em(t) — yyn(t)] cos(N,, x)
+[g(t) + Zon () — 5,1(¢)] cos(N,, y)
+ [A(t) + vol(t) — zgm (2] cos(Ny, ) + iﬂ%}_’ o.
1)

Les formules (1) fournissent I'expression de-la force vive du
solide.

Posons

I = [dmg,

M, = / xydmy, M, = /.1'0 dms, M.= /v.:o dm.
(6) ' ) "

J,= /(y,} -shdmg. J, = /(:5 +ai)ydm,, )= [(w,’, =) dmyg,

g f Yo, dm. P, = [ .:0.1-.. dms, L= ’ .wo Yodmy.
in ces égalités, dm, est une masse élémentaire du corps solide ;
(%4, Yoy 50 ) €st, dans I'état d’équilibre, la position occupée par un point
de cette masse; les intégrales s’étendent toutes au solide entier tel
qu’il est disposé dans I'état d’équilibre.

Si on néglige les infiniment petits d’ordre supérieur au second, la
force vive du solide peut s'écrire

o o= 2[4 - (48] ()]

f(M,d’ Mi’f) dg ‘M @_M__‘!f _*_ﬁ(“.ﬂ_l“ @)

Y dt de\"*dt de! " odt\7Vdi = dt
dm .] (In)
2 dt
—p dm dn p dn dl dl dm

Ydr di T Cdr dt T *didt

Remarquons de suite, comme conséquence de cette formule, que la
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forme quadratique en ¥, G, H, 1.,, M, N

(8) %= oR(Ft+ G+ HY)
+ aF(M.M — M,N) + 2G(M_,N — M;L) + 2H(M,L — M_M)
+ 3L+ J, M2 J.N*— 2P, MN — 3P, NL — 2P, LM

est une forme définie positive.

De I'expression (7) de la force vive €, on tire sans peine Pexpres-
sion des actions d’inertie auxquelles le solide est soumis a I'instant ¢ ;
si 'on en effectue la réduction a l'origine O des coordonnées, ces
actions se réduisent & une force dont les composantes sont % (2), v (¢),
%(?), et a un couple dont les moments par rapport & Oz, Oy, Oz
sont A (), w(2), v(¢). En n'écrivant que les infiniment petits du pre-
mier ordre, on a

* 2
£(¢) ?—‘--—i)lLﬂ(_t_} —M d*m(¢) +Mrd ()

de 2dne de
o @) d*g(l)
(9) JAa) =—M, ar + M, 4F
ari(r) d*m(t) din(t)
e tPa T+ P

.............................................

II. — Etude dynamique des petits mouvements du corps solide.

Soit U («, y, 2) la fonction potentielle des forces extérieures aux-
quelles le corps solide est soumis ; lorsque r, y,  sont les coordonnées
d'un point de la masse élémentaire dm,, cette masse est supposée sou-
mise i une force dont les trois composantes sont

oUr.y.3) m
a2 im.
dr ?

Les forces de ce genre qui sollicitent le solide & I'instant ¢ se rédui-
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sent 4 une force, de composantes X (¢), Y (), Z (¢), appliquée au
point qui coincide avec 'origine des coordonnées, et a un couple dont
les moments par rapport a4 Oz, Oy et O sont respectivement P (?),
Q 1), R(1).

Soient X, Y, Z,, Py, Q,, R, ce que sont ces mémes quantités pour
le corps en équilibre. En négligeant les infiniment petits d’ordre supé-
rieur au premier, nous trouvons sans peine six égalités dont la
premiére est

(10) N(0)=No—f(0) [[Fre dms = (&) [ o-dmy — h0) [ 55— dm,
~o
U d9*U
- l(t)f(y" 0,03, ‘0z, d)’°>d'n’
a*U
——m(t)f(ao dx’ — &, d——xo d:o)dlna

sy
_‘"(Z)f(‘”"()r 7. - m )dm,.

‘n cette égalité, toutes les intégrations s'étendent 4 la masse entiére
du solide prise en la situation que ce solide occupe alors que I'équilibre
est établi.

Pour écrire les équations du mouvement du solide, on peut, a chaque
instant, faire abstraction de 1'existence du fluide, a la condition d’ad-
joindre aux actions extérieures précédentes les pressions (qu’a ce méme
instant le fluide exerce sur la surface mouillée du solide.

A chaque instant /, ces pressions peuvent se réduire a une force de
composantes X' (), Y’ (¢), Z'(t), appliquée au point (), eta un couple
dont les moments par rapport a Oz, Oy, O3 sont respectivement
P (1), Q'(t), R(1).

Formons, par exemple, X'(¢).

Si O (x,y, 5,t) désigne la pression au point (., ). 3) du fluide et a
I'instant ¢, nous aurons

(1) X’(I):—fll(.r.'y.:.t)cos(;\’..r)dS,,,.

Pintégration s'étendant a la surface mouillée du solide dans la position
qu’elle occupe a I'instant ¢. ‘
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La valeur de II (&, ¥, 5, ) est donnée par la formule suivante :

9% T)

M=p o

ou § (p, T)dm, est le potentiel interne de la masse dm, du fluide de
densité p et de température T.

D’ailleurs, si I'on désigne par V (z, y, 5) la fonction potentielle des
actions extérieures auxquelles le fluide est soumis, on a ('), en tout
point du fluide en mouvement et & tout instant, I'égalité

% 0y
V+—§(p)+p§§—7‘-’-.—
Posons
(12) ¢(p. T) =0%(p. T

et nous pourrons écrire, en négligeant de noter la température T qui
est constante en tout point du fluide et a tout instant,

3 . P L.y, st
(13) M(r.yv.s.)=—0o|p(r.y. ;.t)j—-p(a‘.)',:.t)[\ (r.y.3)— %‘-’;—)]

Désignons par p, (.#, y, 5) la valeur de la densité du fluide au point
(x,y, ) lorsque I'équilibre est établi ; la différence

p(r.v.s t)—oo(x,y,5)
est, en général et au plus, un infiniment petit du premier ordre. Si
donc nous conservons seulement les termes finis et les termes infini-

ment petits du premier ordre, nous pourrons remplacer I'égalité (13)
par celle-ci:

(r4) M(e.y. ::.t):—qo[po(x..y.:)]——[p(.r.)'.:.1!)——9(.(.1:,‘)','4.?)]‘-iji[i"—(-‘r‘‘y————’—-:'—)-1

o, , dpo(z.y,3)
- [V (£,y,3)— ——L-P-(—xd,:—'—l] po(x, vy 3)

- V(‘r~y7 3)[?(-1‘»}'- 3, 1) —'Po(&‘,y, 5)}°

Cette égalité, a son tour et au méme degré d’exactitude, peut évidem-

(') Sur la stabilité et les petits mouvements des corps fluides, Chap. 1,
égalité (33), p. 278 (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 3*° série,
t. IX, 1903).

Journ. de Math. (5* série), tome VII. — Fasc, I, 1g1t. 2
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ment s'écrire

(15) (=, Y. 50 =—0[p,(Les Y. 30)] = V (20, ¥o. 30) Po( Zo. Yo 50)

_ do[00(2y. V. 24)]
dPo(fo,yo~ 3)

—+ v(xov."m so);

004 (Lo Vo, 39)

d- r, (x - .l'o)

x [p(.r,y, S t)—po(r. y.3) +

f’Po(ro- Yo- So)
oy,

(y—yo) + ()Po(-rdo;.:’o- So) (s — 3 ’J

O\ (k. vo. 3p)
drx,

AV(x,y. va. 5q)

+ ———

-+

—_oo(.z‘(,. Yo 50)‘ (.’D—-To)

A
Q}'o (.‘ B 0)
+ d\f(m(;..yo‘ Z0) (5 — 30)]
o
2 ;o=
~+ pal To. V. S0) "d ql(‘rtl(-’;,ﬂ' o.0) :

Mais, en tout point du fluide en équilibre, on a

(16) dofpelx. v. 3]

do(x.y.3) +V(x.y.3) +C=o.

C étant une constante.

En outre, si I'on désigne par II, (z, v, 3) la valeur de la pression au
point (i, y, z) du fluide en équilibre, on a

(17)  olpa(x.y. )]+ [V(z. v.2) + Cloo(z. y. 5) + Mo (2. y. 5) = 0.

(. étant la méme constante qu'en I’égalité précédente.

La comparaison des égalites (14) et (17) nous montre que, dans tout
lc fluide et & tout instant, la quantité

Y (z. y. 3. t)
— g + C,

(*) P. Dunew, Sur la stabilité de U’équilibre des corps flottants, Chap. 1,
égalité (38) (Journal de Mathématiques pures et appliguées, 5 série, t. 1,
1895, p. 127). '

() Ibid., égalité (39). p. 127.
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qui se réduirait & zéro si le fluide était en équilibre, est, en général et
au plus, un infiniment petit du premier ordre.

Les égalités (15),(16) et (17) donnent, en négligeant les infiniment
petits d’ordre supérieur au premier,

Wne o,
(18) W(a.y, s, t)=My(xy, yo, 20) + po(Zo. Yo 50) | J f(d‘o(-).t};o, 0. ¢) —i—CJ

OV (xy, ¥o. 5
"90(1’0-."0950)[ —(—‘3;':"0—'0—)(@'—1‘0)
dv(xm J’o, 50)
+ 7. (y — o)
IV (.xy, ¥, 34) - .
+__._.7z_°_._.(~ )]

En vertu de cette égalité (18), I'égalité (11) devient, en négligeant
les quantités infiniment petites du second ordre,

(19) X'(¢) :.—_—f.llo(xo.yo. 3o) cos(Ny. &) dsy,
— [ To(r yo. 20) [con(N. ) = cos(No, 2)] s

. v 7,
+J e (To. ¥y, 30)[0 o(x_wo)'*'%};(y_yo)

oz,

+ %1_[3(: - :o)] cos(No..r)dss,
So

. 2.0 . .
._..j 00(Zo. ¥o: 30) [d 9(%"";’"' S0 0) 4 C] cos( Ny, ) dsys.

En cette égalité, V, a été mis pour V (x,, ¥,, ,); les intégrales s'éten-
dent toutes a la surface du solide que le liquide baigne dans 1’état
d’équilibre.

En cet état, les pressions que le fluide exerce sur le solide se rédui-
sent & une force, de composantes X, Y,, Z,, dont le point d’application
est en O, et a un couple dont les moments par rapport 4 O, Oy, O3
sont respectivement P;, Q;, R,. Ona

(20) Xy= —fno(-"f'os Yo: 59) €03 (Ny, z) dsyy.
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On a également

Y, = —J.IIO(.I".. Yo 30) COs(Ng, y) dSys.
Z, —n—j.ﬂo(a’o.,ro. 30) cos(N,, 3) dsys.
en sorte qu'en vertu de la premiére égalité (3),
j.llo(wo._vo. 5p)[cos(N, ) —cos (N,. #)] dsayy =Y, n () —Z; m(t).

D’ailleurs, en I’état d'équilibre, on a
Y‘, + Y; —= . Z,, -+ L:, D0,
On a aussi

ol (x 3 . IU(wy. ¥, 3
“_:— d",':," °)¢lm:,. Z,- — .{—-—L—:)%—i’-)dms

ce qui permet d’écrire

(21) fﬂ (- Yo 50) [cOS(N, x) — cos(Ny. )] ds,,

_’l(')f()b(-looyyo ~0)d”21 Ill(l) /v()U_('T_;%o'_;o)d”)s_
o o -

Si I'on observe enfin que, dans Iétat d’équilibre,

X,+ X;=o.

les équations (10), (19), (20) et (21) donneront

(22) X(O)+X'(N=—Af(t)—Ang(t) —A (D)
—Apl(t)—Aygm(t)—Apgn(r)

) z
- [Po('l'o-. Yo. 30)[ ‘()‘—'—o—d-l"y;"‘—l‘l—) -+ C.l COS(No..’L‘)dSn.

L3

Les coefficients A;; ont, en cette égalité et dans les égalités analogues,
les expressions que nous avions données en notre Mémoire Sur lu
stabilité de Uéquilibre des corps flottants (*); il faut avoir soin, tou-

(') Journal de Mathématiques pures et appliquées, 5° série, L. 1, 1893,
pp- 135-159.
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tefois, de supposer nulle, en ces expressions, la densité du fluide 1.
Selon le principe de d’Alembert, pour mettre en équations le pro-
bléme du mouvement du solide, il suffit d’écrire que les conditions
d’équilibre de ce solide seraient vérifiées si ce corps était soumis:
1° Aux forces extérieures qui le sollicitent réellement ;
2° Aux actions de liaisons représentées par les pressions du fluide ;
3° Aux forces d’inertie.
Nous obtenons ainsi six équations dont la premiére est

X()+X'(t)+E(t)=0
ou bien, en vertu des égalités (g) et (22),

(23) A SO+ Apg()+ A (D) + AL )4 Am(8) + Ay n(D

o LS
- DL wTE + M, W

drm(t) M, A nil)
Tl

+jo., Lou ¥y 3y) | ands ':;;};“ 2o ¢ +GJ cos(N,. x) dsyy—o.

Le terme

2
/Po(wo Yo %o Id Y(xod;:o Zo0) ‘*‘C] cos(No. 7)dsy

et les termes correspondants qui figurent dans les cing équations ana-
logues & I'¢quation (23) compliquent étrangement le probléme.

Poisson, Duhamel et tous les anciens auteurs faisaient abstraction
de ces termes; ils obtenaient ainsi des éguations particuliérement
faciles a intégrer, car ces équations, ou rien ne dépendait plus du mou-
vement du fluide, étaient simplement linéaires et & coefficients con-
stants. Cette méthode était entiérement illégitime, puisque les termes
négligés étaient du méme ordre que les termes conservés. Clebsch a
trés justement condamné cette théorie simplifie.

Les termes négligés par Poisson et Duhamel dépendent des petits
mouvements qui animent le fluide. Mais on ne peut songer a déter-
miner d’abord ces petits mouvements sans se préoccuper du mouve-
ment du solide, puis, une fois les petits mouvements du liquide connus,
a calculer le dernier terme de chacune des équations du mouvement
du solide. Les petits mouvements du liquide ne peuvent étre détermi-
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nés indépendamment des mouvements du solide, car la condition (5)
doit étre vérifiée, a chaque instant, en chaque point de la surface s,;,.
La détermination des petits mouvements du liquide et la détermi-
nation des petits mouvements du solide ne constituent donc pas deux
problémes distincts qui puissent étre traités indépendamment F'un de
l'autre ou résolus 'un aprés I'autre; elles sont liées I'une & l'autre
d’une maniére indissoluble et sont I'objet d’un probiéme unique.

III. — Etude des petits mouvements du fluide.

Rappelons briévement comment les petits mouvements du fluide
sont déterminés.

En tout point (x, y, =) de la région de I'espace que le fluide remplit
en état d’équilibre, on a, & toutinstant ('),

Bolog(x.y. ][/ b\ 0/ I\ d %)|_ﬂ_ -

(24) o 7ileogs) o (0 5) + 3 (e 5E) | - 3 o=

En tout point de la surface libre 6 qui termine le fluide au moment
de I’équilibre, on a

o o, 0y
pol o +C)"3;m:~°-

n étant la normale a la surface, dirigée vers I'intérieur du fluide.
En tout point de la surface invariable du vase qui contient le sys-
téme, on a

d(r.y. 5. t)
(26) on

= 0.

n étant la normale & cette surface.

Enfin, en tout point de la surface mouillée du solide en sa position
d’équilibre, on a I'égalité (53).
La fonction [{ (z,y, 5, 1) + Ct*] a, par rapport iax, y, 5, les mémes

(') P. Duvaen, Sur la stabilité et les petits mouvements des corps fluides,
Chap. I (Journal de Mathématiques pures et appliqguées, 5 série, t. IX,
1903, p. 282). La constante C qui figure en cet écrit est égale et de signe
contraire a celle qui figure ici.



SUR LES PETITES OSCILLATIONS D'UN CORPS FLOTTANT. 15

dérivées que la fonction ¢ (z, y, 3, ¢); elle peut donc, comme celle-ci,
jouer le rdle de fonction potentielle des élongations; adoptons désor-
mais cette nouvelle fonction potentielle des élongations et continuons
de la désigner par {(z, y, 5, #). Les équations (24) et (25) deviendront

s P 8). 23205

a2y dll, 9

(25 bis) ‘°dt’—Wd_n—'

tandis que les conditions (26) et (5) demeureront sans aucun change-
ment.

Lorsque nous adopterons cette nouvelle détermination de la fonc-
tion ¥, nous ne devrons pas oublier d’¢ffacer la constante C aux pre-
miers membres de ’équation (23) et des cinq autres équations du
mouvement du corps solide.

Dés maintenant, examinons quelques questions.

En premier lieu, le fluide peut-il prendre un mouvement tel que le
solide demeure immobile ?

Si le solide doit demeurer immobile, lasurface s,, le long delaquelle
le fluide le baigne forme une partie de la paroi du vase; la condition (26)
doit étre vérifice en tout point de cette surface comme elle I'est
en tout point de la paroi du vase. Les conditions (24 bis), (25 bis)
et (26) déterminent alors la fonction ¥ et, partant, le mouvement du
fluide.

La pression I1(.r,, ¥4 3, ) en tout point de la surface immobile s,,
sera, dés lors, donnée par I'é¢galité (18), ol nous devrons effacer la
constante C et faire

& = Ly== 0. Y —)p=o0.

v

(1]
I
[X]
=
fl
e

Nous aurons donc

(g yo. 30 L)

“(.to, Yo. Sos t) = “0('t0‘y0* :lo) -+ po(£¢).y0. :0) PIE

Les pressions II(x,, y,, 5,, {) doivent, a chaque instant, faire équilibre
aux actions extérieures qui s’exercent réellement surle flotteur, comme
les pressions 11, (x,, y,, 3,) leur faisaient équilibre. Pour cela, il faut
et il suffit que la fonction %, déterminée par les conditions précédentes*
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vérifie & chaque instant les six équations

t t(&o. Vo 30. &
/Po(xoefo-so)oq’(\zod;;o . )COS(No.x)ds”:o.

fpo(.z'(.. Yo- 50) d’ql('r""’f;o' 30 1) [ o cos(Ny. 3) — 3, cos(Ny. ¥)] dsyy= o,

Il est clair qu’il n'en pourra étre ainsi que dans des cas extrémement
particuliers ; en général, le fluide ne pourra prendre aucun mouve-
vement qui laisse le flotteur immobile.

En étudiant la stabilité de Iéquilibre d’un flotteur, nous avons été
amené (') 4 imposer au syst¢me du solide et du fluide, a partir de
I’état d’équilibre, un déplacement virtuel composé de la maniére sui-
vante : Le déplacement du flotteur est un déplacement quelconque; le
déplacement du fluide est ce que nous avons appelé un déplacenicnt
associé au déplacement du flotteur.

Considérons, a I'instant ¢, le déplacement que le fluide et le corps
flottant ont ¢prouvé a partir de leur position d’équilibre, et deman-
dons-nous si le déplacement du fluide peut étre regardé comme associé
au déplacement du flotteur.

Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que I'on ait:

1° En tout point de I'espace occupé par le fluide,

]
(27) Al Y. 5. 1) — ol y. :~') = le—o—o-;—l—):-)-,

2° En tout point de la surface libre ¢ qui terminait le fluide en équi-
libre,

(28) a@(.&o. yo. 5). L) cOs(n. ) + b(&y. Yo. S0, 1) COS(R. V) .
b
0V(1’o-."oe~"o).
on

~+ ¢ (Zg. Yo. 50y L) COS(N, 5) =

En ces conditions,  est une certaine forme linéaire et homogéne des

(') P. Dunry, Sur lastabilité de Uéquilibre d’un corps flottant a la surface
d'un fluide compressible, égalités (6) et (7) (Journal de Mathémaltiques
pures et appliquées, 5 série, t. 111, 1897, p. 394).
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six quantités £(¢), g(2), h(¢), L(t), m (1), n(t); les coefficients de
cette forme sont indépendants des variables z, v, s.

Une formule bien connue nous donne la dilatation infiniment petite
de la particule fluide dont un point, situé en (x,, y,, 5,) au moment
de I'équilibre, est venu en (z, y, 5) a I'instant . Cette formule est

P($~)’-, 3. t) _PO(xO».yoa 30)

- . da(zy. Y. 0. 1) 0b(xqg. ¥a. 30. 1) de(xy. vy, 30, 8)
- Po(‘l'o, }'m "o) [ ()‘to -+ dVo -+ d:o

D’autre part, on a

doo(Zo: Yo z°)a(.l‘° Yo. 30, £)
N * 1

Po(xe.)'~5)—‘Po(-"'o-.70':°)= Jx
+ dpo(.!:o. yo- :0)
dav,

+ d,oo(‘”o- Yo+ So)
03,

b(xo. ¥o. 30, t)
c(Zo. Vo. 3. ).

(Ces deux égalités, jointes aux égalités (4), donnent I'égalité

J | ALY (-Ca. ¥Yo. 30. )]

P2y 30 ) = palr po3) = 5= pe( . Yoo 50)—‘————4‘( l"d)r" - 1)
. o | o, ]

J ' .- ()q’(-t‘... Yu. Sa. l)

+ 9% ‘?0("—'0- JYo- 3o) __‘).V“——_

J s oy It Yoo G )
r 0z, -90("'0* Yo. -'o)—'-—-—r~

qu'on peut écrire, en négligeant les intiniment petits d'ordre supérieur
au premier,

4 £ oy st
(29) p('l"y' S- t) - PO(‘I‘-)'- :') = pn(a'. :y- :) d¢( ld-} )
N .r
) i v.5.6)]
pu(.r,y.:)—‘i——dlr—l

+

Fle &le B

’ Iy (kv 3, ¢t
otz y.5) LU 2 D],

4+

Les égalités ( 24 bis), (27) et (29) exigeraient que I'on eit, en tout
point de I'espace occupé par la masse fluide,
. | PU(,y. 5.0)
3 i . S Y AT
(30) aet =4
Journ. de A&m. (6° série), tome VII. — Fasc. L. 1911, 3
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En vertu des égalités (4), la condition (28) peut s'écrire

I (xq. ¥a. 50. t) OV (24, ¥y, 34) th=o.
dn an

D’autre part, les lois de I'Hydrostatique donnent

Ol (zo. ¥o. 30 )
dn

0V Zos Yoo <
+P“(‘x09y0f :0)_(_*300',:_0__0_) 0.

Ces égalités, jointes a I'égalité (25 his), exigeraient que la condition
(30) fat vérifiée en tout point de la surface libre du fluide en équi-
libre.

La condition (30) représenterait donc la condition nécessaire el
suffisante pour qu'a Uinstant U, le déplacement du fluide fit un
déplacement associk a celui du flotteur .

Si nous nous souvenons que § ne dépend pas de z, y, 5, la condition

(30), jointe aux égalités (4), nous donne, en tout point de la masse
fluide,

dalr.y.s.t) _ Pb(x.y. 5t —o Jdclr.y.s. 1) Y

(% = o. — LT =, —_— T -
1) a¢ Jee al*

Ces égalités, jointes a la signification des quantités a, b, ¢, nous don-
nent la proposition suivante :

Pour qu’a Uinstant t le déplacement du fluide puisse étre regarde
comme associk au déplacement du flotteur, il faut qu’'a cet instant
chacune des particules fluides ait une accélération nulle.

Si, a tout instant ¢, le déplacement du fluide était associé au dépla-
ment du solide, nous dirions que le mouvement du fluide est un mou-
cement associé au mouvement du flotteur. Pour qu'il en fat ainsi, il
faudrait que chaque particule fluide eut uncaccélération constamment
nulle ou, en d’autres termes, qu’elle se mit d’'un mouvement rectiligne
et uniforme; mais un tel mouvement ne peut demeurer infiniment
petit, & moins qu'il se réduise 4 'immobilité ; d’ou cette proposition :

Pour que le mouvement du fluide puisse étre regardé comme
associE au mousvement du flotteur, il faut et il suffit que le Sfluide
demeure constamment immobile. ¢
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Si la surface mouillée du solide est de révolution autour d’un certain
axe, et si le mouvement du flotteur se réduit & une rotation autour de
cet axe, le fluide pourra demeurer constamment immobile; hors ce
cas, il n’est pas possible que le mouvement infiniment petit du fluide
et le mouvement infiniment petit du flotteur sotent associis l'un a
Pautre.

IV. — Mise en équations du probléme
des petites oscillations pendulaires d’un flotteur.

Pour que les mouvements du flotteur soient pendulaires, il faut et
il suffit que I'on ait six égalités de la forme

N

, /
S ) (F sm‘)r;—l‘-—f-F coszr,r),

& = (G :mfzr;r, + G’ cos»r,;,)

h ()= s(H sman,—l- + H' cosax;
(32) 4

|

T)

! (!):s(L smzr’ + 1 co»zni'
T T)
4
T/

¢
m(t) = \\l smzn—l- + M’ cosam

n (l):s(‘l smzr— + N coszr—%)

T
ou
33 F. G. H. L. M. N
et
(33 bis) F. G'. H. L. ™, N

sont douze constantes, et ¢ une quantité infiniment petite indépen-
dante de ¢.

Nous admettrons, en méme temps, que le mouvement du fluide est
un mouvement pendulaire de méme période T, ce qui revient, comme
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V'on sait, & attribuer au potentiel des élongations la forme
(34) (2, y.3,t)= le(w, ¥.3)sin 211:% + W (x, y 2) cosn‘r‘:—%j,

od ¢ représente la méme quantité infiniment petite, indépendante de «,
¥ 3, i, que dans les équations (32).

Si dans les équations (5), (23), (24 bis), (25 bis) et (26) qui régis-
sent le mouvement du systéme, nous substituons les valeurs (32) et
(34)de f, g, h, I, m, n, ¢, nous obtenons des équations au sujet des-
quelles on peut faire les deux remarques suivantes :

1° Le premier membre de chacune d'elles est affecté du facteur ¢
qui peut étre biffé ;

: . . . ¢
2° Ce premier membre est linéaire et homogéne en sinamz et

cos 21:% ; pour qu'il soit nul quel que soit 7, il faut et il suffit que les

. . ¢ L . .
coefficients de sin 2 T et de cos2w 7 solent séparément nuls, en sorte

que chacune de nos équations se scinde en deux autres.

Nous obtenons donc ainsi deux groupes de conditions. Le premier
groupe, ou figurent seulement la fonction ¥(x,y, 5) et les six con-
stantes

(33) F, G, H. L. M. N,

est le suivant:

1° En tout point (z, y, 5) de la région que le fluide occupe en J’état
d’équilibre, on a I'égalité

do(p) [0 [ 0¥\ . o/ oW\ . 0/ oW\] . 4nty.
@) “2 (o) v g () (e )|+ Ty =
2° En tout point de la paroi immobile qui contient le fluide, on a

J¥
(36) ‘07 =0,

3° En tout point de la surface libre o qui borne le fluide en équilibre,
ona '

; 2
(37) oV g¥ 4x

onon T TT

Y=o9;
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4° En tout point de la surface s,; du flotteur que baigne le fluide
lorsque I'équilibre est établi, on a
(38) (F+3,M—y,N)cos(Ny. x) + (G + 2N — 3,L) cos(N,, y)

+(H+yoL—-xoM)cos(No.z)—+—3—:— =o;
0

5° On a, enfin, six équations dont la premiére est
(39) ApF+A;G+AH +ALL +A M+ AN
2 .
in [am«‘ MM —M,N +fpu‘l'cos(N... ) d.\-z,] ~o.

—

La fonction ¥ (iz, y, 3) et les six constantes
(33 bis) F. G, H. L. M, N

sont soumises a des conditions toutes semblables.

V. — Réduction du probléme précédent
4 un probléme de calcul des variations.

Considérons, d’'une part, l'expression

(8) F=9M(F*+ G*-+ H?)
+ aF (M,M — M,N) + 2G(M_N — M,L) + aH(M,L — M_M)
+ 3L+ J,M*+ J,N*— aP,.MN — aP,,NL — 2P, LM

et 'expression
D (R

ou l'intégrale s’étend & tous les éléments dw, du volume 2 que le fluide
remplit en I'état d’équilibre.
Considérons, d’autre part, 'expression

(41) R=AUF Ay G Ay 2 A L2 4 A M2 - A N2
+2A,,GH +2A, HF + 2A,,FG
+2A,FL + 2A,FM + 2A,,FN
-+ 3A3GL 4+ 2A,,GM + 2A,;GN
+ 23AgHL + 2A;HN + 2A,HN
+ 2A5MN + 2ANL + 2A;LM,
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et 'expression

(42) Qs—fcpog;(%%)zdc

d*o(p,) | d v Jd / ¥ J ARYE
[ G % )+ iy (o )+ 3 (00 ) e
en laquelle la premiére intégrale s’étend 4 la surface libre o qui ter-
mine le fluide en I'état d’équilibre, et la seconde intégrale au volume 2
que le fluide occupe en ce méme état.

Comme nous I'avons remarqué, la quantité  est positive toutes les
fois que I'on n’a pas a la fois les six égalités

F—o. G =o, H=o.

LL.=o. M=—o. N -=o.

La quantité = est également positive, & moins que I’on ait, en tout

point du fluide,
N N o

= 0. Jy I 0, 95 = 0.

Nous pouvons évidemment considérer un déplacement du systéeme
que nous nommerons le déplacement (¢ W) et que nous définirons de
la maniére suivante :

1° Le solide éprouve une translation dont les composantes suivant
O«, Oy, Oz sont

eF, ¢G. ¢H,

et autour des axes Oz, Oy, O3, des rotations

sh, M. &N.

2° Chaque point du fluide éprouve un déplacement dont les com-

posantes sont
oW v ov

—_— — —_—f——y —f——
dy ds

En ces formules ¢ est une quantité infiniment petite indépendante
de z, y, 3.
Quelles que soient les six constantes F, G, H, L, M, N et la fonc-
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tion ¥, un tel déplacement sera un déplacement virtuel du systeme
s'il vérifie les conditions suivantes:
1°Ona

JW
(36) =0
en tout point de la puroi immobile ;

2° On alégalité
(38) (F 4+ 30M — y,N)cos(Ny, ) + (G + &yN— 5,L) cos(Ng, y)

+ (H + yoL — 2oM) cos(Ne, 5) + g—:—r- =o0

0
en tout point de la paroi.

D’aprés ce que nous venons de voir, tout déplacement virtuel(e \V)
qui ne se réduit pas a 'absence de tout déplacement fait prendre & la
quantité (S + =) une valeur positive.

Un premier déplacement virtuel (¢ W) ayant été défini, on en obtien-
dra un second en multipliant par un méme nombre £ les six constantes
F, G, H, L, M, N et la fonction ¥'; en ce second déplaccment, la
somne (S + 1) prendra une valeur £* fois plus grande que dans le
premier. On obtiendra donc aisément tous les déplacements virtuels
(¢ W) possibles si I'on forme tous ceux pour lesquels

(43) ¥4 r=1.

Désignons par (¢ W,) tout déplacement virtuel (¢ W) qui vérifie
cette condition (43).
Proposons-nous le probléme suivant :

Chercher un déplacement virtuel (eW ) tel que la somme (3 +Q)
éprouce une variation d’ordre supéricur au premicr lorsqu’on
remplace ce déplacement virtuel par un autre déplacement virtuel
(¢W)), de méme espéce que le premier, infiniment voisin du
premmier, mais quelconque dailleurs.

Soient
Gh) 3F, 8G. oH, oL. aM, aN. aW

les variations qu’éprouvent les six constantes F, G, H,L, M, N et la
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fonction W lorsqu’on substitue le déplacement (¢W)) au déplace-
ment (¢ W,).

Le déplacement (¢ W) doit vérifier les conditions (36), (38) et
(43) que, déja, le déplacement (¢ W) vérifie par hypothése; pour
cela, il faut et il suffit que 'on ait:

1° En tout point de la surface immobile du vase,

d oW

(45) on =9

2° En tout point de la surface mouillée s,, du flotteur,

(46) (OF + 506M — y,6N) cos(N,. .x)
=+ (8G + 248N — z,0L) cos(N,. ¥)
+ (6H + y40L — x40M) cos(N,. 3) + ‘:);q
3e
(A7) (I +7)=o.

\ous voulons que ces conditions entrainent celle-ci:
(18) (2 +2) =o.

Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit qu'il existc une quantité A,
indépendante des variations (44), telle que Pégalite
(49) a(A+Q)—246(z+7)=o0

soit une conséquence des seules conditions (45) et (46).
Or, nous trouvons sans peine

(50) %69:<.«\,,F+A,,G+.\..,H+A,5|,+A.5M+;\.GN)6F+....
(51) %a’ = (JLF + MM — M, N)aF +.,
. dae [ 0V a¥ QW
(52) ;oﬂ_ 905;—‘-,-’—1-——()’! de
d’q(Po) ( a0 0']) 90 Y
RA dr Poox ) d)( Jdy T\ 0
o‘l ‘ ()o‘l ] Jdao¥d'y’
dev(P" ‘ dy oy )+}):: (\‘o" a3 )J e,
.. V. v  od ¥ J¥ oW
(-’)5) ”;0. = L (l’d‘dd.l‘ -‘)—‘V—d%'—-*-—‘;;dd», dﬁ!,
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Une intégration par parties, jointe aux conditions (45) et (46), trans-
forme ais¢ment I'égalité (53) en la suivante:

(53 bis) -{;—6?:—-[;)0‘[" ()()OI:‘ Az + oF fp,,‘l’cns(‘o. T) dsgz+. .

0/ ooW 0 do¥ d Jd o™
—,[" [I)‘} (2 7;7) + ;)7(\?»—0;,) + zr(PT )]"‘“=-

Moyennant les égalités (50), (51), (52) et (33 bis), I'égalité (49)
devient

(54) ;A,.F 4 ALG A+ AH AL+ A M AN

_)\[;)ILF—f—M,M—M,.a\'+fpolli'cos(.\'o,x)ds,,.lzéF +

ds

N ov oW doW
| ‘37,37‘“” o
LV eten J N
/o do? [ (°" )x Foy\P Ty + ¥

/
, 00q 0 00q d PRV S
[4)7( Tor i ?‘.—(\00 )y ‘Jn 9= )] dw,—=o.

b5 |

v d ( ()‘l"\“‘

Cette condition exige tout d’abord que la quantité

(33) P:dio('94;)|-d_d§, 70 J ( au J ()‘lr')l

do: S T e r i
ait la méme valeur en tous les points du volume que le fluide occupe
au moment de I'équilibre.

Supposons, en effet, qu'il n’en soit pas ainsi, et montrons qu'il en
résulte une contradiction.

S'il n’en était pasainsi, nous pourrions, et d’uneinfinité de maniéres,
choisir une grandeur p telle que P prit certainement, en certaines
parties du systéme, des valeurs supérieures a p et, en certaines autres,
des valeurs inférieures & p. Nous pourrions donc partager le volume 2
que le fluide occupe, au moment de I’équilibre, en deux volumes, con-
nexes ou non, « et &', qui posséderaient les propriétés suivantes: Fn
tout point du volume u, P est au moins égal 4 p et, en certaines par-
ties de ce volume, P surpasse p ; en tout point du volume u’, P est au
plus égal & p et, en certaines parties de ce volume, P estinférieur a p.

Journ. de Math. (6° série), tome VII. — Fasc. I, 1g11. -/l
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Cela posé, concevons une fonction j(z,y, 3), continue & I'intérieur
du volume 2, et douée des propriétés suivantes, qu’on peut lui assurer
d’une infinité de maniéres :

La fonction j est nulle en tout point ot P est égal a p, positive en
tout point ou P surpasse p, négative en tout point ou P est inférieur a
P enoutre, on a

(56) fjdw,-:_o.
4]

Ces conditions entrainent les deux égalités

(57) fjdu =J. fjdn'.—:~- J.

ou J est une quantité positive.

Formons maintenant le probléme de conductibilité de la chaleur
dont voici I'énoncé :

e volume 2 que le fluide remplit au moment de I'équi'ibre est
occupé par un corps conductear; en chaque point, le coefficient de
conductibilité est mesuré par le nombre g,(x,y, 3); chaque élé-
ment dw, du volume 2 dégage dans le temps d¢ une quantité de
chaleur jdw,dt; enfin, le volume 2 est entouré de toutes parts de
corps non conducteurs de la chaleur.

La condition (56) permet qu’une dist ibution permanente de tem-
pératuress établisse sur le corps conducteur. Soit &(x, ), 3) la tempé-
ralure au point (&, y, 5) lorsque cette distribution est établie. On sait
que l'on a, en tout point du volume (2),

co. ad ae 0/ 0E J ;I
N - - - e —— - e r, _— LT
(5%) dr (p" adar ) " dy & dy ) Jz (.'J' s ' /

et, en tout point des surfaces qui limitent le volume =,

ag¢

(59) Jn "

O,

Cette égalité (59) nous montre que nous pourrons prendre, en tout
point du systéme :
W = pé,
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w étant une quantité positive, infiniment petite, indépendante de =z, y,
3, en méme temps que nous ferons

¢F —o, éG —o. 6H =o. ol.—=o. oM —o. oN —o.

Mais alors la condition 2 se réduira a ’égalité
] D) dwy=o
que la condition (56) permet d’écrire :
.[.(P—p)jda -+ [(l’——p}j({u':o.

Or cette égalité ne saurait avoir lieu; le produit (P — p)j n’est négatif
en aucun point du systéme et, en chacun des volumes u et u’, il existe
des régions ou il est positif.

La condition (34) exige donc que la quantité P ait une méme valeur
en tout point du volume 2; si nous désignons cette valeur par — AK,
K étant une quantitéindépendante de x, y, 3, nous pourrons dire que
cette condition (5 1) exige que I'on ait, en tout point du volume occupé
par le fluide au moment de I"équilibre,

d'oip) [ 0 A Jd /oW a/ v T
o TG0 m) - 5 F) rm ()] e n=e

Introduisons cette condilion (Go) dans I'égalité (51); celle ci de-
viendra aisément, & l'aide d'une intégration par parties, et en tenant
compte de la condition (46),

(61) gA,,F+ AG + ApH 4 Ay L A M -+ A, N

— )\[:)R F+MM—-M,N +f po( W + K)cns(l\'o,.r)ds,.,];.al*’ +
. - \‘
-—jpo ["V M v +K)J J

9 ds =o
Jan dn an =@

Il est facile de voir que cette égalité (61) exige qu'en tout point de
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la surface libre ¢ qui bornait le fluide au moment de I'équilibre, on
ait

(62) Z_Z.“;%—x(w+x)=o.

Imaginons, en effet, qu'en un certain point de la surface g, le pre-
mier nombre de cette égalité ne soit pas égal a zéro et qu'il y soit, par
exemple, positif; par raison de continuité, il devra exister sur la
surface ¢ une certaine aire finie @, comprenant le point considére, et
telle que le premier membre de I'égalité (62) soil positif en tout point
de I'aire a.

Au sein du volume 2, nous pouvons d'une infinité de manicres
construire une fonction continue f(xz,y, 3) telle qu’en tout point de

A

n

autre point de la surface qui enclot le volume 2.
Posons

laire a, == soit positif, et que cette méme quantité soit nulle en tout

oW == pf,

w €étant une quantité positive, infiniment petite, indépendante de a,
I . .
¥y 5.0, sera nul en tout point de la surface qui entoure le volume 2,

sauf aux divers points de I'aire @3 aux divers points de cette aire «,

N 1

Jn
tion de ¢¥, i la condition de prendre en méme Lemps

sera positif. Nous pourrons évidemment adopter celte détermina-

-~

oF = o, oG —o. éll =o, ol.-=o. oM =o. oN=—o.
La condition (61) se réduira alors a

N KA o e l\.'oaw —o
j g on MM =

Mais elle ne pourra étre vérifiée, puisque, en tout point de l'aire a, les
trois quantités
ovour . . . dJdo¥
Pos ‘-)7‘ E{ - /(‘l’ -+ k). _l)ll
sonl positives.
l.a condition (62) doit donc étre vérifite en tout point de la sur-

face a.
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La condition (G1) se réduit alors
:AIIF +ApG+AH+AL+ A M + AN

—1 [:)I'LF +MM—-M,N~+ [Po(‘l"+ K)cos(No,.r)(ls,,]€6F+. ..=o.

o

Pour que cette condition soit vérifiée quels que soient oF, 8G, ¢H,
¢L, eM, oN, il faut et il suffit que I'on ait six équations dont la pre-
micre est ’

(63) AnF 4+ A6+ AyH AL+ AMa AN

— 2 W F + M M —~ M.N+ [90( Y’ + K)cos(N,. x) ds,,] =o.

Les équations (60), (62) et (63) sont donc requises pour que la
condition (54 ) soit vérifiée; qu'elles solent en méme temps suffisantes
a cet effet, c’est ce qui ressort de la marche méme de la démonstra-
tion. ‘

Ainsi, pour que les six quantités F, G, H, L, M, N, jointes ¢ la
SJonction W(x,y, =), soient une solution du probléme posé, il faul
etil suffit qu'il eciste deux constantes K et 1 telles que les équa-
lions (60),(62) et (63) soient vérifices, et que la condition (43) soit,
en oulre, vérifiée.

A ce premier théoréme, nous allons en adjoindre un second :

Une solution

F, G, H. L. M. N. W(xr3)
du probléme posé fait prendre une valeur déterminée a la somme
(2 + Q); cetle valeur est égule a la constante \ qui correspond a
celle solution,
kn effet, I'égalité (63), comparée a 'égalité (41) et a Iégalité (8),

donne aisément
©) 2=+ [ p(F+K)|  (F 4 M —yiN)oos(No, 2)

+ (G + 2N — 3, L) cos(N,, y)

+ (H + y,L — o,M)cos(N,, s)] ds,;.
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De méme, en vertu des égalités (60) et (62), I'égalité (42) devient

=-—lfp.(‘l"+K)—-—dc

_)./2(1P’+K)[: (p.. AR (po > ,,-( dw)]

A P'aide d’unc intégration par parties, el en tenant compte de I'éga-
lité (40) et de la condition (36), cette derniére égalité devient

(65) SZ.-:):%—?.f po(‘P'+K)dq ds,;.

Si l'on tient compte de la condition (38), les ¢galités (G4) et (65)
donnent

(66) P+ Q=T +7)
ou hien, en vertu de I'égalité (43),
(67) 2+Q=1.

ce qui démontre la proposition énoncée.

Imaginons maintenant que six quantités ¥, G, H, L, M, N et une
certaine fonction ¥'(z, y, 5), assujetties aux conditions (36) et (38),
mais non pas a la condition (43), puissent &tre associées 4 deux con-
stantes K et A de telle sorte que les équations(60), (62) et (63) soient
vérifiées. Voyons quel est le probléme dont nous obtenons ainsi la
solution.

Les équations (60), (62) et (63 ) sont toujours les conditions néces-
saires et suffisantes pour que I'équation (54) soit vérifiée par toute

variation
oF, oG, oH, oL, oM, oN. oW

qui satisfait aux conditions (45) et (46); et cette égalité (54 ) elle-méme
n’est qu'une forme plus explicite de I’égalité

(49) (I +QR)—2(TF+1)=0.

D’autre part, les équations (Go), (62), (63), jointes aux condi-
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tions (36) et (38), entrainent, comme nous venons de le voir, I'éga-
lité

(66) I +Q AT +71)=o0,

sans qu'’il soit nécessaire de tenir compte de l'égalité (43).
Des égalités (49) et (66) résulte celle-ci :

(67) (F+7)8(2+ Q) — (D +Q)(FT+17)=0

qui peut encore s’écrire, puisque (S + <) est une quantité essentielle-
ment positive,
3 -8 0
T+t

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :

F. G, H, L, M, N, W(x, y, 3) étant assujettis seulement aux
conditions (36) et (38), on cherche a déterminer ces quantilés
de telle maniére qu’en éprousant des variations infiniment pelites,

elles imposent au rapport s;'_::) une variation infiniment pelite
d’ordre supéricur au premier. 1l faut et il suffit pour cela que
Pon puisse adjoindre aur quantités F, G, H, L, M, N, ¥(x, y, 5)
deux constantes ) et K telles que les équations (60), (62) et (63

soient vérifides: N est précisément la ralewr que pread alors le
{ A -Q
ra orf ———-
Pport 57—

(lomparons maintenant :

L’équation (60) a I'équation (35);
I.'équation (62) a 'équation (37);
les équations (63) aux équations (39).

Nous constatons que les équations de la premiére colonne se tirent
des équations de la seconde colonne par substitution de (4" + K)a W

etdelé-ﬁ—.-r'-';-

D’autre part, le mouvement pendulaire du fluide et du flotteur que
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’on obtient en faisant

' - t _ . t
J(t)y =¢F LELE T lith =eL sin2m =,

T

g(t)=¢G sinzﬁ—%, m(t):sMsinan,—i—,»

(68) . , ' ,
h(t) =eH sihan-,i;a n(t) =N sinz‘nT,

b(z,y,5.¢) =eW(r, v.5)sinan %,

ne change pas si I'on y remplace 1" (i, y, 5) par la somme
[(¥(z,y.5)+ K},

ot K est une quantité indépendante de z, v, 3, puisque les composantes
de I'élongation en un point quelconque du fluide sont

r 5
S a(z,y,5.8) =— f)—]—l%:%;.—”&l)singr%a
o OW(ey.si.
{69) b(z.y.5.0)=— Tslnzi.—f,
c(x. ¥, :,Ibr_:-oq—(”)"—lﬂsinar:T,-
dJs

Nous pouvons donc énoncer les propositions suivantes :

1° Toute solution de l'un ou de Uautre des deus probléemes de
varialions que nous avons considérés détermine un moucement
pendulaire possible du flotteur et du fluide; ce mouvement st repre-
senté par les formules (68) et (69), et la période T cn est donnée
par la formule
(70) T= 377.-

Vi

2° Tout mouvement pendulaire du solide et du fluide, représent;
par les formules (68) et (69), fournit une solution du second pro-
bléme de calcul de variations; en cette solution la valeur de la con-
stante \ est donnée par la formule

n!

2

e

(70 bis) . A b=

-3
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3° Un mouvement pendulaire du flotteur et du fluide, représente
par les formules (68) et (69), fait prendre a la somme (S + <) une
certaine valeur posttive B*. St ’on pose

F G H

\ F|=§t G,:E! H|:§,

(71) ‘ lq ..%) M,:ib:—, \,:%y
' ‘l',(w,_r.z)zw(w'y’:)a

les quantités
F.. G,. H,. L, M, N, ¥ (= v 3).

jointes a la valeur de '\ que donne Uégalité (70 bis), fourniront une
solution du premier probléme de calcul des variations.

VI. — Condition, fournie par la théorie des petits mouvements,
qui suffit 4 assurer la stabilité du systéme.

Les géometres qui ont fait usage de la considération des petits
mouvements pour étudier les conditions de stabilité d’un flotteur ont
admis P'exactitude de la proposition suivante :

Pour qu’un systéme soit en équilibre stable, il faul et il suffit
que les équalions des petits mouvements pendulaires de ce systéeme

ne puissent étre verifiées pour aucune valeur imaginaire de la
période. ’

Appliqué au cas qni nous occupe, ce PRINCIPE, QUE NOUS NE DISCU-
TERONS PAs IcI, devient, en vertu des propositions démontrées au para-
graphe précédent, le théoréme suivant :

Pourla stabilité d’un systéme composé d’un fluide et d’ un flotteur,
il faut et il suffit que les deux problémes de calcul des variations,
équivalents enire eux, dont nous avons donné les énonces, four-
nissent exclusivement, pour la constante \, des valeurs positives.

Nous allons comparer ce critérium de stabilité & celui que fournit la
méthode de Lagrange et de Lejeune-Dirichlet.

Journ. de Math. (6* série), tome VII. — Fasc. I, 1911, 5
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Considérons un déplacement virtuel quelconque du flotteur, dépla-
cement caractérisé par des valeurs déterminées des six quantités F, G,
H, L, M, N et par un facteur infinim=nt petit ¢ indépendant de x, y, 5.
Considérons, en méme temps, un déplacement de la masse fluide
associé a ce déplacement du solide; soient, en ce déplacement,

(72) dx = ¢k, 3y = en. 05 = &&.

ou &, ,  sont trois fonctions finies et continues de .z, v, 3z, les compo-

santes du déplacement du point qui se trouvaitinitialementen (x, y,z);
soit

- _ 0(pof) | 9(pam) d(pnt)'l
(73) 69*—*:[ adxr + Jy + ads

la variation de la densité au méme point.

Pour qu’un tel déplacement soit un déplacement virtuel compatibie
avec lc déplacement du solide, il faut :

1° Que le contact demeure assuré entre le fluide et la paroi inva-
riable qui le contient, ce qui exige, en chaque point de cette paroi,
Pégalite

(=3 lcos\n.x)+ncos(n. v)+ lcos(n. 2y =0

2° Que le contact demeure assuré entre le fluide et le flotteur, ce qn

exige, en tout point de la surface s,, le long de laquelle le flotteur en
équilibre est mouillé par le fluide. I’égalité

'(-;5').' iF + :m\'l;—y‘.N'-—-:')(‘:os(N,,.'x)—f- (G +on—$oL — %) cos(N,. ¥)
+ (H - ygL —74M —2) cos(N. z) =o.

Ce déplacement virtuel, compatible avec le mouvement du solide.
‘wera associé i ce déplacement si I'on a : '

1° Fn tout point (., v, 3) du volame 2 que le fluide occupe an
moment de 'équilibre, I'égalité

2
~6 0 = & —r——;
(/ ) ’)P di (po)’

dp;

L C L o A . . .
2° Fn tout point de la surface libre ¢ qui_borne le fluide en équi-
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libre, I'égalite

(77) Ecos(n,x)+ncos(n,y)+§cos(n,z)=.—%,—-
an

~ En ces deux égalités, X est une méme quantité finie, indépen-
dante de «, y, 3.

Cette quantité ¥ est une forme linéaire et homogéne des six
quantités ¥, G, H, L, M, N, forme dont les coefficients sont déler-
mineés lorsque I’élat d’équilibre du systéme est connu.

Nous avons, en effet, l'identité

(78") J l)(po.;)+l)({lo1s) _‘_')(Po.

ar adv Cods ey

-+ rpo[i cos(n.x) +mncos(n,y) 4% cos(n,z)|ds =o.
ou la premiére intégrale s'étend au volume occupé par le fluide au
moment de I'équilibre, etla seconde a toutes les surfaces qui enserrent

ce volume. En vertu des égalités (~3), (74), (75), (76) et (77), cette
identité (78) devient

- ' 1____'__ . Po \ s
(79) (/ o ﬂdcr)-
s du} A

= F] 80 cos(No, 2 ) dsy3 Gf po €03 (No, 1) dsy,

+H / PoWS(Nos 3) dsy,

+ L fpo[yocos Nos 3) — 34 €05 (Ngy )] dsas

- )

. +M‘, 04[50 COs(Ny, ) ~ 7 c0s( Ny, 5 )] dsay -

oy
< S

+ \f po[xocus(No,y);—yucos(No..r)]ds,,'.,
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Admettons désormais, commel’exige la stabilité du fluide(* ), gue
lon ait :
1° L’inégalité
. a: ?(po)
(80) ~pr

pour loutes les valeurs que prend ¢, au scin du fluide en équi-
libre;

2° L'inégalité

aVv

(8[) El- <0
en tout point de la surface libre du fluide en équilibre.

Le coefficient de I en I'égalité (79) sera, alors, une quantité posi-
tive, et connue lorsque I'état d’équilibre du systéme est déterminé; la
proposition énoncée sera ainsi démontrée.

Parmi les déplacements virtuels du fluide, associés & un déplace-
ment donné du solide, il existe un et un seul déplacement dependant
d’un potentiel des élongations.

Pour établir ce théoréme, nous nous servirons d'un lemme, qui est
une des propositions essentielles de la théorie de la chaleur, et dont
nous avons fait usage au paragraphe précédent; ce lemme est le sui-
vant :

St a(x, y, 3) est une fonction continue de z, y, s, donnée en tout
pointduvolume 2, et b une quantité connue, variable ’une maniére
continue le long de la surface s qui limite ce volumey si, en outre,
ces quantités sont lides entre clles par la condition

(82) fadw,-i—fbds:o,
2 s

il existe une infinité de fonctions W qui satisfont a la condition

0 L ad v d/ oV
(83) a;(?°o7)+o—y<9°w)+o'(\9°z>—“

-
”

(') P. Duaen, Sur la stabilité de léquilibre d’un corps flottant a la
surface d’un liguide compressible, inégalités (4) et (3) (Journal de Mathé-
matiques pures et appliquées, 5° série, t. 11, 1897, p. 392-393).
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en lout point du volume 2, et d la condition

v
en toul point de la surface limite s.
Toutes ces fonctions se tirent de I'une d’elles par addition d’une
constanle arbitraire.

Cela posé, supposons qu'un déplacement du fluide, associé au
déplacement du solide, dépende d’une fonction potentielle des élonga-
tions ¢ ¥'; nous aurons

. 5 N . oW
(8;) .,—-—"-d—x—’ I)_—-d?:-, ,__-—--;)—z—.

Les égalités (73) et (76) nous montrent que W vérifiera, en tout
point du volume 2, une équation de la forme (83), a condition de
prendre '

2
86 ="
(8 “T @ep)
dog

Les égalités (85), (5), (73) et (77) nous montrent qu'en tout
point de la surface qui limite le volume 2, ¥ vérifiera une équation de
la forme (84%), & condition de prendre

(87) b=o
en tout point de la paroi immobile;

(88) b=—po(F + 50M — y,N)cos(Ny, ) — 04(G + 4N — 5, L) cos(N;, )
—po(H + yoI. — 2,M) cos(N,. 5)

en tout point de la surface s,,; enfin

=2
(89) b= oV
dn

en tout point de la surface o. .

L’égalité (79) nous montre, d'ailleurs, que ces valeurs de a et de b
vérifient I'égalité (82); il existe donc, pour chaque ensemble de valeurs

de
F, G, H, L, M. N,
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une infinité de fonctions ¥ qui satisfont aux conditions imposées;
toutes ces fonctions se déduisent de I'une d'entre elles par addition
d’une constante arbitraire, en sorte qu'elles correspondent toutes, en
vertu des égalités (85), & un méme systéme de valeurs de &, 9, {, et
qu’elles définissent toutes un méme déplacement virtuel du fluide (*).

Ainsi, parmi les déplacements virtuels du systéme que représente le
symbole (¢ W), il existe des déplacements ot le mouvement du fluide
esl associé au mouvement du flotteur; nous désignerons ces derniers

déplacements par le symbole (¢A). A tout déplacement du flotteur
correspond un et un seul déplacement (e A).
Considérons maintenant :

1* Un déplacement (¢ W) quelconque, défini par six valeurs arhi-
traires de F, G, H, L, M, N et par une fonction ¥ (x, y, 3);

2° Un deplacement du_fluide, défini par trois fonctions %, 7, I, el
associé au déplacement précédent du solide.

Les identités
W ¥ X\ 3
on (E}' + d—V) vV’
on on

2080+ (814 220
Jdr d.l:) ay \" dr - d ar
v

= [ |

jointes a I'égalité ( 42), donnent 'expression suivante de Q:

\

AR AR 3 X
(" ar) " m(“" *«E(W? ” (ﬂq»(po)J””Tt%tpo)'

do;

h

ng

(90) QL=+ R +3,

avec

— ! 7 P
A dp} ) on

(*) La méthode suivie en notre Mémoire Sur la stabzlue de léquilibre d’un
corps flottant d la surface d’un liguide compressible admettait la possibilité
de faire corréspondre a tout déplacement du flotteur un déplacement associé du
fluide; on voit que la démonstration de cette possibilité équivaut & I'établissement
du principe fondamental de la théorie de la conductibilité thermique.
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et
o (e[ 0, ¥\, 9 [ ¥
1g2) R/ = /’ ——-403 [a—.;(p. -;:) -*jd.—v(po -—;\)
d oV = ?
g (p ) - Fam | ™
doy
/t' d\ g“_l_‘ 2 - l
.qu‘_;; dan dV)M"
' dn
o . “Fa; oW\ o[ oW
(93) 8 —-22; / I:"',;(Po %) + 5(90 ay
; ) [ ¥ )
Tz (‘o" E') T d*o(oa) dw:
dp;
VLR
—1“.”’.00( —(—)-'—‘-' —+- ‘—-’_.V—)({O".
: an
Les égalités (73) el (74) nous donnent
d(gd) . d(pam) + 9(pa3) _ :
A dy d5 T ol
’ k‘-—l-i.';‘l
En vertu de cette égalité et de I'égalité (77 ), I'expression (43 ) de s
peut s’écrire . L
\ d ([ ¥ N .9 [ aF
3= 22' ‘[la-; (9n 9r -+ Po(.‘) —+ 7’; \.°0 ‘(;; - ?ofa)
9, IW .
S (\po'(—)-:- -+ Gos )]dm,

- .'{,9« I(\%‘l{ +C’\) cos(n,.v) + (%—“:’-: + 7 )cos(n.v)

o+ (%}:-f +C) cos(n, z)]dé:.

. Observons maintenant :
1* Qu’en tout point de la paroi immobile, on a, en vertu des éga-
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lités (36) et (=4),
(7)-; +:) cos(n, z)+ (3—':: +n?) cos(n, v) + (Z—E— +!.’) cos(n.s)=20:

2° Qu’en tout point de la surface mouillée s,, du flotteur, 1es éga-
lités (38) et (75) donnent une égalité analogue. '
Nous trouverons sans peine que 'on a toujours

S =o,
ce qui réduit I'égalité (go) a
(9%) Q=6 +A,

Nous savons que X est une forme linéaire et homogéne des six quan-
tités F, G, H,L, M, N. Dés lors, moyennant les inégalités (80) et (81)
etl’égalité (91), est une forme quadratique définie positive des six
quantités F, G. H, I.. M, N qui définissent un déplacement arbi-
traire du corps solide.

En vertu des inégalités (80) et (81), la quantité &, définie par I'éga-
lité (92), ne peut jamais étre négative: pour qu’elle soit nulle, il faut
et il suffit que P'on ait :

1° En tout point du volume 2, 'égalité

CNPE. SEEN AL ST N Y. SR
ar ! b :h ( " dy s\ 93 ) T o droipg)’
2" En tout point de la surface g, I'égalité :
W _ 3
on T oV
on

Ce sont précisément les conditions par lesquelles on exprime que le
déplacement du fluide, ou W' joue le role de fonction potentielle des
¢longations, est associé au déplacement du solide. Nous pouvons donc
¢noncer la proposition suivante :

Nulle en tout déplacement (c A), la quantité & est positive en lout
déplacement (¢ W) ot le déplacement du fluide n’est pas associi au
déplacement du flotteur.
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L'étude de la stabilité de I'équilibre, suivie par la méthode de
Lejeune-Dirichlet, nous a conduits & la proposition suivante (*):

Pour que le polenlu'l d’un systéme formé par un fluide et un
_/Iollmr solide sott minimum dans Uélat d’équilibre, il est néces-
saire ¢t suffisant d’adjoindre awr inégalités (80) et (81) la condi-
tion suicante *

La somme (Q+ ¢ ), quz est une forme quadratique des sixz quan-

lztesF G, H, L, M, N, est définie positive.

Nous allons démontrer le théoréme suivant :

Celle condition est, en méme temps, nécessaire el suffisante

Q

pour que le laP[)OI‘/ nc plll.S s pr‘endre que des valeurs P08l-

lives.

L’égalit¢ (94) nous permet, en effet, d’écrire ce rapport sous la

forme
d4+8+R
T+3

Comme la quantité & ne peut étre négalive en aucun déplace-
ment (< W), on voit que, si la somme (9 + &) est une forme définie
positive des quantités ¥, G, H, L, M, N, ce rapport ne prend assuré-
ment que des valeurs positives.

D’autre part, si un systéme de valeurs non toutes nulles des six
quantités IV, G, H, L, M, N pouvait faire prendre & la somme (9 + &)
une valeur nulle on négative, comme le déplacement (¢ A) qui corres-
pond & ce systéme de valeurs annule &, il ferait prendre au rapport
considéré une valeur nulle ou négative.

Selon I'égalité (66 ), toutes les valeurs que peut prendre la quantité A

se trouvent parmi les valeurs que peut prendre le rapport 3 Q =. On
peut donc énoncer la proposition suivante :

Si lasomme () + ), qui est une forme quadratique des quan-

(') P. Dusgw, Sur la stabilité de I'équilibre d’un corps flottant d la surface
d'un liguide compressible (Journal de Mathématiques pures et appliguées,
5¢ série, t. 111, 1897, p. 396).

Journ. de Math. (6* séric), tome VII. — Fasc. [, 1g11. 6
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utes ¥, G, H, L, M, N, est définie positive, les petits mousements
pendulaires du systéme ont lous des périodes réelles et finies.

La méthode de Lejeune-Dirichlet et la méthode, moins sire,
des petils mouvements conduisent donc, l'une et Uautre, a cette
méme conclusion :

Pour qu’un systéeme formé d’un liguide compressible ¢t d’un flot-
teur soil en équilibre stable, il suffit qu'en Uétat d’équilibre, la
Sforme (9 + &) soit définie positive.

Dans le cas ol la forme (3 + &) est susceptible de prendre des
valeurs nulles ou négatives, la méthode de Dirichlet ne nous permet
pas de nier la stabilité de I'équilibre du systéme; la méthode des
petits mouvements, méme si U'on en admet la légitinité, n’autorise
pas davantage un pareil jugement tant qu’on la présente sous la forme
qui lui a été donnée ici; mais I'adjonction d’un nouveau postulat va
nous fournir des conclusions plus complétes.

VII. — Comment la théorie des petits mouvements démontre que
la condition précédente est nécessaire pour la stabilité de 1’4qui-
libre du systéme.

Considérons le rapport
d+ L
T+3

Q 3

Il est la somme des deux rapports — et ~Q—,_

TH+I T+ .

Si nous nous reportons a I’expression (8) de <, a I'expression (40)
de =, nous voyons que la somme (7 + <) est essentiellement positive
ou nulle; I'expression (42) de Q, jointe aux incgalités (80) el (81),
nous montre que la quantité Q ne peut, non plus, jamais étre néga-

tive; le rapport ne peut donc jamais étre négatif, en sorte qu'il

T+3
admet une limite inférieure positive ou nulle.
)
Le rapport - _?_ 5 Ne peut, en valeur absolue, surpasser le rapport 5;

mais  est une forme quadratique des six variables I, G, H, L, M, N,
et T est une forme quadratique définie positive des mémes variables;

la valeur absolue du rapport % admet donc une limite supérieure; il en
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)

A k] .
est de méme de la valeur absolue de o5 en sorle que ce dernier
. -

vapport admet assurément une limite supérieure et une limite infé-
rieure.

Q .,

» somme de deux (quantités dont chacune admet une

lera ort",2+
<€ rapport ==

limite inférieure, admet lui-méme une limite inférieure.
Ce point acquis. voici le rosturat que nous formulerons et admet-
trons :

N+ Q . e, . , . . .
s quiest limité inféricurement, atteint sa limite
5 ,

Le rapport
inférieure pour des déterminations convenablement choisies des six
quantités F, G, H, L, M, N et de la fonction W (.c,y, 3).

e e e pe e Y4+ Q ..
La limite inférieure de est, alors, pour ce rapport, un mini-

[
& T3

mum. Selon la théorie des minima, lorsque I'on donne a F, G, H, L,

M, N, ¥ des déterminations qui correspondent a4 ce minimum,
I’égalité

(67) (T+7)(02 +0) — (2 4+ Q) (0¥ +0d1) =0

est vérifiée quels que soient oF, &G, oH, 3L, 2M, 8N, oW Cette valeur
2+ Q

minima de =—— est donc une des valeurs que peut prendre la quan-
“+ 7

tité 2. D'ailleurs, selon I'égalité

(66) A=

L=l

+
S+

(Qy

b

1]

elle est la plus petite de ces valeurs. D’ol le théoréme suivant :

La plus petite drs quantités A est égale a la limite inférieure des
2+

S+

raleurs du rapport

Or, & la fin du paragraphe précédent, nous avons établi ces propo-
sitions :

1° Si la forme (9 + &), quadratique en F, G, H, L, M, N, est une

forme définie positive de cessix variables, le rapport %—:—é—z est toujours
- .
positif;;
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2° Si la forme (9 + &), incapable de devenir négative, peut s'an-
nuler sans que les six variables I, (v, H, L., M, N soient toutes égales

9+ Q

a zéro, le rapport 3 — De peut étre négatif, mais il peut s’annuler;

3° Si la forme (9 + &) peut prendre des valeurs négatives, il en est

(9}
A -+ 32
2
de méme du rapport S .
Nous pouvons donc énoncer la pI‘OpOSiliOH suivante :

Si la somme (9 + &) n'est pas une forme définic positive des si.r
variables F, G, H, L, M, N, la plus petite valeur de '\ est nullc ou
négative; les équations des petits mouvements pendulaires du sys-
téme peuvent étre vérifices par une valeur infinic ou imaginaire de
la période, et Uéquilibre du systéme ne peut pas étre stable.

Cette derniére partie de la conclusion suppose, bien entendu, (ue
P'on admette la légitimité du critére de stabilité déduit de la théorie
des petits mouvements.

VIII. — Détermination approchée par défaut de la plus longue
période que puisse affecter un mouvement pendulaire du
systéme.

Imaginons désormais que la forme quadratique (2 + @) soit définie
positive; le systéme est en équilibre stable et tous les petits mouve-
ments pendulaires ont des périodes finies et rcelles; chacune de ces
périodes est d’ailleurs une simple valeur absolue, non affeciée de
signe.
mt
T qui est la
plus petite valeur A, que puisse prendre la quantité A, est égal a la
plus petite valeur qu'un mouvement (¢ W) puisse faire prendre au

Si T, est la plus longue de ces périodes, le rapport

+ . pos .
rapport %_-7-7 - Le mouvement (¢ W), qui fait prendre & ce rapport la

~valeur minimum A, est formé par I'ensemble des quantités ¥, G,, H,,
L, M, N,, ¥,(,y,3) qui, multipliées par esin2 @) représentent
les éléments d’un petit mouvement pendulaire de période T,.
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Ce mouvement (¢ W) qui rend minimum le rapport - est-il un

)+ Q
S+
mouvement (e A)?

S'il en est ainsi, le mouvement pendulaire de période T, du systéme
entier se compose d'un certain mouvement pendulaire infiniment
petit du solide et d’'un mouvement pendulaire infiniment petit, associé
au précédent, de la masse fluide. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il
suffit, d’aprés ce qui a été démontré au paragraphe 3, que la surface
immergée du solide soit de révolution autour d’un axe et que son
mouvement se réduise i une oscillation autour de cet axe; dans ce cas,
d’ailleurs, le fluide est immobile.

Dans le cas donc o la surface immergée du flotteur est de
révolution autour d’un ace et oi le mouvement pendulaire de plus
longue période T, se réduit a une oscillation autour de cel axe, le
rapport 4—’; est égal a la plus petite des valeurs que les mouve-

2+
ments (e A) fassent prendre au rapport et

Hors ce cas, le mouvement (¢ W) qui détermine le minimum A, du

R

L

rapport .——':_—S_z n'est assur¢ment pas un mouvement (¢A); la limite

3

inférieure des valeurs que les divers mouvements (¢ A ) peuvent faire
prendre & ce rapport est assurément supérieure a A,. Ainsi, lorsque
les conditions précédentes ne sont pas vérifiées, la limite inférieure
des valeurs qu’'un mouvement (¢ A) puisse faire prendre au rap-

I+ . . . RN
port = — st assurément supéricure a la quantité A,.
e

. . . A+ Q C e s
St Uon désigne par (‘2* ) la limite inférieure des valeurs
N T+ A

. . 94«
qu’un mousement (e A) puisse faire prendre au rapport %—l:_—} el
par'T, la valeur absolue qui détermine U'égalite

/, 2 3 [4
. int 3+ Q)
(9')) T; —( 3_*_,: )‘\’
la quantité T, sera au plus égale et, en général, elle sera inféricure
a la plus longue période T, des mouvements pendulaires dont le
systéme est susceplible.
L’égalité T,=T, est réservée au cas ou la surface mouillée du



46 P. DUHEM.

flotteur est de révolution autour d'un axe et oit le mouvement pendu-
laire de période T, se réduit & une oscillation autour de cet axe.

Nous allons voir maintenant que, parmi les mouvements (¢ A), il en

. . . . Q

est toujours au moins un qui fasse prendre & la valeur du rapport %—}'_—:

)

e )4+ Q . :
sa limite inférieure ( = =) » ct nous allons montrer comment il serait
~ S A

possible de déterminer effectivement la valeur de cette limite infé-
rieure.

. 94O
Dans ce but, nous allons montrer ce que devient le rapgort %{—?—

lorsque, parmi tous les déplacements (¢ W), on considére seulement
les déplacements (e A).

Nous savons déja que le numeérateur (9 + Q) se réduit a la
sommne (9 + &) qui est une forme quadratique définie positive de I,
G, H, L, M, N. Le dénominateur seul doit donc nous occuper.

La quantité X est une forme linéaire et homogéne des six variables

F,G,H,L, M, \:
(96) S=35F + 3,6 + I, H 4+ 3L + 5.M + 3,N.

Les coefticients de cette forme sont définis par I'égalité (79), en
sorte que on a

' dwe— [P ds\
(/ d’?(pu)dw’ / LVd")"
A dn? an

“¢

= [ Pa €0s ( No. ) dsyy, ey

"o; . /‘lﬂ- .
< Tl / A
ARRY YA

= f 2ol %0 €08 (N, 3) — 30 cos(N,. y)] dsy,.

) v Sas

(97) {

Considérons la fonction W' déterminée, & une constante prés, par
les conditions (83) a (89g); il est facile de voir qu’elle se peut mettre
sous la forme

(g8) W —0,F + 0,6+ ®,H +O,L+ OM+®, N + 7,
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®,9, 0,9, o, P, étant six fonctions de x, y, 3, indépendantes de
IY, G, H, L., M, N, et y une simple constante arbitraire.

Déterminons, en effet, la fonction ®,(x,y, 5) par les conditions
suivantes :

En tout point du volume 2 rempli par le fluide en équilibre, elle
vérifie la condition

do(p)[ 0 [, 00\ 0/ ob\ 9/ 00\]_ .
o G EEE) 5T m e E@)] =
En tout point de la paroi immobile, elle vérifie la condition

90,

(loo) -3;-:0;

En tout point de la surface libre 5 qui horne le fluide en équilibre,
elle vérifie la condition

N v
on on .V

(101)

En tout point de la surface s,,, elle vérilie la condition

(102) :—;Nd::: = — c0os{ Ny, ).

En vertu de la premiére des égalités (g7 ), il existe une infinité de
fonctions ®,(x,y, 5) qui vérifient ces conditions (gg) a (102), et ces
diverses fonctions se tirent toules de I'une d’entre elles par addition
d’une constante arbitraire.

Déterminons d'une maniére analogue les fonctions ®,(x,y, 3),
O,(ic,y,3).

Assujettissons la fonction ®,(z, y, 3) & vérifier les conditions sui-
vantes :

En tout point du volume 2 rempli par le fluide en équilibre, on a

SRS WA AN WAY. AP AR N\ I
o) g3 [da'("6 oz ) " oy\Pe «lr)+t§(p"'5?>]“‘"’
En tout point de la paroi immobile, on a

a,

— =0
In !

(104)



48 P. DUHEM.
lin tout point de la surface libre a, on a

Vo

(IOD) dn dn =T

Enfin, en tout point de la surface mouillée s,, du flotteur en équi-
libre, on a

(106) 3—(3—": =—[rocos(N,. 3) = 5,cos( Ny, ¥}

En vertu de la quatri¢me égalité (g97), la fonction ®,(x, y. 3) est
déterminée, 4 une constante additive prés, par les conditions (103)
a (106).

Assujettissons les fonctions @, (i, y, ), B, (1, y, 3)a des conditions
analogues.

Il est désormais évident que Pexpression (98), formée de la sorte, ext
Pexpression la plus générale d’une fonction U'(., ¥y, 3) capable de
vérifier les conditions (83) & (89).

Cette expression est donc la somme :

1° D’une fonction linéaire et homogene de 17, (x, H, L, M, N, forme
dont les coefficients sont des fonctions de «, v, 3, bien délerminées
lorsque Pétat d’équilibre du systéme est connu;

2* D’une fonction linéaire et non homogene de I7, G, H, [.. M, N,
fonction dont les coefficients sont des constantes arbitraires.

N W oW _ e
==, == = vst alors unec forme linéaire
dr dy ds

et homogéne bien déterminée des six quantités ¥, G, H, L, M, N.

Nous obtenons ainsi la conclusion suivante :

Chacune des trois quantités

Si l'on se borne a considérer les déplacements (¢ A) o le dépla-
cement du fluide est associk au déplucement du solide, la quantité

fOT oW\ /oWt /WY
A -— —_— —_— —_—
(i = [ {(@) + (F) + (&) ]

se réduct a une forme quadratique © des quantités ¥, G, H, 1.,
M, N; les coef ficients de cette forme O sont déterminés lorsque Uétat
d’équilibre du systéme est connu; cette forme O est définie positive,
hors le cas ot la surface immergée du flotteur est de révolution
autour d'un certain axe et oit les quantités ¥, (5, H, L, M, \ cor-
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respondent @ une rotation autour de ces axes; dans ce cas, la
Sorme O est nulle.

Cette proposition, jointe i I’égalité (93), nous donne alors cette
autre conclusion :

AT

La quantité =g est la valewr minimum du rapport
0

I+ &
5+6’

(107)

qui est le rapport de deux formes quadratiques définies positives
des six quantités F, G, H, L, M, N.

On sait comment s’obtient ce minimum. On peut trouver six fonc-
tions lin¢aires et homogeénes X,, X, \,, \|, \;, \, des six quan-
tites IY, G, H, L, M, N telles que

(108) T4+0= X1+ Xi+ N1+ Xi+ XI+ Xj

Les six coefficients 3, 5,, S,, S,, S;, S,, qui sont tous réels et
positifs, sont les six racines d’une certaine équation du sixiéme degré

(110) A(S)=o,

dont les coefficients sc forment 4 I'aide des coefficients des deux
forines (9 + &) et (S + @), et dont les propriétés sont bien connues.

Si 8, est la plus petite racine de I’équation (100), elle représente la
valeur minimum du rapport (107) et 'on a

4m?

(re1) —T,—::S,

ou bien encore

(n12) T.ian\/s—Tl--

Le signe d’égalité est réservé au cas ou la surface moullée du flotteur
est de révolution autour d’un certain axe et ou la plus lente oscillation
du flotteur se réduit a une oscillation autour de cet axe.

Journ. de Math. (6* série), tome VII. — Fasc. [, 1g11, "
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L’étude du rapport (107) se relie a un probléme fictif de Mécanique
dont nous allons former I’énoncé.

Hors le cas ou la surface du flotteur, mouillée en I’état d’équilibre,
est de révolution autour d’un axe, et ot le petit mouvement du flotteur
se réduit & une oscillaticn autour de cet axe, le petit mouvement réel
du fluide ne peut pas étre associ¢ au petit mouvement du solide; nous
I'avons démontré au paragraphe 3. Mais nous pouvens, par la pensée,
imposer au fluide un mouvement ficlif tel qu'a chaque instant ¢, le
déplacement éprouvé par le fluide soit associ¢ au déplacement £(¢),
g(), h(1), I(t), m(t), n(t) du solide au méme instant; nous dirons
alors que le fluide est animé d’un mouvement fictif associé au mouve-
ment du flotteur.

Sinous voulons calculer la force vive qu’aurait le fluide, 4 I'instant ¢,
en un tel mouvement fictif associé au mouvement du flotteur, il nous

suffit évidemment de prendre la forme quadratiqueée et d’y rem-
placer respectivement les quantités

F, G, H. L, M, N\
par les quantités

df(ty dgt)y dh(ty di(t) dm(ty dn(t)
i’ Tdt ' Tdar ' Tdt ' T dt T Tat

Nous nommerons &' (¢) cette force vive qu'aurait le fluide & Pinstant ¢
s'il était animé d’un mouvement fictif associ¢ au mouvement du
flotteur.

En la quantité &, substituons aux quantités

F, G, H, L, M. N
les quantités

S, g0, k), 1(1), m(), a().

Selon les égalités (g2) et (94), nous obtenons visiblement la valeur
que Q prendrait 4 I'instant ¢, si le fluide était animé du mouvement
fictif associé an mouvement du flotteur. Nous désignerons par Q'(?)
cette quantité, qui est une forme quadratique de f(¢), ..., n(2).

iQ'(t) peut étre regardé comme le potentiel de certaines actions.

Cherchons a définir ces actions,
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Dans ce but, désignons par () ce que devient la quantité =
lorsqu’on y substitue les quantités

S(e), ge), A(e), l(e), m(e), n(t)

aux quantités
F, G, H, L. M, N,

Si les quantités
S, g(¢), h(e), Ue), m(e), n(t)

¢prouvent respectivement des accroissemenls infiniment petits arbi-
traires
of, dg, ©oh, &I, om, dn,

¥'(¢) éprouve un accroissement 82’ dont la valeur, selon I'égalité (79),
esl donnée par I'égalité

< /Fé(m—)dmg— 5—0\1da)a:’:6f\/‘;pocos(x.,‘l’)(1$’;+..-,
y dpl s on

3

tandis que P'égalité (g1) donne

Q! = 1 b ¥ oy
0Q =2 & (pn) 9_\’_ da).. ol'.
A do} AN

Nous pouvons donc écrire
2]

0Q'—= 6/, 23pe 2’ () cos(Ng, £)dsyy+.. ..

Y 89

En chaque point de la surface s,, du flotteur qui mouille le fluide en
équilibre, imaginons une pression normale a cette surface, dirigée vers
Pintérieur du solide, et qui ait pour valeur

() = p,3'(2).
A cclte pression, qui est une fonction linéaire et homogeéne de
S(e) g(e), h(e), U(2), m(t), n(t),

donnons le nom de pression fictice associée au mouvement du flot-
teur.
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En tout déplacement virtuel du flotieur, nous aurons

-;—6!2': 6fj H(¢)cos(Ng, &) dsez—+. ..,

I agv, , . . . . .
;30 sera égal et de signe contrairc au travail de la pression I1(¢);

! . , . .
;@ (2) peut donc étre regardé comme le potentiel de la pression

Sictice 11(t) associée au moucement du flotteur.
Ces remarques faites, imaginons que I'on veuille traiter le probléme
suivant :

On se propose d’étudier le mousement d’un solide identique a
celui qui constitue le flotteur. en supposant que ce solide soit
soumis :

1° Aux actions extérieures qui le sollicitent réellement ;

2° Aux pressions du fluide qui Uencironne; dans le caleal de cos
pressions, on néglige les termes qui proviennent des forces d’inertic
appliquées aux diverses masses élémentaires qui constituent le
fluide;

3° Aux pressions fictives associées au mouvement du flotteunr .

La force vive du solide est supposée égale ala somme de sa force
vive réelle et de la force rive du [luide dans un tel mouvement
associé ficlif.

En traitant le probléme des oscillations pendulaires d’un tel corps
comme nous avons traité le probléme des oscillations véritables d'un
flotteur, nous arriverons aux conclusions suivantes :

Les valeurs I, G, H, L, M, N qui conviennent a une telle oscilia-

tion pendulaire vérifient I'équation
3 +E

= — 0.
‘e

elles font prendre au rapport

I+ &
I+0

’ . .
une valeur égale & 51-.12-, T étant la période du inouvement pendulaire

considére.
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Les égalités (108) et (109) nous montrent sans peine que le systeme
fictif dont nous venons de parler est susceptible de six mouvements
pendulaires simples ; si S, S,, S,, S,, S;, S, sont lessix racines, ran-
gées par ordre de grandeur croissante, de 'égquation (110), les quan-

tités
27 27 27 b 34

VSzi'\/_\/_\/—\/_s/_

sont les périodes, rangées par ordre de grandeur décroissante, de ces
six mouvements.

Le théoréme exprimé par la condition (112) peut s'énoncer ainsi :

La période la plus longue que puisse présenter un mouscement
pendulaire d’un flotteur est aw moins égale, et elle est en général
supérieure & la période du moucement pendulaire le plus lent que
puisse prendre le systéme fictif qui vient d’étre dé fini.

Considérons, de nouveau, le rapport

A+6

3+0
La quantité @ est nulle si le déplacement du fluide associ¢ au déplace-
ment F, G, H, I, M, N dusolide se réduit 4 'immobilité ; hors ce cas,
clle est positive. Pour un ensemble donné de valeurs de ¥, G, H, L,

M, N, le rapport ;Q:(C; est plus petitque le rapport "2;:6, a moins que
la surface mouillée du flotteur ne soit de révolution autour d’un axe et
que les valeurs considérées de F, G, H, L, M, N ne définissent une
simple rotation autour de cet axe.

Q+c

La plus petite valeur du rapport £—g ne peut pas étre inférieure a

~

la plus petite valcur du rapport Q+ 2

; pour que ces deux valeurs puis-

sent étre égales entre elles, il faut, mais il ne suffit pas, que la surface
mouillée du flotteur soit de révolution autour d’un certain axe et que

le systéme de valeurs de F, G, H, L, M, N qui rend ;: g minimum
détermine une simple rotation autour de cet axe; il faut et il suffit que
le systtme de valeurs de F, G, H, L, M, N qui rend Q € minimum

détermine une simple rotation autour de cet axe.
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Nous obtenons ainsi le théoréme suivant:

La plus longue perlo(l(’ T, des mouvements pendulaires qu:’ le
Jlotteur peut premlre est au moins égale a la quantité T,, si Pon
désigne par 71‘7 Ia plus petite valeur que puisse prendre le rapport
d+¢

- Pour que T, soit égal a'T,, il faut ot il suffit que la surface

moutllée du flotteur soit de révolution autour d’un certain axe et

. " - . . 9 + G
que le systéme de valeurs de ¥, G, H, L, M, N qui rend >
-t
minimum corr »sponde a une simple oscillation autour de cet are.

Mais il pourrait se faire que le monvement pendulaire le plus long
du flotteur fit une oscillation autour de cet axe sans que, cependant,
T, fatégala T,.

2

oy e + & s
La considération du rapport =— se relie 4 I'étude d’un nouveau

probléme fictif qui peut s'énoncer ainsi :

Déterminer les oscillations pendulaires du solide en calculant
comme au probléeme fictif précédent les pressions qie'il éprouce
de la part du fluide, mais en laissant a ce solide sa force rive
‘réelle.

On montre, en effet, que tout sysléme de valeurs de F, G, U, 1., M,
N qui fournit une solution de ce probléme fictif vérifie I'équation

«Q-i-(;
82g— =o.

Aurapport Q; » 11 fait prendre une certaine valeur posmve T” ; 5 T est

la période du mouvement pendulaire que définit cette solution.

Le solide dont nous venons de parler est susceptible de six mouve-
ments pendulaires distincts dont les périodes se déterminent comme s¢
déterminent celles du précédent systéme fictif.

La plus longue période T, des mouvements pendulaires que le
systéme peut prendre est au moins égale a la periode T, du mouve-
ment pendulaire le plus lent du solide fictif qui vient détre défini;
elle lui est, en général, supérivure.
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A ces propositions, nous pouvons adjoindre celle-ci:

Lorsqu’a la période T, du mouvement pendulaire le plus lent que
le flotteur puisse éprouver, on substitue la plus longue période T,
des moucements pendulaires dont le second systéme fictif est
susceptible, on alteint une approximation au plus égale & celle
que Uon obtiendrait en substituant @ T, la période T, du mou-
vement pendulaire le plus lent que puisse prendre le second sys-
téme fictif ; pour que ces deux approximations soient égales, il
Sfaut et il suffit, d’ailleurs, que la premiére sc transforme en
exactitude; hors ce cas, la premiére évaluation est moins appro-
chée que la seconde.

IX. — Formation successive des divers mouvements pendulaires
dont le flotteur est susceptible.

La méthode indiquée aux paragraphes V et VII raméne 4 un pro-
bléme de minimum les déterminationsde la plus petite des quantités 2,
partant de la plus longue période dont soit susceptible un mouve-
ment pendulaire du systéme, et des quantités F, G, H, L, M, N,
W(x, y,3) qui caractérisent ce mouvement pendulaire.

On imagine aisément une généralisation de cette régle, généralisa-
tion qui permette de former les diverses quantités A, successivement et
dans I'ordre de la grandeur croissante, et d’associer a chacune d’elles
des quantités F, G, H, L, M, N, ¥(«,y,5) qui peuvent fournir un
2T,

)

Voici, par exemple, comment se formerait le 2" mouvement pen-

dulaire :

mouvement pendulaire de période

Considérons les quantités ¥, G, H, L, M, N, W (x, y, 5) qui sont
assujetlies aux conditions de liaisons (36) et (38), et, de plus, aux
conditions suivantes :

1°On a

(43)

w
+
4]
l
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2° On a les (n— 1) égalités

(95, 99, 05, 0%, 0%, . 09,
FFHoR G+l + M+
/' ("“1"_“' AlELNNUAYEL A Y.
SR R A ol i ol i PRl P S
(||3) { e oo s rseoceatosentaceaacneiieatatre o etetneeeaetaeeeaenannn
93, _, : 9z, 93, 95, 93, 05,0
oF, e, Cra o Y ran o Y
C W ¥ oW, OO0, ,ow
+21’ Do(\-—drw+Td_Y+ 95 )dﬂg-—ﬂ

En ces égalités, S, rcpr:ﬁsente ce que decient S lorsqu’on y ren-zplc{ce
F,G, H, L, M, N par ¥,, G,, H,, L,,, M,,, \,. Par une substitution
semblable, 3 deviendrait 3 .

Parmi les ensembles ¥, G, H, L, M, N, W(.r, y, z) qui vérifiems

ces diverses conditions, il en est un qui rend minimum la somme
I+ Q

Cet ensemble ¥y, (i, H,, L,, M,,, N,, U, (.t, y,3) correspond au
n'me mouvement pendulaire. La période T, de celui-ci est donnde

par Uégalité
(114) T =)\n:°\n+ Q,,

Ly

ou

e OV (AW, \*
(42 blS) Q ——"[;‘Oo;"-<m-) da

Po(e)[ 0 [ ¥, 9/ ¥,
*f, o3 [5?<PT)+F;< oy) o~<' ) l"“'*

La régle que nous venons de formuler a été justifiée dans le cas ol
n = 1 ; pour en démontrer la généralité, il suffit de la supposer exacte
jusqu’a une certaine valenr (n — 1) du rang », et de prouver qu’elle
I'est encore pour la valeur suivante de ce rang. C'est ce que nous allons
faire.

Considérons '’ensemble des déterminations de ¥, G, H, L, M, N,
¥ (z,y, ) qui vérifient les conditions (36), (38), (43), (113) et I'en-
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semble des valeurs de la somme (3 + Q) qui lui correspond; cette
somme étant toujours positive, I'ensemble des valeurs de (2 + Q)
admet une limite inférieure; nous sueposerons qu’en l'ensemble
considéré des détermenations de

(113) F, G, H, L, M, N, W(‘”v}'r:)»
il en est une
(I '6) F"’ Gn’ H”’ L"ﬂ M”’ N"' ‘lr’l(x’.y, s)’

qui fait atteindre a (2 + Q) sa limile inférieure, qui est alors un
minimum (32 .+ €),) de cette quantité. La légitimité de notre démons-
tration est subordonnée & la légitimité de cette hypotheése.

L’ensemble (116) ne peut étre identique a aucun des ensembles ana-
logues précédemment rencontrés. Supposons, en effet, qu'il soit iden-
tique a 'ensemble

(117) Fp, Gp Hp Ly, My, Ny Wo(2,7,3),

ou p est inférieur a n [cette identité laissant, d’ailleurs, aux deux fonc-
tions W, (x,y,3), ¥, (x,y, 3) la faculté de différer par une quantité
quelconque indépendante de z, y, z].

L’ensemble (116), substitué a I'ensemble (115) en la p*™° éga-
lité (113), doit transformer celle-ci en identité; si les deux ensem-
bles (116) et (117) étaient identiques, la p'™° égalité (113) devien-
drait une identité lorsqu’on y substituerait I’ensemble (117) a I'en-
semble (115); or, cette derniére substitution transforme le premier
membre de I’égalité considérée en

2(J,+ ),

et cette derniére quantité est égale a 2, puisque, par hypothése, I’en-
semble (119) vérifie I'égalité (43).
La quantité (9, + Q,) estun minimum parmi les valeurs que prend
la somme (9 + Q) lorsque les conditions (36), (30), (43) et (113)
sont vérifiées. Il doit donc exister n constantes {1, s, ..., &2, telles que
Journ. de Math. (6* série), tome VII. — Fasc. I, 1g11. 8
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Iégalité

92 92 % 02n 92 92
(118) G OF + S5 3G -+ GHLOH + SERAL -+ SEEGM 4 SRRON

= [T (%) 5 () 50 5]

[0 (, 99 +i( ga_qr)+g_ aaur)]dw
oz \P* oz ) T ay \P* oy d:(p" ds :

oV oW, 93W
./; °dn on on d

99, as. 3, 3, 93, s,
[ OF + S5 36+ ou,"“* S 0L + St oM + 0N’6N

f 0¥, QI W, 03¥ OV, oaw)dw]
+2,p°(dx oz "9y dy V9 0s :

.........................................................

dgn dsn n 03‘,, ()3,, \ dsl
. [FF‘_,,aF+d'G_n6G+dH O+ S720L+ SoaM -+ SeLaN

(allr,. IOW OV, 9 IV, oaw)dm]
f""'o?ox"‘oy ot e e )%

soit vérifiée par tout ensemble
(119) oF, 3G, oH, oL, M, oN, oW (z,y,s)

qui vérifie les conditions (45) et (46).

Démontrons que tous les coefficients i sont nuls, sauf le coeffi-
cient (.

Soit, en effet, p un indice inférieur & n.

A l'ensemble (119), nous pouvons substituer I'ensemble

(120)  kFp, kG, AkH,, kL, kM, kN, &W,(z,¥,3),

ou k est une quantité infiniment petite indépendante de x, y, 3. L’en-
semble (117), en effet, a éLé assujetti & vérifier les conditions de liai-
sons (36) et (38), en sorte que I'ensemble (120) vérifie les conditions
(45) et (46).

Il est facile de voir que les trois premiers termes, au premier
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membre de I'égalité (118), deviennent ce que devient la quantité

0% 92, 92 02 02y 9% 5
(var) 5 6F+dG 6G+0H 6H+dL 6L+dM 6“+0N oN

250 2) < 50 %) = (%)
+2f dp}? [da:\ d_x)+dy rr +9:\P° oz

d/ 0\ o/ d8¥\ 9 oaw]
X[a(m—ax)w;(m—-oy )+ 5 (00 %5) | 4o
oV ¥, ,
| Poon “on

lorsqu’on y remplace I'ensemble (119) par 'ensemble

(122) kF., kG., kH., kL, kM, kN,

ce qui est permis, car les conditions (36) et (38), vérifiées par I'en-
semble (116), nous assurent que les conditions (45) et (46) sont
vérifiées par 'ensemble (122).

Mais, par hypothése, 'égalité

(49) 3(2+2)—28(F+1)=0

est vérifiée lorsqu’on y remplace :

Apar},;

I'ensemble (115) par 'ensemble (117) ;

I’ensemble (119) par des quantités quelconques vérifiant les condi-

tions (45) et (46).
Quel que soit donc cet ensemble (119), la quantité (121) est égale &

0%, . 03, .. 03, 3, . 0% 03,
2 [ OF + o aG + aﬂ+dL L+ o SRaN

0¥, do¥W oY, 0¥ d‘l"p aov¥
+2[P° o9z oz dy dy + 9 o= )dm,].

”6M+

Si l'on y substitue I'ensemble (122) & 'ensemble (119), cette quantité
se réduitau produit park A, du premier membre dela pic= égalité (113),
apres qu'en celle-ci, on a substitué 'ensemble (116) & 'ensemble (115);
mais cette derniére substitution transforme les égalités (113) en iden-
tités. L’ensemble des trois premiers termes, au premier membre de
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I’égalité (118), se réduit donc a zéro par substitution de I'ensemble (120)
a I’ensemble (119).

Soit g un indice quelconque différent de p; la substitution de I'en-
semble (120) & I'ensemble (119) donne au coefficient de u,, dans le
premier membre de I’égalité (118), la valeur

_.k[dF Fp S5 G + 3yt Hp+ Gr0 Ly S M, quN,,

v, 0¥, ¥, d¥, oY, 0¥,
+3[P°( oz oz T dy Ody + 9z s )dm,].

Si ¢ est inférieur & p, il est immédiatement évident que la quantité
entre | ] est nulle, car I'ensemble (117) a été assujetti a vérifier les
(p — 1) premiéres conditions (113).
Si ¢ est supérieur a p, on remarque que la quantité entre | ]
peut s’écrire
0% 0% 0F, . 0T 93,
oF, "1 56, G+ om, e oL Lot o, Mo+ o, N
v, ollr,, oW, oW, IV, O,
+2fpo(—07 oz +-¢TY—W+ 95 03 )dﬁ)‘,.

£ L,+ %

Elle est encore nulle, car 'ensemble

(123) Fq, G, Hy Ly M, N W,(z,y,5)

a été assujetti & vérifier les (¢ — 1) premiéres conditions (113).

Considérons enfin, au premier membre de I'égalité (118), ce que le
coefficient de i1, devient par la substitution de I'’ensemble (120) a I'en-
semble (119). On voit immédiatement qu’il peut s'écrire

—2k(3p+1p),

et qu'il a pour valeur — 2k, puisque I'ensemble (117) a été assujetti
a vérifier la condition (43).
Par la substitution de I'ensemble (120) & I'ensemble (11g), I'éga-
lité (118) se réduit donc &
Fp=0,

p étant un indice quelconque inférieur a n.
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Effacons, dans I’égalité (118), les (n — 1) termes affectés des coeffi-
cients (., ..., th—q, puisque ces coefficients sont nuls, et voyons ce que
devient I'égalité (118). -

Cette égalité, vérifiée par tout cnsemble (119) qui est assujetti aux
conditions (45) et (46), est visiblement ce que devient la condition

(49) 2+ Q) —28(T+1) =0,

lorsqu’on y remplace:
A par f,,
et 'ensemble (115) par ’ensemble (116).

Nous savions déja que I'ensemble (116) déterminait un des mouve-
ments pendulaires du systéme ; nous voyons maintenant que &, est la
valeur de A qui correspond & ce mouvement pendulaire ; nous rempla-
cerons désormais @, par A,.

Reprenons I’égalité (118), ou nous devons faire

#1=0, ey ¥n—1=0, Pn= )‘n'
A P'ensemble (119), substituons-y, ce qui est permis, I'ensemble
('34) I"Fm ka kH,, kL, ka kN,, /-“Fn(-l‘,)’» 5)’

ou k est une quantité infiniment petite indépendante de z, y, 3.
L’égalité (118) devient, aprés suppression du facteur 2k,

(Qu"" gn) land )\n(zn-l- ‘l‘,,) =o0.

Mais I’ensemble (116) étant assujetti & vérifier ’égalité (43), cette
derniére égalité se réduit a

(”4) kn:—— Qn""gn-

La quantité A, est donc la plus petite valeur que puisse prendre la
somme (9 + Q) lorsque les quantités (115) sont assujetties aux con-
ditions (36), (38), (43) et (113).

Il est immédiatement évident par la que la quantité A, ne peut étre
inférieure 4 aucune quantité A, d'indice p inférieur a n. La quantité 3,
en effet, est la plus petite valeur que puisse prendre la somme (9 + Q)
lorsque 'ensemble (115) est assujetti aux conditions (36), (38), (43),
et seulement aux (p — 1) premiéres conditions (113).
~ La régle énoncée est ainsi complétement justifice.



62 P. DUHEM.

X. — Corps flottant sur un fluide illimité.

Certaines parties des théories précédentes se simplifient grandement
lorsque le volume du fluide qui porte le flotteur croit au dela de toute
limite, pourvu, toutefois, que I'on admette certaines suppositions que
nous allons énumérer :

1° Lorsqu’au sein de Ja masse fluide en équilibre, on s'éloigne indé-

finiment de la région ou se trouve le flotteur, la quantité %&2 ne
14

croit pas au dela de toute limite.
.2° Silasurface libreo quiborne le fluide en équilibre s’étend a I'infini,

la quantité p, g-,‘;( ne croit pas au dela de toute limite lorsque le point

auquel elle rapporte s’écarte indéfiniment, sur la surface o, de la région
ou se trouve le flotteur.

3° Soient II un point marqué en la position d’équilibre du flotteur,
(@, y, 3) un point pris a l'intérieur de la masse fluide, r la distance du
point (x, y, 3) au point II ; lorsque r croit au dela de toute limite, les
produits par r* des composantes de I'élongation et des composantes de
la vitesse des divers mouvements réels ou fictifs que nous avons a con-
sidérer ne croissent pas au dela de toute limite.

1l résulte, en premier lieu, de ces suppositions que la quantité =,
définie par I'égalité (40), et que la quantité Q, définie par I'égalité (42),
gardent des valeurs finies et déterminées.

En second lieu, considérons un mouvement €&, ev, €{ du fluide qui
soit associé au mouvement tF, ¢G, ¢H, ¢L,, eM, ¢N du solide. Le
second membre de I'identité (79), que doit vérifier la quantité E, est
assurément fini ; au contraire, en vertu des inégalités (80) et (81) et
des hypothéses précédentes, le coefficient de X est infiniment grand et
positif, et cela lors méme que la surface libre ¢ serait limitée. Nous
voyons donc qu’en tout déplacement du fluide associ¢ au déplacement
du solide, nous devons avoir

(123) 2=o.

L égalité (76) nous montre alors que 1’on doit avoir, en tout point
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de la masse fluide,
(126) dp=o

ou bien, en vertu de I’égalité (73),
(127) S (0oE) + - (pon) + 32 () =o.

L’égalité (77) nous donne, en tout point de la surface libre,
(128)  cos(n,z) +mncos(n,y)+ {cos(n,z)=o.

En un déplacement rssocié au déplacement du solide, le fluide
se meut comme s’il était incompressible, et de telle sorte que la sur-
face libre demeure invariable.

Considérons, en particulier, un déplacement du fluide, associé au
déplacement eF, €G, ¢H, ¢L, ¢M, ¢N du solide, et dépendant d’un
potentiel ¢ ¥ des élongations.

Les égalités (g7) nous donneront ici

(129) 2,=o, Si=o0, 2;=o, Z,=o, Z=o, 3¢=o.
On pourra encore écrire
(98) ¥ =¢,F + &,G + ®,H + &, L + &M + &N.

En vertu des égalités (g9g) et (103), chacune des fonctions @ vérifie
'égalité

d a0 a oP ad ab
(130) a(?° az)* ai(f’w) + a(ﬂ 7»:) =0

Chacune d’elles vérifie, en tous les points de la surface libre, et de
la surface de la paroi immobile, s'il y en a une, I'égalité

(e31) -z—:? =o,
en vertu des égalités (100) et (101), (104) et (105).

Enfin, en chaque point de la surface mouillée s,, du flotteur en équi-
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libre, on a, en vertu des égalités (102) et (103),

cos(No,w)+§%:0,
(132) . (M:
Yo cos(Ny, 5) — 34 cos(Ny, ) + Eﬁf =o,
()
La détermination de chacune des fonctions ® est ainsi ramenée i un

probléme du type suivant :

Un milieu conducteur, dont p, est le coefficient de conductibilité,
occupe Uespace indéfini qu’'occupait le fluide en Uétat d’équilibre.
Ce milieu ne renferme aucune source de chaleur. Le long de la
surface ¢ et le long des surfaces des parois immobiles, s'il y en a,
il est supposé contigu a des corps non-conducteurs. Des sources de
chaleur données sont distribuées a la partie s,y de la surface du
Hotteur que mouille le fluide en équilibre. Déterminer Uétat sta-
tionnaire de la température de ce corps.

La quantité < se réduit encore, comme par le passé, & une certaine
forme quadratique O, finie et bien déterminée, des quantités F, G, H,
L, M, N. Si la surface mouillée s,, du flotteur est de révolution autour
d’un certain axe, la forme © est nulle pour un ensemble de valeurs de
F, G, H, L, M, N qui correspond a une rotation du flotteur autour de
cet axe; elle est positive pour tout autre systéme de valeurs de F, G,
H, L, M, N. Si la surface mouillée du flotteur n’est pas de révolution,
la forme © est définie positive.

Les égalités (78) et (91) donnent I'égalité

&= EFf po cos(No, z) dssy +. . .
-+ ELf Polyecos(Ng, 5) — 35 cos(Ng, ¥)] dsys+. ..
que I'égalité (125) transforme en

(133) G—o.

Ce dernier résultat apporte une simplification notable aux théorémes
qui ont été établis au paragraphe VIII, touchant la plus longue période
que puisse présenter un mouvement pendulaire du systéme.
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Lorsqu’un corps solide flotte & la surface d’un fluide compressible
indéfini, la période la pluslongue T, que puisse affecter ur. mouve-
ment pendulaire de ce flotteur est au plus égale, et est, en général,
. y e . o, o . « o
inférieure a la quantité T, telle que éTL“ soit la valeur minimum du

2
4
rappor ] m' ’
Pour que T, =T,, il faut et il suffit que la surface mouillée du
flotteur soit de révolution autour & un axe et que le moucement pen-

dulaire de plus longue période soit une oscillation autour de cet
azre.

Examinons le premier probléme fictif dont voici 'énoncé:

On suppose qu'a chaque instant, les pressions exercées par le
JSluide sur le solide soient calculées non par les régles de U Hydro-
dynamique, mais par les régles de I’ Hydrostatique.

A chaque instant, on ajoute a la force vice réelle du jlotleur une
Jorce vive fictive égale a celle quaurait le fluide en un NOUVEMENT
FICTIF ASSOCIE au mouscement du solide.

En ce probléme fictif, le solide est susceplible de mouvements
pendulaires qui correspondent a six périodes réelles, positives,
distinctes ou non.

T, est la plus longue de ces périodes.

A Dévaluation approchée de T, que nous fournit le calcul de T,,
nous pouvons substituer une autre évaluation, plus aisée a obtenir,
mais dont I'approximation est ordinairement moindre.

., 4t L. 2. R
Soit T la valeur minimum du rapport<; la quantité T, est au

moins égale et, en général, elle est supérieure a la quantité T, et,
partant, & la quantité T,.

- Cette proposition peut encore s’énoncer d’autre maniére; considé-
rons, en effet, le second probléme fictif dont voici I'énoncé :

Un corps solide flotte & la surface d’un fluide compressible de
volume infini.
A chaque instant, on calcule selon les régles de ’Hydrostatique

Journ. de Math. (6° série), tome VIl — Fasc. I, 1q1s. 9
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les pressions exercées sur le solide, négligeant ainsi les forces
d’ineru. appliquées aux diverses masses élémentaires du fluide.

On attribue au flotteur sa force vive réelle.

Les mouvements pendulaires d’un tel corps présentent six
périodes réelles, positives, distinctes ou non.

La plus longue de ces periodes, T,, est au moins égale & la plus
longue période T, des mouvements pendulaires quen vérité le flot-
leur peut éprouvcer ; en général, la premiére de ces periodes surpasse
la seconde. Pour que les deux périodes T, T, soient égales entre
elles, il faut et il suffit que la surface mouillée du flotteur soit de
révolution autour d’un axe, et qu’au second probléme fictif, le
mouvement pendulaire de plus longue période corresponde & une
simple rotation autour de cet ace.

Le probléme fictif que nous venons de considérer en dernier lieu est
la généralisation naturelle du probléme que Poisson et Duhamel ont
traité, en se bornant a considérer un fluide homogeéne et pesant. Méme
dans le cas ou le fluide a un volume infini, ce probléme fictif différe
grandement, on le voit, du probléme véritable, et Clebsch a eu raison
de signaler 'erreur que I'on commet en substituant un de ces pro-
blémes a I'autre. Mais, pANSs LE cAs OU LE VOLUNE DU FLUIDE EST INFINI,
Uétude du probléme fictif de Poisson et de Duhamel conduilt,
cependant, a énoncer d’une manieére correcte les conditions de sta-
bilité du flotteur.

La méthode fictive dont nous parlons conduit, en effet, moyennant
I'emploi du critérium des petits mouvements, a la proposition sui-
vante :

Pour qu’un corps solide, flottant sur un fluide de volume infini,
y soit en équilibre stable, il faut et il suffit que la quantité ) soit une
forme définie positive des six quantités F, G, H, L, M, N.

Or, i cause de I’égalité (133), c’est a cette condition que se réduit
la condition donnée aux paragraphes 6 et 7.
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XI1. — Corps pesant flottant sur un fluide pesant,
incompressible et homogéne.

Il est aisé de développer une théorie analogue & la précédente dans
le cas ou le fluide, au lieu d'étre compressible, est un liquide incom-
pressible et homogéne ; sans rechercher une généralité désormais
inutile, nous supposerons que la pesanteur soit la senle action extérieure
qui s'exerce sur les diverses parties du flotteur et du liquide.

Nous mettrons 'origine des coordonnées au centre de gravité de
Iaire de flottuison du flotteur en équilibre ; nous prendrons pour axe
des 3 la verticale dirigée vers le zénith, pour axes des x et des y les
deux axes principaux d’'inertie de I'aire de flottaison.

Dans ce cas, les divers coefficients A;; sont tous nuls, sauf trois
d’entre eux, qui ont les valeurs suivantes (*):

| Ass=gps,
(134) An=gp/jx+ I g(Z -17'),
Au=gpjy + M g(Z—-17').

Dans ces formules,

g est 'intensité de la pesanteur ;

? la densité du liquide ;

s I'aire de la surface de flottaison ;

Jo» Jy» les moments d’inertie de cette aire par rapport aux axes des x et
des y;

Ik la masse du flotteur;

Z' 1a hauteur du centre de gravité de ce corps au-dessus de la surface
libre du liquide en équilibre;

Z la hauteur, au-dessus de la méme surface, du centre de gravité du
volume immergé.

Moyennant ces égalités (134), les formules (23), ot nous devons,
selon ce qui a été dit au paragraphe 3, effacer la constante C, fournis-

(*) P. Duaex, Sur la stabilité de U'équilibre des corps flottants, égalité (33)
(Journal de Mathématiques, 5 série, t. 1, 1895, p. 176).
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sent les équations du mouvement du flotteur, qui sont donc les sui-
vantes:

1
IR f7(t)+ M, g"(2) — M, A" (¢) +f p%:—cos(Na,m)dsm: o.

Mg (t)—M,; f"(t)+M,h”(¢)+fpdl, cos(N,. ¥)dsys—=o.

gpsh(e)y+ M A"(e) + My U"(¢) — M, m"(l)

+f o—-—cos(No. 3) dsy; —o,

[gp/x + O g(Z—2')] L(¢)
(133) !/ + I () =Py m"(t) =Pz n"(¢) + My 2" (1) — M- g"(¢)

2ty \
+f Pon [yo cos(No. 3) — 34 cos(Ng, ¥)] ds;; = o.

[gpjy + R g(Z—T' )} m(¢)
A+ Jym" (£) — Pay (1) — Py n"(2) + M, f7(£) — M A7 (2)

+fp 3¢ T [30 cos(Ny, ) — zy cos (N, 2)] dsyy =0,

J: n'(¢)—P,; ") — Py: m’(t) + ng”(‘) "'Myf'(‘)

)2
+f P%T? [z, cos(No, ) — vocos(Ng, 2)] dsyy = 0.

La détermination des mouvements du fluide dépend de la déter-
mination de la fonction .

En chaque point du volume qu’occupait le fluide en équilibre, celle-ci
doit vérifier I’équation
(136) AY=o
que_fournit la condition de continuité, et qui remplace ici I'équa-
tion (24 bis).

A la surface libre ¢ du fluide en équilibre, %_I'I:, =p g, en sorte que
I'égalité (25 bis) devient maintenant I'égalité

(137) o B

o Egn =

qui doit étre vérifiée en tout point du plan 5 =o.
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Quant a I'équation (5), vérifiée en tout point de la surface s,, le
long de laquelle le liquide mouille le flotteur en équilibre, et a I'équa-
tion (26), vérifiée en tout point de la paroi immobile, elles demeurent
ici les mémes que dans le cas général.

2
Si, dans les équations (135), on remplace partout == 9 4; par zéro,

comme [’ont fait Poisson et Duhamel, mais comme il est llleglume de
le faire, selon la trés juste remarque de Clebsch, on obtient ceque I'on
nomme les équations du mouvement infiniment petit d’un flottcur en
milieu non résistant. Ces équations s’intégrent sans difficulté; on en
trouvera l'intégration détaillée en la Théorie du navire de MM. Pol-
lard et Dudebout (*).

Nous ne savons méme pas si le probléme, simplifié de la sorte par
une supposition incorrecte, fournit une approximation du probléme
véritable. Nous verrons tout & I'heure quel renseignement il est sus-
ceptible de nous fournir.

Lorsqu'aux équations (135), on remplace par zéro, les quan-

ae
titds £(1), g(?) et n(t) n'y figurent plus que par les dérivées
secondes f"(t), g"(1) et n"(¢); on peut donc, a chacune de ces trois
fonctions, ajouter une fonction linéaire arbitraire de ¢, en sorte qu’elle
ne peut, en général, demeurer infiniment petite, quelque grand que
soit 2.

Qu’une circonstance analogue doive se présenter au probléme véri-
table, cela est évident tout d’abord et sans aucun calcul. En effet,
Péquilibre du flotteur n'est aucunement troublé si I'on imprime a ce
corps une translation quelconque paralléle au plan horizontal ou une
rotation quelconque autour d’un axe vertical; pour de tels déplace-
ments, cet équilibre est indifférent. Si donc on veut étudier la stabilité
de I'équilibre du flotteur ou les mouvements infiniment petits de ce
corps, il faudra convenir que I'on regarde comme infiniment petit
tout mouvement ot & (¢), I(t), m(t) demeurent infiniment petits, quel
quesoitz,lorsméme qu’en ce mouvement quelqu’unedesquantités £( 2),
2(?), n(t) ne demeurerait pas infiniment petite.

En vertu des égalités (134), la quantité 9 , définie par l’egallte (41),

(*) PorLamo et Dupgsout, Théorie du navire, t. 11, pp. 212 et suiv. Paris, 18g1.
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se réduit a la forme

(138) =gpsH'+ [gpj.+ M g(Z—2Z)]L*
+ [gpjy+ M g(Z—L) M.

Etudions le déplacement (¢&, e, {) du fluide qui s’associe 4 un dé-
placement (¢ F, ¢ G, ¢ H, ¢ L, ¢ M, ¢ N) du flotteur.

Le fluide étant incompressible, on devra avoir, en tout point du
volume qu’il occupe en I'état d’équilibre,

(139) e

Le long de la paroi immobile et de la surface mouillée du flotteur,
g, , { continueront de vérifier les équations (74) et (75).
Enfin, comme & la surface libre du liquide,

av

cos(n,x)=o, cos(n,y)=o, cos(n,s)=—1, =8

I’équation (77), vérifiée en tout point de cette surface, deviendra

p
(140) = .

Pour qu'un déplacement du fluide soit associt @ un déplacement
du flotteur, il faut et il suffit qu’en ce déplacement du liguide, la
surface libre demeure horizontale.

On peut demander & I'équation (79) la détermination de la con-
stante 2. Il est plus simple de 'obtenir par un raisonnement direct.
Le liquide étant incompressible, le volume dont le flotteur s’enfonce
doit étre égal au volume soulevé du liquide; si donc nous désignons
par o l'aire de la surface libre du liquide, nous devons avoir

(141) sH+ ol =o.

Cette égalité, jointe a I'égalité (140), donne

oo -
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La quantité &, donnée par 1'égalité (g1), devient

6=—2 [ L do,

v
; on
. av SRTY:
et comme, en tout point de la surface o, 5= = — g, cette égalité,
jointe a I'égalité (142), donne
si
(143) Gng;H’.

Les égalités (138) et (143) nous donnent

(144) Q+G=pgs(1+%)H:_*_[gpjxq-:)mg(Z—z')]Lz
+[gpjy+ M g(Z—1")IM.

Cette expression nous permet de discuter la stabilité de I'équilibre
du flotteur, cette stabilité étant restreinte aux déplacements A(¢),
I(2), m(2).

Le théoréme de Lejeune-Dirichlet nous enseigne qu'il suffit, pour
cette stabilité, que la somme (9 + &) soit une forme définie positive
des quantités H, L, M. La méthode des petits mouvements, si {’on en
admet la légitimité, nous enseigne que cette condition est non seule-
ment suffisante, mais encore nécessaire. Nous obtenons donc la propo-
sition suivante :

Pour qu’un solide pesant, flottant sur un liguide limité, soit en
équilibre stable, il faut et il suffit que Uon ait les deux inégalités

pfz+ I(Z—1Z7')> o,

(143) piy+ M(Z—Z')>o.

Ces conditions, ne dépendant pas des dimensions du fluide,

s'appliquent méme & un corps pesant qui flotte sur un liquide illi-
mité.

Ces conditions sont connues depuis Bouguer.
La quantité @ se déterminera par la méthode générale qui a été
indiquée au paragraphe 8.
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La comparaison des égalités (g6) et (142) nous montre que nous
aurons ici , :

s
2=o, 2=o, 23:-—%-, 2. =o, 3;=o, 3,=o.

"Nous pourrons encore écrire I’égalité
(98) ¥ =@,F + 9,6 + ®,H + &, L. + ®,M + &, N 4,

ol y est une constante.
Chacune des fonctions @ sera, en tout l'espace 2 qu’occupaitle fluide
au moment de I'équilibre, une fonction harmonique de z, y, 5:

Ab —o.

Le long de la paroi immobile et aux 'divers points de la surface
mouillée du flotteur, les diverses fonctions @ vérifieront encore les
conditions (100), (102), (104) et (106).

Aux divers points de la surface libre o du fluide en équilibre ou, en
d’autres termes, du plan 3 = o0, on doit encore écrire les équations
telles que (1o1) et (105), qui deviennent :

oo, _ b, _ o0, s ob, o0, oD,

=0 —_—==0 _ = —-) -_=0 —_—=0 -_— =0
on ! on ! on o on ’ on ’ an

Les diverses fonctions & et, partant, la grandeur O seront ainsi dé-
terminées.

2
Si 4—,1,7—:- est la plus petite valeur de la quantité
o

(146) ﬁ{pgs(x-{-%)Hl+lpg-x+3l‘(,g(Z-_7,')]Lz

+[pgjy + M g(Z -7 )] M* ¢,

nous savons que la plus longue période T, d’un mouvement pendu-
laire que le flotteur puisse prendre est égale a T, au cas oit la sur-
Jace mouillée du flotteur est de récolution autour d’un axe et oit ce
mouvement pendulaire se réduit a une oscillation autour de cet
axe; hors ce cas, T, est supérieur a T,.
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s .. 0
Si, dans la quantité - nous remplagons

F, G, H L; M, N
par
F, g, kK, ), mn), nle),

nous obtenons une forme quadratique &'(¢) de ces six derniéres quan-
tités; c’est la force vive du fluide en un moucement fictif associé au
mouvement du flotteur.

Lorsgu’on remplace les quantités

F. G. H, L, M, N
par
f(e), g(e), h(e), Ue), m(e), n(e),

S devient (0. 1égalité (142) donne done
Sy =— (o).
7

La pression fictive associce au mouvement du flotteur a été définie
au paragraphe 8. Cest, en tout point de la surface mouillée s,, du
flotteur, une pression normale, dirigée vers l'intérieur du flotteur, et
qui a pour valeur

W) =021

ou bien, dans le cas actuel,

(147) “(t):—to-?lz(t).

On voit sans peine que ces diverses pressions se composent en une
force unique, appliquée au centrede gravité de I'aire de flottaison, qui
nous sert d'origine de coordonnées; cette force est verticale, dirigée
vers le haut, et a pour valeur
-

: 51
(148) ;".oz—‘ = he).

Il est aisé maintenant, en suivant les indications données au para-
graphe 8, et par une méthode semblable & celle qui nous a permis de
former les équations (135), d'écrive les équations de notre premier

Journ. de Math. (6° série), tome VII. — Fasc, I, 1911, IO
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probléme fictif. Ces équations seront les suivantes :

d ot
di of'

d T’

4t o5’

M7+ Mo g"— My I +
6

= o,

=0,

Mg — M, f + My h"+

i

;.~~ps(. + b OB M- M % %f-'; = o,

{ B0fet I gl — T+ VU =Py — Poon”

(119) ‘ d ot
+M, A" — Mg+ T or = °
[psy = M (LT )[4y m" — Py ' — Py’
Ca e oood 9T
+ Mo M+ Tom = o,

: " 4 " h " | o, ll "'t .
Pl — P — Pom” - Mg — My S Jiaw e

IEn ces équations, comme en celles quont lraitées Poisson et
Duhamel, les quantités f(?), g(), n(¢) n'interviennent que par les
dérivées secondes

d [t d* (1) ) dAdnty
" = e & —_— . ! —_— .
S = PTE &)= FTER n'(ty ... T

On peut donc ajouter arbitrairement a chacunc de ces trois (uan-
tités une fonction linéaire & coefficients constants de /. Abstraction
faite de la translation uniforme et de la rotation uniforme que I'on
obtient ainsi, le syst¢me dont le mouvement est figuré par les équa-
tions (149) est susceptible de mouvements pendulaires qui admet-
tent trois périodes distinctes; T, est la plus longue de ces trois
périodes.

Considérons maintenant le rapport

1y / s . -
(150) §ipgs(n+;)ﬂ’+[pg_/x+ M g(Z—-17)]12

;)

+[pg/y+ I g(L—7')]M? ;.

w

. e 4 ]
Ce rapport admet unc valeur minimum s - La valeur T, est
0

FSN
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aw moins égale et, en général, elle est supérieure a la plus longue
période T, des mouvements pendulaires dont le systéme étudié est
susceptible.

La détermination de T, se relie & un second probléme fictif qui se
déduit du précédent en biffant les termes qui dépendent de la force
vive fictive @1 est la plus longue des périodes que puisse pré-
senter un mousement pendulaire capable d’intégrer les équations

IR /' - M;g”——- M.,lh": 0.
Mg Mo+ Mok’ = o,
a0 gps( [ %‘)/4 + IR+ M, —M.m"=o0,

oS+ M gL —-L) +J " —Pypym’'—Pn’+M A"—M:8"=o0,
[gp/s + M (@=L m +Jym" —Pp ' —Pyn" +M /"M A" =0,

Jon"— Pl —Pypom”+ M g"— My f7= 0,

Ces équations different en un seul point des équations auxquelles
conduil la méthode de Poisson et de Dubamel, et dont la Théorie du
navire de MM. Pollard et Dudebout présente l'intégration compléte :

le coefficient de 2 v est multipli¢ par le facteur (l ~+ s;)

Ce facteur devient extrémement grand dans le cas ot le flotteur est
contenu en un bassin fort étroit; au contraire, il tend vers 1 lorsque la
surface du bassin croit au dela de toute limite, ce qui justifie la pro-
position suivante :

Lorsqu’on étudic par la méthode de Poisson et de Duhamel les
osctllations pendulaires d'un flotteur sur une nappe liquide infini-
ment élendue, la plus longue T, des périodes que lon détermine
2st au plus égale a la plus longue période’T, des mouvements pendu-
laires véritables du flotteur et, en genéral, elle est infeéricure a T,.

Pour que T, soit ézal a T, il faut et il suffit que la surface
mouillée du flotteur soit de révolution autour d’un uxe, et que le
mouvement pendulaire le plus lent fourni par la méthode de
Duhamel et de Poisson se réduise ¢ une oscillation autour de cot a.ce.
Dans ce cas, T, est aussi égal a la plus longue periode T, que
Sournisse le premier probléme fictif; hors ce cas, T, est inférieur
a'ls.
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XII. — Cas ou le systéme étudié admet deux plans de symétrie.

Nous allons admettre maintenant que notre flotteur admette deux
plans de symétrie; les navires ont un plan de symétrie, et beaucoup
d’entre eux ne sont pas loin d’en admettre un second; 'hypothése
que nous faisons conduira donc & des résultats qui s’appliqueront
sensiblement aux navires.

Lies deux plans de symétrie seront nécessairement le plan zOx ct le
plan 30y. Nous supposerons que Ox soit I'axe qui correspond au
plus petit moment d’inertie j, de Paire de la flottaisou ; nous nomme-
rons cet axe 'axe longitudinal; larotation I(¢) autour de cet axe sera
le roulis. L’axe Oy prendra alors le nom d'axe transcersal; la vota-
tion /n(¢) autour de cel axe se nommera fangage.

(les hypothéses entrainent de grandes simplifications; elles donnent,
en effet,

M,=o, M=o,

Py:: o, P.x=o, Py =o.
Les équations (135) se réduisent alors aux suivantes :

. 2,1
DR+ M, g (0) + / p%T‘:cos(No,(r)(/sN: 0.

YSy

: © 9
IR g"’(t)—~‘x\fl_.,f”(l)+[ p‘())—%fcns(a\lo.y)ds.m:: o,

W 0L oy
pgsh(t)+ N h (t)+] pWé—.-os(No,:) dSy3== 0,

[pgJa+ M g(Z  ZHIL) +1x1(1) —M:£7(¢)
s |
+ lo——:!-[y COS(N ;:)‘_; (‘():\'(N’.Iy)](,s‘:o,
[pg/y+ ON S(Z—Z ) m(t)+dym"(t) + M f"(0)
+f p %‘;TP [ 50 €os(Ng, .2) — £, €05 (N, 3)] 523 = 0.

/' a*y
oy [£o cos(N,. ') — o cos(Ng, x)] dss3 = o.

| Jon"(t) +

e LT
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La quantité 9 garde la forme donnée par I'égalité (138); I'éga-
lité (8), qui fait connaitre 3, se réduit ici a

(153) S=OR(F*+G*+ H?) +aM,(MF — GL) + J, L*+ J, M? 4 J_ N2,

Supposons maintenant que les parois du bassin ot le flotteur se
trouve primitivement en équilibre admettent ¢galement les deux plans
de symétrie sOx, 30y ; cette hypothése n’exclura pas le cas ot le
flotteur est & la surface d'unc nappe d’eau infiniment étendue suivant
toute direction horizontale.

Ie probléme ainsi restreint admettra trois catégories particuliéres
de solutions que nous désignerons respectivement par les noms de
vibration verticale pure, de roulis pur et de tangage pur.

I. Visramiox vErticaLk rure. — Les équations (152) nous permel-
tent de prendre constamwent

lit)-=o. m(t) =o. n(t) =o. J(&)=o, g(t)=o0,

en prenant en méme temps pour Y(wx,y,3, () une fonction qui ne
change de valeur ui lorsqu’on change - en — .¢, ni lorsqu’on change y
en — y; et c’est ce qui aura assurément lieu, puisque cette fonction
est alors déterminée par les conditions suivantes :

1* Dans tout le volume que le fluide occupait au moment de 1'équi-
libre, on a

(134) A =o;

2° En tout point de la surface o par laquelle ce volume est contigu
au plan : =o0,0na

- 0 0*d
(139) g;l;l—:—vti:-

=o;
3° En tout point de la surface mouillée s,, du flotteur, on a

(156) 6"[%-4-005(&,:)/1(&):0;

4° En tout point de la paroi du bassin, on a

(157) ﬂ—0-

dn
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Toutes les équations (152) sont identiquement vérifiées, sauf la
troisiéme, qui garde la forme

2
(158) ogsh(t) + M L"(¢) —+—f p%?-cos(\'o, s)dsy;—o.

Le probléme particulier qque définissent les équations (154) & (158)
préte aux mémes raisonnements, aux mémes calculs que le probléme
général.

En ce probléme, en vertu des égalités (138) et (153), nous aurons
simplement

(139) d=opgsH,
(l60) 3 = I H2.

En un mouvement du liquide associé¢ au mouvement du flotteur, la
surface du liquide dans le bassin demeurera horizonlale et s'élévera
d’une quantité

)
== 2h().

La forme & sera encore donnée par I'égalité

(143) E=pg—H1,

CRRA

Considérons un déplacement du fluide qui adnette un potentiel des
élongations ¥ et qui soit associ¢ au déplacement ¢ H du flotteur.

Nous prendrons
¥ = @H.

La fonction ®(x, y, 5) devra vérifier :
1° En tout point du volume 2, 'équation

(161) Ad —o:

2° En tout point de la surface o, la condition

9P s

an o’

(162)

3° En tout point de la surface s,, par laquelle le flotteur est contign
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au liquide, la condition

(163) —}:ﬁ-&-cos(N,,z).—.o;

4° En tout point de la paroi

(164)

= 0.

it
dan

L quantité essentiellement positive

. A . S
(165) an _pjz { I)T:) "'(by) ;-4‘\0:) .ldm,

a les dimensions d’une masse; nous la nommerons la masse fictive
associde au flotteur vibrant verticalement.
Nous pourrons écrire, dans le probléme actuel,

(166) 0 = I’ H2,
. , )
(167) t(()::.—:—[h'(ﬂ]*.

En reprenant les raisonnements qui ont été développés dans le cas
géncral, nous trouverons ue la plus longue periode T, que puisse
présenler une vibration pendulaire verticale du flotteur est assuré-
ment supérieure a la quantité

. - T i
(168) r,car [ —1.

\/ 95'8('-'":—',)

Cette période est celle du mouvement pendulaire qui satisfait a la
premférn e'qlmlion ﬁclict:

(169) pgs(u—i:- %)h(t)-y(:)I'L--i-:)ll‘)la"(t):o.

T, et, a fortiori, T, sont inférieurs a la quantité

5T

(170) T, =an /———————;
: s
\/ _9‘4.’5(.!—‘——)

7
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qui est la période du mouvement pendulaire unique défini par la
seconde équation fictive

(171) pgs(n-i—%_)h(t)a-.‘)ll h'(t)—o.

Dans le cas ou la surface du fluide est infiniment étendue, on a

/R + IR
(172) T,=ar /-———t-—,

ngs

('73) rn = 2?\/;—5‘;'
Cette valeur (1-3)de T, est celle que fournit la méthode de Poisson
et de Duhamel.

II. Rouvwis k. — Nous pouvons satisfaire aux équations (152) en
prenant constamment

f(t)y=o, F()=o, h(t) =o, m(t)=o. n(t)—=o,

pourvu qu'en méme lemps la fonction Y(x, y, 3, ¢) soit douée de ces
deux propriétés :

1° Elle change de signe, sans changer de valeur absolue, lorsque
I'on change =z en — «;

2 Elle ne change pas lorsque 'on change y en — y.

Or, elle peut étre choisie ainsi; elle est assujettic, cu effet, aux
conditions (154), (155) et (157); en outre. en tout point de la surface
mouillée s,, du flotteur, on doit avoir

/ A P :
(134) N [¥acos(No 21— 35c0s( N vV L(8) =0,
]

Les équations (152) sont toutes identiquement vérifiées, sauf la
quatriéme qui se réduit &
(175) [p&fe+ M g(Z—T)) L)+ (1)
2
-+ f [ %‘i—' [ 70 cos(Ny, 3) — 3z, cos(N,, ¥)] dsgs = 0.

(%
Sq3

Ce probléme particulier donne encore lieu a des raisonnements et a
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des calculs semblables & ceux qui ont été développés dans le? cas
général.
En ce probléme particulier, les égalités (138) et (153) donnent

(176) 9= [pgjo+ M g(Z— L)LY,
(177) 3 =1L,

En un déplacement du fluide associé au déplacement du flotteur,
la surface libre du liquide demeure immobile, en sorte que I'on a

(178) &—o.

Au déplacement ¢ L. du solide, nous pouvons associer un déplace-
ment du liquide qui dépende d’un potentiel ¢¥ des élongations.

Posons
Y —=dl

La fonction ® devra vérifier 'équation de Laplace
(179) AP—=o

en tout point du volume qu’occupe le fluide en équilibre; en tout point
de la paroi immobile ou de la surface libre, on aura

P

(180) n =o0;

enfin, en tout point de la surface mouillée s, du flotteur, on aura
(181) gl_:: + Yo c08(Ny, 3) — 30 cos(N,, ) =o.
. o - -

La quantité.
(182) J.'L-:P\[[((;—"‘:/,+(%)z+(\%¥)’]dm,

a les mémes dimensions qu'un moment d’inertie; elle est essentielle-
ment positive, 2 moins que la surface mounillée du navire ne soit de
révolution autour de I'axe longitudinal; dans ce dernier cas, elle est
nulle. Nous donnerons & cette quantité le nom de moment fictif
d’inertie par rapport a Uaxe longitudinal.

Journ. de Math. (6° série), tome VIi. -- Fasc. I. yrr1. It
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Nous aurons, dans le cas qui nous occupe en ce moment,

(183) , 8=1J,L,

(184) C=2rp

En appliquant alors & ce cas particulier les propositions démontrées
dans le cas général, nous obtenons les théorémes suivants :

St la surface mouillée du navire est de révolution autour de
Uaxede plus petite inertiede Uaire de la flottaison, la période T, que
présente un roulis pendulaire pur est unique et a pour valeur

(185) T’_an\/;g’z-i-:)lkg(z—Z')'

Si la surface mouillée du navire n’est pas de récolution autour
de Tace longitudinal, le roulis pendulaire pur peut présenter une
infinité de périodes dont la plus longue, T, est assurément supe-
rieure @ la quantité

Je+-J,
(186) T°—2n\/pgj,+i)llg('l.—l’)’
el, a fortiori, a la quantité
' J.z
(187) T,_zn\/ pglz+ Rk g(Z—27)

T, est la période du mouvement pendulaire qui intégre la premiéfe
équation fictive

(188) [p&at I g(Z —Z)I(t) + (I +I,) F(t)=o.

T, est la période du mouvement pendulaire qui intégre la seconde
équation fictive

(189) (pgyz+ M g(Z—ZY]I(t) + 3. U'(t) =o0.
Cette derniére est I'équation qu’ont étudiée Poisson et Duhamel.
A quel point la connaissance de la quantité T, renseigne incom-

plétement au sujet de la plus longue période T, du roulis pur, nous
allons le reconnaitre par les considérations suivantes :
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Imaginons, tout d’abord, que la surface mouillée du navire soit de
révolution autour de 1'axe longitudinal; la période véritable du roulis
pur, donnée alors par I’égalité (185), est égale & la quantité T donnée
par 'égalité (185).

A ce navire, ajoutons des quilles dont I’épaisseur et, partant, le
volume et la masse soient négligeables; I'adjonction de ces quilles
ne modifie en rien la valeur de la quantité T, donnée par I’éga-
lité (187).

En revanche, le moment fictif d'inertie J,, nul avant I'addition
de ces quilles, est rendu positif par cette addition; T, a maintenant
une valeur supérieure a T;; a fortiori en est-il de méme de T,, qui
est désormais supérieur a T,. L’addition des quilles a donc sirement
fait croitre la période la plus longue du roulis pur du navire; I’emploi
de la méthode de Poisson et de la formule (187) ne permet pas de
prévoir cette influence exercée par des quilles sur le roulis; la for-
mule (186) fait prévoir 'existence et le sens de cette influence, mais
elle ne permet pas d’en évaluer la grandeur.

III. Taneage pur. — On pourra vérifier les équations (152) en
faisant constamment

fl&)=o, g(t)=o, h(t)y=o, I(t)=o, n(t)=o,

et en prenant pour Y(x,y,s,?) une fonction paire de = et impaire
de y. Onauraalors un tangage pur ui se traitera exactement comme
le roulis pur. La période la plus longue T, que puisse présenter un
tangage pendulaire pur, en un flotteur dont la surface mouillée
n’est pas de révolution autour de l’axe (ransversal, est assurément
plus grande que la valeur

(199) o= ”'\/p '/y+or« SI=T)

atiritbuée a cette période par la théorie de Poisson et de Duhamel.

En résumé, les objections de principe que Clebsch a élevées contre
la théorie des oscillations des corps flottants développée par Poisson et
par Dubamel sont pleinement justifiées; les suppositions admises par
cette théorie sont gravement erronées. Cependant, les conséquences




84 P. DUHEM. — LES PETITES OSCILLATIONS D'UN CORPS FLOTTANT.

auxquelles elle conduit ne sont pas toutes & rejeter. Les conditions de
stabilité qu’elle a formulées sont exactes. Appliquée & un navire
doublement symétrique qui flotte sur une mer illimitée, & chacune des
trois sortes d’oscillations pendulaires simples, vibration verticale pure,
roulis pur, tangage pur, elle atiribue des périodes déterminées; ces
périodes ne sont pas égales aux plus longues périodes des oscillations
véritables; mais on peut toujours affirmer que celles-ci sont respective-
ment supérieures a celles-la.



