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JOURNAL 
DE 

MATHÉMATIQUES 
PURES ET APPLIQUÉES. 

Sur les petites oscillations d'un corps flottant; 

PAR M. PIERRE DUHEHI. 

INTRODUCTION. 

Comme la plupart des problèmes de stabilité de l'équilibre, le pro-
blème de la stabilité de l'équilibre des corps flottants a été abordé par 
deux voies bien distinctes. 

La première de ces deux voies, ouverte par Lagrange et rendue 
absolument sûre par une belle démonstration de Lejeune-Dirichlet, 
conduit à des conditions qui suffisent certainement à la stabilité de 
l'équilibre ; elle consiste à indiquer en quelles circonstances le poten-
tiel total du système est minimum. Dans le cas où le flotteur, soumis 
exclusivement à la pesanteur, est immergé en un liquide pesant, homo-
gène et incompressible, cette méthode a donné lieu, de la part de 
Bravais, puis de M. Guyou, à de très élégantes démonstrations géomé-
triques. Dans le cas où les actions extérieures sont quelconques et où 
le fluide est compressible suivant une loi quelconque, cette méthode 
peut encore être suivie analytiquement jusqu'à la solution complète du 
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2 P. DUHEM. 

problème ('); elle ramène, en effet, cette solution au problème pure-
ment algébrique que voici : Exprimer quune certaine forme quadra-
tique de six variables est une forme définie positive; ou bien encore à 
celui-ci : Exprimer qui!une certaine équation du sixième degré a 
toutes ses racines réelles et positives. 

Le second procédé propre à l'étude de la stabilité d'un flotteur est le 
procédé dit des petits mouvements. Il consiste à supposer que le flot-
teur et le fluide sont animés d'un petit mouvement pendulaire et à 
exprimer que la période de ce mouvement est nécessairement une 
quantité réelle. 

La légitimité de l'emploi de ce procédé prèle à des objections géné-
rales que nous ne voulons pas examiner ici, afin de nous borner à ce 
qui concerne spécialement le problème des oscillations pendulaires 
d'un flotteur. 

Dans le cas où le fluide est homogène et où la pesanteur agit seule, 
les équations qui régissent ces oscillations ont été formées et étudiées 
par Poisson et par Duhamel; mais, dans la formation de ces équations, 
ces deux auteurs ont admis une supposition tout à fait inexacte ; pour 
calculer la pression qui s'exerce en chaque point delà surface du solide 
que baigne le liquide, ils ont suivi les règles posées par l'Hydrosta-
tique; ils n'ont tenu aucun compte des forces d'inertie appliquées 
aux divers éléments du fluide en vertu du mouvement de ce dernier ; 
de ce chef, donc, leur analyse est incorrecte. Chose bien digne de 
remarque : Celte manière de traiter le problème de la stabilité d'un 
flotteur, bien qu'elle ne soit pas justifiée en principe et qu'elle com-
porte une erreur incontestable au cours de son développement, fournit 
les mêmes conditions de stabilité que la méthode justifiée par Lejeune-
Dirichlet et correctement appliquée par Bravais et par M. Guyou ; 
elle aboutit à la classique règle du métacentre. 

(1 ) P. DrIIES, De l'influence qu'un chargement liquide exerce sur la 
stabilité d'un navire (liulletin de VAssociation technique maritime, n® 7, 
session de 1896); Condition nécessaire et suffisante pour la stabilité de 
l'équilibre des corps flottants (Procès-verbaux de la Société des Sciences 
physiques et naturelles de Bordeaux, 7 jaimVr 1897); Sur la stabilité de 
l'équilibre d'un corps flottant à la sur/ace d'un liquide compressible ( Journal 
de Mathématiques pures et appliquées, 5e série, t. Ill, 1897, p. 389). 
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Clebsch a repris (·) la théorie des petites oscillations pendulaires 

qu'un solide pesant peut effectuer lorsqu'il flotte à la surface d'un 
liquide incompressible et pesant. Il a soigneusement signalé et évité 
l'erreur qu'avaient commise Poisson et Duhamel. 11 a obtenu de la 
sorte des équations correctes, mais bien autrement compliquées que 
celles dont ses prédécesseurs avaient fait usage. En exprimant que les 
périodes de toutes les oscillations pendulaires sont réelles, il a été con-
duit à une condition qui ne concorde nullement avec celle que l'on 
déduit de la méthode de Lagrange et de Lejeune-Dirichlet ; celle-ci 
revient, en effet, au problème d'Algèbre par lequel on exprime qu'une 
certaine forme quadratique est définie positive; celle-là exige la solu-
tion d'une question toute différente; il s'agit de trouver les conditions 
nécessaires et suffisantes pour qu'une certaine équation transcendante 
ait toutes ses racines réelfes et positives. 

Sans discuter plus profondément la nature et les causes de ce désac-
cord, Clebsch n'avait pas hésité à en conclure que la classique règle 
du métacentre était inexacte. Cette conclusion, vraisemblable si la règle 
du métacentre n'avait d'autre justification que la théorie de Poisson et 
de Duhamel, ne saurait être admise du moment que cette règle est 
tirée, par des raisonnements irréprochables, de la proposition énoncée 
par Lagrange et démontrée par Lejeune-Dirichlet. Il nous faut donc, 
de ce désaccord entre les résultats des deux méthodes qui ont servi a 
étudier la stabilité d'un corps, flottant, donner une autre raison ; et, 
dans ce but, il nous faut, tout d'abord, examiner ce désaccord plus 
complètement que Clebsch n'a cru le devoir faire ; c'est ce travail que 
nous nous proposons d'accomplir ici. 

D'ailleurs, nous commencerons par prendre la question d'une 
manière beaucoup plus générale que Clebsch ne l'a fait. Au lieu de 
supposer le fluide incompressible, nous le regarderons comme com-
pressible suivant une loi quelconque, mais de température uniforme et 
constante. Au lieu de supposer que la pesanteur est la seule force agis-
sante, nous admettrons que le fluide et le flotteur sont l'un et l'autre 
soumis à des actions extérieures newtoniennes et dépendant d'un 

(1 ) CLEBSCH, Ueber das Gleichgewichl schwimmender Kôrper (Crelie*s 
Journal fiir reine und angewandte Afalhematik, Bd. LV1I, i860, p. 149). 
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potentiel. Le système dont nous étudierons les petits mouvements aura 
ainsi la même généralité que celui dont nous avons appris à former les 
conditions de stabilité par la méthode de Lagrange et de Lejeune-
Dirichlet ; nous pourrons, par conséquent, comparer entre eux les 
résultats auxquels nous conduisent ces deux méthodes. 

De cette étude générale, il nous sera facile de repasser à celle que 
Glehsch a poursuivie. 

I. — Étude cinématique des petits mouvements 
d'un solide flottant sur un fluide. 

Nous garderons ici les notations que nous avons adoptées, en général, 
en nos divers Mémoires sur la stabilité des corps flottants. Nous dési-
gnerons donc par l'indice 3 le solide, par l'indice 2 le liquide compres-
sible unique sur lequel il flotte, réservant l'indice 1 à l'espace vide qui 
surmonte ce fluide. S23 sera, à l'instant /, la surface de contact du 
solide et du fluide. 

Nous supposerons que, pour faire passer le solide de sa position 
d'équilibre à la position qu'il occupe au temps l, il faille lui imposer : 

i° Trois translations infiniment petites,/(i), g(l), /«(/), respecti-
vement parallèles aux trois axes de coordonnées Qx, οy, Ο s; 

20 Trois rotations infiniment petites, /(/), m(/), //(/), effectuées 
respectivement autour de ces trois axes. 

Un point de ce solide qui, dans l'état d'équilibre, avait pour coor-
données a?

e
, y

01
 s

0
, a, à l'instant /, des coordonnées a?,y, -, et l'onpeul 

écrire 
; x~xQ—f(t) -f- z0 /n(0 — > n{t). 

(0 ■y — .ro = #(0-+-*o «(0 — *· /(0, 
( s — z

0
 = h(t) -4- γ%

 i(t)—<x
9
m(t). 

Le fluide et le solide doivent demeurer contigus le long de la sur-
face s

2J
; on voit sans peine que, si Ton néglige les infiniment petits 

d'ordre supérieur au premier, on peut exprimer cette condition de ls 
manière suivante : 

En tout point (oc0, y0, -0) de la surface s
2t le long de laquelle le 

solide et le fluide confinent dans l'étal d'équilibre, on a, quel que 
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soit t, 

(2) [/(0 + /»«(') — a(*o-r<M-·!> OjcosiNo, x) 

-+-[^(0 +Λ?«Λ(Ι)— z
0
l(t) — b{x

0
.y

0
.z

0
. /)] οοβ(Ν

0
,^) 

-t- [Λ(0 -+-/,/(<) — x0m{t) — c(x0.y„. z0. <)]cos(N0, «) = o. 

En cette égalité, 

n('V0. y„. s0. t), fc(.'Wo« z0. t), ο(χυ. y9. c,i. t) 

sont, à l'instant t, les composantes de l'élongalion du point du fluide 
dont les coordonnées, en l'état d'équilibre, étaient x0, y0, z0

 ; 
Ne

 est la direction de la normale menée au point (ου\, r„, -
0
), et 

vers l'intérieur du fluide, à la surface s.
x%

. 

Le point du solide qui, dans l'état d'équilibre, occuperait la position 
(χ·

0
, y„, s0) sur la surface S

a3
, occupe, à l'instant /, la position (oc,y, z) 

sur la surface s23 ; si Ν est la normale en (x, y, z), et vers l'intérieur 
du fluide, à la surface s2J, on a visiblement 

(3) 
cos(N, χ) — cos(N#, χ) = cos(N0, z)m(t) — cos(N0,/) n(t). 
cos(N./) — cos(N0<<y) = cos(N

0
, x) n(t) — i-os(N0, s) l(t). 

cos(N,s) — cos(N0, c) =: cos(N
0<I

Y) t(t) — cos(N0. x)m(t). 

Dans ce qui va suivre, nous admettrons l'existence, au sein du fluide, 
d'une fonction potentielle des élongations (') ψ (x, y, z, t), en sorte 
que nous aurons, en tout point et à tout instant, 

(4) 

a( x, y, z, t) = -dY(x, y, z, t)/ dx 

b(x, y, z, t)= -dy(x, y, z, t)/dy 

b(x, y, z, t)= -dy(x, y, z, t)/dz 

Ces égalités montrent que, dans tout le fluide, ψ(.*', y, ζ, t) diffère infi-
niment peu d'une simple fonction de t. 

(') P. DUHBM, Sur la stabilité et les petits mouvements des corps fluides, 
égalité ( 11 ), p. 259 ( Journal de Mathématiques pures et appliquées, 5· série, 
t. IX, igoS). 
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La condition (2) pourra alors s'écrire 

(5) [/(/) -+-5«jw(0 — ̂ «n(0]cos(N0. x) 

+ [^(0 +Λ
0
Λ(/)~5

0
/(ί)] cos(N

0
.y) 

■+■ [Λ(0 + r
0
i(0 — x

0
™(0]cos(N

0
. z) 4- "0' ^ = o. 

Les formules (1) fournissent l'expression de la force vive du 
solide. 

Posons 

(6) 

ί)ΪΙ· = Çdm
3} 

Mj· = j x» dm
3

, M1 — j r
0
 d/n

z
. M - — j z

0
dtn

 3
. 

Jx-= / (yl -i"5i )dtn
3

. J ν ~ j i z*- -hx$)dm
3
. J.— Γ(.r* 4- rJV/zw,. 

Py5
~ f

 Z" clnXi' ,>3·Γ~ ^ "°'r"dm
3

. 1*,.»· = I x«y*dm
3

. 

lin ces égalités, cfm, est une masse élémentaire du corps solide ; 
(.r

0
,y

0
, s

0
) est, dans l'état d'équilibre, la position occupée par un point 

de cette masse; les intégrales s'étendent toutes au solide entier tel 
qu'il est disposé dans l'état d'équilibre. 

Si l'on néglige les infiniment petits d'ordre supérieur au second, la 
force vive du solide peut s'écrire 

(7) c = r / 2 [(df/dt)² + (dg/dt)² + (dh/dt)²] 

df f
 %t

 dm. .. dn\ dg [.. dn .. dl\ dh (.. dl .. dm\ 
dt \ z dt 3 dt J dt\ * dt " dl} dt \ 3 dt x dt f 

+ 7UJ+-ÎW+TU) 
-ρ dm dn p dn dl p dl dm 

dt dt dt dt dt dt 

Remarquons de suite, comme conséquence de cette formule, que la 
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forme quadratique en F, G, H, L, M, Ν 

(8) 5 = OIL ( F1 G1 4- H») 

4- AF(M.M - MyN) 4- QG(M
x

N — M-L) 4- AH(M,-L— M
X

M ) 

4- J*L»4- J
R

MS4- J
S

NS~ 2P,.MN - 2P^NL - AP^LM 

est une forme définie positive. 
De l'expression (7) de la force vive on tire sans peine l'expres-

sion des actions d'inertie auxquelles le solide est soumis à l'instant t ; 
si l'on en effectue la réduction à l'origine Ο des coordonnées, ces 
actions se réduisent à une force dont les composantes sont ξ (/), η (/), 
ζ(/), et à un couple dont les moments par rapport à Ο χ, Oy, O: 
sontX(i), !*(ί), v(/). En n'écrivant que les infiniment petits du pre-
mier ordre, on a 

(9) 

E(t) = r d²f(t) - M d²m(t) + Myigi. 

λ(0=-Μ,ν^//)+ Mz d²g(t)/ dt² 

I dU{t)
 D

 tPm(i) ,
 n

 d''n(t) 
* dt* *v dt1 *s dt* ' 

..................................................... 

II. - Étude dynamique des petits mouvements du corps solide. 

Soit D (x,y, 2) la fonction potentielle des forces extérieures aux-
quelles le corps solide est soumis ; lorsque r, y, ζ sont les coordonnées 
d'un point de la masse élémentaire dm

3
, cette masse est supposée sou-

mise à une force dont les trois composantes sont 

dU ( .r. y. ζ ) . 
- / dy dm3 

dlî(.r. y. 3) 
- dy dm3 

- dU (x, y, z)/ dz dm3 

Les forces de ce genre qui sollicitent le solide à l'instant t se rédui-



8 P. DUHEM. 

sent à une force, de composantes \(/), Y (/), Ζ (/), appliquée au 
point qui coïncide avec l'origine des coordonnées, et à un couple dont 
les moments par rapport à Ο a?, Ο γ et Os sont respectivement Ρ (/), 
Q(0. R(')· 

Soient X
n

, Y
0

, Z
0
, P0,Q„, R0

 ce que sont ces mêmes quantités pour 
le corps en équilibre. En négligeant les infiniment petits d'ordre supé-
rieur au premier, nous trouvons sans peine six égalités dont la 
première est 

(,«) X u, = X.-/(,)j g! dm, - swjd²U / dxodyo dm3 - h(t) / d²U / dxodzo dm2 

-l(t) / yo d²U / dxo dzo - zo d²U / dxo dyo) dm3 

-m("/(*'Sr -*>£3à
dm

> 

- n(t) / (xo d²U / dxodyo - yo)S Κ 
En cette égalité, toutes les intégrations s'étendent à la masse entière 
du solide prise en la situation que ce solide occupe alors que l'équilibre 
est établi. 

Pour écrire les équations du mouvement du solide, on peut, à chaque 
instant, faire abstraction de l'existence du fluide, à la condition d'ad-
joindre aux actions extérieures précédentes les pressions qu'à ce même 
instant le fluide exerce sur la surface mouillée du solide. 

A chaque instant /, ces pressions peuvent se réduire à une force de 
composantes X' (l), Y' (l), Z'(/), appliquée au point O, et à un couple 
dont les moments par rapport à 0.r, 0/, Os sont respectivement 
P'(|), Q'(0, R'(0· 

Formons, par exemple, X'(l). 
Si Πs, l) désigne la pression au point s) du fluide et à 

l'instant/, nous aurons 

('») X'(/ ) — — ί II(.r. y. z. t) cos(;\../') rfS,.,. 

l'intégration s'étendant à la surface mouillée du solide dans la position 
qu'elle occupe à l'instant t. 
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La valeur de Π (χ,y, z> l) est donnée par la formule suivante : 

II = p²dy(p, T) / dp 

ou ζ (ρ, Τ)dm2
 est le potentiel interne de la masse dm

a
 du fluide de 

densité ρ et de température T. 
D'ailleurs, si l'on désigne par V (a?, y

f
 s) la fonction potentielle des 

actions extérieures auxquelles le fluide est soumis, on a ('), en tout 
point du fluide en mouvement et à tout instant, l'égalité 

V + g(p) + dC / dp - d²y / dt² = 0 

Posons 

(12) <p(p.T)r=pC(p.T). 

et nous pourrons écrire, en négligeant de noter la température Τ qui 
est constante en tout point du fluide et à tout instant, 

(|3) II(.r. v.3.0--— <p| p(.'·.y. 5· 0] — p(a\
1

>-,3.£)|"v(.i\
<

>\3)— ^d²Y(x, y, z, t) / dt² 

Désignons par p
0 (x,y, z) la valeur de la densité du fluide au point 

x, y z)z) lorsque l'équilibre est établi ; la différence 

p(x.y. 5 /) — p
0
(x,y,s) 

est, en général et au plus, un infiniment petit du premier ordre. Si 
donc nous conservons seulement les termes finis et les termes infini-
ment petits du premier ordre, nous pourrons remplacer l'égalité (il) 
par celle-ci : 

(ι4) π (Λ'..y. s. 0 = — φ [po (j?. y. -s)] — [p (*. y.z.t) — p
0
 (or, y z)]t*PoV*z'· J < * > 

- [V (x, y , z) - d²y(x, y, z, t)/dt²]Po(x, y, z) 

— Viar.y, z) [o(.r, r, -, /) — p0{x,y, s)j-

Cette égalité, à son tour et au même degré d'exactitude, peut évidem-

(') Sur la stabilité et les petits mouvements des corps fiuides, Chap. II, 
égalité (33), p. 278 ( Journal de Mathématiques pures et appliquées, 5e série, 
t. IX, 1903). 

Journ. de Math. (5· série), tome VII. — Fasc. I, 1911. 2 
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menl s'écrire 

(ι5) Π(λ?,y. ζ, /) = — ©[p0(dre, y9. 30
)] — V(;r

0
,y

0
. s

0
) p9(x0.r9, 5o) 

"|·^ίϊΓ^Γ ( ·'■yo, zo) } 

x |"ρ(*ι7»5·0—Ρο(·»·,Χ·«) +dpn (xo, yo, zo)/dxo (x - xo) 

H- άΡ^»·*·:>> (y _
/ol + (; _ .-,,1 

— Poi·27®· ?ο> 5o) I ('r ^o) 

+ —^—(·'-·ν·) 

+ 35; ( .)J 

H- Ooi.r
0

. r
e

. 5o)—1 ^ 

Mais, en tout point du fluide en équilibre, on a 

(i6ï dv[p0i.r. γ. s)] n= 0 
</&(*·.y. s) 

G étant une constante. 
En outre, si l'on désigne par ΠΛ (a?,y, 3) la valeur de la pression au 

point (r,y, z) du fluide en équilibre, on a 

07) 9[p#(j?.y, 3)] -+- [V(.r. v. z) -+- C]p
e
(.r.y. s) -+· II

0
(.r.y. 5) = ο. 

G étant la.même constante qu'en l'égalité précédente. 
La comparaison des égalités (i4) et (17) nous montre que, dans tout 

le fluide et à tout instant, la quantité 

—w—
 +u 

0) P. DUHEM, Sur la stabilité de l'équilibre des corps flottants, Chap. I, 

égalité (38) ( Journal de Mathématiques pures et appliquées, 5* série, t. I. 
1895, p. 127). 

(*) Ibid., égalité (39). p. 127. 
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qui se réduirait à zéro si le fluide était en équilibre, est, en général et 
au plus, un infiniment petit du premier ordre. 

Les égalités (i5),(i6) et (17) donnent, en négligeant les infiniment 
petits d'ordre supérieur au premier, 

(.8) n(g.y,«,/)=n.(W.,*.) + fr(*...r..s.)|
 +

cj 

- V
0

. 3«) [ — ■
Γ

') 

+ dV(xo, yo, zo)/ dyo (y - yo) 

+ ΈΙ ( o)J· 
En vertu de cette égalité (18), l'égalité (11) devient, en négligeant 

les quantités infiniment petites du second ordre, 

(19) X'(i)——J n
0
(JV Vo· 3

0
)cos(IV

e
. a·) <fs

iZ 

—JΠοίΧο-^ο- -ο) [cos(Ν. χ) — cos(N
0

. χ)] ds
u 

+J P.(*ο· -y
Q

) 

-h — -0) cos(N0.J")rf5i3 

—J Οθ(^θ· y Or Zo) ̂  "" ^ H- cj COS(l\
0

, X)ds
i3

. 

En cette égalité, V
0
 a été mis pour Vz0) ; les intégrales s'éten-

dent toutes à la surface du solide que le liquide baigne dans l'état 
d'équilibre. 

En cet état, les pressions que le fluide exerce sur le solide se rédui-
sent à une force, de composantes X

u
, Y

0
, Z'

0
, dont le point d'application 

est en O, et à un couple dont les moments par rapport à Oa?, O/, 
sont respectivement P^, Q^, R„. On a 

(20) Χφ — j*Ho(<2.*o, Zq) cos(N
0

, .y)dss. 
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On a également 

v; = -J HoOivjo· s
e
)cos(.\

e
,y)ds

n
. 

ζ; ~ —j Π
0

(Λ·ο·.»'ο· 3
0
)COS(ft

0
, z)tfs

i:i
. 

en sorte qu'en vertu de la première égalité (3), 

JII
0
 ( x

0
. y ο. s

0
 ) [ cos ( Ν, χ ) — cos ( Ν

β
. χ )] <7.ç„ = Υ'

0
 η ( / ) — Ζ'

9
 m ( t). 

D'ailleurs, en l'état d'équilibre, on a 

yo + yo'— α· Z
(l
4-Z„.-~o. 

On a aussi 

Vi=_ ràia*
v

= - / duU (xo yo zo)dm3 / dzo 

ce qui permet d'écrire 

(ai) j"ÏI
0
(J^

0
. v

0
. z

0
) [cos(N, χ) — cos(N

0
..r)]r/s

s
, 

= e(/)
 fàV(jr,.y„s,)

d — „,(t)m(t) / (xo, yo, zo) / dzo dm3 

Si l'on observe enfin que, dans l'état d'équilibre, 

Χ
Β
 -H XQ — O. 

les équations (10), (19), (20) et (21) donneront 

(aa) X(/) + X'(/) = -A11/(0-A„er(0 -A„A(/) 
— A

U
/(0 — A,

E
/W(0 —A ,

6
/I(/) 

— f ρ.Yo> ■=«)
 0 + c] cos(N

0

.œ)ds
t3

. 

Les coefficients A,y ont, en cette égalité et dans les égalités analogues, 
les expressions que nous avions données en notre Mémoire Sur la 
stabilité de l'équilibre des corps flottants (') ; il faut avoir soin, tou-

(') Journal de Mathématiques pures et appliquées, 5e série, t. 1, 1895, 
pp. 155-i 59. 
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tefois, de supposer nulle, en ces expressions, la densité du fluide i. 
Selon le principe de d'Alembert, pour mettre en équations le pro-

blème du mouvement du solide, il suffit d'écrire que les conditions 
d'équilibre de ce solide seraient vérifiées si ce corps était soumis : 

i° Aux forces extérieures qui le sollicitent réellement ; 
2° Aux actions de liaisons représentées par les pressions du fluide ; 
3° Aux forces d'inertie. 
Nous obtenons ainsi six équations dont la première est 

X(i) + X'(0 + ζ(0 — ο 

ou bien, en vertu des égalités (9) et (22), 

( ) A,, f( / ) A1, Λ,3 // ( f ) h- Λ ι i /( / ) 4- Λ | j m ( t ) 4- A,η ( / ) 

+ :>R ■ + M■ ' ' XI,d²n(t) / dt² 

H- -0} j *
 1 ' ^ J cos(N

0

. d?) o. 

Le terme 

j Po(*V Jo- -0)
 d

 + cos(

 x
0
x) ds23 

et les ternies correspondants qui figurent dans les cinq équations ana-
logues à l'cquation (23) compliquent étrangement le problème. 

Poisson, Duhamel et tous les anciens auteurs faisaient abstraction 
de ces termes ; ils obtenaient ainsi des équations particulièrement 
faciles à intégrer, car ces équations, où rien ne dépendait plus du mou-
vement du fluide, étaient simplement linéaires et à coefficients con-
stants. Cette méthode était entièrement illégitime, puisque les termes 
négligés étaient du même ordre que les termes conservés. Clebsch a 
très justement condamné cette théorie simplifiée. 

Les termes négligés par Poisson et Duhamel dépendent des petits 
mouvements qui animent le fluide. Mais on ne peut songer à déter-
miner d'abord ces petits mouvements sans se préoccuper du mouve-
ment du solide, puis, une fois les petits mouvements du liquide connus, 
à calculer le dernier terme de chacune des équations du mouvement 
du solide. Les petits mouvements du liquide ne peuvent être détermi-
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nés indépendamment des mouvements du solide, car la condition (5) 
doit être vérifiée, à chaque instant, en chaque point de la surface s

2Z
. 

La détermination des petits mouvements du liquide et la détermi-
nation des petits mouvements du solide ne constituent donc pas deux 
problèmes distincts qui puissent être traités indépendamment Tun de 
l'autre ou résolus l'un après l'autre; elles sont liées l'une à l'autre 
d'une manière indissoluble et sont l'objet d'un problème unique. 

III. — Étude des petits mouvements du fluide. 

Rappelons brièvement comment les petits mouvements du fluide 
sont déterminés. 

En tout point (x, y, z) de la région de l'espace que le fluide remplit 
en l'état d'équilibre, on a, à tout instant ('), 

(24) d²y[po(x, y, z)/ 2] [ d/dx (pody/dx) + d/dy] 

En tout point de la surface libre σ qui termine le fluide au moment 
de l'équilibre, on a 

Hdïï+Cj- -3^=°· 
η étant la normale à la surface, dirigée vers l'intérieur du fluide. 

En tout point de la surface invariable du vase qui contient le sys-
tème, on a 

(26) <)']> (.2·. y. _ 
dn = 0 

η étant la normale à cette surface. 
Enfin, en tout point de la surface mouillée du solide en sa position 

d'équilibre, on a l'égalité (5). 
La fonction ζ·, /) H- Ci2] a, par rapport ài',y, z, les mêmes 

OP. DUBEM. Sur la stabilité et les petits mouvements des corps fluides, 
Chap. III ( Journal de Mathématiques pures et appliquées, 5e série, t. IX, 
1903, p. 282). La constante C qui figure en cet écrit est égale et <le signe 
contraire à celle qui figure ici. 



SUR LES PETITES OSCILLATIONS D'UN CORPS FLOTTANT. l5 

dérivées que la fonction ψ (χ, y, S, /); elle peut donc, comme celle-ci, 
jouer le rôle de fonction potentielle des elongations; adoptons désor-
mais cette nouvelle fonction potentielle des élongations et continuons 
de la désigner par -, /). Les équations (24) et (20) deviendront 

(24 bis) d²y [po(x, y, z)]/dp² =0 

(25 bis)•'■S' ~ ^,7 Tn'-" 

tandis que les conditions (26) et (5) demeureront sans aucun change-
ment. 

Lorsque nous adopterons cette nouvelle détermination de la fonc-
tion ψ, nous ne devrons pas oublier effacer la constante C aux pre-
miers membres de l'équation (a3) et des cinq autres équations du 
mouvement du corps solide. 

Dés maintenant, examinons quelques questions. 
En premier lieu, le fluide peut-il prendre un mouvement tel que le 

solide demeure immobile? 
Si le solide doit demeurer immobile, la surface v

2;
Je long delaquelle 

le fluide le baigne forme une partie de la paroi du vase; la condition (26) 

doit être vérifiée en tout point de cette surface comme elle l'est 
en tout point de la paroi du vase. Les conditions (2$ bis), (20 bis) 
et (2Î>) déterminent alors la fonction ψ et, parlant, le mouvement du 
fluide. 

La pression Π (ca,)\* t) en tout point de la surface immobileS23 
sera, dés lors, donnée par l'égalité (18), où nous devrons effacer la 
constante C et faire 

D·' JC0 —— O. 1 J'O -— Ο · Ζ — Ζ Ο — Ο· 

Nous aurons donc 

II (xo,„v», z0
, t) — n

o
(.r

0
. y0, -ο) ■+■ ρ«(·^<»« JTo· -0) —! — * 

Les pressions -β* 0 doivent, à chaque instant, faire équilibre 
aux actions extérieures qui s'exercent réellement surle flotteur, comme 
les pressions 1I0(«»O»JOÎ

 2
O) ^eur faisaient équilibre. Pour cela, il faut 

et il suffit que la fonction ψ, déterminée par les conditions précédentes' 
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vérifie à chaque instant les six équations 

I po(^o» /0. ~o) ^ ~°' ̂ cos(N
0

, x)ds
i3
 = ο 

ypoUv .ro.^ ^ r

°di° '
)

t
yacos

(^°·
 — 5

»
co8

(
N

e-.y)]
<is

«»=o 

Il est clair qu'il n'en pourra être ainsi que dans des cas extrêmement 
particuliers ; en général, le fluide ne pourra prendre aucun mouve-
vement qui laisse le flotteur immobile. 

En étudiant la stabilité de l'équilibre d'un flotteur, nous avons été 
amené (') à imposer au système du solide et du fluide, à partir de 
l'état d'équilibre, un déplacement virtuel composé de la manière sui-
vante : Le déplacement du flotteur est un déplacement quelconque; le 
déplacement du fluide est ce que nous avons appelé un déplacement 
associé au déplacement du flotteur. 

Considérons, à l'instant /, le déplacement que le fluide et le corps 
flottant ont éprouvé à partir de leur position d'équilibre, et deman-
dons-nous si le déplacement du fluide peut être regardé comme associé 
au déplacement du flotteur. 

Pour qu'il en soit ainsi, il faut el il suflit que l'on ait : 
i° En tout point de l'espace occupé par le fluide, 

(27) p(.r.y. ζ, () ζ) = ^ ; 

épi 

20 En tout point de la surface libre σ qui terminait le fluide en équi-
libre, 

(28) a ( xo, yo.-ο· *)cos(/4. ■*·) ·+· -0· t)cos(n. v) 
+ c(.r..

r
.. /)«.(„, ,) =

 <V(Jt
'
rtt8t)

· 

dn 

En ces conditions, 0 est une certaine forme linéaire et homogène des 

(1 ) P. DUHBX, Sur la stabilité de l'équilibre d'un corps flottant à la surface 
d'un fluide compressible, égalités (6) el (7) (Journal de Mathématiques 
pures et appliquées, 5e série, t. III, 1897, p. 394). 
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six quantités /(/), g(l), h{i), /(/), m(t), η (i); les coefficients de 
cette forme sont indépendants des variables χ, ν, ζ. 

Une formule bien connue nous donne la dilatation infiniment petite 
de la particule fluide dont un point, situé en (xa, y

a
, s0

) au moment 
de l'équilibre, est venu en (x, y, z) à l'instant t. Cette formule est 

p(x, y3. Ο —Ρθ(*·»νβ, So) 

— M·** *.-)[ 35 + jjj- + J· 

D'autre part, on a 

Ροί1^· J1'· ") Po(-^o· ^0· So ) ~dx ®(·^0»^'β! Sj) /) 

+ lbix,.Y,. s„o 
0 

+ dpo(xo, yo, zo)/dzo c (xo, vo, zo, t) 

Ces deux égalités, jointes aux égalités (4), donnent l'égalité 

,'(·*·.*· ·*< Ο " " po 11 '.) ' * ) — ~dîc~ Ι Ρ® 1 ^ "* ·· °· I 

+ 53T
o

| J 

+ 5^ l '"1" "'-·' —ur
0
— J 

qu'on peut écrire, en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur 
au premier, 

(29) o( r.y. 3. t) — pe(.r. r. :■) = ~ y. 5)dy(x, y, z, t) 

+ d / dy [ po (x, y, z) dy (x, y, z, t)/dy 

+ J. 

Les égalités (24 bis), (27) et (29) exigeraient que l'on eût, en tout 
point de l'espace occupé par la masse fluide, 

(30) d²y(x, y, z,t)/ dt² = b 

Journ. de iMith. (6· série), tome VII. — Fasc. I. iyn. 3 
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En vertu des égalités (4), la condition (28) peut s'écrire 

<ty(.r0,y0. t) dV(jp,. y0, 30) . Λ „ 
dn dn + b = 0 

D'autre part, les lois de l'Hydrostatique donnent 

C>ll0(.r0, y0.
 χ dV( a?0, ,Χυ· So )

 λ 

dn + pn(xo, yo, zo) dn =0 

Ces égalités, jointes à l'égalité (25 his), exigeraient que la condition 
(3o) fût vérifiée en tout point de la surface libre du fluide en équi-
libre. 

La condition (3o) représenterait donc la condition nécessaire et 
sujjisante pour qu'à Vinstant l, le déplacement du fluide fût un 
déplacement ASSOCIÉ à celui du flotteur. 

Si nous nous souvenons que θ ne dépend pas de χ, y, -, la condition 
(3o), jointe aux égalités (4), nous donne, en tout point de la masse 
fluide, 

ν dia(.r. γ. z. t) 0* b(x. y. z. t ) Osc(.r. v. z. f) 
(31) dt² dt² = 0 dt² = 

Ces égalités, jointes à la signification des quantités a, h, c, nous don-
nent la proposition suivante : 

Pour quà l'instant f le déplacement du fluide puisse être regardé 
comme ASSOCIÉ au déplacement du flotteur, il faut qu'à cet instant 
chacune des particules fluides ait une accélération nulle. 

Si, à tout instant /, le déplacement du lluide était associé au dépla· 
ment du solide, nous dirions que le mouvement du fluide est un mou-
vement associé nu mouvement du flotteur. Pour qu'il en fut ainsi, il 
faudrait que chaque particule fluide eût une accélération constamment 
nulle ou, en d'autres termes, qu'elle se mût d'un mouvement recti ligne 
et uniforme; mais un tel mouvement ne peut demeurer infiniment 
petit, à moins qu'il se réduise à l'immobilité ; d'où cette proposition : 

Pour que le mouvement du fluide puisse être regardé comme 
ASSOCIÉ au mouvement du flotteur, il faut et il suffit que le fluide 
demeure, constamment immobile. * 
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Si la surface mouillée du solide est de révolution autour d'un certain 

axe, et si le mouvement du flotteur se réduit à une rotation autour de 
cet axe, le fluide pourra demeurer constamment immobile ; hors ce 
cas, il n'est pas possible que le mouvement infiniment petit du fluide 
et le mouvement infiniment petit du flotteur soient ASSOCIÉS l'un à 
Vautre. 

IV. — Mise en équations du problème 
des petites oscillations pendulaires d'un flotteur. 

Pour que les mouvements du flotteur soient pendulaires, il faut et 
il suffit que l'on ait six égalités de la forme 

/ (/) = ê^F sin 27^ -h F' COS27:-

^ ( / ) :r: · ^G sin 2 7T +(J' COS 2 T. ̂  > 

h (/) = ε/tl βίηίπη- -h H' cosar^)» 
( 3 2 ) 

t (t ) — sin27:^ -+- Κ' cos27r^; j» 

m(t) = ε^Μ sin 2 π ψ -Η Μ' cos ι π γ ), 

η (t) = ε^Ν sin 2 π ψ -+- Ν' cosar^» 

OÙ 

(33) F. G. H. L. M. Ν 

et 

(33 bis) F'. G', H. L\ M', X' 

sont douze constantes, et ε une quantité infiniment petite indépen-
dante de t. 

Nous admettrons, en même temps, que le mouvement du fluide est 
un mouvement pendulaire de même période T, ce qui revient, comme 
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l'on sait, à attribuer au potentiel des élongations la forme 

(34) ψ(α\ y. s. t) =. ε£ψ(:τ. y, z) si η 27:^ ·+■ Ψ' (χ.y, ζ) cosQTr^ j> 

où ε représente la même quantité infiniment petite, indépendante de*·, 
y

y
 Zy ty que dans les équations (3a). 
Si dans les équations (5), (23), (24 bis), (a5 bis) et (26) qui régis-

sent le mouvement du système, nous substituons les valeurs (32) et 
(34 ) de /, g

r
 A, /, m, η, ψ, nous obtenons des équations au sujet des-

quelles on peut faire les deux remarques suivantes : 
i° Le premier membre de chacune d'elles est affecté du facteur ε 

qui peut être biffé ; 

20 Ce premier membre est linéaire et homogène en sin 2 π γ et 

cos pour qu'il soit nul quel que soit /, il faut et il suffit que les 

coefficients de sin 2it ^ et de cos 2π ^ soient séparément nuls, en sorte 

que chacune de nos équations se scinde en deux autres. 
Nous obtenons donc ainsi deux groupes de conditions. Le premier 

groupe, où figurent seulement la fonction Ψ(^·,^, s) et les six con-
stantes 

(33) F, G, H. L. M. N, 

est le suivant: 
i° En tout point (a?, y, z) de la région que le tluide occupe en l'état 

d'équilibre, on a l'égalité 

(35) d²M Ldar (p· dx ) + dy \Po ày ) + dz (Po <h )J + Τ1 ~ °' 

20 En tout point de la paroi immobile qui contient le fluide, on a 

(36) ί)Ψ 
dn ~°; 

3° En tout point de la surface libre σ qui borne le fluide en équilibre, 
on a 

(37) 
dVd^_4£ 
dn dn T* 1 
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4° En tout point de la surface s
23

 du flotteur que baigne le fluide 
lorsque l'équilibre est établi, on a 

(38) (F H- s0M — y0N) cos(N0. x) 4-(G4-.R<,N — ~
e
L) cos(N

0
.y) 

+ (H + y
0
L —ir

0
M)cos(N

e
.3)-l·-^-=o; 

5° On a, enfin, six équations dont la première est 

(39) A,,F 4- A.,,G -h A,
S
H 4- A

U
L 4- Au M 4· Aj

6
 IN 

— ~ 3FLF + M;M - M
V

N 4- J ρ,,^Γ cos (N„. .r) ds
i3

 J - o. 

La fonction Ψ' (x,y, z) et les six constantes 

(33 bis) F'. G\ H'. L'. M', N' 

sont soumises à des conditions toutes semblables. 

V. — Réduction du problème précédent 
à un problème de calcul des variations. 

Considérons, d'une part, l'expression 

(8) 9r =311 (F14-G*4-H1) 
4- aF(M,M - MyN) + aG(M

x
N — M

a
L) + aH(MrL - M

X
M) 

-h J*L* -h JyM» 4- JS
N* — 2Py=MN - 2 P

3X
NL — 2 P

X>
 LM 

et l'expression 

(4o) 
'44(£Η£Η£)'Κ 

où l'intégrale s'étend à tous les éléments dta
2
 du volume 2 que le fluide 

remplit en l'état d'équilibre. 
Considérons, d'autre part, l'expression 

(40 $ = Au F» + A,, G* 4- A„ 11» -h AUL* 4- A„ M* -t- A„ N» 
-+-2 AjjGH2 AjjHF -h aA,jFG 
+ 2A14FL· —h 2A15FM 2A,6FiN 
4- 2 A

1V
GL -t- 2 A,SGM 4- aAMGN 

4- 2A
sv

HL H- 2AJ5HN 4- 2 Aj6HN 
4-2AmMN2 A64NL 4-2 AuLM. 
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et l'expression 

(42) C = -/ po dv / dn (dY/dn)² dv 

+J
t
 dpi |_<Ja: y 0 dχ ) ây γ 0 dx ) + dz γ 0 dz JJ ro,< 

en laquelle la première intégrale s'étend à la surface libre σ qui ter-
mine le fluide en l'état d'équilibre, et la seconde intégrale au volume ι 
que le fluide occupe en ce même état. 

Comme nous l'avons remarqué, la quantité S est positive toutes les 
fois que l'on n'a pas à la fois les six égalités 

F — o. G — o. H=o. 
L — ο. M — ο. Ν - υ. 

La quantité τ est également positive, à moins que l'on ait, en tout 
point du fluide, 

dyάΨ όΨ 
d.r ' ôj ' dz= 0 

Nous pouvons évidemment considérer un déplacement du système 
que nous nommerons le déplacement (ε W) et que nous définirons de 
la manière suivante : 

i° Le solide éprouve une translation dont les composantes suivant 
Οχ. O y, Ο ζ sont 

ε F, eG. εΗ, 

et autour des axes Οχ, O7, O j, des rotations 

εΙ., εΜ. βΝ. 

2° Chaque point du fluide éprouve un déplacement dont les com-
posantes sont 

dW dW dU 
- Edx ' 1 dy1 dz 

En ces formules ε est une quantité infiniment petite indépendante 
de x, 7, 2. 

Quelles que soient les six constantes F, G, H, L, M, Ν et la fonc-
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tion Ψ, un tel déplacement sera un déplacement virtuel du système 
s'il vérifie les conditions suivantes: 

ι0 On a 

(36) dy/dn = 0 

en tout point de la puroi immobile ; 
2° On a l'égalité 

i38) (F v0M — y0N) cos(N,„ χ) -+- (G + ar„N — 50L) cos(NCly) 

H- (H + y0L — x0M) cos(N„, s) + = ο 

en tout point de la paroi. 
D'après ce que nous venons de voir, tout déplacement virtuel (ε W) 

qui ne se réduit pas à l'absence de tout déplacement fait prendre à la 
quantité (Sr τ) une valeur positive. 

Un premier déplacement virtuel (e\V) ayant été défini, on en obtien-
dra un second en multipliant par un même nombre k les six constantes 
F, G, H, L, M, Ν et la fonction ψ ; en ce second déplacement, la 
somme (£ -h τ) prendra une valeur k2 fois plus grande que dans le 
premier. On obtiendra donc aisément tous les déplacements virtuels 
(îW) possibles si l'on forme tous ceux pour lesquels 

m 2r -F- r ι -

Désignons par(YW,) tout déplacement virtuel (tW) qui vérifie 
cette condition (4^). 

Proposons-nous le problème suivant : 

Chercher un déplacement virtuel (ε\\ , ) tel que la somme(2+C) 
éprouve une variation d'ordre supérieur au premier lorsqu'on 
remplace ce déplacement virtuel par un autre déplacement virtuel 
(iw;), du même espèce que le premier, infiniment voisin du 
premier, mais quelconque (bailleurs. 

Soient 

(44) ôF, <5G, ÔH, SL. dM, o \. ο «F 

les variations qu'éprouvent les six constantes F, G, H, L, M, Ν et la 
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fonction Ψ lorsqu'on substitue le déplacement (îW1,) au déplace-
ment (sW,). 

Le déplacement (eW',) doit vérifier les conditions (36), (38) et 
(43) que, déjà, le déplacement (sW,) vérifie par hypothèse; pour 
cela, il faut et il suffit que l'on ait : 

ιυ En tout point de la surface immobile du vase, 

(45) 
âdW 
àn ~0; 

2° En tout point de la surface mouillée s
2i

 du flotteur, 

(46) (ÔF4-5
0
oM —JndN) cos(N

0
, jc) 

·+■ (5G -h.reôN — s0àL) cos(N0.y) 

4- (ôH -+-y®ôL — oM)cos(Νβ. ζ) H- = o; 

3° 

0;) θ(3 4~ Τ) — 0. 

Nous voulons que ces conditions entraînent celle-ci: 

(48) 0(3)+ i>) — o. 

Four qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit qu'il existe une quantité λ, 
indépendante des variations (44)? telle que l'égalité 

(49) o(3 la) — /.o(5 -+- Τ) o 

soit une conséquence des seules conditions (43) et (4*44· 
Or. nous trouvons sans peine 

( ;>o ) — 03 — ( A1114 4- A
l2

fl 4- A|jH Ati L 4- A,5M 4- Λ,
6
Ν)oF 4-.... 

(5i) ~o2r = («TlF4- MjM — MrM)oF 4-.. .. 

(52) 1/2dC= - /po dV/dn dY/dn 

♦JÎVIW' S Hi" 5)] 
χ Iss^-ar.)+)- ,>= {»nr) J 

103) -οτ =J|
 d

_ + _<)_) «te,. 
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Line intégration par parties, jointe aux conditions (45) et (4^)» trans-
forme aisément l'égalité (53) en la suivante : 

(5 3 bis) ^·ότ = — j' ρ
Λ
ψ <fg + éF ^*ρ

β
 Ψ cos (\

e
. a?) . 

-J, * l.Â? (.?· -ΛΓ) + Tv it)
 + Tz(p« "5Γ ).dw2 

Moyennant les égalités (5o), (5i), (5a) et (53 bis), l'égalité (4θ) 
devient 

^04) | A J 1F -+- A J » G -F- A13 H -+- A J 41 J + A
 T

M -4- A J « \ 

— XpiT.F + M-Vl-AlvN+ ^p„'F<-os(N«,.r)A.j jiF-t-... 

~. /
 Ρ

" ( 5« D» ^ ~ΦΓdz 
ι'\,Ρ·.d<F\ à [ <iV\ il d<F\"l 

+ dp² |dx dx dy dy dz dz 

x\ϊΤ:^'<"~ϊΓ '"
<
"«FV'

,
~?F

 l + Âif""5rJJ^~°· 

Cette condition exige tout d'abord que la quantité 

( 55; P = d²dpi I ()jc ( " O r ' d v γ ϋ dr dr v"*0 dj / 

ail la même valeur en tous les points du volume que le fluide occupe 
au moment de l'équilibre. 

Supposons, en effet, qu'il n'en soit pas ainsi, et montrons qu'il en 
résulte une contradiction. 

S'il n'en était pas ainsi, nous pourrions, et d'une infinité de manières, 
choisir une grandeur ρ telle que Ρ prît certainement, en certaines 
parties du système, des valeurs supérieures à ρ et, en certaines autres, 
des valeurs inférieures à p. Nous pourrions donc partager le volume a 
que le fluide occupe, au moment de l'équilibre, en deux volumes, con-
nexes ou non, u et u', qui posséderaient les propriétés suivantes : En 
tout point du volume u, Ρ est au moins égal à ρ et, en certaines par-
ties de ce volume, Ρ surpasse ρ ; en tout point du volume u\ Ρ est au 
plus égal à ρ et, en certaines parties de ce volume, Ρ est inférieur à p. 

t 
Journ. de Math. (6* série), tome VII. — Fasc. I, 1911. 4 
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Cela posé, concevons une fonction /(je,y, 5), continue à l'intérieur 
du volume 2, et douée des propriétés suivantes, qu'on peut lui assurer 
d'une infinité de manières : 

La fonction / est nulle en tout point où Ρ est égal à p, positive en 
tout point où Ρ surpasse p, négative en tout point où Ρ est inférieur à 
ρ ; en outre, on a 

(56) £jdia
t
—o. 

Ces conditions entraînent les deux égalités 

(57) J j du — J. I j du' — — J. 

où J est une quantité positive. 
Formons maintenant le problème de conductibilité de la chaleur 

dont voici l'énoncé : 
Ce volume 2 que le fluide remplit au moment de Péqui'ibre est 

occupé par un corps conducteur; en chaque point, le coefficient de 
conductibilité est mesuré par le nombre ρ0(#,y, 3); chaque élé-
ment */σ

2 du volume 2 dégage dans le temps dl une quantité de 
chaleur jdts

2
di\ enfin, le volume 2 est entouré de toutes parts de 

corps non conducteurs de la chaleur. 
La condition (56) permet qu'une dist ibution permanente de tem-

pératures s'établisse sur le corps conducteur. Soit z) la tempé-
rature au point (α;,/, z) lorsque cette distribution est établie. On sait 
que l'on a, en tout point du volume (2), 

(58) rt.i(p"ar-) + ,r= (?■· 1 ~ ■' 

et, en tout point des surfaces qui limitent le volume 2, 

(5g) 
dC 
r — °· 

Cette égalité (5q) nous montre que nous pourrons prendre, en tout 
point du système 

8Ψ —uE, 
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{a étant une quantité positive, infiniment petite, indépendante de a?, y, 
z, en même temps que nous ferons 

àF — o, <$G = 0. <3 H — o. oL — o. ôM — ο, ôN =1 o. 

Mais alors la condition 2 se réduira à l'égalité 

I P./ /7®, — o 

que la condition (56) permet d'écrire : 

I (P —p)jdu->rÇ (P —p)j(lu'=iO. 

Or cette égalité ne saurait avoir lieu; le produit (P — p)j n'est négatif 
en aucun point du système et, en chacun des volumes u et il existe 
des régions où il est positif. 

La condition (5$) exige donc que la quantité P ait une même valeur 
en tout point du volume 2; si nous désignons cette valeur par — λΚ, 
Κ étant une quantité indépendante de a:, y, 3, nous pourrons dire que 
cette condition (5 i ) exige que Ton ait, en tout point du volume occupé 
par le fluide au moment de l'équilibre, 

,c ^ à f 0Ψ\ Of 0Ψ\ Of ,
/ir

+ K = 0. 
dp² [dx dx dy dy dy dz du 

Introduisons cette condition (60) dans l'égalité (5^); celle ci de-
viendra aisément, à l'aide d'une intégration par parties, et en tenant 
compte de la condition (46)? 

(61) |AJ,F + A
1S

G -+- A.J
3

H -4- A
U

L-+- AjjM -+· Α
1β

Ν 

— *[* F-+■ M
Z

M — Μ
λ
·Ν Po( K)

 cos

(
 ,r

) ̂ îtJj^F+... 

-J <"L*T zr, _λ(ψ+Κ)] -φΓd*=°· 

II est facile de voir que cette égalité (61) exige qu'en tout point de 
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la surface libre σ qui bornait le fluide au moment de l'équilibre, on 
ait 

(62) £«_
λ(ψ4

.Κ, = ο. 

Imaginons, en effet, qu'en un certain point de la surface σ, le pre-
mier nombre de cette égalité ne soit pas égal à zéro el qu'il y soit, par 
exemple, positif; par raison de continuité, il devra exister sur la 
surface σ une certaine aire finie «, comprenant le point considéré, et 
telle que le premier membre de l'égalité (62 ) soit positif en tout point 
de l'aire a. 

Au sein du volume 2, nous pouvons d'une infinité de manières 
construire une fonction continue z) telle qu'en tout point de 

l'aire α, ̂  soit positif, et que cette même quantité soit nulle en tout 

autre point de la surface qui enclôt le volume 2. 
Posons 

8Ψ=μ/, 

p. étant une quantité positive, infiniment petite, indépendante dex, 

y, ζ. ' sera nul en tout point de la surface qui entoure le volume r>.. 

sauf aux divers points de l'aire «; aux divers points de cette aire a, 

dgY/dnsera positif. Nous pourrons évidemment adopter celte détermina-

tion de οΨ, à la condition de prendre en même temps 

ôF rr o. ôG — ο. <511—o, ôL — o. ô\l — o. oN = o. 

La condition (Gi) se réduira alors à 

/ °o\~ : /.(Ψ + k ) —— da — o. 

Mais elle ne pourra être vérifiée, puisque, en lout point de l'aire a, les 
trois quantités 

d\ ()Ψ . ΟοΨ 
po, dn dn - y(y+k) 

sont positixes. 
La condition ((>2) doit donc être vérifiée en tout point de la sur-

face σ. 
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La condition (ϋι) se réduit alors à 

| Aj j F —t- A
1S

G 4- A
Iâ

H -+- A
U

L 4- An M ■+■ An Ν 

- λ F 4- M, M - M ν Ν h- jf p
0
 ( Ψ -f- Κ ) cos( N

0
, r ) ds

i3 

J j 4-... = o. 

Pour que cette condition soit vérifiée quels que soient oF, SG, δΗ, 
oL, oM, oN, il faut et il suffit que Ton ait six équations dont la pre-
miere est 

( 63 ) A j j F -i- A ι > G -+- A,:, H -+- A, ^ L -h A, s M -4- AjgN 

— λ ;>ll F ■+■ M
s

M — M
r

iV 4- o
0

< M' H- K) cos(N
0

. x) ds
i3
j = o. 

Les équations (6o), (62) et (63) sont donc requises pour que la 
condition (54) soit vérifiée; qu'elles soient en même temps suffisantes 
à cet eflêt, c'est ce qui ressort de la marche même de la démonstra-
tion. 

Ainsi, pour- que les six quantités F, G, H, L, M, N, jointes à la 
fonction Ψ( J·, )'. Z), soient une solution du problème posé, il faut 
cl il suffit qu'il existe deux constantes Κ et λ telles que les équa-
tions (60), (62) et (63 ) soient vérifiées, et que la condition (43)soil, 
en outre, vérifiée. 

A ce premier théorème, nous allons en adjoindre un second : 
Une solution 

F, G, H. L. M. N. q*(.r,r.5) 

du problème posé fait prendre une valeur déterminée à la somme 
( ̂ 4- û) ; celte valeur est égule à la constante λ qui correspond à 
cette solution. 

Ln effet, l'égalité (63), comparée à l'égalité (4i) et à l'égalité (8), 
donne aisément 

(64) 3 = λ& + λ f ρ
0
(Ψ 4- Κ) Γ (F 4-c

0
M-/

e
N)cos(N

0
,.r) 

*VI3 

4- (G 4- ΛΤ
0

Ν — 5
0 L )cos(N0, y) 

4- (H H- J
0
L — x

n
M)cos(N

0
. dsi3. 
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De même, en vertu des égalités (60) et(62), l'égalité (4*2) devient 

a=-x f ρ,(ψ+κ)^<<» 

-y / (y + K) [d/dx (podY/dx) + d/dy(podY/dy)] 

A l'aide d'une intégration par parties, et en tenant compte de l'éga-
lité (4o) et de la condition (36), cette dernière égalité devient 

(65) Ω = λτ + λ f f,(V + K)%L*„. 

Si l'on tient compte de la condition (38), les égalités (64) et (65) 
donnent 

(66) 5 + Ω — λ(2τ-4-τ) 

ou bien, en vertu de l'égalité (43)? 

(67) ^ -4- Ω — λ. 

ce qui démontre la proposition énoncée. 
Imaginons maintenant que six quantités F, G, H, L, M, Ν et une 

certaine fonction Ψ(#,^, z)
y
 assujetties aux conditions (36) et (38), 

mais non pas à la condition (43), puissent être associées à deux con-
stantes Κ et λ de telle sorte que les équations (60), (62)et< 63) soient 
vérifiées. Voyons quel est le problème dont nous obtenons ainsi la 
solution. 

Les équations (60), (62) et (63) sont toujours les conditions néces-
saires et suffisantes pour que l'équation (54) soit vérifiée par toute 
variation 

dF, 6G, 6H, dL
?
 ÔM, oN. δΨ 

qui satisfait aux conditions (45) et (46); et cette égalité ( 54) elle-même 
n'est qu'une forme plus explicite de l'égalité 

(49) d(^ ■+■ ί2 ) — Xd(2r -t- r) — ο. 

D'autre part, les équations (60), (62), (63), jointes aux condi-
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tions (16) et (38), entraînent, comme nous venons de le voir, l'éga-
lité 

(66) 3 + β _ ).(3r-f. τ) = o, 

sans qu'il soit nécessaire de tenir compte de l'égalité (43). 
Des égalités (49) et (66) résulte celle-ci : 

(67) (2r -+- τ) 6(^Ω) - (^4- Ω) ô(S 4-τ) — ο 

qui peut encore s'écrire, puisque -l· τ) est une quantité essentielle-
ment positive, 

g2 - C / o + t = 0 

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante : 

F, G, H, L, M, Ν, Ψ(χ, y, 3) étant assujettis seulement aux 
conditions (36) et (38), on cherche à déterminer ces quantités 
de telle manière qu'en éprouvant des variations infiniment petites, 

elles imposent au rapport ^ ^ une variation infiniment petite 

d'ordre supérieur au premier. Il faut et il suffit pour cela que 
l'on puisse adjoindre aux quantités F, G, H, L, M, N, *"(«. y, s) 
deux constantes λ et K. telles que les équations (60), (62) et (63) 
soient vérifiées; λ est précisément la valeur que prend alors le 

rapport -k~yz' 

Comparons maintenant : 

L'équation (60) à l'équation (33); 
L'équation (62) à l'équation (3-); 
Les équations (63) aux équations C3q ). 

Nous constatons que les équations de la première colonne se tirent 
des équations de la seconde colonne par substitution de ( Ψ 4- K) à Ψ 

et de λ à ~- · 

D'autre part, le mouvement pendulaire du fluide et du flotteur que 
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l'on obtient en faisant 

(68) 

/(<) = εΚ sin27T;p til) = sL sin27r^> 

g(t) =eG sinaTT^) m(t) — εΜ sinaTr^» 

h(t) = εΗ /i(* ) = ε Ν sin 2πt/T, 

ψ(.τ,/, t) =εΨ(.ί·, ν., z ) sin2r t/T, 

ne change pas si l'on y remplace Τ-) par la somme 

[W(a?,y,s) + KJ, 

où Κ est une quantité indépendante de a?, v, 3, puisque les composantes 
de l'élongation en un point quelconque du lluide sont 

<69) 

a(a.\y, -s. t) = sm
<
a7:

_-, 

b{x.y. z.t) — si η 2--, 

c{x\y, 5, / ) — sina-^j· 

Nous pouvons donc énoncer les propositions suivantes : 

ιυ Toute solution de l'un ou de l'autre des deux problèmes de 
variations que nous avons considérés détermine un mouvement 
pendulaire possible du flotteur et du fluide; ce mouvement est repré-
senté par les formules (68) et (69), et la période Τ en est donnée 
par la formule 

(70) 
RJ. ^ 77 

2° Tout mouvement pendulaire du solide et du fluide, représenté 
par les formules (68) et (69), fournit une solution du second pro-
blème de calcul de variations; en cette solution la valeur de la con-
stante λ est donnée par la formule 

(70 bis) Î _ 4π! 
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3° Un mouvement pendulaire du flotteur et du fluide, représenté 
par les formules (68) et (69), fait prendre à la somme (S + τ) une 
certaine valeur positive Β Si Γ on pose 

l"l) 

FI—B* 1 ~ B' 1 ~ Β ' 
■ _ Ι- M __ M V _ Ν 

Y(x, y, z) = Y(x, y, z)/ B 

les quantités 

F,. G,. H|. L„ M,. Ν,,Y1(x y v) 

jointes à la valeur de λ que donne l'égalité (70 bis), fourniront une 
solution du premier problème de calcul des variations. 

VI. — Condition, fournie par la théorie des petits mouvements, 
qui suffit à assurer la stabilité du système. 

Les géomètres qui ont fait usage de la considération des petits 
mouvements pour étudier les conditions de stabilité d'un flotteur ont 
admis l'exactitude de la proposition suivante : 

Pour qu'un système soit en équilibre stable, il faut et il suffit 
que les équations des petits mouvements pendulaires de ce système 
ne puissent être vérifiées pour aucune valeur imaginaire de la 
période. 

Appliqué au cas qui nous occupe, ce PRINCIPE, QUE NOUS NE DISCU-

TERONS PAS ICI, devient, en vertu des propositions démontrées au para-
graphe précédent, le théorème suivant : 

Pour la stabilité d'un système composé d'un fluide et d'un flotteur, 
il faut et il suffit que les deux problèmes de calcul des variations, 
équivalents entre eux, dont nous avons donné les énonces, four-
nissent exclusivement, pour la constante λ, des valeurs positives. 

Nous allons comparer ce critérium de stabilité à celui que fournil la 
méthode de Lagrange et de Lejeune-Dirichlet. 

Jour η. de Math. (6* série), tome VU. — Fasc. I, 191t. 3 
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Considérons un déplacement virtuel quelconque du flotteur, dépla-
cement caractérisé par des valeurs déterminées des six quantités F, G, 
H, L, M, Ν et par un facteur infiniment petit ε indépendant de x,y, z. 
Considérons, en même temps, un déplacement de la masse fluide 
associé à ce déplacement du solide; soient, en ce déplacement, 

(72) βχ = εξ, = ε Y). 6z — εζ. 

ou ξ, η, ζ sont trois fonctions finies et continues de x, v, z, les compo-
santes du déplacement du point qui se trouvait initialement en (x, y, z ) ; 
soit 

(73) 60=_ ε Γ ίίΜΙ + ÉM2 + !?ίΜ2Ί 

la variation de la densité au même point. 
Pour qu'un tel déplacement soit un déplacement virtuel compatible 

avec le déplacement du solide, il faut : 
i° Que le contact demeure assuré entre le fluide et la paroi inva-

riable qui le contient, ce qui exige, en chaque point de cette paroi, 
l'égalité 

(74) : cos ( η. χ ) η cos( Λ. y ) -f- ζ cos (η. s) — ο ; 

2° Que le contact demeure assuré entre le fluide et le flotteur, ce qui 
exige, en tout point de la surface s

23
 le long de laquelle le flotteur en 

équilibre est mouillé par le fluide, l'égalité 

(;.V) i F -r- SoM — — £)cos(iN„.χ) -1- (G ·ζ«Ν — s„h ~-r,\co$(N0,y) 
-r (H -i- v0L — ./ftM — ζ) cos(N. z ) ~ o. 

Ce déplacement virtuel, compatible avec le mouvement du solide, 
sera associé à ce déplacement si l'on a : 

i° En tout point (x,y, -) du volume 2 que le fluide occupe au 
moment de l'équilibre, l'égalité 

(;6) 
E 

dP = E^φ(Ρί)
; 

dpi 

2° En tout point de la surface libre σ qui.borne le fluide en équi-
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libre, l'égalité 

(77) Ξ cos (Λ, Χ) ·+■ Η cos (Λ, y) Ζ cos (Λ, Λ) = -^-· 

àn 

En ces deux égalités, Σ est une même quantité finie, indépen-
dante de ./;, y, z. 

Celte quantité Σ est une forme linéaire et homogène des six 
quantités F, G, H, L, M, N, forme dont les coefficients sont déter-
minés lorsque l'étal d'équilibre du système est connu. 

Nous avons, en elîet, l'identité 

( > ΓΓΜ -H *£·*> -H iifeiil dm, 

H- ^*o
0

[£cos( η. x) 4- yj cos (η, y) -t- Ccos(n,s)| Os — o. 

où la première intégrale s'étend au volume occupé par le lluide au 
moment de l'équilibre, et la seconde à toutes les surfaces qui enserrent 
ce volume. En vertu des égalités ( 73), (74 ), (70 ), (.76) et (77), cette 
identité (78) devient 

(79)( ftktιf ±
d

°Y 

— VJ O
0

 COS( N
0

, χ ) ds
u

 H- G jT po cos ( Ν
β

, y) ds
u 

-h H j p
0

cos(N
c

, z)ds
i3 

-+- b f Pc [/0 cos N
0

, -5) — s
0
cos(N

0
,y)]rf.ç„ 

- - +M j Ρό'[
5

β cos(i\
0

, .r) — .r
0

cos(N
0
, ζ 

-h \ / po [ #0
ουδ

 ( Nu, ) — y
n
 cos ( N„, .r ) J Λ

Μ
.. 
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Admettons désormais, comme l'exige la stabilité dufluide(1 ), que 
l'on ait : 

i° L'inégalité 

<*> *ψ>° 

pour toutes les valeurs que prend p
0
 au sein du fluide en équi-

libre; 
2° V inégalité 

(8·) £<* 

e/î /oii/ jsoiW de la surface libre du fluide en équilibre. 
Le coefficient de Σ en l'égalité (79) sera, alors, une quantité posi-

tive, et connue lorsque l'état d'équilibre du système est déterminé; la 
proposition énoncée sera ainsi démontrée. 

Parmi les déplacements virtuels du fluide, ASSOCIÉS à un déplace-
ment donné du solide, il existe un et un seul déplacement dépendant 
d'un potentiel des elongations. 

Pour établir ce théorème, nous nous servirons d'un lemme, qui est 
une des propositions essentielles de la théorie de la chaleur, et dont 
nous avons fait usage au paragraphe précédent; ce leinine est le sui-
vant : 

Si a(a?, y, ζ) est une fonction continue de x, y, ζ, donnée en tout 
point du volume 2, et b une quantité connue, variable d'une manière 
continue le long de la surface s qui limite ce volume; si, en outre, 
ces quantités sont liées entre elles par la condition 

(82) jf a dra
t
 bds=zo, 

il existe une infinité de fonctions ψ qui satisfont à la condition 

(83) dx V 0 dx / + dy V 0 ày ) dz γ 0 ds ) ° 

(*) P. Du HEM, Sur ta stabilité de l'équilibre d'un corps flottant à la 
surface d'un liquide compressible, inégalités (4) et (5) ( Journal de Mathé-
matiques pures et appliquées, 5* série, t. III, 1897, p. 392-393). 
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en tout point du volume 2, et à la condition 

(84) i"-JZ=b 

en tout point de ta surface limite s. 
Toutes ces fonctions se tirent de l'une d'elles par addition d'une 

constante arbitraire. 

Cela posé, supposons qu'un déplacement du fluide, associé au 
déplacement du solide, dépende d'une fonction potentielle des élonga-
tions ε Ψ ; nous aurons 

(85) 
dY dY dY 

~ ~~~ doc ' n dy * dz 
Les égalités (73) et (76) nous montrent que Ψ vérifiera, en tout 

point du volume 2, une équation de la forme (83), à condition de 
prendre 

(86) 
E 

° ~ ^?(Po) 
do\ 

Les égalités (85), (74)1 (73) et (77 ) nous montrent qu'en tout 
point de la surface qui limite le volume 2, ψ vérifiera une équation de 
la forme (84), à condition de prendre 

(87) b~r ο 

en tout point de la paroi immobile ; 

(88) b^= — p0(F + 50M— y„N)cos(N
0
,.R) — Û

0
(GH- jt

0
N — S„ L ) ΟΟ8(Ν

3
,^) 

— Po(H -h/ol' — ®0M)cos(N5) 

en tout point de la surface s
23

 ; enfin 

<%) *=-g 
dn 

en tout point de la surface σ. , 
L'égalité (79) nous montre, d'ailleurs, que ces valeurs de a et de b 

vérifient l'égalité (82) ; il existe donc, pour chaque ensemble de valeurs 
de 

F, G, H, L, M, N, 
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une infinité de fonctions Ψ qui satisfont aux conditions imposées; 
toutes ces fonctions se déduisent de Tune d'entre elles par addition 
d'une constante arbitraire, en sorte qu'elles correspondent toutes, en 
vertu des égalités (85), à un même système de valeurs de ξ, η, ζ, et 
qu'elles définissent toutes un même déplacement virtuel du fluide ('). 

Ainsi, parmi les déplacements virtuels du système que représente le 
symbole (eW), il existe des déplacements où le mouvement du fluide 
est associé au mouvement du flotteur; nous désignerons ces derniers 
déplacements par le symbole (ε A). A tout déplacement du flotteur 
correspond un et un seul déplacement (ε A ). 

Considérons maintenant : 
Γ Un déplacement (ε W) quelconque, défini par six valeurs arbi-

traires de F, G, H, L, M, Ν et par une fonction «); 
2° Un déplacement du fluide, défini par trois fonctions ξ, η, ζ, el 

associé au déplacement précédent du solide. 
Les identités 

On | On + dV I dV ' 

in Ι?· Â? j !%■ {·" HI > + Tz Ve· "5Γ I 

[ d / d*T\ d , d¥\ d / ύΨ\ 1 \ 1po 

\ 

jointes à l'égalité (42)> donnent l'expression suivante de û: 

(90) δ-ε + Α+ S, 

avec 

(9
.) ε =2·/ Γfw

da
\ 

(') La méthode suivie en notre Mémoire Sur la stabilité de l'équilibre d'un 
corps flottant à la surface d'un liquide compressible admettait la possibilité 
de faire correspondre à toiit déplacement du flotteur un déplacement associé àu 

fluide; on voit que la démonstration de celte possibilité équivaut à rétablissement 
du principe fondamental de la théorie de la conductibilité thermique. 
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et 

(92) A = / d²y(po) / dp²[d / dx (PodY / dx)] 

+ d/dz (po dY/dz) - E / d²y(po) 

Fpodv/dn(dY/dn + Z) 

<*> * =*
2

j f[M*Z)+h(»%) 

+ d/ dz(po dw / dz) - E / d² 

+ / po (dY/dn + Z / dv / dn) 

Les égalités (73) el (74) nous donnent 

d(poE) d(pon) d(po) E 
fL·: ày th Ί1 o( ρ0) 

Kn vertu de cette égalité et de l'égalité (77 ), l'expression ( tf 3 ) dp s 
peut s'écrire 

S ='21 J, le 7 JT + '^^Ty y" -Âï ·- H 

+ai lp· d7 ' r"' 

-· f + ? )
 cos

( "»
 r

 > ( "^7 -i-
 r

' I
 cos

<
Λ

· Λ* ) 

-+· ( -H c) co
»( Λ, * )1 dn j. 

Observons maintenant : 
i° Qu'en tout point de la paroi immobile, on a, en vertu des éga-
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lilés (36) et (74)? 

( -+- ; J cos (Λ, χ) ·+■ I — -+- Η ) cos (Λ, Ν) + ( — -Μ Ζ) cos(N. s) — Ο; 

2® Qu'en tout point de la surface mouillée s.^ du flotteur, les éga-
lités (38) et (75) donnent une égalité analogue. 

Nous trouverons sans peine que l'on a toujours 

-s = o, 

ce qui réduit l'égalité (90) à 

(94) a — ts+A. 

Nous savons que Σ est une forme linéaire et homogène des six quan-
tités F, G, H,L, M, N. Dès lors, moyennant les inégalités (80) et (Si) 
et l'égalité (91), ε est une forme quadratique définie positive des six 
quantités F, G. H, L, M, X qui définissent un déplacement arbi-
traire du corps solide. 

En vertu des inégalités (80) et(81 ), la quantité A, définie par l'éga-
lité (92), ne peut jamais être négative; pour qu'elle soit nulle, il faut 
et il suffit que l'on ait : 

τ° En tout point du volume 2, l'égalité 

é / d¥\ 0 i ΰΨ\ ô / _ Σ 
àr ν â.r tir ν dy ' à ζ γ à ζ ' "" '/!©«p0) ' 

20 En tout point de la surface σ, l'égalité 

dV _ Σ 
àn ô\ 

ân 

Ce sont précisément les conditions par lesquelles on exprime que le 
déplacement du fluide, ou ψ joue le rôle de fonction potentielle des 
elongations, est associé au déplacement du solide. Nous pouvons donc 
énoncer la proposition suivante : 

Nulle en tout déplacement (ε A), la quantité A est positive en tout 
déplacement (ε W) où le déplacement du fluide ré est pas ASSOCIE au 
déplacement du flotteur. 
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L'élude de la stabilité de l'équilibre, suivie par la méthode de 

Lejeune-Dirichlet, nous a conduits à la proposition suivante (') : 

Pour que U' potentiel d'un système formé par un fluide et un 
flotteur solide soif minimum dans Γ état d'équilibre, il est néces-
saire él suffisant d'adjoindre aux inégalités (80) el (Si) la condi-
tion suivante : 

La somme { ε ), qui est une forme quadratique des six quan-
tités F, G, H, L, M, N, est définie positive. 

Nous allons démontrer le théorème suivant : 

Cette condition est, en même temps, nécessaire el suffisante 

pour que le rapport ~|4r uc puisse prendre que des valeurs posi-
tives. 

L'égalité (94) nous permet, en effet, d'écrire ce rapport sous la 
forme 

^ ■+■ ε+Λ 
r-f-S 

Comme la quantité A ne peut être négative en aucun déplace-
ment (ε W), on voit que, si la somme ($,-+- ε) est une forme définie 
positive des quantités F, G, H, L, M, N, ce rapport ne prend assuré-
ment que des valeurs positives. 

D'antre part, si un système de valeurs non toutes nulles des six 
quantités F, G, H, L, M, Ν pouvait faire prendre à la somme (^-h s) 
une valeur nulle ou négative, comme le déplacement (ε A) qui corres-
pond à ce système de valeurs annule A, il ferait prendre au rapport 
considéré une valeur nulle ou négative. 

Selon l'égalité (66), toutes les valeurs que peut prendre la quantité λ 

se trouvent parmi les valeurs que peut prendre le rapport rfjrir· On 
peut donc énoncer la proposition suivante : 

Si la somme (|+e), qui est une forme quadratique des quan-

(L) P. DUBEU, Sur la stabilité de l'équilibre dun corps ficttant à la surface 
d'un liquide compressible (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 
5e série, t. Ill, 1897, Ρ·396)· 

Journ. de Math. (6* série), lome VU. — Ease. I, 1911. β 
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tiiés F, G, H, L, M, N, est définie positive, les petits mouvements 
pendulaires du système ont tous des périodes réelles et finies. 

La méthode de Lejeune-Dirichlet et la méthode, moias sûre, 
des petits mouvements conduisent donc, l'une et l'autre, à cette 
même conclusion : 

Pour qu'un système formé d'un liquide compressible et d'un flot-
teur soit en équilibre stable, il suffit quen l'état d'équilibre, la 
forme (^-f- G) soil définie positive. 

Dans le cas où la forme ($/+- G) est susceptible de prendre des 
valeurs nulles ou négatives, la méthode de Dirichlet ne nous permet 
pas de nier la stabilité de l'équilibre du système; la méthode des 
petits mouvements, même si l'on en admet la légitimité, n'autorise 
pas davantage un pareil jugement tant qu'on la présente sous la forme 
qui lui a été donnée ici; mais l'adjonction d'un nouveau postulat va 
nous fournir des conclusions plus complètes. 

VII. — Comment la théorie des petits mouvements démontre que 
la condition précédente est nécessaire pour la stabilité de l'équi-
libre du système. 

Considérons le rapport 
$ + « 
τ -+-S? 

Il est la somme des deux rapports et2/ t + g 

Si nous nous reportons à l'expression (8) de £, à l'expression (4o) 
de τ, nous voyons que la somme (τ -+- £) est essentiellement positive 
ou nulle; l'expression (42 ) de û, jointe aux inégalités (80) et (81), 
nous montre que la quantité û 11e peut, non plus, jamais être néga-
tive; le rapport ne peut donc jamais être négatif, en sorte qu'il 
admet une limite inférieure positive ou nulle. 

Le rapport ^ ^ ne peut, en valeur absolue, surpasser le rapport^; 
mais $ est une forme quadratique des six variables F, G, H, L, M, N, 
et £r est une forme quadratique définie positive des mêmes variables; 

la valeur absolue du rapport ̂  admet donc une limite supérieure ; il en 
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est de même de la valeur absolue de en sorte que ce dernier 

rapport admet assurément une limite supérieure et une limite infé-
rieure. 

Le rapport f somme de deux quantités dont chacune admet une 

limite inférieure, admet lui-même une limite inférieure. 
Ce point acquis, voici le POSTULAT que nous formulerons et admet-

trons : 

Le rapport
 ? » qui est limité infèrieuremcnt

)
 atteint sa limite 

inférieure pour des déterminations convenablement choisies des six 
quantités F, G, H, L, M, Ν et de la fonction J). 

La limite inférieure de est, alors, pour ce rapport, un mini-

mum. Selon la théorie des minima, lorsque l'on donne à F, G, H, L, 
M, Ν, Ψ des déterminations qui correspondent à ce minimum, 
l'égalité 

(67) (3 -h τ) + 6Ω) — ( l-ι- Ω) (» ότ) = ο 

est vérifiée quels que soient oF, £G, oH, ôL, δΜ, δΧ, δψ. Cette valeur 

minima de à~~
 esl donc une des valeurs que peut prendre la quan-

tité λ. D'ailleurs, selon l'égalité 

(66) λ- a + τ' 

elle est la plus petite de ces valeurs. D'où le théorème suivant : 

La plus petite des quantités λ est égale à la limite inférieure des 

valeurs du rapport2+C / g + r 

Or, à la fin du paragraphe précédent, nous avons établi ces propo-
sitions : 

i° Si la forme ε), quadratique en F, G, H, L, M, N, est une 
forme définie positive de ces six variables, le rapport % ̂  ̂  est toujours 
positif ; 
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2° Si la forme (^H-ε), incapable de devenir négative, peut s'an-
nuler sans que les six variables F, G, H, L, M, Ν soient toutes égales 

à zéro, le rapport ne peut être négatif, mais il peut s'annuler; 

3° Si la forme (^-H ε) peut prendre des valeurs négatives, il en est 

de même du rapport g2 + C / 9 + t 

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante : 

Si la somme (^-T- G) n'est pas une forme définie positive des sir 
variables F, G, H, L, M, N, la plus petite valeur de λ est nulle ou 
négative; les équations des petits mouvements pendulaires du sys-
tème peuvent être vérifiées par une valeur infinie ou imaginaire de 
la période

 y
 et U équilibre du système ne peut pas cire stable. 

Cette dernière partie de la conclusion suppose, bien entendu, que 
l'on admette la légitimité du critère de stabilité déduit de la théorie 
des petits mouvements. 

VIII. — Détermination approchée par défaut de la plus longue 
période que puisse affecter un mouvement pendulaire du 
système. 

Imaginons désormais que la forme quadratique (^4- ε) soit définie 
positive; le système est en équilibre stable et tous les petits mouve-
ments pendulaires ont des périodes finies et réelles; chacune de ces 
périodes est d'ailleurs une simple valeur absolue, non affectée de 
signe. 

Si T, est la plus longue de ces périodes, le rapport qui est la 

plus petite valeur λ, que puisse prendre la quantité λ, est égal à la 
plus petite valeur qu'un mouvement (tW) puisse faire prendre au 

rapport · Le mouvement (sW), qui fait prendre à ce rapport la 

valeur minimum λ,, est formé par l'ensemble des quantités F,, GnH,, 

L„ M,, N,, Vi(ar,j%3) qui, multipliées paresin2ft^r> représentent 

les éléments d'un petit mouvement pendulaire de période T4. 
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Co mouvement (ε\Υ) qui rend minimum le rapport est-il un 
mouvement (ε A)? 

S'il en est ainsi, le mouvement pendulaire de période T, du système 
entier se compose d'un certain mouvement pendulaire infiniment 
petit du solide et d'un mouvement pendulaire infiniment petit, associé 
au précédent, de la masse iluide. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il 
suffit, d'après ce qui a été démontré au paragraphe 3, que la surface 
immergée du solide soit de révolution autour d'un axe et que son 
mouvement se réduise à une oscillation autour de cet axe; dans ce cas, 
d'ailleurs, le fluide est immobile. 

Dans le cas donc où la surface immergée du flotteur est de 
révolution autour d'un a ce et où le mouvement pendulaire de plus 
longue période T, se réduit à une oscillation autour de cet axe, le 

rapport est égal à la plus petite des valeurs que les mouve-

menls(ε A) fassent prendre au rapport % +O /t 

Hors ce cas, le mouvement (ε W) qui détermine le minimum λ, du 

rapport _ n'est assurément pas un mouvement (εA); la limite 

inférieure des valeurs que les divers mouvements (ε A) peuvent faire 
prendre à ce rapport est assurément supérieure à λ,. Ainsi, lorsque 
les conditions précédentes ne sont pas vérifiées, la limite inférieure 
des valeurs qu'un mouvement (ε A) puisse faire prendre au rap-

port X <*st assurément supérieure à la quantité A,. 

Si l'on désigne par 1°- limite inférieure des valeurs 

qu'un mouvement (ε A) puisse faire prendre au rapport et 
par T„ la valeur absolue qui détermine Végalité 

(9:>) T5 Sh-T Λ' 

la quantité T
0
 sera au plus égale et, en général, elle sera inférieure 

à la plus longue période T, des mouvements pendulaires dont le 
système est susceptible. 

L'égalité Τ, = Te est réservée au cas où la surface mouillée du 
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flotteur est de révolution autour d'un axe et ou le mouvement pendu-
laire de période T, se réduit à une oscillation autour de cet axe. 

Nous allons voir maintenant que, parmi les mouvements (ε A), il en 

est toujours au moins un qui fasse prendre à la valeur du rapport2 + C / r + t 

sa limite inférieure ( è——) » et nous allons montrer comment il serait 

possible de déterminer effectivement la valeur de cette limite infé-
rieure. 

Dans ce but, nous allons montrer ce que devient le rapport ^ -

lorsque, parmi tous les déplacements (ε W), on considère seulement 
les déplacements (ε A). 

Nous savons déjà que le numérateur (^-+-Q) se réduit à la 
somme (^-+- ε) qui est une forme quadratique définie positive de F, 
G, H, L, M, N. Le dénominateur seul doit donc nous occuper. 

La quantité Σ est une forme linéaire et homogène des six variables 
F, G, H, L, M, Ν : 

(Φ) Σ = I,F + η- Σ, 11 -H 2*L +- Σ,M -h Σ.Ν-

Les coefficients de cette forme sont définis par l'égalité (79), en 
sorte que l'on a 

1/ d²Y(po)/ dpo² dw² -

= 1 p„cos(X„..x) ds23, ..., 

(97) 

/ 1 / d²y(po) / dpo² - / po / dV do/ dn 

= f Po[>'o cos ( ζ) — Ί
0

 cos( N
0

. /)] Î/.V
ÎS 

Considérons la fonction Ψ déterminée, à une constante près, par 
les conditions (83) à (89); il est facile de voir qu'elle se peut mettre 
sous la forme 

(98) Ψ — <P,F -t- Φ,6 + Φ3Η +<D4L + Φ3Μ 4-Φ«\ -h χ, 
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Φ,, Φ*, Φ

Λ
, Φ

4
, Φ

3
, Φβ

 étant six fonctions de χ, y, ζ, indépendantes de 
F, G, H, L, M, N, et χ une simple constante arbitraire. 

Déterminons, en effet, la fonction Φ,(α;,y, z) par les conditions 
suivantes : 

En tout point du volume 2 rempli par le fluide en équilibre, elle 
vérifie la condition 

9 d?l Yàx (Po dx ) + dy (Po dy ) + dz (P° ôz )J ~ ; 

En tout point de la paroi immobile, elle vérifie la condition 

( ι oo) dG1 / dn = 0; 

En tout point de la surface libre η qui borne le tluide en équilibre, 
elle vérifie la condition 

(101) i- ̂ ι ν; 
dn dn 

En tout point de la surface s
2:n elle vérifie la condition 

(ιυ·2) 
3jq

-=-conN
0>

.<). 

En vertu de la première des égalités (97), il existe une infinité de 
fonctions Φz) qui vérifient ces conditions (99) à (102), et ces 
diverses fonctions se tirent toutes de l'une d'entre elles par addition 
d'une constante arbitraire. 

Déterminons d'une manière analogue les fonctions Φ2(χ·,/, ;), 
*>(■«,r,:)· 

Assujettissons la fonction Φ
4
(χ·,^, z) à vérifier les conditions sui-

vantes : 
En tout point du volume 2 rempli par le fluide en équilibre, on a 

(,oi) wT Lac {<" τ; ) + T
y
 w )+ m sr) J = ■-:1 

En tout point de la paroi immobile, on a 

(io4) dO4 / dn = 0 
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En toul point de la surface libre σ, on a 

(iô5) JV άΦ> __ v 
On dn 

Enfin, en tout point de la surface mouillée s^ du flotteur en équi-
libre, on a 

(106) dO / dNo = -cos(J\„. ζ) — 30COS(\0, v)|. 

En vertu de la quatrième égalité (97), la fonction Φ,(α;, y. z) est 
déterminée, à une constante additive près, par les conditions (io'3) 
à (106). 

Assujettissons les fonctions Φ3(χ,y, 3), Φ0(./',/, 3 )à des conditions 
analogues. 

Il est désormais évident que l'expression (98), formée de la sorte, est 
l'expression la plus générale d'une fonction y, z) capable de 
vérifier les conditions ( 83) à (89). 

Cette expression est donc la somme : 
i° D'une fonction linéaire et homogène de E, G, 11, L, M, N, forme 

dont les coefficients sont des fonctions de a?, y, 3, bien déterminées 
lorsque l'état d'équilibre du système est connu ; 

20 D'une fonction linéaire et non homogène de F, G, M, Ε, VI, N, 
fonction dont les coefficients sont des constantes arbitraires. 

Chacune des trois quantités — » est alors une forme linéaire 

et homogène bien déterminée des six quantités F, G, 11, L, M, N. 
Nous obtenons ainsi la conclusion suivante : 

Si l'on se borne à considérer les déplace men! s (ε A) on le dépla-
cement du fluide est ASSOCIÉ au déplacement du solide, la quantité 

(4o) r = / Po [dY / dx)² + (dY/dy) + ] 

se réduit à une forme quadratique Θ des quantités F, G, H, L, 
M, IS ; les coefficients de cette forme Θ sont déterminés lorsque l'étal 
d'équilibre du système est connu; cette forme® est définie positive, 
hors le cas où la surface immergée du flatteur est de révolution 
autour d'un certain axe et où les quantités F, G, H, L, M, \ cor-
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respondent à une rotation autour de ces axes; dans ce cas, la 
forme Θ est nulle. 

Cette proposition, jointe à l'égalité (90), nous donne alors cette 
autre conclusion : 

La quantité -7^7- est la valeur minimum du rapport 

ί"»7) 
.') -h Ê 
F+θ' 

qui est le rapport de deux formes quadratiques définies positives 
des six quantités F, G, H, L, M, N. 

On sait comment s'obtient ce minimum. On peut trouver six fonc-
tions linéaires et homogènes X,, X

s
, \

a
, \,, \

5
, \„ des six quan-

tités F, G, H, L, M, Ν telles que 

( 108 ) & + θ= \\+ X*4- \»-h X* ·+- XI, 

(109) 4- 0. = S,X* 4- SsXI 4- S3X* 4- SvXj 4- S5X? 4- SoXj. 

Les six coefficients S,, S
a
, S

3
, S

4
, S

3
, S

e
, qui sont tous réels et 

positifs, sont les six racines d'une certaine équation du sixième degré 

(I 10) A(S) = o, 

dont les coefficients se forment à l'aide des coefficients des deux 
formes (^-f- s) et (~ -h Θ), et dont les propriétés sont bien connues. 

Si S, est la plus petite racine de l'équation (100), elle représente la 
valeur minimum du rapport (107) et l'on a 

(m) T1 — 31 

ou bien encore 

(· >*) T

-
>a

Vsr 

Le signe d'égalité est réservé au cas où la surface mouillée du flotteur 
est de révolution autour d'un certain axe et où la plus lente oscillation 
du flotteur se réduit à une oscillation autour de cet axe. 

Journ. de Math. (6* série), tome VU. — Fa sc. I, ujii. 7 
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L'étude du rapport (107) se relie à un problème fictif de Mécanique 
dont nous allons former l'énoncé. 

Hors le cas où la surface du flotteur, mouillée en l'état d'équilibre, 
est de révolution autour d'un axe, et où le petit mouvement du flotteur 
se réduit à une oscillation autour de cet axe, le petit mouvement réel 
du fluide ne peut pas être associé au petit mouvement du solide ; nous 
l'avons démontré au paragraphe 3. Mais nous pouvons, par la pensée, 
imposer au fluide un mouvement fictif tel qu'à chaque instant /, le 
déplacement éprouvé par le fluide soit associé au déplacement f(t), 
g(l), /i(/), l(t), tn(l)y n(t) du solide au même instant; nous dirons 
alors que le fluide est animé d'un mouvement fictif associé au mouve-
ment du flotteur. 

Si nous voulons calculer la force vive qu'aurait le fluide, à l'instant t, 
en un tel mouvement fictif associé au mouvement du flotteur, il nous 

suffit évidemment de prendre la forme quadratique^© et d'v rem-
placer respectivement les quantités 

F, G, H. L, M, λ 
par les quantités 

d/U) d ff(t) dh(t) ftt(i) din(t) dn(t) 
dt ' dt ' dt ' dt ' dt ' <tl 

Nous nommerons $'(*) cette force vive qu'aurait le fluide à l'instant l 
s'il était animé d'un mouvement fictif associé au mouvement du 
flotteur. 

En la quantité ?, substituons aux quantités 

F, G, H, L, M, Ν 
les quantités 

/(0» #(0. Λ(0» f(0> "(0· 

Selon les égalités (92) et (94)» nous obtenons visiblement la valeur 
que Ω prendrait à l'instant t, si le fluide était animé du mouvement 
fictif associé au mouvement du flotteur. Nous désignerons par Ω'(/) 
cette quantité, qui est une forme quadratique de/(/), ..., »(/>. 

^Ω'(/) peut être regardé comme le potentiel de certaines actions. 

Cherchons à définir ces actions. 
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Dans ce but, désignons par Σ'(/) ce que devient la quantité Σ 
lorsqu'on y substitue les quantités 

/(0. <?(Λ(ί), /'<0, "*(0» Λ(0 

aux quantités 
F, G, H, L, M, N. 

Si les quantités 

/(*b *(0» MO» '(0. "*(0, MO 

éprouvent respectivement des accroissements infiniment petits arbi-
traires 

df, dg, àh, if, dm, du, 
Σ'(ί) éprouve un accroissement δΣ' dont la valeur, selon l'égalité (79), 

est donnée par l'égalité 

( f/ w
|i'yï=s/£p,co,ix,jt)'''"+···· 

tandis que l'égalité (91) donne 

ό"~2{ Ι ^φ(ρ
ο)
 / Ιν^Λ20-· 

Nous pouvons donc écrire 
/» 

oi2'=o// 2p
e
S'(Ocos(]\

0
, x)ds

ti
 + 

En chaque point de la surface s.in du flotteur qui mouille le fluide en 
équilibre, imaginons une pression normale à cette surface, dirigée vers 
l'intérieur du solide, et qui ait pour valeur 

!!(/) = ρ,Γ(0· 

A cette pression, qui est une fonction linéaire et homogène de 

/(Ο» tf(0» MO» f(0» m(t)» MO» 

donnons le nom de pression fictive associée au mouvement du flot-
teur. 
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En tout déplacement virtuel du flotteur, nous aurons 

- o£2' =of I 11(0 cos ( x ) ds,
3
 -+-. . ., 

^oil' sera égal et de signe contraire au travail de la pression Π(0; 

^Q'(/) peut donc être regarde comme le potentiel de la pression 
fictive 11(/) associée au mouvement du flotteur. 

Ces remarques faites, imaginons que Ton veuille traiter le problème 
suivant : 

On se propose d'étudier le mouvement d'un solide identique à 
celui qui constitue le flotteur, en supposant que ce solide soit 
soumis : 

i° Aux actions extérieures qui le sollicitent réellement ; 
2° Aux pressions du fluide qui Venvironne; dans le calcul de ces 

pressions, on néglige les termes qui proviennent des forces d'inertie 
appliquées aux diverses masses élémentaires qui constituent le 
fluide; 

3° Aux pressions fictives associées au mouvement du flotteur. 
La force vive du solide est supposée égale à la somme de sa force 

vive réelle et de la force rive du fluide dans un tel mouvement 
associé fictif. 

En traitant le problème des oscillations pendulaires d'un tel corps 
comme nous avons traité le problème des oscillations véritables d'un 
flotteur, nous arriverons aux conclusions suivantes : 

Les valeurs F, G, H, L, M, IN qui conviennent à une telle oscilla-
tion pendulaire vérifient l'équation 

"FTS =o: 

elles font prendre au rapport 

3 -t- 0 

une valeur égale à^q-» Τ étant la période du mouvement pendulaire 
considéré. 
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Les égalités (108) et (109) nous montrent sans peine que le système 
fictif dont nous venons de parler est susceptible de six mouvements 
pendulaires simples ; si S,, S.,, S,, S„ S

3
, S

e
 sont les six racines, ran-

gées par ordre de grandeur croissante, de l'équation (110), les quan-
tités 

27: 27: 277 27T 21Γ 21: 

Si S 

sont les périodes, rangées par ordre de grandeur décroissante, de ces 
six mouvements. 

Le théorème exprimé par la condition (112) peut s'énoncer ainsi : 

La période la plus longue que puisse présenter un mouvement 
pendulaire d'un flotteur est au moins égale, et elle est en général 
supérieure à la période du mouvement pendulaire le plus lent que 
puisse prendre le système fictif qui vient d'être défini. 

Considérons, de nouveau, le rapport 

ÎTë' 

La quantité Θ est nulle si le déplacement du fluide associé au déplace-
ment F, G, H, L, M, Ν du solide se réduit à l'immobilité ; hors ce cas, 
elle est positive. Pour un ensemble donné de valeurs de F, G, H, L, 
VI, \, le rapport est plus petitque le rapport —> à moins que 
la surface mouillée du flotteur ne soit de révolution autour d'un axe et 
que les valeurs considérées de F, G, H, L, M, Ν ne définissent une 
simple rotation autour de cet axe. 

La plus petite valeur du rapport ο+ ̂  ne peut pas être inférieure à 

la plus petite valeur du rapport ; pour que ces deux valeurs puis-
sent être égales entre elles, il faut, mais il ne suffit pas, que la surface 
mouillée du flotteur soit de révolution autour d'un certain axe et que 
le système de valeurs de F, G, H, L, M, Ν qui rend minimum 
détermine une simple rotation autour de cet axe; il faut et il suffit que 
le système de valeurs de F, G, H, L, M, Ν qui rend ̂ — minimum 
détermine une simple rotation autour de cet axe. 
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Nous obtenons ainsi le théorème suivant: 

La plus longue période T, des mouvements pendulaires que le 
flotteur peut pre mire est au moins égale à la quantité Tf

0, si Hon 
désigne par fa plus petite valeur que puisse prendre le rapport 
v ̂  Pour que T, soit égal à T

0
, il faut et il suffit que la surface 

mouillée du flotteur soit de révolution autour d'un certain axe et 
que le système de valeurs de F, (·, H, L, M, Ν qui rend — 
minimum corresponde à une simple oscillation autour de cet axe. 

Mais il pourrait se faire que le mouvement pendulaire le plus long 
du flotteur fût une oscillation autour de cet axe sans que, cependant, 
T, fût égal à T'

e
. 

La considération du rapport " ̂  ^ se relie à l'étude d'un nouveau 

problème fictif qui peut s'énoncer ainsi : 

Déterminer les oscillations pendulaires du solide en calculant 
comme au problème fictif précèdent les pressions qu'il éprouve 
de la part du fluide, mais en laissant à ce solide sa force rive 
réelle. 

On montre, en effet, que tout système de valeurs de F, G, 11, L, M, 
Ν qui fournit une solution de ce problème fictif vérifie l'équation 

0^ = 0. 

Au rapport il fait prendre une certaine valeur positive T'est 

la période du mouvement pendulaire que définit cette solution. 
Le solide dont nous venons de parler est susceptible de six mouve-

ments pendulaires distincts dont les périodes se déterminent comme se 
déterminent celles du précédent système fictif. 

La plus longue période T, des mouvements pendulaires que le 
système peut prendre est au moins égale à la période T

0
 du mouve-

ment pendulaire le plus lent du solide Jiclif qui vient d'être défini; 
elle lui est, en général, supérieure. 
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A ces propositions, nous pouvons adjoindre celle-ci : 

Lorsqu'à la période Τ, du mouvement pendulaire le plus lent que 
le flotteur puisse éprouver, on substitue la plus longue période T'

0 

des mouvements pendulaires dont le second système fictif est 
susceptible, on atteint une approximation au plus égale à celle 
que Von obtiendrait en substituant à T, la période T

0
 du mou-

vement pendulaire le plus le rit que puisse prendre le second sys-
tème fictif ; pour que ces deux approximations soient égales, il 
faut et il suffit, d'ailleurs, que la première se transforme en 
exactitude; hors ce cas, la première évaluation est moins appro-
chée que la seconde. 

IX. — Formation successive des divers mouvements pendulaires 
dont le flotteur est susceptible. 

La méthode indiquée aux paragraphes V et VII ramène à un pro-
blème de minimum les détermination s de la plus petite des quantités λ, 
partant de la plus longue période dont soit susceptible un mouve-
ment pendulaire du système, et des quantités F, G, H, L, M, N, 
Ψ (χ, y, ζ) qui caractérisent ce mouvement pendulaire. 

On imagine aisément une généralisation de cette règle, généralisa-
tion qui permette de former les diverses quantités λ, successivement et 
dans Tordre de la grandeur croissante, et d'associer à chacune d'elles 
des quantités F, G, H, L, M, Ν, qui peuvent fournir un 

mouvement pendulaire de période 

Voici, par exemple, comment se formerait le mouvement pen-
dulaire : 

Considérons les quantités F, G, H, L, M, Ν, ζ) qui sont 
assujetties aux conditions de liaisons (36) et (38), et, de plus, aux 
conditions suivantes : 

i° On a 

(43) ΞΤ 4-7 = 1. 
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2° On a les ( η — ι ) égalités 

(u3) 

dF, Γ + cJF, + «JH, ^ cJL, + dM, ^ dJS', 

+ V.p"llT dT + 77 07 + 77 "57 '°' 
............................................................. 
^ii-i i-> <fè/i t ρ , à3

n
~| j, é^

n
. | . ()3

n
~i .. <)^

n
.., 

dF n-1 dHn-1 

+ V,Ή "77" 57 + "3F"77 + ΤΓ 77 J^ 

En ces égalités, %ρ
 représente ce que devient ~ lorsqu'un γ remplace 

F, G, H, L, M, Ν par F
p

, G,,, H^, h
pt

 M
fl

, \
p

. Par une substitution 
semblable, ^ deviendrait2p. 

Parmi les ensembles F, G, II, L, M, Ν, Ψ(./·, y, z) qui vérifient 
ces diverses conditions, /7 eu est un qui rend minimum la somme 

î + o 

Cet ensemble F*, G
)t

, H
n

, L„, M„, N„, z) correspond au 
/(iime mouvement pendulaire. La période TM de celui-ci est donnée 
par l'égalité 

(«G) 4π! _ λ _ 9 . ο 
* « 

OU 

('42 bis)Cn = - /po dV/dn (dY / dn ) 

+ / dY(po)/dp²0 

La règle que nous venons de formuler a été justifiée dans le cas où 
n= ι ; pour en démontrer la généralité, il suffit de la supposer exacte 
jusqu'à une certaine valeur (Λ — I) du rang n, et de prouver qu'elle 
l'est encore pour la valeur suivante de ce rang. C'est ce que nous allons 
faire. 

Considérons l'ensemble des déterminations de F, G, H, L, M, M, 
Ψ(χ,χ, ζ) qui vérifient les conditions (36), (38), (43)> (u 3) et l'en-
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semble des valeurs delà somme (^-ΗΩ) qui lui correspond; cette 
somme étant toujours positive, l'ensemble des valeurs de (^+û) 
admet une limite inférieure; nous SUPPOSERONS qui!en l'ensemble 
considéré des déterminations de 

(n5) F, G, H, L, M, Ν, Ψ(χ,γ,ζ), 

il en est une 

(ι 16) F/I> G/M H„, L„, M., N„. Ψ
η

(Λ?, ν, 5), 

qui fait atteindre à (^-H Ω) sa limite inférieure, qui est alors un 
minimum (·£«-+- Ω*) de cette quantité. La légitimité de notre démons-
tration est subordonnée à la légitimité de cette hypothèse. 

L'ensemble (i 16) ne peut être identique à aucun des ensembles ana-
logues précédemment rencontrés. Supposons, en effet, qu'il soit iden-
tique à l'ensemble 

0'7) Fp> G p
t
 Hp, Lp, Mp, Np, Ψρ(Λ?,ν, ζ), 

où ρ est inférieur à η [cette identité laissant, d'ailleurs, aux deux fonc-
tions Ψρ (χ z) la faculté de différer par une quantité 
quelconque indépendante de x,y, z]. 

L'ensemble (116), substitué à l'ensemble (n5) en la pl'me éga-
lité (n3), doit transformer celle-ci en identité; si les deux ensem-
bles (i 16) et (i 17) étaient identiques, la piime égalité (n3) devien-
drait une identité lorsqu'on y substituerait l'ensemble (117) à l'en-
semble (115) ; or, cette dernière substitution transforme le premier 
membre de l'égalité considérée en 

2(&ρ-|- ^p). 

et cette dernière quantité est égale à 2, puisque, par hypothèse, l'en-
semble (117) vérifie l'égalité (43). 

La quantité (^
n
 + û„) est un minimum parmi les valeurs que prend 

la somme (^Η-Ω) lorsque les conditions (36), (3o), (43) et (n3) 
sont vérifiées. Il doit donc exister η constantes p,, ..., p.

A telles que 
Journ. de Math. (6* série), tome VII. — Kasc. I, 1911. β 
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l'égalité 

(.18) ^|ÎÎF + Î|iîg+^=-ÎH + SÛ3L+^-ÎM+^|:ÎN 

+2/d²d?l Yàx \p0 àx ) ây γ 0 dy ) dz V0 àz jj 

* Las lp·-ar)+ à? {" W)+
 Λ V° ~sr)J ' 

2J<x àn ân dn 7 

- "· [S îf+^+Sîh+£îl+S5M+Sîn 

"·"ν, ρ· 1 λΓλΓ+ SÏ -ψ + ST -ΊΓ)dw²] 
-.............................................. 

- »- [π:ÎF++w,™ 

+ :Ί Ρ·{-W ΛΓ + W ΊΓ
 + -*γί>Γ) Η='» 

soit vérifiée par tout ensemble 

("9) dF, 3G, 3H, 3L, 3M, dN, «Ψ(λγ,/,5) 

qui vérifie les conditions (45) et (46). 
Démontrons que tous les coefficients μ sont nuls, sauf le coeffi-

cient [A*. 

Soit, en effet, ρ un indice inférieur à n. 
A l'ensemble (119), nous pouvons substituer l'ensemble 

(iao) XFp, XGP, *Hp, X-Lp, XMP, XNP, kWp(x,y,z), 

où k est une quantité infiniment petite indépendante de z. L'en-
semble (117), en effet, a été assujetti à vérifier les conditions de liai-
sons (36) et (38), en sorte que l'ensemble (120) vérifie les conditions 
(45) et (46). 

Il est facile de voir que les trois premiers termes, au premier 
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membre de l'égalité (118), deviennent ce que devient la quantité 

(121) d2pdF + d2pdH + d2pdL +d2pdM + d2pdN 
dbp i)Gp âllp (JLp dMp àti, 

+V, b~* (* ni) + Ty {<" nf) + TA*>nr)\ 
x [di(?·~sn) +1}lp· ~sr) àilp''~5Γ!Jdw2 

—jf.*sr-3i* 

lorsqu'on y remplace l'ensemble ( 119) par l'ensemble 

(122) *F„, *G„, *Hrt, k L„, *M„, k N„, 

ce qui est permis, car les conditions (36) et (38), vérifiées par l'en-
semble (n6), nous assurent que les conditions (45) et (46) sont 
vérifiées par l'ensemble (122). 

Mais, par hypothèse, l'égalité 

(49) $(®>4-Ω)— λό(^ + τ) = ο 

est vérifiée lorsqu'on y remplace : 

λ par \ ; 
l'ensemble (n5) par l'ensemble (117) ; 

l'ensemble (119) par des quantités quelconques vérifiant les condi-
tions (45) et (46)· 

Quel que soit donc cet ensemble (119), la quantité (121) est égale à 

yp [dyp / dF + d9 + M d N 

r fdWpdW όΨ
ρ
 d άΨ άΨρ

 άάΨ\ J 1 
+2 / po ( dx dx dy dy dz dz) dw2 

Si l'on y substitue l'ensemble (122) à l'ensemble (119), cette quantité 
se réduit au produit par k\p du premier membre de la pieme égalité (u3), 
après qu'en celle-ci, on a substitué l'ensemble (116) à l'ensemble (115) ; 
mais cette dernière substitution transforme les égalités (113) en iden-
tités. L'ensemble des trois premiers termes, au premier membre de 
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l'égalité ( 118),se réduit donc à zéro par substit u tion de l'ensemble ( 120) 

à l'ensemble (119). 

Soit q un indice quelconque différent de ρ ; la substitution de l'en-
semble (120) à l'ensemble (119) donne au coefficient de tx7, dans le 
premier membre de l'égalité (118), la valeur 

-k [LdF, ' àG, * <»H, ' ri I.,' dM, ' dN,' 

+ :*J* {ιέ ~ài + ·-df sf + -ïf if)'Ή■ 

Si q est inférieur à ρ, il est immédiatement évident que la quantité 
entre [ ] est nulle, car l'ensemble (117) a été assujetti à vérifier les 
(ρ — 1) premières conditions (113). 

Si q est supérieur à p, on remarque que la quantité entre [ ] 
peut s'écrire 

ôV
p
 dGp

 9 dHp * + dL,»"*" dMP
 7 dN

p
 < 

+2J
t
 \ àx àx dy ày ôz dz ) *' 

Elle est encore nulle, car l'ensemble 

(123) F9, Gq
t
 Hf, Lq, M 9, Nf, Ψ7(α?,^,5) 

a été assujetti à vérifier les (q — 1 ) premières conditions (113). 
Considérons enfin, au premier membre de l'égalité (118), ce que le 

coefficient de jx^ devient par la substitution de l'ensemble (120) à l'en-
semble (119). On voit immédiatement qu'il peut s'écrire 

-2λ·(&ρΗ-τρ), 

et qu'il a pour valeur — ik, puisque l'ensemble (117) a été assujetti 
à vérifier la condition (43). 

Par la substitution de l'ensemble (120) à l'ensemble (119), l'éga-
lité (118) se réduit donc à 

PP=O, 

ρ étant un indice quelconque inférieur à n. 
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EfFaçons, dans l'égalité (ι 18), les (η — ι) termes affectés des coeffi-
cients tx,, ..., , puisque ces coefficients sont nuls, et voyons ce que 
devient l'égalité (i 18). 

Cette égalité, vérifiée par tout ensemble (i 19) qui est assujetti aux 
conditions (45) et ( 46), est visiblement ce que devient la condition 

(49) ά(£+β)-λθ(3τ-Μ) = ο, 

lorsqu'on y remplace: 
λ par p

n
, 

et l'ensemble (115) par l'ensemble (116). 
Nous savions déjà que l'ensemble (116) déterminait un des mouve-

ments pendulaires du système ; nous voyons maintenant que [x
rt
 est la 

valeur de λ qui correspond à ce mouvement pendulaire ; nous rempla-
cerons désormais |x

n
 par λ„. 

Reprenons l'égalité (118), où nous devons faire 

fAj — O, . . ., f*n—| — Ο, ρ
α

 — λ
Λ

. 

A l'ensemble (119), substituons-y, ce qui est permis, l'ensemble 

(124) *H
;1

, *L
rt

, *M„, £N„, Α-Ψ
η

(α?,7,5), 

où k est une quantité infiniment petite indépendante de x>y}
 z. 

L'égalité (118) devient, après suppression du facteur ak, 

(^
n
+ Ω„) — λ

Λ
(3τ

Λ
-ι- τ„) = ο. 

Mais l'ensemble (116) étant assujetti à vérifier l'égalité (43), cette 
dernière égalité se réduit à 

(n4) λ
;<

 "+" Ω/j. 

La quantité λ„ est donc la plus petite valeur que puisse prendre la 
somme (^-4- Ω) lorsque les quantités (n5) sont assujetties aux con-
ditions (3G), (38), (43) et (113). 

Il est immédiatement évident par là que la quantité λ„ ne peut être 
inférieure à aucune quantité \ d'indice ρ inférieur à n. La quantité 
en effet, est la plus petite valeur que puisse prendre la somme (^,-4- Ω) 
lorsque l'ensemble (115) est assujetti aux conditions (36), (38), (43), 
et seulement aux (p — 1) premières conditions (113). 

La règle énoncée est ainsi complètement justifiée. 
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X. » Corps flottant sur un fluide illimité. 

Certaines parties des théories précédentes se simplifient grandement 
lorsque le volume du fluide qui porte le flotteur croit au delà de toute 
limite, pourvu, toutefois, que Ton admette certaines suppositions que 
nous allons énumérer : 

i° Lorsqu'au sein de la masse fluide en équilibre, on s'éloigne indé-

finiment de la région où se trouve le flotteur, la quantité ne 

croit pas au delà de toute limite. 
2® Si la surface libre σ qui borne le fluide en équilibre s'étend à l'infini, 

la quantité pQ ne croît pas au delà de toute limite lorsque le point 

auquel elle rapporte s'écarte indéfiniment, sur la surface σ, de la région 
où se trouve le flotteur. 

3° Soient Π un point marqué en la position d'équilibre du flotteur, 
(x*y, z) un point pris à l'intérieur de la masse fluide, r la distance du 
point (x, y, s) au point Π ; lorsque r croît au delà de toute limite, les 
produits par r2 des composantes de l'élongation et des composantes de 
la vitesse des divers mouvements réels ou fictifs que nous avons à con-
sidérer ne croissent pas au delà de toute limite. 

Il résulte, en premier lieu, de ces suppositions que la quantité τ, 
définie par l'égalité (4<>)î et que la quantité Ω, définie par l'égalité ( 42), 
gardent des valeurs finies et déterminées. 

En second lieu, considérons un mouvement εξ, εη, εζ du fluide qui 
soit associé au mouvement EF, EG, EH, EL, εΜ, εΝ du solide. Le 
second membre de l'identité (79), que doit vérifier la quantité Σ, est 
assurément fini; au contraire, en vertu des inégalités (80) et (81) et 
des hypothèses précédentes, le coefficient de Σ est infiniment grand et 
positif, et cela lors même que la surface libre 9 serait limitée. Nous 
voyons donc qu'en tout déplacement du fluide associé au déplacement 
du solide, nous devons avoir 

(is5) 2 = o. 

L'égalité (76) nous montre alors que l'on doit avoir, en tout point 
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de la masse fluide, 

(126) dp =0 

ou bien, en vertu de l'égalité (73), 

(127) ^(Ρ.ξ) + ̂ (Μ) + ^(Ρ.« = <>· 

L'égalité (77) nous donne, en tout point de la surface libre, 

(128) ξ cos(n, x) -+- η cos(n,y) H- ζ cos (η, ζ) = ο. 

En un déplacement ASSOCIÉ au déplacement du solide, le fluide 
se meut comme s'il était incompressible, et de telle sorte que la sur-
face libre demeure invariable. 

Considérons, en particulier, un déplacement du fluide, associé au 
déplacement ε F, EG, εΗ, EL, εΜ, εΝ du solide, et dépendant d'un 
potentiel εΨ des élongations. 

Les égalités (97) nous donneront ici 

<129) 2,=o, 2,=o, 2,= ο, 24=o, 2β=ο, 2,= ο. 

On pourra encore écrire 

(98) ψ = Φ,F 4- Φ,G -+- Φ3Η 4- Φ41- -+- Φ,M -h Φ,Ν. 

En vertu des égalités (99) et (io3), chacune des fonctions Φ vérifie 
l'égalité 

(•3o) άχ ν 0 dx)~*~ dy γ 0 dy ) âz γ 0 àz ) °" 

Chacune d'elles vérifie, en tous les points de la surface libre, et de 
la surface de la paroi immobile, s'il y en a une, l'égalité 

(13i) <ίΦ 
àâ ~°* 

en vertu des égalités (100) et (101), (104) et (io5). 
Enfin, en chaque point de la surface mouillée s2i du flotteur en équi-
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libre, on a, en vertu des égalités (102) et (io3), 

(i3a) 
cos(N0, x) -+- — ο, 

y0cos(N
0

, s) — s0cos( N0, y) +dO4 / dNo = 0, 

La détermination de chacune des fonctions Φ est ainsi ramenée à un 
problème du type suivant : 

Un milieu conducteur, dont p„ est le coefficient de conductibilité, 
occupe l'espace indéfini qu'occupait le fluide en l'état d'équilibre. 
Ce milieu ne renferme aucune source de chaleur. Le long de la 
surface σ et le long des surfaces des parois immobiles, s'il y en a, 
il est supposé conligu à des corps non-conducteurs. Des sources de 
chaleur données sont distribuées à la partie s.

13
 de la surface du 

flotteur que mouille le fluide en équilibre. Déterminer l'état sta-
tionnaire de la température de ce corps. 

La quantité τ se réduit encore, comme par le passé, à une certaine 
forme quadratique Θ, finie et bien déterminée, des quantités F, G, H, 
L, M, N. Si la surface mouillées2S du flotteur est de révolution autour 
d'un certain axe, la forme Θ est nulle pour un ensemble de valeurs de 
F, G, H, L, M, Ν qui correspond à une rotation du flotteur autour de 
cet axe; elle est positive pour tout autre système de valeurs de F, G, 
H, L, M, N. Si la surface mouillée du flotteur n'est pas de révolution, 
la forme θ est définie positive. 

Les égalités (78) et (91) donnent l'égalité 

S = 2F I p
0
cos(N0,x)ds

33
-t-... 

•>1» 

4-2L f p
0
[yoCos(N

0
, z) — s

0
cos(N

0
,y)]</i,j + ... 

que l'égalité (120) transforme en 

(.33) G — o. 

Ce dernier résultat apporte une simplification notable aux théorèmes 
qui ont été établis au paragraphe VIII, touchant la plus longue période 
que puisse présenter un mouvement pendulaire du système. 
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Lorsqu'un corps solide flotte à la surface d'un fluide compressible 
indéfini, la période la plus longue T, que puisse affecter un mouve-
ment pendulaire de ce flotteur est au plus égale, et est, en général, 

inférieure à la quantité T
0
 telle que γζ· soit la valeur minimum du 

rapport g-^g· 
Pour que Τ, = T

0
, il faut et il suffit que la surface mouillée du 

flotteur soit de révolution autour cFun axe et que le mouvement pen-
dulaire de plus longue période soit une oscillation autour de cet 
axe. 

Examinons le premier problème fictif dont voici l'énoncé : 

On suppose qu'à chaque instant, les pressions exercées par le 
fluide sur le solide soient calculées non par les règles de l'Hydro-
dynamique, mais par les règles de l'Hydrostatique. 

A chaque instant, on ajoute à la force vive réelle du flotteur une 
force vive fictive égale à celle qu'aurait le fluide en un MOUVEMENT 

FICTIF ASSOCIÉ au mouvement du solide. 
En ce problème fictif le solide est susceptible de mouvements 

pendulaires qui correspondent à six périodes réelles, positives, 
distinctes ou non. 

T
0
 est la plus longue de ces périodes. 

A l'évaluation approchée de T, que nous fournit le calcul de T
0
, 

nous pouvons substituer une autre évaluation, plus aisée à obtenir, 
mais dont l'approximation est ordinairement moindre. 

Soit ψγ la valeur minimum du rapport la quantité T'
0
 est au 

moins égale et, en général, elle est supérieure à la quantité Te et, 
parlant, à la quantité T,. 

Cette proposition peut encore s'énoncer d'autre manière; considé-
rons, en effet, le second problème fictif dont voici l'énoncé : 

Un corps solide flotte à la surface d'un fluide compressible de 
volume infini. 

A chaque instant, on calcule selon les règles de l'Hydrostatique 
Journ. de Math. (6· série), Lome VU — Kasc. 1, 1911. 9 
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les pressions exercées sur le solide, négligeant ainsi les forces 
d'inertu appliquées aux diverses masses élémentaires du fluide. 

On attribue au flotteur sa force vive réelle. 
Les mouvements pendulaires dfun tel corps présentent six 

périodes réelles, positives, distinctes ou non. 
La plus longue de ces périodes, T,, est au moins égale à la plus 

longue période T, des mouvements pendulaires qu'en vérité le flot-
teur peut éprouver; en général, la première de ces périodes surpasse 
la seconde. Pour que les deux périodes T^, T, soient égales entre 
elles, il faut et il suffit que la surface mouillée du flotteur soit de 
révolution autour d'un axe, et qu'au second problème fictif, le 
mouvement pendulaire de plus longue période corresponde à une 
simple rotation autour de cet axe. 

Le problème fictif que nous venons de considérer en dernier lieu est 
la généralisation naturelle du problème que Poisson et Duhamel ont 
traité, en se bornant à considérer un fluide homogène et pesant. Même 
dans le cas où le fluide a un volume infini, ce problème fictif diffère 
grandement, on le voit, du problème véritable, et Clebsch a eu raison 
de signaler Terreur que Ton commet en substituant un de ces pro-
blèmes à l'autre. Mais, DANS LE CAS OU LE VOLUME DU FLUIDE EST INFINI, 

l'étude du problème fictif de Poisson et de Duhamel conduit, 
cependant, à énoncer d'une manière correcte les conditions de sta-
bilité du flotteur. 

La méthode fictive dont nous parlons conduit, en effet, moyennant 
Temploi du critérium des petits mouvements, à la proposition sui-
vante : 

Pour qu'un corps solide, flottant sur un fluide de volume infini, 
y soit en équilibre stable, il faut et il suffit que la quantité £soit une 
forme définie positive des six quantités F, G, H, L, M, N. 

Or, à cause de l'égalité (i33), c'est à cette condition que se réduit 
la condition donnée aux paragraphes 6 et 7. 
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ZI. — Corps pesant flottant sur un fluide pesant, 
incompressible et homogène. 

Il est aisé de développer une théorie analogue à la précédente dans 
le cas où le fluide, au lieu d'être compressible, est un liquide incom-
pressible et homogène ; sans rechercher une généralité désormais 
inutile, nous supposerons que la pesanteur soit la seule action extérieure 
qui s'exerce sur les diverses parties du flotteur et du liquide. 

Nous mettrons l'origine des coordonnées au centre de gravité de 
l'aire de flottaison du flotteur en équilibre ; nous prendrons pour axe 
des ζ la verticale dirigée vers le zénith, pour axes des χ et des y les 
deux axes principaux d'inertie de l'aire de flottaison. 

Dans ce cas, les divers coefficients A
iy

 sont tous nuls, sauf trois 
d'entre eux, qui ont les valeurs suivantes (*): 

(ι3ή) 
A3 î=5rpi, 
A« = ^ S ( Ζ - Ζ' ), 
A« = S9ÎY + & Si Ζ — Z' ). 

Dans ces formules, 

g est l'intensité de la pesanteur ; 
ρ la densité du liquide ; 
s l'aire de la surface de flottaison ; 
j
x
, jr, les moments d'inertie de cette aire par rapport aux axes des χ et 
desy ; 

dit la masse du flotteur ; 
Ζ' la hauteur du centre de gravité de ce corps au-dessus de la surface 

libre du liquide en équilibre ; 
Ζ la hauteur, au-dessus de la même surface, du centre de gravité du 

volume immergé. 

Moyennant ces égalités (i34), les formules (23), où nous devons, 
selon ce qui a été dit au paragraphe 3, effacer la constante C, fournis-

(*) P. DDBBH, Sur la stabilité de l'équilibre des corps flottants, égalité (33) 
(Journal de Mathématiques, 5e série, I. I, 1895, p. 176). 
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sent les équations du mouvement du flotteur, qui sont donc les sui-
vantes : 

(i35) 

DILf'(t) 4- M, g'( t) — M
y
 h"(t) 4-Γ ρ ̂  cos( N

0
, x) ds

i3
= o. 

3Κ,^(ι)-Μ./·{ί) + Μ
χ
Λ"(ί)+ί p^£cos(N

0
.r)rfi

!s
-o. 

gpsh(t) 4- 3ÎL h'(t) -h My Γ(ί) — Μ
χ

/ιι"(ί) 

-H Γ ρ ̂  coe ( N°, c ) ds
t3
 = °. 

A'ïl 

Opy* 4- ait^(Z—Ζ')] /(0 
4-J

x
 r(t) — P

xy
m"(t) — P

x
s/i"(t) 4- My

/i"(0 — M
=
 £·"(/) 

-+- f P^j-[y®cos(N
0
.5) —5,co?(i\

0

, r)]^« = o. 

[<?py> s (z—z')] »l(0 
4-Jy™'(/)-P*y/'(0-Py

S
«"(0 4-M

 =
 /"(0-M

x
/r<0 

+jf Ρ t5® cos (No, x) — x
0

 cos (N
c

, s)] ds
i3

 — o, 

ix n'(t) — P
xs

l'(t) — Pyz /w"(i) + M
x

#"(<) — My/'(l) 

-+- f P^Kcos(N»,y)—v
0
cos(N

0
,λ:)] <&„=<). 

La détermination des mouvements du fluide dépend de la déter-
mination de la fonction ψ. 

En chaque point du volume qu'occupait le fluide en équilibre, celle-ci 
doit vérifier Péquation 

(i36) Δψ = o 

que fournit la condition de continuité, et qui remplace ici l'équa-
tion (24 bis), 

A la surface libre σ du fluide en équilibre, ~ = ρ g, en sorte que 

l'égalité (20 bis) devient maintenant l'égalité 

(,37> W-^ = 0' 

qui doit être vérifiée en tout point du plan s = o. 
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Quant à l'équation (5), vérifiée en tout point de la surface sa« Ie 

long de laquelle le liquide mouille le flotteur en équilibre, et à l'équa-
tion (2G), vérifiée en tout point de la paroi immobile, elles demeurent 
ici les mêmes que dans le cas général. 

Si, dans les équations (i35), on remplace partout par zéro, 

comme l'ont fait Poisson et Duhamel, mais comme il est illégitime de 
le faire, selon la très juste remarque de Clebsch, on obtient ce que l'on 
nomme les équations du mouvement infiniment petit dy un flotteur en 
milieu non résistant. Ces équations s'intègrent sans difficulté; on en 
trouvera l'intégration détaillée en la Théorie du navire de MM. Pol-
lard et Dudebout ('). 

Nous ne savons même pas si le problème, simplifié de la sorte par 
une supposition incorrecte, fournit une approximation du problème 
véritable. Nous verrons tout à l'heure quel renseignement il est sus-
ceptible de nous fournir. 

Lorsqu'aux équations (i35), on remplace par zéro, les quan-

tités /(/), g(l) et n(t) n'y figurent plus que par les dérivées 
secondes/*"(<), o"(0 et Λ"(0» on Peut donc, h chacune de ces trois 
fonctions, ajouter une fonction linéaire arbitraire de /, en sorte qu'elle 
ne peut, en général, demeurer infiniment petite, quelque grand que 
soit /. 

Qu'une circonstance analogue doive se présenter au problème véri-
table, cela est évident tout d'abord et sans aucun calcul. En effet, 
l'équilibre du flotteur n'est aucunement troublé si Ton imprime à ce 
corps une translation quelconque parallèle au plan horizontal ou une 
rotation quelconque autour d'un axe vertical; pour de tels déplace-
ments, cet équilibre est indifférent. Si donc on veut étudier la stabilité 
de l'équilibre du flotteur ou les mouvements infiniment petits de ce 
corps, il faudra convenir que l'on regarde comme infiniment petit 
tout mouvement où h(t), /(*), m(t) demeurent infiniment petits, quel 
que soit/, lors même qu'en ce mouvement quelqu'une des quantités f( /), 
g(t), n(t) ne demeurerait pas infiniment petite. 

En vertu des égalités (i34), la quantité définie par l'égalité (41), 

(* ) POLLARD et DCDKBOOT, Théorie du navire, t. II, pp. a 1a et suiv. Paris, 1891. 
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se réduit à la forme 

(«38) 2=g ρ s H* -h [ gpj
x -h OIL g{ Ζ — Ζ' )] L« 

+ [gpjy + mg(Z - Z')]M². 

Étudions le déplacement (εξ, εη, εζ) du fluide qui s'associe à un dé-
placement (ε F, ε G, ε H, ε L, ε M, ε Ν) du flotteur. 

Le fluide étant incompressible, on devra avoir, en tout point du 
volume qu'il occupe en l'état d'équilibre, 

039) Έί + άΡ + Τ;-0· 

Le long de la paroi immobile et de la surface mouillée du flotteur, 
ξ, η, ζ continueront de vérifier les équations (74) et (75). 

Enfin, comme à la surface libre du liquide, 

cos(n,x) — o, cos(n,y) = o, co8(/t,s) = — 1, ~= — 

l'équation (77), vérifiée en tout point de cette surface, deviendra 

(i4o) C = E / g 

Pour qu'un déplacement du fluide soit ASSOCIÉ à un déplacement 
du flotteur, il faut et il suffit qu'en ce déplacement du liquide, la 
surface libre demeure horizontale. 

On peut demander à l'équation (79) la détermination de la con-
stante Σ. Il est plus simple de l'obtenir par un raisonnement direct. 
Le liquide étant incompressible, le volume dont le flotteur s'enfonce 
doit être égal au volume soulevé du liquide; si donc nous désignons 
par σ l'aire de la surface libre du liquide, nous devons avoir 

(«4«) JH + σζ = ο. 

Cette égalité, jointe à l'égalité (140), donne 

(i4a) Σ=-£«. 9 
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La quantité G, donnée par l'égalité (91), devient 

G=-2. rP / dV dv, 

J
e
 àn 

et comme, en tout point de la surface σ, = — g, cette égalité, 
jointe à l'égalité (142)) donne 

(.43) g=p#ÇH'. 

Les égalités (i38) et (i43) nous donnent 

(i*4) ^+6 = p^|i + ^H'+ [gpjx+ — Z')] L« 

+ [gpjy + mg(Z-Z')]M² 

Cette expression nous permet de discuter la stabilité de l'équilibre 
du flotteur, cette stabilité étant restreinte aux déplacements h(t), 
1(1), m(l). 

Le théorème de Lejèune-Dirichlet nous enseigne qu'il suffit, pour 
cette stabilité, que la somme (^H- δ) soit une forme définie positive 
des quantités H, L, M. La méthode des petits mouvements, si l'on en 
admet la légitimité, nous enseigne que cette condition est non seule-
ment suffisante, mais encore nécessaire. Nous obtenons donc la propo-
sition suivante : 

Pour qu'un solide pesant, flottant sur un liquide limité, soit en 
équilibre stable, il faut et il suffit que Ρon ait les deux inégalités 

(.45) 
py

x
-h 3TL(Ζ — Ζ') > ο, 

pjy ·+· «Ht/(Ζ — Z')>o. 

Ces conditions, ne dépendant pas des dimensions du fluide, 
s'appliquent même à un corps pesant qui flotte sur un liquide illi-
mité. 

Ces conditions sont connues depuis Bouguer. 
La quantité θ se déterminera par la méthode générale qui a été 

indiquée au paragraphe 8. 
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La comparaison des égalités (96) et (142) nous montre que nous 
aurons ici 

Σι = ο, 2,= o, Σ3~ — —> ο. Σί — ο. Σβ = ο. 

Nous pourrons encore écrire l'égalité 

(9») Ψ = Φ,Ρ-ΗΦ,0 + Φ
3
Η 4-Φ*Ϊ. + Φ,Μ 4-φ,Ν + χ, 

ou γ
φ
 est une constante. 

Chacune des fonctions Φ sera, en tout l'espace 2 qu'occupait le fluide 
au moment de l'équilibre, une fonction harmonique de x, y, - : 

ΔΦ = O. 

Le long de la paroi immobile et aux divers points de la surface 
mouillée du flotteur, les diverses fonctions Φ vérifieront encore les 
conditions (100), (102), (104) et (106). 

Aux divers points de la surface libre σ du fluide en équilibre ou, en 
d'autres termes, du plan ζ — o, on doit encore écrire les équations 
telles que (101) et (io5), qui deviennent : 

dW dW1 dW2 dW3 dW 
dn °* dn °' dn er' dn °' dn ~~ °' dn ~~ °" 

Les diverses fonctions Φ et, partant, la grandeur Θ seront ainsi dé-
terminées. 

Si est la plus petite valeur de la quantité 

(.46) 5-^01 ?g*+ Çj -+· ίpgjx -+- 31L *( Ζ — Z')] Ll 

+ [pgjy + ^g(7<-V)\ M»|, 

nous savons que la plus longue période T, d'un mouvement pendu-
laire que le flotteur puisse prendre est égale à T

0
 au cas où la sur-

face mouillée du flotteur est de révolution autour d'un axe et où ce 
mouvement pendulaire se réduit à une oscillation autour de cet 
axe; hors ce cas, T, est supérieur à T

e
. 
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Si, dans la quantité ?» nous remplaçons 

F, G, H, L, M, Ν 

par 
/(O, tf'Ob tt'(i), f(0i ni'(n). «'(*), 

nous obtenons une forme quadratique <£'(/) de ces six dernières quan-
tités; c'est la force vive du fluide en un mouvement fictif associé au 
mouvement du flotteur. 

Lorsqu'on remplace les quantités 

F, G. H, L, M, Ν 
par 

/(0. β(0. Λ(0» '(Ο» "*(0t Λ(0> 

Σ devient -('/). L'égalité (i/ja ) donne donc 

2',/)-_2ΪΛ(0. 

La pression fictive associée au mouvement du flotteur a été définie 
au paragraphe 8. C'est, en tout point de la surface mouillée s

2;
, du 

flotteur, une pression normale, dirigée vers l'intérieur du flotteur, et 
qui a pour valeur 

11(0 -■?£'(/) 

ou bien, dans le cas actuel, 

1O7) 11(0 — — Λ(0· 

On voit sans peine que ces diverses pressions se composent en une 
force unique, appliquée au centre de gravité de l'aire de flottaison, qui 
nous sert d'origine de coordonnées; cette force est verticale, dirigée 
vers le haut, et a pour valeur 

(148) L = - pgs² / d h(t) 

Il est aisé maintenant, en suivant les indications données ail para-
graphe 8, et par une méthode semblable à celle qui nous a permis de 
former les équations (135 ), d'écrire les équations de notre premier 

Journ. de Math. (6* série), tome VII. — Fasc. I, 1911. IO 
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problème fictif. Ces équations seront les suivantes : 

(' i9 ) 

3lt/' + M ..g·-M
r

A' + ~ ijï = o, 

OIL#·'- M
s
/'+ M*A* + jt ~ --■= «, 

A ο* Γ. + *- ) A -4- 3li. A ■ + Mf - M , m" + ^dc'/dh = 0, 

[ A' ρΛ + A" < Ί' — Z' )] / 4- J* /' — I\r
r
 /«" — P.,- " 

-+-Μ
ν

Λ M=" ~4ι ~ήγ " ° 

U'p./v 3Pc A"( ̂  — 'U )\™ 4- j> m"— l\e
V
/' — t'y:"" 

-r- M-J M
X

A + _ _ _ o, 

J
 =
 „"_ 1 + M»g·" — M,./·+ t ̂  ^ ... 

En ces équations, comme en celles qu'ont traitées Poisson et 
Duhamel, les quantités /(<)> g{t), η(t) n'interviennent que par les 
dérivées secondes 

/*«)=-$-. g
«)=-fè-,n(t) ... d² n(t) / dt² 

On peut donc ajouter arbitrairement à chacune de ces trois quan-
tités une fonction linéaire à coefficients constants de /. Abstraction 
faite de la translation uniforme et de la rotation uniforme que Ton 
obtient ainsi, le système dont le mouvement est figuré par les équa-
tions (i4q^ est susceptible de mouvements pendulaires qui admet-
tent trois périodes distinctes; T

0
 est la plus longue de res trois 

périodes. 

Considérons maintenant le rapport 

(lb

°) gjPe^
1
 4- l>AV*+

 3ri
 A'(Z — Z')] O 

+ [ρΑ/ν + 3Κ.
ί
·(Ζ-Ζ')]Μ·{. 

Ce rapport admet une valeur minimum —· La valeur est 
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au moins égale et, en général, elle est supérieure à la plus longue 
période T, des mouvements pendulaires dont le système étudié est 
susceptible. 

La détermination de Te
 se relie à un second problème fictif qui se 

déduit du précédent en biffant les termes qui dépendent de la force 
vive fictive <&'. T'

e
 est la plus longue des périodes que puisse pré-

senter un mouvement pendulaire capable d'intégrer les équations 

onM.tf"—MVA"—<». 
i NLg>.~ MMxA'=o, 

I go s l ι -i- - ) Λ -h OU A '' -+- M γι" — Ms m" = ο, 
( ι ο ι ) ' \ σ ' 

j Vgoj
x

 + i)\Lg{Z~T)]t -hJJ" ~\\
y

ni>r-Y
xz

n'+\\
v

h''-M
s

g'' = o, 

I I gpjx -rOll,A'(Z — Ζ')]/Η J y m" — l\rv/" ~ yz H* "h M- Mx/t' ~ O, 
h" - V

xz
r- I 'yr m" "l~ Μ,γΛ'"- My./'7- «>. 

Ces équations diffèrent en un seul point des équations auxquelles 
conduit la méthode de Poisson et de Duhamel, et dont la Théorie du 
navire de MM. Pollard et Dudebout présente l'intégration complète : 

le coefficient de h y est multiplié par le facteur(I + s/d) 

Ce facteur devient extrêmement grand dans le cas où le flotteur est 
contenu en un bassin fort étroit; au contraire, il tend vers ι lorsque la 
surface du bassin croît au delà de toute limite, ce qui justifie la pro-
position suivante : 

Lorsqu'on étudie par la méthode de Poisson et de Duhamel les 
oscillations pendulaires d'un flotteur sur une nappe liquide infini-
ment étendue, la plus longue T„ des périodes que l'on détermine 
est au plus égale à la plus longue période!?, des mouvements pendu-
laires véritables du flotteur et, en général, elle est inférieure à Τ,. 

Pour que Te soit égal à TM il faut et il suffit que la surface 
mouillée du flotteur soit de révolution autour d'un axe, et que le 
mouvement pendulaire le plus lent fourni par la méthode de 
Duhamel et de Poisson se réduise à une oscillation autour de cet axe. 

Dans ce cas, T"
0
 est aussi égal à la plus longue période T„ que 

fournisse le premier problème fictif; hors ce cas, T'
e
 est inférieur 

a I0. 
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XII. — Cas où le système étudié admet deux plans de symétrie. 

Nous allons admettre maintenant que notre Hotteur admette deux 
plans de symétrie; les navires ont un plan de symétrie, et beaucoup 
d'entre eux ne sont pas loin d'en admettre un second ; l'hypothèse 
que nous faisons conduira donc à des résultats qui s'appliqueront 
sensiblement aux navires. 

Les deux plans de symétrie seront nécessairement le plan ;Ox et le 
plan zOy. Nous supposerons que OJ? soit Taxe qui correspond au 
plus petit moment d'inertiey, de Taire de la flottaison; nous nomme-
rons cet axe Yaxe longitudinal; la rotation /(/)autour de cet axe sera 
le roulis. L'axe Oy prendra alors le nom d axe transversal; la rota-
tion m(t) autour de cet axe se nommera tangage. 

Ces hypothèses entraînent de grandes simplifications ; elles donnent, 
en effet, 

M
r
=o, M

v
—<>, 

I Y; — O, P;.R — O, PJR, — O. 

Les équations (i 3:>) se réduisent alors aux suivantes : 

Oil/"(*) 4-+ / ρ —r cos ( N
0

, ,r) <7.sv, — υ. 

(102) 

OU g"-h I Ρ ̂ COS(N
0

, V)ds
ri
 = O, 

pgsh(t)-h an. ρ ̂  COS( N
0
,ζ) = ο, 

[p<?7*4-0)l gW Ζ')]/(/) + J«/"(/) —Μ-Λ'"(Ί) 

4- ) P^[7OCOS(N
OI
 S)--5

E
COS(NO, v)]F/*

l3
=o, 

[pgfy-h oil giZ — Ζ')] m(0 4- Jv
#m"(/) 4- M-/"(0 

4-jf Ρ [ -Α COS ( i\
0

, -r) — .r„ COS (N
0
, 5 )] </-»„ = O. 

Js n'(t)+ j Ρ [ΧΒ COS(N
0

. R) —COS(N
0

, #)]ds
î3
= O. 
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La quantité ^ garde la forme donnée par l'égalité (»38); l'éga-

lité (8), qui fait connaître S, se réduit ici à 

(153) 2f=rOMF*-hG2-4-Hs) + aM,(MF — GL)-+- J-N*. 

Supposons maintenant que les parois du bassin où le flotteur se 
trouve primitivement en équilibre admettent également les deux plans 
de symétrie -Oy; cette hypothèse n'exclura pas le cas où le 
flotteur est à la surface d'une nappe d'eau inflniinent étendue suivant 
toute direction horizontale. 

Le problème ainsi restreint admettra trois catégories particulières 
de solutions que nous désignerons respectivement par les noms de 
vibration verticale pure, de roulis pur et de tangage pur. 

I. VIBRATION VERTICALE PURE. — Les équations (102) nous permet-
tent de prendre constamment 

/(/)--o. m(t) = o. n(t)— o. f(t) — o, g(t)=o, 

en prenant en même temps pour ζ, /) une fonction qui ne 
change de valeur ni lorsqu'on change jj en — .r, ni lorsqu'on change^ 
en —y; et c'est ce qui aura assurément lieu, puisque cette fonction 
est alors déterminée par les conditions suivantes : 

ι" Dans tout le volume que le fluide occupait au moment de l'équi-
libre, on a 

(«34) Λψ — o; 

•20 En tout point de la surface σ par laquelle ce volume est contigu 
au plan ; = o, on a 

(I55) 
dy d²y 
0 du df ' 

3° En tout point de la surface mouillée s2i
 du flotteur, on a 

(«56) ^ -4-COS(N
0
,S)/Î(0=O; 

4° En tout point de la paroi du bassin, on a 

(157) ~tîn °" 
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Toutes les équations (ιδί) sont identiquement vérifiées, sauf la 
troisième, qui garde la forme 

("58) ?gsh[i) 4- 311· A"(0 4- f P^-4COS(\
0

, s)ds
i3
 = o. 

Le problème particulier que définissent les équations ( ι Y'|) à (i58) 
prête aux mêmes raisonnements, aux mêmes calculs que le problème 
général. 

En ce problème, en vertu des égalités (i38) et (ι >3), nous aurons 
simplement 

(«59) | = p^.îH5. 
(160) B = MH1. 

En un mouvement du liquide associé au mouvement du flotteur, la 
surface du liquide dans le bassin demeurera horizontale et s'élèvera 
d'une quantité 

ζ(η = "/ι(ο. 

La forme ε sera encore donnée par l'égalité 

(I43) c = pg s² / o H². 

Considérons un déplacement du fluide qui admette un potentiel des 
élongations εΨ et qui soit associé au déplacement ε H du flotteur. 

Nous prendrons 
Ψ = ΦΗ. 

La fonction -) devra vérifier : 
i° En tout point du volume 2, l'équation 

( 1G1 ) ΔΦ=ο: 

2° En tout point de la surface σ, la condition 

(,6,) ÏT^t' 

3° En tout point de la surface s
2t

 par laquelle le flotteur est contigu 
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au liquide, la condition 

(I63) dY/dNoH-COS(N
0
,S) = O; 

4° En tout point de la paroi 

(I64) 
όΦ 
d/Γ °" 

La quantité essentiellement positive 

('65) m' = p/ [(dQ / dx)² + (dY/ dy)² + (dy/ dz)] 

a les dimensions d'une masse; nous la nommerons la masse fictive 
associée au flotteur vibrant verticalement. 

Nous pourrons écrire, dans le problème actuel, 

('66) O = m'h² 

(167) €'(0 = —[h'(t)] 

En reprenant les raisonnements qui ont été développés dans le cas 
général, nous trouverons (pie la plus longue période T, que puisse 
présenter une vibration pendulaire verticale du flotteur est assuré-
ment supérieure à la quantité 

y 168 ) In'-*-. 
y ?·"*(■+ s / g 

( lette période est relie du mouvement pendulaire qui satisfait à la 
première équation fictive 

('69) ρ gs ^ 1 h ( t ) -f ( OIL OR ' ) h" ( t ) — ». 

Τ„ et, a fortiori, T, sont inférieurs à la quantité 

(170} 

T'o = 3r VR/ 2gs 
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qui est la période du mouvement pendulaire unique défini par la 
seconde équation fictive 

U71) P<vç^i -+- Çj h (/) + .m Λ"( 0 = 0. 

Dans le cas où la surface du fluide est infiniment étendue, on a 

C-al T„=iry — > 

<'7»>
 Ti:=l

VS-

Cette valeur (173) de T'
0
 est celle que fournit la méthode de Poisson 

et de Duhamel. 

II. lloi LIS Π». — Nous pouvons satisfaire aux équations (102) en 
prenant constamment 

/(0 = 0, A'( 0 ~ 0> /L(0=O, »L(/)RO. W(0=O. 

pourvu qu'en même temps la fonction ψ(./,·,/, ζ,ί) soit douée de ces 
deux propriétés : 

i° Elle change de signe, sans changer de valeur absolue, lorsque 
l'on change χ en — χ ; 

2° Elle ne change pas lorsque l'on change y en — y. 
Or, elle peut être choisie ainsi; elle est assujettie, en effet, aux 

conditions (154), ( 155) et (107); en outre, en tout point de la surface 
mouillée .s2;, du flotteur, on doit avoir 

(174) dY / dno-H FYO CO>(N
N

. Z ) — 5
0

CO!.( \,
V

 1-1] /( T) -- O. 

Les équations (102) sont toutes identiquement vérifiées, sauf la 
quatrième qui se réduit à 

<I;5) [ pffjx -+- s ( ̂  t* {t) 

+ f ,0 cos^No' z>> ~~ z°cos( di„= o. 

Ce problème particulier donne encore lieu à des raisonnements et à 
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des calculs semblables à ceux qui ont été développés dans le1 cas 
général. 

En ce problème particulier, les égalités (i38) et (i 53) donnent 

(176) ^ = [Pé7x+3lL^(z — z')lLii 

(177) 3=J
e

lA 

En un déplacement du fluide associé au déplacement du flotteur, 
la surface libre du liquide demeure immobile, en sorte que l'on a 

(178) ε = ο. 

Au déplacement ε L du solide, nous pouvons associer un déplace-
ment du liquide qui dépende d'un potentiel εΨ des élongations. 
Posons 

Ψ = Φ/. 

La fonction Φ devra vérifier l'équation de Laplace 

0-9) ΔΦ = ο 

en tout point du volume qu'occupe le fluide en équilibre; en tout point 
de la paroi immobile ou de la surface libre, on aura 

(180) άΦ 
dn ~°

; 

enfin, en tout point de la surface mouillée s,, du flotteur, on aura 

(181) dO / dNo-t-fo cos(N
0

, z) — s
e

cos(N
0

, j)=o. 

La quantité 

(182) J'x = p / [dO / dx]² + (dO/dy)² +] dw² 

a les mêmes dimensions qu'un moment d'inertie; elle est essentielle-
ment positive, à moins que la surface mouillée du navire ne soit de 
révolution autour de l'axe longitudinal; dans ce dernier cas, elle est 
nulle. Nous donnerons à cette quantité le nom de moment fictif 
d'inertie par rapport à l'axe longitudinal. 

Journ. de Math. (6" série), tome VII. — Fasc. I. iyii. I I 
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Nous aurons, dans le cas qui nous occupe en ce moment, 

(.83) Θ —JXL*, 

(»84) C'(0 = ̂ [f(0]·· 

En appliquant alors à ce cas particulier les propositions démontrées 
dans le cas général, nous obtenons les théorèmes suivants : 

Si la surface mouillée du navire est de révolution autour de 
l'axe de plus petite inertie de l'aire de la flottaison, la période T, que 
présente un roulis pendulaire pur est unique et a pour valeur 

(.85) T
»
 2 Π

 VP 3LT ^(Z — Z')' 

Si la surface mouillée du navire n'est pas de révolution autour 
de l'axe long itudinal, le roulis pendulaire pur peut présenter une 
infinité de périodes dont la plus longue, T,, est assurément supé-
rieure à la quantité 

<186) T'.'Γ .Z, 

et, a fortiori, à la quantité 

(,87) T;=
"V

/
£'+ XLg(Z-Z') 

T
0
 est la période du mouvement pendulaire qui intègre la première 

équation fictive 

(«88) [pgjx +«^-<3 (Z —Z')] /(/) 4- (J
x

4-J
x

) /'(0 — O. 

T'
0
 est la période du mouvement pendulaire qui intègre la seconde 

équation fictive 

(«89) [pëJagÇL — Z')] /(/) 4- J
x

 F (t) = o. 

Cette dernière est l'équation qu'ont étudiée Poisson et Duhamel. 
A quel point la connaissance de la quantité T'0 renseigne incom-

plètement au sujet de la plus longue période T, du roulis pur, nous 
allons le reconnaître par les considérations suivantes : 
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Imaginons, tout d'abord, que la surface mouillée du navire soit de 
révolution autour de l'axe longitudinal; la période véritable du roulis 
pur, donnée alors par l'égalité (i85), est égale à la quantité T'

0
 donnée 

par l'égalité (187). 

A ce navire, ajoutons des quilles dont l'épaisseur et, partant, le 
volume et la masse soient négligeables ; l'adjonction de ces quilles 
ne modifie en rien la valeur de la quantité T'

0
 donnée par l'éga-

lité (187). 

En revanche, le moment fictif d'inertie J^, nul avant l'addition 
de ces quilles, est rendu positif par cette addition; T

0
 a maintenant 

une valeur supérieure à T'
0

; a fortiori en est-il de même de T,, qui 
est désormais supérieur à T

0
. L'addition des quilles a donc sûrement 

fait croître la période la plus longue du roulis pur du navire; l'emploi 
de la méthode de Poisson et de la formule (187) ne permet pas de 
prévoir cette influence exercée par des quilles sur le roulis; la for-
mule (186) fait prévoir l'existence et le sens de celte influence, mais 
elle ne permet pas d'en évaluer la grandeur. 

III. TANGAGE PUR. — On pourra vérifier les équations (I52) en 
faisant constamment 

/(0 — o, g(t) = o, h(t) = 0, l(t) = o, /1(0 = 0, 

et en prenant pour -,*) une fonction paire de χ et impaire 
de y. On aura alors un langage pur qui se traitera exactement comme 
le roulis pur. La période la plus longue T, que puisse présenter un 
langage pendulaire pur, en un flotteur dont la surface mouillée 
n'est pas de révolution autour de l'axe transversal, est assurément 
plus grande que la valeur 

°90) r> = aV pffV-m&z-g) 

attribuée à celte période par la théorie de Poisson et de Duhamel. 
En résumé, les objections de principe que Clebsch a élevées contre 

la théorie des oscillations des corps flottants développée par Poisson et 
par Duhamel sont pleinement justifiées; les suppositions admises par 
cette théorie sont gravement erronées. Cependant, les conséquences 
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auxquelles elle conduit ne sont pas toutes à rejeter. Les conditions de 
stabilité qu'elle a formulées sont exactes. Appliquée à un navire 
doublement symétrique qui flotte sur une mer illimitée, à chacune des 
trois sortes d'oscillations pendulaires simples, vibration verticale pure, 
roulis pur, tangage pur, elle attribue des périodes déterminées; ces 
périodes ne sont pas égales aux plus longues périodes des oscillations 
véritables; mais on peut toujours affirmer que celles-ci sont respective-
ment supérieures à celles-là. 


