
E. GAU
Sur l’intégration des équations aux dérivées partielles du
second ordre par la méthode de M. Darboux
Journal de mathématiques pures et appliquées 6e série, tome 7 (1911), p. 123-240.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1911_6_7__123_0>

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliothèque nationale de France

http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pôle associé BnF/Mathdoc

http:// www.numdam.org/ journals/ JMPA

http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1911_6_7__123_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA


Stir Γ intégra tion des équations aux dérivées partielles 
du second ordre par la méthode de M. Dur hoax ; 

PAR M. E. G AU. 

INTRODUCTION. 

La méthode de M. Darboux constitue, dans l'état actuel de la 
Science, le moyen le plus puissant dont ou dispose pour intégrer une 
équation aux dérivées partielles, c'est-à-dire pour ramener son inté-
gration à celle d'un système d'équations différentielles ordinaires. 

En cc qui concerne les équations du second ordre, celte méthode 
peut se résumer en quelques mots; elle repose essentiellement sur la 
remarque suivante : si 

U(#, y, s, f?, q, ...) = const. 
et 

\(x, y, s, p, q, ...) = const. 

sont deux combinaisons intégrables distinctes de l'un des systèmes de 
caractéristiques de l'équation proposée, c'est-à-dire si U et V sont 
deux invariants distincts pour ce système de caractéristiques, l'équa-
tion U = /(V), ou / est line fonction arbitraire, admet avec la pr'ô-

Journ. cle Math. (6· série), tome Vtl. — Faso. II. i«»n. I? 
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posée une intégrale commune dépendant d'une fonction arbitraire ; on 
peut dire encore : quelle que soit la forme de /, l'équation U = /(V) 
forme avec la proposée un système en involution, en adoptant la défi-
nition communément admise, proposée par M. Goursat ('), des sys-
tèmes en involution. 

Dans ce cas, on démontre facilement que la solution du problème 
de Cauchy se ramène à l'intégration d'un système d'équations diffé-
rentielles ordinaires (2). 

S'il existe deux invariants distincts pour chacun des deux systèmes 
de caractéristiques, l'intégrale générale de l'équation peut s'exprimer 
par des formules qui donnent x} y, ζ en fonction de deux variables 
indépendantes α et β, de ρ fonctions arbitraires de «, de q fonctions 
arbitraires de β et des dérivées de ces fonctions en nombre fini, les ρ 
fonctions de α étant assujetties à vérifier ρ — ι équations différentielles 
d'ordre quelconque, ainsi que les q fonctions de β : nous dirons 
dans ce cas, avec M. Goursat, que l'intégrale générale est de la pre-
mière classe ('). 

La réciproque de cette propriété est vraie, ainsi que l'avait annoncé 
M. Darboux dans son Mémoire; M. Goursat en a donné une démons-
tration très simple (*). 

La méthode consiste donc essentiellement à chercher des invariants 
pour les caractéristiques d'ordres croissants i, 2, .... 

Malheureusement, on ne connaît aucun moyen pour déterminer a 
priori l'ordre de ces invariants, ou même une limite supérieure de cet 
ordre ; de sorte que lorsqu'on a constaté qu'une équation donnée n'ad-
met pas deux invariants d'ordre inférieur ou égal à η pour l'un des 
systèmes, rien ne prouve qu'il n'existe pas deux invariants d'ordre 
inférieur ou égal à η -H 1 ; l'application de la méthode de M. Darboux 
conduit donc, en général, à une infinité d'opérations. 

Un fait analogue se produit lorsqu'on veut intégrer une équation 

(1 ) GOURSAT, Leçons sur ίintégration des équations aux dérivées partielles 
du second ordre, t. II, Chap. VI, p. 82. 

(') Ibid., Chap. VII, p. 139. 

(*) Ibid., Chap, VIII, p. 217. 
(*) Ibid., p. 220. 
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linéaire de la forme s = ap -h bq -+■ cz par la méthode de Laplace : on 
ne sait pas a priori si Tune des deux suites d'invariants se terminera 
au bout d'un nombre fini de termes ; d'ailleurs, dans ce cas, la 
méthode de Laplace et celle de M. Darboux conduisent aux mêmes 
opérations. 

Depuis la publication du Mémoire de M. Darboux (') plusieurs 
géomètres se sont attachés à montrer l'importance de la nouvelle 
méthode, à la perfectionner et à en donner des applications ; on peut 
citer en particulier M. Speckmann(') et surtout M. Goursat, qui a 
consacré à ce sujet un des plus beaux Chapitres de ses Leçons sur l'in-
tégration des équations aux dérivées partielles du second ordre. 
Quelques travaux, peu nombreux, ont été publiés sur l'application de 
cette méthode à certains types d'équations ; on peut citer deux 
Mémoires de M. Goursat (s), où l'auteur a classé et intégré toutes 
les équations de la forme s = /(a?,y,s,p, q) qui admettent un inva-
riant d'ordre inférieur ou égal à deux, distinct de χ ou y, pour chaque 
système de caractéristiques. M. von Boer a traité la même question 
pour les équations de la forme s = /(r, /) (*). 

Le problème général de la recherche des invariants d'ordre quel-
conque n'a été résolu jusqu'ici, à ma connaissance, que pour l'équa-
tion s=f(z) par Sophus Lie (5), et pour l'équation plus générale 
s = /(a?,y, v) par M. Clairin (·). 

Ces deux exemples ont été traités avec une élégante simplicité; 
néanmoins, en général, ces questions exigent des calculs compliqués, 

(*) Annales de Γ École Normale supérieure, i" série, t. VII. Ce Mémoire est 
reproduit à la fia du Tome 1Y des Leçons sur la théorie des surfaces (Note X). 

(*) La Méthode de M. Darboux pour Vintégration d'équations aux dérivées 
partielles, non linéaires du second ordre {Archives néerlandaises des Sciences 
exactes et naturelles, t. XXVII, 1894). 

(3) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, a* série, 1.1, 1899. 
(*) Application de la Méthode de Darboux à l'intégration de l'équation 

différentielle s~f(r, t). (Archives néerlandaises des Sciences exactes et 
naturelles, t. XXVII, 1894.) 

(6) La démonstration de Sophus Lie est reproduite dans les Leçons de 
M. Goursat, t. II, p. 182. 

(®) Bulletin des Sciences mathématiques, t· XXIX, 1905, p. 177. 
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qui. deviennent inabordables lorsque l'équation n'a pas une forme 
simple. 

Les progrès de cette théorie dépendent de la connaissance appro-
fondie de la structure des invariants, mais ce problème lui-même 
apparaît comme très difficile, malgré les beaux théorèmes énoncés à 
ce sujet par M. Goursat. 

Le présent travail est divisé en trois Parties : 
Dans la première, j'expose tout d'abord un nouveau moyen pour 

former des invariants : lorsqu'on connaît trois équations distinctes, 
d'ordre supérieur à trois, en involution avec la proposée et du même 
système, on peut en déduire un invariant par des opérations simples 
n'exigeant aucune intégration; si l'on connaît quatre équations en 
involution, on peut former deux invariants et, par suite, une intégrale 
intermédiaire : l'équation s'intègre par la Méthode de M. Darboux. 

Gela met en évidence la relation étroite qui existe entre le problème 
de la recherche des invariants et celui de la recherche des équations 
en involution ; lorsqu'on a trouvé une telle équation, non seulement 
on peut en déduire pour l'équation proposée une infinité d'intégrales 
dépendant d'une infinité de constantes arbitraires, mais encore on 
peut considérer qu'on a fait un progrès dans la recherche de l'inté-
grale générale elle-même. Je crois d'ailleurs qu'il y a, en général, 
intérêt à remplacer la recherche des invariants par celle des équa-
tions en involution, dans l'application de la méthode de M. Darboux. 

En second lieu, je démontre, dans le cas des équations de forme 
quelconque, un théorème démontré par M. Goursat pour les équations 
s =y(a:,y, s,p, q) : tout invariant d'ordre supérieur à trois peut 
s'écrire sous forme linéaire par rapport aux dérivées d'ordre supé-
rieur; cette propriété permet de simplifier la recherche des inva-
riants : dans tous les cas, l'ordre des équations aux dérivées partielles 
qui interviennent est abaissé au moins d'une unité ; j'ai donné 
également une forme réduite simple pour les invariants du troisième 
ordre. 

Le Chapitre II est consacré à l'étude des équations de la forme 
s — f(x,y, s, p, q) ; les résultats précédentsde viennent particulière ment 
simples dans ce cas; il suffit de deux équations en involution pour for-
mer un invariant, et l'on peut voir nettement l'avantage qu'il y a à 
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substituer à la recherche des invariants celle des équations en involu-

tion. J'ai étudié, en outre, la forme des expressions qui sont d'une 

importance capitale dans cette théorie, et j'en ai déduit deux remarques 
d'une application très générale, et une condition nécessaire, simple, 
pour qu'une équation de la forme s = /(Λ·,y, ζ,ρ, q) admette un inva-
riant autre que a? ou y. 

Dans le Chapitre 111, j'ai étudié les équations de la forme 

* = «(*, r, s)ρ -h v. z)rj -hc{x,y, z) 

au point de vue de l'existence des invariants; j'ai dù ine borner, afin 
de ne pas donner à ce calcul un développement exagéré, au cas où a 
et h dépendent effectivement de la variable z, ce qui revient à suppo-
ser ab φ ο, et à indiquer sommairement les résultats dans le cas où 
l'un des coefficients a, b est nul ; le cas où l'équation considérée est 
réductible à la forme s = a(x,y, z) pq est étudié complètement. 

Les calculs sont longs, mais les résultats sont simples; ils per-
mettent, étant donnée une équation déterminée, de vérifier, par des 
opérations élémentaires, si elle peut admettre une intégrale générale de 
la première classe, et dans ce cas de ramener son intégration à celle 
d'une équation linéaire. Pour l'équation s = a(a?,y, z)pq la conclu-
sion est encore plus simple : il n'y a que trois formes d'équations de ce 
genre dont l'intégrale générale soit de la première classe; l'équation 
donnée doit se réduire à l'une de ces trois formes par une transfor-
mation simple, et, dans ce cas, l'intégration est immédiate. 

L'étude du cas où l'équation s = ap bq -h c est en involution 
avec deux équations de systèmes différents et d'ordre supérieur à 
l'unité, sans être en involution avec une équation d'ordre inférieur, 
fournit un résultat qui est, je crois, susceptible de généralisation; 
dans ce cas, en effet, sans supposer l'existence d'invariants, l'équation 
est nécessairement du type des équations trouvées par M. Moutard, et, 
par suite, elle se ramène à une équation linéaire par une transformation 
connue ; or, pour une équation linéaire, la connaissance d'une seule 
équation en involution suffit pour former un invariant. Il est probable 
que ce fait est général et que, lorsqu'une équation du second ordre 
peut former un système en involution avec une autre d'ordre quel-
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conque, il existe une transformation qui permet de ramener l'équation 
proposée à une équation de même nature, mais où les coefficients sont 
tels que le nombre minimum d'équations en involution, nécessaires 
pour former un invariant, est diminué d'une unité. 

M. Goursat a bien voulu s'intéresser à ce travail et m'encourager 
pendant mes recherches ; qu'il me permette de lui en exprimer ici ma 
vive reconnaissance. 

CHAPITRE I. 
LES INVARIANTS DF.S CARACTÉRISTIQUES DE L'ÉQUATION GÉNÉRALE 

PU SECOND ORDRE. 

1. Considérons une équation aux dérivées partielles du second ordre 
quelconque, F (x,y, Ρ» st 0 = °i d'après les notations habi-
tuelles. Si cette équation contient effectivement la dérivée seconde r, 
on pourra l'écrire sous la forme 

(0 r+f{x,y, ZiP,q,s
y
t)=zo. 

Si elle ne contient pas r, mais contient t, on pourra encore la 
mettre sous la forme précédente, en échangeant simplement le rôle 
des variables χ et y. Enfin, si F ne contient ni r, ni /, elle peut 
s'écrire 

(a) S = f(x, y, z , p, q) 

On pourrait encore ramener cette équation à la forme (i); il suf-
firait de faire le changement de variables indépendantes bien connu, 

x = x'-+-y', y—x'-y', 

mais l'équation (2) étant plus facile à étudier et conduisant à des 
résultats particulièrement simples, nous l'étudierons directement. 

Dans la suite, nous poserons comme d'habitude p
ik
 = ̂  ̂  ; 

l'équation (1) et celles qu'on en déduit par des differentiations répé-
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tées permettent d'exprimer toutes les quantités pik1 au moyen de 
celles dont l'indice i a l'une des valeurs ο ou 1 ( ' ). 

Soit U(ar,/, .. ;Ρ„η) une fonction de x,y, ζ et des dérivées 
de ζ jusqu'à l'ordre n. Si dans U nous remplaçons les dérivées pik par 
leur valeur en fonction des dérivées pQk et p

ik
 tirées de l'équation (1), 

nous obtenons une fonction de #, y, z, p
a%y

 ..., ρ
Μ)

 p
io

> ..., ρP1, n-1 
Nous désignerons cette opération par le symbole [U]. 

Si l'on différentie la fonction U, i fois par rapport à χ et A* fois par 
rapport à y successivement, en considérante et ses dérivées p

(A
comme 

des fonctions de xy y, on obtient une fonction de χ,y, ζ, et des déri-

vées de ζ jusqu'à l'ordre n + t + Λ; nous la désignerons pardi + kU / dxi dyk 

supposons que, dans cette dernière expression, on supprime les termes 
qui contiennent les dérivées d'ordre η -+· i H- k et que dans le résultat 
obtenu on remplace encore les quantités pik en fonction de p

ok
 et pik 

d'après l'équation (1) : on obtient ainsi une expression que nous dési-

gnerons pardxidxk)' a rï°nc "^entité 

I dx>dx*\ - \_άρ
Μ

ρ"+ι·'~*~· ·+ dp,
n

P'"*k\ + \dx'dy")' 

Ces notations, qui simplifient considérablement l'écriture, sont en 
grande partie empruntées à M. Goursat. 

2. Nous allons, maintenant, faire une remarque fondamentale, au 

sujet de la forme des expressions j^rj* 0°
 a tout d'abord 

ldï\-pi*Ts+Poiàï + \dï) 

Nous poserons 

H = (df / dy ) = df / dy + q df / dz + s df / dp + tdf/ dq 

On a ensuite 

[gq Ml '£\Ml 'Ά - [f ] 

(1) Voir GOURSAT, Leçons sur l'intégration des équations aux dérivées 
partielles du second ordre, t. Il, p. 78. 
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en développant les calculs, on trouve facilement 

(3)
 \jf\ ~

p'-,% + p''i% +ρ>*^: + *ρ>''ρ'·>&δϊ+ρ°·>^ 

—U%)^Y
p
- [(r/^Hw)· 

Calculons encore [jjpjî
 0,1 a 

(4) [d²f / dy²] = pidf / ds + poDf /dt 

+ p13 {[d/ dy df / ds] + 2pi,2 d²f/ds² 

+ po {[d/df ] + 2 pi 12 d² 

J, ne dépendant pas des dérivées d'ordre supérieur à trois. On voit 
que l'expression précédente est linéaire par rapport aux dérivées : 
P\,ι Ρυ,η Pi,3> /Vi» ta dis que, d'une façon générale, on a, si w> 2, 

1^1 — Pi.n+1 ̂  +P»'ll+*ôî Pi,nM
tt

-l- μ
9%α+ι

Ν
Η
 + J„, 

J
rt
 ne dépendant pas des dérivées d'ordre supérieur à //; en effet, la 

proposition est vraie pourn = 3; supposons qu'elle le soit pour la 
valeur η — ι de l'indice, c'est-à-dire qu'on ait 

γ 'd'y'n'-i j —^'·
Λ

<7ν Po.n-i-1 ̂  +Pi,n-1 "« l +/'«,« ̂ /ι-ι + J»i—lï 

on en déduit, par une dérivation, 

[dp J -p'·"*· ts + p"-+'di + p, H H^5iJ+ Λ j 

+ Po n +1 {[d/dy ] + N} 

Si λ> 2, les coefficients de p,
t
„ et de ρ

0ιΛ
+

1 ne dépendent pas de ces 
dérivées, ce qui démontre la proposition énoncée. On voit, en outre, 
qu'on a 

Mn = Mn-1 + [d/dy df / ds] 

»·="■■-ni]· 
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Ces formules permettent de calculer M
n
 et .\

n
 par voie de récur-

rence. On déduit de la première, par le procédé classique 

(5) Mn = M3 + (n - 3) [d / dy df / ds] 

La valeur de M
3
 se tire immédiatement de la relation (4); après 

quelques simplifications, on trouve sans difficulté 

(6) 

M«-"[ψίΚ' 

et. <le même, 

'* [<*y ()ί 

ο. Cela posé, soit z^p^ ..., ρβ,„) = ο une équation aux 
dérivées partielles d'ordre /*, formant avec la proposée r -H / = ο un 
système en involution. Il est clair que si l'on remplace dans φ les déri-
vées pik en fonction de p

ok
 et p,*au moyen de l'équation (i), on 

obtient encore une équation d'ordre n, en involution avec la proposée ; 
nous supposerons toujours, dans la suite, que cette opération a été 
effectuée et que ο est de la forme 

?(·*'? X' Po.l* · · · » Po
y
ni P\.oi · · · ι pï.r.—x )· 

Dans ces conditions, pour que le système considéré soit en involution 
il est nécessaire et suffisant que φ vérifie l'un des deux systèmes 
d'équations (1 ) : 

(A) 

-x-1 m, -—ι—=o, 

() + m2() - dY / dP1n - 1 (dn-1) 

(B) 

-j—5- Wls ! — o, 

\dxj \dy) dpua-x\dy«-* ) 

(') GOURSAT, Leçons sur Ρ intégration, etc., t. II, p. 83. 

Journ. de Math. (6* série), tome VII. — Fasc. II, 1911. lH 
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en appefant m, et m
u les deux racines de l'équation qui détermine les 

caractéristiques 

(7) + o. 

Il suffit, d'ailleurs, que le système (A) ou (B) soit vérifié en tenant 
compte de la relation φ = ο elle-même. Supposons, par exemple, que 
φ vérifie le système (A), nous dirons pour abréger que ψ est du 
système (A). 

La première équation (A) montre que —φο, sans quoi on 

aurait aussi
 = 0, et l'équation ο = ο serait d'ordre inférieur à n

y 

ce qui est absurde. On peut donc toujours résoudre 9 = 0 par rapport 
à pt,n-i et écrire 

(8) 9 = Ρι,Λ'-ι 5?Po,ti · ·, · > Ρ*,ηιΡ\Λι · · · ίΡι,/ι-ί)—0, 

la première équation (A) devient alors 

-r-Z mt = o, 

Si η > a, on aura donc 

(9) y = m1Po,n + u(x, y, z, po, .....Po, ) 

La première équation (A) est alors identiquement vérifiée, et il reste 
lai seule condition 

<»> ' '· " (£)*-©)-(P)=". 
qui doit être vérifiée identiquement lorsqu'on y fait= — ψ. 
Or, on a 

(dY/dx) = (dY/dx) = po,n [dm1/dx] 

«)-(D-»■[*]♦[£] 
et 

VàxJ Ρΐ'*~* àpl%n-t yr->r \d&)' 

dï\-3ï^r
t

p·" + àj^z,p··-' +\dï)· 



INTÉGRATION DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. l33 
Ces deux dernières égalités ne sont exactes que si. u dépend effecti-
vement de l'une au moins des dérivées d'ordre η— ι ; s'il n'en est pas 
ainsi et |^j£j ne dépendent pas des dérivées d'ordre rt; comme 

dans ce qui suit, nous ne nous servons jamais des expressions(du / dx) 

(<5?) elles-mêmes, mais simplement de ce fait qu'elles ne dépendent 
pas des^dérivées d'ordre Λ, on voit que nous pouvons nous servir des 
égalités précédentes, sans rien changer aux raisonnements, même 
lorsque , et , \U. sont nuls: d'ailleurs, il est facile de faire, direc» 
temént le calcul dans ce cas et de vérifier qu'on arrive aux mêmes 
résultats. 

Dans ces conditions, la relation (10) se met sous la forme 

(l,) ''··■ j [17 \ + m' |l77 J ι + +m2pon 
du Γ df df | 

- dp1n-2 [ds P1 n -1 + dt 
du du du = 0 

\dx) \dy) \dya~x ) 

Supposons d'abord η > 3. On a alors, d'après la remarque faite pré-
cédemment, 

(d f/ dyn -1)J = Μ
Β

-ΙΡ»,
Λ

-Ι ■+- N
B

_,J
B

_,. 

Si dans la relation (ι i) on fait 
Pun-l = — Ψ = — (Λ»Ι p

0
,
n

-F- u), 

on obtient une relation linéaire en p9ta, qui doit être une identité. 
Écrivons en particulier que le coefficient de p9tJl est nul ; en tenant 
compte des relations 

m, -ι- m,=i f > mKmx— -f-, 

la condition ainsi obtenue se metjfacilement sous la forme 

(12) [dm1 / dx] + m2 [dm1 / dy] 

. ·+■ (mi — m,)(— nil ) +rn
x

M
B
_, — N

n
_, = o. 
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Dans ce qui suit, nous nous occuperons plus spécialement des équa-
tions à caractéristiques distinctes; d'ailleurs, M. Goursat a déterminé 
toutes les équations du second ordre à caractéristiques confondues 
auxquelles s'applique la méthode de M. Darboux ('), ce qui diminue 
de beaucoup l'intérêt de notre étude dans ce cas. Nous appellerons 
caractéristiques (1) celles qui correspondent à la racine m,, et caracté-
ristiques (II) celles qui correspondent à m3. 

Supposons qu'on se déplace sur une caractéristique d'ordre η du 
système (II); dans ces conditions les quantités y, s, p

9tt
, ..., p

9>in 

Pu·» · · ·> Ρ**-* sont des fonctions de la seule variable Λ·; si l'on substi-
tue ces valeurs dans s, on obtient une fonction de χ dont la dérivée a 
pour expression 

Sï - ~ΈΓ + ~7hT + (d?) +m2 (dy / dy) 

Or, l'une des équations qui déiinissenl les caractéristiques d'ordre η 
du système (II) est 

dp1, n-1 + m1dpo,n—^jdx = o. 

On aura donc, en tenant compte de cette relation (a). 

dx " \ da-) + m> \dy) ~ ' 

c'est-à-dire, précisément, le premier membre de l'équation ( ι o) ; si nous 
remplaçonsspar-f- tn

t
p

0ttl
 j- u{xyy, z,p

9ylf
..p

0
,n-1, P1 

P%,»~a)> nous aurons donc le premier membre de l'équation (11); dans 
cette expression (11) remplaçons, maintenant, par ? — ψ, il 
vient 

-τ— — 91 Τ «I j M*..., -f- K, 

Κ est précisément le résultat de la substitution de par — ψ 
dans le premier membre de l'équation (11), nous avons vu qu'il était 

(') Goi'BSAT, Leçons sur tintégration, etc., t. II, p. i64. 
(4) Voir, À ce sujet, GODR&AT, Leçons sur Cinlégration, etc., t. II. p. 91. 
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identiquement nul. Donc on a 

(.3) -V- = I -τ mt ~r— — Mn-t ?· 

Comme nous avons m
t
 — ηι

3
φο, nous pouvons tirer 

/ du du \ 
\0Po.n-i tHx 0/>I,r« î/ 

de l'équation (12), il vient 
Ou du 1 ( \dm(\ , \ dm(\

 1Λ v } 
dpon-1 dpi,n—s "'1 "'Î IL ̂  J L \ ) 

en remplaçant M
w
_,, par leurs valeurs, on trouve, après quelques 

réductions, 

(ι.'ι) = 9(Aη ·+■ l*)> 

en posant 

*=-[£)· 
B = 1 / m2 - m1 {£-[£]—[$]!· 
A et Β sont donc des quantités absolument indépendantes de <p, et que 
Ton calcule facilement en partant de l'équation proposée r 4-/ — ο ; 

il faut remarquer, d'ailleurs, que nous avons établi la relation (i4) en 
supposant // > 3. 

Sur toute caractéristique d'ordre η du système (11), qui ne vérifie 
pas l'équation φ.= ο, c'est-à-dire qui n'est pas caractéristique du sys-
tème en involution 

r-+-/ = o, φ = ο, 
on aura donc 

( 15 ) d log y / dx = An + B; 

si l'on connaît trois équations distinctes en involution 9 = ο, ψ = ο, 
(I = ο d'ordre /i, m», k respectivement, on aura aussi 

D}$SÈ = A /11 + Β, Ί!Α»
 =

 ΑΊ
 +

 Β; 
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en éliminant les quantités A et Β entre ces trois équations, par un 
déterminant, on obtient immédiatement 

d log y / dx (m - k) + d log y / dx (k - n) + = 0 

d'où, en intégrant 

(16) φ/«—*ψΑ—*0n—m—3 const. 

Nous obtenons donc ainsi un invariant pour le système (II) de carac-
téristiques. 

En particulier, si i'op connaît. c|éux équations du même ordre telles 
que φ, soient φ = ο et θ = ο, on aura 

dlogy/dx = An + B, 

« =
 +

 Β, 

d'où 
~ = const. 

et l'on obtient ainsi un invariant; bien entendu, il faut pour cela que 
les premiers membres des équations en involution soient mis sous la 
forme (8)! 

Si l'on connaît quatre équations en involution φ = ο, ψ = ο, 0 = ο, 
τ =ο, d'ordres η\ m, k, h respectivement, on pourra associer ψ, θ, τ, 
et l'on formera ainsi un deuxième invariant qui sera évidemment dis-
tinct du premier si φ et ζ sont distincts. On pourra donc intégrer 
Véquation proposée par la méthode de M. Darboux. 

Parmi les quatre invariants qu'on peut former en associant les pre-
miers membres φ, ψ, θ, τ, trois à trois, il n'y en a que deux distincts. 
Ainsi, par exemple, les trois invariants 

I,âr *ψ*—»On - m 
I, r=: ψ*-Λ Qh-m~m -k^ 
1>==

 Qh~n γη-Ιί yk-h 

ne sont pas distincts ; on vérifie immédiatement qu'il existe la rela-
tion . · . < ' 

ï? ^li"" = * · 
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On associera donc ces premiers membres, de manière à rendre le 

résultat le plus simple possible. 

4. Considérons maintenant un invariant d'Ordre quelconque 

(17 ) 1;(^> y Λ *1 Ρο,ΙΙ ···) Ρο,ΛΪ pl.9l - ·Μ Ρΐ,Λ— I ) Λ. 

Si nous donnons à Λ deux valeurs différentes, h{ et λ8, nous obte-
nons deux équations, 

π = π =h2 

qui n'ont évidemment aucune intégrale commune ; donc ces équations 
ne peuvent être conséquences d'une même troisième χα = o, car elles 
admettraient, dans ce cas, comme intégrales communes, toutes les 
intégrales de cette dernière 

Supposons, maintenant, que l'ordre de l'invariant soit supérieur à 
trois et soient //, et h% deux valeurs de h différentes. On peut écrire 
les équations 

π = Λ,, π = Λ, 
sous la forme 

Pï
%
n—\ m\p9,n "+" ui(x)y> S)P*A) ' · · »Po.n-lipl.o» · · · fp\,n—t) —0; 

Phn—I Ρ^η~^~ Ρο,Ιι · · · ι Ρο,Λ—1 »,<h · · m p\,n~l)= 0; 

D'après ce qui a été démontré au paragraphe précédent, ces deux 
équations étant distinctes, le quotient de leurs premiers membres sera 
un invariant d'ordre η 

P\,
n
-\ 4- mtjPp^-4- u

x
 _

 K 

/>Μ-Ι + «Ι/'Ο,Ι1+«!· ' 

qui peut s'écrire encore, par une transformation bien connue, et en 
changeant la constante 

08) + 1 = k 
//* τ- W| 

On remarquera que cette forme est linéaire *par rapport aux dérivées 
d'ordre n. 

Nous allons voir que cet invariant n'est pas distinct de celui dont 
nous sommes partis π = h. Considérons, en effet, une caractéristique 
d'ordre η du système (II), appartenant à l'équation proposée; sur cette 
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caractéristique y, ζ et les dérivées pi)k sont des fonctions de la seule 
variable ar; si nous transportons ces valeurs dans π et dans le premier 
membre de(i8), ces fonctions sont indépendantes de 2;et se réduisent, 
Tune à une valeur numérique Λ, l'autre à une valeur numérique k ; il 
existe, entre ces valeurs numériques h et k, une correspondance mani-
feste qui se traduit par une relation de la forme k = f(h)\ d'autre 
part, on voit facilement, en tenant compte des équations qui expriment 
que π est un invariant, que r. est de la forme (') : 

T'iPl.n- l "'|/·*0,<Ι 5 y 1 Ρο,ΐ' · · · ι P»,n u/'l.o» · · · tP\
y
n - ί)· 

De l'équation (18), on tire 

p1n - 1 + m1pon; po 

en transportant celte valeur dans l'équation (17), et en tenant 
compte de la forme de τ, par rapport aux dérivées d'ordre //, il 
vient 

(19) ττ[(«,~ — .r, r, z,p
0A «/'·.»-!,/>1.· — h-

relation qui doit être vérifiée identiquement sur toute caractéristique 
d'ordre η du système (II). Si cette relation contient effectivement Λ, 
elle peut s'écrire 

φ(Λ\y, S'P«, 1? · · ·-1 */'i.0* ^ 

et l'on voit que ψ est un invariant d'ordre inférieur à n. Donc l'inva-
riant iz s'exprime en fonction de l'invariant (18) et d'un invariant 
d'ordre inférieur : c'est ce qu'on exprime en disant que les invariants 
(17) et (18) ne sont pas distincts. 

Si la relation (19) ne contient pas h, elle se réduit à une expres-
sion 

y(x, y, z, po)· · · 1 p9,n~l> /'ΐ,βι · · · > Pi,n—t ) — o, 

qui est identiquement nulle sur toute caractéristique d'ordre η du 
système (II) ; si elle est identiquement nulle, π s'exprime en fonction 
de l'invariant ( 18) ; sinon elle constitue encore un invariant d'ordre 
inférieur à η et le raisonnement s'achève comme précédemment. 

(') Voir GOCRSAT, Leçons sur l'intégration, etc., t. II, p. i5o. 
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Nous avons donc démontré la proposition suivante : 

Tout invariant η tV ordre supérieur à trois peut se mettre sous la 
forme 

/ χ /'|,,-|+W|/>Q.»+ u\x,y, Pi ,o, ...» ρi
t

n—ι) ^ 
„V> 3, Poi·, . . ., Po.n—l? P\t9· ·· ·?/*!,«—») 

linéaire par rapport aux dérivées d'ordre n. 

Ce résultat permet de simplifier considérablement la recherche des 
invariants de l'équation proposée. M. Goursat(l) l'avait déjà énoncé 
au sujet des équations de la forme particulière 

5 =/(·*>:►'>?)· 

Si l'on considère deux invariants d'ordre supérieur à trois, en met-
tant l'un d'eux sous la forme (20) on pourra appliquer, sans y rien 
changer, le raisonnement que nous avons fait pour démontrer que les 
invariants (17) et (18") n'étaient pas distincts. Cela prouve que deux 
invariants du même ordre ne sont jamais distincts lorsque cet ordre 
est supérieur à trois. Ce fait a été d'ailleurs démontré, au moyen d'une 
méthode différente, par M. Goursat (a). 

Γ>. De toute façon, on voit qu'on peut substituer à la recherche des 
invariants d'ordre supérieur à trois, celle des équations en involution 
avec la proposée; or, le premier membre d'une équation en involution 
pouvant toujours être mis sous la forme (8), sa structure, par rapport 
aux dérivées d'ordre supérieur, est beaucoup plus simple que celle 
d'un invariant ; il s'ensuit que l'équation aux dérivées partielles à inté-
grer se ramène aussi à une forme plus simple. 

Ce fait sera, d'ailleurs, mis en évidence d'une manière beaucoup 
plus nette dans le Chapitre suivant, au sujet des équations de la 
forme 

*=/(·*>/>->/>, <7)· 

(1) Annales de la Faculté de Toulouse, 2e série, I. 1, 1899, icr Mémoire. 
(S) GOURSAT, Leçons sur Vintégration des équations aux dérivées partielles 

du second ordre, t. II, p. i52. 
Journ. de Math. (6* série), tome VII. — Fasc. II, 1911. I{) 
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6. Nous avons constamment supposé, jusqu'ici, que l'ordre de l'in-
variant ou de l'équation en involution considérés était supérieur à 
trois. Lorsque cet ordre est inférieur ou égal à trois, les raisonnements 
déjà faits ne s'appliquent plus et les résultats sont notablement mo-
difiés; mais, comme il est toujours possible, au moyen d'un nombre 
fini d'opérations, de voir si une équation donnée / -h f — o admet un 
invariant d'ordre inférieur ou égal à trois, les modifications en 
question n'ont théoriquement qu'une importance tout à fait secon-
daire. 

Supposons, par exemple, qu'on connaisse une équation en involu-
tion avec la proposée du troisième ordre, elle sera de la forme 

(21) ? —ΡΪΛ+'Η\Ρ»Λ+ S,/>1,0,/>1.1,/>0,I> 

avec la condition 

(22) 
m-m-m-

qui doit être vérifiée identiquement lorsqu'on y fait/?,,a= — tn,p0^ — u. 
Or, on a ici 

\dx) ~ Po* [dx\ + dp
0
,
t

 Pl*' L^J
 +

 / ' 

(dy/dx )= Po, 3 [ dm1 / dy]+ #"M+ Hdp)'' 

en oulre, m, et m3 étant fonctions des dérivées du second ordre, 
on a 

[dm, 1 dm, dm, Γ df~\ ( dm,\ 

[dm,~] dm, ' dm, {dm,\ 

ÔÏZP'·-

Enfin, on a vu précédemment qu'on a 

m~di
B
 +*f

0
 +n 

^if) =ρ'·> lé + '"ρ'·">ι''μΤι +p'·' lé+ E/,,'s + Ι?Λ·,+G· 
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en posant 

E = (d /dy df/dt + dh/dt F = (d/dy df/ds) + dH/ds 

En transportant toutes ces expressions dans l'équation (21), on 
obtient au premier membre un polynome du second degré en />0t3, 
p

iti
. Si l'on fait alors p

it
» = — w,/?M — «, on constate facilement 

que le terme en pl, est identiquement nul, en vertu de l'identité 

ds
("„m

t
) =

 7t
(m, + ,»,) =d²f / ds dt. 

En égalant à zéro le coefficient de p
0<i

, on obtient l'équation 

f dm 1 àm,\ [ dm,\ (dnit\ dri du df 
u (ds dt dx dy 

— ί~·H~m
i(-T~

 m
i'T~~) "+"

 2lt
~T~

!

u ~
 2m

»
M

TT — Ε-l- F»1, = o, 

qui est de la forme 

<a3> 2^-)= ul + k 

en posant 

I =mt—i — H r-i, 

K = E - Fm1 - (dm1/dx) 

Cela posé, supposons encore qu'on se déplace sur une caractéris-
tique du troisième ordre du système (II) ; dans ces conditions ψ 
devient une fonction de la seule variable χ dont la dérivée est, comme 
dans le cas général, 

£
 =

 (p)
 + mt

(p)-(*£), 

remplaçons dans le second membre p,
t2
 par φ — mKp%A — u\ on 

obtiendra, dans ce cas, un polynome du second degré en φ, le terme 
indépendant de φ étant identiquement nul d'après un raisonnement 
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déjà fait. En faisant le calcul, on trouve facilement 

do Γ /dm, à m Λ du du 
dx = Y [ dt m1 ds dpo dp1 

~ ■»>'■> àïds + ·<«»Λ.· + «) 5? - » J - 9'^· 

Pour obtenir une formule analogue à celle du cas général, il faudra-

remplacer dans l'expression précédente la quantité - m,—·) 

par sa valeur tirée de l'équation (23), puis u par (φ — P\,* — m\P§,»)· 
On constate alors, sans difficulté, que l'équation précédente se met 

sous la forme 
^=9(3A-hB)4-Co4. 

A et Β conservant la même signification que précédemment, et en 
posant 

C= I (dm2 dm2) 
ms—m|\ ds al / 

Cette formule diffère de la formule ( i4) par la présence du terme Cç2. 
On peut en tirer encore des conséquences intéressantes au point 

de vue de la recherche des invariants. Posons — ~■ = λ ; l'équation 
précédente prend alors la forme 

£
 = X{

SA
 +

 B)-C. 

Si l'on connaît deux équations en involution du troisième ordre 
mises sous la forme (21 ), soient φ4 = ο, φ

2
 = ο, en appelant λ, et λ2 

les inverses des premiers membres, on aura, sur toute caractéris-
tique de l'équation proposée qui n'est pas située sur une surface inté-
grale de ο, = ο ou φ

2
 = ο, 

ί^Μ=(λ,-*,)(3Α + Β), 

la quantité (λ
4
 — λ2) jouera donc, dans la recherche des invariants, le 

même rôle que les premiers membres des équations en involution 
d'ordre supérieur à trois, puisqu'elle satisfait à une équation de la 
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forme (i4)î au point de vue de la recherche générale des invariants, 
la connaissance de deux équations en involution du troisième ordre, 
équivaut à celle d'une équation en involution d'ordre supérieur à 
trois. 

En particulier, si l'on connaît trois équations en involution, mises 
sous la forme(2i), soient 5, =0, o

2
 = o, φ

3
=ο, en appelantX,, λ

2
,λ

3 

les inverses des premiers membres, on voit immédiatement que 

l'expression est un invariant du troisième ordre pour les carac-

téristiques du système (II). Cet invariant peut se mettre sous la forme 
équivalente 

y1 - y2 y3 
<p, — φ3 φι ' 

or on a 

y1 = p1, 2 + m1po3 +"ι» 92=:Pt,s mtPo·,* ■+" ltu 9j = fi,i+ wJÎ 

on peut donc écrire l'invariant précédent sous la forme 

(24) Put ~t~ + //
3
 u

t
 — t(

t
 _ ^ 

p1,2 + m1po,2 +ut ui — ui 

Réciproquement, étant donné un invariant du troisième ordre 

^(•r· V, z, Po,i<> Ρα,** Pi,*« pi,nΡι,ι) — Λ, 

en considérant trois valeurs hn Λ
2

, Λ,, on en déduira trois équa-
tions en involution φ,, ®2, ©3, qui permettront de mettre l'invariant 
considéré sous la forme (24). Donc : 

Tout invariant du troisième ordre peut se mettre sous la forme 
Cette forme n'est plus linéaire par rapport aux dérivées d'ordre 
supérieur. 

7. Dans le cas où n<2, les résultats sont tout à fait différents. En 
particulier, une équation en involution du second ordre étant mise 
sous la forme (8) 

? —Put ζι Ρο,1>Ρο,*ιΡι,*)ι 

ψ satisfait toujours à l'équation /w, ; mais, mx dépendant des 
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dérivées du second ordre, on ne peut plus en conclure que ψ est 
linéaire par rapport àρ

0ι
«. 

Les raisonnements précédents doivent donc être complètement 
modifiés dans ce cas. Comme nous avons surtout en vue la recherche 
générale des invariants des caractéristiques d'une équation du second 
ordre et qu'il est facile de voir si une équation donnée admet des 
invariants d'ordre inférieur ou égal à deux, nous laisserons cette étude 
de côté. 

8. Il est bien clair que tout ce qui a été dit pour les invariants 
relatifs au système (II) de caractéristiques peut se répéter au sujet du 
système (I); il suffit de permuter le rôle de mx

 et m2 dans les raison-
nements et de remplacer les équations en involution du système (A) 
par celles du système (B). On peut donc énoncer la proposition sui-
vante : 

Si une équation r -+■ f— ο forme un système en involution avec 
quatre équations distinctes du système (A) et quatre équations du 
système (B), ces équations étant toutes d'ordre supérieur à trois, 
chaque système de caractéristiques admet deu.v invariants distincts 
et, par suite, l'équation considérée admet une intégrale générale 
de la première classe. 

On peut remarquer, d'ailleurs, que deux équations en involution 
du troisième ordre jouent le rôle d'une seule équation d'ordre supé-
rieur et il est facile de modifier dans ce sens l'énoncé précédent. 

CHAPITRE II. 

LES INVARIANTS DES CARACTÉRISTIQUES DES ÉQUATIONS 

DE LA FORME S = f(iï, y, Ζ, p, q). 

1. On peut ramener, ainsi que nous l'avons remarqué, une équa-
tion de la forme s = f(x, y, ζ, ρ, q) à la forme générale 

r+f(x,y,z,p,q,s,t) = o\ 
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mais comme les raisonnements et les résultats sont particulièrement 
simples dans ce cas, nous étudierons directement la forme des inva-
riants des caracléristiques de cette équation. 

Remarquons tout d'abord que l'équation 

(0 s = f (x, y, z,p, q) 

permet d'exprimer toutes les dérivées jp^r
en f°ncti°n de celles de 

ces dérivées où l'un des indices i ou k est nul('), c'est-à-dire, d'une 

maniéré plus precise, en fonction de x, y, J, ···>d'z / dx', dz / dy, 
d²z dkz 
ày*' àyk 

Nous poserons, pour simplifier les notations, 
dz dkz 
dr< ~Ph 0yk~qki 

et nous designerons par (dnf / dxn)j la dérivée /i"'mc de / par rapport à χ 

où l'on a exprimé toutes les dérivées partielles de s en fonction de x
y 

y y ζ, ρ,, ... p
ni

 q
n

 en partant de la relation (1) ; on peut immédiate-
ment remarquer qu'on a 

(2) (dnf/dxn) = df / dp pn+1 + Fn (x, y, z, q1, p1, p2,...) 

Les caractéristiques de l'équation ( 1) sont définies par les équations 
χ = const, ou y = const. Nous appellerons système (I) de caracté-
ristiques, le système correspondant à χ — const, el système (II), celui 
qui correspond à y == const. 

On connaît donc toujours un invariant pour chacun des deux sys-
tèmes de caractéristiques. Pour qu'on puisse intégrer l'équation par la 
méthode de M. Darboux, il faut et il suffit qu'il existe un deuxième 
invariant pour l'un des systèmes de caractéristiques; s'il existe un 
deuxième invariant pour chacun des deux systèmes, la méthode de 
M. Darboux réussira pour chacun de ces systèmes et l'intégrale géné-
rale de l'équation sera de la première classe. 

'(') GOURSAT, Leçons sur l'intégration des équations aux dérivées partielles 
du second ordre y t. II, p. 104. 
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Considérons un invariant du système (1); il est facile de voir que 
cet invariant sera de la forme φ (α?, y, z,pn p2y ..., pn) s'il est 
d'ordre η (1 ). Dans ces conditions, il est nécessaire et suffisant pour 
que φ soit un invariant d'ordre n, que l'équation aux dérivées par-
tielles 

(3) dY / dy+q' û df,+ (s) sir, ++ (îûf*) àf„ -0 

soit vérifiée identiquement. 
Nous voyons qu'il n'y a pas d'invariant d'ordre zéro, distinct de 

l'invariant χ connu, car si ç> est d'ordre zéro, l'équation précédente se 
réduit à 

do do 
T + '/r-0' 

et par suite 

dy~~ dz~~ °* 

On sait, d'autre part (3), que 9 peut toujours se mettre sous la 
forme 

(4) ο Ξ\{jc,y
%
s,pt Β (.r, y, z.p^........, pn-1) 

Si nous portons cette expression dans l'équation (3), en tenant compte 
de la relation (2), on peut égaler à zéro le coefficient de />„etle terme 
indépendant de p

n
 : 

(5) dy ~>r^x dz àpt dpt + \όχη~*) άρ„-.
{
 dp= 0. 

(6) àï+'''7ï+/djT, + (3xjd^+--+ +AFn-1 = 0 

Ces conditions sont nécessaires et suffisantes pour que 9 = Ap
n

 ·+■ Β 
soit un invariant d'ordre η, du système (I). 

2. Nous allons, maintenant, établir la condition pour qu'une équa-
tion aux dérivées partielles forme avec ( 1 ) un système en involution. 

(') GOURSAT, Leçons sur l'intégration, etc., t. II, p. 10G. 
(s) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2e série, t. I, 1899: 

Mémoire de M. Goursat, p. 163. 
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Tout d'abord, cette équation ne doit dépendre que de x,yy s, px ...pm 

ou de.r,y, ζ, qx ... q
m
 ('); nous dirons qu'elle correspond au sys-

tème (1) de caractéristiques dans le premier cas, au système(Il) dans 
le deuxième. Prenons une équation du système (I); ' si elle est 
d'ordre m, on pourra la résoudre par rapport à p

m
 et l'écrire sous la 

forme 

(7) Pm+ty{x,y*3iPl> 1)=0, 

que nous appellerons forme réduite. Dans ces conditions, on doit 
avoir, en supposant m: > i, 

ύγ dz dp y \da;) dp
t
 dp

m
~

x
 \dxm~l ) ' 

en tenant compte de l'équation (7) elle-même. Comme cette dernière 
équation ne contient qu'un seul terme en pm on devra donc avoir 
identiquement, en appelant F,

n
_, la fonction correspondante à F«dans 

la formule (2), 

dûi d$ <ίψ ( dm~xf \ ί>ψ df 
dy dz dp1 dxm-2 dpm-1 dp1 

Cette condition se met sous une forme simple, en ajoutant aux deux 

membres le terme Pm^> 

(8) dï+q'fc+/diï+- -+W^)^ + \d^)-{p-"+'!f)dï,' 

Pour que l'équation (7) forme avec (1) un système en involution, 
il faut et il suffit que la condition (8) soit vérifiée identiquement. 

3. Cela posé, considérons les équations (5) et (6) qui déterminent 
A et B, et posons Β = θ A; comme A φ ο, par hypothèse, on constate 
facilement, en tenant compte de la relation (5), que l'équation (6) 
prend la forme 

àj +»' Τζ +■■ ■+ ( d^i ) 5^7+ F-'= '0 dF, 

(1 ) GOUHSAT, Leçons sur l'intégration, etc., t. II, p. 106. 

Journ. de Math, (6* série), tome VII. — Fa sc. II, i§n. 20 
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ou encore, en ajoutant Pn^jp
 au

* deux membres, 

M 00 ,ΟΘ 00 (dn~xf\ , ■ rsdf 
(9) dy dz dp1 

Ce qui montre que l'équation ρ
Λ
 H- θ = ο forme avec la proposée un 

système en involution. D'autre part, M. Goursat a déjà montré (') 
que de la relation (5) on déduit, en appelant m Tordre maximum des 
dérivées entrant effectivement dans le terme A, et en supposant //* > ι, 

A = X(x) / ym + Y(x, y, z, p1, ...., pm-1) 

X, étant une fonction de la seule variable .r, est donc lui-même un in-
variant et Ton peut prendre X=i; en outre, ψ vérifie iden-
tiquement la condition (8), ce qui prouve que l'équation p

m
 ψ = ο 

forme également un système en involution avec l'équation ( ι ). On a 
donc le résultat suivant : 

Tout invariant du système (I), dont le terme A dépend des dèri-

vèes (Tordre supérieur à ι est de la forme ο = y > p
n
 0 = ο et 

p
m

 ψ s= ο étant deux équations formant chacune avec V équation 
( ι ) un système en involution. 

Réciproquement: Si l'on a deux équations mises sous forme 
réduite p

m
 4- θ = ο et p

m
-\- ψ = ο formant chacune avec l'équation 

( ι ) un système en involution, l'expression z> = ——- est un inva-

riant pour le système (I) de caractéristiques, en supposant toute-
fois m et η supérieurs à l'unité. 

En effet, si m < /i, par exemple, en posant A — —et Β = AO, 

l'expression Ap
n

-i-B prend la forme indiquée, et les équations (5) 
.et (6) qui sont équivalentes à (8) et (g) sont évidemment vérifiées 
identiquement. 

Si Ton avait m — n, on pourrait voir facilement que l'équation (3) 

est encore vérifiée dans ce cas pour s = ?> mais tous ces résultats 

C) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2U série, t. I, p. 461· 
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découlent de l'interprétation géométrique de l'équation (8) : lors-
qu'on se déplace sur une caractéristique χ = const., toutes les quan-
tités ζ, ρ,, /λ,, . q

x
 sont des fonctions de la seule variable/; 

p
IH

 -h ψ devient aussi une fonction dey dont la dérivée a pour expres-
sion le premier membre de l'équation (8) ; cette équation exprime 
donc que, sur toute caractéristique de système (I), on a 

d / dx log (pm + y) = df / dp 

Le second membre ne dépend que de l'équation proposée et non de ψ; 
si l'on connaît deux équations en involution avec la proposée et irré-
ductibles, on aura donc sur toute caractéristique du système (I), 

-j~
c
 M/'« +fj) — ψ) — o. 

c'est-à-dire que l'expression ^ est un invariant. 

i. Supposons maintenant que A ne dépende pas des dérivées 
d'ordre supérieur à i. En posant toujours Β = A θ, 0 sera toujours 
déterminé par une équation de la forme (9); mais A sera déterminé 
par l'équation 

(10) 357 + ?.^+/^ +A_ = °. 

Posons A = on aura identiquement 

(") 
dA, dA, fàAt__x df 
dy dz dp1 dp1 dp1 

Cette condition montre que la relation ~ -h q
x
 -h f = ο 

est une conséquence de A, = ο : or, c'est là précisément la condition 
nécessaire et suffisante pour que l'équation A, =0 forme un système 
en involution avec l'équation (1); mais, dans ce cas, A, n'est plus le 
premier membre d'une équation quelconque du premier ordre en 
involution avec la proposée : il faut, en outre, que la condition (11) 
soit vérifiée identiquëment. 

Enfin, si l'on peut trouver une fonction A, (x\y, s) indépendante 
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des dérivées et vérifiant identiquement la relation, 

(12) dA, . dA, à/ 
ày dz ' 1 dp

x
 ' 

tout invariant d'ordre η > ι pourra se mettre sous la forme 
φ = y et réciproquement, dès qu'on connaîtra une équation 

irréductible p
n

-\- 0 = o, formant avec la proposée un système eu invo-

lution, on en déduira un invariant ο = ^ · 

S. Dans les raisonnements précédents, nous avons écarte le cas où 
l'invariant serait du [premier ordre. Nous allons voir qu'il n'y a rien 
de changé dans ce cas; en effet, l'équation (i) admettra un invariant 
de la forme S = A(./;, y, z)p

k
 ■+■ Β (A, Y, z) si l'on a identiquement 

(,3) + +(dA/dyp1 + dB/dy) + 

L'équation (Ï) doit donc être nécessairement de la forme 

04) s=f—x{x.r,z)p
i
q
l
^^{.r. r

1
z)p

l
 + y{x.y, 3)7, + o(jr. ν. z). 

De l'identité ( 13) on tire 

dA/ dy + q1dA/dz+ Α(λ7,-Γ p) O. 

ô7 + ,''lh+k{'/'f· + 0):-°· 

Si l'on pose encore A = ~ > en remarquant que, dans ce cas, 

it — agr, -+- β, on retrouve les conditions (12). 

Si l'on pose Β = A θ, on peut mettre la deuxième des relations pré-
cédentes sous la forme 

(i5) ^+^Tz+/=iP,+ 7)àf,' 

C'est une équation de la forme (9), où l'on aurait fait Λ = 1. D'autre 
part dans le cas où /est de la forme (i4)> 1® condition pour que 
l'équation Ρ ■+· S) = o forme avec (1) un système en in-
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volution, peut se mettre sous la forme (i5), ainsi qu'il est facile de le 
vérifier. 

Donc les résultats énoncés dans le paragraphe précédent s'étendent 
sans aucun changement au cas où η = ι. 

6. En résumé, d'une manière précise, pour trouver un invariant de 
l'équation proposée, différent de on procédera de la manière sui-
vante : 

On cherchera d'abord s'il existe une fonction A ,(#,/, ζ, p) véri-
fiant identiquement l'une des équations ( 11 ) ou ( 12) ; s'il en est ainsi 
il ne restera plus qu'à chercher une équation différente de A, = ο et 
formant avec(i), un système en involution : en mettant cette équation 
sous la forme réduite /)«+Ô=:o on aura un invariant 

0
 — £*±l. 

S'il n'existe pas de quantité A, vérifiant les conditions précédentes, 
on cherchera deux équations d'ordre supérieur à 1 et formant avec 
la proposée des systèmes en involution. En les mettant sous la forme 
réduite p„ -+- θ = ο et p

m
 -h ψ = ο, on aura un invariant 

0
 — P"+fj . 

l*m +" ψ 

7. Il est facile de trouver toutes les équations pour lesquelles il 
existe une fonction Α,(.χ·,χ, ζ) vérifiant identiquement la condi-
tion (1a). 

En posant A, = o" s, ν·:' on tire en effet de cette relation 
àf _ du du 
dp dz ^ dy1 

d'où, en intégrant par rapport à p, 

f = du / dz pq+ -jpP + y-· 7)· 

Etant donnée une équation s —f, correspondant à la forme précé-
dente du second membre, il suffira de connaître une seule equation en 
involution pour en déduire un invariant. 
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Ce résultat s'applique aux équations linéaires, 
s = a[x. y)p + b(œ. y)q + c{x, y)z -h d{x. y), 

étudiées par Laplace; on peut dire, par conséquent: La condition 
nécessaire et suffisante pour que Véquation linéaire 

s = ap 4- bq + cz 4- cl 

s3in tègre par la méthode de Laplace, est qu'il existe une autre équa-
tion aux dérivées partielles formant avec celle-ci un système en 
involution. Cette remarque avait déjà été faite dans ce cas particulier 
par M. Goursat(f); on voit qu'elle se rattache à une proposition beau-

coup plus générale. 

En particulier, si l'on a ̂  = o, on peut toujours prendre A, = ι. 

Si/est de la forme/= u(x,p) v(x, y, ζ, q), l'équation (n) sera 
identiquement vérifiée en prenant A = u{ x,p) : il suffira donc encore 
de connaître une seule équation en involution avec la proposée, 
d'ordre supérieur à l'unité, pour en déduire un invariant. 

8. Nous allons maintenant formuler deux remarques dont l'appli-
cation simplifie considérablement les calculs dans la recherche des 
invariants de l'équation ( ι ). Nous aurons d'ailleurs souvent l'occasion 
d'appliquer ces remarques dans le Chapitre suivant. 

Remarque/. — Soit m l'ordre de la fonction A,(x,y,z,p„p.>,...) 
d'ordre le plus petit qui vérifie identiquement une relation de la 
forme 

fl6l ÏL· -μ „ ^ 4. + (df\Ù^ .. . (dm-Xf\ ^ - ADf 

c'est-à-dire de la fonction A, qu'on peut prendre comme dénominateur 
de l'invariant cherché ; si l'on sait d'autre part qu'il existe une relation 
de la forme 

(17) dy/ dy + q1 dy/dz + fdy/dp1 + (df / dx) 

+ (dk-1/ dxk-1) dy/dp1 + 

(J) Leçons sur Vintégration, etc., t. 11, p.· 182. 
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où l'on a k < m, ̂ =o, i étant un nombre entier, positif, négatif 
ou nul. 

Je dis que, si h -h i φ ο, on aura aussi ̂ s=o, c'est-à-dire que λ 

et φ sont deux polynômes de même degré h — ι par rapport à la va-
riable pk\ si A-h ί=ο, λ est un polynome de degré A, le premier 
terme étant X(x)p* et pouvant d'ailleurs être nul. 

En effet, dérivons l'identité précédente h fois successivement par 

rapport à pk ; en posant = λ' et en tenant compte de la relation(2), 
il vient 

, dl' ôl' ,dl' (df\ dV (dk~yf\ àV .. âf _ 
dy dz dp1 dx dp2 dxk-1 dpK dp1 

si h 4- i φ ο, on peut poser λ' = u~~{hU) et l'équation précédente prend 
la forme suivante en supprimant le facteur A + i: 

(,9) àï+i'dï+/i>f,+\7G)àp;+d k-1f/ dxk-1)du / dpk = u df / dp1 

C'est une équation de la forme (16): comme k est inférieur à m 
notre hypothèse entraîne o, c'est-à-dire 

,=«so· 

Si h -h i = ο l'équation (18) montre que λ' est un invariant d'ordre 
au plus égal à k ; or, d'après l'hypothèse, il ne peut exister d'invariant 
différent de χ et d'ordre inférieur à m-+-1. Donc 

y' = dhy / dpk = X(x) 

C. Q. F. D. 

En particulier si ~ = ο, on aura aussi 

dl 
dPk-°> 

sauf si 1 = — 1 ; dans ce cas on aura 

λ = X/>A. + λ, (X, y, s, P„ . . ., pk-i ). 
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Remarque //. — Conservons les hypothèses sur lesquelles repose 
la remarque précédente en supposant toutefois k > m ; supposons en 
outre qu'il n'existe aucune autre fonction A, vérifiant identiquement 
la relation (iG) et dont l'ordre soit un nombre compris entre m et 
k -+- ι, ce qui revient à supposer que toute équation irréductible, en 
involution avec la proposée et d'ordre supérieur à m, est d'ordre supé-
rieur à k. 

En effectuant les mêmes opérations on trouvera encore la rela-
tion (18) : si h +1^0, on pourra encore poser λ' = u~et l'on re-
trouvera l'équation (19) qui a la forme (16). Cela n'est possible, dans 
nos hypothèses, que si l'on a 

u ~ Χ (χ) A,, 

X pouvant d'ailleurs être nul. Par conséquent λ' sera la forme 

X'=X(a?)Ai,A+'\ 

ce qui montre que λ sera un polynome en pk1 d'ordre A, le premier 
terme étant A h±tpk. 

Si Λ-f- < = o, l'identité (18) montre que λ' est un invariant d'ordre 
au plus égal à k. Or, d'après nos hypothèses, l'invariant d'ordre le 
plus petit sera formé en prenant A, comme dénominateur, et comme 
numérateur le premier membre de l'équation irréductible mise sous 
forme réduite dont l'ordre doit être supérieur à met le plus petit pos-
sible : nous avons supposé que cet ordre était supérieur à A. 

Donc, on aura forcément λ' = Χ(#), X pouvant être nulle identi-
quement; par suite λ sera encore un polynome de degré h en pk, le 
premier terme étant X/*J. 

Enfin, si l'on avait k = m, les calculs de la remarque (I) montrent 
que la fonction u est identique à X(ar) A, ; en effet, si nous posons 

A1 = e, u = ew 

les équations ( 16) et (18 ) prennent la forme 

dy dz ôp\ \dx) dp
t
 ',_+" \dx'"~l) dp

m
 ~ dp* 

l)y dz ' ôpx \dx) dp
t

 + + ) dpZ ~ ~Jp' 
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En retranchant membre à membre les deux relations précédentes, et 
en posant φ = ί> — tv, on obtient 

dy ds dpi \dx) dpt χάχ"*-*) dp
m
= 0 

qui exprime précisément que φ est un invariant d'ordre au plus égal 
à si cet invariant était différent de #, on en déduirait qu'il existe 
une fonction A, d'ordre inférieur à m, vérifiant une identité de la 
forme (16), ce qui est contraire à l'hypothèse; donc on a 

ο = ν — »v = Log— = X(.r), 

d'où 
« = AtX( j?), 

X n'étant pas la même fonction que dans l'égalité précédente. Dans ce 
cas, on aura donc 

y' = dhy / dpk = X(x) Ah+i 

t 

Comme A, dépend de pk, λ n'est plus forcément un polynome 
en pk. 

9. Nous allons maintenant étudier les expressions qui for-

ment les coefficients de l'équation aux dérivées partielles (8) qui déter-
mine les équations en involution avec l'équation proposée. 

On a d'abord 

(20) (S=/"$;+ s +ρ·%+ p"q,)' 
puis 

\dar*) ~~P* àp
x
 dp

x
) d/>, J +· dx dz dq

t 

qui est de la forme 

(a,) {ïï£) =p^
l

+p%tip\+ p**(x>y*5'f>u^^y'ρ»9i) 

tour η. de Math. (6* série), tome VII. — Fasc. II, 1911. 21 
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avec 

(22) 

d²f d²f d²f dH 
& =dpiàjr Pxdp\dz àpidqi àpt

9 

ϊ=·3ζ+''>Έ+/άξ;'· 
écrivons encore 

( »® > ® ) = ̂  ί + ΛI U) + · Λ + «] + Κ. (x, Λ Λ. f.. I». J-

Cette expression est linéaire par rapport àp, et p
A
 ; le coefficient dep

A 

ne dépend que des dérivées du premier ordre, tandis que celui de p
s 

dépend de p
2

. 
Je dis qu'on a, d'une manière générale, 

(24) (dsr") ~~pn + 1 dF / dp1 + pnMnn + pn-1M 
+ pkMn +K

rt
(.;r. y, 3, /V - · -, />A ι Κ 

les coefficients M étant indépendants de p
K

+t, p„,.. .pk, et l'ordre 
maximum des dérivées contenues dans M* étant /i — h -+- 2. 

En effet, supposons que cette propriété soit vraie jusqu'à l'ordre η 
inclusivement; en partant de la relation (2.4), on aura 

(dn+1f / dxn+1 =)[(έ|) - »=] --ifS) - -H— 

+ pk+1 [(dMk+1 / dx) + Mkn 

Cette expression est bien de la forme 

(24) (dxn+1)~Ρη+*όη
χ
 + ^i"4- ·· 

+ /»i+|M}"îî-l-^4.MÎ+l-4-K
w+

i(a:y, s, Vi</'i>....., Pk-1) 

et l'on a 
MÎÎi = (^-) + MS. 

Si h est supérieur à /r, M*+' ne contient pas de dérivée d'ordre h et 
par suite ne contient pas la dérivée pA+l. D'autre part, l'ordre 
maxim'um des dérivées contenues dans le coefficient M?,*] d'après 
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l'expression précédente est encore n —/1 + 2 qui peut s'écrire (Λ -+-1) 

— (A-f-1) -h2. Donc l'expression précédente est linéaire par rapport 
aux dérivées p

M
, ..., pk+t ; si le terme M* dépend de p*_,, le coeffi-

cient M*
+l

 dépendra de pk et par suite il faudra faire entrer le terme 
P* Mî

+
, dans le terme K„

+1

 afin de conserver la forme (24); mais ce 
fait découle aussi immédiatement de l'application de la règle η — h ·+■ 2; 

en effet, puisque M* dépend de />*_,, on a par hypothèse 

η — A -f- 2 Ξ A — 1, 
donc 

(Λ-+- 1) — A 4- 2 = A, 

ce qui montre que le coefficient M*
+l

 dans l'expression (24)' peut 
dépendre de pk et que nous devons le faire entrer dans le terme Κ„^,. 

Si au contraire, M* ne dépendait pas de , on a 

η — A -h 2 < A" — 1, 
( /1 + 1 ) — A + 2 ̂  A, 

et l'expression (24)' est encore linéaire par rapport à pk. 
Donc la forme (24) est générale; il faudra s'arrêter au terme pk% 

k étant le plus petit nombre qui vérifie l'inégalité 
Λ-4-2 — A* < A, 

d'où 
A > " + 2· 

si λ est pair, en posant n = m' on aura Α>λ'η- 1, donc il faudra 
prendre k = //'-4-2. Si η est impair, en posant η = 2«' + ι on aura 

3 k > λ'-H donc il faudra prendre encore k = n'-h2. 
Les coefficients M se calculent facilement par voie de récurrence 

d'après la formule 

Mh+1 n+1 = (dMh+1 / dx) + Mh 

Nous allons chercher l'expression du premier M" dont nous aurons 
besoin dans la suite. On a 

"Ï=(eÎ)+»W' 
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on en tire facilement 

Mnn = (n - 3)(ddf / dx dp1) 

Or, d'après la formule (a3), on a 

M22 = (d df/ ) + 2p² d²f 

Si l'on tient compte de la valeur de a, on trouve finalement 

(a5) Mn \efo? àp
x
) àz àp

x
 dq

x 

Cette expression est valable pour λ> 2. 

10. Voici une première application des remarques précédentes. 
Etant donnée une équation 5 = f(x, y, -, />, q\ supposons qu'il 

n'existe aucune fonction A, vérifiant identiquement l'équation (i(>) 
lorsque m 5 2 : il est toujours facile de voir s'il en est ainsi. Dans ce 
eas, nous savons que ledénominateurd'un invariantqueleonque, autre 
que x, du système (I), sera le premier membre de l'équation irréduc-
tible p

m
 -+- ψ = ο d'ordre le plus petit possible, formant avec la pro-

posée, un système en involution; et l'on aura identiquement 

ôy àz àp, \rfx) dp
t
+.... 

+ (dm-2 f) dY + dm-1 = (Pm + Y) 

Cette relation, en fait, ne contient pas/j
m

. Dérivons les deux membres 

par rapport à , en posant ■ = ,}'i i' vient 

dY' dY dY' Df Dy' 
ôy '' dz ^J dj>

x
 \djcJ ôjk ^ 

"ΜίΛτ""4 ) ύρ„-
χ
 ' ' 

à condition toutefois que w — ι > i, c'est-à-dire m > 2, ce que nous 
avons supposé. 

Comme M£lJ est une fonction linéaire de p,, ne dépendant pas des 
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dérivées d'ordre supérieur à 2, et qu'il n'existe d'autre part aucune 
équation d'ordre inférieur à m, formant avec la proposée un système 
en involution, l'application de la remarque (I) montre que ψ' ne 
dépend pas des dérivées d'ordre supérieur à 2 et qu'on a 

ψ'=ψ,(ΛΤ, y, 5, pt)Pi+ ψΐ(Λ·, 7, Ζ,Ρχ) 
avec 

(26)t+'-Z+'ZMZ) 
+ ( m-1 ) (d df / dx dp1) + dF + dF 

De celle identité on peut tirer plusieurs conditions; en particulier 
on a une relation simple en égalant à zéro le coefficient de p

2
 · 

(*7) ÏÏ7 + dF + ψ' + ~ 0ψ, - o; 

on peut donc énoncer le résultat suivant : 

Une équation s =f(x
y
y, z,p,q) étant donnée, si Von a constaté 

que Véquation ( 16) ne peut être vérifiée pour m = ο, m = 1, m = 2, 
ce qui est toujours possible au moyen d'un nombre fini d'opérations, 
pour que cette équation forme un système en involution avec une 
autre équation du système (Y), il est nécessaire que f vérifie la con-
dition (26) et en particulier la condition plus simple (27). 

On a donc là une condition nécessaire dont la vérification n'exige 
qu'un nombre fini d'opérations; on posera ψ, = (m — 1) α (a·, y,z, p ) 
et il faudra que le système 

Ox dx Ox
 r

 Otx àf àif 
(hj ι à y ο ζ op\ ορχ ôp\= 0 

soit compatible. 
On aura encore une autre condition nécessaire en égalant à zéro, le 

terme indépendant de p
2
 dans l'identité (26) 

77 + 7Γ + ψι + Pt di ̂  ftf,\ 

+ („, _ 0 Γ/Ζ.
+Λ + f

flL\
 + + / i£

 =
 »: 
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mais on ne peut appliquer cetté condition que lorsqu'on a fait la véri-
fication de la précédente et qu'on en a tiré l'expression de la fonc-
tion ψ,. 

Dans le cas particulier où l'on aurait — o, c'est-à-dire 

f— u{x,y,z,ql)pï + v{x, y, 5,7,), 

la première condition entraînerait α = ο et il faudrait que le système 

$1=0, 
<>ψι . _dy2 dY2 
dy dz dp1 

+ <m-'>|s + λTz + ̂ +v)lf,\+ Tz ~z+
 W,

 =
° 

soit compatible. 
En échangeant le rôle des variables χ ety, on aurait de même un 

critérium nécessaire pour qu'il existe une équation en involution du 
système (II). 

I I. Nous aurons besoin, dans le Chapitre suivant, d'une expression 
plus détaillée de certains coefficients de 1 ) dans le cas où f a l'une 
des deux formes suivantes : 

f— a(x, y, *)/>,+ b(x, y, z)q^c{x
t
 Y, z), 

f z=. a(xt y, z) pxqt. 

Afin de n'avoir pas à revenir sur ces calculs, nous allons chercher 
dans ces deux cas les expressions des coefficients M dont nous aurons 
à nous servir. 

Premier cas :f=ap-hbq + c. — Dans ce cas on aura, d'après la 
formule (20), 

M"-,/ ί—\ -μ -4- ££df 
àz dp dq 

(28) M" = " (di +·f' dï)
 + Tz p< + + ài + ab· 

On peut remarquer que dans ce cas MJ ne dépend que des dérivées 
du premier ordre et non de p

2
 comme dans le cas général. 
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Nous allons calculer le coefficient MJJ ' ; pour cela remarquons que 

Ton a 

(ίϊ) - apx^%c^PxTz*~bf- ap*~*~ H(a?
'
y' z"pqi)' 

\dP ) —aPi+p* Lw
 +

 WxJ
 +

 ~àï
 Pl "3Γ ' 

Or 

Uj+^=a5? + î'"^ + ̂ ?'+dJ + a6· 

TVOMÎ voyons que est linéaire par rapport à ρΛ et le coeffi-
cient de p.

t
 s'obtient en faisant η =1 dans la formule (28). Donc, 

on pourra écrire 

W\_ t., Λ*Η <*HdH 
dx² dx dz dq1 

ce qui n'arrive pas dans le cas général. Nous poserons 

x
 dH dH ,dH 

m(x, y, z, p, q1) = dx dz dq1 

en effectuant les calculs on trouve 

m = — p\ -ι- y, a, «y, ) p\ -+- h (χ , ν, c, 7, ) px -+- A(x, y, s. 7, ). 

En posant 
d*b d*a âb . (ία d*c 

g— JTT«7I+ -+- aa— -+-0 -c—h -j-r> 

'' - Â? + 2 * dJTz +1 ΊΖΤζ +11°ÂÎ + *5? 

+2 <F* r ) + 6 ί — 7J -i- — J -+- α& , 

on aura ensuite 
/ cPA ... [Υ^Μ»\ dm~\ dm dm dm 
dx² dx dx dp dx dx dz dq 

qui est de la forme 

(<te£) =ap> + M»P» + +P*n(x,y, -,/>n 7i) ■+■ '(·*> .v> s,Pu 7») 
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en posant 

" = àf, + IS Vàï + 31'+ ah+ 3p> Έ) 
+PlΤζ V+ Tz + Tz + ab + 3p<Tz) +1Έ' 

'=dï+p>7Î+/dïr 

enfin on aura 

(^) = e/>5+M{ Pk+ M*/>
3
+ Κ

4
(α·, y, 5, p

u

 p
t

), 

avec 

*> = {ττ)+6>>·Γ;+"· 

D'une manière générale, on a 

M«-I -- / "m»-i ) .Mn-2 

On tire de cette relation de récurrence, par un procédé bien connu, 

<»9) *■;-' = mjjJ + »(a /> ~ p>. '/■). 

<jo) M;:; + M;:; +... + M; = | "
(

" ~
1 :

> - 3] (^) 

+ (« - 3) [57/».+3JÎ1+ f. +
 at

>\> 

d'après la formule (28). On voit que M", ' est un polynome du pre-
mier degré en p.

2
 et l'on aura 

(3i) M" 1 — n(n + ') ~p,-+- S*p
u

q
x
)\ 

en effectuant les calculs, on obtient 

<3„ =d²a / dz p1 n(n+1) 

+L" ++ 5?+—+a5?jJ + L(J;·''·5' 

L étant une certaine fonction indépendante de p
t

. 
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Deuxième cas :f = a{xxy, z)p

x
q%* — On a tout d'abord, dans 

ce cas, 

(as)[α*+ £ρ>+(έ+*')?']' 

{lé) + +
Kp1 

en posant 

q1P2 = M = q1[2da / dx + 3p1 (da / dz + a²) 

'-s®-')-®·"·)· 
d²a da d²a 

J =3 ôx dz a dx* t)x* 

On voit que, dans ce cas comme dans le précédent, est linéaire 
par rapport à p

2
, ce qui n'arrive pas dans le cas où /est quelconque. 

Ecrivons encore 

(liQ = '/»[«/>* + pSΛ + + a*) + *(x>y,z,p
x

)p
t

+ h'(x,y
t

 5,/>,)j 

où l'on a 
g, l'| = M| = g, [eg + 4/-, (g-^ -»)]. 

Κ = βΙ,}
+Λ

[
5
ί—g-gg]

+
ÎK. 

Enfin 

{ié)=qx ρ'/^+ p'/>»+· · ·]. 

les termes non écrits ne contenant pas les dérivées d'ordre supérieur à 
deux. On a ici 

„P{ = Mt, P· = H- 6p, (g + a') + R+ ap.PJ. 

D'une manière générale, on aura 

{lé)=qi ίαρη+ι+Pnp"+Ρη~ι p"1+^ 
Journ. de Math. (6* série), tome VII. — Fasc. II, 1911. -Ά 
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les termes non écrits ne contenant pas de dérivée d'ordre supérieur 
à λ—2, à condition qu'on ait 3. 

D'après la formule (25) du cas général 

g χ Κ = MS = λ Η- ^Pi 9ι + <*p
x
 q

u 

d'où 

P:=«£+<« + I> +a²) 

en outre, on obtient facilement la relation récurrente 

ΡΓ1 = (^) + PWH-e/».PS:i; 
on en déduit 

p;--^'
P

»
:!+P

»y-
|
--

+P
'4-K.^(P;:!+-+P;) + 6p,(^ -i-a')+R. 

Or 

PK -PPS -p. · · + >'Î=P^ - 3] £
+
*[ïiit0_

6
](£ + «') ; 

en effectuant le calcul, on trouve 

pn-1 = n(n+1) 

+Λ(Λ4- I)
t
 , Γ, DF« (η -h Ι)(3Λ — a) da~| /i(/<—ι)_, 

2 r | drtfî 2 A/-J 2 

I et Κ ayant toujours la même signification. 

CHAPITRE III. 
ÉTUDE DE L'ÉQUATION S = a(x\ y* z)p -H b(x-, y, z)q 4- c(x

t
 y, -). 

1. Je me propose, dans ce Chapitre, d'appliquer les résultats pré-
cédents à l'équation 

(i) s = a(x,r,z)p 4- b(x,y, s)q + c(x,y, z) 
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et, en particulier, de déterminer toutes les équations de cette forme 
qui admettent une intégrale générale de la première classe, au sens 
qui a été donné à ce terme. 

Je supposerai toutefois qu'on a ̂  φ ο, ̂  φ ο; si l'on avait par 

exemple ̂  = o, un changement de variable de la forme ζ' == ω{χ,γ)ζ 

permettrait de ramener l'équation proposée à la forme 

s=b(x,y,z)q + c{x,y
y
z)\ 

dans ce cas les calculs sont plus compliqués et le nombre des cas 
à examiner est plus grand à cause de la dissymétrie de l'équation : je 
me bornerai à énoncer quelques résultats dans un dernier paragraphe ; 
lorsque aetb sont nuls, l'équation (i) a la forme s = z) et les 
méthodes de calcul qui vont être développées permettent de retrouver 
très facilement les résultats de M. Clairin au sujet de cette équation, 
et de Sophus Lie au sujet de l'équation s =/(s). 

Nous nous bornerons donc au cas où a et b dépendent effectivement 
de la variable ζ, et nous exprimerons que chacun des deux systèmes 
de caractéristiques admet un deuxième invariant, autre que χ ou y. 

Soit s l'invariant d'ordre minimum, autre que χ, du système (1); 
il sera de la forme 

y = Pn + O(x,y, z, p1, p2, .... , pn-1) 
Ai(x,y,Z,Pi, ...iPm)(m < n) 

D'après les résultats du Chapitre précédent, nous aurons A, en 
cherchant d'abord s'il existe une fonction A,(a?,y,-,/?,) qui vérifie 
identiquement la relation 

(I) 47 +?· âT + {l"Ρ'+ + <> àf, =■A'*< 

s'il n'en existe pas, nous savons que A, sera de la forme 

ΑΙ = />»,Η-Ψ(Λ;,/, 5,ρ, pm—χ) 

Ρm ■+· ψ étant le premier membre de l'équation irréductible d'ordre le 
plus petit qui forme avec la proposée un système en involution, et l'on 
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aura identiquement 

K ' ày ^ dz dp
t
 \dx) ôp

t
+... 

+ (as=î) άϊτ:,+ {ÔP^J -(pm + y ) df/ dp1 

On voit d'ailleurs que l'équation (I) n'a pas de solution si l'on fait 

jp- =. o, car on en déduirait dans ce cas ̂  = o, ̂  = a A,, ce qui 

est impossible si ̂  ̂  o. Donc les invariants de l'équation (i) auront 

un dénominateur d'ordre au moins égal à l'unité. 
En considérant de même l'invariant d'ordre minimum du système (11) 

on verrait que son dénominateur satisfait à l'une des relations (I)' 
et (II)' qu'on déduit de (I) et (II) en intervertissant le rôle des 
variables χ et y. On aura donc simultanément l'une des condi-
tions (I) (11) et l'une des conditions (I)' (II)'; il y aura par suite 
quatre cas ï» distinguer correspondant aux quatre couples de rela-
tions : 

(H) (II)', (D(»)\ (11)0/, (!)(!)'; 

il est clair d'ailleurs que les deux cas (1)(II)' et (II) (1 / conduiront 
à des résultats symétriques par rapport à χ et y. lln'y a donc en réalité 
que trois cas distincts. 

Nous allons examiner séparément ces trois cas. 

2. Premier cas : Conditions (II) cl (II)'. — Considérons la rela-
tion (II), 

O) dy + 1>Tz+fW^· 
Îdm-*f\ dd, /d'n~lf\ . ..df , ^ . 

+ (dxm-2) dpm-1 

Par hypothèse, il n'existe aucune fonction A, d'ordre inférieur à m, 
et vérifiant une relation de la forme 

(3) -57 ++fW, "*"·'-+ X&*JW*='W,' 
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sans quoi on pourrait prendre A, comme dénominateur de l'invariant 
au lieu de p

m
 -t- ψ. 

Dérivons l'identité (2) par rapport à en supposant m > 2 et 

en posant ̂  - = ψ', il vient 

dv dz dpi J dp
t
 \dxm-*J dp

m
-

t

 m 1= 0 

Nous avons vu que M"I], dans le cas ού /est linéaire par rapport 
à ρ et q, ne dépend pas des dérivées d'ordre supérieur à 1; la 
remarque (I) du Chapitre précédent, montre que ψ' ne peut pas 
dépendre des dérivées d'ordre supérieur à 1, et l'on a 

dY' / dy + q1 dY' / dz + f dY'/dp1 + Mm-1 = 0 

ou encore, en remplaçant M™_J par sa valeur, 

M) ik+i'd; +/-sf,+^-l)n+mi"Tz+Tzq^Tz+ab=0-

Supposons maintenant m = 2, cas que nous avons écarté : l'équa-
tion (2) s'écrit 

dY / dY + q1dY/dz + fdY/dp1 + (df/dx) = (p2 + Y) df / dp1 

ou encore 

Sj +/df
t

+\d£+ p1 df/dz + p1df/dz + fdf / dq1) = Ydf/dp1 

l'osons = ψ' et dérivons par rapport à ρ, l'identité précédente; 

on obtient 

SJ· + "di"+/3^ + di + Tz SI* + ab- °-

Cette équation n'est autre que l'équation (4) ou l'on aurait 
fait m = 2. Dans tous les cas, on a donc la relation (4). Appliquons 
à cette relation la remarque (I) : ici i = ο et h = 2, donc Λ -+- i φ ο 
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et l'on eft déduit que ψ' est de la forme 

ψ' = X(a:,y, ζ )p, -+- μ(X, y, 5), 

d'où l'identité 

7rp' + Έ+9' + £\l+ {ap,+^'+e) 

+ (m_0_ + mp,_ + _7l + _ + a6 = o, 

et l'on en déduit 

(5) — = o, -3—h «X + m -r- = o, 

(6) -f- + bl ■+■ -r- = O. 

(7) •±- -+- cX 4- (m — ι) -r η -τ- a6 = o. 

Remarquons maintenant que ̂  étant différent de zéro, λ ne peut 

pas être nul et l'on tire de l'équation (5), en intégrant 

a=:x(x,y)e»<**>z— (α^ο), 
avec 

l=—m ω (χ, y). 

On aurait de même, en raisonnant sur l'équation (II)' comme nous 
l'avons fait sur l'équation (II), 

b = B(x, y)ew B/ 0 

Écrivons maintenant la condition d'intégrabilité entre les équa-
tions (6) et (7) en y remplaçant λ par — m ω ; il vient 

(8) -r-r -h (m — l)-T—-χ H b- h rt-τ l· «ω— 

= /ηω— 4- -r—τ mb-r— 

Nous tirerons de même de l'équation (II)' la condition symé-
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trique 

(9) ψ + l{n"-"dy*+""+ m'*"àï 
de &*α d(ùi 

= m1w1 dz dzdx dx 

en appelant m, Tordre de Texpression q„
t
 -f- ψ, qui satisfait à la 

relation (Π)'. 
Retranchons les égalités (8) et (9) membre à membre, il vient 

(10) mb -r m, a — h m -—— 

db d*b da de . 
+ mw dy - m1 dzdy m1w1 dx = dz 

3. Supposons d'abord m ω — /η
(
ω

4
 φ ο; si Ton remplace a et b par 

les expressions trouvées, on voit qu'on peut tirer de là une relation 
de la forme 

(11) -Τ; — (CS + C') + (C,Ζ + G,)-+-(CJΖ -F-G,)ΒΩ«2, 

les fonctions C étant indépendantes de z. Portons cette expression 
dans l'équation (8) par exemple : nous devons obtenir, une identité 
en z. En particulier si ω + ω,^ο, le terme en doit avoir un 
coefficient nul; or ce coefficient est très facile à calculer; il a pour 
expression αβ(ω + ω,); comme nous avons supposé αβ^ο, il faut 
donc nécessairement 

ω + ωι = ο. 

Dans ces conditions, si Ton pose s' = a>s, l'équation du second 
ordre proposée conserve la même forme et Ton a 

ω = ι, ω, = — ι. - : ! ν 
Par suite 

a = x{x,y)e2, b = $(x,y)e~z, 

et la relation (to) s'écrit 

de da . d& _ 
dz dx dv 
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d'où, en intégrant, 

c = d& / dx ez - dB / dy e-z + K (x, y) 

L'équation proposée peut donc s'éerire 

• $==oe<?»/>4- $<r*q+ |Ê
e
-*4-K(a?,y) 

ou encore 

,=-hi"é')-^e")+K{x'r)· 

Une transformation de la forme z' = - -h 8 (a?, y) permet de faire dispa-
raltre le terme Κ en posant = — K. On aura ainsi, en changeant 
la signification de oc et β, 

s = d / dx (&eZ) - d/dy (Be-z) 

C'est là précisément le type des équationstrouvéesparM. Moutard. 
On sait que ces équations se ramènent à une équation linéaire par une 
transformation simple. Nous reviendrons d'ailleurs sur ce résultat. 

4. Nous avons raisonné au sujet de l'équation (10) dans l'hypothèse 
où m<o — φ ο; supposons maintenant qu'il n'en soit plus ainsi 
et qu'on ait 

-ÏL
 =

 ÎÛ = 0(*,y). 

Nous pouvons poser, sans changer la forme de l'équation pro-
posée : z'= 38, ce qui revient à prendre 

w = m,, ω, — m 

et par suite 
a = »{Λ\γ)β'" is, b — j3(jr,y) emz. 

Dans ce cas, les conditions (8) et (9) sont identiques et se ramènent 
à la suivante : 

d²c/ dz²— mrn
l

4- (m 4- in
t
)ab 4- ni

t
(m— 1)^— 4- m(/n, — 1)^- =0; 
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en remplaçant a et b par leurs valeurs, on intègre facilement cette 
équation différentielle, c étant la fonction inconnue; et l'on obtient 

(12) c=
 -!_ Λ ÏÊ .*<»-,>= 
/w, ax m ay m/w,— (m 4-m,) 
4- R(x,y) emmi*+- K(JT, J), 

Κ et H étant deux fonctions arbitraires de χ et y. 
On a dû supposer, il est vrai, mm, — (m 4-τη

χ
)φ ο; on voit sans 

peine que l'égalité 
tn 4- /W, = ηιηΐχ 

n'est possible en nombres entiers différents de zéro que pour 

tn — m,\ — 2. 

Nous étudierons à part ce cas en dernier lieu et nous supposerons pour 
l'instant 

/«>2, m, >2. 

Cela étant, les équations(5), (6), (7) sont compatibles et la condi-
tion nécessaire (4) est insuffisante pour résoudre complètement le 
problème. On en tire simplement 

λ=—— i) 4- v(x,y). 

ν étant une fonction qui doit vérifier l'équation (7). 

Nous obtiendrons des conditions nouvelles en repartant de l'équa-
tion (2), sachant qu'on a 

(.3) ψ'=—I- =— /«/η,/>ι4- û(m, —i) 4-v(.r,
<
y). 

Dans celte équation (2) les termes en p
m
 et p

m
^

{
 disparaissent; nous 

allons considérer les termes en ρ
W1
_a ; mais comme la manière dontp

in
_2 

entre dans l'expression ( dxm_i ) dépend essentiellement de la valeur 
de m, il faudra faire des hypothèses sur cette valeur. 

d. Supposons d'abord /ra>4> c'est-à-dire m —i>3. Dans ces 
conditions, nous savons que {^xm-\)

 est une expression linéaire par 

Journ. de Math. (6· série), tome VIL — Fasc. II, 1911 ^3 
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rapport à p
m

, pm-n pm~2' Oo aura en outre 

Ψ = ψ' p,n-l + ψΐ(*> y y Ρ m-*) 

et l'équation (2) peut s'écrire, en supprimant les termes en p
m 

et pm-1 

dY1 / dy + q1 dY1+ ...... 

+ + · ·1 +M »:!/'».-.+ ·· ·= |0" 
les termes non écrits ne renfermant que des dérivées d'ordre infé-
rieur km — 2. 

Posons ψ', = /fy' et dérivons par rapport à p
m
„

2
 la relation précé-

dente; il vient 

04) ày ' dz f dpx \dx) dp
t
+.... 

+/dm 3f\
 (φ'Μ"' *-+- M'"~M — O 

Le terme ψ'Μ^_^ ·+- ne dépend pas des dérivées d'ordre supé-
rieur à deux; la remarque (I) nous permet d'en conclure que ψ', ne 
dépend pas non plus de ces dérivées; en outre, le dernier terme étant 
un polynome du premier degré en p2, il en sera de même de ψί, d'après 
la remarque en question. On peut donc écrire 

ψ'ι = ψι(^/. *>P\)Pi+Y3(x, y,z,p) 

Nous avons vu d'autre part qu'on a 

M,·.;=( « -
 9

 ) Λ + ,η Τζ + „ - + - + ab, 

Mw-i— _ m(m — 1) da
 t m-1 -P2 2 dz m-1 

avec 

(l3
X 1»»-.-^'" , 

+ Γ# \* d'à ^d(ab) 

+ (m - 1 )(d² b / dz²) q1 + d²c / d² 
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Portons ces expressions dans )a relation (>4) : nous devons obtenir 

une identité; en particulier le coefficient de p2 doit être nul, ce qui 
donne 

ίί4* + „ Îh-4_ ÉL ■ m(m-i) da 
dy dz dpi . àpi 2 àz ' 

la remarque (I) montre encore que ̂  = o, et par suite le seul terme 
en q, dans l'équation précédente doit disparaître; on a donc 

-f2 =o, -ρ -h ψ, α H *3- = ° 

ou encore 

-jp -+- αψ, ewti- h —- m, α em>z = o. 

Comme α n'est pas nul, il est nécessaire et suffisant, pour que ces rela-
tions soient vérifiées, qu'on ait 

Ψ«= ; 

Ecrivons maintenant que le terme indépendant de p
2
, dans l'équa-

tion (i/f), est nul; en tenant compte de la valeur trouvée pour ψ
2

, 
il vient 

<l6>dY3 / dy + q1 dY3 / dz 

5+ P' àï +fàj~J _ψ M~» N—· 

Le second membre est un polynome du second degré en p
t
 ; d'après 

la remarque (l) on doit avoir 
ψ3= «(j-, y, z)p\ h- v{x, r. z)p

t
-h iv{x,y,z) 

et, en transportant cette expression dans la relation (16), on aura dans 
les deux membres des polynômes du second degré en p

{
 qui doivent 

être identiques. 
On en tire d'abord 

\~(J) -, h a an = -j- -+- mm χ (m — 1) -r -r-5 · 
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Si l'on remplace a par sa valeur, on constate facilement que cette 
égalité revient à 

du du mm] ( m — i) 
dy dz ~~ a 

Écrivons maintenant l'identité des termes en dans l'équation (16) : 

(17 dy ̂ q*Tz +2U(bt?i + c) + ai' 

= ï + + J 
— (m —') + »] 

+ mm, μ", - a ) ̂  + g, ̂  ^ + «éj 

-(m-■>ïït= -(m-" yw"+s*+sr+a ??J' 

Cette relation contenant q
%
 se décompose en deux. On a d'abord 

-τ—h- a ub = -—h mηι
λ
 ( m — ι ) r · 

On peut intégrer facilement cette équation, en tenant compte de la 
valeur de b; on trouve ainsi 

c = kb -+- c,(jc. v). 
en posant 

k — 2-i- m (m — ι) — m\(m — i). 

Écrivons maintenant les termes indépendants de q
x
 dans l'équa-

tion (17), en tenant compte de la valeur trouvée pour v; il vient 

λ ——μ — μ awe -h a(kb-±- i\) 

== j ]
i
-

+
-

 + ab
- (m - 1 ) da / dz [m1 - 1] 

+ mm1 [('"_ 2 )5ϊ + ̂  + Η· 
/ \î / \[&c d(ab) db' 

dx dz |dz² dz dz] 
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C'est là une égalité de la forme 

A(.r, y)emi->r Β(χ,^) eOTi5 + C(.r, y) e^m+m^z y) tmm\z E(x,^) = o, 

d'après les valeurs trouvées pour a, b, c. Comme m et m
x
 sont diffé-

rents de zéro et qu'on a supposé 
m 4- m'— mm' ρά ο, 

cette égalité ne peut avoir lieu identiquement que si l'on a 

C = D = E = o. 

Écrivons en particulier que le coefficient C est nul; il vient 

«β I /· + VL 1 

— αβ ι H - r I — mx(m — i)(mt— ι)αβ 

. Γ (m 4- λι,)* "1
 0 

- (m - 1) mm1 - (m + m 1) 

Comme αβ φ ο, on doit donc avoir l'égalité 
k[mmx — (m 4-mx)] 4- 2u 

= — -mmι — mx(m — 1) (m,— ι)[ηηΐ| — (m 4- /W|)J 

— (m — 1) [mm,(m 4- m, ) 4- m*mx — m{m 4- *w,)]. 

En remplaçant k et u par leur valeur, cette expression se simplifie 
considérablement : on constate sans peine qu'elle se met sous la 
forme 

(.8) mx{m 4-·/«, ) ( m 4-1) (m — 2) = o. 

Comme nous avons supposé m et w, supérieurs à deux, cette égalité 
est impossible. 

Donc il n'existe pas dans ce cas d'équation irréductible d'ordre supé-
rieur à 4? en involution avec la proposée. 

6. Supposons maintenant m = /j. Dans ce cas l'équation (2) 
s'écrit 

(19) dY / dy + q1 dy / dz + f dY / dp1 + (df / dx) dy / dp2 
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et l'on a encore 

ψ'= ,nmiPi+ Wm
t
— 1) +v (x, y) 

d'où 
ψ = ψ, =.pltpt). 

Nous avons vu, en outre, qu'on a 

{^£) = aP>+ M*P* + 3P*JZ + nP*+ L 

L'équation (19) peut donc s'écrire 

Îti .+.
 a £h a- -4- (ÉL\ϋίι 

dy àz * dpi \<Λτ/ dpt 

+ ψ [W, p, + ...} ++,,/,,+ 1 = ILy1, 

les termes non écrits étant indépendants de p
2

. 
Posons ̂  = ψ', et dérivons la relation précédente par rapport à p., ; 

il vient 

(ao) </.)=«· 

Or nous pouvons remarquer que, si, dans l'expression de M" on 
fait η = 3, on obtient précisément la quantité 

6p2da /dz + n (x, y, z , p1, q1); 
• 

cela se voit immédiatement en considérant dans le Chapitre précédent 
l'expression (29) qui est équivalente à (32) et en remarquant que si 
l'on fait η = 3 dans l'expression de (M'Jlj -+- M""*MJ) donnée 
par la formule (3o), on obtient zéro. Donc dans la formule (29), le 

second membre se réduit bien à (>/>257 ■+■ '*· 
La relation ( 20) a donc la même forme que celle dont nous sommes 

partis dans le cas précédent (i4)î si dans cette équation (i4) on rem-
place MJJlJ et M*lj par leurs valeurs et qu'on fasse ensuite m — 1 = 3, 
c'est-à-dire m = 4> on obtient l'équation (20). Comme nous avons 
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constaté que la condition (14) ne pouvait être vérifiée que si l'on a 

m\(ή, -+- m ) ( m H- 1) (m — 2) = ο 

dans le cas actuel où m = 4» nous trouverons encore une impossi-
bilité. 

7. Supposons m — 3. L'équation (2) s'écrit 

(5,) +d²f/ dx² = df / dp1 (p3 + Y) 

on a encore 

Y' = dY / dP2 = - mm1p1 + b(m1- 1) + v(x, y) 

d'où 
ψ = ψ'/>ί+ψΐ(^»/τ<5,/>ΐ) 

et l'équation (21) se réduit à la suivante, en tenant compte des valeurs 
trouvées pou r (g) et g£) : 

dY1 / dy + q1 dY1 / dz + f dY1 / dp1 

+ Y' [df / dx + p1 df / dz + fdf/ dq1] 

Posons —■ = ψ
2
 et dérivons l'identité précédente par rapport à p

t 

en tenant compte de la valeur de ψ'; il vient 

if + fr% +/% + Ψ' + f
z
 + P. g: + «*J 

~ [% +r' %. + */]
 + 3

 ̂  ̂
+ %W> + * = 

qui peut s'écrire 

(22) dY2 / dY + q1dY2/dz + f dY2/ dp1 

= mm1 [df / dx + p1 df / dz + fdf] 

-+'fê
 + v

^
+
§

?+
^

+e6
]~(

3
^

/
'
î

"
l
"

,iii
'
,+A

)· 
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On peut voir encore que cette équation a la forme (16) du cas m > 4 : 

on la déduit de celle-ci en y remplaçant les quantités M™; :âetM~;'Îpar 
leur expression et en faisant ensuite m = 3. En effet si, dans l'expres-
sion M* donnée par la formule 

Μ· - " + ai " + Ti + ab' 

on fait λ =1, on a précisément le coefficient de ψ' dans l'équa-
tion (22). 

Considérons maintenant la formule(32) du Chapitre précédent qui 
donne NJj-' : si l'on fait /1 = 2, on trouve 

(»î) 35^;+/.,14 57^+^5??.+ aï + — +« jrji + L(.r,.r, -,,,,). 

Or on a vu que 

jf — 3 ν -h —r—r cj j -+- — ^ 1- rt —; 

le coefficient de p
x
 dans l'expression (23) est donc égal à ·λ μ et par 

suite la relation (22) ne peut différer de la relation (iG)où l'on aurait 
fait m = 3 que par les termes h et L; comme nous n'avons pas fait 
usage de ce terme L dans les raisonnements, il est clair que l'équa-
tion (22) nous conduira aux mêmes conclusions que l'équation («(>), 
c'est-à-dire encore à la condition 

m,(m, ·+· m) {m -+- 1) (m — 2) = ο 

qui n'est pas vérifiée quand m = 3. Donc nous trouvons encore une 
impossibilité. 

8. Supposons m — 2; en restant toujours dans l'hypothèse 

m mx^ mmx, 

il est nécessaire qu'on ait m
x
 > 2. Mais nous venons de voir que, dans 

le cas que nous étudions, c'est-à-dire dans le cas ou 

a = a(x, r)emi=, b ■= J3(.r, v) emz. 

il ne peut exister aucune équation irréductible du système (1) d'ordre 
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supérieur à 2, formant avec la proposée un système en involution. 
Des raisonnements analoguès prouveraient évidemment qu'il ne peut 
exister aucune équation en involution du système (II), d'ordre supé-
rieur à deux. Donc si m = 21! faut m, = 2. 

9. Étudions enfin le cas écarté au début 

m — nti = 2. 

La relation m&> —Μ,ω, = ο montre dans ce cas que ω = ω,; en 
posant on aura une équation de même forme; cela revient 
à prendre 

ω = ω|— ι, 
d'où 

a r=a(j?.y)e=. b = $(jr,y)ez. 

Dans ce cas les conditions (8) et (9) sont identiques et se ra-
mènent à 

__
3
_

+
.
3β

6
 +
 _

+
^.

=
°; 

en remplaçant a el b par leurs valeurs, on peut intégrer cette équation, 
c étant ia fonction inconnue; on obtient ainsi 

c = e*z[Κ (.r.y ) — a?z] ^ h- H(ar, y), 

Κ et H étant deux fonctions arbitraires introduites par l'inté-
gration. 

L'équation (2) peut s'écrire, dans ce cas, 

% + +
 àf àJi àl df. 

Or q'àz 1 dp, dx dz J dg, v dp, 

Nous pouvons encore appliquer la remarque (I); ici i = — 1 et h = 2; 

donc ψ doit être un polynome du second degré par rapport à p, 

Ψ = « (*, y, 5 )p\ -h y, s)p
t
 -+- w{a:,y, s) ; 

en portant cette expression dans l'équation précédente et en écrivant 
Journ.de Math. (6* série), tome VII. — Fasc. II, *qii. ^4 
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qu'on a une identité en pt, on obtient 

du du da 3 1- Of -r h iau -h -— = au, 

dv / dy+ ?. 5Γ +«* + *+ Ο + gj + gr?.+ gj + «b = «··-

dy ïïî + ̂  + + £) — ««'· 

Chacune de ces équations se décompose en deux à cause de la pré-
sence de q

x
. De la première on tire immédiatement 

du 
dz 

et par suite 
du 
àp=°' "=—· 

De la deuxième on tire 

Tz-ib + Έ = °' 
d'où, en intégrant, 

v = b + S1 (x, y) 
avec 

■y Ι- ~j —· 2C + -r- + ~τ~ -H ab — o; 

en remplaçant a, b, c par leur valeur, cette relation se réduit à 

àv* » H 

Enfin la troisième se décompose en 

-r+ci» + -r+61=o. 

-r—j- vc — h be — aw. 

En remplaçant ν et b par leurs valeurs, on peut facilement intégrer 
la première 

«.· + b* + bvx -t- ~ = ir, (dr, /), 
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et en portant cette expression dans la deuxième équation, il vient 

— ib- b—, C',- j—-—h -τ— 

+ C(i + l'l) + ̂ ; + k + « (b* -h b%\ -H ̂  = o. 

Si l'on remplace α, b, c par leurs valeurs, cette relation est de la 
forme 

e>-[\ : + B] + eis[A's + B']-f Ce=-f- Ds Ε — o. 

A, Β, A', B', C, D, Ε étant des fonctions de χ et y seulement. Cette 
relation devant être vérifiée identiquement, on doit avoir 

A — B = A'= B'= C = D = Ë = o. 
Or, on a 

A = — ι ap* ; 

il ne peut être nul que si χ ou β est nul, ce qui est contraire aux hypo-
thèses. 

Dans ce cas encore il y a impossibilité. 

10. En résumé, nous avons démontre le résultat suivant : 

Si une équation de la forme 
s = a ( x. y, 5 ) />, -4- b ( χ, y, s ) qx c ( χ, y,' ζ), 

où Von a ~ φ ο, ̂  φ o, forme séparément un système en involu-
tion avec deux équations irréductibles de système différent et d?ordre 
supérieur à ι, sans être en involution avec une équation d?ordre ι, 
elle est nécessairement de la forme trouvée par M. Moutard, et se 
ramène par conséquent, par une transformation simple, à une 
équation linéaire. 

En particulier, pour répondre à la question posée au début de ce 
Chapitre, si une équation s = ap h- bq -ι- c admet une intégrale géné-
rale de la première classe, les dénominateurs des deux invariants étant 
d'ordre supérieur à l'unité, c'est une équation de Moutard. 

11. Deuxième cas. — Nous supposerons maintenant que le dé no-



182 Ε. GAU. 

minateur du premier invariant est d'ordre égal à 1, tandis que celui 
de l'autre invariant est d'ordre supérieur à l'unité; on aura donc à la 
fois les équations (I) et (II)'· 

Puisque φ ο, l'étude que nous avons faite au début du cas précé-
dent (n° 2) s'applique ici, sans y rien changer, au dénominateur du 
deuxième invariant. Par suite, on doit avoir 

fc = 0(*,r
)e

".W»_^£îÎi; 

en posant s = w,(ar,y)s l'équation ne change pas de forme, mais le 
terme ω, (A·, y) devient identique à l'unité; on peut donc prendre 

b — ${x
y
y)ez. 

En outre, on aura encore la relation (9), en y faisant ω, = ι. 

, d*c d*b db . da da de d^a 
dz² dy dz dz dzc 

m, est l'ordre du dénominateur de l'invariant : on a donc par hypo-
thèse mK > 1. 

L'équation (I) s'écrit 

~dy ~~à7 (al^ 1 ■+" b(]\ 4- c)~^ — Λ A,. 

Posons —ρ = A', et dérivons par rapport à p
%
 l'identité précédente; 

il vient 

Sy + +<"'·<+b,><+c) TF;=°-

ce qui montre que A', est un invariant du premier ordre de l'équation 
proposée; l'équation précédente se décompose en deux : 

-Γ1-+- = ο, -ρ1 + b—~- — o. 

Ces équations sont incompatibles lorsque ~ φ ο, à moins qu'on 
n'ait 

âr ~ àζ ~~ àp, ' ' -A^'· 
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On aura donc 
A, = XO,+ μ{χ,γ,5)]> X^io, 

avec 

■^■¥1<dz+b'" + C = ail' 
d'où l'on déduit 

^ + 6 = 0. 

du / dy + c = au; 

en tenant compte de la valeur de ù, la première s'intègre facilement et 
donne μ ■+· b = μ, (χ, /); la deuxième permet alors d'écrire 

0 =
 α

(μ,-6)+2---£. 

Faisons le changement de variable défini par l'équation £== ζ -f- ~k(x,y) 
avec la condition— = μ

{
{χ,γ). On constate facilementque l'équation 

proposée garde la même forme 
s = αρχ + bqx-hc 

et l'on a 

(a5) 6 = {3(.r, v) e
:

, c = ̂  — ab\ 

cela revient à faire μ, = o. On prendra donc comme dénominateur du 
premier invariant 

A,-p — b. 

Si l'on remarque que dans ce cas^ = 6, la relation (24) se met faci-
lement sous la forme 

(26) _ ^
β1| α

 _ _ j
+

_ l^„„
a
 _ _ j j

=0
. 

12. Soit ρ
η

-\- φ(#,χ, Pn-i) le numérateur de l'invariant 
du système (I); on a identiquement 

(27) 57 + ?' 57 + fdïl * (S) ' ' ' 
+ (a^j + (2*^) -(pn + q ) df /* dp1 
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Posons
 =

 ψ'
 e

t dérivons, par rapport à , Γ égalité précé-

dente ; en supposant η — ι > ι, il vient 

(28) dy' + q1+ dy' + dy'+ ...+ ( dk -1 ) dy' = 0 

en appelant k l'ordre des dérivées d'ordre le plus grand dont dépend 
effectivement φ'. Si/r>2, en appliquant la remarque (U), on voit 
qu'on a 

φ = -—τ/>**+■ φι(«, r»5» />»> · · ·»pk-1), X =0 

et 

dY1 + q1 dY1 + ... 

+
 (ap^O

 +<M
*
:! /

"-
1

'
+

 · · ·'*
+M;:!=

°· 
Λ 

Posons encore et dérivons L'identité précédente par rap-
port à />*_, : 

d?', d<p', fôy\ . d<p', . 4/ , X M*-, _„· 

en posant φ', = ψ^—^> l'équation précédente prend la forme 

** \ a** ^ f** \ . ι Μ*-'-ο· 

elle a une forme analogue à (28), mais l'ordre maximum des dérivées 
contenues dans la fonction φ' a diminué d'une unité au moins. En répé-
tant l'opération, on arrivera donc certainement à une équation (28) 
où l'on aura fc<2, c'est-à-dire 

dp ^'Έ+ S dp, \ίδ ) dp, *~°' /,ï2· 

OU 

(»9) 57
 +

 ?'3!
+

/3y,+{dZ)d£; 

+ '' àï+(h+°3ïp'+5i?1 Έ+ab ~ °-
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Si dans l'équation (27) on avait η — ι == 1, elle s'écrirait 

+ ?1 3? + + +P
<

1
 %

 + V) - * " ' 

en posant & = φ', 

do' do' ,do' da da db de . # + +/$l + àS + Τζ·"+Τ* +ab = 0-

Cette équation a la forme (29); il suffit de faire h = 1 et = o. 

Donc, dans tous les cas, on aura l'équation (29) avec la condition h > 1. 
La remarque (II) montre alors qu'on a 

λ~ Pl —
 s>Pi)> 

X pouvant d'ailleurs être nul. L'équation (29) se ramène donc à 

(30) dy1 / dy + q1dy1/dz + fdy1/dp + X / p1 - b (df / dx + df + ) 

+ A 31+ (A + ι)ρ,ϊϊ + 3Γΐ'+ Tz + °-

13. Si X = o, en posant = λ', et en dérivant l'équation précé-
dente par rapport à pn il vient 

(30 If + q< di"+f
 Wi

 + +(l
~ °· 

la remarque (II) montre alors qu'on a 

Κ = + "(*> y y -)» 

d'où 
-5- 4- q\ τ" ■+■ au + ( " +· 1 ) T~ — 0 

qui se décompose en 
du / dz = 0 

(«+I)T-+A«+ -r— — O. 
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Comme nous avons supposé^ φ ο, u ne peut pas être nul. On tire 
donc de cette équation 

(3a) a =z λ(λ·, y) ^ " 

en posant 
u + (Λ -+- ι)ω = ο. 

14. Si dans l'équation (3o) X n'est pas nul, on peut poser 

y1 = X / p1 - b u (x, y, z, p1); 
il vient alors 

(33) du / dy + q1 du / dz + f du / dp1 - fdu / dp1 

+ '· %
 + bf

^
El
ir [Λ3ϊ+ (

''
+> Tz

p
'
+ 3Γ1' ■*" Έ + ab

]
=l

°-

Posons = \l" et dérivons deux fois successivement cette équation 
par rapport à />, ; il vient 

w
 + ?,-jr +/£ + »(>■+ — )

 Tz
 = °; 

cette relation a absolument la forme (3i); si ι + Τ* φ ο, on en de-
duira donc encore nécessairement la formule (3a). 

Enfin si ι H—= ο, l'équation précédente montre, d'après la 

remarque (II), qu'on a 
u' = X1(x) / p1 - b 

d'où 
μ'=^ = Χ, Log (pi—b)-bu {χ, y, ζ). 

D'autre part, de l'équation (33) on déduit, en dérivant par rapport 
à />,, 

du' du' ,du' da db de 
dy q1 dz a p1 dx dz dz 

+ +ï[ dï J —x< 'dJ- 0' 
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en remplaçant JJL' par l'expression trouvée et en faisant^-— — - ι, 

a \ j H—— 4- </, ——ι—-—(—— 7i -l—p 

+ilb 4- rr \h -r h -r— U ι "H ~T l· Cl'l \ 4 b —- ™ Ο. 

Cette équation se décompose en deux : 

Έ + ôï (1 Χ I 0< 

-—h ff\| Ί i—:—h i/< + ît h- 1- -r- h nb 4- b — - Ο : 

de la première on tire, par intégration, 

// 4- b 4- i (.r, y). 

Kn portant cette expression dans la deuxième et en tenant compte 
des valeurs de b et r, on constate facilement qu'elle se réduit à 

aX> + Tr+TÀï+\)-\ô: =·-

Si l'on remarque que dans le cas actuel ι -h ^ -- - la relation 
précédente prend la forme 

(34) ~ 4-b~ - \t(.c) a 4- y). 

D'autre part la relation (26) peut encore s'écrire 

m1U +blh) + +b da / dz) =0 
d'où 

(35) tn
t
(X

t
a 4- »r) 4 m

t
ab — \.^ o. (J Ζ 

Si Χ
2
^υ, la condition d'intégrabilité entre cette équation et (34) 

s'écrit 

(3b) α +m, +m1 d / dx w / X2 = 0 

Joum. de Math. (6* série), inmc VII. — Kase II, ι«|ΐ«. 2.) 
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on en tire pour a une valeur de la forme 

a = - e z wez + B (x, y) / Bez + C(x, y) 

Si l'on transporte cette expression dans l'équation (35), on obtient 

X, e-z(\vez-\- B) ((3e*-+- C) — X,(<vC— Β β) 
-4- (ι?ι,ββ34- /ji,Xs) e-5(»ve=4- Β) (fiez-h C) Μ,»ν(βο·:-!- C)*. 

Ce polynome en e2 doit être identiquement nul; le ternie en r~z a 
pour coefficient (m, -+- i)XaBC; comme nous avons suppose X

2
 / o, 

on aura donc BC = o. Les termes en e15 sont identiques dans les deux 
membres; en écrivant l'identité des termes en i,s et du ternie indépen-
dant de z, on a 

\t(w, 4- ι)»νβ 4- /η,β(Ββ — C»»·) ~o. 

Xa(m,4-i) (Ch*4- Ββ) — \
t
(C»i· — Ββ) — y/i,»vCs, 

Nous savons que β n'est pas nul; w ne peut pas être nul, car s'il en 
était ainsi, l'équation (36) entraînerait nécessairement a = ο puisque 
le coefficient de a est différent de zéro. Dans ces conditions, si C = o, 
la deuxième des équations précédentes s'écrit 

Χ*('"ι + 2)Ββ = ο, 
par suite Β = o. 

Si c'est Β qui est nul, le système précédent se réduit à 

X2 (m14- 2 ) — //<, C, XjCi-m.G1, 

d'où l'on tire encore C — o. On peut donc écrire dans les deux cas 

a ~ — — e - — *(.£, v)e 

Nous avons supposé X
a
^o; si X

2
 est nul, l'équation (35) se réduit 

à afi-r-u'=o, et l'on en déduit encore a=. χ(χ, γ)e~z. Kn portant 
cette expression dans les équations (34) et (35), on obtient les con-
ditions 

—— — \aoc, αβ 4- «· =■ ο. («ι, 4-1) \sa — ο; 
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la dernière montre que dans tous les cas X, =0 et par suite, d'après 
■ ·. dot. la premiere, — — ο. 

Dans ces conditions, l'équation proposée est de la forme 
\Q 

s ~ Y(y)e zp -f 3 ( r. γ) νζη -f- ητ7<': — ,3 Y 

ou encore 

<*;) .« =4'-(Y.-=] +d / dy (Bez) - 3Y 

C'est la forme des équations de M. Moutard que nous avons déjà 
trouvées. 

lo. Dans tous les autres cas, nous avons trouvé la relation (3s); on 
a donc 

a — α( :v, y) <?«(·»·»»■)* — y h — β(χ, y ) ez ; 

portons ces valeurs dans la relation (26). II vient 

eMZ χ(ηιχ — -l·- ζ ~ eMZx(mt —· '·>) 

— ntx—-—~ -+- α3(/ΐί| — ( ι -H ω) e(,+w>- - mx β · ■ -S. e- — o. 

Si i + (d = o, la relation précédente se réduit à ̂  = o, puisque 
m

t
 > 1 par hypothèse. Nous retrouvons dans ce cas l'équation précé-

dente (37). Si ( 1 -f-ω) ̂ o, la relation précédente ne sera identique-
ment vérifiée que si l'on a m

t
 = ω. 

Dans ce cas, on aura donc 

(38) a~xem 15, h—:3 e2, c ~ ~ ez—xS e(i+'ni>z. 

11 est clair que si nous avions pris les équations (I/ et (II) au lieu 
de (I) et (II)', nous aurions trouvé 

a — «(j?, y) ez, b β(·*', y) t'mz> c = rfJ.
eZ

 ~& Be(1 + m) 

en appelant m l'ordre du dénominateur de l'invariant relatif au sys-
tème (I) et sachant que m > 1. 
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Il est facile de voir que nous sommes dans un cas analogue à celui 
du paragraphe 4 précédent; les formules qui donnent a et A sont les 
mêmes, en supposant m, = i, et la valeur de c précédente s'obtient 
en faisant dans la formule (12) 

m4 - 1, Il k o. 

Or nous avons étudié ce cas en faisant intervenir exclusivement les 
conditions tirées de l'existence de l'invariant du système (I) dont le 
dénominateur est d'ordre///. Les calculs et les raisonnements peuvent 
donc se répéter ici sans y rien changer : or nous avons trouvé dans 
tous les cas que la possibilité du problème exigeait la relation 

m1 (m,-h //»)(/// -l· I)(/n — ·«) - o; 

nous n'avons donc à étudier que le cas m — 2. 
Dans ce cas, en appelant p., -h ψ(.τ,ν, le dénominateur du 

premier invariant, on aura 

tv + ''' Έ + (al'· + + * àl ' f'T: +hf * " '■ 

d'après la remarque (I), on doit avoir 

Ψ — it {-fi y y s)j»* +*■(.*.·, JT, z)p
t
+ "(Λ\ V.z) 

en portant cette expression dans l'équation précédente et en exprimant 
que c'est une identité en />,, on trouve facilement 

Il —— 1, r : Χ(Λ·)» 

— 7, -f- \ (£w/, + c| + ~ γ, h- jjj -h eOyi + t ) = an. 

qui se décompose en deux : 

—:— -i~ \ b ~τ— + /»' - - o, 

—, - -+- \ <* -4- — -f- bv fm\ 

Comme on a A = $(jc,y)eiz
4
 la première s'intègre facilement; on 
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en tire 
»»'H r- ■ — " *+· T® "'l (>c> r)î 

en portant dans la deuxième on obtient, après quelques réductions, 

àwι ι /> \ «M ι ^ Oh 
Oy t O.vdy » φ' ι «Jy 

-+· X -j «Λ + -τ—τ 5 — —aw1 

Si Ton remplace a et h parleurs valeurs, on constate que cette identité 
est impossible, à cause de la présence du terme en al?. 

Par conséquent, dans ce cas, il ne peut exister d'équation satisfai-
sant aux hypothèses, autre que l'équation (3i ) qui est une forme par-
ticulière des équations de M. Moutard. 

11». Troisième cas. — Les dénominateurs des invariants sont tous 
deux d'ordre ι. 

On a les équations(1) et (1)', c'est-à-dire qu'il existe deux fonctions 
A,(.e,/, 5, p

%
 ) et B, (x,y, s, ) qui vérifient identiquement les rela-

tions 

ψΓ + v.-jr + W.+ + «·)-- «A„ 

dB1 / dx + p1dB1 / dz+ + df ~*B·· 

M. Goursat a montré (') que dans ce cas l'équation peut se ra-
mener à la forme 

(39) sr= z)pigl. 

En effet, en posant 

~r + °b j- — ̂  ab— -
H =^ ' K- db ' 

Oz Oz 

(' ) Annates de la Faculté des Sciences de Toulouse, a" série, t. I, 1899, 
p. 66. 
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les équations précédentes conduisent aux conditions 

. dll <)K .. dll <)K 
Oz oz i)y ()x 

d'où l'on déduit 
K

 (JH JH μ dK r)K 
ôz t)y ~ ds ,)x ' 

c'est précisément là la condition pour que les équations 

3* 'S"0· όΤ ΚΈ~° 

soient compatibles. Si Ton prend pour nouvelle fonction inconnue 
z' = U(.r,y, r), U étant une solution du système précédent, on cons-
tate facilement que l'équation proposée prend la forme (39). 

Réciproquement, pour toute équation de la forme (3q), les équations 
(I) et(I)' admettent une solution : on peut prendre par exemple 

\\r=pt, B, ~qx. 

Les deux invariants cherchés seront donc de la forme 

yPn+Hx,y,5,P\"'Pn-\) q„■·+■ ψι(.'\. V,5. J>„· _, ) 

Pt 7ι 

Remarquons d'ailleurs que l'équation (39) peut dans certaines con-
ditions admettre un invariant du premier ordre; en effet, soit 
y(x, y,z,pz,p

t
) un tel invariant; on doit avoir identiquement 

do ΰφ 
dy + q1 dz up1q1 dp1 = 0 

d'où l'on tire 
ào do 

■Ty=°< τ,ί + α
»·άϊ;0 

La condition nécessaire et suffisante pour que ce système soit compa-

tible est ~ — o. Mous mettrons encore ce cas à part pour le moment, 

et nous supposerons tout d'abord que l'invariant du système (1) est 
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d'ordre supérieur à ι, c'est-à-dire 
da , 
t)V 

Nous aurons plusieurs cas à distinguer suivant la valeur de n. 

17. Supposons d'abord η — 2, c'est-à-dire = p
a
 -+-ψ(·'·,/,-,ρ, ). 

On doit avoir identiquement 

<)y 4 'hJl f 1 (d·// ( r- ' y) d/», ' 

en tenant compte de l'expression de calculée au Chapitre précé-
dent én°II) 

d<I> d·} Γ da , / fifj Λ Ι , 

d'où 

/ r \ , Ί da . / da Λ 

C'est là une relation de la forme 

(40 pl
 (jiï

 + ai
)
 +
 ̂  ~ λ(,Γ' S,/>l )Λ + μ

^'
£

' 

les coefficients de λ et p. ne dépendant pas de y. On en tire, en déri-
vant par rapport à />,, 

da dX ύμ 
de dj», d/>, 

Les quantités et —doivent être indépendantes de p,, sans quoi, 
en dérivant encore une fois par rapport à p,, on obtiendrait 

d'X cT-a ■, ν
4
 — o, 

relation impossible si ^y et ^y ne sont pas nuls, puisque nous avons 

supposé ̂  φ ο et que λ et u. ne dépendent pas de y. 
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De la relation (4i ) on peut donc tirer 

(Γ) 

— η* ζ)σ -+- «,(x, s) 

et, par suite, 

da / dx = B(x, z) a + B1(x,z) 

Portons ces expressions dans l'équation (/jo ), il vient 

lh
 + a I/*1

 dpi ~
 + Px + 3| ) ,,2

^*
α
 ̂ *

x)
 ' °' 

Cette relation devant être vériliée identiquement, il faut qu'on ait, 
puisque ̂  est nul, 

Pi ύρχ ~ ^ ^Pl x/l ~ °* 

j: -τ-/>ιβι+ /»ϊ<* ι ■- ο. 

Écrivons la condition d'intégrabilité 

àâ dx 
dz + P1 dz = x1 p1 

d'où 
#λ5 i>3t 
^=0· *·'Τ3Γ 

Le coefficient α doit donc vérifier le système d'équations 

(Γ) 
-—h «-=«(.r, -)a 4- -r-> 

da / dx- X ( α.· )ci -+- β, ( χ, 3 ). 

Nous retrouverons ce système (Γ) et nous l'interpréterons après 
avoir étudié tous les cas. 

18. Supposons maintenant η = 3, c'est-à-dire 

? =/>«+Ψ(Λ, γ, Ζ,p1, p2); 



INTEGRATION DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. I
9

5 

on aura identiquement 

Φ) 
<)'\> t)'l . f df\ à'i . d1/ \ t)f 
dy dz dp1 dx dp2 dx² 

en remplaçant les coefficients par leur expression 

(43) ΛΪ + 'Λôi +/ôf, + (5ï)^r,+ ,/,t' •''·+,/''Η"|/'ί + - -tjf; 

Nous sommes ici dans le cas d'appliquer la remarque (11), dans 
le cas particulier où // =2, / -- — 1 ; ψ doit donc être un polynome 
du second degré en ρ2, le premier terme ayant pour coefficient 

\(d?)A,' Λ+'\ c'est-à-dire d'où 

Ψ - ~Γ7Γ^ P\ + v(v>3 · ri )+· iv(yi 3<P\)· 

Portons celte valeur dans l'équation (43): le ternie enp\ disparait; 
nous aurons donc, pour exprimer que c'est une identité par rapport 
à p

ti
 deux équations dont la première est 

jp + y. + - [57 +/',
T

. +J^ + '/< i ̂ °. 

qui peut s'écrire, en explicitant les termes, 

Ty^f'Tz^ "I" * Of, + λ [ji + U + "') J 7· 

+ [2 da/dx + 3p1[da/ dz + a²)] 
d'où l'on tire 

<H) Ify-·70· Tz
+

"'
,
'âf,

+
îû

iX + i)+
'''{àZ'

:ra

')
(S + î)

-
0

· 

Si (X 4- 2)(X 4- 34 φ «, cette relation a une forme analogue à (40 î 
il est clair qu'on en déduira un système de la forme (Γ') et, en 
portant ces expressions (P')dans la relation précédente (44)> on voit 
sans peine qu'on a encore 

Oâ Ox 
ôz ~~ °' *' ~~ ôz ' 

On retrouve donc le système (Γ). 
Journ. de Math. (6* série), tome VII. — Fasc. Il, 1911. 2(> 
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Soit maintenant X -h 3 = ο; l'équation (44) s'écrit 
On Or 0\' 
Ou- ' dp ! Oz 

Un raisonnement analogue à celui qui a été fait au sujet de la rela-
tion (4i) montre qu'on a 

P1 dv / dp1 = m (x, z) 

et la condition d'intégrabilité montre que . o. 

Donc ν -+-1, et l'on a 

(4*) — \ι(·')"·ί M/,:·). ^dx1 / dz 

Écrivons l'équation qui correspond aux termes indépendants de p
u 

dans l'équation ( 43 ) 

(4β)
 sp

+,
"T;

+/
dF>

+
■
r
\£+'

,,
T>+

f

Wt\ 
■+■ '/■ L1/** -+■ *p\ ■+" K/'i I "" aq

%
u\ 

d'où 
Ow 
Or ~~ °' 

dw / dz
+ api ̂  [cJT + + rt^] l/?' + Λρ

*
 K/'' ~aw 

03u% 

Posons —*v'et dérivons trois fols successivement par rapport 
à p

{
 celte relation; il vient 

(i7) -τ h un ι *: h * n »«·'' i- C» 1 o. 

Or, on a vu que 

ι=τΑτζ+"Γ"{Έ + ")· 

Par un raisonuemcnl analogue à celui qui a été fait au sujet de la 
relation ( D)» °n déduit de là 

1a(ur, α + «,(ar, 5). 
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Kit transportant cette expression dans l'équation < 47 celle-ci se 

décompose en deux, puisque — =0, et il vient 

px -r— 4- 4-6« -- o, 

— h 6a, 3= o. 

La condition d'intégrabilité donne immédiatement x
4
 == - ̂ . 

Nous voyons que, dans ce cas, a(x,y
%
 z) doit vérifier le système (A) : 

(A) 
^ — \,(jr)« 4- 3,( r, z), 

d ( da Λ ι da , ν . ι doc. 
dz ( dz dz 2 dz 

Soit enfin \ 4- 2 = o dans l'équation (44) î on peut alors l'écrire 

/ da
 Λ

 \ d\' 1 dv 
\dz / ύρχ px dz= 0 

On en tire, par un raisonnement déjà fait plusieurs fois, en tenant 
• λ de compte de ce que = o, 

(48) -r- 4-a- — a(.r, z)a 4- -τ-» 

»' = --«^,4-Χ,(^). 

Dans ces conditions, l'équation ( 46) s'écrit 

l4<D 

dw/ dy = 0 

_
 β

„ _
 +

 <χ, _ ψ, )_. + /,·(^- i )J 

4 I/>î 4 J/w? 4- K/D, ~ a\\\ 

Kn tenant compte de l'équation (48)> on a 

,Γ~-7ΐΐ[Έ + "J h"(,55 «(■57 + *') + «57 +d²& / dz² 
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L'équation (.'19) peut donc se mettre sous la forme 

(5o) //φ - * ~ j + μ
{
 j^K +- \, ̂ j - l(x, Z. p

t
)« -h !*(./·. -,/>, ). 

Cette relation a une forme analogue à celle de l'équation ^41}; un rai-
sonnement analogue nous permet d'en conclure 

(5i) 
J — χ—-z- m (.r. z)(t ± h(j\z), 

Κ \, -jj - m'(./·, z)a + ji (./·. z). 

Or on a posé 

Λ—-ΐ—Γ+Ά a—, Κ — —. 

En tenant compte de la relation (.-'|8)on peut écrire 

J - (-îχ — a)-γ- -+- >.a — τ- i —τ—ρ, 

et les équations (ΓΗ ) prennent la forme 

(5a) 
— («—«)—. y(.r, z)a-<t- v(.r.z). 

^ + + "(.··. 5). 

La condition d'intégrabilité entre ces deux équations montre immé-
diatement qu'on a 

m' '"s. o, -x- -+- \, y -+- tt — o. 

En posant jjj -h γ = tf', la dernière équation ( »2) se réduit à 

- 1- Xla' o. 

Si l'on pose X
a
 = j\, on tire de l'équation précédente 

a' - ~ 4- y = β-*·Α·(5,.ι·), 

et cela est vrai même si X, est nul, X
2
 dans ce cas étant une constante 
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quelconque. On a donc la relation 

da / dx = e-x,k(z,y) 

Pour que cette équation soit compatible avec la première des équa-

tions ( 5'2), on voit facilement qu'il faut que — ο; mais alors la re-
lation précédente est de la forme 

du /dx = B (x, z) 

en y joignant la relation (18) déjà trouvée, on obtient précisément le 
système (Γ) dans le cas où \ = o. 

Donc dans tous les cas, lorsque Λ = 3, on doit satisfaire à l'un des 
systèmes (Γ) ou (A). 

19. Supposons w ~ 1, c'est-à-dire 

V = I'·. Ψ(■*·»Pi» /.<*>pi)' 

On aura identiquement 

(53; Oy ih- r* 0μ
κ
 ' \ <h· f άμ* yds*) ()[i

]t 

+ '/. [l>. + (£ - "') + «/'. ~ Κ j - -k — 

Nous pouvons encore appliquer ici la remarque (II), en faisant 
h —■ a, / — i; nous en déduisons 

ψ — ^--^/>3 «·(.»·, J·, C, )/>3-Τ- II·(2-, ν. r, />„ />, ) ; 

en portant cette valeur dans l'équation (53), les termes en p\ dispa-
raissent; écrivons que le coefficient de /), est nul; il vient 

(54) 
Oc t)i· e Oc i df\ Oc 
dy dz dp1 dx dp2 

*■ ̂ rt'l Pt + '/'? + J/»f + κ/'·]γι + '/ι'" = ». 
ri 
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La même remarque (J Π, appliquée à celte relation en faisant Λ — 2, 
/ ο, nous montre qu'on a 

* - —rr-y;-«'»(·'··.v» z<Pi)Pt — «'*(-'·--syi): 

en portant cette valeur clans l'équation (5/j) et en exprimant qu'on 
a une identité par rapport à p

2
, il vient 

dv1 / dy = 0 

(33) dv1 / dz + ap1 dv1 / ap1 + av1 + + 

+ aX / p1 [2 da / dx + 3 p1 (da/dz + a²) 

dv2 / dy = 0 

(36) dv² / dz + ap1 adv² / dp1 + v1 [r1 da / dx + p1 (da / dz + a²)] 

f -+-1 \ [ly*] T- J;>| κ I -r- 3-j- -ν- \/»ι | -+■ a- ) o. 

L'équation (55) s'écrit encore 

^lh +|,«J + (ίΧ'4-^Tr 

-τ/», (,-ί \,-+-β\)( ̂  4-«* ) ο. 

Si (2X1 -+- 4X)(2\
(
 h- (>\) φ ο, on tirera de cette équation, par un 

procédé souvent employé, un système de relations de la forme (Γ ); 
en portant ensuite les expressions ( Γ') dans l'équation précédente, on 
trouve sans peine 

*fo 0« 
dz = 0 x1 =d 

011 obtient donc le système ^Γ). 

20. Supposons qu'on ait !»\, -M>\ L'équation (Γ17) se ré-
duit à 

du I ûi'TPI I #>»·, 
dx dp1 dz 



INTEGRATION DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 201 

Nous mettrons à part le cas où l'on aurait \ = ο et par suite X, = ο ; 
ce cas sera étudié plus loin. Un raisonnement analogue à celui qui a 
élc fait au sujet de l'équation (\\) montre qu'on peut déduire de là 

ι*ι — Log/>, 4 » 
et par suite 

da .. On (»N) !\r 1 r* ât m: 

Considérons l'équation (.>6); en y remplaçant e, par la valeur précé-
dente, elle s'écrit 

(59) dv² / dz + «/., ■'«/>. » 11 ̂  + fi (
 T

_
 1 «Ι) 

I ! XI Ι/Ι- -ι- Κ I H- S ! i />>{'■£: 1 «') " 

Posons et dérivons trois fois successivement par rapport 

à p
t cette relation; il vient 

-r^ -h a 3 r, -4- />, -r-i s ( Τ" ~ ft- H — — υ. 

Pn multipliant tous les termes par ρJ, on obtient une relation de la 
forme (4i) ; si X

2
 φ ο, on en déduit donc le système (Γ') et en portant 

ces relations (Γ) dans la précédente on en déduit 
âx <)5 Χι — -ρ» "ΤΓ 

c'est-à-dire encore le système ( Γ). 
Si X., = o, on a 

n{.c. c- ) 
»*| : , 

/'· 

et le ternie logarithmique disparaît dans l'équation <
5

Î>)· 
Posons alors 

âp\ ~ ̂  

et dérivons deux fois par rapport à /1, cette équation (■><)); il vient 

dv² + (a 3 + adv²+"'|M=U' 
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D'où Γοιι tire une relation (le la forme 

I -= x(.i. z)a -h x, (.»·, z). 

et en portant cette relation dans la précédente, on constate facilement 
qu'on doit avoir 

I ôx 
7 x ~x 0 Τ 

Par suite. 
I 0 , Oft

 Λ
 \ ( Oa ,\ ι t)x 

dz dz dz dz 

Lettc relation, jointe à la relation déjà trouvée (58), constitue un 
système de la forme (Δ). 

21. Supposons maintenant 2\,-t- \ ο cl mettons toujours à 
part le cas où Ton aurait \ — \, = o. 

L'équation (07 ) se réduit alors à 

ι \ — -κ- tf- ) a —ILl + __i -- o. 

ΓΓ011 l'on déduit, toujours par le mèine procédé, 

«*ι/»ι — — ·»\α/#,Η- \«(.rï 
el 

(On) — h a- —x(.f, z)n -4- —-· 

L'équation (Γ>(>) s'écrit alors 

dv2 + ap 1 dv2 + ( V2 - X xp)» Las
 +

 ''' U
 +

 "" ' I 
+ 2 M. 'Λ*Ι *V\ "+■ ^ I + ·* ̂  + -i/'ι +" "M - "· 

Or, en tenant compte de la relation (60), on a 

, / Οχ Λ tlx O'X 
dz dz dz² 

l'équation précédente peut donc se mettre sous la forme 

^/'ι(· 1 ~
 aX

 [
κ

^7] ~'
(:

"

Pi)a μ<<ί
''

z

*

fh)
' 
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Cette relation a absolument la forme (oo), au facteur — près; il 

suffit d'y poser * Λ -- \,. 

Toutes les conclusions que l'on a tirées de cette relation (3o) 
subsistent, puisque nous avons encore 

On . , àx 
dz x(x, z ) dz 

donc a vérilic dans ce cas un système de relations de la forme (Γ). 

22. Supposons eulin X =. X, — o. 
L'équation ( 57) se réduit dans ce cas à 

dv1 / dz + a [ p1 dv1 / dp1 + v1 ] = 0 

d'où l'on tire 
v1p1 = X²(x) 

L'équation ( »(i) peut donc s'écrire 

.
 v

 0i\ Ow On On ,\/V / 
dz dp1 dx dz 

Si (X
s
 -h 3) (X

2
 -t- 4) φ ο» ou peutcncore déduire de celle équation 

le système de relations (Γ). Si l'un ou l'autre de ces deux facteurs est 
nul, nous aurons recours à l'équation qui détermine w, obtenue en 
égalant à zéro le terme indépendant de pz dans l'équation (33): 

(<»«») 0«*' Ow Ou' f'df\àiv 

+lv/i L1*! /'s "+- */Ji +- J /J? -h- Κ />, ] 

+ '/. | 3/'î (jf -1- '<') + '«/'= -t- «'] - ̂  «·· 

Nous pouvons appliquer la remarque (II), en faisant i = — 1, h — 3 ; 
nous en déduisons 

w = X Nx p3 + w1 p2 + w2 p2 + w3 

on a d'ailleurs 
v = v1p2 -t-»'i, »',/>, irr\., 

Journ. de Math. (6* série). Unie VII. — Kas··. II, uju.27 
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les quanti lés w,, iva, tv3
 étant des fonctions de x

t
 y

y
 z, p

t
. En portant 

cette expression de w dans l'équation (62), on en tire 

~dy q'~Ss Τ, + ~pf 1*35
 + '5 (υ + ")]'» 

+ + p,7,P*-h 37, (-f- j = o, 

d'où 

dw1 / dy = 0 

(63)I U
 + n

['''5^7
 + + S 3X>,2V'+ 3(υ +

 "')
(Xj + x'+l,"°· 

On a en outre, eu parlant toujours de l'équation (62), 

~dï ~r 'h 1h + ■f ùf
x

 + alV| 71 [/>l àï +Π \àï + "J J 
■+■ «•jv,I>Î + «»^,[1/#; +J/»î-+- K//| j + viit o. 

d'où 

dw2 / dy = 0 

(64) ί ~δΐ
 +

 "I" df,
 +

 """" [U
 +Pl

\T:
 +

 ")J 

f +■ iljjj -f + "él ~l~ II —O. 

avec 

Il = 61+ /», | 5.1 - - «£i J + :!k. 

Supposons maintenant qu'on ait X
2

 ·+- 3 = o. L'équation (Gi) montre 
qu'on a 

(65) h X(JT. -)« + —-

avec 
i'# = —«(.r, 5)/i, +.KkU'); 

en portant cette expression dans l'équation (63), il est facile de voir 
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qu'on en tirera 

^ =Χ(χ)α + β,(.Γ. s), 

à moins que 3X
S -h 2X

a
 = o, c'est-à-dire X, = 2. 

S'il en est ainsi, cette équation se réduit à 

—z h a r = o. dou »1 — X
3
(j?). 

L'équation (64) s'écrit alors 

(6f,) — + ,φ, — -h a λ, | — + (-j- + o )J 

+ (\,^ + 3/., (^
 +

 „>jl_3[l
/
.» + J,»

1
+K]+ 11:^0; 

en remplaçant ï, J, Κ, 11 par leurs valeurs et en tenant compte de la 
relation (65), cette équation se ramène, après quelques calculs faciles, 
à la forme 

(6;) ^ |( χ - a)i>, -h a\
4
 -+- î\

s
] = >.(.r, 3, />,)* -h (x(.r, 3, p

y
). 

Si X
4
 -h φ o, on en tire la deuxième équation (Γ). Si X, -+■ \

Λ
 =o, 

on en déduit 

(68) ^(α — a) — β(χ. ζ) a -h y (or. z). 

D'ailleurs, en portant cette expression dans l'équation en u*
2
, on 

trouve γ = ^- Écrivons alors les conditions d'intcgrabilité entre les 

équations (65) et (68); on trouve sans difficulté que deux de ces 
conditions sont 

33+ -7- -+- ·>'/ — a- :—
r

; 

d'où l'on déduit 
Oa t)* χ 

& h -r—r = o. 
On a par suite 

B = - 1/2 dx / dx, y = dB = 1/2 x dx / dx 
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el la relation ( (>8) peut s'écrire 

da / dx (x-a) - 1/2 dx/dr(x - a) 

puisque (a — a) ne peut pas être nul, par hypothèse, on a donc 

da _ ι t)y 
d.r 'X O.t ' 

el cette équation, jointe à la relation (0"5), forme encore un sys-
tème (Γ). 

Nous opérerons de même si c'est le facteur ( /j) qui est nul. 
Dans ce cas, l'équation (6i) permet d'écrire 

(69) % -
χ

(·')"+?(·'··->· 

W — \ LO^, 4- i'J-r. z). -jf- rz3. 

D'autre part, l'équation (G3) permettra d'écrire la première rela-
tion (Γ), sauf toutefois si l'on a\,+ \

s
 4- 1 — o, c'est-à-dire \

3
 — 3. 

Dans ce cas elle se réduit à 

dw1 dw1 aN + 3 
à ζ dpi pi 

et l'on en tire 
·»·,p,4- \ Lng/v, -1-· «·', 4- \4(.rj -<> 

ou encore 
«',/*, 4- es4- \v(·' ) — o. 

L'équation ((>4) s'écrit alors 

"sr + "'''àjr, ~ x»11 Tv+ [m + " M 

+ V'\*Tr "") J _ i<l/'î+ ·!/',+ k)+ Κ =0 

Oil 
du* divt v

 Γdtt (da Λ I 
dz + ap1 ap1 ax dz 

-h pi ( X Lo»p, 4- i',) ( -j^· 4- a· ^ — 4 ( I p\ H- J P\ 4- Κ ) 4- R "" ο. 

Si nous dérivons trois fois successivement celte expression par 
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rapport à p
n

 il vient, puisque H est un polynôme du second degré 
en/),, 

7ïp
x
 (ΊΓ) + "dp* y

1
 pî" ' " °* 

Si Χ. φ ο, on tire facilement de là la première relation (Γ). Si X ο 
l'équation en iva

 s'écrit, en remplaçant R par sa valeur. 

-ôt+"'"ÔÏ+ "")] 

+ *4'« \d= + ",) + * 1 ''· +J ''· ~ ( ÔTJ7- + " J?) ~ K =0: 

d'où, en dérivant deux fois par rapport à /?,, 

1Ρ,\-Έ)+''λρΜχ^'+^ 0; 

par suite, d'après un raisonnement souvent répété, 

I -- a(.r. s")rtr -f- a'(.r, 5). 

lin transportant cette valeur dans l'équation précédente, 011 trouve 

sans difficulté α' = ^ — \ en joignant la relation 

1 — α(Λ\ z)a -+ —— 

à la relation (69) déjà trouvée, on obtient le système {A). 
Donc, lorsque η a l'une des valeurs 2, Hou /|, le coeflicient a{x,y, :-) 

doit satisfaire à l'un des deux systèmes (Γ) ou (à). 

25. Ktudions maintenant le cas où // > f\ ; on a alors // — 1 > H et 
par suite, en appelant /)„+ ç.(x,y, z,p

x
, .. .,/)„_,) le numérateur de 

l'invariant, 

(-») ̂
■■■ 

+ + -ι+μ;_Ϊ>'..,+ κ,,.,--
 9

-J-, 

K.„_, ne dépendant pas des dérivées d'ordre supérieur à (/1 — 3). 
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Posons-^L s' et soit k l'ordre maximum des dérivées qui figurent 

dans φ'; en dérivant l'équation précédente par rapport à il vient 

<70 W -+. „ â<f
' -4- -4- (dk~Xf\ W + M'"» - Ο 

dy dz dp1 

Si k<i, cette équation s'écrit, en explicitant les termes, 

if +?· + ap',htr,+ L("~~ 0 là + "Pi
\T>

+
 "') Ρ=0 

et l'on en tire facilement le système (Γ). 
Supposons k = a. On a, dans ce cas, 

■ft+'"-à
+

"M* ùf,
+

{·£)·$Γ+ Ή
(

" -
11 ΐΰ·+") j= 0 

La remarque (II) nous montre alors qu'on a 

? = —— ρ± + μ(·β.ν. s,/»,), 

d'où 

F+'"^ + ap""^ 

+ Fqt p
' ''

 +
 AI

+
 L

(
" ~

 0 ̂  {& + ' "n; 

cette équation peut s'écrire 

<»»> If+°p>à?,+<*+»- ·>£+,,<χ+«)(^ -<- «·) = Ο. 

Si aucun des deux coefficients (Χ + //,-ι),(Χ + η) n'est nul, on 
tire de là le système (Γ) en appliquant toujours le même procédé. Il 
n'y a donc qu'à étudier le cas où l'un de ces termes est nul. 

Si \ -h n — o, on déduit de la relation précédente 

(73) 

da/ dx = X1(x)a + B1 (x, z) 

μ =: X, Log/>,-h μ,(.Γ, 5), ^ -β,. 
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Si X 4- η — ι = ο, on déduit de la même relation 

(74) 
da / dz + a² = & (x, z) + dx/dz; 

/ = — a(ar, s)/*,-t- X, (.r). 

Dans les deux cas, en appelant m la valeur de — X, qui est η 
ou η — ι, on a 

? = (μ — ̂  PtjPn-i -+■ ?ι(Λ?·^ yi. · · ·, />«-«); 

en portant cette expression dans l'équation (70), le ternie en p
tl { 

disparaît et il reste 
Y1 dY1 dYI(dn -3) 
dy ^ /l dz ^J dpi" \dx»-*J Ûp

n
.
t 

+ (μ- ̂ +. .] + WL'
t
p.-,+..-.df / dp1 y1 

les termes non écrits ne contenant pas les dérivées d'ordre supérieur 
à (it — 3). 

Nous poserons rjjp- -- o',; en dérivant par rapport à l'identité 

précédente, il vient 

(75> -r1 "+" <7« -r1 / ̂ r1 + · · · 

+ (dh1 f / dxh1) dY'1/dpn + (u - m / p1 p2) = 0 +Mr-=°' 

h étant l'ordre maximum des dérivées dont dépend elleclivement cp',; 
remarquons que si l'on remplace et M".; par leurs expressions 
011 a 

(
μ
~ρΙ

+
 ™

 71 λ| ^ 

en posant 
, m,

 v
 da (da Λ (/t —-1)(/t — awt) 

p1 dx dz 3 

y1 = uPnn2 + n(n-1) p2 

+ p1[. ^ 0*u η{'άη — 5) da | (η— i)(/t— 2),. 
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en conservant toujours aux symboles Ρ, I et Κ la même significa-
tion (Chap. II, η" il); le terme λ ne peut être identiquement nul, 
d'après les hypothèses faites sur les valeurs de ni et /1, que si l'on a 
à la fois 

ôa ôa 
-p-=:o. — a- --ζ t>. 

car le coefficient (η — \){n — im) n'est nul pour aucune des deux 
valeurs de m. Or c'est là une forme particulière du système (Τ). Il 
s'ensuit que si l'on a // < 2 dans l'équation ( 70), on devra avoir λ — ο 
et par suite le système précédent. 

Nous pouvons donc supposer h _ 2. 

24. Prenons d'abord h = 2. On a alors 

(76) lJ7+,''lh +/ψ, + \ dl·) ôf, ( * - °· 

D'après la remarque (II), nous pouvons écrire 

Y1 = V2(x) / p2 + u(x, y, z, p1)p2 + 

en portant cette expression dans l'équation précédente et en égalant 
à zéro le coefficient de p

2l
 on obtient 

àj· + Ι>·Έ ι-αΐ'<''< Ujr
t
 +<"""+ pi. r.jj. +"/. = " 

qui peut encore s'écrire 

(77) 

du 
Jv~°' 

-r- ■+■ a-jp— + 1 1 

+ {έ + ·') ρ· + 5 J "· 

Si aucun des deux coefficients de ̂  et de ( — (/" ) n'est nul, on 

tirera encore delà le système(Γ); il est facile de le vérifier;supposons 
donc que l'un d'eux soit nul et posons X

2
 — m\ m' étant égal suivant 

le cas a ηι(η — 2) ou · 
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Kçrivons maintenant que le terme indépendant de dans l'équa-
tion (7G) est nul : 

37 ol aï, " | ■17 + μ' ' Tz + ")1 + '''y1 = 0 

d'où l'on tire 

dx / dy = 0 

(,.8) _
+

,,
/

,,_
 +

 ,
V

,|_
+/

,
|
(_

+f

,.
)

|
 + iU

|-„ ;
+

 ; 

' i "ΊΠ-Γ—·«·—
 0 

Supposons alors quew'= m(n — 2); l'équation (77) s'écrit 

/ <Ja . \ η ( u — 1 ) — ». H> Ou />1 t)n 
\ύζ· ' ·>. (ψ I υ ζ0 

d'après les hypothèses faites sur les valeurs de m et //, on peut constater 
facilement que le coefficient f/»(w — 1) — 2/«] n'est jamais nul; on 
tire donc de cette relation 

(79> Da/dz + a² = x (x, z) a + dx' / dz 

Si m = /#, cette relation, jointe à la première relation (7'î), forme 
un système (Γ). 

Si m — η — ι, la première relation (7'|) comparée à celle-ci montre 
que a' = a; on aura alors 

ttpx = /,«/;,-+- Y, (;r). 

en posant 

/, — _ (w —1M w — ft ) 

Portons cette expression ainsi que celle de ρ dans l'équation (78); 
si l'on tient compte de la relation (79), on sait que I est une quantité 
de la forme α,(·*.·, z)a -f- z); cette équation (78)prendra donc la 

Journ. de Math. (6* série), tome VII. — Fasc. II, 1911. ^8 
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forme 

Λ (./·. />,)'/ 4- H( -, /'ι ) 

+ Λ. j3j:
|

.'-»-("-»
)

«l + ("--
,)

'573; + "S7| 

+ χ,(,, .)*!.■, -(»-'Η»-»)Κ-;ο. 

On en déduit, par le procédé de calcul appliqué à l'équation (/|i ), 

da / dxy.(l> — // -\· ·>.)Η-( η — ι)- -—r -i a ~ i(./\ c-V/ -f */(·'·, -). 

Κ Ι- \ί,/·)-τ— z)/t - ! - //(./·. :·). 

Si Ton tient compte de la relation ( 7^). en faisant α' — α cl en rem-
plaçant k par sa valeur, on peut voir que la première de ces relations 
s'écrit aussi 

Γ"(α — ο)··· H.r. ζ) ft v(.#·.z) 

Le coefficient (/r — 3/< -+- i) n'est jamais nul. 
Nous obtenons ainsi un système déjà étudié (02 ) : 011 a vu qu'on 

pouvait en déduire le système (Γ). 

Supposons maintenant m = ; I equation y 77 )s écrit 

(80) // ( // - 1 ) — 9.m <)a On /'1 dit 
2p1dr <)j> | àz' 

on èn tire immédiatement 

(81) da / dxXt( .r)<t -i- 3,(.r, z). 

Si m = h — i, cette relation forme avec la première relation ( 7Ό 
un système ( Γ). 

Si /// — //, l'équation(80) montre qu'on a, en posant k = —— 1 

Uf>\ — / X, lo«Jp
t
 /. JUL, -(- V, (.7·), 

\, et p., représentant les mêmes fonctions que dans le système ( 7^); 
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l'équation (78) peut alors s'écrire sous la forme suivante : 

,fcul τ,+ "'"w^ '
 np

'Lâ?
 + /,,(

· ̂  M 

-t-X, Log/<,j"(« —+ />,(« — +
 a

*)J
 +

 V (·*'>>'· - ~°. 

ο étant un polynome du second degré en p
t
. Supposons \, ^=c>; si 

nous dérivons trois fois successivement par rapport à /), cette identité, 

en tenant compte de ce cjuc ^jp(p\ Log/), ) = — ρ y il vient 

τί τ +"71 /''r +"rr^ ''T"'s—Γ(ΤΓ^λ"K7, + " — ·)=°-

( >r, on a /1+ η - 1 = L) j
 cc

 coefiieient n'étant pas nul, on 
tire encore de là la relation 

_ + Λ.=„,,·,5)„ + _! 

il suflit en effet de multiplier l'équation précédente par ρJ et de dériver 
ensuite par rapporta p

x
. Comme nous avons déjà la relation (81 ), nous 

obtenons donc encore le système (Γ). 
Faisons maintenant = ο; p. et uρ

t
 sont alors indépendants de p, 

et l'équation (78) prend la forme 

-JZ + f,V\ "t '/'i + M«''· Z)P 1 z)= 0 

eu dérivant deux fois successivement par rapport à />,, on en tire 

d² / dp² (dv / dz ) + a d² / d² = 0 

et par suite 
I — a(.r, z )a -h x{ (.r, z). 

En portant celte expression dans l'équation précédente, on constate 

que la condition d'intégrabilité exige qu'on ait α, = ^d& / dz 

Cette relation, jointe à la relation (81), forme un système (Λ). 
En définitive, lorsque h = 2, on a nécessairement l'un des deux 

systèmes (Γ) ou (1). 
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2ί>. Considérons maintenant le cas h =- 1 On a 

~ΐ— '/ι —L ~ J ~r— ( ~T~ 1 ~î— I Ji~~- ) ï— '/ι (/ /'-> '·ι ) — rt· 

La remarque (II) permet d'écrire 

v, - /»»+?»<.·*· y
s
 5, /ι. /'z1 

et, par suite, 

(S2 dY² / dy + y1 dY² / dz + f dY² ) 

-H—- '/i [ lJî /'« -H I + ·!/' î t- K/»| J -+- ff\ ( t-f'i -I- λ| ) -Ο. 

La mèuie remarque (11 ), appliquée à cette nouvelle équation, 
montre que 

Vi - "(·< >.»·>-·/'■)/'! -H ♦·(./·.Y. Z.P
X
). 

En portant cette expression dans l'équation (H2) et en écrivant 
qu'on a une identité en /?

a
, 011 obtient deux relations, dont la première 

est 

Τν + ,''Έ¥/^+ " +1'Κ r Τϊ"
1
''

+ '" 11+ 7, Ί>ν·~Ί>'■=ο 

qui s'écrit encore 

Ou 

I * 
/ojv Ou Ou it. On — /w(/v —Ό 

( - g -«') [
λ

· -
 ÎX

*-<- -, ♦. 

Si aucun des coefficients de — et ( ~ -h a'J j n'est nul, les conditions 

qu'on lire de l'équation précédente conduisent encore au système (Γ), 
comme il est facile de le vérifier. Nous supposerons donc que l'un 
d'eux au moins est nul; les deux coefficients seront nuls à la fois si 
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Ton a 

λ4
 τ \

:t
 - ni{n—4 ) -t /M η — ι ). 

La deuxième relation qu'on déduit de l'équation (82) est 

<x,) ^ +q1 dv / dz + f dv/dp1 

+ «M, J 57 "^/''(57
 +

 "' ) I
 + + J/'I κ ) + — ·>. 

Γ' Supposons \
3
 -h a\

a
 = ///(// — 2) et 

λ,+ ίλ,^ 

On tire alors facilement de l'équation (81) la relation 

(8ΓΟ -—h a- = a'(.r, ;)(?h——· 

Si dans ce cas m — n, on a en outre les relations (7 3 ) et par suite le 
système (T). 

Si m = η ι, on a le système ( 74); on en déduit α — a; en outre, 

en posant \
t
(.r) -- \

a
 -t- —

Qn t
»
re

 jg ^équation (83) 

///», _ _3τΧ
ν/

#, ·.-X3(x) 

En tenant compte de ces relations, ainsi que de la valeur de p. qui 
est donnée par les relations (7.4), on peut constater que l'équation (84) 
prend la forme 

ô\> 

dy-°' 

\(.r, z.p,)n 4- B(./\ z./>, H —λ.\>~ -*(// —2) — 

+■(/'— i)-"T-(a—a<i)4 a — 

4- ΙX s -+~ Χ ι ( « — i ) ] -r- Κ I \ j H o. 

En tenant compte de (85), on a 

.1 = ί τ—ν- -h oa — ~ {ix -κ)τ + ~ra + ~rz' 
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On peut faire entrer dans A et Β les termes p
t
(^~a -f- et dans ces 

conditions l'équation précédente s'écrit 

(86) (x,+ ; )<"—>£;* 
+.κΓ\, + j_j_[\.

 +
 \

]
(„ η^2 _λ„ h- n. 

Le coefficient de Κ ne peut pas être nul dans ce cas, car il est égal 

à K, qui est précisément le coefficient de ( ~ -h adans l'équa-
tion (83) si l'on fait m = // i. 

Donc, si \
a

-h + 1 φ ο, on tirera de là le système déjà 
étudié (52 ) : 

(χ — α) — = z)a -h ·/(.«·. z), 

Κ \(.c)~ = /«(.f, z)a -r- n(.r, z). 

On a vu qu'on pouvait en déduire le système ( Γ). 
Supposons donc qu'on ait 

.\, h o : 

le coefficient de Κ se réduit à — i, et l'on peut toujours écrire 

Κ h- ^( c)~rr. — £(·'·· z)« +· y(·'·· O· 

En portant cette expression dans l'équation ( 8.|), il vient 

Τγ+η'Έ+/ψ,+"'"'να + Τζ)Ί' 

+ X,y,+ - t)f>
t
p(xa + iiî) +;—-'/>î'/i - (?" +y ) q1, 

en outre 

| H-—; 

en égalant à zéro le coefficient de a et le terme indépendant de a et en 
écrivant les conditions d'intégrabilité entre les équations obtenues, on 
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trouve, par un calcul facile, ~ — o. Nous écrirons β=*τ \, et Ton 
aura les relations 

r+ «" «« + -r-> 

— +X — -\ta+y(x, z) 

La condition d'intégrabilité s'écrit 

<s<> -
3
(^

)+
^Λ7""

Λλι 

■··" I λ Th- - + IP I + "7 " JPhT- + X Â73Ï ' àï^Th' 

en dérivant cette condition par rapport à .τ, on obtient une relation 
de la forme 

(88) 
, da I d(t 1 
dx dx 

+ ÏÏT1- nnS
'
+ K< '■ -Ί + H(·'·' ")n "·" u r· ~"*77 ~o; 

en ajoutant à celle-ci la précédente multipliée par 2X, il vient, en 
supposant Χ φ ο, 

(89) ^ f — 6X,*/ h- 77s^X,\-}-^) + II(^-)rt-hL(.r.5)^o, 

en changeant la signification de K, H, L. 
Si Χ, φ ο, on peut tirer de là 

^ = —ττκ—
 i==

-sL'
,X +

 -*H
: 

en écrivant la condition d'intégrabilité entre cette équation et celle 

qui donne on obtient, en chassant le dénominateur (a -t- K)2, un 

polynome du quatrième degré en a dont le terme en β1 se calcule 
sans difficulté : son coefficient est égal à Ar; on a donc nécessai-
rement k = o. 

Dans ces conditions, si Ton porte la valeur de ~ dans l'équation (87), 
en opérant de la même manière on a évidemment un polynome du 
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quatrième degré en α, dont le terme du plus haut degré est — Χ,β1 ; 
done Χ, = o. Si Κ. n'est pas nul dans l'équation (89), on en tirera la 
relation 

— — p(.r. z)a -+- o(.r. 3) 

et, en portant cette expression dans l'équation (87) où l'on a fait X, = o, 
on voit immédiatement qu'on doit avoir β — <»; le système de relations 
que vérifie a se ramène donc au système (Γ ). Supposons Κ — ο, on 
vérifie facilement qu'on a 

.. οΓν'*α d*x~\ 
dx dx² 

Si K. est nul, l'équation (87) se réduit à la forme 

— (.J?) ^3?ÂÎ- II (r,z) 

c'est une équation du second degré en on aura donc 

da / dx - 3 (x, z) 

et par suite encore le système ^Γ). 
Supposons enfin X = o; si K, n'est pas nul, l'équation ^88) donne 

da La- +H«+ I, ^ 1 d Log\, 

C'est la formule déjà trouvée plus haut, où l'on aurait fait X — o. 
Les raisonnements déjà faits prouvent qu'on a nécessaire-

ment X, = o. 

Dans ce cas, l'équation (88) s'écrit 

da/ dx ( - 47 + 3*dp-.) " ίλΡΓ + 2 '/Tiï h ().r* Oz JTôl' 

d*A Si λγρ — jy φ o, on tirera de là une relation de la forme 

— = 3(4·, z)a 4- <5(.r, z) 

et Ton montrera comme précédemment que β doit être nul, en se 
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servant de l'équation (87). Si 3 ̂  = 4Υι l'équation précédente doit 

se réduire à une identité en a, d'où les conditions 

3 d²&/dx² = 4y d²& / dx² = 0 2y dx / dx = d² 

Or, d'après la première, = 0; donc = ο; en comparant 

cette relation avec 3~ = 4 γ, on voit que, dans tous les cas, γ = ο 

et ̂  — o; l'équation (87) se réduit alors à 

-Λ \dx ) 3 dx dx dz ' 

d'où l'on tire encore ~ = β(.υ, 3) et par suite le système (Γ). 

20 Supposons qu'on ait dans l'équation ( 83) 

\3 -h 3 X, =: et Xj+9\j^/H(/! — 2). 

De cette équation (83) on déduira la relation 

g=x.«
 +

 (K,.
S

). 

Si m = η — ι, on a le système (74) et par suite le système (TV 
Si m = n, les fonctions X, et β sont les mêmes que dans les rela-

tions (73) et l'on aura 

μ — X, Log/>, + s), 

'ψι=—Χι[χι W/'i + M·1*! - )] ■+■ *3 (·*'), 
en posant 

v v η(ιι—1)—am . n(n — 3) 
1 ï 

L'équation (84) prend alors la forme 

àv 

ày ^O' 

%+ap'$r,-x>x· Lo'p' [as
 +

·
Pl
 ®

+1
"*)]■ 

H- X, Log/?, —2)~ +/>,(Λ--ι)^
 +α!

)] ■
+

?(
x

' y* 5, A>,) = o, 

Journ. de Math. (6* série), tome VII. — Faso. II, iyn. '^9 
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φ étant un polynome du second degré en /),. Ce tie équation est absolu-
ment analogue à l'équation (80)' : nous pouvons donc en déduire le 
système (Γ), sauf si l'on aX,[-X,+«-i] = o. Dans ce cas, l'équa-
tion (84) s'écrit 

dv / dy = 0, 

Έ + θΡχ dp[+ Pl l lH 2
 J+A(x, y, ζ)p

x

 -4- H(.i\ y, *)-<>. 

Si — X
4
 -h η — ι = ο, le coefficient de Ip\ est égal à (2n — i); 011 

tirera de cette équation, par le procédé de dérivation ordinaire, 

I — a(.r, 5) a H — 

et par suite le système (Δ). 
Si c'est le facteur X, qui est nul, on a alors ̂  z) \ si dans la 

relation précédente le coefficient de 1 n'est pas nul, les mêmes conclu-
sions subsistent. 

Supposons donc X
2 4- —— = o, on a par suite 

X 4 — — n. 

L'équation (84) s'écrit dans ce cas, en tenant compte de la valeur 

de -j— > 
d<> 
dy-°> 

^ + + +a')] + [257 + 3"^] 

+ X2 dB / dx + u1 [(n - 2)B + p1(n-1)] 

+p1 [(n-1) dB / dZ + n(3n - 5)] 

Le coefficient de p\{jp -H ̂  est 

X5 - X4+ (η — ι)μ
ι
 = Xs + μ,(2 n — 1) ; 

s'il n'est pas nul on en tirera 
ôa d& -- + χ,: a+ — 
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et par suite le système (Γ); s'il est nul, c'est que = ο et par 

suite β = o d'après les équations (74); dotic = o. 
Nous étudierons ce cas en dernier lieu. 
3° Supposons maintenant que les deux coefficients de ~ et ^ ~+ &²) 

dans l'équation (83) soient nuls simultanément : 

Xj— 2-ίί— 1), \3= m(n — 4) -+- n(n — i). 

On en déduit «ρ, = X
4

(.·£?), X) étant une nouvelle fonction 
inconnue. 

Si m = tij l'équation (84) peut se mettre sous la forme 

dv 
dy~°y 

dî dpi + L ~ ® J 
+ X, Log/», [gj (" - a) + P, (» - 0 + «')] 

H- A (a?, y, 5 )p,-H Β (ar, /,-) = o. 

Si Χ, φ ο, on en déduira, comme on l'a fait pour l'équation (8ο)', 

la relation ^+α5-«α + ̂  et par suite, en y joignant les rela-

tions (73), le système (Γ). 
Si X, = o, comme le coefficient de I est égal à Λ, on obtiendra, 

en dérivant deux fois l'équation précédente par rapport à />,, la rela-
tion 

I = «(*,
S
)
e
 + î3J 

et, en y joignant les équations (73), on obtient le système (Δ). 
Supposons maintenant m = η — ι : on a le système (74) et l'équa-

tion (84) s'écrit 

A (x, z,Pt)a+ B(x,3,/>,) 

+Pt
 [x.J-«(»-

a)
- + -^-

 + a
 '

a
-j 

+ ̂  [X. +(» - i)X,) + [x,+κ = o. 
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En remplaçant X2 par sa valeur dans ce cas, on constate que le 
coefficient de Κ est nul; si — i)X, n'est pas nul, on en 
déduira facilement la deuxième relation (Γ); si ce coefficient lui-même 
est nul, on voit facilement que la relation précédente se met sous la 
forme 

(90) A(J?, + s ,α) =0, 

d'où 

da / dx (&— «) = £(#, z)a + y(x-, s). 

Un calcul facile montre, en partant toujours de l'équation (8/j), 
qu'on a 

Aa + B = dv / dz + p1 -*/>>(" -<)(«« + g|)· 

On en déduit immédiatement, en substituant dans l'équation (90), 

y = ÎÊ. 

On a donc le système 

—- + as — <x(jt, ζ) a -h — > 

da / dx (x - a)= =)<>+$■ 

Ce système a déjà été étudié à la fin du n° 22. Nous avons vu 
qu'on pouvait en tirer le système (Γ). 

En résumé, lorsque h = 3, on a ou bien ̂ =0 ou bien l'un des 
systèmes de relations (Γ) ou (Δ). 

26. Revenons à l'équation (75) et supposons qu'on ait lt = 4, 
c'est-à-dire 

dy dz dp
x
 \dœ) dp

t 

+ (d²f / dx²) dy'1 / d3p + d3f / dx3) 
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La remarque (II) permet d'écrire 

Y1—— />V+?s(*"> y, PnPi)i 

et par suite 

dy2 dY2 dy2 dY2 dy2 dY2 dy2 dY2 
dy dz dp

x
 \dx] df>

t
 \dxAJ dp

z 

+ P» ^Pt (jjZ
 a

*j 4- R/»j 4- R'J 4- <jf\0>Pi-l- L)
 =

°· 

Comme X' n'est pas nul par hypothèse, nous poserons ^
2
 = — ψ; 

• . 
il vient alors 

%
+Vl

*A
+/

&
+

(£)pL
+

(m*± 

■+* 7i ^3^»+ $Pt
 a

*j
 + Rpî+ R'J 7i ^7 fiPt + λι) == Ψ^' 

Cette équation a la même forme que l'équation (53) trouvée dans 

le cas n — \: il suffit en effet de remplacer dans celle-ci R par R 4-yp1 / X' 

et R' par R'-h pour retrouver la précédente. 

On peut se rendre compte tout d'abord que la valeur de R' n'est 
intervenue à aucun moment dans la discussion de l'équation (53); 
quant à la valeur de R elle-même, elle n'intervient que dans le cas 
particulier X = X,=o (n° 22), dans la discussion de l'équation(64). 
Il est facile de voir les modifications qui s'introduisent; si X

2
-+- 3 = ο 

on a la relation 

(65) da / dz + a² = &a + d& / dz 

et, au lieu de l'équation (67), nous aurons 

^ [(« — «)/>ι4- 2X44-2X,] ^ = m(x, z,px)a->r n{x,z, p
x
)\ 

le raisonnement s'achève de la même manière, en remplaçant 2X
4
 4- 2X5 

par 2X
v m(n — 2) 

Dans le cas où X24-4 = °, on peut voir facilement que le calcul 
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n'utilise que le terme en p\ dans l'expression deR; or, en remplaçant R 

par R -t- ~ λ, on ne change rien au terme en p\ ; il n'y a donc rien à 

changer dans ce cas et les conclusions subsistent. 

27. Supposons maintenant h > 4. L'équation (75) s'écrit 

dyi / dy + q1 + ..... + (à q1 = 0 

La remarque (II) montre qu'on peut poser Φ', = (P
H
 H- Φ

2
), et 

il vient 

^
 + Çl

^
+/

g+... 

+ ^ + ^ <V>. + M = (fi, + ?.)g-

On a ici h — 1 > 3 ; on peut donc écrire 

(dh1 f) ~
Ph

ép
x

 Ph
~

x + ^a-I· 

L'équation précédente ne diffère donc de l'équation (70) que par le 

terme supplémentaire (λjo
2
-h λ,) qu'on peut faire entrer dans KA_,, 

puisque nous avons h — 2 > 2; comme les raisonnements faits au sujet 
de l'équation (70) ne font pas intervenir l'expression du terme Κ, nous 
pourrons les répéter au sujet de l'équation précédente, qui est d'ordre 
moindre. En réduisant ainsi l'ordre de cette équation, nous arriverons 
nécessairement à l'un des cas étudiés jusqu'ici si l'équation (71) 
correspondante ne contient que les dérivées d'ordre 2 au plus; s'il 
n'est est pas ainsi, nous serons ramenés au cas étudié ci-après. 

28. Nous avons étudié complètement le cas où l'on a^2 dans 
l'équation (71). 

Supposons maintenant ky> 2, c'est-à-dire 

dY'/ dy dy' / dz + ..... + 
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La remarque (II) permet de poser 

y' = X(x) [pk + y1 (x, y, )] 

et il vient 

(90 dy dz dpt \dx) dpi+..... 

+ XdZ^) d^r,+ {d^'j+ χ M»-· - (/"+?,) 5^ 

Si Λ* — ι >3, cette équation a la forme (70), sauf modification du 
terme K, qui n'intervient pas dans les calculs; comme elle est d'ordre 
inoindre, nous avons ainsi opéré une réduction dans le problème et 
nous pouvons faire les mêmes raisonnements à partir de l'équation 
précédente. 

Si k■ — 1 = 3, l'équation précédente n'est autre que l'équation (53) 

où l'on remplacerait R' par R' H- ̂  Μ'£[ ; comme ce terme R' n'inter-

vient pas dans les calculs, ainsi que nous l'avons déjà remarqué, les 
conclusions subsistent. 

Enfin si k — 1 = 2 l'équation précédente se déduit de l'équation (42) 
étudiée dans le cas n= 3 (n° 18) en remplaçant dans celle-ci J par 

1 + x\Tz+a)elK· ParK-t- —5Γ 
Or ces termes n'interviennent dans le calcul qu'à propos de l'équa-

tion (5o); dans ce cas on a déjà trouvé, indépendamment des valeurs 

de J et K, la relation ^+fls = aa+~; en faisant la substitution 

que nous venons d'indiquer, on ne changera donc pas la forme de la 
relation (5o) : il suffira simplement de modifier la valeur de X,. Les 
conclusions qu'on a tirées de cette équation ne dépendant d'aucune 
hypothèse sur la valeur de X,, subsistent donc entièrement. 

29. En résumé, en supposant simplement ^ φ ο, nous avons vu, 

dans tous les cas, que l'existence d'un invariant du système (I) en-

traîne soit = o, soit l'un des deux systèmes de relations (Γ) ou (Δ). 

Nous allons montrer tout d'abord que le système (Δ) peut se ramener 
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lui-même à un système analogue à (Γ). En effet, soit le système 

(92) ~ =Χ(ατ)<7 + s), 

(93) "(1+"*)+ έ(&
+

■*)='*
(
*·

:)a+
? %■ 

La condition d'intégrabilité entre ces deux équations est de la 
forme 

(94). 3^(aX -+- β) -+- 2Χα"+ 3βα'+ «Μ(.τ, c) -f- Ν (α·, c) = o, 
(/<5 

Si X n'est pas nul, on peut poser β = Χα(χ, -) et l'équation précé-
dente peut se mettre sous la forme 

3 — = — 3 û'— y.a h h Κ (.r. c). 

En écrivant la condition d'intégrabilité entre celle équation et 
l'équation (92), et en chassant le dénominateur (α -h a)2 dans l'expres-
sion ainsi obtenue, on a un polynome du quatrième degré en a qui 

doit être identiquement nul, puisqu'on suppose ~ φ ο; or le terme 

du quatrième degré se calcule immédiatement, son coefficient est 2 \ : 

il faut donc nécessairement X = o. 
Dans ce cas la relation (Q4)> si l'on suppose β φ ο, c'est-à-dire — ̂  ο, 

prend la forme 
— + α(./·, z)a + a, (.r, z), 

et, en portant cette expression dans la relation (q3), on obtient 

a,+ 3J + x=t' 317+3"' = 5Γ 
d'où 

- —. _4_ 2α — — — -t- aaa.. 

Si l'on pose 

«1= ^7 + U(X> =)' 
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celte relation se réduit à 

(95) 
du -r h 2 M Χ — Ο. 
05 

Nous pouvons donc remplacer le système Δ par le suivant : 

(Γ.) 
da / dx = B( x, z) 

-p -h ηχ·= α(Λτ, ;)//++ u(x, z). 

Si Ton remarque que la condition d'intégrabilité entre les deux 
équations du système (Γ) exige \ = o, on voit que ce système (Γ) est 
un cas particulier du précédent, correspondant au cas où u = o. 

Ainsi, en supposant ~ =^o et — φ ο, la considération de l'inva-

riant du système (I) nous conduit à l'existence du système (Γ,). 
Il est clair que la considération de l'invariant du système (II) nous 

conduirait de même au système 

(Γ,)' 

£ = P'<r.O. 

— +a- — α'(ν, z)a + ~ (y, s). 

La condition pour que les équations (Γ,) soient compatibles est 

ΰβ _ [àx A Λ à1 a du 
dz (dx) dxdz dx 

on en tire 

2 B = d& / dx, 

c'est-à-dire 
àa âx 
dx àx 

Les relations (Γ,)' donneraient de même 2— = et par suite 
on a 

2a = «(jf,s) + a'(/,:)+Z(:); 

en portant cette expression dans la deuxième équation (Γ,), on obtient 
Journ. de Math. (6· série), tome VII. — Fasc. II, igti. 3θ 
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une relation qui peut s'écrire sous la forme 

2-T—ha' + uaX + îT—\-Ζ* = Ί-—h α1
+ 4"· 

Ce premier membre est indépendant de x, tandis que le deuxième 
est indépendant dey; leur valeur commune est donc une fonction de 
la seule variable ζ, et l'on a 

^ + «,+ 4« = z,(=), 

a + «" + a α'Ζ +1 ̂  + Z« = Z, < j )· 

On aurait de mcme, en partant des équations (Γ,)', 

(Φ) 

a^ + «"-M«'= Z,<
3

). 

a^2 + cti+a«Z + a^+Z«=Z
!
(5). 

En comparant la première et la dernière de ces relations, on voit 
qu'on peut écrire 

2 M = aZ -4- Z
3
(5 ). 

La condition en u (o5) donne alors 

L_
 + a

Z«'+«t|
3
j + aZJH--57 = o. 

Si Ζ n'est pas identiquement nul, cette relation peut encore s'écrire 

•2~ -h + «/(-) ■+·?(-) — o; 

en la retranchant de l'équation (96) on obtiendrait une équation du 
second degré en α : 3αι-+-α

>
/,(:;)Η-φ(:;)=ο et l'on aurait par suite 

^ = o; mais dans ce cas a né dépendrait pas de x
y
 ce qui est con-

traire à l'hypothèse. 
On a donc nécessairement Ζ = o. 
D'autre part, l'équation (96) montre dans ce cas que u est une 

fonction de ζ seulement : il faut donc que u soit nul, sans quoi la rela-
tion (95) donnerait pour α une valeur indépendante de x. On aura 
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de même u' = ο et les relations trouvées en α et a' se réduisent fina-
lement à 

2a= -) -+- z'(y.z) 

(97) 2
d:

+a
~

3
d5

 +
 '(^ 

Z, étant une certaine fonction de la seule variable z. Nous prendrons 
cette fonction qui est arbitraire sous la forme 

Z1 = 2 dZ1 / dz + Z 

Les équations (97) sont alors des équations de Riccati qui admettent 
la solution Z

2(-); leur intégration se ramène donc à celle d'une équa-
tion linéaire. On trouve ainsi sans difficulté 

7/ 27/ 
α ~ Z' + Z + X ' 

Z' 2Z 
α ~~ Z' + Z + Y' 

Z étant une fonction arbitraire de z dont la valeur se déduit de Z2, 
Z' et Z" étant les dérivées première et seconde de celte fonction; 
X et Y sont deux fonctions arbitraires, l'une de χ, l'autre de^, in-
troduites par l'intégration. 

Donc, si ~ et sont différents de zéro, l'équation doit être de la 
forme 

s~\ ν + ζ + Χ + Ζ + Υ]^· 

En faisant te changement de variables défini par les équations 
*'=X(j?), /=Y(y), s'=z (z), 

cette équation se ramène à la forme simple 

(9») s = pq\ 1 

Cette équation a été trouvée par M. Goursat dans un Mémoire déjà 
cité (') : elle admet deux intégrales intermédiaires du second ordre. 

(l) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2· série, ι. I, 1899, 
p. 66. 
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Si l'on prend pour fonction inconnue u = Log^~j^\ elle devient 

d*u d / eK \ d / e H \ 
à.v dy ô.r \y — x) dy \x — y J ' 

c'est encore là une équation de M. Moutard. On peut donc ramener 
son intégration à celle d'une équation linéaire, mais l'intégration 
directe de l'équation (98) ne présente pas de bien grande difficulté; 
on peut vérifier que l'intégrale générale de cette équation est 

(99) 
\ + Y-(x\'+.yV) 

z— V+Y' ' 

où Xet Y" sont deux fonctions arbitraires, l'une de la seule variable Λ·, 
l'autre de la seule variable j'; X' et Y' représentent les dérivées de ces 
fonctions par rapport à la variable correspondante. 

Nous avons donc démontré le résultat suivant : 
La condition nécessaire et suffisante pour qu une équation de la 

forme s = a(x,y
9 *)pq, où ~ et ~ sont différents de zéro, admette 

une intégrale générale de la première classe est qu1 il existe une 
transformation de la forme z' = Z(s), χ = X(-c), y' — Y (y) qui 
ramène V équation proposée à la forme (i) 8); dans ce cas F intégrale 
générale est donnée par la formule (99). 

50. Nous avons supposé jusqu'ici que ̂  et ~ étaient différents de 
zéro. 

Supposons maintenant ̂  = o, par exemple; en appelant b(y,z) 

une fonction telle que ô ^ =a, l'équation proposée s'écrit 

d Log à 
s = dx p1pq 

d'où, en intégrant, 
q1 = b ( y,s)Y(j); 

l'équation proposée admet donc une intégrale intermédiaire du pre-
mier ordre et son intégration se ramène à celle d'une équation diffé-
rentielle ordinaire dépendant d'une fonction arbitraire de la variable 
indépendante. 
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Si nous transformons l'équation en question en une équation de la 

forme s = ap H- bq-k- c, celle-ci admettra également un invariant du 
premier ordre pour le système (II) de caractéristiques : nous avons vu 
que dans ce cas on a Jp = o, et par une transformation simple on peut 
ramener l'équation à s = a(x,y

y
 s) ρ ■+■ c{x,y, z). 

Cette équation rentre dans le type que nous avons écarté au début 
de cette étude. Nous allons néanmoins terminer le calcul dans ce cas 
particulier afin de compléter l'étude qui a été faite des équations 
sz=za(x,y,z)pq. 

L'équation 
s — api -H c 

admettra un invariant du premier ordre et du système (II) si l'on a 
da de 
dv dz 

Lu outre le dénominateur de l'invariant du systèine(l) devant être du 
premier ordre, on a vu (ηυ 11) qu'on devait avoir la relation (25), 

c = — ab. 

qui dans ce cas dortne c = ο et par suite ~ = o. 
Nous avons donc à étudier l'équation 

* = 5)/>i. 

Les expressions |sc simplifient considérablement dans ce cas; 
on a, en particulier, 

MS = (« + !)/*. Μ;; ' = + —à—
l
p\ ôT*' 

Le dénominateur de l'invariant sera égal à pt
 ; soit 

pn + y ( x R, S, plf I) 

son numérateur. On a identiquement 

(100) dy / dz + q1 dY / dz + ap1 dY / dp1 

+\d^) + \d*=i) - (p"+ ·)Λ; 
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η esl au moins égal à 2, sans quoi on aurait ̂  = ο et l'équation pro-

posée est linéaire et s'intègre immédiatement. 
Si η — a, on a 

dY / dy+ î. £ + Ή + {«P. + P\ gr) + 3 ft + P\ ̂  = « ?· 

La remarque (II) montre qu'on a 

?= ~jp-P\ + 5,/îi)/>j+ P(.r, j', 5, />,) 
rl 

et, en appliquant toujours la même méthode de calcul, on tire de 
l'équation précédente l'une ou l'autre des conditions 

(loi) T= = *(}r)a + W 

(ιοί) d*a . . 1 da 
<>5* ·" 2 dy 

Si ns= 3, on a 
d© do do / rfA do ( dt f\ do 
dy dz dp1 dx dpµ2 dx² dp3 

+ + + l(x, y> z,p) = ?a. 

On écrit encore, d'après la remarque (II), 

<? = —pl + u(*i s,PuPt)p»+H^ y**fP\ipt)· 

Une discussion absolument analogue à celle qui a été faite dans le 
cas précédent, mais beaucoup plus simple, montre qu'on a encore 
l'une des équations ( 101 ) ou ( 102). 

Il en est de même si η = 4 : 1& marche à suivre est exactement la 
même que dans la discussion du cas η = 4 au n° 40 ; on arrive encore 
sans difficulté aux équations (101) et (102). 

Si /i> 4) en posant = 5' et en dérivant l'équation (100) par 

rapport à , il vient 

(103) dy' / dy + q1 dy'/ dz + ap1 dy' + .... + (dk-1 ) 
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en appelant k Tordre maximum des dérivées dont dépend φ'. Si dans 
cette identité on a £>2, la remarque (II) permet de poser 

?'= ^2Γ^(/»*+?ι). 

et Ton a, en chassant le facteur — qui est nécessairement différent de 
zéro, 

%-«.a-"·■£»-

+ (dk- 1 f /dxk-1 ) 

cette équation est analogue à l'équation (100), puisque k — ι > i. En 

posant J^1· = φ',, on en déduira 

(,o4) + M,. ,_o. 

Or, d'après les expressions de M"~J et Mjl], on voit qu'on a identi-
quement 

AMr.l-«Mtî = o. 

Si Ton pose 6 = Αφ' — η φ',, on tire des équations (io3) et (io4) 

ày + dz + dp
y

 +" / dpk ~ °' 

ce qui montre que θ est un invariant d'ordre k < Λ. Or θ ne peut pas 
être identique à une fonction de χ, puisque φ', est d'ordre au plus 
égal à A· — ι. Si nous supposons que η est Tordre de l'invariant 
d'ordre inférieur, le résultat précédent est absurde, ce qui prouve 
qu'on doit avoir k<i dans l'équation (io3) : 

dY' / dy+ * £ + «P. + (·*+*!
 Έ

) + V,
 τ

. = <>· 

On aura encore 

? = ——/>«-+-μ(*. y, -, />,)> 

_ + ?1^ + „ί),_£ + χΛ_ + Λ/
„_

=
ο. 
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Si X-i-zi^o, on en déduit la relation (101). Sinon on aura u, = X,(.r) 

et par suite φ' = ^X, — d'où 

?= (*i— 1+ y*5» /'« /v-o· 

En portant cette expression dans l'équation (100), il vient 

dy1 + q1 dq1 + f dY1 + 

+ + (x'~■«+···] + M5-î/>-« +···-"··"· 

Nous poserons = φ', et, en dérivant l'équation précédente par 

rapport à p„_2, 

(LOO ) -J H 7, —J H /Τ L·. < . 

+ (dh- 1/ dxh-1) dy1 / dpn 

Nous pourrons encore poser 

(x, - jj>,) M::;| + = >./>,+1, 

avec 

^-VB' l.= X.(—. )/»·3Τ+—r—'ÎS»· 

On montrerait, par une discussion absolument semblable à celle 
du n° 27, que la relation précédente se ramène au cas où Λ54. 
D'autre part, si h < 2, l'identité (io5) montre que λ = o, c'est-à-dire 

-τ- = o, cas ecarte. 

Si Λ = 2, 

dy'/ dy+?· "5Γ + ap' + \ap'+p> έ ) w*
 p

'
+ _ °5 

d'où, d'après la remarque (II), 

©', = —ΓΡ\
 U

(
X

R Y* PI)PT+ «'(·** Y, Λ»*>; 
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en portant cette expression dans l'équation précédente et en écrivant 
qu'on a une identité) on retrouve les relations (101) ou (102). 

Si h = 3, 

dy' / dy*dT + 'ap
' W,

 + {"P'+P'> i) 3^ 

4- (ap
t
 -f- M> p

t
 -h p\ -+- λp

t
 λ, = ο. 

On écrira encore 

?'« = zrP* +·?»(■y^ s, p
u

 ρ^) 

et 

dy² / dy + q1 dY2 

H-(EP.+/>Î^) + XΛ/>,+Λ,_Ο. 

La remarque (II) donne dans ce cas 

y2 = X2P* + ^ P*)P*+ ziPi)> 

le calcul se continue toujours de la même façon et l'on trouve encore 
les relations ( 101 ) et ( 102). 

Enfin, si Λ = 4» on posera encore 

?t= — [Λ+φΐ(*, V, 5, pupapi)] 

et l'on aura une équation qui ne diffère de l'équation ( 100) dans le 
cas η = 4 que par des termes dont la modification ne change pas le 
résultat du calcul. 

Dans tous les cas, on aura donc la relation (101) ou la rela-
tion (102). 

31. Supposons qu'on ait 

S=,W, + Çi 
Journ. de Math. (6* série), tome VII. — Fasc. II, kjii. 3l 
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on en tire, par intégration, 

a = Y (y) e&z 

en prenant pour nouvelle fonction inconnue z'== az -f- LogY, l'équa-
tion proposée prend la forme 
(106) s = e:p 

qui admet les deux intégrales intermédiaires 
q = ez+Y{y), pt = p* + pX(x)', 

cette équation peut d'ailleurs s'intégrer sans aucune quadrature et 
son intégrale générale est donnée par la relation 

Y' 
e²X-Y* 

Si l'on a la deuxième relation 
d'à . . 1 da 
dz² = & (y) a + 2 dy 

en posant α (y) = ω2(^), on a par intégration 

a = Y1 (y) ewz + Y2 

Prenons pour nouvelle fonction inconnue s' = <o.s -h LogY, (V) et 
pour nouvelle variable y : y' = Y<(j); l'équation proposée devient 

î=yrj'Y,Y,«'+|î
e
-=j

/

>. 

On peut déterminer les fonctions Y, et Y, de manière qu'on ait 

Y|Y« = Y'n Υ,-Υ,Υ;, 

à moins que l'une des fonctions Y,, Y., ne soit nulle, ce qui ramènerait 
l'équation à la forme (106). Donc on peut écrire l'équation proposée 
sous la forme 

(107) s = /)[e:+e_:]. 

Cette équation admet une intégrale intermédiaire du premier ordre, 
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η = c* — e~z 4- YOOj et une du troisième ordre, 

I / pi [ p3 - 3/2 p²² / pi - P 

Pour l'intégrer, nous considérerons la première intégrale intermé-
diaire : q=c' — e~s -+· Y (y) ; si l'on pose u = e8, on obtient 

~ = u*—1 -4-Y M; 

c'est une équation de Riccati qui peut s'intégrer précisément à cause 
de la présence de la fonction arbitraire Y ; prenons en effet cette fonc-

tion sous la forme Y = Y< * ~ Y< > Y, étant une nouvelle fonction arbi-

traire et Y', désignant sa dérivée ; l'équation précédente admet alors 
la solution particulière w = Y,,et en posant n = Y,-h Ρ on ramène 
l'intégration à celle d'une équation linéaire, dont un coefficient dé-
pend d'une fonction arbitraire de y. 

L'intégrale générale de l'équation (107) est donnée par la formule 

Y' 
ez = Y&x~ÏT' 

X étant une fonction arbitraire de a?, Yet Y, deux fonctions de ν liées 
par la relation 

, _i_Y' Y' 
Y, 1_ Y' 

D'ailleurs cette équation fait partie d'un type étudié par 
M. Goursat(·). Si l'on fait la transformation de Bàcklund p = e 
elle s'écrit 

s' — ez /9'*— 4· 
Si l'on pose alors 

s = zl -h 2 γ el r' — — e~tr, 

cette équation prend la forme 

s = e:Vyq² + q 

(1 ) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1899. p. 71. 
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qui est le type (VU) des équations étudiées par M. Goursat dans le 
Mémoire cité. 

32. Par conséquent, si une équation de la forme s = a(y, z)p
s
 <y, 

est de la première classe, on peut la réduire par un simple changement 
de variables de la forme 

s' = A(y, z), x'=X{x). /=Y(y) 

à Tune des formes (106) ou (107) et dans ce cas on sait effectuer l'inté-
gration. Le problème est donc complètement résolu pour ces équa-
tions. 

Dans le cas ού l'équation s = a(x,y, ζ) ρ-h b(x
y
y, z) q ■+· c(x

y
y, z) 

n'est pas réductible à la forme précédente, c'est-à-dire dans le cas ou 
l'on ne peut pas vérifier à la fois les équations (I) et (I)', si l'on a 
da / dzφ ο et ρ φ ο, nous avons vu qu'il était nécessaire, pour que l'inté-
grale générale soit de la première classe, que cette équation puisse se 
ramener à la forme 

(108) 
•
ç

 ~
 [A(x

'
 v)

 ~~ iy[B( r

'y ) e-z 

et cela par un simple changement de variable de la forme 
z'=a(x,y)s y). 

Cette condition est en général facile à vérifier. 
Les équations (108) ont été trouvées par M. Moutard en cherchant 

les équations qui admettent une intégrale générale de la forme 
= /(*, y, Χ. X', ..., Χ(·\ Y, Y', ...,Y (m) 

Les résultats de M. Moutard ont été démontrés par M. Cosseral( '); 
on sait ainsi que l'équation (108) se ramène à une équation linéaire, 
qui est 

i,09» lïdy dy~ 35 =°! 

(*) DARBOUX, Théorie des surfaces, t. IV, Noie 3. — Voir aussi GOURSAT, 

Leçons sur l'intégration, etc., 1. II, Chap. IX. 
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la correspondance entre les intégrales des deux équations est définie 
par les formules 

dz / dy= Ae=+ ϋ££!ί, =- dlog u / dx 

M. Darboux(') a donné le moyen de former d'une manière expli-
cite toutes les équations linéaires dont la suite de Laplace est limitée 
dans les deux sens, c'est-à-dire dont l'intégrale générale est de la 
première classe. Il est aisé d'en déduire toutes les équations de la forme 
(109), et par suite toutes les équations de la forme (108) dont l'inté-
grale générale est de la première classe. 

55. Ainsi que nous l'avons déjà dit, nous ne développerons pas les 
calculs dans le cas de l'équation générale 

s=b(x
)
y,s)q + c{x, y, s). 

Ο11 retrouve d'ailleurs les mêmes résultats, c'est-à-dire les équations 
linéaires et les équations de M. Moutard, sauf toutefois lorsque l'équa-
tion considérée admet une intégrale intermédiaire du premier ordre. 
Dans ce cas on peut toujours l'écrire sous la forme 

(I 10) s= q d/ dz B( x, y 5)H"ây; 

elle admet l'intégrale intermédiaire p= $(x,y,z) -+- X(a?) et l'inté-
gration se ramène à celle d'une équation différentielle ordinaire 
dépendant du paramètre y et de la fonction arbitraire X. La présence 
de cette fonction X simplifie quelquefois l'intégration, ainsi qu'on l'a 
vu à propos de l'équation de Riccati (97). Il existe des équations de 
la forme (110) qui admettent une intégrale générale de la pre-
mière classe et qui ne se ramène ni à une équation linéaire, ni 
à une équation de M. Moutard : on en a vu un exemple dans l'équa-
tion (107). 

La détermination de toutes les équations delà forme (i 10) qui sont 

(*) Théorie des surfaces, t. II, Chap. II. 
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de la première classe est un peu plus difficile; elle est pourtant 
possible par l'application des méthodes de calcul développées précé-
demment et fera l'objet d'un autre Mémoire. 


