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Sur Uintégration des équations auwx dérivées particlles

dw second ordre par la méthode de M. Darbouz ;

Par M. E. GAU. _ L

INTRODUCTION.

La méthode de M. Darboux conslitue, dans I'état actuel de la
Science, le moyen le plus puissant dont on dispose pour intégrer une
équation aux dérivées partielles, c’est-d-dire pour ramener son inté-
gration a celle d’un systéme d’équations différentielles ordinaires.

En ce qui concerne les équations du second ordre, cette méthode
peut sc résumer en quelques mots ; elle repose essenticllement sur la
remarque suivante : si

U(z, y, 3, p, q, ...)=consl.
et

V(z, y, 5 p, q, ...) = const.

sont deux combinaisons intégrables distinctes de 'un des systémes de
caractéristiques de I'équation proposée, c’est-d-dire si U et V sont
deux invariants distincts pour ce systéme de caractéristiques, 1'équa-
tion U = f(V), ol f est unc fonction arbitraire, admet avec la pro-
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124 E. GAC.

posée une intégrale commune dépendant d'une fonction arbitraire ; on
peut dire encore : quelle que soit la forme de f, 'équation U =f(V)
forme avec la proposée un systéme en incolution, en adoptant la défi-
nition communément admise, proposée par M. Goursat ('), des sys-
témes en involution.

Dans ce cas, on démontre facilement que la solution du probléme
de Cauchy se raméne & l'intégration d’un systéme d’équations diffé-
rentielles ordinaires (?).

3'il existe deux invariants distincts pour chacun des deux systémes
de caractéristiques, I'intégrale générale de 'équation peut s’exprimer
par des formules qui donnent z, y, 5 en fonction de deux variables
indépendantes « et 3, de p fonctions arbitraires de «, de ¢ fonctions
arbitraires de f§ et des dérivées de ces fonctions en nombre fini, les p
fonctions de a étant assujetties & vérifier p — 1 équations différentielles
d'ordre quelconque, ainsi que les ¢ fonctions de B : nous dirons
dans ce cas, avec M. Goursat, que l’mtegrale générale est de la pre-
miere classe (*).

La réciproque de cette propriété est vraie, ainsi que I'avait annoncé
‘M. Darboux dans son Mémoire; M. Goursat en a donné une démons-
tration trés simple (*).

La méthode consiste donc essentiellement i chercher des invariants
pour les caractéristiques d’ordres croissants 1, 2, ..., 2, ....

Malheureusement, on ne connait aucun moyen pour déterminer a
priori'ordre de ces invariants, ou méme une limite supérieure de cet
ordre ; de sorte que lorsqu’on a constaté qu’une équation donnée n’ad-
met pas deux invariants d’ordre inférieur ou égal a » pour I'un des
systémes, rien ne prouve qu'il n’existe pas deux invariants d’ordre
inférieur ou égal a n + 1; l’application de la méthode de M. Darboux
conduit donc, en general 4 une infinité d’opéranons.

Un fait analogue se produit lorsqu’'on veut intégrer une equanon

(') Goursat, Lecons sur Uintégration des équations auz dérivées partielles
du second ordre, t. 11, Chap. VI, p. 8a.

(*) Ibid., Chap. VII, p. 13g.

.3 Ilnd., Chap, VIII, p. 217.

( ) Ibid., p. 220,
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linéaire de la forme s = ap + bg + c3 par la méthode de Laplace : on
ne sait pas @ priorisil’une des deux suites d'invariants se terminera
au bout d'un nombre fini de termes; d'ailleurs, dans ce cas, la
méthode de Laplace et celle de M. Darboux conduisent aux mémes
opérations.

Depuis la publication du Mémoire de M. Darboux (') plusieurs
géométres se sont attachés 3 montrer I'importance de la nouvelle
méthode, 4 la perfectionner et & en donner des applications; on peut
citer en particulier M. Speckmann (*) et surtout M. Goursat, qui a
consacré & ce sujet un des plus beaux Chapitres de ses Legons sur ’in-
tégration des équations auxz dérivées partielles du second ordre.
Quelques travaux, pen nombreux, ont été publiés sur 'application de
cette méthode & certains types d’équations; on peut citer deux
Mémoires de M. Goursat (*), ol I'auteur a classé et intégré toutes
les équations de la forme s = f(,y, 3, p, ¢) qui admettent un inva-
riant d’ordre inférieur ou égal & deux, distinct de z ou y, pour chaque
systéme de caractéristiques. M. von Boer a traité la méme question
pour les équations de la forme s = f(r, 2) (*).

Le probléme général de la recherche des invariants d’ordre quel-
conque n’a été résolu jusqu'ici, & ma connaissance, que pour 1’équa-
tion s = f(s) par Sophus Lie (*), et pour I'équation plus générale
s = f(@,y, 5) par M. Clairin (*).

Ces deux exemples ont été traités avec une élégante simplicité;
néanmoins, en général, ces questions exigent des calculs compliqués,

(') Annales de UEcole Normale supérieure, 1™ série, t. VII. Ce Mémoire est
reproduit  la fia du Tome 1V des Legons sur la théorie des surfaces (Note X).

(*) La Méthode de M. Darboux pour Uintégration d’équations aux dérivées
partielles, non linéaires du second ordre (Archives néerlandaises des Sciences
exactes et naturelles, t. XXVII, 1894).

(®) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2® série, . 1, 18gg.

(*) Application de la Méthode de Darboux & l'intégration de I'équation
différentielle s—=f(r, t). (Archives néerlandaises des Sciences exactes et
naturelles, t. XXVII, 1894.)

(*) La démonstration de Sophus Lie est reproduite dans les Lecons de
M. Goursat, t. II, p. 182.

(°) Bulletin des Sciences mathématiques, t. XXIX, 1903, p. 177.
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qui. deviennent inabordables lorsque 1'équation n’a pas une forme
simple. '

- Les progrés de cette théorie dépendent de la connaissance appro-
fondie de la structure des invariants, mais ce probléme lui-méme
apparait comme trés difficile, malgré les beaux théorémes énoncés a
ce sujet par M. Goursat. '

Le présent travail est divisé en trois Parties : ,

Dans la premiére, j'expose tout d’abord un nouveau moyen pour
former des invariants : lorsqu’on connait trois équations distinctes,
d’ordre supérieur a trois, en involution avec la proposée et du méme
systéme, on peut en déduire un invariant par des opérations simples
n'exigeant aucune intégration; si 'on connait quatre équations en
involution, on peut former deux invariants et, par suite, une intégrale
intermédiaire : 'équation s'intégre par la Méthode de M. Darboux.

Cela met en évidence la relation étroite qui existe entre le probléme
de la recherche des invariants et celui de la recherche des équations
en involution; lorsqu’on a trouvé une telle équation, non seulement
on peut en déduire pour I’équation proposée une infinité d'intégrales
dépendant d’une infinité de constantes arbitraires, mais encore on
peut considérer qu’on a fait un progrés dans la recherche de I'inté-
grale générale elle-méme. Je crois d’ailleurs qu'il y a, en général,
intérét a remplacer la recherche des invariants par celle des équa-
tions en involution, dans I'application de la méthode de M. Darboux.
~ En second lieu, je démontre, dans le cas des équations de forme
quelconque, un théoréme démontré par M. Goursat pour les équations
s=f(x,y,3,p,q) : lout invariant d’ordre supérieur a trois peut
s’écrire sous forme linéaire par rappor! aux dérivées d’ordre supé-
‘rieur; cette propriété permet de simplifier la recherche des inva-
riants : dans tous les cas, I'ordre des équations aux dérivées partielles
qui interviennent est abaiss¢ an moins d’'une unité; j'ai donné
également une forme réduite simple pour les invariants du troisi¢me
ordre.

Le Chapitre II est consacré a 'étude des équations de la forme
s =f(x,y,5,p,¢); lesrésultats précédentsdeviennentparticuliérement
simples dans ce cas; il suffit de deux équations en involution pour for-
mer un invariant, et I'on peut voir nettement 'avantage qu'il y a &



INTEGRATION DES FQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 127

substituer & la recherche des invariants celle des équations en involu-

xll
importance capitale dans cette théorie, et j’en ai déduit deux remarques
d’une application trés générale, et une condition nécessaire, simple,
pour qu’une équation de la forme s = f(x, y, 3, p, 7) admette uninva-
riant autre que  ou y. -
Dans le Chapitre I11, j’ai étudié les équations de la forme

tion. J'ai étudié, en outre, la forme des expressions (gi) » quisont d’une

s=a(x, y, 3}p+b(z,y. 2)7+c(2, ¥, 3)

au point de vue de I’existence des invariants; j’ai dd me borner, afin
de ne pas donner a ce calcul un développement exagéré, au cas ol a
ct b dépendent effectivement de la variable 3, ce qui revient a suppo-
ser ab = o, et a indiquer sommairement les résultats dans le cas ou
'un des coefficients a, b est nul; le cas ou I’équation considérée est
réductible a la forme s = a(x,y, 3) pq est étudié complétement.

Les calculs sont longs, mais les résultats sont simples; ils per-
mettent, étant donnée une équation déterminée, de vérifier, par des
opérations élémentaires, si elle peut admettre une intégrale générale de
la premiére classe, et dans ce cas de ramener son intégration a celle
d’une équation linéaire. Pour I'équation s = a(, y, 5) pg la conclu-
sion est encore plus simple : il n'y a que trois formes d'équations de ce
genre dont l'intégrale générale soit de la premiére classe; Iéquation
donnée doit se réduire & I'une de ces trois fermes par une transfor-
mation simple, et, dans ce cas, I'intégration est immédiate.

L’étude du cas ou I'équation s =ap + bg + c est en involution
avec deux équations de systémes différents et d’ordre supérieur a
I'unité, sans étre en involution avec une équation d’ordre inférieur,
fournit un résultat qui est, je crois, susceptible de généralisation;
dans ce cas, en effet, sans supposer l'existence d'invariants, I'équation
est nécessairement du type des équations trouvées par M. Moutard, et,
par suite, elle se raméne & une équation linéaire par une transformation
connue; or, pour une équation linéaire, la connaissance d’'une seule
équation en involution suffit pour former un invariant. 1l est probable
que ce fait est général et que, lorsqu'une équation du second ordre
peut former un systéme en involution avec une autre d'ordre quel-
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conque, il existe une transformation qui permet de ramener I'équation
proposée & une équation de méme nature, mais ou les coefficients sont
tels que le nombre minimum d’équations en involution, nécessaires
pour former un invariant, est diminué d'une unité.

M. Goursat a bien voulu s’intéresser & ce travail et m’encourager
pendant mes recherches; qu'il me permette de Ini en exprimer ici ma
vive reconnaissance.

CHAPITRE 1.

LES INVARIANTS DES CARACTERISTIQUES DE L'EQUATION GENERALF
DU SECOND ORDRE,

1. Considérons une équation aux dérivées partielles du second ordre
quelconque, F(=,y, s, p,q,r,8,¢) =0, d’aprés les notations habi-
tuelles. Si cette équation contient effectivement la dérivée seconde r,
on pourra I’écrire sous la forme

(l) P+f(-’t’,.7»5gp,q,8,¢)=0-

Si elle ne contient pas r, mais contient ¢, on pourra encore la
mettre sous la forme précédente, en échangeant simplement le réle
des variables « et y. Enfin, si F ne contient ni r, ni ¢, elle peut
s'écrire

(2) 3=f(w,y,~’uP,9)-

On pourrait encore ramener cette équation a la forme (1); il suf-
firait de faire le changement de variables indépendantes bien connu,

z=ux'+y, y=2'-y,

mais I'équation (2) étant plus facile a étudier et conduisant a des
résultats particuliérement simples, nous I'étudierons directement.
dl—l-k =

‘ o0x,dy;’
I'équation (1) et celles qu'on en déduit par des différentiations répé-

Dans la suite, nous poserons comme d’habitude p; =
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tées permettent d’exprimer toutes les quantités p;, au moyen de
celles dont V'indice ¢ a I'une des valeurs o ou 1 (*).

Soit U(, Y, 5, Puoy +++3 Pon) une fonction de x, y, 5 et des dérivées
de 5 jusqu’a I'ordre n. Si dans U nous remplacons les dérivées p;; par
leur valeur en fonction des dérivées p,, et px tirées de I'équation (1),
nous obtenons une fonction de x, ¥, 3, Pory <+« Pony Pioy +++3 Pi,n—se
Nous désignerons cette opération par le symbole [U].

Sil'on différentie la fonetion U, ¢ fois par rapport a « et k fois par
rapport & y successivement, en considérant s et ses dérivées p; comme
des fonctions de «, y, on obtient une fonction de x, y, 3, et des déri-
di+¢(
dzidy®
supposons que, dans cette derniére expression, on supprime les termes
qui contiennent les dérivées d'ordre n + i + k et que dans le résultat
obtenu on remplace encore les quantités p;; en fonction de py et pix

d’aprés I'équation (1) : on obtient ainsi une expression que nous dési-
i+-k

di+*y ” s
gnerons par (W) On a donc I'identite

d++U T _ [ 9U ou ]+ d+U
| ] =[G presa -+ G| + (G2)

Ces notations, qui simplifient considérablement I’écriture, sont en
grande partie empruntées & M. Goursat.

vées de 5 jusqu’a 'ordre » + ¢ + k; nous la désignerons par

2. Nous allons, maintenant, faire une remarque fondamentale, au

sujet de la forme des expressions [ny ] On a tout d’abord
al_, I F (¥

(] =rei oo+ ()

Nous poserons .
—(¥N\N_o 9 o ¥

H—(dy> oy F90: TS ap g

On a ensuite :

ar d d d () d o di
N N T RN TN

(") Voir Goursat, Lecons sur Uintégration des équations aux dérivées
particlles du second ordre, t. 11, p. 78.
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en développant les calculs, on trouve facilement

& of F) P )z N
3 [er—”] = P13 +l)°"’d{+p"’ d.;{+ p"’P“dsgt P dt{

d o d of)  oH|_ (dH
+ral (G 5) + G ) e[ (5 ) + 5 )+ (%

Lalculons encore [Z;fa] ;ona
N, p) p)
(4 ldy{] nd{"l‘Posd{

of ay f . (d of\  dH|
+l"’83[dy 09]+ 2P e st +‘2/a1dsdt -+ (;z; -J;)-i- ds ‘

d J J 7 d o
+Po;3[d3 d{]-i- Pl”ds£l+ Pox‘”{-i—(-d—v 5{)-1-0—‘;'4-"3.

J; ne dépendant pas des dérivées d’ordre supérieur 4 trois. On voit
que U'expression précédente est linéaire par rapport aux dérivées :
P Posss Pryay Po,ys Je dis que, d’une facon générale, on a, sin> 2,

dr d J
[(1—1{] = Pr.u+1 ‘d—f -+ Po,u+a d;{ + Py Mu+ Pony Ny + Joy

J. ne dépendant pas des dérivées d’ordre supérieur a #; en effet, la
proposition est vraie pour n = 3; supposons qu'elle le soit pour la
valeur n — 1 de I'indice, c'est-a-dire qu’on ait

-1 P 9
l'{‘i‘?,‘_'!i.] Z Pra 'j‘{ -+ Po.n+1 d—{ + Pru-y M, + Po,u Npooy + Ju—-(?

on en déduit, par une dérivation,

" dn d ) )
l#] =P+ ‘d‘[ -+ Po.n+23; :){ Prn ‘l dy L'[J +M,_, g
d
+Po.n+l%|-d 0{] + N, I}"‘ A

Si n > 2, les coefficients de p, , ct de py 4. ne dépendent pas de ces
dérivées, ce qui démontre la proposition énoncée. On voit, cn outre,

qu'on a
_ d Jf
Mo =Ma+ [4, ds]

~ d. df
No=Na ‘+[dy dt]



INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 131

Ces formules permettent de calculer M, et \, par voie de récur-
rence. On déduit de la premiére, par le procédé classique

(5) M._w,+(n—3)[z 3{]

La valeur de M, se tire immédiatement de la relation ([.), apreés
quelques simplifications, on trouve sans difficulté

9 df
s M,=n [dy a5 ’—),7,

(6) / el. de méme,
o of
f\,‘___lt -(-l; dt_ +()’[

3. Cela posé, soit 3(:&,¥, 3, ey -+ s Po.n) = O une équation aux
dérivées partielles d'ordre n, formant avec la proposée r + f=o0 un
systéme en involution. Il est clair que si I'on remplace dans ¢ les déri-
vées p; en fonction de p,; et p,x au moyen de l'éguation (1), on
obticnt encore une équation d’ordre 2, en involution avec la proposée;
nous supposerons toujours, dans la suite, que cette opération a ete‘
effectuée et que ¢ est de la forme '

9L 73 Pos - s Pouns Pros - s Prin—t)e

Dans ces conditions, pourque le systéme considéré soit en inv olunon
il est nécessaire et suffisant que 9 vérifie I'un des deux systémes
d’équations ('):

de d
(A) BPom Oprasy
i 2 W (d¢ do_ (d'f
dx \dy 0py.u—1 \Ay"~ ‘) .
‘ ‘)q’ -—m d? =0
(B) 0Po,u 20pl.n~l -

? (%) o (%) = dp(:,?,_, (:—y—'}:) =o,

2

(*) Goursat, Legons sur Uintégration, etc., t. 1I, p. 83.
Journ. de Math. (6 série), tome VII. — Fasc. I, 1gr1. 18
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en-appelant ne, et.m, les deux racines de I'équation qui determn'ie les
caractéristiques

(7) Lom—

1l suffit, d’ailleurs, que le syst¢tme (A) ou-(B) soit vérifié en tenant
compte de la relation ¢ = o elle-méme. Supposons, par exemple, que
9 vérifie le systtme (A), nous dirons pour abréger que ¢ est du
systéme (A).

La premiére équation (A) montre que dpd # 0, sans quoi on
1,n—1

aurait aussi 0;39 = o, et I'équation ¢ = o serait d’ordre inférieur a n,
0,1

ce qui est absurde. On peut donc toujours résoudre ¢ = o par rapport
ap,, n=t et écrire

(8) =py, M+¢(x Y: 51 P0,1y < o o5 Po,ry PiLos "~9]V’|.n—1)=‘0; |

la premiére équation (A) devient alors -

—_—My== 0
Opon '

Si n > 3, on aura donc )
(9) '4' =My Pyt U(2, Yy 3 Poyty oo 01 Po,n—13 Pyos oo vy Prines)s

La premiére equatlon (A) est alors identiquement vémﬁee et il reste
I seule condition

o o do do e
w0 (8) - (8)- (50 =

qui doit étre vérifiée identiquement lorsqu’on y fait/ Pia-y = — 44
Or,ona

()=(2) =z +| )
()= () =[] [4]

du] _  ou "Qu [de-tf
dz ]~ d]’o.»—api’,,”_—1 P12 dy"-’J + (2;)’

[2])= 52+ g2pins +(%)
dy |~ Openit " Ipiaat ™t T \dy

et
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Ces deux derniéres égalités ne sont exactes que si u dépend effecti-
vement del'une au moins des dérivées d’ordre n — 1;s'il n’en est pas

ams1 2« et du ne dependent pas des dérivées d’ordre n; comme
dz| =" \dy
dans ce qm suit, nous ne nous servons jamais des-expressions (Z:)»

(%;) elles-mémes, mais simplement-de ce fait qu’elles ne dependent

pas des-dérivées d'ordre n, on voit que nous pouvons nous servir des

egalltes precedentes, sans rien changer aux raisonnements, méme

lorsque % er-2%_ sont nuls; d'ailleurs, il est facile de faire direc-
dpon—y  dpa-s

tement le calcul dans ce cas et de vérifier qu'en arrive aux mémes
résultats.

Dans ces conditions, la relation (10) se met sous la forme

di am,”
($1)) l’o.n{[%] +m:[‘;—):,"” -+ dl;o) - (Prn-1+ My po, n)

_ du Jf LY df dn—? .
dpl,n—z ds 9s Prn—t ot Po,n+ dyu—: e P1.n—1

du du dr-'f\ _
() +m () (5=
Supposons d’abord 2> 3. On a alors, d’aprés la remarque faite pre-

cédemment,
dn—1t f .
(W) = Mn—lpt,n—l -+ Nn—-lpo.n + J—ye

St dans la relation (11) on fait
Pra1=— Y = — (M, pon+ u),

on obtient une relation linéaire en Doy qui doit étré urie identité.
Ecrivons en particulier que le coefficient de p,, est nul; en tenant
compte des relations ~

my + m,:af = ‘df o

A mymy= L
os’ 17 = 9’

la condition ainsi obtenue se met§facilement sous la forme

oo [ wm[dm]

+(m,—m,)( -Ou

du - 'n
OPoin--1 'l’P: n—t

) i My =Ny =0,
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Dans ce qui suit, nous nous occuperons plus spécialement des équa-
tions & caractéristiques distinctes; d'ailleurs, M. Goursat a déterminé
toutes les équations du second ordre a caractéristiques confondues
auxquelles s’applique la méthode de M. Darboux ('), ce qui diminue
de beaucoup l'intérét de notre étude dans ce cas. Nous appellerons
caractéristiques (I) celles qui correspondent & la racine m,, et caracté-
ristiques (II) celles qui correspondent & nz,.

Supposons qu'on se déplace sur une caractéristique d’ordre n du
systéme (I[); dans ces conditions les quantités y, 3, po.,y -y Pous
Pr.er - -y Pan-s SoNt des fonctions de la seule variable x'; si I'on substi-
tue ces valeurs dans 3, on obtient une fonction de x dont la dérivée a
pour expression

dO . d/)l.n--l dpu.n d',J ) "?)
dv = “de Mg T (3;,) + m’(;i}, )

Or, 'unc des équations qui définissent les caractéristiques dovdre
du systéme (1I) est

n—1 £
dpy s+ mdpy .+ (%-:[) dz —o.

On aura donc, en tenant compte de cette relation (?),

do d".‘) dq) de-

a= () +m(z) = (5=
c’est-a-dire, précisément, le premier membre del'équation (10); si nous
remplacons ¢ par p, -, + m,p, + U(Ly Yy 3y Poyis vy Pomry Prigy + ooy

Pua-1), Dous aurons donc le premier membre de 'équation (11); dans
cette expression (11) remplacons, maintenant, p,,_, par % — y, il

vient .
dp __ du du .
dr — =9 ["Po.n-»l — Py,-1 - M"”’] +K,

K est précisément le résultat de la substitution de p,, , par —
dans le premier membre de ’équation (11), nous avons vu qu'il était

(') Goumsar, Lecons sur Uintégration, etc., t. I, p. 164,
(*) Voir, i ce sujet, Goursat, Lecons sur Lintézration, etc., . 1L p. g1.
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identiquement nul. Donc on a

o do [ du du
(13) dr ™~ ("Po.n—l - ‘)P:,n-.! Mn_l) ?

(Comme nous avons m, — m, = o, nous pouvons tirer

( dn_ m due >
OPo.n-1 "Opi-s
de I'équation (12), il vient

du du M= “ﬂlﬂ]

—m
dp».u—l ! I‘)Pl,n—: ny—n, dx -

m,l‘—;% | +myM, —Npy ;,

en remplacant M,_,, \,_, par leurs valeurs, on trouve, aprés quelques
réductions,
(1) ’Z_:?::}I(A”-i-u),

ol

\—_ |dm,
=)

N 1 “dmy Jaf af _[dm] _ dmy ]|
B—Illz—- 'n’{(m,’— ')31)[W]+3?~ﬂl15—p-—la— ne ?7 ‘-

A et B sont donc des quantités absolument indépendantes de ¢, et que
Pon calcule facilement en partant de 1’équation proposée r + f=o0;
il faut remarquer, d’ailleurs, que nous avons établi la relation (14) en
supposant # > 3. -

Sur toule caractéristique d’ordre n du systeme (11), qui ne vérifie
pas I’équation ¢.= o, c’esl-a-dire qui n’est pas caractéristique du sys-
téme en involution

¢n posant

r+f=o. ¢=o,
on aura donc
x dlogy .
(IO) -—(i_;———A”-*_B,

st 'on connail trois équations distinctes en involution ¢ =0, $ = o,
% = o d'ordre n, m, k vespectivement, on aura aussi

%:Am-}-& -(-i—l—og—a:.n\l.'-q-B;
i dr
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en éliminant les quantités A et B entre ces trois £quations, par un
déterminant, on obtlent 1mmed1atement

dlogo A)+ Iogi(‘_ )+

pe —=L(m (u —m)=o,

d’ou, en intégrant
(16) gm—kk—ngn—m— const.
Nous obtenons donc ainsi un invariant pour le systéme (II) de carac-

terlsthues.

En partlcuher, st 1’on connait, deux equatxons du méme ordre telles
que ¢, soient (p =oeth=o, on aura

L

‘dlogq
- ._An+B

d_:;;g.e —An+B,
d’ou
%P — const.

et l’on obtient ainsi un mvamant bien entendu, il faut pour cela que
les premlers membres des equanons en mvolunon sonent mis sous la
farme (8). - e

:Si 'on connait quatre équations en involution ¢ =0, = 0,9 = o,
t© ='o, d’ordres n, m, k, k respectivement, on pourra associer ¢, 9, T,
et I'on formera ainsi un deuxiéme invariant qui sera évidemment dis-
tinct du premier si 9 et { sont distincts. On pourra donc intégrer
U’équation proposée par la méthode de M. Darboux.
_ Parmi les quatre invariants qu on peut former en ‘associant les pre-
miers membres ¢, ¥, 0, =, tfois & trois, il n’y en a que deux distincts.
Ainsi, par exemple, les trois invariants

]‘ — ?m-kq,k—n gn;r:a
]’ — !V‘ ~h eh—m.-m ~L

‘..’,“ . I': Gh~n pn—k ?k —h

ne sont pas dlstmcts on vemﬁe 1mmed1alement qu il éxiste la rela-
tion SRR .
' Ih-k|£ nlm-l:
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- On associera donc ces premiers membres, de mamere i rendre le
resultat le plus simple possnble.

4. Considéronsmaintenant un in‘variant d’ordre quelconq.ue

(‘7) (=, y, 5;}";),11 ve vy Po,ns Prooy -+ sPl ,,_|)—h.

“Sinous donnons a h deux valeurs dlﬂ‘erentes, h et h,, nous obte-
nons deux équations,
T =hy, T =hy,

qui n’ont évidemment aucune intégrale commune ; donc ces équations
ne peuvent étre conséquences d’'une méme troisiéme @ = o, car elles
admettraient, dans ce cas, comme intégrales communes, toutes les
intégrales de cette derniére

Qupposons, maintenant, que I'ordre de Iinvariant soit superleur A

trois et soient %, et k, detx valeurs de A différentes. On peut ecm‘e
les équations

r=h,, n=h,
sous la forme

Pl.n-l + m:Po n +‘ “1(3' J’» 0:Po,h .o gPo -ty P10y o+ vPi.nﬂ) = 6» :
P: n—1+ m:Po.n'*‘ “:(3':.7, Y N TREEY) Po.u-qu.m eey pi,'n-l') =o.

D’aprés ce qui a été démontré au paragraphe précédent ces deux
équations étant distinctes, le quotnent de leurs prermers membres sera
un invariant d ‘ordre n- v -

. -.4'.’
P:.n-: —+ My Po,n—+ Uy

§ " =R,

Pru—y My Pop ¥+ Uy -

qui peut s'écrive encore, par une transformation bien connue, et'en
changeant la constante :

_ m .
(18) Pin—t =+ My Pop + Uy — k.
- lla——(l‘

On remarquera que cette forme est linéaire jar rapport aux demvees~
d’ordre n. : :

Nous allons voir que cet invariant n’est pas-distinct de celui dont-
nous sommes-partis 7= h. Considérons, en effet, une-caraetéristique
d’ordre n du systéme (II), appartenant i I'équation proposée; sur cette
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caractéristique y, 5 et les dérivées p, sont des fonctions de la seule
variable = ; si nous transportons ces valeurs dans © et dans le premier
membre de (18), ces fonctions sont indépendantes de x et se réduisent,
I'une i une valeur numeérique %, I'autre & une valeur numérique & ; il
existe, entre ces valeurs numériques A et k, une correspondance mani-
feste qui se traduit par une relation de la forme A = f(4); d’autre
part, on voit facilement, en tenant compte des équations qui expriment
que = est un invariant, que = est de la forme (') :

T(Proa- 17t DYy Poyi Ty ¥y 3y Posse ooy Pon 13 P10s + vy Prn-2)e
De I'équation (18), on tire
Prong+ My Pon= (s—wy) f(h)—u,,

en transportant celte valeur dans I'équation (17), et en tenant
compte de la forme de = par rapport aux deérivées d'ordre n, il
vient

(19) w[(ug— w)) f(h)— ;0,5 3, Paye o eaPon—1sPro0y « - Pron- 2] = h.

relation qui doit étre vérifiée identiquement sur toute caractéristique
d’ordre n du systéme (II). Si cetie relation contient cffectivement £,
elle peut s’écrire

(L, ¥y 5 Pojts <+ Pou-1eProoe + -y Pra—g) =h

et 'on voit que ¢ est un invariant d’ordre inférieur & n. Donc l'inva-
riant = s'exprime en fonction de I'invariant (18) et d’un invariant
d’ordre inférieur : c’est ce qu'on exprime en disant que les invariants
(19) et (18) ne sont pas distincts.

Si la relation (19) ne contient pas k, elle se réduit & une expres-
sion

02y ¥ 3y Po,ts + + 3y Poa—13 Pry0s + + o3 Prn—t) = O,

qui est identiquement nulle sur toute caractéristique d’ordre » du
systéme (II); si elle est identiquement nulle, = s’exprime en fonction
de I'invariant (18); sinon elle constitue encore un invariant d’ordre
inférieur a 2 et le raisonnement s’achéve comme précédemment.

(*) Voir Goursat, Lecons sur Uintégration, etc., t. II, p. 150.
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Nous avons donc démontré la proposition suivante :

Tout incariant n d’ordre supérieur a trois peut se mettre sous la
forme

(20) Pron—1 -+ Ny Po.n+ ll(«l»'., Y133 Pots o+ o0 Pon—1s 121,00 « < oy pl.n-—!) _— A
- 9
V(L. Yy 5 Pots + v o1 Poonm1: Pryos =0 o+ Plin—2)

linéaire par rapport aux dérivées d’ordre n.

Ce résultat permel de simplifier considérablement la recherche des
invariants de I'équation proposée. M. Goursat (') I'avait déja énoncé
au sujet des équations de la forme particuliére

s=f(x,¥,3,p.q).

Si I'on considére deux invariants d’ordre supérieur a trois, en met-
tant 'un d’eux sous la forme (20) on pourra appliquer, sans y rien
changer, le raisonnement que nous avons fait pour démontrer que les
invariants (17) et (18) n’étaient pas distincts. Cela prouve que deux
invariants du méme ordre ne sont jamais distincts: lorsque cet ordre
est supérieur & trois. Ce fait a été d’ailleurs démontré, au moyen d’une
méthode différente, par M. Goursat ().

». De toute facon, on voit qu'on peut substituer & la recherche des
invariants d’ordre supérieur a trois, celle des équations en involution
avec la proposée;or, le premier membre d’une équation eninvolution
pouvant toujours étre mis sous la forme (8), sa structure, par rapport
aux dérivées d’ordre supérieur, est beaucoup plus simple que celle
d’un invariant ; il s’ensuit que I’équation aux dérivées partielles 4 inté-
grer se ramene aussi & une forme plus simple.

Ce fait sera, d’ailleurs, mis en évidence d’'une maniére beaucoup
plus nette dans le Chapitre suivant, au sujet des équations de la
forme

s=fle,y,5pq9).

(") Annales de la Faculté de Toulouse, 2® série, t. 1, 1899, 1°* Mémoire.
(*) Gounsat, Legcons sur Uintégratior des équations aux dirivées particlles
du second ordre, t. 11, p. 132,

Journ. de Math. (6 série), tome VIL. — Fasc. II, 1g11. 19
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6. Nous avons constamment supposé, jusqu'ici, que I'ordre de I'in-
variant ou de I'équation en involution considérés était supérieur a
trois. Lorsque cet ordreest inférieur ou égal & trois, les raisonnements
déja faits ne s’appliquent plus et les résultats sont notablement mo-
difiés; mais, comme il est toujours possible, au moyen d'un nombre
fini d’opérations, de voir si une équation donnée 7 + f = o0 admet un
invariant d'ordre inférieur ou égal & trois, les modifications en
question n'ont théoriquement qu’unc importance tout 4 fait secon-
daire.

- Supposons, par exemple, qu'on connaisse une équation en involu-
tion avec la proposée du troisi¢tme ordre, clle sera de la forme

(21) 9 == Pyt My Poz+ u(X, ¥, 3, Prioy Prots Po,ts Pot)s

avec la condition

dy do i\
(22) (@) =(z)~ (7)==
qui doit étre vérifiée ldenuquemcntlorsqu ony f.ut Pra=—Mp,,—U.
Or, on aici

do\ _ dm, Ju _[dr1 ou ﬁﬁ)
dz) =P gz | T P, Pra dy | op, . T\&z)
(d_qa)__ dm, + du + Jdu _*_(i’i)
dy =P dy opo" Pos ()Px.l P12 d)’ H
en oulre, m, et m, étant fonctions des dérivées du second ordre,
ona '
dm,| _ dm, dmy, dj] dm,’
[7;] T 0pes T Opay [ZY. +( dz )
dm] _ omy L dm, N (@)
dy 1= 9pes P Upi bre Gy
Enfin, on a vu précédemment qu’on a

d d
[d§-| 0{ 0.3+ B{Pm-*-u;

d: . s J
(,,Jf) =Pos i dt{+ Po-’-[’nds';t'*‘l’: : ,,’.f+Epu+ Fpia-+G.

D
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en posant

: d Jf\ oH _(d o\ oH _(dd
b= (d,oe) o’ F"(dy(_)?>+'d_s’ G“’(dy)'

En transportant toutes ces expressions dans 1'équation (21), on
obtient au premier membre un polynome du second degré en p, ,,

P12 Si l'on fait alors p, , = — m,p,,; — u, on constate facilement
que le terme en p] | est identiquement nul, en vertu de I'identité

0 ) oy

d.é("""l’)' d~t(m.+ my) == FTTh

‘n égalant & zéro le coefficient de p, ,, on obtient I'équation
1] i'ﬁlm —_— (-)-’-73 -+ dm' —+ m (t—i'-)ﬂ) -+ m dn —_ du 0'/
\ ds ' ot dr : *0po:  Opy, Ot
dm, ef . —
H— (dv 'dln>+2"d 5 zm,uo—si—-E+Fm,_o,

qui est de la forme

Ju du .
(23) (mﬁ—m,)(m—-m,m)__ul+l\,
en posant
I =m’ﬂn_, _ om, + om,

Mg —— + ——
ds 2 0s ac’

K:E-Fm.—-(ﬂ’ﬂ)—

dm, Im,
dz ms (——) -+ — ".

dy Js

Cela posé¢, supposons encore qu'on se déplace sur une caractéris-
tique du troisieme ordre du systéme (Il); dans ces conditions %
devient une fonction de la seule variable « dont la dérivée est, comme

dans le cas général,
de _(do do af
dz — (35) o (dV) (dy )

remplacons dans le second membre p,, par p—m,p,, — u;on
obtiendra, dans ce cas, un polynome du second degré en ¢, le terme
indépendant de ¢ étant identiquement nul d'aprés un raisonnement
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déja fait. En faisant le calcul, on trouve facilement

do _ 0y 9P\ Oy,
dr ~ ? Pos Ja¢ ! ds + dpo'g '()pl,l
9 a - 9?
— 2Pg.3 ;ﬁ%} +2(mypy 3+ u)-gs—{_ ] - Qz_xf.
Pour obtenir une formule analogue a celle du cas général, il faudra-
Au m du )
P, ' dpy,
par sa valeur tivée de I'équation (23), puis u par (9 — p,.. — m, Py 3).
On constate alors, sans difficulté, que I'équation précédente se met
sous la forme

remplacer dans I'expression précédente la quantité (

do __ .
;1;_.9(3A+B)+ch .
A et B conservant la méme signification que précédemment, et cn
posant
C . 1 " dmg . @l_g
T ma—m \"t 05 ot

Cette formule différe de laformule (14) par la présence du terme (:5*.
On ‘peut en tirer encore des conséquences intéressantes au point

. . I ) .
de vue de la recherche des invariants. Posons — - = ; I'équation
-
précédente prend alors la forme

d)
— =A(3A+B)—-C.
7z = M3A+B)

Si I'on connait deux équations en involution du troisi¢me ordre
mises sous la forme (21), soient 9, = o0, 9, =0, en appelant &, et &,
les inverses des premiers membres, on aura, sur toute caractéris-
tique de I’équation proposée qui n’est pas située sur une surface inté-
grale de ¢, = o ou g, = o,

d(d, — s
. _.__.____( 'd.z: l’)::(l\,— he) (3A -+ B),

la quantité (A, — A,) jouera donc, dans la recherche desinvariants, le
méme réle que les premiers membres des équations en involution
d’ordre supérieur a trois, puisqu’elle satisfait &4 une équation de la
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forme (14); au point de vue de la recherche générale des invariants,
la connaissance de deux équations en involution du troisiéme ordre,
équivaut a celle d’une équation en involution d’ordre supéricur a
trois.

En particulier, si I'on connait trois équations en involution, mises
sous la forme (21), soient 3, =o0, 9, =0, ,=0, en appelant A, 4,, A,
les inverses des premiers membres, on voit immédiatement que

e M—b . . .
I'expression =—* est un invariant du troisitme ordre pour les carac-
11— ¥F3

téristiques du systéme (II). Cet invariant peut se mettre sous laforme
équivalente

91— P2 Ps _ he
- b
9—Ps P
orona
Pr=Pra+ MyPos+ Uy,  Pa== Py -+ MyPos+ Uy, P3== P12+ My Po s+ U5

on peut donc écrire I'invariant précédent sous la forme

D PratMipesttty h—ty

(34 ’
PryaMyPos—+ Uy Uy — Uy

Réciproquement, étant donné un invariant du troisiéme ordre
73(’1‘-.)’» 3, Po.h Po,:, Po,:: PI.O* pl,hpt;s) = h’

en considérant trois valeurs 4,, &,, &,, on en déduira trois équa-
tions en involution 9,, 3., 9;, qui permettront de mettre I'invariant
considéré sous la forme (24). Donc:

Toutinvariani dutroisiéme ordre peutse mettre sous la forme (24).
Cette forme n’est plus linéaire par rapport aux dérivées d'ordre
supérieur.

7. Dans le cas ou n<2, les résultats sont tout & fait différents. En
particulier, une équation en involution du second ordre étant mise
sous la forme (8)

@ =pia+ ‘l'(-l‘,}', 3, Po,1y Poss P1,o)s

{ satisfait toujours a 1'équation a%%: m,; mais, m, dépendant des
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dérivées du second ordre, on ne peut plus en conclure que % est
linéaire par rapport a p, ,. ,

Les raisonnements précédents doivent donc étre complétement
modifiés dans ce cas. Comme nous avons surtout en vue la recherche
générale des invariants des caractéristiques d’'une équation du second
ordre et qu'il est facile de voir si une équation donnée admet des
invariants d’ordre inférieur ou égal & deux, nous laisserons cette étude
de cote.

8. Il est bien clair que tout ee qui a été dil pour les invariants
relatifs au systéeme (11) de caractéristiques peut se répéter an sujet du
systtme (I); il suffit de permuter le role de m, et m, dans les raison-
nements et de remplacer les équations en involution du systéme (A)
par celles du systéme (B). On peut donc ¢noncer la proposition sui-
vante :

Si une équation r + f=o forme un systéme en involution avec
quatre équations distinctes du systéme (A) et quatre équations du
systéme (B), ces équations élant toules ordre supérieur @ trois,
chaque systéme de caractéristiques admet deur invariants distincts
el, par suite, I’équation considérée admet une intégrale générale
de la premiére classe.

On peut remarquer, d’ailleurs, que deux équations en involution
du troisiéme ordre jouent le réle d’une seule équation d’ordre supé-
rieur et il est facile de modifier dans ce sens I’énoncé précédent.

CHAPITRE II.
LES INVARIANTS DES CARACTERISTIQUES DES EQUATIONS
DE LA FORME S = f(z, ¥y, 3, p, q)-

1. On peut ramener, ainsi que nous I'avons remarqué, une équa-
tion de la forme s = f(x, ¥, 5, p, ¢) 4 la forme générale

r+f(x,y, 3 p,q,s t)=0;
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mais comme les raisonnements et les résultats sont partlcuhenement
simples dans ce cas, nous étudierons directement la forme des inva-
riants des caractéristiques de cette équation.

Remarquons tout d’abord que I’équation

(n s=f(x,v,5.pq)

permet d’exprimer toutes les dérivées S——=cen fonction dc celles de

Ji+

zdyk
ces dérivées ou Vun des indices ¢ ou & est nul ('), c’est-a-dire, d’une
‘ ds 0% . d: 0s

maniére plus précise, en fonction de z, y, 3, 5= 5= -+ g 7o

9,
0% 0¢s y
> "yt
Nous poserons, pour simplifier les notations,
d's J¥s
o - Po (—)7 =Gk

{n .. .
et nous désignerons par ( A ) la dérivée nime de f par rapport a «
ou 'on a exprimé toutes les dérivées particlles de s en fonction de wx,

¥y 3y Puy +++ Py 4, €0 patiant de la relation (1) ; on peut immédiate-
ment remarguer qu’on a

’ dn
(2) . . <d£{> dfl’1;+l+F ( ,)',5,‘11;})1,1’:, --an)'

Les caractéristiques de I'équation (1) sont définies par les équations
x = const. ou y = const. Nous appellerons systéme (1) de caracté-
manues, le systéme correspondant & z = const. et systéme (II), celui
qui correspond & y = const.

On connait donc toujours un invariant pour chacun des deux sys-
témes de caractéristiques, Pour qu’on puisse intégrer I'équation parla
méthode de M. Darboux, il faut et il suffit qu’il existe un deuxiéme
invariant pour I'un des systémes de caractéristiques; s'il existe un
deuxiéme invariant pour. chacun des deux systémes, la méthode de
M. Darboux réussira pour chacun de ces systémes et l’mtegrale géné-
rale de I'équation sera de la premiére- classe. :

(') Gounsat, Legons sur I’mte«n ation des équauons auw dél ivées partcelles
du second ordre, t. I, p. 104.

-
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Considérons un invariant du systéme (1); il est facile de voir que
cet invariant sera de la forme ¢(z,y, 3, p,y pay «ovy pa) 8l est
d’ordre n ('). Dans ces conditions, il est nécessaire et suffisant pour
que ¢ soit un invariant d’ordre n, que 1'équation aux dérivées par-
tielles

@  FraFerge(L)E (=0

soit vérifiée identiquement.
Nous voyons qu'il n’y a pas d'invariant d’ordre zéro, distinct de

I'invariant x connu, car si o est d’ordre zéro, I’équation précédente se
? 9
réduit a

g9y 02 _
. "—’; -+ q 5; = o0,
et par suile
ds 4)9
dy 95

On sait, d’autre part (*), que @ peut tonjours se metire sous la
forme

(‘,I) ? = A(J‘,), S Py - »-pn-—l)pn'*‘ B(‘l‘\ya S P wpn--l)'

Sinous portons cette expression dans I'équation(3), en tenant compte
de la relation (2), on peut égaler & zéro le coefficient de p, etle terme

indépendant de p,:

S YA OA oA cdf -t f 9
(3) -‘F-%-(h P dp. ( )dp,+ (dx""’)dp,,_, +A op

JB 0B df (d" 2f\ 9B
(6) :):T,' -+ 5= 0_ fdl) ( )dp! +...+ dr* o)d/'ll '+Al‘n -1 =0.

=0,

Ces conditions sont nécessaires et suffisantes pour que c=Ap,+B
soit un invariant d’ordre n, du systéme (1).

2. Nous allons, maintenant, établir la condition pour qu’une équa-
tion aux dérivées partielles forme avec (1) un systéme en involution.

(') Goursar, Legons sur Uintégration, etc., \. 11, p. 106.
(*) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2 série, L 1, 189g:
Mémoire de M. Goursat, p. 163.



INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 147

Tout d’abord, cette équation ne doit dépendre que de ¢, ¥, 5, p, ... Pm
oudewx,y, s, q, ... ¢u (*); nous dirons qu’elle correspond au sys-
téme (1) de caractéristiques dans le premier cas, au systéme(II) dans
le deuxiéme. Prenons une équation du systéme (I); si elle est
d’ordre m, on pourra la résoudre par rapport & p, et I’écrire sous la
forme

(7) pm"i“q‘(w:_y’:;’[’b-—-:pm—l)=°a

que nous appellerons forme réduite. Dans ces conditiens, on doit
avoir, en supposant m>i,

St wnthes o (8) g (534) s - (520) =0

en tenant compte de 1’équation (7) elle-méme. Comme cette derniére
équation ne contient qu'un seul terme en p,, on devra donc avoir

identiquement, en appelant F,,_, la fonction correspondante a F, dans
la formule (2),

8G9 p O (2 O o
d_)’+ ld_ +f °'+(dx"‘")dp,,._ +Fn—-i—-"b5[7|'

Cette condition se met sous une forme simple, en ajoutant aux deux

of

membres le terme P g
W % qu "IN O (SN Y
®) yroE+ o (dw"“’) s (dx"'—‘> = Pnt g,

Pour que l’équation (7) forme avec (1) un systéme en involution,
il faut et il suffit que la condition (8) soit vérifiée identiquement.

3. Cela posé, considérons les équations (5) et (6) qui déterminent
A et B, et posons B =0A; comme A = o, par hypothése, on constate
facilement, en tenant compte de la relation (5), que 1’équation (6)
prend la forme

06 20 ‘drrfN 99
+ 79z +fdp -+ dm"") OPn- +

(') Goumsat, Legons sur Uintégration, etc., t. 11, p. 106. _
Journ. de Math. (6 série), tome VII. — Fasec. II, 1911, 20
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of

‘ou encore, en“ajoutfmt p,,d—p— aux deux membres, '
. 1 1

Ji 06 .06 detf\ 06 fdrrfN o of
(@) ALY +f57)—1 +ot (dznwz) T + (d‘tn--l) =(pu+ /)51-,:'

Ce qui montre que ’équation p, + § = o forme avec la proposé¢e un
systéme en involution. D’autre part, M. Goursat a déja montré (')
(ue de la relation (5) on déduit, en appelant m 'ordre maximum des
dérivées entrant effectivement dansle terme A, et en supposant m > 1,
o A— X(r) ,

P+ V(T3 ¥,5, Pry ey Pei)

X, étant une fonction de la seule variable «, est donc lui-méme un in-
variant et I'on peut prendre X =1; en outre, p, + ¢ vérifie iden-
tiquement la condition (8), ce qui prouve (ue I’équation p,, + $ =0
forme également un systéme en involution avec I'équation (1). On a
donc le résultat sutvant :

Tout incariant du systéme (1), dont le terme A dépend des deri-
Put+0
Pu+Y
Pu+ Y = 0 €tant deux équations formant chacune avec Uéquation
() un systéme en incolution.

Réciproquement : Si Uon a deur équations mises sous jforme
réduite p, + 0 =o el pu+ Y = o formant_chacune acec U'équation
Pa+ 1

m 4 '~'{
riant:pour le systéme (1) de caractéristiques, en supposant toute-
Sfois m et n supérieurs a Uunite.

vées dordre supéricura 1 est de la forme 3 = yPu+0=o0et

(1) un systéme en incolution, l'ecxpression 3 = est un inva-

_:_ ] ct B= :\0,
: Y
Texpression Ap, + B prend la forme indiquée, et les équations (3)
.et (6) qui sont équivalentes a (8) et (g)sont évidemment vérifices
identiquement.

SiT'on avait m = n, on pourrait voir facilement que I'équation (3)

TIRT Y o
est encore vérifiée dans ce cas pour ¢ = £ =
P+ q’

En effet, si in < n, par exemple, en posant A =

m

, mais tous ces résultats

(!) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2 série, t. 1, p. 461.
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découlent de I'interprétation géométrique de I'équation (8) : lors-
qu’on se déplace sur une caractéristique x = const., toutes les quan-
tités 3, Pyy Py -+ oy Pry ¢4 sont des fonctions de la seule variable y;
P+ Y devient aussi unc fonction de y dont la dérivée a pour expres-
sion le premier membre de 1’équation (8); cette équation exprime
donc que, sur toute caractéristique de systeme (1), on a
(% log(pm+¥)= -3—{

Le second membre ne dépend que de I'équation proposée et non de };
si I'on connait deux équations en involution avec la proposée et irré-
ductibles, on aura donc sur toute caractéristique du systeme (1),

d p d Ty
E]‘(I’n +7)— HL(I'IN"*" 1‘) = 0.

. g . + 4 . .
c’est-d-dire que I'expression -’-’L——, est un invariant.
+ &

m
4. Supposons maintcnant que A ne dépende pas des dérivées
d’ordre supérieur & 1. En posant toujours B = A0, § sera toujours

déterminé par une équation de la forme (9); mais A sera déterminé
par ’équation

dA A VO
(IO) d}’+ ld- fdp —'1‘)_‘0’

Posons A = A_’ on aura identiquement

1
JA, 04, af

(ll) 7)‘7'1'" 1 d' -'—f()p ‘\I()p

Cette condition montre que la relation d;\, q ‘:ﬁ‘ +f '—())—';—‘- =o0

1

est une conséquence de A, = o: or, c’est la précisément la condition
nécessaire et suffisante pour que I'équation A, = o forme un syst¢me
en involution avec I'équation (1); mais, dans ce cas, A, n'est plus le
premier membre d'une équation quelconque du premier ordre en
“involution avec la proposée : il faut, en outre, que la condition (11)
“soit vérifiée identiquement.’

Enfin, si 'on peut trouver une fonction A, (x, y, 3) mdependante
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des dérivées et vérifiant identiquement la relation,

dA, oA, 9f
(l2) —d—y—-i-(],—d—:-.—-.‘\l-al—'-:,
tout invariant d'ordre n > 1 pourra se mettre sous la forme
”,) om— _—pll + 9
= Keg,
irréductible p, + 9 = o, formant avec la proposée un systéme en invo-

I’:x"*‘&.
A,

et réciproquement, dés qu’on connaitra une équation

lution, on en déduira un invariant 3 =

8. Dans les raisonnements précédents, nous avons écarté le cas ol
b

I'invariant serait du [premier ordre. Nous allons voir qu'il n’y a rien

de changé dans ce cas; en effet, ’équation (1) admeltra un invariant

de la forme s = A(.x, y, 3)p, + B(x, y, 5) si 'on a idenliquement

oA IB JA JB\ . _
(3}7/);+ 5)—) +q,<-{—,:;p,.-i-6?) +~fA=o.

(13)
L’équation (1) doit donc étre nécessairement de la forme
(1) s=f=a(x. v, 3)piqu+ Bl v, 3)p+y(x y, s) g+ 6(x v, 3).

De I'identité (13) on tire

JA JA Do
o T AR e
JB 714 . .
;F-i-'/;—d-? +1\(‘/t/| + d) -0,

o 1
Si P'on pose encore A =, en remarquanl que, dans ce cas,

Ay
4%)[; = ag, + B, on retrouve les conditions (12).

Sil'on pose B = Af), on peut mettre la denxiéme des relations pré-
cédentes sous la forme

- ] 95 _ e Of
(IO) 55’.+q‘$+f——.(})l+g)a;:.

Clest une ¢quation de la forme (g), o 'on aurait fait 2 = 1. D’autre
part dans le cas ou f est de la forme (14), la condition pour que
I'équation p + 0(x,y, 3)=o0 forme avec (1) un systéme en in-
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volution, peut se mettre sous la forme (15), ainsi qu'il est facile de le
vérifier,

Donc les résultats énoncés dans le paragraphe précédent s'étendent
sans aucun changement au cas ou 2 = 1.

6. En résumé, d’une maniére précise, pour trouver un invariant de
I’équation proposée, différent de z, on procédera de la maniére sui-
vante: »

On cherchera d’abord s'il existe une fonction A, (i, y, 3, p) véri-
fiant identiquement 1'une des équations (11) ou (12); s'il en est ainsi
il ne restera plus qua chercher une équation différente de A, = o ct
formant avec (1), un systéme en involution : en mettant cetle équation
sous la forme réduite p,+ 0 = o on aura un invariant

g=1Lot? + 0-
T A‘

¥'il n'existe pas de quantité A, vérifiant les conditions précédentes,
on cherchera deux équations d'ordre supérieur 4 1 et formant avec
la proposée des systémes en involution. En les mettant sous la forme
véduite p, + 6 = o et p,, +} = o, on aura un invariant

Pn+9

Srm———

5"
Pm ¢

,yo—

7. 1l est facile de trouver toutes les équations pour lesquelles il
existe une fonction A, (x,y, 5) vérifiant identiquement la condi-
tion (12). ’

Ln posant A, = ¢"-*-% on tire en effet de cette relation

af du +Qf_
op k1T oy

’
d’ot, en intégrant par rapport a p,
du du .
f—b":" rq+ "071) + (e, y. 3. 9)
Ltant donnée une équation s = f, correspondant  la forme précé-

dente du second membre, il suffira de conniitre une scule équation en
involution pour en déduire un invariant.
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Ce résultat s’applique aux équations linéaires,
s=a(z.y)p + b(z. v)g +c(r, y)s +d(z. ),

étudiées par Laplace; on peut dire, par conséquent : La condition
nécessaire et suffisante pour que Uéquation linéaire

s—=ap+bg+cs+d

s'intégre par laméthode de Laplace, est qu’il existe une autre équa-
tion aux dérivées partelles formant avec celle-ci un systéme en
involution. Cette remarque avait déja été faite dans ce cas particulier

par M. Goursat('); on voit qu’elle se rattache & une proposition beau-
coup plus générale.

En particulier, si I'on a %:o, on peut toujours prendre A, = 1.
Si fest de la forme f= u(x,p)c(x, y, s, ¢), 'équation (11) sera
identiquement vérifiée en prenant A = u (., p): il suffira donc encore

de connaitre une seule équation en involution avec la proposée,
d’ordre supérieur & I'unité, pour en déduire un invariant.

8. Nous allons maintenant formuler deux remarques dont 'appli-
cation simplifie considérablement les calculs dans la recherche des
invariants de I'équation (1). Nous aurons d’ailleurs souventl'occasion
d’appliquer ces remarques dans le Chapitre suivant.

Remargque I. — Soit m P'ordre de la fonction A, (x,y,3,pyyPay ---)

d’ordre le plus petit qui vérifie identiquement une relation de la
forme

oA, OA, _ LOA,  [df\oA, CAY N
(lb) L/ ¥ arpeed d3 fdl)l (dx) dl)’ +"'+((/.L'm-l)dpm d/'l

c est—a‘i-dlre de la fonction A, qu’on peut prendre comme dénominatcur

de I'invariant cherché; si I'on sait d’autre part qu'il existe une relation
de la forme

i N o Lo [df
7). o T o dp (dx> o
. (aﬁ_‘_f_) o 0f

Akt ~m +°(~’t‘ Y5 P o s Pr)=0,

(') Legons sur Uintégration, ete., t. 11, p. 182.
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1] . . o ep . .
oul'on a k< m, %p—ZEo, { ¢tant un nombre entier, positif, négatif
ou nul. ‘

Je dis que, si & + i~ o, on aura aussi gﬁ)’:: 0, Cest-a-dire que A

et 9 sont deux polynomes de méme degré 2 —1 par rapport a la va-
riable pi; si & +i=o0, A est un polynome de degré %, le premier
terme étant X(x)p% et pouvant d’ailleurs étre nul.

En effet, dérivons I'identité précédente /4 fois successivement par

h .
rapport & py; en posant g;),: = A" et en lenant compte de la relation(2),
k
il vient

' % ' [ ' [ ’
(18) i)\__*_ 1‘3)_ dn (df)dl +.. (d ‘f) dai

o
S om+\ar) o @) gpy T ON =03

si b+ = 0, on peut poser N’ = u~*+ et 'équation précédente prend
la forme suivanle en supprimant le facteur 4 + i :

du  du _du _(df\ du A\ f\ du _of
(19) ;E + ¢ 0= +f ()])l + (m)m R o <d.l,‘/"l)(_)-p—‘. = um-

C’est une équation de la forme (16): comme k est inférieur a m
notre hypothése entraine u = o, c’est-a-dire

1]
M= u =o.

opi

Si & + i = o I'équation (18) montre que A’ est un invariant d’ordre
-au plus égal & k; or, d’aprés I'hypothése, il ne peut exister d’invariant
différent de x et d’ordre inférieur & m + 1. Donc

"2

V= oL = =X{(x).

o _
dpk -

sauf si /= — 13 dans ce cas on aura

)-=xzpk+;‘l(xy Y3 Py ooy Pra)
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Remarque 1I. — Conservons les hypothéses sur lesquelles repose
la remarque précédente en supposant toutefois & > m ; supposons en
outre qu'il n’existe aucune autre fonction A, vérifiant identiquement
la relation (16) et dont !'ordre soit un nombre compris entre m et
k + 1, ce qui revient & supposer que toute équation irréductible, en
involution avec la proposée et d’ordre supérieur & 1, est d’ordre supé-
rieur a k.

En effectuant les mémes opérations on trouvera encore la rela-
tion (18): si & +i#o, on pourra encore poser A’ = u~ "+ et 'on re-
trouvera I'équation (19) qui a la forme (16). Cela n'est possible, dans
nos hypothéses, que si I'on a

u=X(x)A,,
X pouvant d’ailleurs étre nul. Par conséquent A’ sera la forme
M= x(x)A-’lh-n'\’

ce qui montre que A sera un polynome en p,, d'ordre 4, le premier

X() s
Pl

Si &+ i=o0, I'identité (18) montre que )\’ est un invariant d’ordre
au plus égal a k. Or, d’aprés nos hypothéses, 'invariant d’ordre le
plus petit sera formé en prenant A, comme dénominaleur, et comme
numérateur le premier membre de I'équation irréductible mise sous
forme réduite dont 'ordre doit étre supérieur & mz et le plus petit pos-
sible : nous avons supposé que cet ordre était supérieur a A.

Donc, on aura forcément A’'=X(x), X pouvant étre nulle identi-
quement; par suite A sera encore un polynome de degré /. en p,, le
premier terme étant Xp;.

Enfin, si 'on avait k = m, les calculs de la remarque (I) montrent
que la fonction u est identique 4 X(x)A,; en effet, si nous posons

terme étant

Aj=¢", u=e",

les équations (16) et (18) prennent la forme

Jdv ov do df ) dv an=\f\ ae ()f
oy 90zt op, dPa +( o, +<dx"‘“) W P’
ow aw gw df\ aw an-'f\ ow _ ar
e (@) (o) o
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En retranchant membre 4 membre les deux relations précédentes, et
en posant p=¢—w, on obtient

de ary de d"-\f\ dy __
ay 1 '0' +f )"P A +(dx”'“>0pm °

qui exprime précisément que ¢ est un invariant d'ordre au plus égal
a m; si cet invariant était différent de 2, on en déduirait qu’il existe
une fonction A, d’ordre inférieur & m, vérifiant une identité de la
forme (16), ce qui est contraire a I’hypothése; donc on a

O=¢—w= Log;A“-l = X(x),
d’ot
u= A X(x),

X n’étant pas la méme fonction que dans I'égalité précédente. Dans ce
cas, on aura donc
N — A _ X(z)
dp AIH‘(
Comme A, dépend de py, A n’est plus forcément un polynome
en pg.

- . . . . ’.
9. Nous allons maintenant étudier les expressions ( A ) qui for-

ment les coefficients de I'équation aux dérivées partielles (8) qui déter-

mine les équations en involution avec I'équation proposée.
On a d’abord

(20) (3 ) Pzd]{ d’t -+ ld{ f f "’P:d +H(‘T) yv ~y p” (ll)v

\

puis

dr f of d of oH  9H
(dx*) =P op, +”’[(dx dm)* oy J oz Tha *qu

qui est de la forme

(2ar) (%,'{) p’d{ +P:3": + pra(z, ¥, 5, py q1) + B2, ¥y 5, Py 1)

Journ. de Math. (6* série), tome VIl. — Fasc. I, 1gu1. 21
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avec
_af 2f L g of oM
= opi oz " P Gp0: T ap,oq, T
(22)
d_li QE +f__°
B“ g ds dqi’

écrivons encore

) ()= )+ am e ]+

Cette expression est linéaire par rapport a p, et p,; le coefficient de p,
ne dépend que des dérivées du premier ordre, tandis que celui de p,
dépend de p,.
Je dis qu’on a, d’une maniére générale,
dn
(24) (#):/)H,df + paMy 4 pa M -

+pan+ K,,(.l‘, Y S Q1 Pra Pae ooy Prag)s

les coefficients M étant indépendants de p,., Pu,-..ps, et l'ordre
maximum des dérivées contenues dans M2 étant n — A + 2.

En effet, supposons que cette propriété soit vraie jusqu'a I'ordre n
inclusivement; en partant de la relation (24), on aura

dreif df d of . AMZ\
(m) pn-o-: +Pn+| [(d d[)) +~ M ] Pn [(7_2—) - M" l] +

dMk+ 1 R ‘dM5\ oK,
+ Pi+a ~dz + M|+ ps r +b?;: ...

Cette expression est bien de la forme

‘ dn+! J
(2’ )' (d“.n-t-{) p'H-!"i + “nﬂl’n—n’*‘ Mznp"'*_

+I)‘*1MI;I= +I)I.~Mf;+1 + Kn-*—l(‘z‘yv Sy f1s Prs <o Pr—r)

etl’on a
ey (MR
Mit = (.—_d; )+ M.
Si % est supérieur a k, M**' ne contient pas de dérivée d’ordre / et

par suite M2*! ne contient pas la dérivée p,,,. D'autre part, I'ordre

maximum des dérivées contenues dans le coefficient M) d’aprés
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expression précédente est encore n —/ + 2 qui peut s’écrire (n -+ 1)
— (h+1) +2. Donc l'expression précédente est linéaire par rapport
aux dérivées Po.ay «- .y Pasy; Si le terme M}, dépend de p;_,, le coeffi-
cient M}, dépendra de p; et par suite il faudra faire entrer le terme
p«M.,, dansle terme K,,, afin de conserver la forme (24); mais ce

R+

fait découle aussi immédiatementdel’'application delarégle n — A +2;
en effet, puisque M} dépend de p;_,, on a par hypothése

n—k+22k—1,
donc
(n+1)— k+ 22k,

ce qui montre que le coefficient M , dans I'expression (24)' peut

dépendre de p, et que nous devons le faire entrer dans le terme K, _,.
Si au contraire, M} ne dépendait pas de p;_,, ona

n—k4+2<k—1,
(n+1)—hk+2<k,

et Uexpression (24)’ est encore linéaire par rapport a p;.
Donc la forme (24) est générale; il faudra s’arréter au terme p;,
k étant le plus petit nombre qui vérifie I'inégalité
n+2—k<k,
d’ou
n—+ 12
2 b4

k>

si n est pair, en posant n=2n' on aura k>n’+1, donc il faudra
prendre k =n'+2. Si n est impair, en posant » =2n'+1 on aura

k>n+ ;; donc il faudra prendre encore k= n’+ 2.

Les coefficients M se calculent facilement par voie de récurrence
d’aprés la formule

h+r
MAT = (%) + M-,
Nous allons chercher I’expression du premier M dont nous aurons
besoin dans la snite. On a

[ J— d df n—
M= (3 o) + M=
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on en tire facilement
d daf
n— -— — —— 3
M2 = (n — 3) (d dp') + M2

Or, d’aprés la formule (23), on a

Mi=(L L) +ap

dz dp| +2p,dp1+a.

Si I'on tient compte de la valeur de «, on trouve finalement

n_o (4 O\ 9o I of
(25) M,,~n(dx ap,>+o- >

Cette expression est valable pour n> 2.

10. Voici une premiére application des remarques précédentes.

Etant donnée une équation s= f(z, ¥, =, P 9), supposons qu'il
n’existe aucune fonction A, vérifiant identiquement I'équation (16)
lorsque m S 2 : il est toujours facile de voir §'il en est ainsi. Dans ce
eas, nous savons que le dénominateur d’un invariant quelconque, autre
que x, du systéme (1), sera le premier membre de I’¢quation irréduc-
tible p, + ¢ =0 d’ordre le plus petit possible, formant avec la pro-
posée, un systéme en involution; et 'on aura identiquement

%ﬂl'd' fdp. ( >dp,

dm-2 f\ dq; AN | of _
- (dxm—z /) d”m—‘l + (d.’l""") = (I)”‘+ t-J)_l' (0 >1).

Cette relation, en fait, ne contient pas p,,. Dérivons les deux membres

ar rapport a p en posant ks 4 1l vient
P PP Pm-yy €N POS: 0,,'"1‘-1”
aq, R oy’ o'
’I' ()" fd/' )z)ju
d’" .f ()¢ "o~
@ ) gp, M=o

a condition toutefois que m — 1> 1, C’est-a-dire m > 2, ce que nous
avons supposé.
Comme M.:"} est une fonction linéaire de p,, ne dépendant pas des

m-
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dérivées d’ordre supérieur & 2, et qu'il n'existe d’autre part aucune
équation d'ordre inférieur & m, formant avec la proposée un systéme
en involution, l'application de la remarque (I) montre que ' ne
dépend pas des dérivées d’ordre supérieur a 2 et qu'on a

Y= (2, ¥, 3 pr) pat+Ya(x, 3, 3, 1)

avec
(36) L a2t (if-)
d of LA
+<m_')<dx Jap, ) + 5: dap 9q9 —

De cette identité on peut tirer plusieurs conditions; en particulier
on a une relation simple en égalant & zéro le coefficient de p, *

- O, O O __f_ NS
(-‘/) d‘y‘ l d,.. +f : +Y| +(”l l)dpa 01

on peut donc énoncer le résultat suivant :

Une équation s =f(x,y,s,p,q) étant donnée, si Uon a constaté
que Uéquation (16) ne peut éire vérifiee pour m=o, m =1, m=-=,
ce qui est loujours possible aumoyen d’un nombre fini d’opérations,
pour que celle équation forme un systéme en involution avec une
autre équation du systéme (1), il est nécessaire que f vérifie la con-
dition (26) et en particulier la condition plussimple (27).

On a donc la une condition nécessaire dont la vérification n'exige
qu'un nombre fini d’opérations; on posera ¢, = (m — 1) a(x, y, 3, p,)
ct il faudra que le systéme

J= 9x Jda l)o' /)

— == o0, + G+ [ 5 f { =o0

dq, av 03 dp | dp, Jap;
soit compatible.

On aura encore une autre condition nécessaire en égalant & zéro, le
terme indépendant de p, dans l'identité (26)

N Y Js Jaf
o TN fdpx+q"[ "” f"’/]
o f 9/ *f oo
+ (m —1) [dp: e -+ P 0p 95 /dp, o + + op df]x




160 E. GAU.

mais on ne peut appliquer cetté condition que lorsqu’on a fait la véri-
fication de la précédente et qu'on en a tiré I'expression de la fonc-
tion ¢,.

. . 1y . ? .

Dans le cas particulier ot 'on aurait % = 0, c’est-a-dire
1

S=u(z, y, 5,0 P+ (2, ¥,5,¢1),

la premiére condition entrainerait « = o et il faudrait que le systéme

s _
dq, =9

("{I dq’! f dq’!

’+ql dz

+(m —1)} — d + Ju + (upy+ ¢0)— ou +Qﬁ +23+ 2‘-‘--—0
P o P o A PR
soit compatible.

En échangeant le rdle des variables z et y, on aurait de méme un
criterium nécessaire pour qu'il existe une équation en involution du

systéme (II).

11. Nous aurons besoin, dans le Chapitre suivant, d’une expression

plus détaillée de certains coefficients de (fo ) dans le cas ou £ a 'une
des deux formes suivantes :

Sf=a(z, y,3)p+ b(x, y,3)q,+ c(x, ¥, 3),
Sf=a(z, y,3)prqs-

Afin de n'avoir pas a revenir sur ces calculs, nous allons chercher
dans ces deux cas les expressions des coefficients M dont nous aurons
a nous servir.

Premier cas : f=ap + bq + c. — Dans ce cas on aura, d’aprés la
formule (25),

ME— (da) +df o f,

d. op 0q
. [éa  da\ oa_ db_  dc
(28) M,:n(a-l-p.‘-)?) d p|+ d.(]1+ ab.

On peut remarquer que dans ce cas M, ne dépend que des dérivées
du premier ordre et non de p, comme dans le cas général.
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Nous allons calculer le coefficient M};™' ; pour cela remarquons que
'on a

d, g d
(IJ;) =ap,+ T/ +/hd*{ +bf=ap,+H(z, 5, 5 pp 1)

da JH JH JH
(dx*\““’”‘”’[( )*d_p.]*o TPoE qu

Or
da JoH da da 0db dc
(:z;) top Tla Ing G nt e

Nous voyons que ( 2t ) est linéaire par rapport a p, et le coeffi-

cient de p, s'obtient en faisant n =2 dans la formule (28). Donc,
on pourra écrire

drf oH ogH _oH
(a—;;) =ap;+ M} p,+ (-(TZ’- +p|?; +f~—q~'):

ce qui n’arrive pas dans le cas général. Nous poserons

dJH dH oH
m(z, y, 2, ps ‘Il)— = +thy7 fa'q‘;,

en effectuant les calculs on trouve
dl
= d_;:l’f +g(x, ¥, 25, q) pt+h(x, ¥, 3 q1) pr+ k(x, y, 5. q4).

En posant
_ 2t 2—-——0!(1 —Lzag—l: -+-bi‘?--+-.~(-,2
i R L r PR 05 = 093t

oa b d%c db . da
h= gm0 e T ame: 2% T bor

ab dc
+ 2 -d—g(bq.—i- c)+ b (—d—zq,-&- 'd—:) + ab?,

on aura ensuite

af\ _ dM} om Jm om am
(;,;-.-) =ap,+ M3 ps+ p, [(—d;t—) + 3,;:] += Py +f,,q

qui est de la forme

o:
(5—;{) =ap, -+ b’ P3+3Pt +p!”'(x9 .7» Sy Prs ‘I:)"' l(.L‘, ¥, Sy Py 'h)
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en posant
_0m d ( da adb dc da
"=t o—w(’o—z'*'s;q'+'5‘+“"+3""r>

' dJ < da b

. dc b3 da db
+p,$ 92 Tzt g tab+ipgs +'/F£’

Ve

dm om
l’— d Pi 0z qul

enfin on aura

af
(3;) = aps+ M{ py+ Mi o+ Ki(2, 3, 3, pis P2)s

3
)}:(‘%;—’) +6p,%:-+n.

avec

D’une maniére généralc, on a
B fdM 21 n—
L (—d; ') + Mt
On tire de cette relation de récurrence, par un procédé hien connu,
(29) M '= [ — (Mo + Maoi+.. +M§)] +6p,d— 4+ n(x, Y, 5 P ),

(30) M2l MA-2 4. +M=_|i(";') 3](%)

+(n—13) [-d—ap,-i- gbq,+z +ab

d aples la formule (28). On voit que M;,™' est un polynome du pre-
mier degré en p, et I’on aura

n(n+1) da
2

(31) MZ—'= P+VZ ‘(x$ 1"'7P|,q‘l)a

en effectuant les calculs, on obtient

d'a ,n(n+|)

@) NI'=53 -

o* i) d*c  Jd(ab
+p.[n’a-t%+n(d Yiea 9o + (da- ) dz)]+L(x, Y:3:q1)y

L étant une certaine fonction indépendante de p,.
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Deuziéme cas : f=a(=,y, 3)p.qr« — On a tout d’abord, dans

ce cas, ‘
q da
( f) =N [ap,-l- o 1’1+(d +a’)p,],
d’f 2 3 2
m)"—’%[“[’ﬁ' Pipa+1pt+Ipt+Kp]
en posant

q,p;_-:M;:q.[ 232 +3p.(" +a’)]

I__—g-(giz +a’) + a(%‘;‘--k a’),

dta da d*
I=ag5; tiagy K=&

On voit que, dans ce cas comme dans le précédent, (d'f ) est linéaire

par rapport & p,, ce qui n’arrive pas dans le cas ou f est quelconque.
Ecrivons encore

» s .
dx{) ’ll[apb+P;P3+3p:( +a’>+R(.r Y3, p1) P2+ Rz, y, ‘)PI)J

ou l'on a
avi=M =, [352 +4p (s )]
da Jdta
R= 6[p,+p,[aJ—ad m]+3x.
Enfin

d'f . .
(;Z;;‘) =qlaps+ P{p+Pipy+...],

les termes non écrits ne contenant pas les dérivées d’ordre supérieur a
deux. On a ici

P! =M}, P:-:.(dx)+6p,(d +a’)+R+ap.P’
D’une maniére générale, on aura

dn
(E{) = ql[apnf-l + paPh+ paa PR+ 0],

Journ. de Math. (6* série), tome VII. — Fasc. 11, 1gr1. 22
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les termes non écrits ne contenant pas de dérivée d’ordre supérieur
& n— 2, a condition qu’on ait n>3.
D’aprés la formule (25) du cas général

d
P2 =Mi=n (..%’f.‘l) ozp.q,+ap,q,,

d’ou
da Oa
P:::na; +(n+1)py (b_z +a’);

en outre, on obtient facilement la relation récurrente

dPx" ) + P23+ ap, P224;

P;:"' = (
on en déduit

pr-1—(@(Pazi+Piii+. .+ PY)
T dx

>+ap,(P;',:}+...+ P§)+6p,(% - a’)+ R.

Or

Pri+Prt+...+ P::[ﬁn—g::-ﬂ-?) 914.,;,[2(_'1.:*'_’.2_6]('3“_,_“:);

1 ox 2 ds

en effectuant le calcul, on trouve

n—1_ n(n+1)
P == p(d +a)

+n(n2+ 1) 1p!

(n+1)(3n—12) da n(n—iu),.
+p |"’o.zo.‘*‘ 2 dz] K

I et K ayant toujours la méme signification.

CHAPITRE III.
ETUDE DE L'EQUATION s = a(&, Y, 35)p+ b(x,y, 3)q+c(x, y, 3).

1. Je me propose, dans ce Chapitre, d’appliquer les résultats pré-
cédents a I’équation

(1) s=a(z,»,3)p+ bz, y,5)g+c(z,y,5)
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et, en particulier, de déterminer toutes les équations de cette forme
qui admettent une intégrale générale de la premiére classe, au sens
qui a été donné a ce terme.

Je supposerai toutefois qu’on a % #+ o, -3—2 # 03 si l'on avait par
exemple :—;—'; = o, un changement de variable dela forme 5’ = w(x,y)s

permettrait de ramener I'équation proposée a la forme
s=b(z,y,3)g+c(a,y,3);

dans ce cas les calculs sont plus compliqués et le nombre des cas
4 examiner est plus grand & cause de la dissymétrie de I'équation : je
me bornerai & énoncer quelques résultats dans un dernier paragraphe ;
lorsque a et & sont nuls, I'équation (1) a la forme s = f (=, y, 3) et les
méthodes de calcul qui vont étre développées permettent de retrouver
trés facilement les résultats de M. Clairin au sujet de cette équation,
et de Sophus Lie au sujet de ’équation s = f(3).

Nous nous bornerons donc au cas ou a et b dépendent effectivement
de la variable z, et nous exprimerons que chacun des deux systémes
de caractéristiques admet un deuxiéme invariant, autre que x ou y.

Soit 9 I'invariant d’ordre minimum, autre que x, du systéme (1);
il sera de la forme

0= Pu+9(‘r’y»3»[’u1’n . --g['n—l)
' Al(x’.rszaph ~~-1pm)

(m < n).

D’aprés les résultats du Chapitre précédent, nous aurons A, en
cherchant d'abord ¢'il existe une fonction A (z,y, 3, p,) qui vérifie
identiquement la relation

dA| dA| . dAl_ .
(1) dy + g 9z T(“Pl"“bql“"'c)m—-Alas

s'il n’en existe pas, nous savons que A, sera de la forme
AM=pn+ (2, ), 5, P10 - . s Pmy)

Pn + ¥} étant le premier membre de I'équation irréductible d’ordre le
plus petit qui forme avec la proposée un systéme en involution, et 'on
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aura identiquement

d d
W enthesto(f)he

+ (dm—:f) N + tl”l-—lf) =(Pm+¢)%.

dzm=1 ) op,,_, dz™!

On voit d’ailleurs que 1'équation (I) n’a pas de solution si l'on fait
oA, _ e oA, A, .
P = 0, car on en déduirait dans ce cas — gz =%y = aA,, ce qui

est impossible si % = 0. Donc les invariants de 1'équation (1) auront

un dénominateur d’ordre au moins égal a I'unité.

Enconsidérantde mémel'invariantd’ordre minimum dusystéme(11)
on verrait que son dénominateur satisfait & 'une des relations (I
et (IIY qu'on déduit de (I) et (II) en intervertissant le réle des
variables et y. On aura donc simultanément l'une des condi-
‘tions (I)(II) et 'une des conditions (I) (II); il y aura par suite
quatre cas a distinguer correspondant aux quatre couples de rela-
tions :

an dny’, (@O Ay, @’ ('

il est clair d'ailleurs que les deux cas (1)(II) et (11)(1) conduiront

a des résultats symétriques par rapport a x et y. lln’y a donc en réalité
que trois cas distincts.

Nous allons examiner séparément ces trois cas.

Q. Premier cas : Conditions (I1) et (11). — Considérons la rela-
tion (II),

() Faaftesgte

d’""’f dq, dm-lf . df
(&%) Fs (da""—') =g (m>0).

Par hypothése, il n’existe aucune fonction A, d’ordre inférieur a m,
et vérifiant une relation de la forme

dA, JdA, _0A, df\oA, _, I

(3) rra q.—(,—:-+./aF+...+ e ‘)dpx '3
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sans quoi on pourrait prendre A, comme dénominateur de l'invariant
au lieu de p,, + 9.
Dérivons I'identité (2) par rapport & P, €N supposant m > 2 et

o

n posant = ¢/, il vient
¢ p dpm-l ¢,

dq"ﬁ-'l: -@— (dx)ﬂ'*' +(dm—'j) Y +ﬁm"~o

dp. ap: dz™ ) 9ppm_, m

Nous avons vu que M}."}, dans le cas ou f est linéaire par rapport
a p et g, ne dépend pas des dérivées d’ordre supérieur a 1; la
remarque (I) du Chapitre précédent, montre que {' ne peut pas
dépendre des dérivées d’ordre supérieur a 1, et 'on a
d¢’ I 04,!
oy +q‘ o5 a !

m—l_
-1 =0,

ou encore, en remplacant M~/ par sa valeur,

m-—\

b W% o_u,_ _ L da da b 0 oy
“4) o +qi5- +f +(m l)d +mp, 5= + 529 +ab 0.
Supposons maintenant m = 2, cas que nous avons écarté : l’équa-
tion (2) s’écrit
_ﬂ: A (df) _ of
+q1 fdp. dz) =P+ ¥ 5
ou encore

04* N (¥
+'11 o? (’Pl +(

L+r k) =3t
Posons gl% = {’ et dérivons par rapport a p, I'identité précédente;
on obtient
dn}" +q. d* +f gil + - 0 +2 p,:;? +zbq.+ z~+ab:o
Cette équation n’est aiitre que l'équation (4) ou l'on aurait

fait m = 2. Dans tous les cas, on a donc la relation (4). Appliquons
a cette relation la remarque (I):icii=oet h=2, donch +i£o
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et Pon en déduit que §’ est de la forme . -

V=Az,y,3)p+ (2, y, 3),

d’ou I"identité
A o N9 '
e ol £] e mecs

da . db de

+(m-|)0—+mp,d +Rht5; + ab=o,
et 'on en déduit
(5) %=o, %+a1+m‘;“ o,
(6) | 3’:+bl+g—?_o
(7) 3—';-+cl+(m—|)3a dc+ab_o

Remarquons maintenant que -33_ étant différent de zéro, A ne peut

pas &tre nul et I’on tire de I’équation (3), en intégrant

. dlogw
= (r,y)s__ 2
a=a(xr,y)e =y Jy (z7#0),

avec

A=—mo(x,y).

On aurait de méme, en raisonnant sur I'équation (II)’ comme nous
I'avons fait sur 'équation (II),

b= p(a;, y) eRiEny)z

1
Lo (B

Ecrivons maintenant la condition d’intégrabilité entre les équa-
tions (6) et (7) en y remplagant A par — mw; il vient

d*c o0ta da db ab
(8) d.+(m l)d 53 bd +a d..+mm7)_7
T T ds  dzay ay-

Nous tirerons de méme de I'équation (IIY la condition symeé-
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trique A

(9) dc-f-(m )j:-b—+a£)—b--i-bdé‘£+m(..)-‘1‘i

9 T R Py P PRI PR
dc dota Jdw,

=My @y e A e — Iy @ —
15 + 9z oz oz’

en appelant m, P'ordre de I’expression ¢, + ¢, qui satisfait a la
relation (II)'.
Retranchons les égalités (8) et ( 9) membre 4 membre, il vient

(10) mb-d-"i—m a-‘-)&-kn d’
dy ! drxr ded )
+mm-£-—m _2’_b__m ® nggﬁ(mw—m wy).
d)" ldzd‘r 1 ldx dz 1 }l .

3. Supposons d’abord mw — m,w, £ 0; si 'on remplace a et b par
les expressions trouvées, on voit qu'on peut tirer de la une relation
de la forme

(ll) dc (C0+C)+(C10+C,)em“+(C,~ +C )e“’n“

les fonctions C étant indépendantes de z. Portons cette expression
dans I’équation (8) par exemple : nous devons obtenir une identité
en 5. En particulier si o + ©, £ o, le terme en ¢“*+*) doit avoir un
coefficient nul; or ce coefficient est trés facile a caleuler; il a-pour
expression aﬁ(w +®,); comme nous avons supposé o« +£ o, il faut

donc nécessairement
® + ;= O0.

Dans ces conditions, si 'on pose 3z’ = wz, Iéquation du second
’ L
ordre proposée conserve la méme forme et I'on a

w=I, W, =—1.
Par saite

a=a(x,y)e, b=f(z,y)es,

et la relation (10) s’écrit R

gc__i“_e: 0ﬁ —3 . :.,‘."";» . .L)
s L .
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d’oll, en intégrant,

L’équation proposée peut donc s’éerire

s-—ae’p+ﬁc"‘~q+ Ja e~—%?e—8+l((.r,y)

ou encore

d .
1= gm o) =g (Be) +K(z).

Une transformation de la forme z' = 5+ (2, y) permet de faire dispa-

raitre le terme K en posant % = — K. On aura ainsi, en changeant
la signification de « et f, )

' J
s= -o%t-(aez) ——H(pe-‘).

Clest la précisément le type des équationstrouvées par M. Moutard.
On sait que ces équations se raménent & une équation linéaire par une
transformation simple. Nous reviendrons d’ailleurs sur ce résultat.

4. Nous avons raisonné au sujet de I'équation (10)dans I’hypothcse
ol mw — m,w, # o; supposons maintenant qu'il n'en soit plus ainsi
et qu’on ait

W Wy
";;' ~m e(xoy)'

Nous pouvons poser, sans changer la forme de I’équation pro-

posée : 3'= 30, ce qui revient & prendre

w=m,, wy=m
et par suite

a=aza(r,y)ems, b=3(x,y)em.
Dans ce cas, les conditions (8) et (9 ) sontidentiques et se raménent

a la suivante :

g de Jdb
5:—f—mm,d +(m+m,)ab+m,(m—:) +m(m‘—1)d =o;
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en remplacant a et b par leurs valeurs, on intégre facilement cette
équation différentielle, ¢ étant la fonction inconnue; et 'on obtient

1 da 1 98 xB s
12 —_——— —g™,s — B ems_ elm+m)s
(12) ¢ m, oz’ +tm dye mm,— (m + my)

+ H(z, y) e+ K(x, y),

"K et H étant deux fonctions arbitraires de « et y.

On a dd supposer, il est vrai, mm,— (m + m,) 5~ o; on voit sans
peine que I'égalité
m -+ my,= mm,

n’est possible en nombres entiers différents de zéro que pour
m=m;—a2a.

Nous étudierons & part ce cas en dernier lieu et nous supposerons pour
I'instant
m> 2, my>a.

Cela étant, les équations(5), (6), (7) sont compatibles et la condi-

tion nécessaire (4) est insuffisante pour résoudre complétement le
probléme. On en tire simplement

A =— mm,, p=">b(m;—1) +v(z,¥y),

v ¢tant une fonction qui doit vérifier I'équation (7).
Nous obtiendrons des conditions nouvelles en repartant de I'équa-
tion (2), sachant qu’on a

!
(13) x.]/:d—Po:‘f::—-mm,p,—i—l)(m,-—l)-i—v(x,y).

Dans cette équation (2) les termes en p,, et p,,, disparaissent ; nous

allons considérer les termes en p,,_, ; mais comme la maniére dontp,,_,

entre dans ’expression (j ;_{) dépend essentiellement de la valeur
&

de m, il faudra faire des hypothéses sur cette valeur.

8. Supposons d’abord m > 4, c’est-d-dire m — 1>>3. Dans ces

" dm=1 . o 4 .
conditions, nous savons que ( T _/: \) est une expression linéaire par
x

’

Journ, de Math. (6 série), tome VII. — Fasc. T1, 1g11 23
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rapport a P, Pm—rs Pm—z- On aura en outre
“!’ = '-P'Pm—t’*' \h(% Y%, P1y .- ’l)m-z)

et 'équation (2) peut s'écrire, en supprimant les termes en p,
el Py '

o¢. Mg %yt (L),

dx /) op
+(z'"_-°_f) o

n m- — df
dxrm-3 dpm 2 -+ q‘ [Mn:—:Pm . St ] + Mn;-gl’m_a'*"' .. — E\pl

les termes non écrits ne renfermant que des dérivées d'ordre infé-
rieur a m — 2.

Posons , = ddq" et dérivons par rapport a p,,—, la relation préce-
Iﬂ—x
dente; il vient

d“!‘: d"l‘l ’)‘!’1 (df) 04‘1
(14) -+ 91 dp; dx l)p,
d”’ -3 ! m-- m-—
+ (——dxf)%f MR M = o

Le terme ¢'M/,=> + M),"} ne dépend pas des dérivées d'ordre supé-
rieur & deux; la remarque (I) nous permet d’en conclure que ' ne
dépend pas non plus de ces dérivées; en outre, le dernier terme étant
un polynome du premier degré en p,, il en serade mémede },, d’aprés
la remarque en question. On peut donc écrire

Y=, y. 5 PP+ s (2., 5, p1)e

Nous avons vu d’autre part qu'on a .

M;{;_:::(m—z)(d +/) da )+p,g‘—j+q,g—l_)+%+ab,

m(m—1) da

M3t =p, %9 v Nut,
avec
. m-y__ 0 —1)
(13) Npp=22 ol
2
J.P,[(m—.)tida_ +(m —:)"("b)

b dc . b
+ (”‘—')(Ez'fq"*'ﬁ -+ aa;)]‘*‘ L(z, ¥, 3, q1)-
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Portons ces expressions dans la relation (14) : nous devons obtenir
unc identité; en particulier le coefficient de p, doit étre nul, ee qui

donne
m(m—1) da _

‘)‘Pz 0¢s "‘Pz
e q”-dz a 95

’dz

la remarque (I) montre encore que 5% q” = 0, et par suite le seul terme

en ¢, dans I’équation précédente don disparaitre; on a donc

0‘)—“‘:’ =o, ()\p’ +qlg

m(m-—l) da

=0
2 95

ou encore
m(m-—1
% + ad, e 4 —LT-—Zm,ae"'éz o.
Comme a n’est pas nul, il est nécessaire et suffisant, pour que ces rela-
tions soient vérifiées, qu'on ait

mmy(m — 1)

Yr=— P

Ecrivons maintenant que le terme indépendant de p,, dans I'équa-
tion (14), est nul;en tenant compte de la valeur trouvée pour ,,
il vient

(16) 9& ‘Z)‘l’j f‘)‘p’

— 0
= im0 ”( Leni s i) —ymng— v

Le second membre est un polynome du second degré en p,; d’aprés
la remarque (I) on doit avoir

by=u(x, v, 5)pi+vo(x,y.5)p+w(x,¥,3)

et, en transportant cette expression dans la relation (16), on aura dans
les deux membres des polynomes du second degré en p, qui doivent
étre identiques.

On en tire d’abord

du Jdu __ mmy(m—1) da _nde  m(m—1) _(_)’_a
)J’ +(]sd—- +2au= ———— + mm,(m |)—- — 5
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Si I'on remplace @ par sa valeur, on constate facilement que cette
égalité revient &

gg__ili_o u__mm}(m—:)_
dy ~dz - 3

Ecrivons maintenant I'identité des termes en p, dans 1’équation (16) :

oy

(17) 3

q1$ + au(bg,+c) + av

mmy(m — 1) db  ac
-——;——[d + Qg +d_+ b]

--(m—-l) [l)(m,—— 1) +v]

ab  dc
+ mm, (m-—z)d +9i5s a9z — +ab

d'a 0*b d'c d(ab)
— —_—1)?—— — —_— —_— —_1.
(m—1) dz ds (m— l)[d ThtgE Tt et ad:]

Cette relation contenant g, se décompose en deux. On a d’abord

0y mm,(m—1) 0b ab 9*h
I+“b"__l(_2—2d.+mm‘__(m—')_—.

On peut intégrer facilement cette équation, en tenant compte de la
valeur de b; on trouve ainsi

v = kb + ¢y(z. 7).
en posant

mmy(m +1)
2

—m(m—1)y—mi(m—ru).

k=
Ecrivons maintenant les lermes indépendants de ¢, dans I'équa-
tion (17), en tenant compte de la valeur trouvée pour ¢; il vient

k-‘zﬁ d'—l—-zuc+a(£b+c’)
dy = dy
mmy(m —1)[da dc 9
=__£(_2___'.)[6; F—+ab (I)I—I)-d—‘:[’)(l)l,l—l)-l-‘l]

~+ mm, [(m )—- + z +ab].

dc  d(ab) b
<""'>[a?+—as—+“a—=;

_(m_,)z_g_’_“.. _

o0rds
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Clest la une égalité de la forme
A(.l‘, y) ems 4 B(.Z‘,}') ems C(.I', y) e(”l+m,)3+D(x‘y) emms E(x,y) —o,

d’aprés les valeurs trouvées pour a, b, c. Comme m et m, sont diffe-
rents de zéro et qu'on a supposé

n+ m'— mm' Z o,
cette égalité ne peut avoir lieu identiquement que sil'on a
C=D=E=—o.
Ecrivons en particulier que le coefficient C est nul; il vient
i 2u
x3 l‘ - mm;—(m + m')]

=aB mm,(r:-'r-l) [l * mm.n—l-(kmm—:- m.)] = s En=nep

(m +m,)*
mm,— (m -+ m,)

—m—n|

+(m+m.)+m]a(3.

Comme af = o, on doit donc avoir I'égalité

k[mmy—(m +m)]+au
:-nlm;(;n——*_-l—)mm,— m(m—1)(m—1)[mm,— (m + m,)]
—(m—1)[mm,(m <+ m;) + m*m;— m(m + m,)].

En remplacant & et u par leur valeur, cette expression se simplifie
considérablement : on constate sans peine qu'elle sc met sous la
forme

(18) my(m +m)(m-+1)(m—2)=o.

Comme nous avons supposé m et m, supérieurs & deux, cette égalité
est impossible.

Doncil n’existe pas dans ce cas d’équation irréductible d’ordre supé-
ricur & 4, en involution avec la proposée.

6. Supposons maintenunt m = 4. Dans ce cas I'équation (2)
s’écrit

-
-~
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et I’on a encore

= 3p, =—mm,p,+ b(m,—1) + v(x,y).
d’ou
q’ = ‘P’Pi'*' q’l (x, ¥, :rl’an)-

Nous avons vu, en outre, qu’on a
d® da
(dg) =ap,+ M} p;+ 3p§-a-£ + npg+ L.

L’équation (19) peut donc s'écrire

i "‘1" LAY
+9 ’d' S op T\ op,
E N , da Jdf
+¢[M=P=+-~]+3p,—:+~p:+l:—%
Js ()p]

les termes non écrits étant indépendants de p,.

Posons dt' =1, et dérivons la relation précédente par rapportip,;
il vient

! ’ d
(20) %““" S f%f (dﬁ)@'+¢'M’+6paﬁ-+n(w,y,~sm ) =o0.

Or nous pouvons remarquer que, si, dans I'expression de M ', on
fait n = 3, on obtient précisément la quantité

6 da , . .
stz- +n(z, ¥ 5 P q1);s

cela se voit immédiatement en considérant dans le Chapitre précédent
P’expression (29) qui est équivalente & (32) et en remarquant que si
I'on fait n = 3 dans 'expression de (M~} + M)~} +...+ M) donn¢e
par la formule (30), on obtient zéro. Donc dans la formule (29), le

P |
second membre se réduit bien a 6 P2y + 1

La relation (20) a donc la méme forme que celle dont nous sommes
partis dans le cas précédem (14); si dans cette équation (14) on rem-
place M:,~; et M},~3 par leurs valeurs et qu’on fasse ensuite m — 1 = 3,
c'est-d-dire m = §, on obtient I'équation (20). Comme nous avons
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constaté que la condition (14) ne pouvait étre vérifiée que si 'on a
my(m,+m)(m-+1)(m—2a)=o
dans le cas actuel ol m = 4, nous trouverons encore une impossi-
bilite.
7. Supposons m = 3. L’équation (2) s’écrit

(21) %},4— —4-’ dp, (ﬂ>ﬂ+(d’f) of(pa+\¥),

dx ) 0p, dz*
on a encore
Y= =—mm p+ b(m—1)+v(z,y);
d’ou
Y=9Pprt+du(xy. 3 p)

et 'équation (21) se réduit a la suivante, en tenant compte des valeurs

trouveées pour ( j) et f)

dx?
] "4" 9
0}' +q| fdpn
a
+¢’[3‘ to{‘*‘/ ] o-tpl oP§+hP|+k_—fl‘1'!

&
Posons 3[) = 4, et dérivons l'identité précédente par rapport a p,
]

en tenant compte de la valeur de ¢’; il vient

‘q;z +q 2 dd‘l’.z 04’: +¢,[$: df

— mm, [-g‘l +p. df

+P|d -+ ab]
+bf]+3d — Pi+28p+ h=o.
qui peut s'écrire

%, M %
(22) d] ‘f"ql dz f
df]
dq,

, da db de d'a
—\P[;x- P0-+dq+?7_z+ab] (30,1) +2gp,+h)

:’n”l‘[ f +p| d"
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On peut voir encore que cette équation a la forme (16)du cas m > 4 :
on la déduit de celle-ci en y remplacant les quantités M, et M}, "} par

leur expression et en faisant ensuite m = 3. En effet si, dans I’expres-
sion M, donnée par la formule

A /
M"—n(da) g‘_‘ + :—;-Eq.+g-g+ab,

on fait n=1, on a précisément le coefficient de {' dans I'équa-
tion (22).

Considérons maintenant la formule (32) du Chapitre précédent qui
donne N;™': sil'on fait n = 2, on trouve

a*b d*c  d(ad Jdb
(23) 3— ,p{—i—p,géd yeias [d_s’-q'+-«)?€+%+a'¢)_:-|=+l‘('r""‘ o)

Or on a vu que

v da 0tbh d_’f. d(ab)
- d:dx+—(;;’-q'+d:’+ s +a d..

le coefficient de p, dans I'expression (23) est donc égal a 22 et par
suite la relation (22) ne peut différer de la relation (16) ot 'on aurait
fait m =3 que par les termes & et L; comme nous n’avons pas fait
usage de ce terme L dans les raisonnements, il est clair que I'équa-
tion (22) nous conduira aux mémes conclusions que I’équation (10),
c'est-a-dire encore a la condition

m,(ny+m)(m<+1)(m—2)=o
qui n'est pas vérifiée quand m = 3. Donc nous trouvons encore une
impossibilité.
8. Supposons m = 2; en restant toujours dans I’hypothése

m -+ m,F mm,,

il est nécessaire qu’on ait ;, > 2. Mais nous venons de voir que, dans
le cas que nous étudions, ¢’est-a-dire dans le cas ot

a=ua(x,r)ems, b=3(x,y)ems,

il ne peut exister aucune équation irréductible du systéme (1) d’ordre
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supérieur & 2, formant avec la proposée un systéme en involution.
Des raisonnements analogués prouveraient évidemment qu’il ne peut
exister ancune équation en involution du systéme (II), d’ordre supé-
rieur 4 deux. Donc si m = 2 il faut m, = 2.

9. Etudions enfin le cas écarté au début

m=m;= 2.

La relation mw — m,w,= o0 montre dans ce cas que w =,; en
posant 5= w3, on aura une équation de méme forme; cela revient
& prendre
w=w,=1,
d’on
a=ua(zx.y)e, b=8(r,y)e.

Dans cc cas les conditions (8) et (9) sont identiques et se ra-
ménent

d*c dc da  db )
5:—’_2‘55+2ab+3—x'+7);—0’

cn remplacant a el b par leurs valeurs, on peut intégrer cette équation,
¢ étant la fonction inconnue; on obtient ainsi

c=e¥®[K(r,y)— 23z ]+e~[‘dﬁ- + gf,] + H(z, y),

K et H étant deux fonctions arbitraires introduites par linté-
gration.
L’équation (2) peut s’écrire, dans ce cas,

. ) P
P LY i dx+p’d» e ‘l‘

Nous pouvons encore appliquer la remarque (I); icii = —1et h = 2;
donc ¥ doit ¢tre un polynome du second degré par rapport a p,

‘l’=u(w,}',5)l’§+"(-??».7a5)l?x+‘v($».7a3);

en portant cette expression dans I’équation précédente et en écrivant
Journ.de Math. (6* série), tome VII. — Fasc. II, agu1. 24
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qu’on a une identité en p,, on obtient

du du da

dy+q' + 2au + - =au,
d_v+ -‘Zﬁ+av+2u(b +c)+9£+db -+-d + ab = ar,
ay 1oz 7 oz T 1T oz
Jw aw

b de
d_y'+q’$+p(bq'+°)+5;q+'d—x + b(bg,+ c)=aw.

Chacune de ces équations se décompose en deux a cause de la pré-
sence de ¢,. De la premiére on tire immédiatement

du
. 9 =
et par suite
d“ =0 u = 1
o T
De la deuxiéme on tire
& _ 2b+ 9 _ o
Js as

d’ou, en intégrant,

v=2>b-+¢(x,y)

avec
ab oy, da Jdc

AR A A
en remplacant a, b, ¢ par leur valeur, cette relation se réduit &

de,

v = aH.

Enfin la troisiéme se décompose en

ow ab .

e +tb+d—- + b* —o.
(,W-i-vc—t—d + bc = aw.
oy or o

En remplacant ¢ et b par leurs valeurs, on peut facilement intégrer
la premiére

ab
w4 0+ boy+ 9z = wi(x,x)
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et en portant cette expression dans la deuxiéme équation, il vient

db dv, , ab aro oW,
Nyt Ty Ty T

J . ab
+c(b+v,)+-£+bc+a(b-+ bey + b;—-w,) =o.

Si I'on remplace a, b, c par leurs valeurs, cette relation est de la

forme
e [As+B]+e*[A'z+B']+Ces+Ds+E=o,

A, B, A, B, C, D, E étant des fonctions de x et y seulement. Cette
relation devant étre vérifiée identiquement, on doit avoir
A=B=A'=B'=C=D=E=
Or, on a
A=—12aB?

il ne peut étre nul que si x ou { est nul, ce qui est contraire aux hypo-
théses.

Dans ce cas encore il y a impossibilité.

10. En résumé, nous avons démontré le résultat suivant :
Si une équation de la forme

s=a(x.y,3)py+ b(x, 7. 5) g1+ ¢(x, ¥, 5),

oit Uon a %g #* o, 3—3' % 0, forme séparément un systéme en involu-
tion avec deux équationsirréductibles de systéme différent et & ordre
superieur a 1, sans étre en involution avec une équation d’ordre 1,
elle est nécessairement de la forme trouvée par M. Moutard, et se

raméne par conséquenl, par une transformation simple, a une
équation linéaire.

‘n particulier, pour répondre 4 la question posée au début de ce
Chapitre, si une équation s = ap + bg + c admet une intégrale géné-
rale de la premiére classe, les dénominateurs des deux invariantsétant
d’ordre supérieur a I'unité, c’est une équation de Moutard.

11. Deuxiéme cas. — Nous supposerons maintenant que le déno-
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minateur du premier invariant est d’ordre égal & 1, tandis que celui
de l’autre invariant est d’ordre supérieur a I'unité; on aura donc a la
fois les équations (1) et (I1)'.

Puisque %l_: # o,l’étude quc nous avons faite au début du cas précé-

dent (n° 2) s’applique ici, sans y rien changer, au dénominateur du
deuxiéme invariant. Par suite, on doit avoir

0 lOg&h.

b=s(€”,}')e“’a(-’.r):_ = ;

en posant ' = w,(,y)s I'équation ne change pas de forme, mais le
terme w (x, ) devient identique & I'unité; on peut donc prendre

b=0(z,y)e.
En outre, on aura encore la relation (g), en y faisant w, =1.
dic b ab da da _  dc Na
(24) =+ (my,— 1)———)’05 +as=+ bZ-:' + Mmoo = migs + oo

m, est l'ordre du dénominateur de I'invariant : on a donc par hypo-
thése m, > 1.
L’équation (I) s’¢crit

?-é-‘—-l—ql%-}-(ap‘-i-bq;-k())% —aA,.

oy
Posons 22! = A/ et déri : a p, lidentité précédente;
osons;;’- = A, et derivons par rapport a p, l'idenlité precedente;
il vient
ﬁ-i—q ﬂ’ﬁ+(¢1p + by -i—c)@-'l =o0
dy " os ' ' dap, —

ce qui montre que A’ est un invariant du premier ordre de I'équation
proposée; I'équation précédente sc décompose en deux :

%iﬁ—(az -+-c)2£‘--o -d—ﬁll—i-bgé,l——o
dy e ap, J3 ap,

Co . : da : : ’
Ces équations sont incompatibles lorsque 5z 70, & moins u'on
n'ait
4 ’
Lt =—"t=——1l =y, A= X(w2).
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On aura donc

A=X[pi+ p(z, 3, 3)), X Zo,
avec

o o _
b—‘;-i-q,a-5+bl]‘+c——~al-’~»

d’ou1 ’'on déduit

o 4
Ez-'*'b——OQ

%f +c=ap;
en tenant compte de la valeur de 0, la premiére s’intégre facilement et
donne . + b =, (x, ¥); la deuxiéme permet alors d’écrire
9 _ 9,
dy oy
Faisons le changement de variable défini par ’équation z’=z +A(z, y)

c=a(p—b)+

avec la condition% = w,(x, y). On constate facilement que I’équation
proposée garde la méme forme

s=ap,+ bg+c
etl’on a

. . __0db .
(25) b=P3(x, y) e, c_dy—ab,

cela revient & faire &, =o0. On prendra donc comme dénominateur du
premier invariant
A‘ =P — b.

Si 'on remarque que dans ce cas%fj =2b, la relation (24) se met faci-
lement sous la forme

0 J a1,/ 0
(26) d—.'r(”l'a_-d_g)+ELb(m‘a_;)—:)]zo'

12. Soit p,+ 9(x, ¥, 3, P1» + ++y Pay) le numérateur de I'invariant
du systéme (1); on a identiquement
de ' de Jd9 df\ Odo
) Gragt i (&) g
/dn—if dq; dn—-if _ df
-+ dx"“’) 0Pn + (dxn—l) =(pPa+ ?)d_Pl.




184 : E. GAU.

Posons ;L =¢’ et dérivons, par rapport a p,_,, I'égalité préceé-

dente; en supposantn —1>1,il vient
il 99’ (Ei) 99’ (d""f ) 9 | Mot —
(28) +q’T fdp.+ s dp,+”'+ pr ] dpk+M"""‘°’

en appelant k 'ordre des dérivées d’ordre le plus grand dont dépend

effectivement ¢'. Si k> 2, en appliquant la remarque (1I), on voit
qu'on a

X
'= (x)bl’k'*'cpn(-’”q)', Sy Pry oo ey Pk-;). X#o,
pPr—
et
d¢’ d?‘ fd?l
dy 795
dlt—’ d@ _
+( xk{) dPl.Ll +P| b(MA VP )+ Mz =o.
Posons encore 2L — 5/ et dérivons l'identité précédente par rap-
. 0pk_' i
port a p;_, :
dﬁl_i_ dq’l ‘}‘?1 + 'dk—'.f) 99, 9 X k=1 . -
dy f '+(-—dx"" P -l—dpcp,-*—’)l_bM ~l= o

en posant 9, = 4’,» X 7 » 'équation précédente prend la forme
—

+ M}zl =o;

@ i *l' dk2f\ Y
oy e T o Tt (dx*") pis

elle a une forme analogue a (28), mais I'ordre maximum des dérivées
contenues dans la fonction 3’ a diminué d’une unité au moins. En répe-
tant I'opération, on arrivera donc certainement & une équation (28)
ou I'on aura k< 2, c’est-a-dire

3; - ‘?- fdp ((’ﬁ) ap, T M=o Az
ou

A a0k (df
o g S (&)

da da ab dc
+Ilﬁ+(h+l)ap'+d'q’+d +ab=o.
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Si dans I’équation (27) on avait » — 1 = 1, elle s’écrirait

a9 o
‘;)7+q‘d' +(dw+P| +bf)-—?aa
deo _
€n pOSﬂnt d—i';' =9,
do’ 99" da ab dc _
T'*'qid- +f + +’ ld_ 93 91+0—+ab o.
Cette équation a la forme (ag); il suffit de faire A =1 et 5’% =o.
2

Donc, dans tous les cas, on aura I’équation ( 2g) avec la condition 4 2 1.
La remarque (11) montre alors qu'on a

X(=z
L= p( )bPH-)H(&', Y 5 Pr)s

X pouvant d’ailleurs étre nul. L'équation (29) se raméne donc a

. d)‘l dl| dll
(30) -?y-+4]ro—; p.-—b(()x+ ’dz+bf)

+hd—+(h+n)p,da gbq,+z +ab=o.
13. 5i X = t 2 X, et en dérivant Péquati BCé
+ Si X = o, en posant 3 = X, et en dérivant I'équation préce-
dente par rapport a p,, il vient

N, oN N

(31) -07'*' ’d' fa--+a)"+(h+|)-—_0,

la remarque (1) montre alors qu'on a

N=212) o y(z,y, ),
d’ou "
Ju 2--—l-a +(Iz+1)—-—o
dy+q'd u =
qui se décompose en
du

b—; = 0,
du

da
(h+|)-a-:-+aa+ d—y_o'
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Comme nous avons supposég;i # o0, u ne peut pas &tre nul. On tire
donc de cette équation
d Logo

%

(32) a=a(x, y)e=ys_

en posant
u+(h+1)w=o.

14. Sidans I'équation (30) X n’est pas nul, on peut poser

)|:

pl_bp(x,y, %P5

il vient alors
d
(33) -—+ 'd' —l—fd —-ap+-j:

+p,5[+bj+L-—-[z-——+(h+|)d p,-!-zbq, g—+ab]_o

2 . . . " .
Posons g—p’;r. " et dérivons deux fois successivement cette équation
1
par rapport & p,; il vient

14 L
?-p—+q,dop_" f—-—-i-ay. +2(|+h—-{—'-)%:::o;

. . h
cette relation a absolument la forme (31); si 1 + —— +

duira donc encore nécessairement la formule (32).

= o, on en dé-

Enfin si 1+’-'I—l==n, I'équation précédente montre, d'aprés la
X q p P

remarque (II), qu'on a
q ’ f xl(z)
Yy
d’ou

,;'_—_;;‘-”f-—_—x, Log(p,— b) + u(z, y, 3).

D’autre part, de I’équation (33) on déduit, en dérivant par rapport
ap,

ap’ ap' ()p. da db dc
'a; + a5 Jz f + d. T +

da db dc b da
+ ab + X—[It-a-;ﬂ-b—;qt—Faﬁ-ab] —i(’l+')75—0’
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: . . . h
en remplacant 1" par I'expression trouvee et en faisant '—:7'—' — -1,
ax, 4 2 Ju ey Ju - da dl) L% de
Ty tthE Tt s
+ ab =+ < /c ’)" '”’ !)L +- a’: + b 2 =0
ﬂ ) . dd
Cette équation se décompose en deux :
du b/ ot \) 0
l)u + s ().- ( \ -
du . dr  de da  de da
‘75'-—&—(?\. f--(T'-‘—t—d‘ ab + \|/ J:-"_ﬂl’ bT z0 .

de la premiére on tire, par intégration,
w+b (l + —‘I(-) (e, ).

n portant cette expression dans la deuxiéme et en tenant compte
des valeurs de b et ¢, on constate facilement qu’elle se réduit a

a4 1)‘+21' _{c_)___l)_da_

A PR (\' X)X

<o e / .
Si l'on remarque que dans le cas actuel 1 +—’é =z - {, Ja relation

précédente prend la forme

oy 0 J .
(3%) £+b£:\,(.z‘)ﬂ+w(.r,y),

D’autre part la relation (26) peul encore s’écrire
da da? ) [da da\
(o + 05) b = (0=
d'ou

(33) my(Xe@ +-0°) 4+ myab - X, ‘l‘j == 0.

-

Si X, v, la condition d'intégrabilité entre cette équation et (34)
s'écril
an bt 0 b vh ]
(36) a[zm.‘—(- +m,b+m,,~t V(-,J—‘-qm' <, + o= \2 = 0,

Journ. de Math. (6* séric), tome VII. — Fasc. I, 11, 29

-
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on cn lire pour @ une valeur de la forme

awet4 B(.z, y).
e+ C(x,))

a=-—

Si I'on transporte cette expression dans I’équation (35), on obtient

X;e 3 (wer+ B) (Ber+ C) — X, (wC—Bfj)
+(mBei+ mX,)e3(wer+B) (Bt + C) = myw(3es-C)L

Ce polynome en ¢* doit étre identiquement nul; le terme en ¢~ a
pour coefficient (m, + 1)X,BC; comme nous avons suppos¢ X, /. v,
on aura donc BC =o. Les termes en ¢** sont identiques dans les deux
membres ; en écrivant I'identité des termes en «° et du terme indépen-
dant de 3, on a

No(my+1)wd +mB(H3—Cw)=o.
Xa(my+1) (Cw + B3) — Xy (Cw — BB) == m,w(C2,

Nous savons que 3 n’est pas nul; w ne peut.pas étre nul, cars'il en
était ainsi, I'équation (36) entrainerail nécessairement @ = o puisque
le coefficient de a est différent de zéro. Dans ces conditions, si C = o,
la deuxiéme des équations précé:dentes s’écrit

X;(m;+2)BB —o,
par suite B=o.
Si c'est B qui est nul, le systéme précédent se réduit a

Xy(my+ 2) = m, C, X, C=mC}
d’0ii I'on tire encorc C == 0. On peut donc écrire dans les deux cas

W .
«==— -B-c P ox(a, ¥)e c.
Nous avons supposé X, = 0; si X, est nul, I'équation (35) se réduit
d ab+w =0, et I'on en déduit encore « =x(x, y)e*. Kn portant
cette expression dans les équations (34) et (35), on obtient les con-
ditions
ﬂ = Xaa, a3 4-w = o. (m;+1) X2 =03

ox
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la derniére montre que dans tous les cas X, =o et par suite, d’aprés

.s. da
la premiére, —— ==o.

Dans ces conditions, I'équation proposée est de la forme

s L 92 . oy
s=Y(¥)e 3p -+ 3(r ¥)etqg + "—'":w— A

ou encore
: = J Ce—3 9 H “Y
(3/) -".—;)—"—‘(\l l+-dTy-(‘Se )_—i‘"

C’est la forme des équations de M. Moutard que nous avons déja
trouvées.

13. Dans tous les autres cas, nous avons trouvé la relation (32); on
adonc

d Logw

a=2z(x,y)eVTNs ’ b=B8(xr,v)e*;

portons ces valeurs dans la relation (26). Il vient

.o do
ews [7:' a(m, — '-')] +s ‘T;e""a(mn —w)

* Log l.o
— m,ﬁ’ “+aB(m;— w) (1 + w)elt+o) _ m,ﬁg..‘.};gﬁ‘.’.e: ==

Ja .

5z = 0, puisque
m, > 1 par hypothése. Nous retrouvons dans ce cas I’équation précé-
dente (37). Si (1 +w) #o, la relation précédente ne sera identique-
ment vérifiée que si I'on a m, = w.

Dans ce cas, on aura donc

Si 1+ =0, la relation précédente se réduit a

(38) a—aza e"‘-‘, h — 5 e:., ¢ — g_?_ez__ an elt+m)s,

11 est clair que si nous avions pris les équations (1)’ et (II) au lieu
de (1) et (I, nous aurions trouvé

. . dax . .
« = a(x, y) e, = B(r, y)ems, €= goe - a3 ett+ms=,
en appelant 2« 'ordre du dénominateur de I'invariant relatif au sys-

teme (I) et sachant que m > 1.
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Il est facile de voir que nous sommes dans un cas analogue & celni
du paragraphe 4 précédent; les formules qui donnent a et / sont les
mémes, en supposant m, = 1, et la valeur de ¢ précédente s’obtient
en faisant duns la formule (12)

Mmoo 1, [ ~—;—:;g—-‘: K .o
Or nous avons étudié ce cas en faisant intervenir exclusivement les
conditions tirées de I'existence de l'invariant du systéme (I) dont le
dénominateur est d'ordre /. Les calculs et les raisonnements peuvent
donc se répclerici sans y rien changer : or nous avons trouvé dans
tous les cas que la possibilité du probléme exigeait la relation

my(mg+m)(m-+-1){(m—n2)...0

nous n’avons donc a étudier que le cas m = 2.
Dans ce cas, en appelant p, + {(a,y,3,p, ) le dénominateur du
premier invariant, on aura

Jy Yy N dJ, 1)[
d) -+ == P + (ap, -+ b:/,-ﬁc\.ﬁ;_ +(f , [l

+40f - La:
d’apreés la remarque (1), on doit avoir
Yz=ulr, y, ) pt+v(e,y, 3yp+w(a, . 3);

en portant cette expression dans I'équation précédente et en exprimant
que c’cst une identité en p,, on trouve facilement

"w=-—1, e = N(a),

dw + o 0" + X (&g, + )+ -Lb—t/.-*- de + b(bg, + ¢) = aw.
d du da
qui se décompose en deux :
il)%+\b+;j—l)-+[r?:o,
%.% +\Ne + ;'-))—5- + be == aw.

Comme on a b= (x,y)e*, la premiére s'intégre facilement; on
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en tire

1db N\ Uy .
W+ 3o ‘-;b+ 70wy (T, ¥);

7
4

en portant dans la deuxiéme on obtient, aprés quelques réductions,

doy v b Ndb v b
dy 2drdy 2dy 2 dy
+ \gg._.. X"I, +£‘l_g 22. — dal? - aw
dr 2 drt 2 dr A ”

Si I'on remplace a et b parleurs valeurs, on constate que cette identité
est impossible, & cause de la présence du terme en al?.

Par conséquent, dans ce cas, il ne peut exister d'équation satisfai-
sant aux hypothéses, autre que ’équation (31) qui est une forme par-
ticuliére des équations de M. Moutard.

A6. Troisiéme cas. — Les dénominateurs des invariants sont tous
deux d’ordre 1.

On a les équations (I) et (1), c'est-a-dire qu'il existe deux fonctions
A,(t,yy 5, p,) et B,(x,y,3,¢9,) qui vérifient identiquement les rela-
tions

0‘\' dAi : . ‘)Al .
o Thor (ap,+ Ug, +¢‘)-Jp—, - ¢ A,,
JB aB JB

0_.1“' —i—P:-‘# + (apy+ by, + ¢) —‘-)Tl'- = 6B,

M. Goursat a montré (') que dams ce cas I’équation peut se ra-
mener i la forme

(39) s=al(x, v, 3)pqu.

En effet, en posant

dJde db dc da
—_tab— — —tab— —
M= s Jy K= a3 < or
- da ’ - a_
s Jz

(') Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2° série, t. I, 1899,
p. 66. ' ‘
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les équations précédentes conduisent aux conditions

. Ji ' _dh . ol Jk
II———‘)—:-’ ll._-—';E') L-—(lll—-w.. lll\-—ﬁzg
d’ont 'on déduit
ﬁ__gﬂ__udl(gdl\'_
0 dy ~  dz oz’

c’est précisément la la condition pour que les équations

of ¥ _ of WO _
;‘;——‘“;E‘_U, bT‘-:-*-l\E_-O

soient compatibles. Si I'on prend pour nouvelle fonction inconnue
5= U(ux,y, 7), U étant une solution du systéme précédent, on cons-
late facilement que I’équation proposée prend la forme (39).

Réciproquement, pour toute équation de la forme ( 39), les équations
(1) et (IY admettent une solution : on peut prendre par exemple

AI:——I)lt Bl‘:ql'

Les deux invariants cherchés seront donc de la forme

- P+ Y2, ¥, 3 pi-- -I’n—-l)’ » ____ Gu + ‘{h(-’l’._V, 3./'....p,,~_,).
' P i 9

Remarquons d’ailleurs que I'équation (39 ) peut dans certaines con-
ditions admettre un invariant du premier ordre; en effet, soit
9(x,¥,3,p,) un tel invariant ; on doit avoir identiquement

'_):‘: —+ ‘]I .')_q‘. ~- ap‘ql -d—q; IO
Jy Js ap ’
d’ou I'on tire
.-‘-)2:0, i"3--1'—(4')1-2?— 0.
dy NE ap,

La condition nécessaire et suffisante pour que ce systéme soil compa-
da
dy
et nous supposerons tout d’abord que Pinvariant du systéme (1) est

tible est — =- o. Nous metlrons encore ce cas a part pour le moment,
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d’ordre supérieur a 1, c'est-a-dire
~ £ 0, "o,
Nous aurons plusieurs cas a distinguer suivant la valeur de ».

17. Supposons d’abord n == 2, c'est-a-dire 3 =p, + $(.x,y,3,p,).
On doit avoir identiquement

o LY dj
4)7 Y f«)p N (dl) (2 i 9) ap’

en tenant comple de 'expression de ( f'/ ) calculée au Chapitre préce-
dent (n° L1

f)i q ?'—”'4—(”: ﬂ- Ja "+ oa 1-a’> == aq
dy i II(); ‘/I/I(),,l 71 0£l‘ Pl 9= —=aq'y.

d’ou
! d = 9
(40) %—_0, 5 h lp,__.J,J = PI+P|<da+“:>':'°'

Clest la une relation de la forme
, Jd
(41) |2 (dil-*- )+—:l(‘v,z,p,)a—+—y(.1:,:,p|).

les coeflicients de A et . ne dépendant pas de y. On en tire, en déri-
vant par rapport a p,,
: da ())‘ dp

a? -

Js +a dp, + l)p

) ) . R c .
Les quantités d—[:— et %dmvem étre indépendantes de p,, sans quoi,
1 1

en dérivant encore une fois par rapport & p,, on obtiendrait

.. . . 0
relation 1mposslble si hre ct Dp_ ne sont pas nuls, puisque nous avons

suppose — 7é o etque A et u. ne dépendent pas de y.
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De la relation (41) on peut donc tirer

% +at=x(x,3)a + a,(xr,35)
(") ‘ et, par suite,
da

T B(ar,s)a + 3 (z, 3).
Portons ces expressions dans I'équation (40), il vient
0 J) ’ - - .
5{; +a[p,;)—/'::-—-x,'aJ + (304 3)) - pi(2a--2) o,

Cette relation devant étre véritiée identiquement, il faut qu’on ait,
q ’ q
Y
puisque 5 est nul,
d.l
M d—-;‘ — q, + 3p+ 2pt—o,

)"
'-d—; + P B+ piay o

Ecrivons la condition d'intégrabilité

) dx
95 +PIE = Ay
d’ou
B _ o 2= 2
Jds T L

Le coefficient a doit donc vérilier le systeme d’équations

22 +a*=a(r,s)a+ iJE,

Jz ds
(T o

i X(x)a +By(x,3).

Nous retrouverons ce systéme (I') et nous linterpréterons apreés
avoir étudié tous les cas.

18. Supposons maintenant n = 3, c’est-a-dire

2 =/t q‘(“'a Yi 5 P Pr)s
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on aura identiquement

dfyay iy L af
)0,, + Z;,)'-'—(Pa“*'\");i;’-’

en remplacant les coefficients par leur expression

A pudh AP & ==
('?‘) ()"V ' '/l ‘): +f dl"

JY % (U s _L 9
(45) +'I‘ : o (0.1')01' P lpicdpi ke = “d
\ous somines ici dans le cas d’appliquer la remarque (Il), dans
le cas particulier ot A =2, /==—1; ¢ doit donc étre un polynome
du sccond degré en p,, le premier terme ayant pour coefficient
\(z)A M est-a-dire l') d’ou

b= M,,—z» (¥ 3 ) Pt WY 3 )

Portons celte valeur dans |'équation (43): le terme en p; disparait;
nous aurons donc, pour exprimer que c’est une identité par rapport
a p,, deux équations dont la premiére est

v oy v X|of f / ')/ o
h+/|d,_ f(),), Ill_‘)—"+ ll)' ( ]+’/' o,

qui peut s’écrire, en exphcnant les termes,

r)c‘_l_ Je \ da da .
P T """"o +X oz el )

+")_()_¢_t_+3, ?—a-+ ’_I—‘O'
“dr PGz "¢ ) =19
d’on 'on tire
fry OF ov Jv . _
(14) ;5,7.--0- d:+"’)‘dp, (X+2 +p,(—-+a)(.\+3)_.o.

Si (X 4+ 2)(X + 3) £ o, cette relation a une forme analogue a (41);
il est clair qu’on en déduira un systéme de la forme (I") et, en
portant ces expressions (I') dans la relation précédente ( 44), on voit
sans peine qu’on a encore

On retrouve donc le systeme (T').
Journ. de Math. (6 série), tome VI — Fasc. 11. 1gi1. 20
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Soit maintenant X + 3 = o; I'équation (44) s'éerit

_()_ﬂ__a Uy 4 o
SR T
Un raisonnement analogue a celui qui a été fait au sujet de la rela-
tion (41) montre qu’on a

dy Jde
,"37»_, . m(.r, 3), P n(r. 3.

et la condition d’intégrabilité montre que ")'tl -.o.

Donc v — 'I( A J(x, y)etlona
. da . s
(45) :)i'- Ny i By(ary 5. 3 - 7;:71

Ecrivons 'équation qui correspond aux termes indépendants de p,
dans l’equatlon 43

ow ow J
(46) oy "1 fop d£+ «)- qu.l
+ i [1pt+Ipt+ Kp | =agyw.
d’ou
dw
T
()w Jw Oa

da . N
o5 TPy o, + (X + ¢ 'P')[d -+ (E + a-)] -+ Apt+Ipi-i- Kpy==aw.
) 03u° , , . . . .
Posons -— ==« ct dérivons trois fois successivemnent par rapport
dp. . . .
a p, celte relation; il vient

., dn’ w .
(i5) -5 + ap, -);-4- raw’ -6 o

Or, on a vu que

l-— Y (().. -{-—a-)—*—«(d‘—}-n)

Par un raisonnement analoguc & celui qui a é1é fait au sujet de la
relation (1), on déduit de la

= a(r,35)e+a(r,3).
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Fn transportant cette expression dans 1'équation (47), celle-ci se

. dw o .
décompose en deux, puisque T = cl il vient

ow'
pr=— +aw' +6a:=o
() |

‘)_;"-+6a|:0

.. C _— . - 1 da
La condition d'intégrabilité donne immédiatement x,

703
Nous voyons que, dans ce cas, a(x,y, 5) doit vérifierle systéme (3)
g% = \y(£)w + 35,(x, 3),
(A) ( l) .(22+”!‘)+”('-d-a— . ”")——z( v -)a+ll)a
WEAE P s T AT 2 Js

Soit enfin X + 2 = o dans I'équation (44); on peut alors I’écrire

94 )+”dt' i e
( ‘)pl Pl du

On en tire, par un raisonnement déja fait plusieurs fois, en tenant

o
compte de ce (ue ="

(48) %g+a—a(1‘.,)a+%,

v=--ap+ X (&)

Dans ces conditions, I'équation ( 16) s’écrit

. dw o
| o

da )
' > (‘[’I'(')T;‘ +(\|‘—'“I’|)[ d,,‘*‘l’}(%-ia*)-l

-+ P+ T pt+ Kpy== aw
kEn tenant compte de I'équation (48), on a
__d [du . (()a v (.02 dx )
} - A-"—:(:E-r-a) +a \d—:--{-a _a(a——- -i—z) “+ 0t —,

s d’+3.?="

(49)

[

S
(Y]
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L’équation (49) peut donc se mettre sous la forme
. da’| . N N '
(50) pi [J - 75(71 + P [l\ +\, ‘)—'J =0, s py Y+ w3, p))

Cette relation a une forme analogue & celle de I'équation (41 ); un rai-
sonnement analogue nous permet d’en conclure

J— x::% =m(r.3)a = n(x,s3),
(31) N
h =\, —0—(7' mmi (e, 3+ ', 3).
Or on a posé
_da da . '
P r L AL

En tenant compte de la relation ( 18) on peut écrire

J - da " oz . Jix
(';at—a);l—r gy T oz’

et les équations (1) prennent la forme

z_.(::(“ —a) 7 (T, 3)a = G5,

e + da—m’(r a+ 1'(r. s

(52)

La condition d'intégrabilité entre ces deux équations montre immé-
diatement qu’on a

ny ,
m':==o, —/-—i-\.-/—&-n == 0.

Jdr
o« , .o . e s a el
En posant Z—J +v =d', la derniére équation (’2) se réduit i

Ja'
Y X,a' —o.
aA

Si I'on pose \,= ’ X, d, on tire de 'équation précédente

da

a = e +yy=e%k(s, V),

et cela est vrai méme si X, est nul, X, dans ce cas ¢tant une constante
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(juelconque. On a donc la relation

da !
i e N L5 ) -y 2.

Pour que cette équation soit compatible avec la premicre des équa-
. .o . . . ok .
tions ( 52), on voit facilement qu’il faut que gy = 03 mais alors la re-

lation précédente est de la forme

du

—-.,T, ." ~ .
o ,J( v"),

en y joignant la relation (48) déji trouvée, on obtient précisément le
systeme (I') dans le cas ot \ = o.
Donc dans tous les cas, lorsque # =3, on doit satisfaire a I'un des

systemes (I') ou (A).
19. Supposons » = 4, c'est-a-dire
:4) = /"o -+ ‘!J(‘I‘,.)', :‘9 Pn l.‘h P:t)’

On aura identiquement

. S AL (d{/\ oY)
N M Sl Rl bk i )
i AN l)(l N #‘ . '. d,
-+ ¢, [l’fj]l;,—t— aps (\-‘)—: -+ 4(‘) -+ H/I, -+ R J - ';7,)—.'.
Nous pouvons encore appliquer ici la remarque (II), en faisant
h=2, i-= — 1; nous en dédnisons
b M),

P (T S P PP (LY 5 P )

en portant cette valeur dans I'équation (53), les termes en p; dispa-
raissent; écrivons que le coefficient de p, est nul; il vient

Jv de Je ! (Ij) de
Ip,

- Jg¢ de L d¢  df
(53) ,)y+(,'4);. r-fl)/:. \or

,

X :
*' %‘l"i,vﬁ Ipi+dpt+RKp g+ g Pi=o.
L
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La méme vemarque (1), appliquée a cette velation en faisant /i = 2,
I -0, nous montre qu’on
N\ ()

¢ r Pi-= ey, s p) P el v 3, po)e
1

en portant cette valeur dans I'équation (54) et en exprimant qu’on
a une identité par rapport i p,, il vient

o
’)y = o,
(%) 90 06 0 :_:
) FERK ap, = l'l d: +“)
’ ’ aX gl)(! L a1 1-
! ’—Pl ;,-.-I:T‘)ll(l): - ) =
; ey,
| X
26) ) c)t. dvy da . .
0 ' e Rl P ’)I' [" dr + " )
+a\[Ipi ~Ipi+- R+ ‘d—(:' +-'|I':(%'_: +at)o
L’équation (55) s’écrit encore
5= ey . da
(27) /)-7—+(Ip [',——+(|I+()\l-.-'\)
*P.(‘l\,+6\)(d,« a’):,.‘n.

Si (2X,+4X)(2X, +6X) = 0, on tirera de cette équation, par un
procédé souvent employé, un systéme de relations de la forme (I"):
en portant ensuite les expressions (T") dans 'équation précédente, on

trouve sans peine
1K Jda
[ o o. = &%,
1 H

on obtient donc le systéme (T').

20. Supposons qu'on ait 2\, + 6\ == 0. L’équation (/57) se ré
duit &

_' cda dey oy 4)\.
-\d up| |+p 0



INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 201

Nous mettrons a part le cas ol 'on aurait \ = o et par suite X, =o0;
ce cas sera étudié plus loin. Un raisonnement analogue & celui (ui a
¢1¢ fait au sujet de I'équation (41) montre qu’on peut déduire de la

= \.) Logp, + n(a. :)’
et par suite
(8) i!\-:)L(ll-" SaNa | (:))’—:‘

Considérons I'équation (16); en y remplacant ¢, par la valeur précé-
dente, elle s'écrit

. v, dr, : on ‘da A
(9) s -bap ;ﬁ'—: 4-LNs Logpy - Il"_' -+ (ﬁ; :vu-) I
. » et , (ihn R
d-aXUpd dp - K43 TR (:’—; pat) o

ey . . . . .
Posons 0/':“ =, et dérivons trois fois successivemenl par rapport
i

a p, cette relation; il vient

e, . o9y N\yjda +2\, da
ap, pi(ds U T A T

“n multipliant tous les termes par p;, on obtient une relation de la
forme (41); si X, # o, on en déduit donc le systéme (T") et en portant
ces relations (I") dans la précédente on en déduit

’ Ix a5 o
Ly == 5= -
ds 03 !

¢'est-d-dire encore le systeme (T).
St Xu=o,0na
nir.s)

"

L]

ct le terme logarithmique disparait dans l'équation ( 3¢).
Posons alors

v,

ap}

o
=,

et dérivons deux fois par rapport i p, cette équation (59); il vient
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Dot I'on tire une relation de la forme
| z= 2(&. 5)a + 2y(.r, 3).

et en portant cette relation dans la précédente, on constate facilement
(qu’on doit avoir

2 ;-3—?
PPar suite.
J  da . da N 12
I"—)-:- --n-(’q-a(\;;;—-&-n) z(.:..-\a+;(7£~

Cetle relation, jointe & la relation déja trouvée (38), constitue un
systeme de la forme (A).

21. Supposons maintenant 2\, + 1\ = o et mettons Lu,ours i
part le cas ol I'on aurait \ =\, = o.
L ’équation (37) se réduitalors &

L . ovyp, oy
).x(\r);-l'-ll)-f'll—d;'—’i-—d—; P ]

Doir 'on déduit, toujours par le méme procédé,

Cypr— — 2\ ap -\, ()
ol

)
(60) ?)—(f;—kn’:- 2(.r, 3)a + .:)—:

I.'équation (56) s'écrit alors

PR ,a , on o
+2Npi+dp+ R+ 352 +4p.(~; M-) S o,

Or, en tenant compte de la relation (6o), on a

I ,,/.,12 i 7’)+11)£+')!1'
Al ER ") UER Fi

I'équation précédente peut donc se mettre sous la forme

la* . 3 .
2\ p, (J - 1:)—.(:_) +2X [l\ ~- z"?—:—: %] =4(r, 5. p)a + p(x, 5, py).
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- . . aX . .
Cette relation a ahsolnmenl la forme (50), au facteur 5o bress il
1

suffit d’y poser X, == \,.

Toutes les conclusmns (que l'on a tirées de cette relation (Ho)
subsistent, puisque nous avons encore

dn . : o
— +a? a(w, SV - =

s 0s

donc a vérilic dans ce cas un systéme de relations de la forme (T').

22, Supposons enlin X = X, = o.
L’équation (57) se réduit dans ce cas &

()‘.’ 1 V ')". . . . ——
d’ou l'on tire
ey =\ 0)

I.’équation (56) peut donc s’éerire

. e, Iy, da
(o) —_+(’I"()! - )l

s \o‘t‘i)"—l'(*'f"ll)(\a"r‘.{)"()

Si (X, + 3) (X, + §) 5 o, 0n peutencore déduire de cette équation
le systéme de relations (T"). SilI'un ou I'autre de ces deux facteurs est
nul, nous aurons recours a ’équation qui détermine w, obtenue en
¢galant i zéro le terme indépendant de p, dans I'équation (53) :

. v ¢ a \ dw

(62) :;‘ + ()'v ' /E—)I'_ (df) “’,l'*

+ w[,[l’;,a,-if- Ipt+Ipi+Kp,]

+ q, op(d +a ) “+ Rp, -{-H’J_b—%n

Nous pouvons appliquer la remarque (I1), en faisant ¢ = — 1, h = 3;
nous en déduisons
wo_ \..(;z') Pra o plaewe potowy
P
on a d’ailleurs
¥ o Pt =Ny,

Journ. de Math. (6° séric). Lome VIL — Fase. UL, 1y11. 2

1
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les quantités w,, w,, &, étant des fonctions de x, y, 3, p,. En portant
cette expression de « dans I'équation (62), on en tire

dwy o Ow dwy sx, (_+a)|
ay T e T 1:;;—-*-1'. N

+wyqia+ o q P14+ 3¢, (I{ +a‘>:: o,

d’ou
dewv, o
W=
} 0“| 0"’|+ +')—a-3\1+3\’+3(gg+-(12)(_\3+\2+l)_"_‘_().
1 d. ™m .03 )

On a en outre, cn parlant toujours de |'¢quation (62),

dw, Oy dwy da . oa .
oy "o f(-);fl T2 gy TN (E +a
e P [Ip}+Ipt+=Kpf 4+ R o,

: \ da da
(64)}—0—:--}-«1) (F’+aw.p.[d +I’|(0 +ax)]
+t',[2%£+3p|(3:+u‘)]+\,[lpf+Jp.+K]+Ii:;o.

avec

. . Pa du
R=61pi+p |_D'| T dxads l) _‘+ K.

Supposons maintenant qu'on ait X, + 3 = o. L’équation (61) montre
qu'on a

da 0z
(65) J--;-a =a(ur. .)a+d”
avec

ve=—a(a, 3)p, + Xo(a);

cn portant cette expression dans I'équation (63), il est facile de voir
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qu'on en tirera
Jda . -
d_x = X(.c)a -+ pl(d". o),
a moins que 3X, + 2X, = o, c'est-d-dire X, = 2.
S’il en est ainsi, cette équation se réduit &

(—’(;—‘S + @ 0“;'{)' —o. d'ott w, pr = X;5(x).

L’équation (64) s’écrit alors

(66) Ij; 2 apy d,"’ nk;‘l—,i +[:,(-(£-+a’)]

da

+(NXy —apy) ‘!o—~+3/,(———§ a)]—3[lpf+.lp,+ K]+ R:=o;

en remplacant I, J, K, R par leurs valeurs et en tenant compte de la

relation (65), cette équation se raméne, aprés quelques calculs faciles,
i la forme

a .. .
(6:) -:T(::Ux —ayp+ 2\, + 2\ = k(e 3, pa + plr,. s, py).

Si X, + \; #o, on en tire la deuxiéme équation (T'). Si X;+ \;=o,
on en déduit

(68) & (o« —a) =B(z. 5)a+ (. 3).

Dailleurs, en portant cette expression dans I’équation en «,, on
trouve y = ':—B Ecrivons alors les conditions d'intégrabilité entre les

équations (65) et (68); on trouve sans difficulié que deux de ces
conditions sont

s f2_, By 0z Pa
+or PR Akl il et
d’ou I'on déduit
ada -
dr = dzds
On a par suite
10z __d3 v _da
P==300 1T T
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et la relation ((8) peut s'écrire

da t da
m(z——ﬂ) ;m(ﬁ*--ll“

puisque (x — a) ne peut pas étre nul, par hypothése, on a donc
da 1 )=

de T aorx’

et cette équation, jointe & la relation (G5), forme encore un
teme (T').

S}'S-

Nous opérerons de méme si c’est le facteur (X, + 1) qui est nul,

Dans ce cas, I'équation (61) permet d’écrire

(69) 3"—\(1)//4-‘_,(1 N
o= X Logpy+ ¢, (.r.z). ’4))‘} =75

D’autre part, l’oquatmn (63) permettra d’écrire la premicére rela-
tion (T), sauf toutefois si I'on a X, + X, + 1 =0, c’est-d-dire \, = 3.

Dans ce cas elle se réduit &

vy dwvyp, a\ -+ 3
__) +a =0
IR

dpn "

et I'on en tire
W+ N Logp + e, +Ny(r) zo
ou encore
: Wy v+ () =a.

L’écquation (64) s'écrit alors

:)n dw da ‘da .
- /1,——[)—-;—.o(c,—{—X,lib-—l:ﬁ-p,(b—;—*—a )I
»}—l‘!lf!:—))—(:_—!-lip L)’g+u>l—.’(lpf+.l/;,+l\')+l{—_—o

ou

Jdw, My aX, da a ";
Js R A l),' (h + P ( - )

+ p(X Logp, + ¢)) (—:—‘—n )——i(lp}+J/},+l\')+R“—.o.

Si nous dérivons trois fois successivement celte expression par
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vapport & p,, il vient, puisque R est un polynome du second degré

enp,, .
' P J? (:)._‘3) N ks (I dw,\_i(ﬂg +”2\’ —%

Si \ # o, on tire facilement de 1a la premiére relation (I'). 5i X =: o
I'équation en w, s'éerit, en remplacant R par sa valear,

ey an dJdw, —aX 4)—(1_ e - da N "*\)-
_J; +- I")I'l A dr / l(US /.
N ! e)? ) .
+ pyvy (%_H") + 9‘"'?'*’"/"“1"(:)’-—:()1- +¢:§%) “h=o

d’ol, en dérivant deux fois par rapport a p,,

a0t/ owy J? v, o
i 5) i (gt ) 1=

\

par suite, d’aprés un raisonnement souvent répété,
| = x(a. 3)a + 2' (2, 3).

En transportant cette valeur dans I’équation précédente, on trouve

sans difficulté 2’ = 1’ :—)3_'; en joignant la relation

1 02
|:1(1’.»)(l-+ :;(—)-?
a la relation (69) déja trouvée, on obtient le systéme (A).
Donc, lorsque n a I'une des valeurs 2,3 ou 4, le coeflicient a(x, y, z)
doit satisfaire & I'un des deux systémes (T") ou (A).

23. Ltudions maintenant le cas ot » > 430onaalors n —1>3et

par suite, en appelant p, + 3(x,¥, 3,p,, ..., p,,) le numérateur de
I'invariant,

dv . do . dy +(aff)iq_

(70) 7)—'4-71:)—;-—*- m "\ e ()pi—l—...
‘da=tf\ dv J
+ (;h—”—,)m +M e+ ML P+ Ry ?JI‘{—:’

K,_, ne dépendant pas des dérivées d’ordre supérieur a (n — 3).
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Posons -);L o’ et soit k ’ordre maximum des dérivées qui figurent
n--1

dans o'; en derlvant I'équation précédente par rapport & p,_,, il vient
a9’ dq’

i N9 -
(71) a*‘[‘o- -f-f-a;l-—i-...—i—(dw‘ ’)l)p +M!l=o.

Si k<1, cette équation s’écrit, en explicitant les termes,

ik ()o'+ )0, n—1 -l)~a+n ‘—)g-+n‘-' —: =o0
0y+q' P, op ( Vo e\ 1=

et I'on en tire facilement le systéme (1').
Supposons k == 2. On a, dans ce cas,

99’ . a9’ Jo’ ( dj) v

— -+« ~+ ¢ — \'-)—- nup 5)—(14—4)1 0
gy T et \aT ) o T (’ = ( <)l

d.r

La remarque (Il ) nous montre alors qu’on a

, X

¢ '——"%‘lh*‘#(c Vs
d'ou
dp+ 0 ta e
ay T os p'q'l)p

—i—-)i 9a + pi d—a--i-a’ + (I'—I)d—(i—knP eg-i-a’\\ = 0
p,q' or P17 P\ 5z ) 7 dr TP oz o

cette équation peut s’écrire

op. dp o da , da )
(72) -@ =0, S-ap, - ap (X +n— l)-(;;-+~ (X + n)(‘;}—; “+a ) =10,
Si aucun des deux coefficients (X + # — 1), (X + 2) n’est nul, on
tire de la le systéme (T') en appliquant toujours le méme procéde. i1
n’y a donc qu’a étudier le cas oit I'un de ces termes est nul. .
Si X + » = o, on déduit de la relation précédente

3(’ '—)‘1(7" a+ﬁl(ry~’)9

(73)
» =X, Logp, + p (.2, 3), —d&;' =B
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Si X 4+ n — 1= 0, on déduit de la méme relation

Js
p=—a(x, 3)p + X (L)

(76) sz—g—i—a’:a(w,s)ﬂ—ga

Dans les deux cas, en appelant m la valeur de — X, qui est »
oun—1,ona

[/
o= (n«;,-lu)pn-.+ (2. V. 3 Pry -y Prea);

cn portant cette expression dans I'équation (70), le terme en p, ,
disparait et il reste

dg, l)Jl d AN da,
ay +a +/ 3 dp -+ (d.z:"*’) (7] 779
+ (y — ﬂp,)[M""’p +. o +Mipe s+ o= -i/-'-o..
”m n-2Pn—2 n-1 - 0,01 Y

les termes non écrits ne contenant pas les dérivces d’ordre supérieur
a(n—23).

Nous poserons 52—"’— = %}; en dérivant par rapport a p,_, l'identité

précédente, il vient

- 09/, P
(7‘)\) dg‘ +q‘ ?1 +/
dlx l/ d(P, m s n—e
+ (d.l‘"‘") dph + (P - I)_‘,’Z)Mu:-:"" Mu-l — o0,

A étant 'ordre naximum des dérivées dont dépcnd efleclivement 3';
remarquons que si 'on remplace M~} et M par leurs expressions
on a

(#— ,T:) M 34 Mit= gy [hpa+ by .

en posanl

—__n da (n—1)(n—am)
A= Pn(“ 2) ( a) ,

d a

i ll(lo-—-l)lp,_,
o 1

PNEENTY SR S

Ny n(3n —3) ()(IJ (n—-l)(n—g)K

— 1)t &
+P|l(lt " dsoz * 2 “oz | 2
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en conservant toujours aux symboles P, I et K la méme significa-
tion (Chap. I, n* 11); le terme A ne peut étre identiquement nul,
d’aprés les hypothéses faites sur les valeurs de m et n, que si 'on a
a la fois

da ¢ + a? 0,
— O — juimang
().L' )v

car le coefficient (. — 1)(n — 2m) n’est nul pour aucune des deux
valeurs de m. Or c'est la unc forme particalicre du systéeme (T). I
s’ensuit que si 'on a / < 2 dans 'équation (75), on devra avoir 4 = o
et par suite le systeme précédent.

Nous pouvons donc supposer /.

24. Prenons d’abord / = 2. On a alors
e :)zp, :)o, 97, dry\ v, R
(76) J_,V 195 pr (d.v) dp, PPt ) =
D’apres la remarque (11), nous pouvons écrire

\e(-")

-—QW P (LY S ) Pt (o3, ),

P
71 =

en porlant cette expression dans I'¢quation précédente et en égalant
a zéro le cocfficient de p,, on obtient

du Ju Ju ) \. a1 da . ‘da o b —
.I)V—V +71E + A 01—‘—' +(ll]l ¢+ I'—{ (A ll().l,' - /.(‘); -+ /) + Ly =0

(ui peut encore s'écrire

u_,
ov
_—— %_}_nl)u,}, d_ax,-m(n—'z)
// 'd: ap, *tor "
(u—u)(u-—»m)l
+ +a )i X, +
\ ()- )[ o

Si aucun des deux coeflicients de ct de b + a? ) n’est nul, on

tirera encore de la le systeme (I'); 1l (.st fdcxle de le vérifier ; supposons
donc que 'un d’eux soit nul et posons X, = m’, m’ élant égal suivant
(am —n)(n—1)

2 e

le cas @ m(n — 2) ou
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‘crivoris maintenant que le terme indépendant de p, dans I'équa-
tion (76) est nul :

'_)L’_,_,i)_‘_".ff,)i_- " —a ~+ *(‘5)—(1-}-“*‘ 1, 0
A PR AP P ) s ) (s

d’oti 'on tire

de
dy
- Jv de da da . . onn—u,
(78) ¢ 53 ap o+ up.['—); =+ (.4—)?4-11-’) bl —— 1)

n -— —
+( ] Di{n

R

2)
~h —o.

E
‘ [ , Pa ni3n —>5) da
+ pr| (e —1)? - o —

hros 2 dar

Supposons alors que m’ = m(n — 2); I'équation (57) s’écrit

' ' —1)—n )

(%4 pynle=D=am Sum g,
\Us 2 oy J:
d'aprés les hypothéses faites sur les valeurs de m et 2, on peut constater
facilement ue le coefficient [n(n — 1) — 2m] n'est jamais nul; on
tire donc de cette relation

da Jz’'

—_——_-= 2. )4 —
E : sz

(o)

Si m = n, cette relation, jointe i la premicre relation (73), forme
un systeme (I").

Sim = n — 1, la premiére relation (54) comparée a celle-ci montre
(que %' = «; on aura alors

np,= kap+ \ ().
en posant

(hn—0(n—2)
-——

h =

Portons cette expression ainsi que celle de u dans I'équation (78);
si I'on tient compte de la relation (79), on sait que I est une quantité
de la farme x,(.¢, 3)a -+ 2,(«. 3); cette équation (78) prendra donc la

Journ. de Math. (G* série), tome VII. — Fasc. 11, 1g11. 28
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forme

Al s /',)(l 4- Wi 3, /'|)
5 et
ldr

oy PFa - n(sn — :n”()_n'~
orads 2 |

Xy () S0 N My

+m |ho—(n—2)a]+ (n

L 0.
2

On en déduit, par le procédé de caleul appliqué a I'équation (41),

da _ . Pa n(dn—3)y da
;ﬁ“(/‘ —n -ty (=) i ')‘ ‘o T

w

(.3 -+, 3).

da

K-t \(J.‘)(—).—,_ m(r,z)e - nr s,

Si 'on tient compte de la relation ( 7). en faisant 2’ = z et en rem-
placant & par sa valeur, on peut voir que la premiére de ces relations
s'écrit aussi

n*—3n+4 da e
— 5.7(“—”) St a4 (3.

Le coefficient (#* — 3n + {) n’est jamais nul.

Nous obtenons ainsi un systéme déja étudié (52) : on a vu qu’on
pouvait en déduire le systeme (7).

(2zm —n)(n—1), I
)

9

Supposons maintenant m' =

équation  77) s écrit

nin--1)y—am da dup, du
—_—_— T —— - N

(80) 2 E: ’ "l" ’ 1’_:.’

on en tire immédiatement

da . . .

(81) ;ﬁ:‘,l\,(.l‘)u—i» S, s).

Si e = n — 1, cette relation forme avec la premidre relation (=)
un systeme (1').

<. - . ’ nin—3

Si m = n, 'équation (80) montre qu’on a, en posant kf = ———.

2

up= kX, logp, + kp, + \"|A(~7')y :

\, et u, représentant les mémes fonctions que dans le systéme (~3);
« €L 4y TEp p
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Péquation (78) peut alors s’écrire sous la forme suivante :

, ., 0¢ e e da N\
(Soy 7= +«p,—,7 + I\, Loap,[:,‘l l"(\ﬁs--*-“!)‘

+ X, Log/),[(n —~fﬂ-3—;+p,(n — 1)(if-+ a*)]-*— Y(ay ¥ p)=o.
. \ ~

% ¢tant un polynome du second degré en p,. Supposons \, = 05 si
nous dérivons trois fois successivemem par rapport a p, cetteidentité,

cn tenant compte de ce (|u<, (p Logp) = — ,—, il vient
PO > de 9 4)« \, /da ) ,
a3 ( ) dp (II"I'I,’—’—I‘ Pre Nk -0 —: )‘}:(d—o—htl \)(/.—i-n-—l)._(

Or,onah +n—1=r0 =2

; cc coefficient n’¢lant pas nul, on
tire encore de la la relation

du . dz
g T A=A s )"1-:,
il suffit en effet de multiplier I'équation précédente par p; et de dériver
cnsuite par rapporta p,. Comme nous avons déja la relation (81), nous
obtenons donc encore le syst¢me (T').
Faisons maintenant X, = o; w et «p, sont alors indépendants de p,
ct 'équation (78) prend la forme

’:-;—‘_,"+r:/),(£“—+ﬁ(_'_'_._'__)lp + A s)yp+ B 3) =o;
~ |

en dérvivant deux fois successivement par rapport & p,, on en tirc

P e L
';/'f('J‘:«)_k )[' (,'t)/) )—i—n\n—|)l,_o,

et par suile
| = a(x, 3)a + 2, (., 3).

En portant celte expression dans I'équation précédente, on constate
.. - qels s , . __ 1 0a
que la condition d'intégrabilité exige qu’on ait , = - 35
Cetle relation, jointe & la relation (81), forme un systéme (d).
En définitive, lorsque /4 = 2, on a nécessairement I'un des denx

systemes (T') ou (d).
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2:3. Considérons maintenantle cas /= 3. On a

97, R TIN ( A\ o f 97 A (hpy+ 1)) = oo

oy thgs T oIy dr ' ap, k’{‘ apy
La remarque (I1) permet d’écrire

Y. T .\.:.(___). ), g ( £ 1) ,p |
2y I P 28 Y Iy P 2
et, par suite,

lg"-) l,?g (’Og l)J; ( ’//) 4)?'!

ay T 10z g, ap

+ %«I|[|’§I»g+ Upt+dpt = Kp | +qukps+20) o
1

La méme remarque (11), appliquée i cette nouvelle équation,
montre que

\s(.
Gy :;'z)p H (o, vy s o p) Pt ey s m)
En portant cette expression dans I'équation (82) et en écrivant
qu'on a une identité ¢n p,, on obtient deux relations, dont la premiére
est

Ju ’)" [ +m "4 Ja ( i +a’>] _~_§E, P2 =0
;j._"'+ us am h /' Ill)-l'—‘l s ' ,r,l' 2=
(ui s’écrit encore
du )
—_ 0,
dy
(83) , du g c)up da Ng+- aNg—m(u -— 2)
Js dap, * o I
- ( da ,,-,,,,a)| \, ~ 3Nst- (n—1)(n— ~zm)J o
{ 7 JL 2

<. ” ) 4 ) -
Si aucun des coeflicients de % et | 3—52 + a‘) n'est nul, les conditions
\ -

qu’on tire de ’équation précédente conduisent encore au systéme (T'),
comme il est facile de le vérilier. Nous supposerons donc que I'un
d’eux au moins est nul; les deux coeflicients seront nuls a la fois si
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I'on a
= ()

]

X,

Ngzrm(n —4) - ntn—u).

La deuxiéme relation (u’'on déduit de I'équation (82) est

dv o Jdv
K4 — — —_—
(8D PP + Tz +/ .

Uy l %’ * /'.(%'.,1 - ”") l A Neq(Upi+ I py = K) + ity =0

1" Supposons \; + 2\, = m(n —2)cl

, . am ---n)(n—1)
\,—i—o,\,g:-( q)( .

On tire alors facilement de I'équation (83 ) la relation

. da e ol - 7’
(85) :E+a zal(r.s)a + pE

Si dans ce cas m. = n,on a en outre les relations (73) et par suite le
systéme (I').
Sim =un - 1,o0n alesysteme (~4); on en déduit 2" — z; en outre,

en posant X, () =\, + =0 =2) 4 tire de Péquation (83)

upy = —aX, py = X5(w)

‘n tenant compte de ces relations, ainsi que de la valeur de . qui
est donnée par les relations (74), on peut constater que |'équation (84)
prend la forme

o
6; =0,
da

Ay s pa 4+ Beosopo)+ | Nad — 22X, I

~1(n—3)%

n(3n—>5 da
—_—_——

2 dJd.e
-+ l.\;+ X|(" —_ !)]g% - h[\g+ ‘-L)(”—-‘Qlf_‘. 0.

+ (e — 1)’1‘;—%(1—-za)+

En tenant compte de (85), on a

_, Oa +3a du da  da o
T T oxds o Js e
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On peut faire entrer dans A et B les termes p, (%’:‘a + %—_Z etdans ces
conditions I'équation précédente s’écrit

nt—3n+4
2

) (X.+ (x—a) 92 p,

+K [X’_*_ (i:%:gl] + [N+ Ny (0 )]:—;% =Na + B.

Le coefficient de K ne peut pas étre nul dans ce cas, car il est égal
a X, qui est précisément le cocfficient de (3—(: +a“) dans l'équa-
tion (83) si l'on faitme = n -- 1.
Donc, si X, + 2—22F V24 on tirera de la le systeme déjia
> ) y J
étudié (32):
v da 500 3 o
(z—a)d—J: = 3(x,s)a + y(.v.3),

K+ X(.c)g—(:—' =m(.r,3)a +n(r, ).

On a vu qu’on pouvait en déduire le systéme (I').
Supposons donc qu’on ait
nt—3n+ 4

2

N, +
le coefficient de K se réduit & — 1, et I'on peut toujours écrire
. N
K 4 \(-I')W =B(r.5)a +y(r3)

En portant cette cxpression dans I'équation (87), il vient

ﬂ—l— ﬂ:-}.f_d‘_,_*_")!(xa.{-.(_’_’;)(
dv 79z “ap, I\ d:,/'

+ X I pitgy(n-- l)p,l.l»(d(l-}- %g) + ﬂ'_',:'_’ Ipig = (3a+ ),

en outre
= ala 2 ) 4 dz SCa
o ( E Y) e o
en égalant & zéro le coefficient de « et le terme indépendant de « ct en

écrivant les conditions d’intégrabilité entre les équations obtenues, on
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0 0% . :
trouve, par un calcul facile, 52 — o. Nous écrirons § ==\, et Fon

-

aura les relations

9 v aa+ %

l)u a )-"
dta da . . -
-&3+Xﬂ_,\,a+/(x..).

La condition d'intégrabilité s’écrit

. da \* 01 da .
(87) ( ) l)l ae X
. do P P . Qo dx dy.
-i-a[.k}—).—'_—!./n- l-i—a/—r 0.1"1):+\¢).rl); - ‘\"D?+E’
en dérivant cette condition par rapport i x, on obtient une relation
de la forme .
, ,da | . da
(Sl\) - Tl\l('+/—\:ﬁ]
+.3_|— 2aX\;+K(r,3)] +H(r,s)a + L(.r. J—a'd))f' =o;

en ajoutant a celle-ci la précédente multipliée par 2X, il vient, en
supposant X = o,

da

(80) 5=[—6Nia+ K(a.5)] = o <9.x..\4”\'

\+ H(x. ..)a+L(v 5)—o,

en changeant la signification de K, H, L.
Si X, # o, on peut tirer de la

! k=-—-% Jdx

da _ka*+Ka+ 1 1 . . dLogX,1.
y i h[ak-&— ],

en écrivant la condition d'intégrabilité entre cette équation et celle

qui donne gﬁ_, on obtient, en chassant le dénominateur (a + K)?, un

polynome du quatriéme degré en a dont le terme en a' se calcule
sans difficulté : son coefficient est égal a k; on a donc nécessai-
rement k = o.
. . - da e . .
Dans ces conditions, si I'on porte la valeur de e dans I’équation (87),

en opérant de la méme maniére on a évidemment un polynome du
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quatriéme degré en a, dont le terme du plus haut degré est — \,a*;
donc X, =o. Si K n’est pas nul dans P'équation (89), on en tirera la
relation

et, en portant cette expression dansl'équation (87) o l'on a fait X, =,
on voit immédiatement qu’on doit avoir § == u; le systéme de relations

vérifie facilement qu’on a

da Pz
— ‘)‘ ’/ ——-‘ .
dr .t

Si K est nul, I'équation (87 ) se réduit & la forme

da da da
— w) *—A’)TT‘T el "(.l,.-)--. (UM

c’est une éqnation du second degré en g—? ; on aura donc
da .
0‘7 b .3(‘1“ *')
et par suite encore le systéeme (I').
Supposons enfin X = o; si X, n'est pas nul, I'équation (88 ) donne

da _ la*+Ha+ 1.
e a K

p—_ 1 dLog\,
’ TG dr

Clest la formule déja trouvée plus haut, ot 'onaurait fait \ = «.

Les raisonnements déja faits prouvent qu'on a nécessaire-
ment X\, = o,

Dans ce cas, I'équation (88) s’éerit

R da  da Dy

da [, 3()’9(" B S L T
—J;(— 7 l)—l—) 0 9r T 0rds  drds

2 . \ .
Si 3:-%’;‘ -~ 1Y o, on tirera de la une relation de la forme
da — % v - . -
o = 3 s)a +do(r,3)

et 'on montrera comme précédemment que 3 doit étre nul, en sc
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. . i d! o 3 . [ .
< ’" - —_ )
servant de I'équation (87). 8i 3 5= = 4, 'équation précédente doit
se réduire A une identité en a, d’ou les conditions
da PFa dz 9y

33;;:4/. I{i:o’ ’/ de'.

. . J Ik
, . — . o .
Or, d apres la premiere, i = o; donc 7——0 = 0; en comparant

- 2 .
cette relation avec ng-: =47, on voit que, dans tous les cas, y = o
o o; I'équation (87) se réduit alors a

o =
_(0da ’+ da da __ Jy
—*\oz dz dx — 05’

et

d’ou l'on tire encore g-(—: = B(.r, 5) et par suite le systéme (T').
2° Supposons qu'on ait dans I’équation (83)

(2m—n)(n—1)
2

\;+3X,= et Xs+ 2XozEm(n—2).

De cette équation (83) on déduira la relation

da
d—J/——z |(l+ﬁ

Sim =n — 1, on a le systéme (74) et par suite le systéme (I').
Si m = n, les fonctions X, et @ sont les mémes que dans les rela-
tions (73) et 'on aura
=X, Logp, -+ m(z,s).
up,=— X, [ X, Logpy + 2, (v, 3)] + N5 (L0),
en posant

X,=X,+ nin—i)y—am =X, 4+ n{n-— o).
2 2
L’équation (84) prend alors la forme

dv

a—;:O,
do da a
d-+apad —xsxtLOwPl[ +P£(d:+a=)]
+X, Lobp.[(n—z) +pi(n— 1)(:—1—?+a’)]+?(~1‘:)’,5apn)=0,

Journ. de Math. (6 séric), tome VII. — Fasc. I, 1411, 29
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% ¢lant un polynome du second degré en p,. Cette équation est absolu-
ment analogue & 1’équation (80) : nous pouvons donc en déduire le
systeme (I'), sauf si ’on a X,[— X, +# — 1] = 0. Dans ce cas, I'équa-
tion (84) s’écrit
LA
Jdy
Jdv I v n(n—1)

-5;+ap.(—,p—l+lp{ (X,+

)+A(x, Y3 i+ B(e, y,3)=o.

Si — X, + n —1=o, le coefficient de I p} est égal & (2n — 1); on
tirera de cette équation, par le procédé de dérivation ordinaire,

1= a(r, s)a+£0—f(-

et par suite le systéme (A).
Si c’est le facteur X, qui est nul, on a alors 3—; = B(«, 3); si dans la
relation précédente le coefficient de 1 n’est pas nul, les mémes conclu-

sions subsistent.
n(n—1)

Supposons donc X, + = 0, on a par suile

X,=-—n.
L’équation (84) s’écrit dans ce cas, en tenant compte de la valeur
de -")27
dx
Jde
=
dv

Jd i Jd .
e +ap,d—[:- +(X;—X;y,)[{3 +p,(% + a:)J + Xap, [35% +3ap]

+ X,-g—f—_ +;L,[(u—:Jz)§+p1(u—x)(g—(f +a*)]

3n—5 — —2)d
n( n2 )aﬁ]‘i-(” l)a(n 2)_‘)_3‘:0.

+p,[(n-—|)*g§+

Le coefficient de p,(g% + a’) est

Xs—Xspi+ (n =)= Xs+py (22 —1);

s'il n’est pas nul on en tirera

da . . da
d—s-+a .._z(ur, sa+ 9:
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et par suite le systéme (T); s’il est nul, c'est que —- "' = o0 et par

suite 3 = o d’aprés les équations (74); done 32 =0
Nous étudierons ce cas en dernier lieu.

3° Supposons maintenant que les deux coefficients de (:;f + a’)
dans I'équation (83 ) soient nuls simultanément :

am—n(n—1)
2 b

X,= Xe=m(n —4)+n(n—1).

On en déduit up,=X,(x), X, étant une nouvelle fonction
inconnue.

Si m = n, 'équation (84) peut se mettre sous la forme
y 1eq P

—-:0’

ay

Do Je n(n—1
:)‘_ —i—ap,d + 1 p} [Xg—i- _ﬁ_;___)]

+ X, Logp.[d-—(n--—:a)-t—p,(n--l)((j +a)1
+ A(x, y,3)p1+ B(z, y,5)=0.

Si X, 5 o, on en déduira, comme on I'a fait pour I'équation (80),

la relation g—; +at=aa+ 22 et par suite, en y joignant les rela-

as

tions (53), le systéme (T'). N

Si X, = o0, comme le coefficient de I est égal a n, on obtiendra,
en dérivant deux fois I’équation précédente par rapport a p,, la rela-
tion

I_a(x,.)a-i--‘- c_j_a_z

et, en y joignant les équations (73), on obtient le systéme (A).

Supposons maintenant 7 = n — 1 : on a le systéme (74) et I'équa-
tion (84) s’écrit

A(‘T) = pl) a+ B(.Z‘, Sy Pl)

d'a nB3a—3) da

dz s 2 oz
-+ %—:—:[XM-M-—!)X.) -+ [X,-l-— w:?—)-]Kzo.

+ Py [X:J—“("— 2)%% +(n—1)?

2
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En remplacant X, par sa valeur dans ce cas, on constate que le
coefficient de K est nul; si X,+ (» —1)X, n'est pas nul, on en
déduira facilement la deuxiéme relation (I'); si ce coefficient lui-méme
est nul, on voit facilement que la relation précédente se met sous la
forme

(90) A(@, 3 pr)a+B(2, 5, pr) + Py 92 (a — @) =o,
d’onl
9 (a—a)=B(2, 2)a+y(x, ).

Un calcul facile montre, en partant toujours de I'équation (84),
qu’on a

dv av nin—1) . / da®
\a+B=-— +p'adp + 1 p} (xz'*"——,;—') '—“P:(”*')(““"‘ 4_)?)

On en déduit immédiatement, en substituant dans I'équation (go),

0
| =2
On a donc le systéme
da o da
d—."-’r-a2 -—d(.l’,a)a—i-‘-)—:,
-()ﬂ(a—a)_ﬁ(.z', s)a+ 3—3

- Ce systéme a déja été étudié a la fin du n° 22. Nous avons vu
‘qu’on pouvait en tirer le systéme (T').
En résumé, lorsque 42 =3, on a ou bien %% =0 ou bien l'un des
systémes de relations (T') ou (4).

26. Revenons 4 I'é équation (75) et supposons qu'on ait b =4,
c’est-a-dire
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La remarque (1I) permet d’écrire

__ X(z) .
= TPS'*‘?!(‘T’ Ys 35 Piy Pas P»’i)ﬁ

et par suite

99, - 0%,

99 . (df\ 9o, (d'f\ d9s
oo S () o (7)
+ %q. [P:pa+3/): (% +a‘) +Rp,+ R’] + (2 py+2) =o0.
‘ -

. X'
Comme X' n’est pas nul par hypothése, nous poserons 3, = FL,
! 1
il vient alors

%+q:%+/ﬂ+(df> Q¢_+<(l’,f> 99

oapy dr ap, dz* -‘)7;
+ 71| Pip+3p; (91 +a‘) +Rp.+ Rl] +’11£; (Aps—+ )'I)z"!“i)'["
ds X ap,

Cette équation a la méme forme que I'équation (53) trouvée dans

le cas n = 4 : il suffit en effet de remplacer dans celle-ci R par R + 7%—’

et R’ par R'+ 3)'(_’,". pour retrouver la précédente.

On peut se rendre compte tout d'abord que la valeur de R’ n'est
intervenue & aucun moment dans la discussion de I'équation (53);
quant a la valeur de R elle-méme, elle n’intervient que dans le cas
particulier X =X, =o (n°22), dans la discussion de I'équation (64).
Il est facile de voir les modifications qui s’introduisent; si X, + 3 = o
on a la relation

- - da . da
(63) g; F@=aa+ o

et, au lieu de I'équation (67), nous aurons

d — d
7,5:. [(e—a)p;+2X,+2X,]— 'ﬁg";(_lg—) % =m(z, 3, p,)a+ n(z,s, p,);

leraisonnements’achéve dela méme maniére, en remplacant 2 X, + 2 X,
m(n—a) '

XI
Dans le cas ot X,+ 4 = o, on peut voir facilement que le calcul

par2X,+2X, —
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n'utilise que le terme en p} dans 'expression de R ; or, en remplagant R
par R + §—’,7\, on ne change rien au terme en p}; il n’y a donc rien a

changer dans ce cas et les conclusions subsistent.

27. Supposons maintenant & > 4. L'équation (75) s’écrit

doy 99 29, d dh-1 f\ 0
Ch +ql'§;"+f5%f ( f)?)% —+. (d.v"‘:{) ,);' + qi(Apy+ ) =o.

La remarque (II) montre qu’on peut poser ¢; = -)3-— (Pn =+ 94), et
il vient

‘)?: 0?1 + qua,

9y 799
dn-2f dg, arif\ g _ o
(dx"") P + (da'"") + X Ap:+ M) = (pa+9,) o,

On aici A — 1> 3; on peut donc écrire

dl—! d 3
(dzn_.f) a‘pz + M puey + MIZE poa+ Koy,
L’équation précédente ne différe donc de I'équation (70) que par le

9Py

terme supplémentaire <~ (Ap,+2,) qu’on peut faire entrerdansK,_,,

puisque nous avons 4 — 2 > 2; comme lesraisonnements faits au sujet
de I'équation (70) ne font pas intervenir Uexpressien du terme K, nous
pourrons les répéter au quet de I'équation précédente, qui est d’ordre
moindre. En réduisant ainsi 'ordre de cette équation, nous arriverons
nécessairement & I'un des cas étudiés jusqu'ici si I'équation (71)
correspondante ne contient que les dérivées d’ordre 2 au plus; sil
n’est est pas ainsi, nous serons ramenes au cas étudié ci-aprés.

28. Nous avons étudié complétement le cas ou l'on a kS 2 dans
I’équation (71).
Supposons maintenant k > 2, c’est-a-dire

dk-1 do’ _
‘-2"-{"(]\ +fi+ (t—f;‘:. 0; + M-t =o.
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La remarque (II) permet de poser

, X(2),
= _I(Tl.z—)-ll)k+ ?l("") Y Sy Prs ey I)A'-l)]
et il vient
d9, 29, Jd9, af\ 99,
(9') d)’ + l d- +f0p1 (dx) dp’ +
N 091 | (BN L Piyeer — ar
M (dz““’) i (dx""‘ +x M=o g

Si k — 1 > 3, cette équation a la forme (70), sauf modification du
terme K, qui n'intervient pas dans les calculs; comme elle est d’ordre
moindre, nous avons ainsi opéré une réduction dans le probléme et
nous pouvons faire les mémes raisonnements a partir de P’équation
précédente.

Si k -— 1 =3, I’éguation précédente n’est autre que I’équation (53)
ou I'on remplacerait R’ par R’ + £! 5 Mi2\; comme ce terme R’ 'inter-

vient pas dans les calculs, ainsi que nous I'avons déja remarqué, les
conclusions subsistent.

Enfin si £ — 1= 2 I'équation précédente se déduit de I'équation (42)
étudiée dans le cas =3 (n° 48) en remplacant dans celle-ci J par

da n-—1da
J+X<—+a)etharK+ Y

Or ces termes n’interviennent dans le calcul qu’a propos de I'équa-
tion (50); dans ce cas on a déja trouvé, indépendamment des valeurs

de J et K, la relation —3— +at=uaa+ z—-, en faisant la substitution

que nous venons d’indiquer, on ne changera donc pas la forme de la
relation (50) : il suffira simplement de modifier la valeur de X,. Les
conclusions qu'on a tirées de cette équation ne dépendant d’aucune
hypothése sur la valeur de X,, subsistent donc entiérement.

29. En résumé, en supposant simplement %; = 0, nous avons vu,
dans tous les cas, que I'existence d’un invariant du systéme (I) en-
traine soit 31 = 0, soit I'un des deux systémes de relations (T') ou (4).

x .

Nous allons montrer tout d’abord que le systéme (A) peut se ramener
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lui-méme a un systéme analogue a (T'). En effet, soit le systéme

da

(92) -(E=X(x)a+ﬁ(w, 5),
(93) a(g—g+a’>+%<g%+a’)=y(x, :)a-i—;;-g%-

La condition d’intégrabilité entre ces deux équations est de la
forme

(94) 33—;‘(ax +B)+aXa + 3pa’+ aM(z, 5)+ N(z\ 5) = o,

Si X n’est pas nul, on peut poser 8 = Xa(z, 3) et I'équation précé-
dente peut se mettre sous la forme

e =—a2a*—ana
03 +

da _H(x, 2) + K (. 3).
+a
En écrivant la condition d’intégrabilité entre cette ¢quation et
I’équation (92), et en chassant le dénominateur (a + «)* dans 'expres-

sion ainsi obtenue, on a un polynome du quatriéme degré en a qui
. . . . da
doit étre identiquement nul, puisqu’on suppose 3y # 03 or le terme

du quatriéme degré se calcule immédiatement, son coefficient est 2\ :
il faut donc nécessairement X =o.

. . . da
’ 4 a-dire
Dans ce cas larelation (94), sil'on suppose 3 # o, c'est-a-dire 5= # o,

prend la forme
da

5z T@=a(r, s)a+a (e z),

et, en portant cette expression dans la relation (93), on obtient

da

o J
d'-l-az‘:y, 2-0—_'+2:zo:,=—¥-,

%+ ds
d'ou
- ta 2 Ox
%?—+2ag—:-:-—:'-+zza,.
Si I'on pose
Oda
a,= — +u(xr, 3),

0s
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cette relation se réduit a

(95) -3—;-&—2140::0.

Nous pouvons donc remplacer le systéme A par le suivant :

f)a _?‘( 2.3).
(T))
z‘f+a’—a(x,.)a+g—+u( 3).

Si I'on remarque que la condition d’intégrabilité entre les deux
¢quations du systéme (T') exige \ = o, on voit que ce systéme (T') est
un cas particulier du précédent correspondant au cas oil z = o.

Ainsi, en supposant ~ 4o et 5 da 7é o, la considération de l'inva-

riant du systéme (I) nous condunt a existence du systéme (T',).

Il est clair que la considération de I'invariant du systéme (1I) nous
conduirait de méme au systéme

da , B}
’l)‘y"-‘ﬁ (J’, *)9
da

oa'
oce S ol m ’ s).
d:+a __a(),..)a+-—-d:+u(y, )

()

La condition pour que les équations (T, ) soient compatibles est

3p_a(-——2ﬁ)+a3+ e ‘)"

dx 9z0: '+ 9z

on en tire

2= —
c’est-a-dire

Jda _ o

Jx~ oz

. , . R da da' A
Les relations (T',)’ donneraient de méme 25~ = =, et par suite
Sy oy

on a
2a=a(z,3)+ o« (y,3) + L(3);

en portant cette expression dans la deuxiéme équation (T',), on obtient
Journ. de Math. (6* série), tome VII. — Fasc. II, 1gr1, 30
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une relation qui peut s'écrire sous la forme

]
z%af— + o't 4 2a'X+2%{-‘+Z’=2%?+“'+4“°

Ce premier membre est indépendant de =, tandis que le deuxiéme
est indépendant de y; leur valeur commune est donc une fonction de
la seule variable z, et ’'on a

2%+a’+4u=l,(:),

' "
n?;; +a't+ aa'Z-i—az—f} + 22 =17,(3).

On aurait de méme, en partant des équations (T, Y,
mz—f + o'ty fu'=17,(5),

(96) ag;’_‘+a*+aa2+a3—%+z==z,(:).

En comparant la premiére et la derniére de ces relations, on voit
qu’on peut écrire
aw=al +7Z;(3).

La condition en u.(95) donne alors

da . JdZ dls
ZE"'QZ“ +a[b-s-+az,]+—0;-_. .

Si Z n’est pas identiquement nul, cette relation peut encore s’écrire

da

2():

+ fat+ a f(3)+o(3)=o;
en la retranchant de I'équation (g6) on obtiendrait une équation du
second degré en a : 3x* +a f(35)+%(5) =0 ct 'on anrait par suite

da . .y . .
33 = ©; mais dans ce cas a n¢ dépendrait pas de x, ce qui est con-
r

traire a ’hypothése.

On a donc nécessairement Z =o.

D’autre part, I'équation (96) montre dans ce cas que u est une
fonction de 3 seulement : il faut donc que u soit nul, sans quoi la rela-
tion (95) donnerait pour « une valeur indépendante de . On aura
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de méme «’ = o et les relations trouvées en x et ' se réduisent fina-
lement &
2a=a(.r, 3)+ 2'(y, 3),
92 Jda'
(97) ®3: +1’:2E-1-1’ Z,(3),
Z, érant une certaine fonction de la seule variable 5. Nous prendrons
cette fonction qui est arbitraire sous la forme
Z,: 2 %Z;’- —+ Z:.
Les équations (g7) sont alors des équations de Riccati qui admettent
la solution Z,(=); leur intégration se raméne donc & celle d’une équa-
tion linéaire. On trouve ainsi sans difficulté

o 27’
2= I
y YA aZ
2::——T+m,

Z étant une fonction arbitraire de s dont la valeur se déduit de Z,,
7’ et Z’ étant les dérivées premiére et seconde de cette fonction;
Xet Y sont deux fonctions arbitraires, I'une de x, I'autre de y, in-
troduites par 'intégration.

Donc, 313 et 3), sont différents de zéro, I'équation doit étre de la

forme
N 7 )
’"‘( 7 rZxx*tzxy)"
En faisant le changement de variables défini par les équations
2=X(x), ¥=Y(y) F=2L(3),

cette équation se raméne a la forme simple

1 r
(98) §= P‘l[x_*_.'i—;:_—:J'
Cette équation a été trouvée par M. Goursat dans un Mémoire déja
cité (') : elle admet deux intégrales intermédiaires du second ordre.

(') Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2° série, t. 1, 189q.
p. 66.
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SiI'on prend pour fonction inconnue = Log( odns "), elle devient
Y+ 3 .

.

a0 (e 9 (),
dxrdy dx\y—x/ dy\r—y !

c’est encore la une équation de M. Moutard. On peut donc ramener
son intégration i celle d’'une équation linéaire, mais I'intégration
directe de I’équation (g8) ne présente pas de bien grande difficulté;
on peut vérifier que I'intégrale générale de cette équation est

N+ Y—(xX+yY)
(99) = X'+ Y . ’

ou X et Y sont deux fonctions arbitraires, ’'une de la seule variable .,
autre de la seule variable y'; X’ et Y’ représentent les dérivées de ces
fonctions par rapport a la variable correspondante.

Nous avons donc démontré le résultat suivant :

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une équation de la
. . da  dJda o ,
forme s=a(x,y, 5)pg, ot o et e sont différents de séro, admelte
une intégrale géncrale de la premiére classe est qu’il eciste une
transformation de la forme 3 =74(3), ' =X(x), Y =Y()) qui
raméne [ équation proposée a la forme(o8); dansce cas Uintégrale
générale est donnée par la formule (qy).

. . S da da . . Y TR
30. Nous avons supposé jusqu'ici que = et = étaient différents de

dy
zéro.
o . da S
Supposons mainienant gz =0y par exemple; en appc]anl b(y,3)
dLlogd

une fonction telle que

=a, I'équation proposce s’écrit

dlogd

s§= o= 4%/ 2

Js

d’oti, en intégrant,
7:=003, 3)Y(r);

I’équation proposée admet donc une intégrale intermédiaire du pre-
mier ordre et son intégration se raméne & celle d’une équation diff¢-
rentielle ordinaire dépendant d’une fonction arbitraire de la variable
indépendante.
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Si nous transformons I'équation en question en une équation de la
forme s =ap + bg + ¢, celle-ci admettra également un invariant du
premier ordre pour le systéme (II) de caractéristiques : nous avons vu

ab ST
que dans ce cas on a 5- = o0, et par une transformation simple on peut

ramener |’équation & s = a(=,y,3) p+c(x,y, 3).

Cette équation rentre dans le type que nous avons écarté au début
de cette étude. Nous allons néanmoins terminer le calcul dans ce cas
particulier afin de compléter I'étude qui a- été faite des équations
s=a(z,y,5)pg.

L’équation :
s=ap,+c

admettra un invariant du premier ordre et du systéme (11)sil'on a

da _dc.
dr ~ 0s

In outre le dénominateur de 'invariant du systéme (1) devant étre du
premier ordre, on a vu (n® 11) qu’on devait avoir la relation (25),

c= % — ab,
. _ .. da
qui dans ce cas donne ¢ = o et par suile 9z =0
z

Nous avons donc & é¢tudier Péquation

s=a(y,s)p.
drf
dx*
on a, en particulier,

I.es expressions ( ) se simplifient considérablement dans ce cas;

n(n+1) da nin+1) | Ja
____l) -+ ———

MZ::(II-FI)[M‘;—?" NG = * 05 a !

Le dénominateur de I'invariant sera égal a p, ; soit
Pt (2, %5, Pry ooy Prar)
son numérateur. On a identiquement

9% 0092 4 ap, 32 (Y92
(100) 3?+q‘ds+ap‘dp.+(ﬂ>5;;+“'

() i+ () = Gue e

Py
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n esl au moins egal a 2, sans quol on aurait s = oetl €quation pro-
posée est linéaire et s’intégre immédiatement.
Sin=2,0na

do a9 da\ J da Jda
Iy TN +“Pn’i+(al’s+l’|a— ,,-;4+3P:0—;+p15;;--a?
La remarque (I1) montre qu'on a
X
= (:')P,—i-"(-l‘,)’,e,[’;)P:"l""(E,)’»:,Pl)

et, en appliquant toujours la méme méthode de calcul, on tire de
I'équation précédente I'une ou I'autre des conditions

da da
(IOI) Eg_a(y)a+d—y,

d'a 1 dx
(r02) e

Sin=3,o0na

% LAY BEIAS
“""o-*“”‘dp * dp: " \oz* ) 9ps
da da o
+4p13;pa+3m3;+6pal':7,§+l(x,y» 5p)=xva

On écrit encore, d’aprés la remarque (II),

X
?= ;7"): + u(z, y, 3, pr, P2) p3+ ¢ (&, Y1 5 Piy Pa)e

Une discussion absolument analogue i celle qui a été faite dans le
cas précédent, mais beaucoup plus simple, montre qu'on a encore
'une des équations (101 ) ou (102).

Il en est de méme si n =4 : la marche & suivre est exactement la
méme que dans la discussion du cas » = 4 au n° 419 on arrive encore
sans difficulté aux équations (1o01) et (102).

Sin>> 4, en posant - =g’ et en dérivant I'¢quation (100) par

rapport a p,,_. , il vient

% L .% 9%’ (@) 991 -
(103) dy +l], +ap,d + 251) ops + Mzl =0,
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en appelant k 'ordre maximum des dérivées dont dépend ¢'. Si dans
cette identité on a k > 2, la remarque (II) permet de poser

X
o'= (x)(p‘+ 1)

et’on a, en chassant le facteur ;x- qui est nécessairement différent de
1
zéro,

99 do, 09
oy T os TGy e

(2 S (2d) Bz

dr* ) opi_, +\ gz n = (Pr+ i) a;

cette équation est analogue a I'équation (100), puisque k — 1 > 1. En

posant 3‘;-%- = ¢,, on en déduira
=

2_%_ d?t d?l dk'—".f d‘?: k-t —
(104) 0}’ -+ ¢ 95 +ap. +. +(d—'xp_—l' -d—Pl.—' +MK‘-1_°'

Or, d’aprés les expressions de MZ_! et M}~!, on voit qu'on a identi-
quement
AMAL —nMf-l=0

Sil’on pose 6 = k9’ — ny,, on tire des équations (103) et (104)

0 o (dH 96
AR L = S5 o 1) apr =

ce qui montre que  est un invariant d’ordre k < n. Or 6 ne peut pas
&tre identique & une fonction de x, puisque ¢, est d’ordre au plus
égal & k—1. Si nous supposons que n est 'ordre de Pinvariant
d’ordre inférieur, le résuitat précédent est absurde, ce qui prouve
qu'on doit avoir k< 2 dans I'équation (103):

99’ 99’ dq)' da\ 99’ da
dy + Gy 55— 93 +ap1d (ap3+p| )dp +"P|d =0,

On aura encore

X
?'z __(_1'__).p’+ gz, 7y 3, ;1)

P
du ap o da da
dy + gy +aP'0P| +Xp.-a;- +ap 5= =o.
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Si X + n£ 0, on endéduit la relation (101). Sinon onaura u, = X,()
et par suite ¢’ = (X, — g—p,), d’ou
1
n
= (xl - EI’:) Paar+ 0 (2, ¥y 5 Pro ool Pues)s

‘En portant cette expression dans I'équation (100), il vient
p p q ’

()?1 0?1 d?g df) (’1)1
ay 19 o ( o
d" 3 do - n-1 n-—
+ (F“—{) ;,7’";_, + (\.—-;—;p,)[h w P 2t d+-MITIp + o ayy
dcp

- 'Nous poserons
rapport 4 p,—,,

do, do\ do’
oy T T gt

(l,‘——l.f dq)l n— n-9
- -((Ix/':l> apu * (‘ - —p,\)M,, s+ MiZi=o.

= %, et, en dérivant équation précédente par

(103)

Nous pourrons encore poser

. (x,—l’T'l,;,)M;: P M =2 py+ by
avec

).:—ﬁﬁ-"-_—l)-gg, l:X,(n—-l)p.g;:-i-

n(n—1) _ota
_—2"“1’1 Frc

On montrerait, par une discussion absolument semblable a celle
du n° 27, que la relation précédente se raméne au cas ou A<},

D’autre part, si & < 2, I'identité (105) montre que A = o, c’est-a-dire
da , .
9z — 0 cas ecarte.

Si h =2,

9&*‘:]1‘?_' +ap.-d__-+(ap,+p,3 )‘;’1? +)p,+1,_0,

d’ou, d’aprés la remarque (II),

,  X(zx
¢ = 2(])’)p2+“(xe Y13 P1) pato(2, ¥, 3, )5
1
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en portant cette expression dans I'équation précédente et en écrivant

qu’on a une identité, on retrouve les relations (101) ou (102).
Sih=3,

d'a
-+ (ap,+ M:p,-i—p}-ﬁ) g—;:— +Apy+d;=o.
On écrira encore

, X
Py = ;,—.pa+ e, ¥5 3, P1. P2)
et

9%, 9% 99
dy+ dz+apdp

da 2
(ap.-i-plo )1+Xl dzp,+p§%;°,—']+lp,+l,—_:o.

La remarque (II) donne dans ce cas

— xl(-”)

Q2= p:

—— Py u(Z, ¥ 5 pr) pa+v(Z, ¥, 5, Py)s

le calcul se continue toujours de la méme facon et I’on trouve encore
les relations (101) et (102).
Enfin, si 2 = 4, on posera encore

' X
= p-’[Pb"‘ P2, ¥y 35 Psy Pay P3)]

et 'on aura une équation qui ne différe de I'équation (100) dans le
cas n=4 que par des termes dont la modification ne change pas le
résultat du calcul.

Dans tous les cas, on aura donc la relation (101) ou la rela-
tion (102).

31. Supposons qu'on ait

da a(v)a+‘l§
2o ay’

Journ. de Math. (6* série), tome VII. — Fasc. II, 1911, 31
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on en tire, par intégration,

JLoga
ay ’

a=Y(y)ex—
en prenant pour nouvelle fonction inconnue s'= a5 + LogY, I'équa-
tion proposée prend la forme
(106) - s=¢€p
qui admet les deux intégrales intermédiaires
g=€+Y(y),  pr=p'+pX(2);

cette équation peut d'ailleurs s’intégrer sans aucune quadrature et
son intégrale générale est donnée par la relation

- Y’
&E= c—-

X—-Y
Si 'on a la deuxiéme relation

gi.g—a( )a+.l_.d_a.
oz = 2V 2 dy’

en posant a(y) = w?*(y), on a par intégration

JLogw .
dy

Prenons pour nouvelle fonction inconnue 3’ = ws + Log Y, (») et
pour nouvelle variable y : y’=7Y,(y); I'équation proposée devient

a=Y,(y)e*+ Y,(y)e > —

=L H Y, -3
S—-T,:[Y,Y,C +-Y—38 ]p.
On peut déterminer les fonctions Y, et Y, de maniére qu’on ait
Y.Y.=Y,, Y,=Y,Y|,

a moins que I'une des fonctions Y,, Y, ne soit nulle, ce qui raménerait
I'équation & la forme (106). Donc on peut écrire 'équation proposée
sous la forme

(107) s=ple+ez].

Cette équation admet une intégrale intermédiaire du preier ordre,
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g = e*— ¢+ Y(y), et une du troisiéme ordre,

Pour l'intégrer, nous considérerons la premiére intégrale intermé-
diaire : ¢ = ¢* — e~* + Y(y); sil'on pose u = ¢, on obtient

du

dy

o

= ut—1+Yu;

c’est une équation de Riccati qui peut s’intégrer précisément & cause

de la présence de la fonction arbitraire Y ; prenons en effet cette fone-
. Y, -Y? , . .
tion sous la forme Y = -—'—“'%————‘-, Y, étant une nouvelle fonction arbi-
1
traire et Y, désignant sa dérivée; I’équation précédente admet alors
la solution particuliére u=7Y,, et en posant u=Y, + ¢ on raménc
I'intégration & celle d'une équation linéaire, dont un coefficient dé-
pend d’une fonction arbitraire de y.
L’intégrale générale de I'équation (107) est donnée par la formule
. Y
e’ = Yl'— -m’
X étant une fonction arbitraire de «, Y et Y, deux fonctions de v lices
par la relation
—-Y
YI

'+ Y
Y,

-+-Y,::

D’ailleurs cette équation fait partie d’un type étudié par
M. Goursat (*). Si I'on fait la transformation de Backlund p = ¢¥,
elle s’écrit ‘

s=e Vg — 4.

Si I'on pose alors
s=3+ay el  yY'=—e"Yw,
cette équation prend la forme

s=€eVre'+gq

(1) Annales de la Faculté des Sciences de Towlouse, 1899. p. 71.
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qui est le type (VII) des équations étudiées par M. Goursat dans le
Mémoire cité.

32. Par conséquent, si une équation de la forme s=a(y, 3)p,q,
est de la premiére classe, on peut la réduire par unsimple changement
de variables de la forme

I=A(y, 5) =X(z). Yy =Y(y)

a 'une des formes (106) ou (107) et dans ce cas on sait effectuer I'inté-

gration. Le probléme est donc complétement résolu pour ces équa-
tions.

Dans le cas ot I'équation s=a (=, y, 3) p+ b(x,y,3) ¢+ c(x,y, 3)
n'est pas réductible & la forme précédente, c’est-a-dire dans le cas ol
P’on ne peut pas vérifier i la fois les équations (1) et (I), si l'on a
3—2 F#oet g—g = 0, nous avons vu qu’il était nécessaire, pour que I'inté-
grale générale soit de la premiére classe, que cette équation puisse se
ramener a la forme

(108) 1= g (A )] = 5 [Blr, 7)),

et cela par un simple changement de variable de la forme
s=a(z, y)s+ B2, y).

Cette condition est en général facile a vérifier.
Les équations (108) ont été trouvées par M. Moutard en cherchant
les équations qui admettent une intégrale générale de la forme

3=f(1') Y X, X', ceey X(n), Y’ Yr, cees Y(lll)).

Les résultats de M. Moutard ont été démontrés par M. Cosseral (*);
on sait ainsi que ’équation (108) se raméne i une équation linéaire,
qui est

Jdlu dLogB du .
(r09) dzdy  dy %—ABH_O,

(!) Dassoux, Théorie des surfaces, t. IV, Note 3. — Voir aussi Goumsar,
Legons sur Uintégration, etc., t. 11, Chap. IX.
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la correspondance entre les intégrales des deux équations est définie
par les formules :
Js d Logu

A s . OdLlogu
@__Ae-e- Jy ) Bei=— 3z

M. Darboux (') a donné le moyen de former d’une maniére expli-
cite toutes les équations linéaires dont la suite de Laplace est limitée
dans les deux sens, c’est-i-dire dont P'intégrale générale est de la
premiére classe. Il estaisé d’en déduire toutes leséquations de la forme
(109), et par suite toutes les équations de la forme (108) dont l'inté-
grale générale est de la premiére classe.

33. Ainsi que nous I’avons déja dit, nous ne développerons pas les
calculs dans le cas de I’équation générale

s=0(x,y,3)g+c(=,y,3).

On retrouve d’ailleurs les mémes résultats, c’est-a-dire les équations
linéaires et les équations de M. Moutard, sauf toutefois lorsque Péqua-
tion considérée admet une intégrale intermédiaire du premier ordre.
Dans ce cas on peut toujours I’écrire sous la forme

(110) s=q p(.r, ,..)-l— B
oy’
elle admet I'intégrale intermédiaire p= f(=,y,5) + X () et l'inté-
gration se raméne a celle d'une équation différentielle ordinaire
dépendant du paramétre y et de la fonction arbitraire X. La présence
de cette fonction X simplifie quelquefois 'intégration, ainsi qu’on P'a
vu i propos de I'équation de Riccati (97). 11 existe des équations de
la forme (110) qui admettent une intégrale générale de la pre-
miére classe et qui ne se raméne ni 4 une équation linéaire, ni
a une équation de M. Moutard : on en a vu un exemple dans I’équa-
tion (107).

La détermination de toutes les équations dela forme (110) qui sont

(1) Théorie des surfaces, t. 11, Chap. 11.
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de la premiére classe est un peu plus difficile; elle est pourtant
possible par Papplication des méthodes de calcul développees précé-
demment et fera I’objet d’un autre Mémoire. B v

-~ '



