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LA REPRÉSENTATION I»KS GROUPES SYMÉTRIQUE ET ALTERNÉ. J87 

Sur la représentation linéaire homogène 
des groupes symétrique et alterné; 

PAR M. DE SÉGUIER. 

La théorie générale de la représentation des groupes de substitutions 
linéaires et homogènes est due à M. Schur ('). Mais, pour l'application 
que j'ai en vue, je suis obligé de la reprendre d'abord brièvement sous 
une forme diflérente. 

On sait qu'un groupe G de substitutions linéaires, à variables homo-
gènes ou non, est dit représenter un groupe abstrait Γ quand (i est 
simplement ou multiplement homomorpheà Γ(2)· Chaque substitution 
de G qui correspond à une substitution σ de Γ est dite représenter σ. 
Je dirai que la représentation est propre ou impropre selon que G est 
simplement ou multiplement homomorphe à Γ. Deux représenta-
tions G, G' de Γ sont équivalentes ou indistinctes s'il existe un chan-
gement de variables transformant G en G' de telle manière qu'une 
substitution quelconque s de G et sa transformée s' de G' représentent 
toujours la même substitution de Γ. 

I. Soit Γ = ;β
η
 ..., un g

5
 fini, défini par Β

7
(β) — ι (j = ι,..., m), 

en désignant d'une manière générale par un produit d'élé-
ments β,. De toute représentation homogène G' (propre ou impropre ) 

(') Cr., t. 127, 1904, et t. 132, 1907. 

(2) Je me servirai de la même terminologie que dans mes Eléments de la 
théorie des groupes abstraits, auxquels je renverrai par la lettre /i, et mes 
Eléments de la théorie des groupes de substitutions. auxquels je renverrai par 
(a lettre 5. 



388 DE SÉGUIER. 

de Γ on déduit, en y regardant les variables comme non homogènes et 
en adjoignant des similitudes (') arbitraires, un groupe fini ou infin1 

G = | £
v

, a
n
 ..αχ, «χ1 ) (λ>/η) où les afl sont des 

similitudes, vérifiant les équations (cf. Ε., 18) 

(ι) Βj(b) = fij. 6,1 akbi— ak. = 

les A, (#)=i se composant: i° des conséquences A
l(
 (α) = ι (i, = i,û, ...) 

des Βj — a,j et des i>Jl ak entre «f, ar
h

parmi lesquelles 
figurent les équations exprimant que ..., aj* sont permutables 
entre eux \ak, permutable à chaque b en vertu de b

f
{ akb

t
 — a 

Test à chaque Βj(b)]·, 2" des équations A
(
(a) = 1 exprimant que 

..., afx sont permutables entre eux et à «j:l, ..a(il est clair 
qu'aucune des équations A, = 1 ne résulte de Λ

(ι
 — 1). Inversement, 

tout groupe linéaire vérifiant (1) et où les a sont des similitudes, 
fournit, en y regardant les variables comme homogènes, une repré-
sentation homogène de Γ. 

Je dirai que G est une hype représentation ώ' Γ (propre ou im-
propre selon que G' est propre ou impropre) répondant au système 
(α

η
 ..., a

m
), en désignant d'une manière générale par s le multiplica-

teur commun des variables dans une similitude v, et en appelant 
système (a?,, ..., tout ensemble de m nombres vérifiant A/(x·) =■- 1 
(.χ·,· étant mis à la place de a,·). Les hypcrreprésenlalions d'un même 
nombre η de variables, qui se déduisent de l'une d'elles G en multi-
pliant chaque substitution de G par une similitude arbitraire (ce qui 
laisse les commutateurs inaltérés) et en adjoignant aux générateurs 
d'autres similitudes arbitraires seront dites associées entre elles et 
former une catégorie. Celle définition est évidemment indépendante 
du choix fait parmi elles de G et les changements de variables. II est 
clair aussi qu'on obtient toutes les hyperreprésentations de la caté-
gorie de G en y remplaçant bd par ~,tbh 1/ étant une similitude arbi-
traire, et le groupe J afl J par un groupe quelconque de 
similitudes de degré η : quand on remplace les b( par les *:lb(, a

n
 ..., 

(1) J'entends par simililude une substitution qui multiplie toutes les varia-
bles (supposées non homogènes) par un même nombre. 
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a,
n
 sont remplacés par σ,α,, ..., σ

ηι
α

ηη
 les similitudes or vérifiant 

By (τ) = σ;· et par suite Α,·(σ) = ι. 
Désignons par Q

A
(a) = i(&=i, a, ...) les conséquences entre 

af\ ..des équations By (b) = a
y

, b
k

b
t
 = b

t
h

k (£, / = i, ..., ν) : 
les Q

A
 = Ι comprennent évidemment les A,

T
 = I, et pour qu'il existe 

des similitudes τ,, telles que Β,·(τ)=σ7·, il faut et suffit que 
Qa (<j) = i. Les systèmes (σ, an ..., îmam) tels que QA (σ) = ι seront 
dits associés et former une catégorie. Pour que deux hyperrepré-
sentations de même degré répondant respectivement aux systèmes 
(a,, ..., a

m
) et (σ,α,, a

m
a

m
) soient associées, il faut évidemment 

que les deux systèmes le soient. 

2. Considérons le groupe <je, fini ou non, défini par les équa-
tions (i). Les équations A/t= ι équivalent fen prenant la notation ad-
ditive elles reviennent à un système linéaire (cf. Ε., 205, 207)] à des 
équations de la forme af* = ι,.ά?=ι, a[ a'

%
 = a'

x
a[ (ι, χ = ι,..., m), 

r étant < m, et ..., a^ étant d'ordre infini : les a[ sont ici des 
produits des ah soit a

l
 = A,(α) ; et, si Ai( = IlaJS*, les nt sont les divi-

seurs élémentaires :: ι de la matrice des entiers α
(ι<

_. En adjoignant donc 
les générateurs^1 = af\k = m h- i, ...,X)et les équations A,

s
(a') = i, 

on voit que le groupe défini par les A,· — ι est le produit direct 
de Λ — ; α',,..., a'

r
 ; par Λ,, = J a!-

t
, ,..., af ! ; tout groupe 

V dont le produit direct par χ est <Λ>0
 est d'ailleurs engendré par des 

éléments de la forme χι — α. ιάη x~.% =■ af (f =/·-+-ι,..., λ), 
xL étant quelconque dans A>, puisque X est dans Λ<Λ>, et ne contient 
aucun élément de x. Si oc,,, par exemple, est égal à i, on peut évi-
demment remplacer partout a

{
 par ïl^'a^et prendre A, pour a\. 

Alors a\ = i, e
K
 = i, et A = J a'

2
, ..., a

r
\

%
 ά., a'

r
 étant des fonc-

tions de a.,, ..., a
m

. Si A,,..Aa sont résolus par rapport à a,,..., ah, 
on pourra évidemment éliminer de même α,, ..., ah. 

Si un groupe quotient A01 cô est fini, φ contient nécessairement une 
puissance de tout élément c de A,, sans quoi A0|iO contiendrait des 
complexes <£)c,p en nombre infini. (j0|^0

 est isomorphe à Γ, et toute 
représentation entière de ç

e
 où les a sont des similitudes est une 

hyperreprésentation de Γ répondant à (a
n
 ..., a

m
) ou, comme je 
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dirai encore, à (a\,..., a
m

). On remarquera que, dans les divers 
systèmes (a], ...,a'

/u
) qui répondent biunivoquement aux systèmes 

(α,,...,α
Μ

), ..., a
m
 prennent des valeurs absolument arbi-

traires, puisque, d'après ce qu'on vient de voir, les équations 
Α
/
(α)= ι laissent a'

r+t
, indéterminés. Quant à α',, ...,οζ, ils 

constituent un caractère de ,\o, et à la représentation correspondante 
de Λ répond au moins une représentation irréductible de ίί0|

Λ(4)· 
En lui adjoignant des similitudes de même degré et de multiplica-
teurs Λ)*1,, ..., α·-1 on en déduit une représentation irréductible de <|'

0
. 

Ainsi à chaque système («,,..., a
m

) répond au moins une hyperre-
prèsenlation irréductible de Γ. 

5. Supposons (i irréductible. Parmi les hyperreprésentations 
! τ, σ, ! associées à G = } Λ,, ..., a

t
, ... J, déterminons-en 

une, que j'appellerai unitaire, par la condition que a,„+
{
 = ... = = ι 

et que |τ/1 = 1Alors tous les |<xAtfA| seront égaux à i. Or // 
divise Ν (2). On peut donc représenter chaque catégorie par un sys-
tème («,, ..., a

m
) où a* = ... = a*

t
 = ι. Le nombre des catégories 

de systèmes (a{ , ..., a
m

) est donc fini. 
Désignons ces catégories par Ο,,.,.,βμ, Ο, étant celle où 

a ι — ... — == ι. Si ( a
α
 j, · * ·, α

ΛιΛ
 j et ( aρ

 (
 ,..., α^

ηι
 ) son t deux sys-

tèmes représentant respectivement les catégories O
a
 etCp, la catégorie 

Oy du système («
al

 «p,, ..., aawapm) (évidemment existant), entière-
ment déterminée par C

a
 et Cp, sera dite composée de C

a
, Cp. Les C

a 

forment donc un abelien 3ÏL dit multiplicateur de Γ | on verra (4, 6) 
que Oil- est indépendant des équations choisies pour Γ |. Homme — ι, 
tout invariant (/?., 118) de 311/ et par suite tout facteur premier de α 
divise IV. Si μ = ι, Γ est dit fermé. 

4. On obtient donc tous les systèmes (a,,...,«,„) en prenant 
ν β 

aj = Oj Uj, les Uj étant des racines Niem,s de ι convenablement choisies 

(0 FROBENIUS, S. Α. Β1898, p. 5OI-5<>9, 512-515. 
(Â) SCHUR, Crelle, I. 127, P. 44-4*>. 
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qui caractérisent les diverses catégories, et lésa vérifiant Β,·(τ) = σ^ 
ou les τ sont arbitraires. Or, si l'on porte σ,· = By (τ) dans A

lt
 (σ) = ι, 

on obtient, entre τ
η
 ..., τ

ν
, des identités qui équivalent à Α'

θ
(σ)β· = ι 

(0 = i, ..., r), c'est-à-dire à Α^(σ)= ι (sans quoi les τ ne seraient 
pas indépendants). Donc oj = Aq(<TIÎ) = AÉ(w). Ainsi, quand le 
système (α,,...,a

m
) parcourt une catégorie, les d- correspondants 

sont assujettis à la condition que a'
{
, ..^d

r
 restent fixes, a'

r+{
,..., a

jn 

(et de même ..., ax) variant arbitrairement. 
Considérons le groupe finiej = £„ | A, défini par les équations de Go 

auxquelles on adjoint a'
r
+

t
 = ...=a'

A
 = ι (même après la fixation 

de ç
0

, qui dépend du choix des équations de Γ, ç dépend encore du 
choix de A, dans A

0
). (J contient λ (JE\, 18), (J| Α=Γ, et, dans toute 

représentation irréductible de (/, les a sont (') des similitudes (2). 
Or, d'après ce qu'on vient de voir, les diverses représentations irré-
ductibles de «A. fournies par les représentations entières irréductibles 
de fj' et par suite aussi les caractères de A>(*) répondent biunivoque-
ment aux catégories des systèmes (α,, .. .,a

m
). Donc le nombre p. de 

ces catégories est e
{
 ... e

n
 plus grand commun diviseur des déter-

minants d'ordre r de la matrice des α,Λ. De plus les formules 
a[—A[(a) montrent que ces catégories se composent comme les 
caractères de A (* ). Donc «A. =Jlb. 

On remarquera que toute conséquence de A,
t
 = ι peut ici se ramener 

(*) Pour abréger le langage, j'identifierai souvent dans ce qui suit les groupes 
abstraits avec leurs représentations. 

(*) Voir, par exemple, SCBUR, S. A. B., igo5, p. 4<>9> et 1906, p. 166. 

(3) FROBRNIUS, 5. A. B., 1898, p. 5oi-5og, 512-515. 
(4) Cf. FROBENIUS, S. A. B., 1899, p. 33o-334; BUHNSIDE, P. L. M. S.> 

2e série, t. I, 1903, p. 120-122. £·,, ..., gn étant une base d'un groupe abélien H, 
y,· l'ordre de gj et 0,· une racine primitive de 1, les 0,· seront dits racines 

fondamentales de H et les quantités 0?' où p,· parcourt un système de restes de γ,· 
caractères fondamentaux de H (ils dépendent donc du choix de la base et de 
celui des 0,·). La valeur pour l'élément h — Πgf/ du caractère χΓ

 déterminé par 
0Ç4, ..., Qfc (r = II0^) est Π0£'·'"'= £γ(Λ)· χ

Γ
 sera dit associé à r. Le caractère 

composé Xr%s est évidemment y
rs

. d parcourt un diviseur D de H, les éléments e 
tels que xd(e)= 1 forment un groupe E. Comme χβ(^)— 'es groupes D 
et E sont dits réciproques. 

Journ. de Math. ((»* série), tome VI. — Fasc. IV, 1910. 5o 
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à la forme Π,· Λ ·'4 = 1 ( cf. 2?., 17 ) ou Π* a\k = 1 ( \k — Σ,·
(
 α,ν, ν,·). Donc, 

dans tout système Π* αψ = ι de semblables conséquences, divi-
seurs élémentaires de la matrice ζ des ξ;Α sont des multiples des ch 
et le plus grand commun diviseur des mineurs d'ordre r de \ est un 
multiple de p. (Ε., 197). 

5. Partons d'un autre système Βj($) = 1 (y = τ,/^d'équations 
de Γ, les β étant de nouveaux générateurs, et opérons de môme en 
désignant les éléments, groupes, nombres correspondant à ceux 
introduits précédemment par les mômes lettres surmontées d'un trait. 
On va voir que Λ = Λ, (= OIL), et que les déterminations de q sont les 
mêmes que celles de q. 

Supposons d'abord que β/ = β,, et que v = v (m pouvant être dif-
férent de m). By (β) peut se mettre identiquement sous la forme 
ην-"'(β)(Β^'(β)) Υ(β) (i£\, 17). Donc, en mettant h pour β, et en 
observant que b

e
* akb{=^ ak) Βj(7>) = «y, ay étant une fonction des ah. 

Inversement l'expression des Β par les Β fournit les a en fonction 
des a. Donc les a engendrent le même groupe que les a. Or les équa-
tions By·(6) = oc

y
 , b~/ αkb( = αΛ définissent évidemment le même groupe 

abstrait q
0 que By(^) = «y, lrt* ahbt — ak, b( jouant le rôle de bh et 

aA celui de ak. Donc Λ, — Λ,, et q a les mêmes déterminations que q. 
Supposons maintenant ν > ν, βι = β/ pour 1= ι,..., ν, By = By pour 

j — ι, ..., m, et que les autres By soient de la forme βΑ'οΑ(β) = ι 
(Λ = ν -f- 1, ..., ν), φΑ ne contenant que β,, ..., pv(cf. Ε., 19). La 
somme des exposants de bh dans les conséquences des = a j 
entre les ay mises sous forme typique doit être nulle. Donc ah dispa-
raît en vertu de bt% akbt = ak1 A,·(«) = 1, et il ne reste entre les a 
que les mêmes conséquences A,·,(«) = 1 qu'entre les a. Donc Λ Ε=α, 
et les déterminations de q coïncident avec celles de q. 

Passons au cas général. On pourra, sans changer χ ni les détermi-
nations de (J, adjoindre aux équations Β, (β)=ι les expressions 
βλ = (β) des β par les β [By (β) = ι résulte du système ainsi formé 
(cf. E., 19)]. On pourra de même, sans changer χ ni les détermi-
nations de q, adjoindre aux équations Β;(β)=ι les expressions 
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βΑ = φΛ(β) des β par les β. On se trouve alors dans le premier cas 
particulier considéré. 

6. C désignant le commutant de £
0

, on obtient les équations de 
(,'η|a en adjoignant à celles de ()0 les relations btbk = bkbi(E., 66). 
Comme, d'ailleurs, l'élimination des entre les Β

7
 (τ) = σ

7
 entraîne 

les identités AJ (Β(τ)) = ι, on voit quV/ί r egardant les h comme per-
mutables·, on aura identiquement a$ = AQ (a) =Î,(0=i,..., /'), 
a'

r+(
, ..., a[ restant indéterminés. Donc Ζ contient 4, et est premier 

à ,Αο, (Ε., 66). Donc 8A, est un produit direct qui se réduit à ε quand 
on fait a'

r+i
 = ... = a', = i. Donc Ζ est le commutant de (j (E., 63). 

Donc Ζ est fini, et ζ | Λ est isomorphe au commutant Κ de Γ, tandis 
que (fol εΑ

Ί
Ξ(,'|ε=Γ|Κ. 

Soit G une hyperreprésentation propre, finie ou non, de Γ, véri-
fiant (i) et G0 l'hyperreprésentation associée où a'

r+l
 = ... = «; = i. 

G0 est évidemment homomorphe à (j, l'unité de G0 répondant à un 
diviseur Ό° de Λ. Soit A®™a.|û° le diviseur de G" répondant à A. 

On aura G® | A°=c,1 Λ'==Γ, et le commutant C° de G°, répondant 
à z | Ό° (Ε., 63), contient A°. 

7. En considérant les b comme permutables (ce qui fournit les 
équations de <J® | s) et en les éliminant (ou en les considérant comme 
des paramètres variables), on obtient, d'après ce qui précède, les 
équations de A,. Or, prenons la notation additive, et supposons que le 
déterminant Δ des coefficients des b dans B

t
, ..B

v
 est φ ο (on peut 

toujours supposer, par exemple, que, pour B,est de la forme bqp). 
On voit alors de suite que l'élimination des b fournit Λν+η · ··» ai en 

fonction de a
n
 ..a

v
 qui restent indéterminés. Donc A, = j a

n
 ...,a

v
 ', 

et ν = λ — r. Pour un même groupe Γ on peut faire varier à volonté ν 
et λ à partir d'un certain minimum (on peut, par exemple, répéter 
plusieurs fois une équation B

y(β)= ι, ou introduire des générateurs 
fictifs βΑ avec les équations βΑ= ι). Mais, oïl ne variant pas (8), les 
βιφ ι ne varient pas. En particulier on peut toujours faire λ = m, 
et alors ν = m — r. 

Si Γ est fermé, on peut supposer v = ra = i. Donc tout groupe 
cyclique est fermé. 
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8. Considérons un groupe fini G
0
 défini par By(£) = α7·, 

&7' akbt= α*, A0{(a)= 1, le système des Α
0ί
 = 1 comprenant entre 

autres toutes les équations A, = 1. Soit A
0
 le diviseur (E., 18) abélien 

de G0
 défini par les A

oi
— 1 (je dirai que G

0
 est une extension de Γ 

par A
0
 où A

0
 est Yextenseur de Γ), C

0
 le commutant de G

0
, et D

0
 le 

plus grand commun diviseur de A
0
, C

#
. Le commutant de G

0
1 Α„=;Γ 

est A
0
C

0
| A

0
, et (G

e
 | A

0
) |(A

0
C

e
| A

0
) est isomorphe à G

0
|A

0
C

fl
, 

A
0

C„ | A„ à C
0
|D

0
, A, C

0
1C

0
 à A

0
1 D

0
. Chaque représentation entière 

irréductible de G
0
 est une hyperreprésentation de Γ correspondant à 

un système (a«, ..a
m
)

f
 puisque les a, y sont des similitudes (cf. 4). 

Une fois choisis les caractères fondamentaux de A
0

, il y a un caractère 
de Aq et un seul y^ (α étant ici l'élément de A, associé à ce caractère) 
tel que (ak) = ak pour k■ = 1, ..., λ. Je dirai que le système 
(a

t
, .a

m
) et sa catégorie répondent à y» 011 à a, et de même que 

l'hyperreprésentation considérée répond à yà ou à a, et l'on sait obtenir 
toutes les hyperreprésentations irréductibles de Γ répondant à α (*). 

Soient (α,, ..a
m

) répondant à α et (σ,α,, ..σ
η

α
η

) répondant 
à «' deux systèmes associés; τ

η
 ..., τ

ν
, σ,, .σχ des similitudes de 

degré η telles que By (τ) = σ7·, d'où A, (σ) = ι ; Τ le plus petit com-
mun multiple des σ, τ, et S celui des σ. Τ est une représentation 
de G

0
1C

0
 dans laquelle S est une représentation de Α

β
 | D

0
 == A

0
 C„ | C

0 

(d'où T|S~G
0

| A
0
 C

0
). Le multiplicateur d'une variable dans Τ est 

donc un caractère linéaire y de G
0
 ayant la propriété de se réduire 

dans A
0
 à un caractère yéf de A

0
11)

0
, et l'on a y'

v
 = yj^ y'j ou α' = αf. 

Soit inversement f un élément de A
0
 tel qu'à y^ réponde un caractère 

linéaire^ de G0, et y{bt) = τ/, χ(<ζ*) = <**· La représentation corres-
pondant à χ donnera By (τ) = <Jy, en sorte que (σ, a

n
 ..<J

m
a

m
) est 

associé à (a„ ..., a,
n
). Il est clair que, si ày).et à y répondent respec-

tivement les caractères linéaires χ et ψ de G
0

, le caractère linéaire χ ψ 
répondra à y^,, c'est-à-dire que les éléments de l'espèce de f forment 
un groupe F

0
. F

0
 est le réciproque de D

0
 : en effet, à tout caractère 

linéaire χ de G
0
 répond un caractère y).de A

0
 = Σα, et D

0
, plus grand 

(') FROBRPUUS, S. A. B., 1898, p. 001-509, 51 A-515. 
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commun diviseur de A
0

, C
0
 est formé des α tels que /,(«) = i, c'est-

à-dire tels que χ^.(α)= ι. On peut exprimer le résultat obtenu en 
disant qu'à deux éléments a et a' de Λ

β
 (autrement dit aux carac-

tères y'
a
 et χ'

β
.) répondent deux systèmes (a

n
 .a

m
) associés ou 

non selon que a = a' owa^a' mod F
0

. 
Si d'ailleurs A

0
 |F

0
 = — F

0
a

f
·, et si Cat, Cftî

sont les catégories répon-
dant à α,, a

2
, la catégorie répondant à a, et.., sera évidemment C

ei(V 

Donc A
0

1 F„=D
0
 est isomorphe à un diviseur de Jl1. Je dirai que 

l'extension G
0
 de Γ par A

0
 est normale si F0 = ι, et antinormale 

si D
0
= i. Si Devait, les représentations de G

0
 fournissent, en y 

regardant les variables comme homogènes, toutes les représentations 
homogènes de Γ, et G„ sera dit représentatif de Γ. Ainsi c,' est un 
représentatif de Γ. Un représentatif de Γ peut se définir, indépen-
damment des équations choisies pour Γ, comme un groupe dont 
les représentations fournissent, en y regardant les variables 
comme homogènes, toutes les représentations homogènes de Γ. 
Si A

0
 = D0==,m, je dirai que G0

 est figuratif de Γ : ainsi ((' est un 
figuratif de Γ, et les diverses déterminations de ç fournissent 
évidemment tous les figuratifs de Γ. Un groupe G

0 figuratif de Γ 
peut donc se définir à nouveau, indépendamment des équations 
de Γ, comme un représentatif d'ordre minimum de Γ, ou comme 
une extension normale d'ordre maximum, c'est-à-dire comme un 
groupe d'ordre maximum dont le central et le commutant ont un 
diviseur commun A

0
 tel que GJ Α

0
ΞΞΓ. Ce diviseur commun A0, 

étant isomorphe à ;)ll, est le même dans tous les figuratif s, et le 
multiplicateur se trouve ainsi défini à nouveau indépendamment 
des équations de Γ. Aucun diviseur de A„ ne se sépare de G0, car 
ce diviseur devrait être premier à C„ (E., 53, 63). 

Supposons G
0
 figuratif de Γ. G„ étant, d'après ses équations, 

partiellement homomorphe à (|'
0

, son commutant C„, qui répond 
à ε et a le même ordre, est isomorphe à Ζ. Si. donc Γ est parfait 
{ E., 55), G

0
, qui coïncide alors avec C

0
, est unique. 

9. Considérons les diverses extensions de Γ par un groupe donné 
A = Σ α = Σ β. Soient af = ι, at ak = ak α£· (/, k = ι,..., p) les équa-
tions de A. Celles d'une extension G de Γ par A seront de la forme 
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Βj(b) = Cj1 b~t
{akbt =z ak, af' = 1, <2,·«* = α*α,·, les Cj étant des 

fonctions des (vérifiant, en vertu des équations de A, toutes les 
conséquences des By = c7 entre les c (2ï\, 19). Ainsi, Γ et A étant 
donnés, G est défini par le§ cj qui seront dits éléments définissants 
de G. En prenant les générateurs b\ — \ibt (les étant quelconques 
dans A) et les aA, G se trouve défini par les éléments Bj-(J) Cj = e'j qui 
(relativement à A) seront dits former un système d'éléments associé 
à celui des cy et appartenir à une même catégorie [les systèmes de 
nombres correspondants ('/.«(c,),..., y^{cm)) et (χα«), ·. <*(0)> 
(ο/.Ι

β
8),χ, étant un caractère quelconque de A, sont évidemment 

associés]. Deux systèmes d'éléments associés définissent donc le 
même groupe abstrait. De même si un aulomorphisme (A1., 117) 
de A fait correspondre à l'élément général α l'élément a", l'exten-
sion G" définie par c"

{
, ..., c"

m
 est isomorphe à G, G a" à*' 1 répon-

dant à biOL de G, car les cj· sont les mêmes fonctions des aque les cj 
des ah et A est défini par les| mêmes équations entre les a'· qu'entre 
les a

t
. 

Supposons que G soit une extension normale de Γ. Soit C
x
 la caté-

gorie du système (χ«(ο,), ...). Quand α parcourt A, C
a
 parcourt 

(A, 1) catégories distinctes (8). Soit G° un figuratif de Γ défini 
par les éléments ..., d°

m
 de OIL, et C" la catégorie du système 

('^(ci®),..., ψ*(ίΟ), ψ* étant un caractère deon = Σχ. Soit C#
a
= C

a
. 

On aura C?
eXfJ

 = C
a
p, donc χχΧβ = χαβ, et les ,v

a
 forment un groupe 

01L' = A. Soit X son réciproque dans OIL ( pour un choix déterminé de 
la base et des racines fondamentales). ψ

Λ
 , égal à 1 dans OL, est un 

caractère de 01L|0L, et à chaque élément β de A on peut faire corres-
pondre un élément Οζ,β® de on | OL tel que ψ*β(β

0) = "/.<*'( β)> α' dépen-
dant de α [la correspondance (a, a') est un automorphisme de A |. 
Identifions ο&β0 avec β, et soit dj = ox,dj. L'extension G = G" |OL 

de Γ par A définie par c/n ..., d
m
 est normale, puisque (ψ

Χα
(^), ...) 

ou (?y(d<), ...) parcourt (A, 1) catégories quand χ
Λ
 parcourt OIL', 

et (χ
α
(c,),...) est associé à (χβ'(^ι)> ...)·■ A Tautomorphismc (α, a ) 

de A en correspond un autre (β, β") défini par la condition que 
χ

α
(β) =:χ,α'(β") quel que soit α dans A. En eiTet, cette relation, qui 

équivaut à '/^(α) — χρ»(«#), fait correspondre à chaque β un β" com-
plètement déterminé, et au produit de deux β le produit des β" corres-
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pondants. Si donc (β, β") fait correspondre c' à c
y
·, (χβ'0Μ» · · ·) sera 

associé à (y
<e

'(c*), ...), et (χβ'(
ε", ···) représente C, quel que 

soit a'. Posons c"· d~f = ej, et considérons l'extension G' de Γ par A 
définie par les ej (qui vérifient évidemment les conditions requises). 
Comme toute hyperreprésentation de Γ fournie par G' appartient à 
la catégorie C,, Vextension G' est antinormale. Si inversement 
les ej définissent une extension antinormale G' de Γ par A, Vexten-
sion H définie par les djCj est une extension normale de Γ par A, 
puisque les systèmes (y^(d

{
e

K
), ...) appartiennent à des catégories 

distinctes. 
Si donc on a déterminé s systèmes non associés ekn ..., ekn 

(A = 1, ..., s) définissant respectivement des extensions aniinor-
males GA de Γ par A, s étant maximum, toute extension normale 
de Γ par A sera définie par un des systèmes dKekx> ..., d

m
ekm. Je 

désignerai par HA l'extension définie par d
t
ekn ..., dm

ekm. 
Ces s extensions ne sont pas toujours toutes distinctes (cf. 10, 11). 

Mais elles le sont toujours si Γ est complet('). Il suffît de montrer 
que, si H,, H

2
, par exemple, sont isomorphes, l'automorphisme de Γ 

fourni par cet isomorphisme (qui fait correspondre A et H
2

1A de H
2 

à A et H, | A de Ii
n
 puisque le central de Γ est ι ) est contragrédient. 

Or, s'il était cogrédient, on pourrait le ramener à l'unité en transfor-
mant H

2
 par un de ses éléments, et il y aurait un isomorphisme de H, 

à H
2
 faisant correspondre à dj e2j

 un élément de la forme By (V)dj e,y·, 
ξ,, ..., ξ

ν
 étant dans A. En désignant alors généralement par a' l'élé-

ment que l'automorphisme ainsi obtenu pour A fait correspondre 
à α, Βj(%)djC

t
j est égal à djc3j, et l'extension définie par e

2{
,..., e'.,

m9 

isomorphe à Cr
2
, est antinormale. Donc (χ

α
 (e[

u
 ), ...), comme 

(X.«OH)> ···)> appartient, quel que soit a, àC,. Donc, (χ«(ΰ?, ·.·) 
et · · ·) étant associés, ),...) et (χ««), ...) ou [en 

G) Un groupe G — Σχ=Σχ' est dit complet quand il n'a pas d'élément 
normal ^ ι et qu'il n'admet que des automorphismes cogrédients : on appelle 
cogrédient tout automorphisme (#, Χ'), OÙ X' est, quel que soit.r, de la forme 
α- 1#α, a étant dans G; les autres automorphismes sont dits contregrédients. 
L'automorphisme (χ, x) est dit automorphisme unité. Voir HOLDER, M. Α., 
t. XLVI, 1895, p. 3*4-325. 
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déterminant a" par la condition que χ«(β') = /χ (β) que soit β 
dans A] (χχ(^ι), ···)

 sont· Or l'extension définie pardn ... est nor-
male. Donc a" = a, et y^(d'j) = X

x
(dj) quel que soit a, d'où d!· — dj. 

Donc l'automorphisme considéré de A fait correspondre e.
2
j à Β,(ξ)<"υ·. 

Donc G
2
 serait isomorphe à G, contre l'hypothèse. 

10. Cherchons maintenant à construire les GA, ce qui donnera en 
même temps s. Un quelconque d'entre eux G' a un commutant C 
isomorphe au commutant Κ de Γ et des équations de la forme 
g}'=η.· ζ,·, gigj = g j gi η.-,· C>(i,y= 1, ···,*), g~, '/* gi -- fu (Λ py-
courant les générateurs de Ο, η,·, η

{/
· étant dans A et 'Çh ζ/;, y*/ dans ̂  ) 

jointes à celles de A et de Ο et à celles exprimant que α,, ..., ap sont 
normaux dans G'. En réduisant C'a 1, les g deviennent permutables; 
donc Y]y=i. En réduisant A à 1, on a les équations d'un groupe 
de commutant C, isomorphe à Γ; donc les ζ, et les '(

ly
 sont complète-

ment déterminés quand les gi le sont. On voit d'ailleurs de suite, 
d'après la forme typique des conséquences des équations de G'(E., 17) 
ou en adjoignant successivement les gi à AC, que, quels que soient 
les η,· dans A, G' sera une extension antinormale de Γ par A (E.

f
 19). 

Or, en remplaçant gi par un élément de Agh η* est remplacé par 
ypôJ·, 0,· = Π{α'" étant quelconque dans A. Donc s est le nombre des 
manières de choisir les ^·*(ο</,·Α<αΑ), deux systèmes de tik tels que 
/'
M

, i'
)2

, ... etJ',, ... étant regardés comme indistincts si chaque 
différence t'

ih
 — t"ik est de la forme χ αΑ -hγ γ,·, c'est-à-dire si elle est un 

multiple du plus grand commun diviseur δ,·Α de ctk et de γ,. Donc 
s= Π

ιΑ
δΛ. En particulier, si (Γ, K.) est premier à (A, 1), s= 1, et il 

n'y a qu'une extension normale de Γ par A. 
Si Hn H2, ... sont les divers figuratifs de Γ, les extensions nor-

males de Γ par A figurent toutes parmi les groupes H,· | X, ..-X 

étant le même diviseur de oit qu'au n° 9. Soit en effet H' une exten-
sion normale quelconque de Γ par A. On peut la construire comme 
au n° 8 en partant de l'extension antinormale G' ayant pour équa-
tion gy = y\iKi, ... '.H' est défini par d

f
e

n
 ..., e,· étant égal à γρ 

pour et à ι pour ι^>σ (il suffit pour cela de ranger convenable-
ment les équations). Or si, dans cette construction, A est remplacé 
par 3lL, et chaque e, par un élément de Xe°, xe® correspondant à e

t 
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dans un isomorphisme de A à Oïl | H' est remplacé par un figu-
ratif H, et H | % == IT. 

11. Je supposerai désormais λ = w, ce qui ne restreint pas la 
généralité. 

Prenons par exemple pour Γ le g
2
„(a>2) diédral. (j

0
 est défini par 

a" = a, b* — β, bKab — orK γ et les équations exprimant que «, β, γ 
sont normaux; r = m — ν est ici égal à i. Toute conséquence de ces 
équations où ne figurent que α, β, γ se réduit, d'après sa forme typique 
{E., 17) (la somme des exposants de a ou de b devant s'annuler), 
à a.-xy~nx = i. On a d'ailleurs, en élevant b~*ab = a~i γ à la puissances, 
α2γ~η = ι. Donc Λ

0 est ici défini par α2 = γ", a β = β a, a γ = γα, 
β γ = γ β. Donc \L= 2 si η est pair, et Γ est fermé si η est impair. 

Soit η pair = 2 Λ', et prenons pour générateurs α' = αγ~~", β, γ. 
-i = ja'| est défini par α'2 = i, et «4, a les déterminations 

IP, β-·, y. r1!* («β)"1· y· r1!· 
; β, β-1, <xy, (ay)-1 |, J αβ, («β)"1. ay, (ay)""1 !· 

Les déterminations correspondantes de (j'sonta2w=/v2 — ι, b~* ab ~a~l ; 
α·Λ — ι, ù2 = α", b~x aù = α~,; uln = b2 =■ ι, b~* ab = an~* si ri est 
pair, ou an = b*= i, b~{ ab = a~{ γ, γ2 = ι, αγ = γα, ύγ = γ b si s'est 
impair ; a2n = ι, b2 = a", £r*' aù = a®"1 si Λ' est pair, ou a" == ι, £>2 = γ, 
b~K ab — a~K γ, γ2 = ι, αγ = γα si s' est impair. La dernière détermi-
nation se ramène, quel que soit s, à la précédente en remplaçant b 
par ba. On voit que le maximum du nombre des figuratifs indiqué 
au ri 10 ri est pas toujours atteint. 

12. Le symétrique Γ de degré />4 (Ie symétrique et l'alterné de 
degré < 4 rentrent dans les cas précédemment traités) est défini par 
les équations (S., 69) 

(2) 

b1— i, a%~=i, (ba)( x — \. {ab~xab)zr=. i, (ab~~Jab')t = i, 

j — 2. .... τ. τ étant le plus grand entier 5 -· 

On a à considérer le groupe défini par les équations 

(3) 
b1— β, <7* — α, (ba)' x — y, (ab~xaby=zà, (ab~j ab-i ) = ε j. 

j = ·2, . ,.,τ; α, β,γ.δ. ey sont permutables à a, b (donc entre eu\). 

Journ, de Math. (6· série), tome VJ. — Fasc. IV, ι JJO. 
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Ici m = τ -h 3, ν = 2, Λ0 = ja, β, γ, δ, ε„ ..ε
τ

(. 
Gomme dans tout produit ax b?a* b*'... appartenant à ek4

 on peut 
toujours faire passer à gauche le dernier élément à droite, je consi-
dérerai, dans un tel produit (que l'on peut évidemment écrire en 
commençant par un quelconque de ses éléments), le premier élément 
à gauche comme suivant le dernier à droite. 

Je poserai (a b~h a bh)^ =th(h étant pris mod l; ι, = δ·, pA = 3, si 
h~d11 mod l\ ρλ = 2, si zb ι mod t : il est clair que zh = ε_Λ). 
Pour abréger je dirai « transformer abka » au lieu « de rem-
placer abha par l'expression égale bkab~habhab~habAooi~*, si 

rb ι mod /, ou bhab~habhzh a-2, si Ιιψέ ± ι mod / ». 
Il s'agit maintenant de former les conséquences des équations (3) 

entre α, β, γ, δ, ε„ ..., ε
τ

. 

15. Supposons d'abord un instant a permutable à b. Soit (3 bis) 
le système obtenu en adjoignant à (3) ba = ab. Ce système (3 bis) 
équivaut évidemment à 

b'= β, a1—a, bl~l a'"1 y, d = a3, £j=oc*, ba — ab, 

et l'équation lhK α'-' = γ s'écrit, en vertu de b' = β, Λ
2 = a, 

d'où (31-iy( ou a 2 

Toute conséquence de (3 bis) entre a, β, γ, δ, ε
3

, ..., ε
Τ
 se ramène, 

en tenant compte de δ = α3, tj = α3, à une relation entre α, β, γ seuls. 
D'ailleurs toute conséquence de (3 bis) peut se mettre, en vertu des 
équations exprimant que les générateurs sont permutables, sous la 
forme Φ=ι, Φ étant un produit de puissances de b'§~\ α2οΓ*, 
b'~* α'~* γ-', δα-3, ijcc~'2 17). Une conséquence entre α, β, γ seuls 
est donc de la forme 

(â^a-1 )x(beft~ly (bt~iai~ly~l)i= i. 

Pour que b disparaisse, il faut que ty + (l — i)z = o, d'où ̂  = (t — i) ξ, 
ζ = — t\. Pour que a disparaisse, il faut que 2#-h (l —1)2 = 0, 

d'où χ — ίΐΐΐΐΐΐΐξ. Donc la relation cherchée sera de la forme 

\x 2 j^-'yV =1. 
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Donc les conséquences de ('1 bis) entre α, β, γ, δ, ε
2
, ..., ε

τ
 coïncident 

avec les conséquences de 

(4) « 2 . ο = α3. ij- α*. 

α, β, y, <S. ij étant permutables. 

14. Afo supposons plus a permutable à h. A priori toutes les consé-
quences de (3) entre α, β, γ, δ, ε

2
, ..., ε

τ
 résultent aussi de (3bis). 

On a d'ailleurs 

(5) δ*—δα~ιδα = (αΙ> ~ιαΰ )3a i(ab~lab )3a = a6, 

(6) ε3 = ijcrxija — {ab~jab^^a l(ab~J α&)*α — a*. 

A la relation 

(ί +1, t 4- 3, { + a )_ l, (ia)(t + i, i + a) ,(i + i, t + 3, ( + a) 
·= (12 ) (i -+- 2. i -h 3 ) [i ι (mod/) ] 

du g' symétrique de champ ι, ..I, isomorphe à Γ, répond dans £
0
 la 

relation 

(7) b~l'(ab~'ιαό)_8Λ'. ab~'abt.b~'(ab-iab),bJ = ab-'-1 α^'+'ς, 

\ étant dans Λ
9
, OU, en remplaçant (ab~Kab)~2 par %~{ab~*ab, et 

en développant (ab~1 ab)2, 

δ~χ & b~*ab~x. abi+l a. b~'~lab ab~xabi+* — ab~'~l abMς, 

ou, en transformant ob'^'a, 

<5_lε
<+1

. b~' ab*ab~' a. b~l ab,+t = abi+l ς, 

ou, en remplaçant b lablab~la par a~* b~iti=ari ε,α6~' 

α-χδ-ιε,·ε(+ί = ξ
)
, d'où ξ2=ι. 

Or, en élevant (7) au carré, on a ε, = ε{ν< ζ
2. Donc 

ε, —- ε3 —.. . = ετ soit =ε. 

On a ensuite 

y = ( ba y-1 = . 6* ab-"... &<-* α&~1. bl~x a, 

ou, en remplaçant bab~~1 par abab~s abab~*a<xr*$ et bJab~J(j> 2) 
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par aWab-ia «~s ε, 

y ~ab ab~l abab ~ia.abiab~ta.abiab~ia...abt~tabi~la.bl~l a αν~3'όεί_3 

— ab ab~l a(ba)l~l bl~l1 abl~xaotx~ufet~'i. 

ou, puisque bl = β, 

y — ab ab~-y b*ab 1 ί7α1-ΐ<άε'- 3 

OU 

(8) &'-l=a"-3. 

Si l est impair, εΓ~8 = a2'-·. Donc 

(9) 6 —at.3 ou <5 — a 'e. 

Si t est pair, ε'- 8 = aaf~" ε. Donc 

(10) άε = as ou 0 ~ as. 

On peut donc supprimer les générateurs δ, ε,, ..ε
τ
 de rb#, et sup-

poser que, dans (3), ε,, .^ désignent ε2 = ε, et que 0 désigne oc' 
si t est impair, α ε si / est pair. Toutes les conséquences de (3) entre 

α, β, γ, ε résultent alors de β'"""'γ' = α 2 , ε = α2. 

15. Prenons maintenant la formule $ = bt = (aba)t mod)a;, et 
sous-entendons désormais le module ja|. En transformant aba on a 

β = (bab~xab ab~xab)', 

ou, en faisant commencer le second membre à la quatrième lettre 

β = (ab ab^a^ab-1)1. 

d'où, en transformant ab*a} 

βε~' = (ab ab ab~xaby~ [ab~t(ab)iY 

ou, puisque (ab)3 = (aby~' (ab)*"1 = γ(αό)*- ί, 

(II) β(γε)~'~ [ab-'(ab)'-']iss [ab-^b^a)'-']1 

Ξ [ab~3a(b~ia)i~6b~xa]' 

i o 
= LaA-Mafr-1)'·®]'. 
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Si t — 4> on obtient de suite, en transformant un des ab~-a de la 
première expression de β (γε)"'» β'- ,γ~'=ι. Si t-= 5, on obtient de 
même, en transformant un des ab Λ a de la seconde expression de 

β(7ε)~'> β'-1 Ces formules rentrent dans les formules géné-
rales que nous obtiendrons tout à l'heure. 

16. Considérons l'élément e
x
 — [α£-2χ(αέτ,)ί~2*~2]ί ι), 

et admettons qu'il est dans Λ.
0
 [on vient de voir que β, = β(γεΥ '|. 

En transformant ab~%* a on obtient 

(12) ex = [abixab~ix~~x{ab~xy~ijr- '*ab 2·'-1 |'ε'. 

d'où, en transformant partout a\r'ix -* a, 

e
x

Ξ [ab~t'~iabtJ+lab~*x~i(ab~i y~tx~6 ab~ix~* abix+l ]'ε', 

d'où, en transformant le deuxième et le troisième aZr~2a?~2 du crochet, 

[ ab~2t~2 ab _1 abtx+tab~*x~3(ab~x )r ~2·t'-,, ab~ijr~3 abix+l ab~x ]'ε', 

et généralement 

(i3) exξ [ab~ix~i{ab~x)nabtx'v'l-JrXab~*x~n~t 

χ (ab~1 y-ux+n+2)
 a

foix+n+\ (y» y g*
t 

17. Soit d'abord l impair =2τ+ι, et supposons d'abord 
xSt — 3. On aura, en faisant η = τ — χ — 3, 

04) £*= [αό-2' ~2 (a6-1)T_,r_i abx^~3 ab~x~x^1 

χ ab~1 αό—*_τ·+1 αό;Γ·+τ-2 ( α6_1 )*-*-» 

d'où, en transformant partout ab~x~^s a, 

( 15 ) <?* == [ab-tx-1 (ab~x )*-*'-2a6r «-«ab-l-%x+*abx+x~l () w~s]' ε. 

Sia;= 1, cette formule donne =<?2ε, et, comme e?,est dans x0(lb), 
e, γ est aussi. Soit désormais #>2. Supposons établie, pour i impair, 
la généralisation suivante de (i5) 

( 16 ) e?x == [aù -îjr~2((
 α

£-ι)τ-*-ί]
e
/

1 

qui donne, pour x — i, d'après la définition de e
x

, ε'. On en 
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tire, en transformant ah''"2**21, 

<?Λ= )*-*-* ab-'-t+i-1 abMx-u αό-χ'χ^-χ {ab~x )*-*-» 

et généralement 

ea= (ab~x)n abn+i+i ab~~n~i~i 

X ( aô-1 )«-«(*+»-n) «-«-/abn+i+i(«A-1 )" ]' ε/_Μ, 

d'où, en faisant n = o, et en transformant les aù2+', 

(17) e* = [ab-ix+*^l+X)ab~i~i(ab~x)t~9r~kab~i~i]tei'hX. 

Si a?=t*H-i, cette formule donne, d'après la définition de e
x

, 
eÎ+i =ei+i ε*-4-·. De là, en transformant ab~2x+2(i+,), 

e
x
 = [abix~*lM)ab~~ix~*'i(ab~x y-*x—ab~,*+']ί ε'-*·1, 

d'où, en transformant partout ab-^+'a, 

e
x
=[ ab~tx~x abix~(ab~ix+i~x ( ab~1 )'-!ϊ-βα6-,χ+'-1 ab**-*]* , 

et généralement 

ex s [ab~ix~*(ab~x )nabix+n-iab-'lx-n+i-x 

χ ()<—t(x+n+i) ai)-ix—n+i—1 q 1 

d'où, pour η = τ — χ — 3, 

<?
χ
= [«£-«*-« (eù-« y-*-*abx+'t-i-lab-x-'e^i+i 

χ α6~ιab~x~XJri+iab30^'1-*(ab~x )τ-Γ-']ίεί+2. 

En transformant partout αΙτχ~τ+ί*Λαί
 on obtient alors la for-

mule ( 16) où i est changé en i 4- 2. 

On a donc, d'une manière générale, quel que soit χ, 

(i8) ex= eX\-\ εχ. 

18. Nous avons supposé jusqu'ici α?<τ —3. Soit maintenant 
Λ7 = τ —2. On partira alors de la définition de e

x
, qui jouera le rôle 

de (i4), et qui s'écrit ici 

et_, =2 [ab-"+k(ab-x )<-ST+î ]< ~ [ab*{ab~x )3]' β-'. 
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On en déduit successivement par le même procédé 

eT_jξ [ab-3ab* ab~xabK ]*β—'ε 

= [α/>7 ab~*ab3 ab~k]lfi~le 
= [ah-"1 ab3 ab3 ab3 ] fi~l 

= [a6* ab~3ab~xab~3] fi~f 

. . . . 

et généralement 

ετ _j = [ab*n+x abx~tn ab-xabl~ta ]'β~' 
= [ab~'*n~~l ab3n+x ab~xabia+i ]'(3- îî 
= [ah1"1*3 ab~în~x ab3 ab~in~i ]'β-'ε 
= [ab 4rt_3 abin+x ab3 abin+x Yfi~l 

= [abx(n+x')~*~xα&~*(Λ+Χ)ab~xabx~9^n+x^ ] β~' 
. . . . 

On s'arrêtera à la première formule où apparaît bCette formule 
s'écrit, quel que soit /, 

(19) e
t
_,== fi-'(ab3ab~xy ετ == β

τ
_,εΤ=Ξ £τ_,ετ-*, 

c'est-à-dire que la formule (18) s'applique encore pour χ = τ — 2. 

19. Soit χ —τ—ι. C'est encore la définition de e
x
 qui jouera le 

rôle de (i4)· On partira donc de 

ex_, = [ab"ÎT+t ( ab~x )<-"*]' = [ab3 ab]< β-', 

d'où l'on déduit, toujours par le même procédé, 

ex_i = [ab~3 ab8 ]<β~ίε 

= [ab~3 aW Yfi~l 

= [ab~7 ab9 ]'β—< ε 
.... 
= [ab~in~x abkn+3Y fi—1 

= [ ab~kn~3 abkn+3 ]' fi~l ε 
.... 
ΞΞ [ab3-1 ab1 Yfi~lsT~x. 

On a donc ici 

(20) eT_t= β'~'ετ_1. 
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Ainsi en multipliant les formules déduites de ( 18) pour χ = ί ,..., τ — 3 
par(iq)et (20), 

(21) = (3î-' ε 8 

Or β
2

ΞΞΞβ(γε)~' — βγ~' ε (15). Donc, en éliminant e.>, 

βί-iy t^S 8 . 

20. Soit maintenant l pair = 2T, et supposons d'abord — 3. 
La formule (i3) donne, pour η = τ — χ — 3, 

ex = \ab~ix~i ( -1 )τ-χ~* abx+x~1 ab~x τ_Μ ab~' ~T+1 abx+z~l ( α/>-1 )*-·< -3 , 

d'où, en transformant le premier atr« du crochet, 

ex~ [ab '2(atr Χ)τ~χ~2σ^*+Τ xa!rl *·'+ -ab'+z -(ah _1 )τ '' 3]\ 

d'où, en transformant αΰ~ι~-*+-α, 

exΞΞΞ [r/A -*·Γ~2 ( z+tabt+s'~2ab·'' T(ab ,)τ—''~3|'. 

Si a?=i, cette formule donne e, e
2

. Donc e, est, comme e
2

, 
dans 4

fl (15). Supposons établie la formule plus générale 

(22) e
x
 = [ab~2r~i(ab~l y—r-*ab~x':~*~icrbl~i~2'~2'ab-'--z+i ~l ( ab y~x~31', 

d'où, pour χ = i, ei=ei+i. On en tire, en transformant ab c~x+l a, 

ex = [ab~2x~2 (ab~x )T—r~3 ab -JC -*-*·(-1
 abx HT ' abr+zab~·' ■-*-+·»-> (ab 1 )τ" ' 

d'où, en transformant partout aù-* ™"', et en introduisant bl b~l blb ', 

ex= [ah~tx~2 (ab~l y-*-1*abz~x+'~sabx~z~i+l 

X (ab~l)2abx z~i+ï αΛτ~·,_ΗΙ~2(«Λ_1)τ""·'-4]ί, 

et généralement 

ex=[ab-ix-i(ab-x)'labn+i+îab-"-f-3(ab-iy-^r+n+^ab'n-i-iabn-i-i+i(ab-l)n J', 

d'où, en faisant η = ο, et en transformant partout abt+-a, 

(23) <?
x

== [ab-^+i^ab-^iab-iy-^ab-'-*)1, 

qui, pour χ = i -f- 1, donne = En transformant ab~2x+2 (<"H) a, 
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on en tire 
[ab2' ~'ΐ{,+χ) ab~~ix+i (ab~1 y-*·'—* ab~tx+i |', 

d'où, en transformant partout alr2x+t a, 

e
x
~ [ah 2''~2ah2'ab~ir'*-i"x(ab~x )'~2 l'-r,ab~2jc!~/~1 αϋ2χ~' |', 

et généralement 

rx~ [ab~il 2(air1 )"α^χ+η~ι ab~ix1 

χ (ab~x y~n*+n+*)a.b~tx~n*~i~x αΰ2χ+η~ι (ab~x)" ]', 

d'où, pour η — τ — χ — 3, 

c.
x
 = [ ah~ix~2 ( ah~x )τ -·*-* αΛχ+τ-,—3 

X ab~x χ+ΐ+2 ab-x~x+iJr2 abx+i:~'~3(aù_1 )τ~·'"~3]'. 

et, en transformant le premier αύ~χ~τ""+*α du crochet, 

e
x
 = | ab~2r ~2 (ab~xy~r~i α&:+τ-'-2 ab~2x~t+2M ab*^-1 3(<aù- 1)'r--r~3]<. 

Kn transformant ah-2*-1**'** a, on en déduit la formule (22) où i 
est remplacé par î+ 2. On a donc généralement e

x
=E£e

x
+

t
. Donc 

f 1 

21. Soit maintenant χ = τ — 2. La définition de e* donne 

eT_2 == [ab-*·*(aù"* )2]' ξ [ab*(aù"1 )«]< °>~ι. 

On en déduit, en transformant ab4 a, 

eT_.j= [ab~* ab* ab*]1 & "e, 

d'où, en transformant le premier ab3 a, puis, par des transformations 
successives analogues, 

t?x_a= [ah6 ah~l ab~3 ]'β~' 
= ab* ab3 

= [α/;8 ab~1 ' 
= [ah~8 α/>3 ]'β~' 
. . . 

Joum. Ue Math, ((i* série), tonie VI, — Fuse. IV. ι<μυ 02 
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et généralement 

04) e
T
_j= [abin ab~x ab*~*n ]*β~' 

&χ_,ΞΞ [ab~in ab*n~xab3 ]'β~' 
= [α&('ι+ι) ab~i α/νΐ—,('ϊ+1>]/β~' 

La formule (24) donne pour η = τ 

eT_,== (ab'yp-'ss eT_,. 

22. Soft a? = τ—1, et fix = eT., = (αΛ8V β_ ί. 
Posons /= y/', /'étant impair, et q=[>}=ziq'. Alors <?

τ
.,=[(«/»2 Λ 

Transformons un des ah* a du crochet. Il viendra 

eT_t = [abkab~*abk ( ab® ) f-1 ]r β_ί ε, 

d'où, en transformant partout 

eT-i = [(α66αΛ-*),α66(αΛ,)ν-δ]/'β-,ε, 

et généralement 

ex-x = [(abin+iab-in)nab*n+i{abi)<i-in i\t'{> U s . 

On tire de là, pour η = q' — 1, 

ex_, = [(aà^a^-f)?'-"1 α^'/«//2]*'β-<ε 2 . 

Si £ est > qy on continuera en transformant partout abqa, ce qui 
donne 

tfx_i = [abii^ab*1! (abi+2ab~i)i'~iyfi-ts 2 

d'où, en transformant partout ab^a et ab*9'1a
) 

ex_,= [αό,^+·4αύ"2''~2α^2^+να^~'-2(α^^ΛΑ""^~2)''~2]<'β_/ε 2 , 

et généralement 

e == r(a6*?+**+sa£-s*-t«)«a62?-t-*"+!ia6-7-2'' 

'ab'v+i'^ab-' 
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d'où, pour n = q' — ι, 

eT_, = [{abifabt-iq)<i~x ab*t αΰ~%ι~*ΛΥ $~l t 2 , 

et généralement, pour n impair?). 

et_,s= [(abni abi-ni)ï-i ah'1* αΰ-{,ι-νι+*γ $~l ζ 2 , 

d'où, pour n = 

ez_i=[(aùtabt~t)v'~labtab~t+9'*'tY'^~ts 2 = (32-'ε 1 . 

Donc 

<ί,Ξ eT_,= β'-'β 2 . 

Or ί'
2
 = βγ ' (Ιο). Donc, en éliminant e2, 

βΖ-ly-i— £ 2 , 

25. On a donc, quel que soit /, 

(25) 3>-■|yle'a'w = i, 

/w étant encore inconnu. Cette relation étant une conséquence de 

βί-#γΐ_ α « , ε = oc2 (14), son premier membre est de la forme 

β1·-'/a 2 j (εα"2)/. 

Donc χ — ι, y = Z, et 

(27) m — —- — 9.1 = —- — r(r —1). 

Il est clair qu'on aurait pu déterminer m, mais plus péniblement, en 
conservant α dans les calculs qui ont fourni β'"1 γ~'=ε'. 

24. Toute conséquence des équations (3) entre α, β, γ, ε résulte 
de celles qui ont été trouvées. 

En effet, une telle conséquence Φ = 1, devant résulter de 

β'-'γ^α 2 , ε = α2 (14), a un premier membre Φ de la forme (αϋ). 
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Mais β·-'γ/ε/α#" ayant aussi cette forme, Φ= ι se ramène, en vertu 
des relations trouvées, à la forme (α~2ε)χ = ι (χ — ο ou ι). Il s'agit de 
montrer que, dans toute conséquence de cette forme, .rest nécessai-
rement nul. Il suffit pour cela de construire un groupe d'ordre 2(G) 
défini par 

(28) 

«*=i, blz=.fi, {ab)l~x — y. (ab~l ab)*= 0. 
{ab~i α.Μ)*— ε. (j — t ε*=ι; 

β= ι si t est impair; δ = ε si t est pair; (3, y sont dans je [ = K. 

Admettons l'existence d'un tel groupe abstrait X, et cherchons à 
construire un groupe analogue X où t soit remplacé par l ·+- i. Je dési-
gnerai par τ, s, Ε, β, γ, ?, ... les objets analogues à τ, ε, ... et rela-
tifs à X. 

Soit G la représentation régulière de X et S, le symétrique de 
champ 1, X|E = S, est représenté régulièrement par le plus 
petit commun multiple Γ des substitutions (Ka) = (Ea?, Era), 
(S., 57) et (Eô) = (Ea?, Εxb), Ε a? parcourant X|E : je supposerai 
que (Ea) répond à la substitution (12) et (EZ>) à (12 ... /); je 
désignerai d'une manière générale par (Es) la substitution de Γ qui 
répond à l'élément Es de X|E, et par (s) la substitution de G qui 
répond à ζ de X. 

Les éléments de Χ | Ε se partagent en couples tels que ΕΛ·, E ra. 
Désignons par Y, χ un élément arbitrairement choisi dans chacun de 
ces couples et par χ un élément arbitrairement choisi dans E .r. Alors 
les χ et les xa formeront un système déterminé R, de restes de X 
mod Ε, et les ε# et les zxa un autre système de restes R2. On pourra 
donc écrire 

(ε) =(.r,, xt) (r.2. ./·, ) 
(.r, parcourant H,, et CjΞ j jt si / ί; ι, j ~ ο, 1 mod 2 ) ; 

(a) — a{ — (u?,, .i't a). a, = ( x^a ), 
(Α) = (Λ·„ .rtb)(a;.1. .vtb). 

Soit xihzf{*'i,b) celui des deux éléments de Εx{ b qui est dans R,, 
et posons (xh .r

1
·^ε^<α',,b))= bh b

t
b.

2
 = b

Q
. (b) se déduit de en 

remplaçant les ϋ par 1. Si // = εβ, (b)' = (xnxt Ι/) (χ,,χ.,^) se 
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réduit à (ε)0. Si Ν remplace K.r
f
 par Ky,, 

y, étant dans Rf, il est clair que a':* bf' ... a'f bfl remplace x,· par y
h

 et 
inversement. Donc Γ, = \ ah ù, ! est semblable à Γ. 

Considérons maintenant un groupe G ayant /4- ι constituants 

transitifs G(0), ..., (ί(ί)semblables à G(0) = G. Soit en général s = ÏIJ, s(A) 

la substitution de G qui répond aux substitutions s(0),.... s{t) de 
G:<lî, ..., G(<). Désignons par a[k\ α^\ ε(Α), TJAi, ... les objets jouant 
relativement à G(A) le rôle de (a) = a'0), a,· = af/ , (ε) = ε(,,), Γ,· = Γ,0' 
relativement à G = G(0). Soit at = Π'

0
 a\k), b,· = Π'

0
 b<k) et Γ,· = ; a,, bi !. 

Soit Kj une représentation régulière du symétrique Si+, de champ 
ι. ..., /4-1 dans le champ de Γ;. Soit cH la de K,· qui répond 
à (Λ /4-i) de S,

+ 1
. el c = c, c

2
. On peut supposer que Kf = \ F,·, c,· |. 

Soil K le groupe ayant pour constituants K, et K
2

, et où la substi-
tution s qui répond à s( de K,· est s,s2. Soit Γ le diviseur de K qui 
a pour constituants Γ, et F

a
. Toute substitution a1 b J c* av ΰζV... de 

k étrangère à Γ est régulière et remplace chaque x(f} par un x^ 
d'indice supérieur différente). Donc la substitution correspondante 
a' (Pc"a)' !P' cv'... de ; G, c |, qui ne s'en distingue qu'en ce que cer-
taines séquences de la forme (l^k) sont remplacées par 
XT ;ι'Τ (y Φ f b déplace aussi tous les symboles. De plus ; G, c[ est 
transitif, puisque K, l'est entre x^\ ..., x" ,etque G contient (ε). Donc 
I (i, C·; estrégulier. D'ailleurs (ε) c (ε) = c, c2 = c. Donc (ε), permu-
table à α et à ù, est normale dans ) G, c !. 

(c^
(
,)ί+,, qui correspond dans K à (14- 1 )i+l, est égale k 1. 

Donc (cbf» est un produit de transpositions de la forme et, 
comme ; G, c[ est régulier, (cb)t+t contient toutes ces transpositions, 
ou se réduit k 1. De même, (ac6

o
y, qui correspond à [(12) ( 1,..., / 4- i)]f, 

étant égale k 1, (a cby est dans ! (ε) |. 

(l ) Soil, en général, À — Σα un diviseur d'un groupe G rr Σ g = Σχ = ΣζΑ, 
et 2(.r, xg) la représentation régulière de G où la substitution (x, xg) répond 
à g. Si g est hors de A, tout élément za d'un complexe quelconque ζ A sera 
remplacé par un élément zag d'un complexe zAg^àzA. 
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Pour i<î<t,(cùJ
 ta(cboy, qui correspond à la transformée de (12) 

par (1, 2,../ -f- 1)', coïncide avec b~l a b'0, qui correspond à la trans-
formée de (12) par (12 ... I)1. D'après la règle usuelle de transfor-
mation, il est dès lors évident que les transformées de a par (cb)' et 
par bl coïncident. Donc a (cb)~l a (cb)1 coïncide avec a b ' a b*. 

Si / = 2τ -h 1, t = t + i. Mais (a(cù)~r 1 a(c/>)t_M )2 est égale à (ε) 
ou à ι en même temps que (a(cù)"~2 a(cb)'J)2 : cela résulte des équa-
tions que vériiie j G, c | (14·). 

Donc J G, c j est une représentation régulière de X, qui, par suite, 
existe quand X existe. 

Il reste à montrer que X existe pour / = 4. Or considérons le groupe 

L ( 2, 3) des substitutions ^ +
 m

od 3. lin posant 

I l ~ η | 
— ξ -H η 

= <>. 
— £ — η 

£ c 
= ε. 

— fi 

on a 

α*= 1, 6ν=ε, (ba)1—z. (aè-1ai>)3 = ε, (ab'^ab*)*— ε. 

2i>. En posant α — α= β', ε'α"1 = γ' (d'où β"γ'= β ε'α'", 
β"-'γ'= γ ε'α"1), α 2ε = ε', les équations de Λ

0
 deviennent 7/==Ι> 

ε'2 = ι, α' et ψ restant indéterminés. Donc le multiplicateur OÏL de Γ 
est d'ordre μ = 2. Les divers groupes infinis, dont le produit direct 
par <&> = } ε' j (=3U;) est Α*

ϋ
, sont contenus dans la formule 

Λ,= J a'e", (a'e")· Λ β'ε'3\ (β'ε^)-1 

où χ et y peuvent être pris indépendamment l'un de l'autre égaux à ο 
ou à 1 (2). Les divers figuratifs de Γ, qui s'obtiennent en faisant 
Λ, = 1, sont donc fournis par les équations (3) où l'on fait (après 
avoir remplacé δ par a3 si t est impair, par α ε si t est pair) 

(29) α' = ε'-Λ, β' = ε'-?. y' = ι, ε'2=ι, 

c'est-à-dire, en réduisant les exposants de t' mod 2, et en remarquant 

que ε'= ε (puisque α2 = α'3 = ι) et que m=^~—— mod 2, 

(3o) α = ε', β = ε , γ = βε?, ο = εχ+Μ. 
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En prenant au besoin bir pour 6, on peut toujours annuler/. On a 
donc au plus deux figuratifs répondant aux choix χ = ο, ι. 

Le symétrique étant complet pour t φ 6 (1 ), il résulte des n08 9 et 10 
que ces figuratifs sont distincts si t fi 6. Mais on peut le voir directe-
ment, et même pour / =6, comme il suit. 

Soient g un quelconque de ces figuratifs, et 3 son commutant (iso-
morphe au gf alterné). <jw(<3) est le central de(j, et, dans l'homo-
morphisme de £ à Γ, 3 répond au commutant K( —C) de Γ. Les 
transpositions de Γ sont toutes conjuguées, et à chacune d'elles 
répondent deux éléments de (j situés hors de 3 et ayant pour carré 
a- = x. Donc tous les éléments de (j répondant aux s., impaires de Γ 
ont pour carré a, c'est-à-dire que, si cY est le système des e

2
 de fi'| 3, 

tous les e
2
 de </ qui figurent dans 3Y ont pour carré a. Donc les deux 

déterminations de (J, dans lesquelles α est un élément distinct de eh, 
sont elles-mêmes distinctes. 

26. Avant de faire une application aux cas / = 4,5, je dois rappeler 
quelques résultats généraux. 

Soit Γ (a, π) (it =/>,,·, ρ premier, M entier) le groupe des substitu-

tions +
 ̂  ^ι ρ·? λ' p/parcourant le champ de Galois d'ordre π; 

U(2, π) le diviseur de L(2, τ) formé des substitutions de L(a, π) dont 

le déterminant est ι ; 4^(2, π) le groupe des substitutions 

où λ, {A, λ', p/, parcourent et 13(2,π) le diviseur de ^(2,π) 
formé des substitutions dont le déterminant est un carré. 

Soit i une racine primitive de C*. M. Schur a démontré (Crt. 132, 
p. 113-123) que les diviseurs de L (2, z2) de la forme G(p) = ; U (2, π), 
| ρ ξ, pi~{ η I =s j pour lesquels s'2 est dans U(2,ir), c'est-à-dire pour 
lesquels p4=r, sont des figuratifs de £(2,-). Gomme ϋ(2,π), 
contient | — ζ, — η |, Glp) a au plus deux déterminations, l'une G^ = G' 
répondant à p3 = i, l'autre G^ = G" répondant à p'J = — i (d'où 
pt~' =—ρ_<). G' est dans U(a,7:a) et n'a par suite qu'un e2. G" a 

plusieurs e
2

; car, pour que j
 p\ |(Xu/ —μλ' = ι) soit 

(!) HOLDER, M. At. XLVI, 1895, p. 333-345. 
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tordre 2, λ, μ, λ'μ' étant dans C*, il faut et suffit, on le voit direc-
tement, ou que μ λ' soit φ ο avec μ' = — iλ et μ λ' = — ι — iλ2, ou 
que μ = λ' = ο avec μ' = λ~' et i λ* = — ι (ce qui exige que — 1 soit 
non carré, donc que π~ i mod 4) (')· 

Si τ~ι mod 4? L (2, r) « un diviseur A formé des substitutions 
de déterminant db 1, lequel U ( 2, τ: ) cs/ atmi d'indice 2. J/a/.v 
A λ'es/ /?α.9 un figuratif de ^(2,7:). Kn effet, — 1 étant ici carré, 
— 1 — /λ2 est φο, quel que soit X, (i" a π (π — ι ) e

2
, et ( »' un seul, 

tandis que A en a π H- 2, comme on le voit aussi directement. Si^—'i 
mod 4, — i est carré, et p* = —i est résoluble dans C„; (i" est alors 
identique au groupe ; U (2,71), | ξ, — η| 

Pour / = 4 [τ = 2; Γ—^(2,3)], L (2,3) = U'
3
 = G

3
 est le figuratif 

de Γ répondant au choix χ· = ο((24). Celui répondant à ./ =1 est 
G'

s
 (* == — 1, p'J = — 1 ) (alors /' = — 1 et p2 = — 1 ). ( iar, en posant 

— pi 4- pn pi ··+- pn / . £ 4- η , ' ν 

on a 

αι~ΐ. ε. (abf — ε, (ah iah)'i —1. (ub lab'·)'1 ~z. 

Pour / = 5 | τ = 2; Γ = .((2,5)), G
:>

, qui n'a qu'un ca, repond à 
x— 1, et G'j à# = o. On obtient des représentations des figuratifs 
dans C, en prenant 

b
~ " ^ i ' Z — . ' i — tn 

(9 = ± 1. λ'= - £(λ2+3); 

pour ρ2 = 2, le figuratif obtenu est G'
s
 ; pour p2 = 3, il est G]. 

Aucun ga.120 ^ r'u £*.120 C(2,5) n'est isomorphe à G', ou à G·*. Kn 
effet, soit A le gs.iao de ^(2,0) formé des substitutions de détermi-
nant ± 1. X et A sont normaux dans L, et le plus grand commun 
diviseur Λ de X et de A est un g

t 20
 normal dans L. Donc Λ coïncide 

avec U, sans quoi leur plus grand commun diviseur serait normal 
dans L et d'ordre >2, ce qui ne se peut. Donc X contient U. Mais 

(') SCULR, toc, cit. 
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L| U, qui est un g, cyclique, n'a qu'un g
3

. Donc X = A. Or on a vu 
que A n'est pas un figuratif de £ (2,5). 

27. 31 «A. est isomorphe au gf alterné, et 3 contient Λ. Donc 3 est 
une extension normale du gf alterné (8). Donc le multiplicateur du 
2? alterné est d'ordre y 2. 

28. L'alterné Γ de degré η y4 est défini, t~n—i étant sa tran-
sitivité, par les équations (S., 70). 

(3·) 

bl — c3=a2 {ba)1 1 ~{ne)3 — (ab~xab)3 — {ab J abJ)-~ (cb ~kabk)- — 1 ; 

j — 7, .... τ. τ étant le plus grand entier 5 /> = 1. ..., t — 2 — η — ί ; 

si ni 5, il faut supprimer l'équation {ab iab')-— ι ; 
si η~ί\. il faut en outre supprimer {ab A ab)3— \ et {cb~kabky=z 1. 

On en a une représentation A„ dans les symboles 1, ..., λ, en pre-
nant a = 12.34, c= i^2 = 12.23, et 6 = 34··· ft, si ft est impair, 
6= 12.34... ft, si Λ est pair. ; 6, c(, contenant 123, 124, ..., 12 Λ, 

coincide avec A
n

(*S., 38) : on vérifie d'ailleurs directement que 
a — cb 1 ebe pour η pair, et que a — c26~' c6c2 pour η impair. 

Nous avons à considérer ici le groupe (j
0
 défini par les équations 

(3a) 

bl— β, (6a)i_1 = y, c3 =:x. (αο)3—ζ, 
{ab~lab)3 — d, {ab~i ab^y — ij, {cb"kabk)t = tik, 

α, β, y, *, ζ, d, cj, ..., ε
τ

, η,, ..., γ)<_3 sont permutables à ό, c (donc 
entre eux); j — 2, .... τ; kz=. 1, ..., t — 2; si ηS5, il faut supprimer 
l'équation {ab~iab'y —tj\ si /ι=4, il faut en outre supprimer 
{ab~xab)3 — ό et {cb~kabfc)t = η*. 

Je désignerai par Jb,, le plus petit commun multiple de α, β, γ, 
κ, ζ, δ, ε

2
, ..., ε

χ
, η,, ..., η,_

2
. Comme au n° 12 on a, en posant 

(ab~h«6a)PA = εΑ(Λ étant pris mod/; ρΛ = 3, si h~±. 1; ?A=
2

> 
si ι), εΛ = ε_Α. J'emploierai aussi dans le même sens l'expres-
sion « transformer abha ». Je dirai de même « transformer cbka » pour 
« remplacer cb~ka par b~ka~K bhc~K b~kr\k == b~k abk c1 b~k r\k&~x κ""1 ». 
Comme c2b~kabk = c.cb~kabk devient, en transformant cb~ka, 
cb~kab~kc*or* κ-1 et, en transformant de nouveau cb~ka, 

Journ. de Math. (6* série), tome VI.— Fasc. IV, 1910. ^ 
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b~k abk cb~k rfkar* vrK, je dirai encore « transformer c2b~ka » pour 
« remplacer clb ka par b kabkcb k rfhtfk

2 * * ». 
Γ étant parfait, on sait à priori qu'il n'a qu'un figuratif {H). 

29. Considérons un instant le groupe £'
0
 défini par les équations 

(32 bis) formées des équations (32) jointes à ab = ba, ac = ca
} 

be = cb. Des équations de tj'
0
 résultent, entre α, β, γ, κ, ζ, δ, ε

3
,..ε

χ
, 

η,, ..., η,_
2
 les équations (4) et, en outre, 

(33) "Ci —*)* — ·· · — η/-», ml = ζ*= α3**. 

Toute conséquence des équations de (/„ entre α, .η,
 2

 peut s'écrire, 
en tenant compte de δ = α8, tj = α2, ηΑ = η„ 

αχβ*γΖχ*Υ)ΐζ5= ι 

et a une forme typique (Ε., 17) où la somme — 2y — 3s — 2X 
des exposants de a et celle — 2y—3x — 3z des exposants de c sont 
nulles. Doncjy=o mod 3, eta? —2 = 0 mod 2. Donc la conséquence 
considérée se ramène, en vertu de (33), à une conséquence entre 
α, β, γ, η, seuls, et celle-ci se ramène à son tour, comme au n" 15, à la 
forme 

\α 2 Pi-1y~v α~3"η|"=ι, 

ou, d'après (4), à η"Β = α8", ou, en remplaçant η] par α3κ2, à x2"= 1. 
Or, dans une telle conséquence mise sous forme typique, la somme 
des exposants de c est — 6u. Donc u = o. Donc les conséquences des 
équations de ^ entre «, ..., ηί 2 coïncident avec les conséquences 
de (4) et de (33). 

50. Revenons maintenant à tj'e. Des équations a2 = α, = 
(baf~x =γ, (ab~l ab)* = δ, (ab~JabJ)2= ε7·, qui font partie de (32), 
on déduit d'abord comme précédemment 

(34) 
£j — g

s soit ε; δ rr oc3 pour η impair; <5 = o& pour η pair; 

{3i-y
e
/
a

m
=I(

 l-ïil ï), m =-^ ^-2/. 

On a ensuite 

(35) = •fii(c.c~lt]kct:= (cù~kab'c)ic~l(cb~kabky.c~l(cè~Λα6A),cî=:α3x,. 
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7 

A la relation (24) (56).(ï23).(24) (56) = (i43) de A„ répond 
dans (j

0
 (24.56 est la transformée de 34.56 par i32) 

(36) (c~lab-iabac)~i.ct.(c-tab~saÎftc) = caς, 

ξ étant dans <Â»
0
, ou 

b~* ab* ac* ab~* ab* c = οαξ, 

ou, en remplaçant ac2 a par caci_ ,aax, et en multipliant à droite 
par αα-1 et à gauche par c1, 

x~l ζ-1 cb~* ab* cacb~* ab* ca = ς. 

ou, en remplaçant deux fois cb 2 ab2 par b~2 c-' α 1, 

α- 3 ζ-1 η ® b~* ab* ab~* ab* a — £ 

ou 
α-3ζ-ιηΐε _ 

Or le cube de (36) est κ2 = ζ ξ3. Donc 

κ2 = ζχ~9ζ~'Λι)\ε3=· α~3ε3κ4ζ~2 

ou 

(3;) ζ2 = αεκ2 = η? (χ~'ε). 

On voit que les equations de Î(*0 ne peuvent entraîner la consé-
quence ζ2 = η*, car elles entraîneraient aussi la conséquence ε = α2 

contrairement à l'exemple construit au n° 24. 

51. Supposons maintenant η impair. On aura d'abord (cf. 28) 

a — κ '«x=:x *c*. cac. c*— χ~*ζχ~ 3c*. ac*a. c2. 

Or de (b~k abk c)· = r\k on déduit 

c*z= ηΛ.1 xb~k abkcb~k abk et c = α-2η*κ-1 b~kabk c2 b~kabk. 

Donc 
c* — oc *f)kl"Χ)αμ-ι b~kabk. b~k -1 αύχ-+' c2 b~k~l abk~*~l. b~kabk. 
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Par suite, en répétant la transformation pour k= ι, 3, 5, ..., η — 6, 

a — α ζκ_3γ},1 xc2. a. b~x ab. b~~* afea. c* b~% ab* ,b~xab.a.ct 

. . . 
— α~ιζκ_3η1

1 njnj1 γ); ... ,-5TQ*i4 α6 ηκ 
X ^.a.b"1ab. b~~iabi...bk ~'lab"~',.c. Ι^~η abn~'*... lrxab. a.c', 

ou, en posant 

•niV flaV · · k
— (i (0Z~ «3*'b 

a = «î_,i ζκ_2(Μ c*(ab~x )'t-î bn~icb3"n(ba)n'~'ici — ζντ* 0~x c* b~x cbc% 

OU 

(38) e2£r1 cbc*a~x = Ç_ ,xs0. 

Or, à la relation 

[(12) ($5... M ) ]~1 - ( 13 ) ( /· -H 3, λ H- 4 > · ( 12 ) ( 4 5 .. . n) 
— (132) l.(i3) (/- + 4, A- -h 5).(I32) 

entre les substitutions de A„, répond dans 

(39) (ba)~ 1 cb Aabk. ba— c~l .cb k~x abk+x et Α·. ξ*· étant dans Ht>
0

. 

ou, en transformant abk+i a au premier membre, 

a Λεα 1 b xcbab~k~x abk+x = b~k'~x abk^x £/.·. 

ou, en se servant de (//*"' abk+' c)2 = ty+n 
α ~2εα_1 b~xcba — » 'c 'η/, , 

ou 
«- îe ' cbaca = r

(/l+)
 ξ/.. 

ou, en se servant de (««)" = ζ, 

« 2 εκ * ζ. b~x cbcia~xci — YJA+I ζ/. . 

ou, d'après (38), 
lk — <χ-Ηθ·η}:+ί. 

Or l'équation (3q), élevée au carré, donne η* = η
λ+

, ξ£. Donc 

Tlk = Y)k+ia-!>siBt okU = το*1, 
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De même 
fik+ι = -riklt91 · 

Donc 

*]* = *!*+» ou m,~ *Jî = .. . = —.. . = η„_
5
. 

Donc, d'après la définition de Θ, 

9 = (UjTf)j') 2 rM. 

Si// — 5ΞΟ mod3, on a doncô = η, et, puisque η
2
 = η"JO* = η, ' θ2, 

η, = η,. 
Si Λ — 5ΞΞΞ ι mod 3, on a Ο2 = η, η"1 Y)J ou, puisque η'} = Ο3, θ = η

2 

et, comme η, = η"1 Ο2, η, = η
4

. 
Si n — 5 = 2 mod3 (ou n~ ι mod6), on a 0 = η| η"1 qui, jointe 

à θ2 = η, η
4

, ne donne rien de nouveau. Mais l'analyse suivante, qui 
s'applique d'ailleurs quel que soit n impair φ 7, va nous conduire au 
même résultat (sauf peut-être si n = 7). 

b k acbk, qui correspond à (2, 3 -h k
)
 ί\ + k) {kSn — 4) de A„, est 

permutable mod Λ,
0

, pour /f^3, kcb 1 ab, qui correspond à Γ3.45. On 
a donc une égalité de la forme 

b~kacbk,cb~xab,(b~kacbk)~x =z cb"xabc,) — 4» ω dans -AO
0

) 

dont le carré est ω- == ι. Ecrivons-la 

b~k acbkcb~x ab — cb~x ab~k+1 acbk ω. 

ou, en transformant ab khi a, 

b~~kacbkcb lab = cb~ kabk~xab~k~^x cbkωα'ε. 

On en tire, en transformant cb~ka et en divisant à gauche par b~ha, 

cbkcb~lab~ bkc-b xabk-^icbkroru,xiy. ~ls. 

ou, en transformant cb~'a et c2ft~' 

cbk Λ abc2 = abcb~kcbkα- νκ"1 ε. 

ou, en faisant passer tous les a, b, c dans le premier membre 

cbk~x abc1 b~kcl bkci b~lab~k+x — ωη/,η,α~3κε. 
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ou, en transformant c2 brK a, puis en transformant par cbk~*, 

(4o) abc* b~kc* bk~l abcb~ k cbk~* 1 «- ,xs£. 

ou, en transformant b"* c2 b et cb (dans lrk c2 bk~* et b~kcbk~*) 
d'après (38), 

abc*b~k+x c*ac*bk~*abcb~k+x cacbk~* ~ ωηιτ~χ κ3 ε. 

ou, en transformant c2 ac2 et cac d'après (ca)3 = ζ, 

abc*b~k+i acabk~*abcb~k+xac*abk-*~ ακ*ε. 

ou, en transformant c2 b~k+i a et cb~k+i a, et en employant YJJ = α3 A2, 

ab~k+*abk~x cb~kJrlcabk~*ab~k+*abk~xc*b~k+x c*abk~* — ωγίχ.ηγ1 ακ*ε. 

ou, en transformant par abk+2 abk~2, 

(4i) bcb~k+x cabk~* ab~k+* abk~x c* b~k+x c* abk~*ab~k+* abk~* — ωη*·^1 «xse. 

ou, en supposant d'abord k— 2>2 (donc η > 7, puisque k est < ri — 4), 
et en transformant les deux abk~2 a, 

bcb~k~*~l cbk~* abc* b~k+i c* bk~*a — wïu n j1 α'κΐε~*. 

En transformant par bcb~k+i cbk a, et en employant ε2 = α4, on 
obtient une équation qui ne diffère de (4o) qu'en ce que, au premier 
membre, k est remplacé par k — 1. On pourra répéter l'opération 
tant que, dans l'équation (40> k — 2 sera > 1. Quand k — 2 sera 
égal à 1 (λ >7), l'équation (41) s'écrit (le second membre n'ayant pas 
changé) 

(4a) bcb~*cabab~l ab*c* b~* c*abab~x ab — ωη/,η,1 ακ'ε. 

On en tire, en transformant les deux aba, et en employant δ2 = αΛ, 

bcb~* cbab~x ababc* b~*c* bab~x aba — 1 «κ5 ε. 

ou, en transformant b~{ cb et b~* c2 b (dans b'2 cb et b~2 c2 b) 
d'après (38), 

bcb~xcacab~x ababc* b~x c* ac* ab~x aba = ωηΑη,1 α*κ3ε. 

ou, en transformant caca et ca ac2 a d'après (ca)3 = ζ, 

bcb~x ac* b~x ababc* b~x acb~x aba = ωη χ· η 1 «κ3 ε. 
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ou, en transformant c2 b~{ a et cb~s a, 

bcb~l ab~* abcabc1 b~l ab~l abc* a = ωη* ηχ1 «**£, 

ou, en transformant encore cb~K a et c2 b { a, puis en transformant 
par a et en simplifiant, 

bc1 b^abcbcb'* abc* — ωγΐ/f},1 α-1κ2ε. 

ou, en transformant c2 b~*a, 

b~*ab*cb~* cbcb~* abc* = ωη *ri,1 η ~1 αχ3 ε, 

ou, en transformant c6 d'après (38), en transformant par c-2 et 
en employant (ca)5 = ζ, ζ2 = αεκ2, ε2 = a4, 

c* b~* ab* acab~* ab — 1 r),*#-1**5/3, 

ou, en transformant ca a, en employant r)J = α5 κ2, et en transfor-
mant par b~{ orK b2, 

b~*cbaca — (ûYikrit* 0- la3x*. 

ou, en transformant d'après (38), et en employant (ca)3 = ζ, 
^ = η

(
η

2
, η! = α5κ2, 

ω = η*"ηι. 

Or ω2 = ι. Donc YJJ = η;. Or yjJ = η®. Donc 

Τ0Α = TOI pour k l 3 (ι). 

Donc η, = η
2
 = η

3
 = ... = η,_

2
 (/— 2 — α — 4), saw/ peut-être si 

η —η. On verra d'ailleurs bientôt que le cas n—η ne constitue pas 
une exception. 

D'ailleurs on va voir que si n est de la forme 6 h >6, les équa-
tions (32) entraînent vjA = η

4
, et, d'autre part, que l'ordre μ du multi-

plicateur 31L de A„ est 2 ou 6 selon que (32) entraîne η* = η, ou non. 
On peut en conclure a priori que, si w = 6 Λ -h ι > 7, (32) entraîne 
ηΑ = η,. Car, sans cela, μ serait égal à 6. Or, 6 étant premier à 
l'indice 6 h -+- ι de Α,Λ dans ΑβΛ4.,, il résulte d'un théorème de M. Schur 

(') On aurait pu, dans le calcul précédent, négliger oc, ζ, κ, ε; car une relation 
de la forme η; = γι, mod ! α, β, y, ζ, χ, t j entraîne nécessairement ηΑ=η,, 
puisqu'elle doit résulter de (4) et de (33). 
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(Cr., t. 127, p. 49) que OÏL serait isomorphe à un diviseur du multi-
plicateur de Or ce multiplicateur est d'ordre 2. 

32. Soil maintenant η pair = 2 n'. On a d'abord 

Ci3) a =ca.c ,ααχζ~ι. 

Or, de ( h k abk c)2 = η* on déduit 

c = α- ί*ιΑκ-1 b"kabkc1 b~kobk. c- ~ οΛ.1 κ h "k abk cb ~kabk. 

donc 
c — «- ît)/îOl+t 'kobk. trk~x abk~*~x cb '· 1 abk li X b ~k nhk. 

Kemplaçant par cette valeur le second c de (43) en faisant A' — ι, puis 
répétant une substitution analogue avec A* = 3, 5, — o, on 
obtient 

a~c.ci.btab.b~iabi...b~n^iabn~i.b n+kab" '.r.b n h!>ab" ,...b~iab.a .c 
Χ αζ-'α1 . . .ηΛ_Βγ£ΐν. 

ou, en posant 0=y)
4
 yj./yjj η/ ... η

Λ
_

3
 ϊ)Λ (d'où 0'= 1), 

a ~ c(ab~i)n~3 b'1 ~3cb3~H( ba)"~*cηζ 11) = χ'ιζ~Λ 0 cb1 ebe 

OU 

(44) cb^cbca-^oi-^B-'-a^. 

Or à la relation 

(45... «)-1.(i3)(^ + 3, A + 4).(45...«) = («3)(A-t-4, A-I-5) 

de A
n
 répond dans çjf

e 

(45) (ba)~x.cb-kabk.ba=zcb~k~labk+x^k, ξ* étant dans <A>
0

. 

ou, en transformant abk+i a, 

εα~*α~χ b~lcba = c£A, 
OU 

b-icbac'aot^ex-* = ςΑ, 

ou, en remplaçant acla par cacZ~' κα2, et en employant (44)? 
«-*60* = ς*. 
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Mais le carré de(43) est = Ï]A-H ?î· Donc 

ηΑ.= ϊ)Α+|6. donc n,, .= η/
1+ΐ

64= γα+3. 

Le produit des relations yj,7)^ = 0, η
3
η,1 = 0, ..., η

Μ
_

3
 = θ donne 

donc 
9 = θ * OU 9* — I OU 0'1—I. 

Donc, si η est ο mod 3, 0 = ι, et η, = η2
 = ... = ?]«-♦· 

S/ Λξξo mod 3 (donc Ξ=Ο mod 6) est > G, le produit des rela-
tions η, = η, θ, η, = η

3
 0,..., η„-

 3
 = η

β
._.» 0 donne η, = η„_

4
 θ"-3 = η„.. ». 

D'ailleurs η, = η, = ... = η.,Α+), et vj, = η
5
 = ... = η3Α+3. Comme 

ici η — 4 = 2 mod 3, on a donc η, = η
2

. Donc tous les YJa où k est ̂  ο 
mod 3 sont égaux à yj, et tous les rj

A
 où k~o mod 3 sont égaux à η,. 

Donc 
(46) &=(TQ3*î*l"»i3*ïe,)(Tîe*3ToTîit ··· 

X {.Yleh+'it) β/ί+i *Î6A+S TjjÀn-g) · ·· ( 'fin-9 Wn-fi Όιι— 7 e )— '· 

Donc on a encore 
Qi — Ί\ι~= . · ·— 'Ι/ι—;· 

Si n = G, η — /\ = 2, et Ton n'a que η, = yj
a

0 qui est une identité, la 
définition de 0 étant ici 0 = η, η

2
\ On ne peut donc rien conclure. On 

verra bientôt (54) que, pour n — 6, les équations (3*2) n'entraî-
nent pas η, = Y)

2
. 

53. A inst:, ί'/i exceptant les cas n = 6, η, en posant ε, = ε, η, = y), 
ο// α obtenu tes conséquences suivantes de (32) entre α,..., η„_4 

(4;) 
β'-y ε ' !i, ,

w
=— ̂ ε

(
τ=ε; ε' = α»; 

ο —et*. si /i est impair; ο = αε, si n est pair; 
Yli= *li n3=«3*s; ζ4= rr'êa""4. 

Aes conséquences de (32) e/ii/*e a, . résultent toutes de 
celles-là. Car elles résultent toutes de (4) et de (33), et une consé-
quence de (4) et de (33) qui ne résulte pas de (47) se ramène évidem-
ment (E., 17) à la forme ζ* = η3. Or on a vu (50) que celte équation 
ne résulte pas de ( 32). 

Journ. de Math, (ti* série), tome VI. — Fasc. 1\ , 1910. ^'1 
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On peut donc supposer que, dans les équations (32), S est remplacé 
par a', si η est impair, par αε, si η est pair, et que ε, est remplacé 
par ε et η, par η. Oa pourra alors omettre dans (47) les relations 
ii = ε, η, = η, δ = a3 ou αε. C'est ce que je ferai désormais. 

Posons maintenant 

(48) 

β/-1 — β', βι--ιγίε,κ,ιι= y' (d'où β''γ'—βει am, βη-ι.ρ — -μ' 
a~2s = ε'. 

ζ*γτ3=ε'ζ'. Çït'-V [d'oii Yj = (e'Ç')-1yj'«], 
a9 z'rj' ;i a κ — jt' 

(d'où ar, a' 8κ'. κ η8 _ a'1/' ' ; donc a rr a' 2(ε'ζ') '3γ/,:κ'). 

Les relations (47) s'écrivent, avec les générateurs α', β', γ', ε', ζ', 
η', 

(4y) ε'2= ι. γ'=ζζ'— κ'— ι. α', β', r/ restant indéterminés. 

Donc Λ,
0
 est le produit direct de -1. = ; ε'! d'ordre α — ·ι et d'un 

groupe «A,, dont les diverses déterminations sont données par 

Λ) = ) <κ'ε'·'\ («'ε'·*)"1. β'ε'>\ ( β'ε'>')-1, y/ε'-. ( v/ ε'-)-■1 J (./'.y. - -- ο on ι). 

Les divers liguratifs de Γ [on sait a priori qu'il n'y en a qu'un (28) : 
mais nous allons le retrouver], qui s'obtiennent en faisant d

 2
 = i, 

sont fournis par (32) et (48) où l'on fait 

λ' — ε'~·*\ β'—ε' y. η'~ε' ~Ζ, /= ζ':.·_ κ'_.. ». ε'2^ ι. 

c'est-à-dire, en réduisant les exposants de ε' mod 2, et en remarquant 
que ε'= ε (car ε' = α 2 ε, et les équations précédentes jointes à (48) 

entraînent α- = 1), et que m=2= —-—mod 2, 

(οο)α = ε, β = ε * . γ — βε*\ α~ε'. ζ-~Γει,ΐ. κ —ε1··'. 

En prenant au besoin b ϋ' pour ù, ci**1 pour c et a vr+z pour a, on 
peut annuler x,y et z. 

54. St /j = (>, et si les équations (32) n'entraînent pas la consé-
quence η

2
 = Y], (on verra tout à l'heure que c'est le cas), il faut, en 

continuant à poser η, — η, remplacer dans (47) l'équation = η 
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par 'f\l = α8 κ2. J'écrirai λ pour ηet je poserai 

(DI) λβ'*ΐ'-'=λ'. 

Il faudra alors ajouter à (4q) l'équation 

(5,) λ"=ι 

[qui équivaut à λ8 = α8 κ2 en vertu de (48) et (49)]· est ici le pro-
duit direct de -l. = | ε', λ' ; et de 

; Oii'-ny. («V·'' λ'·'·')-1. (β'ε^ >/>')-*. τ/ε"//-. (YiV5)/-)-1 : 

(.y. r. - =: ο ou ι ; χ'. y', ζ' = ο, ι. 2). 

Les divers figuratifs de Γ, qui s'obtiennent en faisant sont 
fournis par (32), ( J8) et (5i) où l'on fait 

(53) 
a! — ε'"·Γλ' β — ε'~ yV~y\ -η'—s'~zV~z'. 

-/=ζ'=χ' = ι. ε'2 ~ ι. λ'3 — ι, 

c'est-à-dire, en réduisant les exposants de ε' mod 2 et ceux de λ' mod 3 
(ici / = 4,^ = 11 rn = — 8), 

(54) 
α —ε'λ' β = ε'λ'-*', y = g',+-v. 0 = 1. ε = z'~k'x\ 

ζ = ε'1+=, η=ε'λ'-. κ —ε',+·Γ. λ=ε'λ'1+-, ε'2=π, λ'3— ι. 

Κ n prenantau besoin αι':λ'~·τ' pour α, Λ ε'*'λ0' pour />, οε^Χ'1"*2' pour c, 
ΟΛ peut annuler χ, y, z, χ', y', 

11 reste à s'assurer que, pour n = G, le multiplicateur est bien 
d'ordre G. Or le groupe X défini par O2), (53) et ε' = ι est 
d'ordre 3.3Go, et son central est A = J λ {. Χ | Λ est isomorphe au g® 
alterné et contient un gj

0
 auquel répond dans X un g3.eo. Or un tel 

groupe est nécessairement le produit direct d'un geo
 A par Λ (* ), et X 

est représentable relativement à A en g" transitif. Dans cette repré-
sentation (avec laquelle j'identifierai désormais X), A est invariant et 
intransitif. Donc X est imprimitif et a G systèmes de degré 3. Soient 
«n βι> γι ; «a, β

2
> y-2 ; · · · ; αβ> ββ> Υβ ces systèmes et X = Π® σ

4
-, σ

{
· dési-

gnant la substitution (a
f
 β,· γ,·). L'action de X| A sur les 6 systèmes est 

(*) Voir HOLDER, M. Α., t. XLVI, 1895, p. 354-355; 5., 93. 
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celle du g® alterné. Posons 

a%— α,α2. ζ3α^. βα~ αι«2· «3«i«5«u, = α,α.,Λ2, 

et soient αρ, //β, c^; αγ, bv cy les substitutions déduites de a
a

, Λ
α

, c
a
 en 

y remplaçant oc, par β,· ou γ,. Posons encore 

α0—— b^b^b γ, Co — CojCgCvj 
Λ? = Πξσ'/'', yrrll^a^, 5 = Π?σ''; a = a

0
;r, b~b

0
y. c = c

0
z. 

Si X existe, il doit y avoir des valeurs de mod3 telles que 
a, b, c vérifient les équations 

bk=zi, α2=ι, (ôcr)3=:i, (αά~ιαΙ>)3~ ι. {ab~x α^)ι=ι\, (ab~*ab3)2 = ι. 

c3=i, (ca)3=i, (cb~xab)x — 1. (c/r xabxy = λ. 

On peut toujours supposer les jy,· nuls. Car si & a la séquence α< 
elle doit avoir, pour être permutable à λ, les séquences β/ γΑ et γ«· αΑ.. 
Mais alors, dans bah, ces séquences sont remplacées respectivement 
par α,· αΑ, β,- βΑ, γ,γ* [ceci suppose or c'est bien le cas, sans 
quoi b aurait le cycle (α, β, γ,) et ne serait pas d'ordre 41(')· 

Remarquons maintenant que, si s
a
 est une substitution quelconque 

des oc,·, et s le produit de s
a

, = λ"1 $
α
λ, -9γ = λ~2ί

β
 λ2, s"1 xs se déduit 

de a;, soit en laissant les jà leurs places et en opérant sur les σ, la 
substitution qui se déduit de s en y écrivant σ,· pour a,, soit en lais-
sant les σ,· à leurs places et en opérant sur les xh la substitution Î"1 , 

(') A.u point de vue abstrait, cette observation se présente comme il suit. Il 
s'agit de trouver une substitution u=. Πξσ"· telle que ub9yu~x~ b0. Or soit b

u 

ce que devient 6a quand on y remplace α, par ui% et supposons que b~x rem-
place Uj par ιι^.. Cette équation devient (d'après la remarque qui suit dans le 
texte) Uin-\-yi—«, = o(mod3). Or, soit («,, ..., //,„) un cycle de b~x. Les 
équations correspondantes sont 

«!-««=—α,— Μ,ΞΞ— .... u
m

 — «,s- y
M

 (mod3). 

Elles sont résolubles toujours et seulement si ο. Or m divise l'ordre 
t — mq de b0y, et la condition {b0yY = 1 ou 

Κ · Vj W. b-^y b', *... b?y 6..y = 1 

donne q2™y, = ο, d'où Σ'"/,·ξξ ο, puisque ici t =4 est premier. 
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s
x
 se déduisant de .ç„ par le changement de a, en x

{
 : car si .v remplace 

αi par aA, elle transforme σ,· en donc σ!· en σ£· et remplace par 
suite xk par x

t
- dans I1J ffj'·'. 

L'équation or = ι oua0xfl0x= ι donne donc (en sous-entendant 
le module 3) 

x, -+-.r,= o. x:i+x.
4

== ο. î, = O, x6==o. 

Les G équations fournies par (fta)3 = ι ou ba
v
xba

0
xba

n
x = ι se 

réduisent à 
j?4 — o. 

Celles fournies par (b~'2ab2a)'2 = ι ou bla
0
xbla

0
xbla

0
x ϋ'^α^χ = ι 

et par (bab~xa)2 = ι ou b
{i

a<
j
xb~*a»xb

()
a

0
xb~'ia

Q
xbça

9
xb~xα

ϋ
χ = ι 

ne donnent rien de nouveau. 
Celles fournies par C

3
= ι ou C

0
ÎC

0
3C

(
,J = I se réduisent à 

4- -Cj -h = O. 

Celles fournies par (ca)3 = ι ou c
0
;a„xc

0za0xc0za0x = ι se 
réduisent à 

-1 Ξ ■■'Ί· 

Celles fournies par (cb *ab)2 = ι ou b
0
c
0
zb

ii
i a

0
xb

0
c

tt
zb~i a

0
x = ι 

se réduisent à 
5| = «2%. ·3(| Ξ O. 

Knfin celles fournies par(cb~2ab'2)2 = λ ou b'lc
0
ζb~'2a

Q
xb'2

0
c^z b~2a

Q
 χ 

-= λ se réduisent à 

JC| z= f -f* vj, ν^ ΞΞΞ I , vij Ξ I « 

Donc 

X| = I , 3C-& — Χ4 — XJ — Xg = O, C | = Ζ J — Ν ; = = I, = O. 

et l'on peut faire SO ΞΞΟ. On obtient ainsi 

/> = («,<*,)( α3«4 α
3
 α

β
 ) ( β, β, ) ( β

;
, β4 β5 β6 ) ( y φ ) ( y3 74 y5 y6 ). 

α = («ιβι) (βι7ίΗ7ια*)(α»α*)(β»β4)(737*). 
C-— (αι737ί)(βι«»α2)(7ιβ3βϊ)(«ν7νβ4)(α8β575). 

Donc Χ existe. 
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53. Au lieu de partir de la représentation de X relative au g
no

 Λ, 
on pourrait partir de celle relative au g

2Jt
 S = ; a, b J défini par a2 = 1, 

b* = i, (aby= 1, {alrxab)2 — 1, {air2ah2)2 = 1, isomorphe au g'' 
symétrique. X contient S, sans quoi les équations de X établiraient 
entre a et b des relations autres que les conséquences des équations 
de S, relations qui résulteraient évidemment aussi des équations de X 
où Ton fait λ = 1 ; or cela n'a pas lieu, puisque le groupe ainsi obtenu 
est isomorphe au ge alterné de champ 1, 2, 3, 4» >, 6, qui contient 
le g* symétrique j 12.3450, 12.34 !· 8 ne peut contenir Λ, puisque le 
g4 symétrique n'a pas d'e

3
 normal. Donc X est représentable, relative-

ment à S, en g45 imprimitif admettant i5 systèmes de degré 3. L'action 
de X| A sur ces systèmes est semblable à l'action du gfi alterné de 
champ 1, 2, 3, 4> 5, 6 sur les i5 combinaisons de symboles 2 à 2 

12. 13. j». i5. 16. 23. 2.4, 25, 26, 34- 35, 36. 45, 46· 56. 

que je désignerai respectivement par 

α,. a4. a». a4. a5. ac. a-, a8. a,,. at0. al2. a15. 

L'action de la substitution 12.34, correspondant à a, sur ces combi-
naisons est 

ax~ ,α10. «Ι5.α2<χ7,α3α6.α4α8,«5«». a,3. «is«u· 

Celle de 12.3456, répondant à />, est 

/να— a! .«2a7a4«9.3(3a8ar,a6.«10a13aI3a12.al| a,v. 

Celle de I32, répondant à c, est 

t. α, j. <x, α2αβ ,α:<α|0α7. α4α,, a8.«.-,a,2a9. 

Soient encore ùp, cp; αγ, ύγ, cy les substitutions déduites de e/
a

, 
Z>

a
, c

w
 en y remplaçant a, par β, ou γ,, et 

Ùq — bxbpfjy. CQ—CjjCpfy. 
<7,·= (oc,· β,7,·)·. λ = Π'-'σ,·. .r — Π',ν;·, y — Π fay'. - = II*5 σ)\ 

α — α0χ. b — bH. c — c0z. 

Les équations analogues à celles obtenues dans la représentation pré-



LA REPRÉSENTATION DES GROUPES SYMÉTRIQUE ET ALTERNÉ. 4
2
9 

cédente permettent d'annuler χ·„ z
n
 z

%
. Elles donnent alors 

X | — vC; — Λ g — J?10 — "Τ 11 Χ12 —- ^13 — *^14 — Χ lô — 
Χ., ΞΞ J-j = ΞΞ I. Χ- = Xt =Ξ Χη =1 i ; 
3, —- Z^ — -.ϊ — ^8= -y — Zu =■ Ζ|2 = -^13 = Ο, 

32 — 3S== 37 == 3lU ̂  I ; 36 = -15 1 ■ 
Done 

b=zb0, 
α = (<χί)(βι )(y,) («,„) (βίο) (yio) («u) (βι3) (y,s) 

x ( «2 y7 ) ( β·2 α- )(γιβ7)( «a ye ) ( % χβ ) ( γ λ β
6
 )(«.-, β» ) ( βα

9
 ) ( y» β„ ) 

χ ( αν α») ( β V ββ ) (γ%γ») (απ ^Ιϊ) ( β 11 βΐ3 ) ( y 11 /l 3 ) (al2al ν) ( β 12 β 1 ♦ ) (y 12 714 )· 

<■' = ( ■*13 ) ( βι» ) ( y ι a ) ( «ι β2 α
6
 ) ( βι "Λ ββ ) ( 71 «2 'ft ) ( *î βίο γ: ) ( β» "/ιο et-, ) ( y

3
 *10 β: ) 

χ ( ανα»ια») ( β i βι ι β» ) ( y '♦ y 11 ye) 
x ( β 5 β 12 βU ) ( "/5y 12 */9 ) ( *14 βΐ4 y Γν ) (al 3 713 βΐ»)· 

56. Soil η — η. Si (3a) n'entraîne pas η
2 = η,, je poserai encore 

η, = η, η
2
 = λ. Il faut remplacer, dans (I7), yja = yj par λ3 = α3/.2. 

On voit, comme au début du n° 34, que les divers figuratifs de Γ sont 
fournis par (3a), (4#), (>i) et (53), c'est-à-dire, en réduisant les 
exposants de ε'mod 2 et ceux de λ' mod 3 (ici l = j,l= r, m= — 12) 

(55) 
a — z'V-*', β = z'i+y/.'rx\ y = z'—-'-r\ ο—ε'. ε = ε'>/■*'", 
ζ — εη+Ζ. γ,=ε'λ'-, χ = ε'ι+Λ\ 1 = ε'1'ι+:\ ι. λ'3=ι. 

En prenant au besoin αι'χ*~ζ λ'~χ' pour α, bt'y pour //, ci'x\'x'+z' 
pour c, on peut annuler x, y, z, x', y\ ζ'. 

Il reste à chercher si, pour n = 7, le multiplicateur est bien d'ordre (i. 
Faisons ε = ι, et cherchons à construire un groupe X d'ordre | (7!) 
ayant pour central Λ=|λ|. X contient S =\a,b\ défini par 
rts = b* = (ba)* = (ab 'aùy = 1, (ab~'2abs)2 = 1, donc isomorphe 
au g*

i0
 symétrique et premier à A. Considérons la représentation 

de X relative à S. Elle a 21 systèmes d'imprimitivité de degré 3, 
et, en identifiant X avec cette représentation, l'action de X|A sur 
les 21 systèmes est semblable à celle du g7 alterné sur les 21 combi-
naisons 2 à 2 

ι 2, i3, 14 · '5, 16, 17. -23. 24. i5. 26. 27, 

34. 35. 36, 3y, 45, 46. 4y · 67, 67, 
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que je désignerai respectivement par 

«I. a,. et.«i, «s, «„ a7, «g, a«, 
αη· αΐ5· α|Γι· αΙ7ι ald· *1«« ®30· #21· 

L'action de I2.3J, qui répond à a, sur ces combinaisons, est 

aa= «Ι.α1ΐ.«19.α,«8.«3«7.ανα9.α5«,ο.«6α,,.α,3αιβ.«,4«1τ.α15«18.α2«»«ΐΐ; 

celle de 34 567, qui répond à est 

bx= «ι.αΐα,α^^αβ.α,α,β,α,οα,,.Λ,,α,,α,οα,ια^.α,,απα^*!* «ι»; 

celle de i32, qui répond à c, est 

Ci— «u· «,τ «ι». α,β. α„. α, α, ot7. «3 «u«s · α*«ΐί«9 · «3 «ι J «1« · «β #13*10 

Posons comme précédemment 

Λ® — Λ#ίΐββγ. —b^b^by, Co — Ca(CpCy5 
07= (α,β/7,·), λ = Πνσ

ζ
·. ,r = Π1,1 trp. j = W,'aJ'. z = IP,1*?'; 

α = «9Λ·, b — b0. c — c9z. 

Les conditions a3 = 1, />5 = 1, (/να)' = 1, (a&-1 aUf = 1, (air* ait2)3 — 1 
donnent 

(56) 
JC, = .r,î = Λ'|;, = = Λ*15 = ^t'ig = Λ',7 = ,ί'ι 3 ̂  .i'u, = .i'jd ^'21 = o. 

xx == £3 == .rt = #5 E= x6 = — jcn = — #8 Ξ — J"s Ξ — .r,n 

Mais les conditions (clr* ab)2 = 1, (clr*ab2)2 = λ donnent res-
pectivement (entre autres) les deux congruences 

( ) xl ·+■ c, -+- «/·, j -4- z
x
 == ο. X\ -+- ·5| -+- .i',

0
 -f- ν.) == 1 

qui contredisent ( 56). 
Donc X n'existe pas. Donc les équations ('fa) entraînent la consé-

quence η2 = η. 

57. On aurait pu, comme dans le cas η = 6, considérer la repré-
sentation de X en g45 relative à un des g,

e8
 simples qu'il contient; 

mais la représentation correspondante A du g7 alterné en g'5 est 
moins facile à former, et la contradiction apparaît moins vite. 

Je vais ici former A, non pour montrer comment cette contradiction 
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se présente, mais pour montrer comment yj., = η résulte de (32), et 
pour obtenir incidemment de nouvelles équations de A-. Soient 1, 2. 
3, 4» 5, 7 lcs symboles de A- et a, son g

(01(
 simple engendré par 

( 58 ) χ — 12 \. 365, y~"j\ 23456. ν = ιί\. 56 

et défini par 

r=:32=(y2.-)3=(yc)4—1 (.r= sysy'-y8) (')· 

A - contient les 3o conjugués de 2, dans le symétrique S. de champ 
ι, 2, 3, 4> r>, 6, 7 [a, est maximum dans S7 (")| : mais ils forment 
dans A

7
 deux systèmes conjugués de 10 g

)IÎK
. Les 10 conjugués de x, 

sont, en posant σ = 71234> 

ne nouvelles eqi 
x:, — xxtx. &■>— a.-~2a2.r2. χ·

Λ
 = χ~'Λ 

«0 — .r"4*,.r4. a7—.r ' 3a2.a?3. a8r=: ar"6a2.r6, 
α9= σα, σ 

a)ft= α·-1 α,,,ϊ·. a,,=:.r 2ot9.r·2. α,.,— ,τ-;,α9.τ3. 
ai;,= dr 4a9Λ·'. alv — j?_ sa.,.rs. xVt—x~r' 

(on vérifie directement que ces 10 a, sont distincts, en formant leurs 
g

7
 conjugués de ceux de a, ). lin écrivant maintenant 

a, b. c, cl. e. f. g, /;. i, k. I. m. /1. 0. 
pour 

α,, α·>. a,. *·,. a5. ae, zT. as. a9, a10, a,,. a12. a13, au, at5 

et en identifiant chaque substitution ξ de A7, avec la substitution 
(α,·, ξ-' a, ξ) que subissent les x, quand on les transforme par ξ, c'est-
à-dii 'e avec la substitution correspondante de A, on obtient 

cr0 = 12. 34 — enn. bo.c/ι. ep ,fn.gk .d.i.l. 
Z>u= 34067 — aehfm .bpdng .cloki. 
r„ — i3n — aen.bfh.cpk.dli. gmo 

(') Voir J. M., 1902, p. 575-276. où le symbole 7 est seulement remplacé 
par o. 

( 2) Loc. cit., p. 284. 

Journ. de Math. (6* série), tome VI.— Ease. IV, iyio. 55 
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(α„, Λ„, c„ correspondent respectivement à a, b, r. de a„, qui fixe/ 
est engendré par 

<?0 —— ( c0
 b

0
 ) 1 = ι ii3—65-4 = ageniph. bodclktn./. 

/"„ — c„ &0~
s
 0 = 13.67 . bh. ce. il. kn. nto. A.f.g ; 

car e
0
 et f

n
 satisfont au\ équations e\ =f l = 0'1/»Υ — (/'«/οY — 1 

qui définissent α
β

. 
Les substitutions 

e\— ef et /, aac0bf- a
0 b\a{) — .56 ~ bk.cm .dt.esf./o.np .a .1. h 

engendrent aussi un g,
û8

 défini par eu
7 = ('V/o)3 = (''o/o)^1 î 

mais, comme il déplace tous les symboles, il appartient à l'autre 
système conjugué. 

On voit que α
β est transitif dans son champ. Le g,s F qui y fixe ο 

est engendré par 

u0— f0e\ ~ 165.2 7 \ — bgn . ci m .dlh. ekp .a.f.n. 

— e
0
f

n
 e

0
1 — *4. 3j = bk.cn.dg.el. ht. mp. ηη. 

w0—(·„/<„= 27.34 — bi.ce.dm.yp./tk .In .n .f.o. 

On voit que F est un g[J tétraédral régulier, défini par //J = rj = tvj = 1, 
p

0 iv0 = tv0 c„, uf vn u0 = iv0, et que Λ est un g'5 2 fois transitif de 
classe 12. 

Adjoignons à a
c
 la substitution s

0
 — /„ qui a le cycle fo. File 

vérifie les équations 

.tJ = i. .v
0
c

0
5
0
—t'

0
, So iï'o — t'o . .sv/

u
s
0
= al. <■·„ al r

(1
ej). 

et, comme e
0
 F contient un système de restes deac(moddF, i)(Fétant 

transitif dans son champ, <?F contient des substitutions remplaçant υ 
par un symbole quelconque autre que ο du champ de a,.), ces équa-
tions, jointes à celles de a

e
, définissent A - ('). 

Négligeons maintenant ; α, β, γ, ζ, κ J = ni» ou, ce qui revient au 
même, réduisons-le à 1 (λ,0 est alors d'ordre 3), et posons 

e^.(cb)~x, f ~ clr 3abs, 
u=fei — cb~iaf/!icib~lci. v — efe~x-=bab3cb. iv~u~lvn. s~acb~*abla, 

(*) J. M., 1902, p. 25p. 
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d'où 

(5g) vi = i\*=f* = r
ll

. .^=£·η\. 

Les éléments de (|'
0
 |λ>

0
 qui répondent à «, ν sont Λ

0
«// ^alPc'b ' c2, 

Ao
9
bab*cb. Donc à la relation v0w>0 = «v'o répond, dans q

0
, une 

relation de la forme 

c»r WW, ο» étanl dans Λ,0. 
OU 

(7/ —' (7/ . Γ-1 l(- 1 Γ-1 a = 0), 

ou 

( 6o) babxcb .cbcb^ab*c2. balPcb. cb~'A ab^c2!» 1 c2. 

X b~x c2 b2 ab~x .cbcb 2ab*c*. b~x c2b2 ab~x .cb~*ab2c2 b~lc1 ~ &>. 

Calculons ω. Les transformations que je vais employer étant les 
mêmes que précédemment |en y joignant (bay — ι], je me bornerai 
à indiquer les parties des formules que je transforme en les soulignant, 
et à séparer par un trait vertical les produits situés à droite ou à gauche 
du premier membre (ce premier membre sera toujours dans Λ>„) 
que je ferai passer à gauche ou à droite. On obtient ainsi succes-
sivement, en faisant d'abord passer à gauche la lin ea fr* c- du premier 
membre, 

c- b~l c*· bab:l cbcbcb~2ab* c2 bah* cb<b~* ah-c* b~1 c2 b~x c2 b2 ab~l cbcb~2ab* c2 b 1 c2 h'· ab ~1 cb2 ab'1 — f»>. 

c-acb'^cbcbcb'^ab*^ bab*vb 2 ab* c2 b~2 c2 b~x c°- b 1 c2 b2c2 ac b~2 ab3cac2 bc2abab':~ coYij'. 

c*acb xc(bb x)a(bb x)c2bcb 2abicîbabxcb~2ab3cac2b~2ca(bb~x)c2bc2acb~2ab*cac2bc2b~xab~xab — raQr^ 

ac2 b~x abriab~iab3c2bababici bcac2 b 2ac2a(bb ~x)c2bcab 2abx cac2 be2 b lab '(ifc-r/r1 "Λ,'/κ1. 
ab xabab~2ab xa(bb x)rbab~2cb 2ac2abc2b 2abxcac2bc2\b 1 ab 1 ab — r,/j 'λ,1. 

b—*(ab~x ab)2ab 2ab x abac*h" lc(ùb 1 )ac b2 oc2 ab 1 ab2cbca c2 be- — r,j. 

b -fi b 1 choc2 ab 1 ab 2e2 a b c2 —- ouï)j1, 

b2c(bb x)abxab 2c2 abc'1 : - t,/j 1 y,,1. 

b 1 c{ bb 1 ) acb' 1 t(b 1 ab 2 c-ab | c1 -- ,1. 

arb xa(bb x)c{bb~~x)abab 1 c2ab = Wi,1. 

ab x abacb x abab'x ri(bb"x)ab --(t/j 'γη. 

ι ι- (,). 

Donc wv = wv. Donc (αν)2 = ν'άν2 = r
4
2. 
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Λ la relation s
#

' tv„.ç
(
, = r

0
 w

0
 répond, dans q,,, une relation de la 

forme 

(61) .v 'ii.vrrini-o. o étant dans Λ>0. 

dont le carré donne z>'2 = η·. Or l'équation (βι ), qui s'écrit 

ν 1 U~X CUSII '1e ' ur 1 ~ o. 

donne successivement (avec les mêmes notations) 

ab ab1 c-a .c b cb 2abxc2. b ab* cb .cb~* ah* c2 b 'r2. 

X acb 2 ab2a xbcb 2abxc2 .b xcibiab~x.cb Aa(rc2b x c2.b~x c2 b'2 ab '=9, 

b~iabicac*bclrtab xacb~xcac2b2abic2b xclacb 2ab2acb xabicibcacibcîababtcîb 'cac2bab"x~yOn.,x. 

b~-ab*cac2 beb 1 ababcb' xcacl b2ab'2c2b xc2acb 2ab2acb~x ab :vbc2abab1cï b xcac3bab 'φ#"1 ·/),', 

b iab-c*acbcî abcb 1 cac* b2ab2c2b 't'-acb 2ab2acb xab lcbab2c2b 1 en | c1 bob 1 ̂  oOQ ,1 rj.»1. 

c1 bab~x cb~2 ab2 a{bb x)cbc2 abcb xc{bb x)ac-b2 ab1 c2 b 1 c-ac b 2 air acb'1 c'· b-cl b c a = ori\x. 

c-bc1 ab2ab2abebe2 ac b 1 ac2 b2ab-c1 b xc2acb 2ab'2c2bc2b xca~oOri\'. 

c2 bc-ab"1 ab2ab2c2 b xa(bb 1 ) c-b2 ab'1 c2 b 1 c2 a b 2 air cbc~ b~1 ca — or
t

, ' y, 

c2 be2ab2 ab2 ababac2 bab-c2 b xc2ab2ab -c(tb xc(bb 1 ) a yu.,1. 

c-bc-ab-abab xc2bab2c2b xc2b 2ab2abab 1 a — or)~li
t
,1. 

c2 bc2ab2abcb2c2 lrab2cabab 1 a 9, 

c2 bc2ab2abcb2c2 b2ab2cbab 1 abab 1 - 9. 

c2bc2ab2abcb1 c2 Λ2α/ν- 2λrl b 1 abab~x 9O 1, 

c2 bc-ab2 abcb~x ab*cnb x a b\ cab x ~ o'j 11,, y,,. 

acb*c2b*cb'1 abab xab\a ~~ o-fi. 

cè~1 m ( bf, 1 jcfjC1 ab~1 ab ~ 96^ ,1 γ,. 

1 — 9*' 1 ' "^2· 

Comme γ-=τ
ι

'2, le carré de celle équation donne η* = r/J et, 
puisque =ηΐ, η

2
 = η,. . 

58. Maschke a donné (0 une représentation homogène du g7 

(' j M. Α.. ι. Li, 1899, p. .490. 
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alterné Λ de champ 1, 2, 3, 5, (>, 7, où 

I32, 12.34, 12.43, 12.56, 12.67 

sont représentées respectivement par 

,,i2
 r|

 .r, + ^ 2 x
k σ <r

, · y/3 x
3 -+- i v/2 x.

t
 pj3 

6)#.r, ^+^^3 - «■'·*':» — £ ^2 J7, — ν^3 J?
4
 , — p'«T| c„-- . rt0— f— g — r lt = 

f,) -'"a V 2 λ 2 - 'χ,3 σ s y'à xx-\- i\2Xt Ρ ^ · 
y/2.rt—Λ·

ν
 τα' Ρ 

ω1 Η- ω -Η ι — ο, 

f=\/' °=v/s + ,Vs' 
°'=\/l -'V?· 

Soit G le figuratif ) α, l>, c, ε ; de A, et ; ε J = E. c
0
 répond à Ee, 

a
0 à Κα, / à Εab~*ab, g à Εalr2ab'\ h à Εαΰ~*αΰ3, et comme 

(.2)(6
7
).(i2)(56).(i2)(45).(.2)(34) = (3456

7
). 

la substitution 

b» — hgf<* ο — 

ρ'σ' ^6 .r, — 2 ipa'Xi — / ρσ y/s χ
3
 -ι- ρ' σ y/3 χ-, Ι 

— 2ίρ'σχ
χ
 -f- po-y/tCr* -Ηρσ' ν^^ — ΐρ'σ'\/2Χχ 

ϊρ'σ^2χ
χ
 — ρσ\[$χ

3
 ·+-ρσ'^6χ

3
— 2ΐρ'σ'χ

4 

— ρ' σ' \/3 .r, -ρ /ρσ' \/2 α-j — 2 / ρσ .r
3
 -+- ρ'σ y/6 | 

répond à Ε Α. 
Considérons désormais les variables comme non homogènes, et 

posons 

Il— -7= , —= 3 -7= 3 —= 3 Γ = —=) —=j —=3 —= > K· -- U^I- IXI. IX·. IXL . 

Les déterminants de c
0

, w«
0
,/, ρ#-, Λ, ap£

0
 sont égaux à 1. On vérifie 

d'ailleurs directement les équations 

(62) 

(a0i/)s= 1, cjm, (c0aou)3= w3, ( nr„ A0
1 λγ„ Λ0 // )3 = ι, 

^η0ΰ^α0ΰΙα3)2= ι*>1. 
(c9 b0

1 «r0 " )s — ( '·« i>li f» '>Ô " — ( c<· ù;" «o ùo w >3 — 1. 
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Comme l'équation caractéristique de b
0 est' = o, on a Λ*=α-2. 

Le déterminant de b
9
a

9
 étant égal à ι, (£0

α
ο)

Λ==
Υο>

 est une 

similitude à quatre variables, est dans Jtv}. Or, à la conséquence 
β«-ίγ*£*£/»___ j jes équations (3s) répond, pour les équations (62) 
jointes à bà

Q = u,a, la conséquence γ* vv2 = 1 ou, puisque γ0 est dans ; tv \, 
γ

β
 = w2. Donc, en posant 

al = a0«w. <?, = ί·ο<Γ2. bx —hn. 

on aura 

a\ ~ c* = bx = ( bxax )v = («, b'xx a, &t)3~ (« 1 é,)* — u". 

(■c\ «1 )3 = (^ b\1 a
t
 )« = ( 1 /y2 )l = ( f| b,3 α, )» = »Λ 

et «
n

 //,, C| fournissant une représentation du figuratif (correspondant 
à :v = y = ζ ==y'= zr — o) où a, répond à a, b, à b, ct àr,w2à ε. 


