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Sur la représentation linéaire homogene

des groupes symétrique et alterné;

Par M. o SEGUIER.

La théorie générale de lareprésentation des groupes de substitutions
lintaires et homogenes est due a M. Schur (*). Mais, pour 'application
(ue j’ai en vue, je suis obligé de la reprendre d’abord briévement sous
une forme différente.

On sait qu'un groupe G de substitutions linéaires, a variables homo-
génes ou non, est dil représenter un groupe abstrait ' quand (i est
simplement ou multiplement homomorphe a I'(*). Chaque substitution
de G qui correspond & une substitution & de 1" est dite représenter s.
Je dirai que la représentation est propre ou impropre selon que G est
simplement ou multiplement homomorphe a T'. Deux représenta-
tions (3, ' de I' sont équivalentes ou indistinctes s'il existe un chan-
gement de variables transformant (x en G’ de telle maniére qu’une
substitution (uelconque s de (i et sa transformée s' de G’ représentent
toujours la méme substitution de I'.

b Soitl'=8,,...,8, un gyfini, défini par B;(3) =1 (j=1,...,m),
en désignant d’une manicre générale par N\ (%) un produit d'¢lé-
ments 3. De toute représentation homogéne G’ (propre ou impropre )

(") Cr., v 127, 1904, et t. 132, 1gos.

(*) Je me servirai de la méme terminologie que dans mes Fléments de la
théorie des groupes abstraits, auxquels je renverrai par la lettre I, et mes
Iléments de la théorie des groupes de substitutions. auxquels je renverrai par
la lettre S.
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de T" on déduit, en y regardant les variables comme non homogeéncs et
en adjoignant des similitudes (*) arbitraires, un groupe fini ou infini
G=1{b,...,b,a,..,a;a ..., a")(AZm)oiulesa; sont des
similitudes, vérifiant les équations (cf. E., 18)

(1) B;(b)=a;.  b'larby=a.  Aia)=1.

les A, (a) =1se composant : 1° des conséquences A, (a)=1(f,=1,2,...)
des B; =a; et des b;' a, b,=ay entre o7, ..., @, parmi lesquelles
figurent les équations exprimant que a;', ..., «' sont permutables
cntre eux [a,, permulable a chaque b en vertu de 0,' a; b, = «,,
Iest a chaque B;(b)]; 2 des tquations A, (a) =1 exprimant que
a,.,, ..+, @' sont permutables entreeux et a, ..., @' (il est clair
qu’aucune des ¢quations A, = 1 ne résulte de A, = 1). Inversement,
tout groupe linéaire vérifiant (1) et on les a sont des similitudes,
fournit, en y regardant les variables comme homogénes, une repre-
sentation homogéne de T'.

Je dirai que G est une hyperreprésentation de V' (propre ou im-
propre sclon que (G’ est propre ou impropre) répondant au systéue
((i,, ey c;m), en désignant d’'une maniére générale par sle multiplica-
teur commun des variables dans une similitude s, et en appelant
systéme (z,, ..., x,) tout ensemble de m nombres vérifiant A, () =1
(; étant mis a la place de a;). Les hiyperreprésentations « un méme
nombre n de variables, qui se déduisent de 'une d’elles (i en multi-
pliant chaque substitution de G par une similitude arbitraire (ce qui
laisse les commutateurs inaltérés) et en adjoignant aux géncrateurs
d’autres similitudes arbitraires seront dites associées entre elles el
former une catégorie. Cetle définition est évidemment indépendante
du choix fait parmi elles de G et les changements de variables. Il est
clair aussi qu’on obtient toutes les hyperreprésentations de la calé-
gorie de (r en y remplacant /), par 7,0, 7, étant une similitude arbi-
traire, et le groupe a7, ..., a4i'| par un groupe quelconque de
similitudes de degré n: quand on remplace les /, par les 7, b, a,, ...,

(') Jentends par similitude une substitution qui multiplie toutes les varia-
bles (supposées non homogénes) par un méme nombre.
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a, sont remplacés par o,a,, ..., 6,a,, les similitudes & vérifiant
B;(7) =o; et par suite A,; (o) =1.

Désignons par Q,(a)=1(h=1, 2, ...) les conséquences entre
a®, ..., a; des équations B;(b) =@a;, biby="0b,b; (k,l=1,...,v):
les Q4 =1 comprennent ¢videmment les A, = 1, et pour qu'il existe
des similitudes 1, ..., 1, telles que B, (z)=g0;, il faut et suffit que
Qs (o) = 1. Les systémes (5,a,, ..., 5,a,) tels que Q,(a) =1 seront
dits associés et former une catégorie. Pour que deux hyperrepré-
sentations de méme degré répondant respectivement aux systemes

(aiy ..., an)et (5,a,, ..., 6,a,)soient associées, il faut évidemment
que les deux systémes le soient.

2. Considérons le groupe ¢,, fini ou non, défini par les équa-
tions (1). Les équations A, = 1 équivalent [en prenant la notation ad-
ditive elles reviennent & un systéme linéaire (cf. E., 205, 207)] a des
équations de la forme ¢ =1,...,a"=1, a,ay=a,a, ({, % =1,...,m),
rétant S my et @, ..., @ é¢tant d’ordre infini: les g, sont ici des
produits des a;, soit a; = A, (a); et, si A, = Ila}, les ¢; sont les divi-
seurs élémentaires - 1 de la matrice des entiers «, ,. En adjoignant donc
les générateurs @, = a;'(k=m + 1,...,\) etles équations A, (a') =1,
on voit que le groupe A, défini par les A;==1 est le produit direct

\ ! ’ - 1 - r—_ .
ded==)a, ..., 0| PAT oy == 1l yeeny @5y @14y -. 0y @ 'L tOULGTOUPE
\ dont le produit direct par A est ., est d’ailleurs engendré par des
3 ' S IS B A S,
¢léments de la forme x;=a;a,, @;'=a;'a]" ({=r+1,...,1),
x; ¢tant quelconque dans &, puisque X est dans Ao, et ne contient
aucun élément de . Si «,,, par exemple, est égal & 1, on peut évi-
demment remplacer partout @, par I a;*+ et prendre A, pour a,.
Alors d,=1,e,=1, et & =a,,..., a,., a,, ..., a, étant des fonc-
tions de a,, ..., a,.Si A,, ..., A, sont résolus par rapportaa,, ..., @,
on pourra é¢videmment éliminer de méme a,, ..., a;.

Si un groupe quotient &, | © est fini, ® contient nécessairement une
puissance de tout élément ¢ de &,, sans quoi &, | contiendrait des
complexes @ en nombre infini. G, |-, est isomorphe a T, et toute

représentation entiére de G, ol les a sont des similitudes est une

hyperreprésentation de I' répondant a (a,, ..., @,) ou, comme je
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dirai encore, a (a,, .. ,a,,,) On remarquera que, dans les divers

systunes (a m) qul répondent biunivoquement aux systémes

(a‘, .. ,a,,,), Qs ooey @, prennent des valeurs absolument arbi-
tralres, puisque, dapres ce qu 'on vient de voir, les equatlons

A; (a)~ t laissent a,,,, .. , @, indélerminés. Quant a a Ly eeny oy Uls
conslituent un caraclére de Aoy et & la reprcsentatlon correspoudante
de & répond au moins une représentation irréductible de ¢, | (*).
‘n lui adjoignant des similitudes de méme degré et de multiplica-

teurs a,H, ..., @ on en déduit une représentation irréductible de ¢,.

Ainsi a chaque systéme (a,, ..., a,) répond au moins une hyperre-
présentation irréductible de T

3. Supposons (i irréductible. Parmi les hyperreprésentations
by 0,4, ... associcesaG="h,...,a,,...|, déterminons-en
une, que yappellerai unitaire, par la condition que ¢y =...= @, =1
et que |7|=|b/]~". Alors tous les |o,a;| seront ¢gaux & 1. Or n
divise N( ). On peut donc representer chaque calégorie par un sys-
téme (a,, vy a,,,) ou a =...=a), . Le nombre des catégories

de systémes (a. y ey a,,,) est doncjuu,.
Dcswnons ces calegomes par Cy,y ..., Gy, (‘,, ¢tant cclle ou

v

a,=... _a,,, =1. 91 (aa,, ceey a,,,,) et (aﬁ‘, ceny ag,,,) sont deux sys-
temes representant respectlvement les categones Cqet LB, la categorlc
C, du systéme (;za, Zzs,, ey Zcu,,, ELB,,,) (évidemment existant), enticre-
ment déterminée par C, et Cg, sera dite composée de Cq, Cg. Les C,
Sforment donc un g, abélien o dit multiplicateur deT [on verra (4, 6)
que I est indépendant des équations choisies pour I']. Comme o} =1,
tout invariant (£., 118) de on et par suite tout facteur premier de p.
divise N. 8¢ p =1, T est dit fermé.

4. On obtient donc tous les systémes (a,,...,a,) en prenant

a; =6, u;, les u; étant des racines N*™* de 1 convenablement choisies

(') Frosenws, S. 4. B., 1898, p. 501-509, 512-513.
(*) Scuur, Crelle, . 127, p. 44-46.
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qui caractérisent les diverses catégories, et les ¢ vérifiant B;(t) =g;
ou les 7 sont arbitraires. Or, si l'on porte 6; =B;(t) dans A, (¢) =1,
on obtient, entre 7, ..., 7, des identités qui équivalent aAy(o)r=1
(h=1, ..., ), cest-a-dire & Ag(s)=1 (sans quoi les 7 ne seraient
pas mdependants) Donc ay = Ay(su)= Ay (u). ALnSl, quand le

systéme (a,, e a,,,) parcourt une categorze, les a correspondants
sont assujems ala condmon que d,..nd, restcntfwes, s eeer @,

(et de méme a,,_,, ..., ak) variant arbitrairement.

Considérons le groupe fini =g, | &, défini par les équations deg,
auzxquelles on adjoint a,,, =...=a,=1 (méme apreés la fixation
de G,, qui dépend du choix des equanons de T, G dépend encore du
choix de &, dans &,). ¢ contient & (E., 18), G
représentation irréductible de ¢, les a sont (') des similitudes ().
Or, d’apreés ce qu'on vient de voir, les diverses représentations irré-
ductibles de & fournies par les représentations entiéres irréductibles
de G et par suite aussi les caractéres de - (*) répondent biunivoque-

ment aux catégories des systémes (Zz,, ey &,,,). Donc le nombre p. de
ces catégories est ¢, ... e,, plus grand commun diviseur des déter-
minants d’ordre r de la mairice des a,,. De plus les formules
a, = A;(a) montrent que ces catégories se composent comme les
caractéres de & (*). Donc A =Jn.

On remarquera que toute conséquence de A, = 1 peut ici se ramener

(*) Pour abréger le langage, j'identifierai souvent dans ce qui suit les groupes
abstraits avec leurs représentations,

(*) Voir, par exemple, Scaur, S. 4. B., 1905, p. 409, et 1go6, p. 166.

(*) Frosenus, S. 4. B., 1898, p. 501-509, 512-515.

(*) Cf. Frosenws, S. A. B., 1899, p. 330-334; Buwrnsmme, P. L. M. S.,
2° série, t. [, 1903, p. 120-122, g\, ..., g, étant une base d'un groupe abélien H,
y: l'ordre de g; et 6, une racine primitive yime de 1, les 0; seront dits racines
Jfondamentales de H et les quantités 6% ou p; parcourt un systéme de restes de y;
caractéres fondamentaux de H (ils dépendent donc du choix de la base et de
celui des ;). La valeur pour I'éiément A = g7 du caractére x déterminé par
684, ooy B8 (r =T006%¢) est MO% "= v, (k). 3, sera dit associ¢ a r. Le caractére
composé ¥y est évidemment y,.,. d parcourt un diviseur D de H, les éléments ¢
tels que yq(e)=1 forment un groupe E. Comme y.(d) = ya(e), les groupes D
et E sont dits réciprogues.

Journ. de Math. (6° série), tome VI, — Fasc. IV, 1g10. 50
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ala forme I, A} = l(cf E.,17)oullyay =1 (=3, «,v,). Donc,
dans toul syslemv Il a%* = 1 de semblables conséquences, les divi-
seurs élémentaires de la matrice § des %, sont des multiples des e,
et le plus grand commun diviseur des mineurs d’ordre r de % est un

multiple de u. (E., 197).

8. Partons d’un autre systéme B, (B) = 1(j =1, ..., m) d’équations
de T, les B étant de nouveaux générateurs, et opérons de méme en
désignant les éléments, groupes, nombres correspondant a ceux
introduits précédemment par les mémes lettres surmontées d'un trait.
On vavoir que &= 4 (=), el que les déterminations de ¢ sond les
mémes que celles de ¢.

Supposons d'abord que §,= B, et que v=v (m pouvant étre dif-
férent de m). B;(3) peut se mettre identiquement sous la forme

V"'(ﬁ)(B*’(B))V(B) (E., 17). Donc, en mettant b pour B, et en
observant que b, ab,=a, B (1)) =a;, a; élant une fonctlon des a,.
Inversement 'expression des B par les B fournit les @ en fonction
des a. Donc les a engendrent le méme groupe que les a. Or les équa-
tions B; )= o, b;' 4, b, = o, définissent évidemment le méme groupe
abstrait ¢, que B, (b)=a;, I}’ a,b,= a, b, jouant le réle de &, ct
oy celui de @4 Donc A==, et G a les mémes déterminations que (.

Supposons maintenant v > v, E, =B, pouri=r1,...,v, Ej =B, pour
J=1,..., m, et que les autres B; soient de la forme 8;' 2, (3)=1
(h=v+1,...,v), 9, ne contenant que B,, ..., B, (cf. E., 19). La
somme des exposants de &, dans les conséquences des B;(b)=a;
entre les a; mises sous forme typique doit étre nulle. Donc a, dispa-
rait en vertu de ,' @, b, =a;, A;(a)=1, et il ne reste entre les a
que les mémes conséquences A, (a) = 1 qu'entre les a. Donc A =,
et les déterminations de ¢ coincident avec celles de ¢.

Passons au cas général. On pourra, sans changer & ni les détermi-
nations de ¢, adjoindre aux équations B; (B)=1 les expressions
Bi=94(B) des B par les B [B;(B) = 1 résulte du systéme ainsi formé
(cf. E., 19)]. On pourra de méme, sans changer & ni les détermi-
nations de ¢, adjoindre aux équations B, (B) =1 les expressions
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Br=124(B) des B par les B. On se trouve alors dans le premier cas
particulier considéré.

6. C désignant le commutant de ¢,, on obtient les équations de
G,| e en adjoignant a celles de (, les relations b, b, = b, b, (K., 66).
Comme, d'ailleurs, I'élimination des a; entre les B; (7) =0 entraine
les identités Ay (B (7)) =1, on voit qu’en regardant les b comme per-
mautables, on aura identiquement ay = Ay (a)=1,(0=1,..., 1),
..y ..., & restant indéterminés. Donc € contient -1, et est premier
a.\, (E., 66). Donc ., est un produit direct qui se réduit & £ quand
onfait @, ,=...=a, = 1. Donc ¢ est le commutant de G (E., 63).
Donc 2 est fint, et 2| est isomorphe au commutant K de T, tandis
que G| 2, =¢|e=T|K.

Soit G une hyperreprésentation propre, finie ou non, de T, véri-
fiant (1) et G° ’hyperreprésentation associée ol @,,, =...=a, = 1.
(3¢ est évidemment homomorphe a ¢, 'unité de G° répondant & un
diviseur ©° de . Soit A’:==& | v° le diviseur de G* répondant & .
On aura G*|A’=¢|a==T, et le commutant C* de G°, répondant
az|o (K., 63), contient A°.

7. En considérant les b comme permutables (ce qui fournit les
équations de ¢°| ) et en les éliminant (ou en les considérant comme
des paramétres variables), on obtient, d’aprés ce qui précéde, les
équations de &,. Or, prenons la notation additive, et supposons que le
déterminant A des cocfficients des b dans B, ..., B, est # o (on peut
toujours supposer, par exemple, que, pour /Sv, B, est de la forme 071).
On voit alors de suite que 'élimination des b fournit a,,,, ..., a en
fonctionde a,, ..., a, quirestent indéterminés. Donc &, = a,, ..., a,!,
et v="72A — r. Pour un méme groupc T on peut faire varier i volonté v
et A & partir d'un certain minimum (on peut, par exemple, répéter
plusieurs fois une équation B; (8) = 1, ou introduire des générateurs
fictifs B, avec les équations B, == 1). Mais, oL ne variant pas (8), les
¢; 1 ne varient pas. En particulier on peut toujours faire A = m,
et alorsv=m—r.

Si T est fermé, on peut supposer v=rm =1. Donc tout groupe
cyclique est fermé.
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8. Considérons un groupe fini G, défini par B;(b)=a;,
b,' ay b, = ay, Ay;(a)=1, le systéme des A,,= 1 comprenant entre
autres toutes les équations A; = 1. Soit A, le diviseur (E', 18) abélien
de G, défini par les A,;= 1 (je dirai que G, est une extension de T
par A, oi A, est 'extenseur deT'), C, le commutant de G,, et D, le
plus grand commun diviseur de A,, C,. Le commutant de G, |A,=:T
est AgCy| Ay, et (G |A,)[(A,C,]A,) est isomorphe & G,|A,C,,
A,C, A, 2 Cy D, A, C,|C, & Ay | D,. Chaque représentation entiére
irréductible de G, est une hyperreprésentation de I' correspondant &

un systéme (a,, ..., @), puisque les a, y sont des similitudes (cf. 4).
Une fois choisis les caractéres fondamentaux de A, il y a un caractére
de A, et un seul y, (oc étant ici I’élément de A, associé a cc caractére)

tel que Xa (ak)_ak pour k=1, ..., A. Je dirai que le systéme

(@uy ey a,,,) et sa catégorie répondent i y, oua «, et de méme que
I'hyperreprésentation considérée répond &y, ou & o, et'on sait obtenir
toutes les hyperrepresentatlons irréductibles de T repondant aa(h).

Soient (a., ee a,,,) repondant aaxet (c,a‘, ..y Gn@y) Tépondant
a o deux systémes assoCi€s; T,y ..., Tvy Oy ., O3 des similitudes de
degré n telles que B; (1) =g, d’'oit A;(6)=1; T le plus petit com-
mun multiple des g, 7, et S celui des . T est une représentation
de G,|C, dans laquelle S est une représentationde A,|D,=A,C, |,
(d'oa T|S=G,|A,C,). Le multiplicateur d’une variable dans T est
donc un caractére linéaire y de G, ayant la propriété¢ de sc réduire
dans A, 4 un caractére y/, de A, |D,, et I'on a /; =Yayyoud =af
Soit inversement f un element de A, tel qu "y, réponde un caractére
linéaire y de G, et y(b,) =, x(a,,) =o0y. La lcpresentatlon corres-
pondant a x donnera BJ( )= c,, en sorte que (c Ayy o eny c,,,a,,,) est

associé & (a,, vy a,,,). Il est clair que, siay -eta Lg repondent respec-
tivement les caractéres linéaires y et § de G,, le caractére linéaire y ¢
répondra a y ., c'est-a-dire que les éléments de Uespéce de f forment
un groupe ¥,. ¥, est le réciproque de D, : en effet, a tout caractére
linéaire y de G, répond un caractére y . de A, = Za, et D, plus grand

(') Froeenws, S. 4. B., 18¢8, p. 501-509, 512-515,
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commun diviseur de A,, C, est formé des « tels que y («) =1, c’est-
a-dire tels que 7, (2)=1. On peut exprimer le résultat ohtenu en
disant qu’'a deux éléments a et o' de A, (autrement dit aux carac-

iéres vy, et y,) répondent deux systémes (@4, -+, @p) associds ou
non selon que a=o' ou a = o« mod F,,.

Si d’ailleurs Ay |F, =XF,a;, etsi C,, C,, sont les catégories répon-
dant 4 %, «,, la catégorie répondant & «, 2, sera évidemment C, , .
Donc A, |Fy=D, est isomorphe & un diviscur de y. Je dirai que
Pextension Gz, de I' par A, est normale si ¥, =1, et antinormale
si D, =1. Si D,=20r, les représentations de G, fournissent, en v
regardant les variables comme homogénes, toutes les représentations
homogénes de T', et G, sera dit représentatif de I'. Ainsi G est un
représentatif de I'. Un représentatif de T' peut se définir, indépen-
damment des équations choisies pour T, comme un groupe dont
les représentations fournissent, en y regardant les variables
comme homogénes, toules les représentations homogénes de T.
Si A, =D,=um, je dirai que G, est figuratif de T : ainsi ¢ est un
figuratif de I', et les dicerses déterminations de ¢ fournissent
ecidemment tous les figuratifs de T'. Un groupe G, figuratif de I’
pcut donc se définir 4 nouveau, indépendamment des équations
de I, comme un représentatif d’ordre minimum de T, ou comme
une exlension normale d’ordre maximum, c’est-a-dire comme un
groupe d’ordre maximum dont le central et le commutant ont un
diciseur commun A, lel que G,|A,=1". Ce diviseur commun A,,
élant isomorphe a O, est le méme dans tous les figuratifs, et le
multiplicateur se trouce ainsi défini a nouceau indépendamment
des équations de T'. Aucun diviseur de A, ne se sépare de (3, car
ce diviseur decrait étre premier a C, (E., 53, 63).

Supposons G, figuratif de U. G, étant, d’aprés ses équations,
partiellement homomorphe a ¢,, son commutant C,, qui répond
@ e et ale méme ordre, est isomorphe a <. Si done T est parfait
(E.,55), G, qui coincide alors acec C,, est unique.

9. Considérons les diverses extensions de I’ par un groupe donné
A=Xa=2XB. Soient ol =1,q,qy = a4 a; (i, k=1,...,9) les équa-
tions de A, Celles d’une extension G de T par A seront de la forme
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B;(0)=¢j, bj'axby=ay, a¥=1, aax=asa; les c; étant des
fonctions des a; (vérifiant, en vertu des équations de A, toutes les
conséquences des B; = ¢, entre les ¢ (E., 19). Adinsi, T et A étant
donnés, G est défini par leg c; qui seront dits éléments définissants
de G. En prenant les générateurs b, =%, b, (les %, ¢tant quelconques
dans A) et les a;, G se trouve défini par les éléments B; (%) ¢; = ¢ qui
(relativement a A) seront dits former un systéme d’éléments associé
a celui des c; et appartenir 4 une méme catégorie [les systémes de
nombres correspondants (7,(¢c,), + .-y 7a(€m)) €t (7a(¢))y -+ <5 7a(€)),
(¢f. 1, 8), v, étant un caractére quelconque de A, sont évidemment
associés|. Deur systémes d'éléments associés définissent donc le
méme groupe abstrait. De méme st un automorphisme (K., 117)
de A fait correspondre a Vélément général a Uélément a”, Uecten-
sion G définie parc,, ..., c,, est isomorphe a G, b;a" de G répon-
dant & b;a de G, car les ¢} sont les mémes fonctions des a; que les ¢;
des a;, et A est défini par les mémes équations entre les a; qu'entre
les a;.

Supposons que G soit une extension normale de T'. Soit C, la caté-
gorie du systéme (y,(¢,), ...). Quand a parcourt A, C, parcourt
(A, 1) catégories distinctes (8). Soit G® un figuratif de T défini
par les éléments o, ..., d, de o, et C) la catégorie du systéme
(Yo(d})y oory Yo (), d- étant un caractére de o = E.x. Soit Cz = C,.
Onaura C7_,, = Cyg, donc x,uwg=u,g, et les x, forment un groupe
o' = A. Soit 3 son réciproque dans 9% ( pour un choix déterminé de
la base et des racines fondamentales). {,, égal 4 1 dans 5, est un
caractére de o | 5%, et a chaque élément § de A on peut faire corres-
pondre un ¢lément 9t3° de ow | 9% tel que ¢, (B°) = 7.(B), «' dépen-
dant de a |[la correspondance (, a') est un automorphisme de A |.
Ildeniifions % 8° avec B, et soit d; =od;. L’extension G=G"|x
de T par A définie par d,, ..., d,, est normale, puisque (. (d,), ...)
ou (y«(d,), ...) parcourt (A, 1) catégories quand z, parcourt I,
et (xa(c(),-..) est associé & (Y. (d,), ...). A 'automorphisme (a,2’)
de A en correspond un autre (3, 8”) défini par la condition que
Ya(B) =2a(B") quel que soit « dans A. En eflet, cette relation, qui
équivaut a yg(a) = ys- ('), fait correspondre & chaque 8 un §” com-
plétement déterminé, et au produit de deux {8 le produit des 3" corres-
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pondants. Si donc (B, §”) fait correspondre ¢ & c;, (y«(d.), --.) sera
associé & (yqu(c)),...), et (yu(c,d;"),...) représente C, quel que
soil o'. Posons ¢} d;' = ¢;, et considérons I'extension G’ de I' par A
définie par les e; (qui vérifient évidemment les conditions requises).
Comme toute hyperreprésentation de T fournie par G’ appartient a
la catégorie C,, Uextension G’ est antinormale. Si inversement
les e, définissent une extension antinormale G'de T par A, Uexten-
sion H définie par les dje; est une extension normale de T par A,
puisque les systémes (y,(d, e,), ...) appartiennent a des catégories
distinctes.

St donc on a déterminé s systémes non associés ey, ..., €
(k=1,...,s) définissant respectivement des extensions aniinor-
males Gy de 1" par A, s étant maximum, toute extension normale
de T par A sera définie par un des systémes d, ey, ..., dyeop,. Je
désignerai par H, 'extension définie par d, ¢4, . .., dpim.

Ces s exlensions ne sont pas toujours toutes distinctes (¢f. 10, 11).
Mais elles le sont toujours si T est complet (). 1l suffit de montrer
que, si H,, H,, par exemple, sont isomorphes, I'automorphisme de I'
fourni par cet isomorphisme (qui fait correspondre A et H, |A de H,
aAetH,|AdeH,, puisque le central de T est 1) est contragrédient.
Or, s’il ¢tait cogrédient, on pourrait le ramener a I'unité en transfor-
mant H, par un de ses éléments, et il y aurait un isomorphisme de H,
a H, faisant correspondre a d; e,; un élément de la forme B;(5)d;e,,
%4y -+ s 5y étant dans A. En désignant alors généralement par o’ 1’élé-
ment que P'automorphisme ainsi obtenu pour A fait correspondre
aa, Bj(E)d;e,; est égal 4 d) ¢, ;, et 'extension définie pare,,, ..., ¢,,,
isomorphe a (s,, est antinormale. Donc (y,(e,,), --.), comme
(x«(e1), -..), appartient, quel que soit «, a C,. Donc, (x.(d,e,,),...)
et (y.(d,€,,),...) étant associés, (y(d,),...) et (y(d,), ...) ou[en

(') Un groupe G =22 =2z’ est dit complet quand il n’a pas d’élément
normal 3% 1 et qu'il n’admet que des automorphismes cogrédients : on appelle
cogrédient tout automorphisme (z, z'), ou z' est, quel que soit x, de la forme
a'xa, a étant dans G; les autres automorphismes sont dits contregrédients.
L’automorphisme (, x) est dit automorphisme unité. Voir HoLper, M. A4.,
t. XLVI, 1895, p. 324-325.
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déterminant «” par la condition que y,(B') = .- () quel que soit §
dans A] (%4 (d,), ...) le sont. Or I'extension définie pard,, ... est nor-
male. Donc 2" = a, et y,(d;) = y.(d;) quel que soit a, d'oit d;=d,.
Donc I'automorphisme considéré de A fait correspondre e,; a B;(%)e, ;.
Donc G, serait isomorphe a4 G, contre ’hypothése.

10. Cherchons maintenant & construire les Gy, ce qui donnera en
méme temps s. Un quelconque d’entre eux G’ a un commutant €'
isomorphe au commutant K de T et des équations de la forme
8=l £:8i=28i8iMij Sij (L] =1, -1 9), &' fugi = Ju (fi par-
courant les générateursde (', v;, v;; étant dans A et {;, {;;, fi; dans C)
jointes a celles de A et de C’ et & celles exprimant que a,, ..., a, sont
normaux dans G'. En réduisant C' a 1, les g deviennent permutables;
donc v;;=1. En réduisant A & 1, on a les équations d’un groupe
de commutant , isomorphe a I'; donc les ; et les {;; sont compléte-
ment déterminés quand les g; le sont. On voit d’ailleurs de suite,
d’apreés la forme typique des conséquences des équationsde G'(E., 17)
ou en adjoignant successivement les g; 4 A(’, que, quels que soient
les v; dans A, G’ sera une extension antinormale de I' par A (E., 19).
Or, en remplacant g, par un élément de Ag;, n; est remplacé par
n; 0¥, 0;=II°a’* étant quelconque dans A. Donc s est le nombre des
maniéres de choisir les ¢; (0S¢ < ax), deux systémes de ¢ tels que
Lyl .oetll 1, ... étant regardés comme indistincts si chaque
différence ¢, — ¢}, est de la forme @ a; + yy;, c’est-a-dire si elle est un
multiple du plus grand commun diviseur & de «, et de y;. Donc
s = M 4. En particulier, si (T, K) est premier a (A, 1), s=1, et il
n’y a qu’une extension normale de T par A.

Si H,, H,, ... sont les divers figuratifs de T, les exiensions nor-
males de T par A figurent toules parmi les groupes H;| 5%, ..., 2%
étant le méme diviseur de o qu’au n° 9. Soit en effet H' une exten-
sion normale quelconque de T' par A. On peut la construire comme
au n° 8 en partant de ’extension antinormale G’ ayant pour équa-
tion g¥'=n{, ... : H est défini par d,e,, ..., ¢; étant égal &
pour iSe et a 1 pour >0 (il suffit pour cela de ranger convenable-
ment les équations). Or si, dans cette construction, A est remplacé
par 3, et chaque e; par un élément de Xe;, %e; correspondant a «;
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dans un isomorphisme de A & o | 9%, H’' est remplacé par un figu-
ratif H, et H|oe==1H".

11. Je supposerai désormais A = m, ce qui ne restreint pas la
généralité.

Prenons par exemple pour I' le g,,(722) diédral. ¢, est défini par
a"=ua, b* =3, b 'ab=a"'y et les équations exprimant que «, §, ¥
sont normaux; r=m —v est ici égal 4 1. Toute conséquence de ces
équations ou ne figurent que «, 3, y se réduit, d’aprés sa forme typique
(E., 17) (la somme des exposants de a ou de b devant s’annuler),
4 a**y* =1, Onad'ailleurs, en élevantb~'ab = a~'y ala puissance ,
«*y™" = 1. Donc -4, est ici défini par a? =", «f} =Ba, ay =7ya,
By=1yB. Donc u.= 2 si n est pair, et T est fermé si n est impair.

Soit n pair = 2 ', et prenons pour générateurs o' =ay™", 3, Y.
=o'} est défini par «'* =1, et -\, a les déterminations

BByt e (@B oyt
1By B ay, (o) §, ;dﬁ, (aB)". ay. (ay)t).

Les déterminationscorrespondantesdeGsonta*"=0% =1,b~' ab =a™';
at*=1, B*=a", b'ab=a"'; a**=b0*=1, b'ab=a"" si n' est
pair,ou @"=b=1, b~'ab=a"'y,y*=1,ay=va, by =vbsin'est
impair; @** = 1,6 =a" b~ ab= a"~' si n’estpair,oua" =1, b* =,
b-'ab=a"'y, y* =1, ay=ya si n' est impair. La derniére détermi-
nation se raméne, quel que soit n, & la précédente en remplacant b
par ba. On voit que le maximum du nombre des figuratifs indique
au n° 10 v’est pas toujours atteint.

12. Le symétrique T de degré (24 (le symétrique et I'alterné de
degré < 4 rentrent dans les cas précédemment traités) est défini par
les équations (S., 69)

‘ b=, at=1, (ba) 1=, (ab—tab)=1, (ab~tabl)=1,
(2) ' J=2,....,7. 7 étant le plus grand entier £ ;t-
On a & considérer le groupe G, défini par les équations
3) (V=B o'=a (ba)y'=y, (ablab)=4d, (ab/abl)=y¢,

=2 ...,75 «, B,7.9.¢; sont permutables a a, b (donc entre eux).

Journ, de Math. (G* série), tome V1. — Fasc. IV, 1910, 51
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Ieim=r+3,v=2, &4g={a,8,7,8, &, ..., &)

Comme dans tout produit a® b” a* " ... appartenant & &, on peut
toujours faire passer & gauche le dernier élément & droite, je consi-
dérerai, dans un tel produit (que I'on peut évidemment écrire en
commengcant par un quelconque de ses éléments), le premier élément
a gauche comme suivant le dernier & droite.

Je poserai (ab~* a b*)Ps=¢, (h étant pris mod ¢; ¢, =0; p, = 3, si
h=zx1mod¢(; p,=2,si hzZ 1 mod¢:il est clair que g =¢_,).
Pour abréger je dirai « transformer ab*a » au lieu « de rem-
placer ab®a par Dexpression égale btab~*aliab*abtcu*, si
h==1 mod ¢, oudbtab*able,a ? si h=Z =1 mod ¢ ».

Il s’agit maintenant de former les conséquences des équations (3)
entre a, B, ¥, 0, &, ..., &

13. Supposons d’abord un instant a permutable a b. Soit (3 bis)
le systéme obtenu en adjoignant a (3) ba =ab. Ce systéme (3 bis)
équivaut évidemment a

b=, at= a, b—tatt=y, 0 = ad, g = at, ba = ab,
et 'équation &' a*~' =y s'écrit, en vertu de 6* =f, a* =«,
1r—1)
1= byp, dou  @ttN=f"ty!  ou a * =Byt

Toute conséquence de (3 bis) entre a, 3, ¥, 6, &, ..., ¢ se rameéne,
en tenant compte de ¢ = a*, ¢; = a?, & une relation entre a, 3, v seuls.
D’ailleurs toute conséquence de (3 bis) peut se mettre, en vertu des
équations exprimant que les générateurs sont permutables, sous la
forme ® =1, ® étant un produit de puissances de 03", a®x~,
b'a~' v, 8a~?, ¢;a~* (E., 17). Une conséquence entre a, §, y seuls
est donc de la forme

(@a=")T(BB1) (bt-tat-ty ) =1.
Pour que b disparaisse, il faut que Ly + (£ ~1) s =o,d'ou y = (t — 1) §,

2= —1t5. Pour que a disparaisse, il faut que 22+ (—1)3 =0,

=n (t: ) t. Donc la relation cherchée sera de la forme

(ot— .’l—;;’_)pi—t},t>2: I,

dot x =
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Donc les conséquences de (3 bis) entre «, 8, v, o, ¢, ..., & coincident
avec les conséquences de

H~1)

(4) Vprp=a T, dzw g
« B, y, 9. g étant permutables.

14. Nesupposons plus a permutable é b. A priori toutes les consé-
quences de (3) entre «, B, ¥, ¢, ¢, ..., & résultent aussi de (3bis).
On a d’ailleurs

(5) =da"'da=(ablab a Y(abtab Ya=as,
(6) e =¢;a'¢;a=(ab/abi)at(ab/abl)a=at.
A la relation

(C+n i3 0+ (r2)(d+1,i+2).(i+41,i+3,i+2)
=(12)({+ 2,0+ 3) [ (mode)]

du g’ symétrique de champ 1, ..., ¢, isomorphe a T, répond dans ¢, la
relation

(7) b=i(ab—tab) bt ab—iabl. b= (ab~1ab) bi= ab— -1 abi*+'¢,

£ étant dans &, ou, en remplacant (ab~'ab)-? par &~'ab~' ab, et
en développant (ab— ab)?,

otab—tab—t.abi+' a. b--tab ab-'abi*' = ab—i-' abi+'¢,
ou, en transformant ab**‘a,
3-1eipy. biablab-ia. b=\ abi+\ = ab—i—tabi+1L,
ou, en remplagant b~*ab‘ab~‘a par a~'b~¢;= a~'¢;ab~
a~to-te g, = ¢, d’ou g2=1,
Or, en élevant (7) au carré, on a ¢, =¢;,, £2. Donc

Eymg=...=¢&  soit =.
On a ensuite

y=(ba) -1'=bah~'.b*ab~2... b*tab?-. ' a,

ou, en remplacant bab~' par abad—'abab—‘aa*s et b/ab~/ (j22)
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parab/ablaa e,
y=abab~'ababa.abtab2a.abab=a...abt"*ab*~'a.b'~'a 2~ 6¢'*
=ababa(ba) b abt—aa'—2dct-8,
ou, puisque o' =j,

y=abab*ybrab tax'~*del?
ou

(8) Ogt-3 — 31-3,
St t estimpair, &-* = a*-*, Donc
(9) d=o? ou d=a'e
St t est pair, ¢ = a** ¢. Donc
(10) | de = o ou 0 = a2,
On peut donc supprimer les générateurs &, ¢,, ..., ¢, de -1, et sup-

poser que, dans (3), &, ..., & désignent e, =¢, et que ¢ désigne o’

si ¢ est impair, ae si ¢ est pair. Toutes les conséquences de (3) entre
W—1

a, B, v, e résultent alors de 3"~y =2 * , ¢ =a2.

15. Prenons maintenant la formule § = 4* = (aba) mod }a!, et
sous-entendons désormais le module {a!. En transformant aba on a

B=(bab-tababtab)t,
ou, en faisant commencer le second membre & la quatriéme lettre
B =(abab-'ab*ab=').
d’ou, en transformant ab*a,
Be~t=(ababab—tab) =[ab-*(ab)*]
ou, puisque (ab)* = (ab)*~* (ab)*~* =y (ab)',

(11) B(ye)~'=[ab2(ab)—*)=[ab-2(b'a)*]
= [ab3a(b'a) b la]
=[b"*a(bta)- "}
=|ab~*(ab-1) °}.
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Si ¢t =4, on obtient de suite, en transformant un des ab~*a de la
premiére expression de § (ye) , B 'y*=1. Si ¢=5, on obtient de
méme, en transformant un des ab *a de la seconde expression de
B(ye)™, B~'y*==c. Ces formules rentrent dans les formules géné-
rales que nous obtiendrons tout a I’heure.

16. Considérons I’élément e, =[ab 2% (ab~' )" 2| (1ISxS7—1),
et admettons qu’il est dans -4, [on vient de voir que e;=f(yz) ].
En transformant ab=2* a on obtient

( 12) e,= [abzxab—zx——! ( ab-! )’“"’""(lb' -1 It ¢,
d’ou, en transformant partout ah=**"'a,
o= [ab-—z.r—zabu‘—H ab—ix—z( ab-1 )c—n—s ab—x—2gphra+! ]tel’
d’ot, en transformant le deuxié¢me et le troisiéme ab=**-* du crochet,
= l ab—?.&‘*% ab -1 ab!z‘-&-lab—!-‘t—:!(ab—l )t- B ] ab—i.r—J ab!x+! ab——i ]‘Et,
et généralement
(|3 ) er= [ab—il—z(ab—l )n ab!1’+n+l ab—-!l—-n—!
= (ab—l )l—t(x-&-n-o—%) ab-!x—u-—! ab2x+n+| (ab-l )n ]‘Et.

17. Soit d’abord t impair =2t + 1, et supposons d’abord

xS7 —3. On aura, en faisant n =1 —z — 3,

(l[g ) er= [ab—s.r—-2 ( ab-! )r—t—:abx+r—:ab—z—t+l
P ab— 1 ab—x—'t—e-l ab*+7-2 ( ab—i )‘r—x-s ]‘8,

d’ou, en transformant partout a b~*—**' a,
( 15 ) €r= [ab-—Q.‘z‘—!(ab-1 )‘l'—.l'-—ﬁ aba‘ +T-1 ab—l—ﬂx-{-iabxﬁ-f—l (ab—i )T—I—, ]' R

Si z = 1, cette formule donne ¢, =¢,¢, et, comme e, est dans &, (15),
e, y est aussi. Soit désormais x2 2. Supposons établie, pour i impair,
la généralisation suivante de (15)

(16) ep=[ab-2(ab=)T—"~2ab"+7~ gb—t-t=+1i ghz+i—i (ab—t)"~2-1]¢,

qui donne, pour x =1, d’aprés la définition de e,, e,;=e,, ¢’. Onen
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tire, en transformant ab—¢-2o+%,
€r= [ab—zz-! ( ab—! )‘:—x—z ab—x—T+i—1 abt+2x—eiab——x—f+i—i (ab—t )-:—.r—z ]t Ei-n’
et généralement
ex= [ab—3-2(ab—t)nabrtr+igh—n—3—!
X (@b=t)t-2a+n+3) g hn—3-igpn+1+i(gh—r)n J i+,
d’ou, en faisant n = o, et en transformant les ab**,
(17) ex = [ @b+ g =it qb—1 )—2r—b gb—i=2 ]t giH,
Si £=1{+41, cette formule donne, d'aprés la définition de e,

eivi =6;,a ', Dela, en transformant b3+ ¢+,

er= [abu—z({-o-l)ab-zx-;-l (a b=1)t—2a—4 ab""*‘]‘ gi+1,

d’ou, en transformant partout ab—***+ a,

€= [ ab—r*r—? abzx—iab—lx+i—1 ( ab—-l )t-s.r—s ab-—ix-ri—l ab”“]‘e""’,

et généralement
= [ ab—2x~2(ab—l )n ab"‘*"“‘iab—’““"""‘“
e (ab——x )l—:(x+n+l) ab—-:x—n+l-—i aba:t-r-n—i ( ab—! )”]’8“"’.
d’ot, pourn =71 —x — 3,
= [ab-u‘—z (ab—i )r—x—a abz-m'—-u’—l ab—a‘—t—u'—f-z

e ab—l ab—:c——‘r+i+a abr-&-t—-i—;( ab-? )‘t—x—a]t ei+‘1.

En transformant partout ab=*-"*+*2q, on obtient alors la for-
mule (16) ou £ est changé en i + 2.
On a donc, d'une maniére générale, quel que soit z,

(18) €= €zp.41E%.
18. Nous avons supposé jusqu'ici z<t— 3. Soit maintenant

@ =17 —2. On partira alors de la définition de e,, qui jouera le role
de (14), et qui s’écrit ici

s 3= [ab—l‘l‘-k‘ (ab—-l )t—-!‘l‘-H‘. ]! = [abS(ab-—i )3][ ﬁ—t.
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On en déduit successivement par le méme procédé
er_y=[abtab* ab—tab® )f—te
=[ab" ab—'ab® ab—+]'f e
=[ab-Tab* ab® ab® | p—
[ad® ab—iab—'ab—3] p—*

H

I

........................

et généralement

e = [ab*+t  ab'-  ab-'abi- B
= [ab-—an——l abin+? ab-1aqbint? ]l @—-te
=[ab'*+*  ab-n-! ab® ab-"t JBte
=[ab*"=3 abt"tt  ab® b+t |3~
= [ab! (n+1)+1 gpr-2(n+1) gh=1 g pt—2a+1) | B¢
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On s'arrétera a la premiére formule ou apparait 4‘. Cette formule

s'écrit, quel que soit ¢,

(19) er—y=3"(abPab™') "= er_ 7= e;_ 72,

c'est-a-dire que la formule (18) s’applique encore pour z = < —2.

19. Soit x =1—1. Clest encore la définition de e, qui jouera le

role de (14). On partira donc de
er_y = [ab—21+2 ( ab—? )l——ZT]l = [ab3 ab—! ]l p~l’
d’oli I'on déduit, toujours par le méme procédé,
ey =[ab~® ab® Bt
=[ab~s ab? B
=[ab™? ab® [Pt

T ee et e s s et et s s g

= [ab—in—l ab"""’]‘ﬁ“’
= [ab—-bn—a abtn+s ]l B—t €

....................

On a donc ici

(20) ey = 371,
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Ainsi en multipliant les formules déduitesde (18)pourx =2, ..., 7 — 3,
par (19) et (20), y

(21) e=frte ’ .

Or e,=8(ye) =By "¢ (18). Donc, en éliminant ¢,,

ﬁl_ 1 Y 4= 3
20. Soit maintenant t pair = 2%, et supposons d'abord x << — 3.
La formule (13) donne, pour n =7 — & — 3,
er= [ab-—!a'—z ( ab-! )r—w—a abr+t-tgph—r--+l g h—r-TH g fpr+T-2 (a])—l )':-a--a ]l,
d’ou, en transformant le premier ah=-"** @ du crochet,

Cp= lab -2 -9 ( ab- l)r--.r—i Q¥ +T Yah-t Y2 g e+ T 2 ( ab-! y: £ -3 ]I.

d’ou, en transformant ab—"-*"+*q,

er= [(ll' -3r--2 ( al)"')“""’alr""' ST gt —2 g b r( ab )r—.r—: ‘ll_

Si x =1, cette formule donne ¢,==¢,. Donc ¢, est, comme ¢,,
dans -1, (18). Supposons établie la formule plus générale

( 20 ) = [ab~2.r—! ( ab—! )‘r~~r-—2 ab—x-»-n—i ﬂbt+'z.r—2iﬂ/,—~.r ~T+i~1 ( ab! )t -a—3 "z‘
d’ou, pour x =i, ¢;=¢;,,. On en tire, en transformant ab -+ ¢,
ex = [ab—z:r—-'.' ( ab™! )'r-:r—:i -t T+ ab.rr;r‘r-r-iab.m—tv-i(d)-.r T+ -1 ((I’) -1 )r- .r--:;‘lt‘

d’ou, en transformant partout ab=*-**+~', et en introduisant b* b~* b !,

er= [a[,—-r.z-—-z ( ab-? )1—-1—-5 abt—r+i— g hr—1~i+1

x ( ab—i )1 aba‘-«r—i-o-i al)‘r-—.l'—o—i-? ( (1[)—1 )‘:-—.r-l. ]l’
et généralement
er= [ab-zx—a(ab-l)n abn+i+? ab-n——i—a(ab—l)t-?(.r+n+3) al-n—i—3 abn+i+e (a[)'l)"Jl’
d’oti, en faisant n = o, et en transformant partout ab***a,

( 23 ) = [ab—~21‘+2(i+l) ab—l—-! ( ab—i)l—!a‘—iab—i-—t "Il‘

qui, pour z =i + 1, donne e, , =e,,,. En transformant gh—2*+2+\ g,
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on en tire
€= [@b -2+ @b+ (@bt Y- te—b gyt 1

d’ou, en transformant partoul ah~**+ q,

er=ah P -2alpri qh= i (gl Y208 q = 2eeis g =i e

et généralement
Cp= [ab—z.r» 2 ( ab )n ab!.r-«-u—iab— 2r—n—+i—1
< (a/,—i )t--:(.r+n+8)ab——z,t—n +i—1 ab:.r—»—n—t ( ab—1 )n ]l~
d'ou, pour n=7 —x — 3,

I [a[,--u-—:! ( a1 )1 “4—3 g hE+T—I—3

X @bt THFL g h-A—T+i+2 g ha+T - i3 ( ab-? A ]'~
et, en transformant le premier ab~*-*+**q du crochet,
ey = l ab—2r-2 (ab—‘ )1—::‘—! abr+T—i-2 g h-te—t+2i-b g ha+t—i -3 (ab-l )1——.:'-—3 ]t.

En transformant ¢b=2*~"**** g, on en déduit la formule (22) ou ¢
est remplacé par i+ 2. On a donc généralement ¢,=e¢,,,. Donc
O E=Cr_y.

21. Soit maintenant x =~ — 2. La définition de e, donne

ero=[abt**(ab=" )} =[ab*(ab~1)*]) 3
On en déduit, en transformant ab* a,

er_a=[ab"*abab’]) 5,

d’ou, en transformant le premier ab®a, puis, par des transformations
successives analogues,

erg= [al® ab=' ab-3 B

=[ab-® ab® ab’ B
= [ad® ab™ ab? 18-
=[ab"® ab ab® 1¢3-

(52
te

Journ. de Math. (6 série), tome VI, — Fasc. IV, 110
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et généralement
(24) er—y=[ab ab-t ab*-» B

Cr_g= [ab-—-zn abir—1g}3 ]t l3-—!
:—:[ab"”"")ab—‘ abs-—z(n-n)]tﬁ—t

La formule ( 24) donne pour n =~
ery=(ab)Bt=e._,.
22. Soitx=r—1,ete,=e,.,=(al?) 8"

Posons t= g, ¢ étantimpair, et g=20=2¢’. Alorse, ,=|[(ad?)7|"3 *.
Transformons un des a/? a du crochet. Il viendra

er_1 = [abtab—2alt(ab?)1? )" B,

d’oti, en transformant partout @b* a,
er—y = [(ablab—*)tab(ab?)7-3]" 3",

et généralement

nip+ 10

er = [(ab!n-e-lab—!u)nab!n—l-? ( ab? )q»!n— 1 J![@ le

On tire de la, pourn=g¢'—1,
J'lq' —n

ery=[(ablabt7)7 1 abralb? ) B~te *

Si ¢ est > ¢, on continuera en fransformant partout a/fe, ce qui
donne

g A1
er = [ab¥+ab=1(al1*2ab~1)7-1]¥ Bt ?

d’ou, en transformant partout al?**a et ab*'*a,

o 1)y
l/ll)([-+|+'

€y = [abzq-HQb—zq—zab2q+bab-—q——2(abq+bab—q—z):,’-—2]4’ 3"8 2 ,

et généralement

er_y = [(abt9+ir+igh—t9-tn)nghratintiqh=r-tn
@' +n i +n+1) + nrn+11

X (abi+ru+t gp=q-2n)g—n— ]l’ﬁ—-le 2 ? ,
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d’ou, pour n=¢'—1,
37 3y'=1

e = [(ab’1abr=37)1 1 ab¥1ab— 23] B¢ |
et généralement, pour n impair),
ng' g —1n

e = [(abnqabz—nq)r/’--labuqab—-(n—l)q-f-!]l’ﬁ—la 2 .

d’ou, pour =1,

i —1 UT—1n
ery=[(abtab*-1)7-Vabtab—t+1+2) "Gt * =ft |
Donc
UT-N
Q= Cr 1 = @2<t8 :
Or ¢,=pv7* (18). Donc, en éliminant ¢,,
T(T—1)
ity t=c¢ r.
23. On a donc, quel que soit 7,
(rt—1)
25 V-t ytelgm—1. l:__(____
(25) Bty ot

m étant encore inconnu. Cette relation étant une conséquence de
1H1—1)

2

B'v*=a * , e=u?(14), son premier membre est de la forme

hi—\x
(26) (@""-/‘a : )(ea-m
Doncz=1,y=1 et
(27) m:—&—;—-—')—zl:—ﬁ—t—s—l)—r(t—l).

[I est clair qu’on aurait pu déterminer m, mais plus péniblement, en
conservant a dans les calculs qui ont fourni ! y~*==¢".

24. Toute conséquence des équations (3) entre a, 8, v, € résulte
de celles qui ont été trouvées.

En effet, une telle conséquence ® =1, devant résulter de
1Ht—1)

B'*v*=a ' ,e=a*(14),aun premier membre ® de laforme (26).
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Mais 8'=*~' ¢’ ayant aussi cette forme, ® = 1 se ramene, en vertu
des relations trouvées, & la forme (a~?¢)® = 1 (# = o ou 1). Il s’agit de
montrer que, dans toute conséquence de cette forme, x ¢st nécessai-
rement nul. Il suffit pour cela de construire un groupe d’ordre 2 (¢!)
défini par

at=1, b=, (ab)—'=y. (ab-'aby®=a.

(28) « (ab~7abl)*=e. (=2, ..., 2=

-

, d=1si ¢t estimpair;  d=cesitest pair; 3, y sont dans je! =L,

Admettons Uexistence d’un tel groupe abstrait X, et cherchons &
construire un groupe analogue X ot £ soit remplacé par £ + 1. Je dési-

- — — e o—

tifs a X.

Soit G la représentation réguliere de X et S, le symétrique de
champ 1, ..., . X|E==S, est représenté réguliérement par le plus
petit commun multiple ' des substitutions (Ea)=(Ex, Exa),
(S., 57) et (Eb)=(Ex, Exb), Ex parcourant X|E : je supposerai
que (Ka) répond a la substitution (12) et (Eb) a4 (12...10); je
désignerai d'une maniére générale par (I z) la substitution de I' qui
répond 4 1’élément E z de X |E, et par (5) la substitution de G qui
répond a s de X.

Les éléments de X |E se partagent en couples tels que kEx, lira.
Désignons par K2 un ¢lément arbitrairement choisi dans chacun de
ces couples et par x un élément arbitrairement choisi dans I .c. Alors
les @ et les xa formeront un systéme déterminé R, de restes de X
mod E, et les zx et les exa un autre systtme de restes R,. On pourra
donc écrire

(&) == (&yy &) (La. d7y)
(z; parcourant R;. et .e;= ;e si f 525 i, j = 0,1 mod 2);
(a) = aya,, ay= (&, .La). Ay = (&g, Taa), .

(b)) = (2, 2 b) (). 2y b).

Soit z;he/*"*' celui des deux éléments de Ex; b qui est dans R;,
et posons (w;, £;he/'** " y=b; b, b,=10,. (b) se déduit de b, en
remplacant les ¢/ par 1. Si If=eb, (b)Y =(x,,2,0") (2., 7, 0") se
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réduit & (). Si (Karbah b ... ah bx) remplace Ex; par Ey;,
y, ctant dans Ry, il cst clair que @l b¥ ... al* ¥* remplace x; par y;, et
inversement. Done T'; = | a;, b;! est semblable 4 T.

Considérons maintenant un groupe G ayamt {+1 constituants
transitifs G, ..., ¥ semblables 4 G =G. Soil en général s = II¢ s
la substitution de G qui répond aux substitutions s, ..., 5" de
Gy ..., G9, Désignons par a®, @, ¢%, T, ... les objets jouant
relativement & G% le role de (@) =a®, a;=4a), ()=, [; =T}
relativement a (i = G©. Soita; =II' a?, b, = It b etT;="'a, b;'.
Soit K, une représentation régulicre du symétrique S,,, de champ
1. ..., ¢+ 1 dans le champ de T;. Soit ¢; la s/ *"" de K, qui répond
Al t+1)de S, et c=¢,c,. On peut supposer que K; = T, ¢l
Soit K le groupe ayant pour constituants K, et K,, et ou la substi-
tution s qui répond a s; de K; est s;s,. Soit T le diviseur de K qui
a pour constituants T', et T,. Toute substitution @ b¥ c*a” b ¢ ... de
K éirangere 4 T est réguliére et remplace chaque x® par un "
d’indice supérieur différent (*). Donc la substitution correspondante
@ TV T ¢ ... de | G, ¢!, qui ne s’en distingue qu’en ce que cer-
taines séquences de la forme @ (15£k) sont remplacées par
o " (j1), déplace aussi tous les symboles. De plus | G, c! est
transitif, puisque K, I'est entre 21", ... ., ", et que G contient (¢). Donc
{ G, ¢! est régulier. D'ailleurs (¢) ¢ (¢) = ¢, ¢, = ¢. Donc (&), permu-
tabled a et a b, est normale dans |G, ¢ !.

(chy*, qui correspond dans K & (1, ..., 7+ 1)"*', est égale a 1.
Donce (¢h)*' est un produit de transpositions de la forme (2%, z*), et,
comme | G, ¢| est régulier, (cb)*' contient toutes ces transpositions,
ouseréduiti 1. Deméme, (:zczo)‘, quicorresponda[(12)(1,...,/ + 1),
étant égale a 1, (acb) est dans ! (¢)|.

(') Soil, en général, A = Za un diviseur d'un groupe G =X g = Sxr = 3:A,
et 2(x, zg) la représentation réguli¢re de G ou la substitution (z, zg) répond
d &. Si g est hors de A, tout élément s@ d’un complexe quelconque zA sera
remplacé par un élément zag d’un complexe 3A g # sA.
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Pour 1575, (¢b, ) a (cb,), qui correspond & la transformée de (12)
par (1,2,...,1+ 1), coincide avecT);‘a l—)f,, qui correspond a latrans-
formée de (12) par (12...r)". D'aprés la régle usuelle de transfor-
mation, il est dés lors évident que les transformées de a par (cb)’ el
par ¥ coincident. Done a (¢b)~ a (cb)’ coincide avec a b~ @ I¥.

Sit=21+1,7=1+1. Mais (a(ch)~™ 'a(ch)™')! est igale d (¢)
ou a 1 en méme temps que (@(cb)~? a(ch)?)?: cela résulte des équa-
tions que vérifie | G, c| (14).

.Donc }'G, c| est une représentation réguliére de X, qui, par suite,
existe quand X existe.

Il reste & montrer que X existe pour ¢ = 4. Or considérons le groupe

. — 2 9 I
L (2, 3) des substitutions ,i BT mod 3. En posant
NE+p'n
I £ —&+m l —
. -—a - —/2 —c¢.
c—n —i—" —"

on a

at=r1, b*—=c¢, (ba)*=ce. (ab—taby —s¢, (ab=2ab*)*— .

25. Enposanta=o, By '=0,B" "y elam =y (douf"”y = fe'a",
'y =yefa™), a?e=¢, les équations de &, deviennent ¥y =1,
¢?=1, o’ et [§’ restant indéterminés. Donc le multiplicateur Jr de T
est d'ordre = 2. Les divers groupes infinis, dont le produit direct
par & = | &' | (=) est A, sont contenus dans Ja formule

JL‘: : oz’s’x, (0(’8"’) -~1’ ﬁler;‘(q (ﬁrely)—«l :‘

ol « et y peuvent étre pris indépendamment 'un de 'autre égaux a o
ou & 1 (2). Les divers figuratifs de I', qui s’obtiennent en faisant
e\, =1, sont donc fournis par les ¢quations (3) ou l'on fait (aprés
avoir remplacé & par a® si ¢ est impair, par ac si  est pair)

(29) a'—¢' %, B'=c¢"r, y'=1, g2—=1,

c'est-a-dire, en réduisant les exposants de ¢ mod 2, et en remarquant

. t(t—1

que ¢ = ¢ (puisque a’ = a'? =1) et que ME—(T—) mod 2,
m-—,_—x-’.z'+ly+l R

(30) a =¢v, B=c¢ . y =3¢, 0 = ¥+t
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En prenant au besoin b¢” pour b, on peut toujours annuler y. On a
donc au plus deux figuratifs répondant aus choix £ =o,1.

Le symétrique étant complet pour £ 6 ("), il résulte des n® 9 et 10
que ces figuratifs sont distincts si ¢ 5= 6. Mais on peut le voir directe-
ment, et méme pour { =6, comme il suit.

Soient ¢ un quelconque de ces figuratifs, et € son commutant (iso-
morphe au g‘ alterné). & (< 2) est le central de ¢, ct, dans I'homo-
morphisme de ¢ 4 T, e répond au commutant K(=C) de I'. Les
transpositions de I' sont toutes conjuguées, et a chacune d’elles
répondent deux éléments de ¢ situés hors de ¢ et ayant pour carré
a* = . Donc tous les éléments de ¢ répondant aux s, impaires de I'
ont pour carré a, c'esl-a-dire que, sicY est le systeme des e, de ¢| 2,
tous les e, de ¢ qui figurent dans 2Y ont pour carré «. Donc les deux
déterminations de ¢, dans lesquelles a est un élément distinct de o,
sont elles-mémes distinctes.

26. Avantde faire une application aux cas / = 4,3, je dois rappeler
(uelques résultats généraux.

Soit I' (2,7) (= =p"; p premier, M entier) le groupe des substitu-
Midpm
ME--p'n
U(2, ) le diviseur de L (2, =) formé des substitutions de L(2, =) dont

tions s A, i, A’ w’ parcourant lechampde Galois C,d’ordre = ;

le déterminant est 1; ¢ (2,%) le groupe des substitutions (%:_—%)
ou A, w, X', w, parcourent C, et x5 v(2,%) le diviseur de ¢(2,7)
formé des substitutions dont le déterminant est un carré.

Soit 7 une racine primitive de C,. M. Schur a démontré (Cr., t. 132,
p. 113-123) que les diviseursde L (2,%*)de la forme G® = U (2,7),
lp%, pi' n| =s| pour lesquels s* est dans U (2,7), cest-a-dire pour
lesquels o* =%, sont des figuratifs de ¢ (2,=). Comme U (2,7),
contient | — %, — x|, G** aau plusdeux déterminations, 'une G, = G’
répondant & p*=1i, lautre G;=G" répondant a p?*=-—i (d'on
pr'=—p""'). (' est dans U(2,7*) et n'a par suite qu’un e,. G” a
A+pn ! pé
ME+pm| —ptx

. : | .
plusieurs e,; car, pour que (AW — @' =1) soit

(') Houper, M. A., t. XLVI, 1895, p. 333-345.
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d’ordre 2, A, 1, A’ étant dans Cg, il faut et suffit, on le voit direc-

tement, ou que A’ soit Foavec ' = — A el WA =—1—17A% ou
que p=2A"=o0 avec w' = A" et {A\* = —1 (ce qui exige que — 1 soit
non carré, donc que == 3 mod 4) (*).

Sit=1mod 4, L(2,%) @ un diviseur A Sforme des substitutions
de déterminant = 1, dans lequel U (2,7) est aussi d'indice 2. Mais
A rest pas un figuraiif de (2,7). En effet, — 1 étant ici carreé,
— 1 — i\ est o, quel que soit A, G” a =(= —1)c,, et (i un seul,
tandis que A en a © + 2, comme on le voit aussi directement. 8¢ t==3
mod §, — i est carré, et g* = — i est résoluble dans C.; " est alors
identique au groupe | U(2,®),|§, — 5l

Pour t=4[r=12; T=¢(2,3)], L.(2,3) = U, = G est le liguratif
de T répondant au choix x = o0 (24). Celui répondant & =1 est
G (i=—1,p*=—1)(alors /= — 1 et g?=—1). Car, en posant

= g5+ phi 0% +on - R
b= o e , a={"'"" ' (slu:.t i ! .fr"u“su),
—pE—pn - o \ U /
on a
at=—:. ht—c¢. (ab)* =c¢, (ab taby*—, (b Pabty =z

Pour t =5 |t =2; '=1(2,5)|, G, qui n’a qu'un ¢,, répond a
=1, et G, 4 x=o0. On obtient des représentations des figuratifs
dans C; en prenant

125,
. [{ e ‘O

)’_‘: — ).'f‘

(A==*x1. M= -bH(R+3);

pour p? = 2, le figuratif obtenu est G ; pour ¢* =3, il est Gi'.

Aucun g,.,5, \ dug, ., L(2,5) n'est isomorphe & GG, ou i (i), Lin
effet, soit A le g, ,.,, de L (2,5) formé des substitutions de détermii-
nant = 1. X et A sont normaux dans L, et le plus grand commun
diviseur A de X et de A estun g,,, normal dans L. Donc A coincide
avec U, sans quoi leur plus grand commun diviseur serait normal
dans L et d’ordre > 2, ce qui ne se peut. Donc X contient U. Mais

(*) Scaur, loc, cit,
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.| U, qui est un g, cyclique, n'a qu'un g,. Donc X=A. Or ona vu
que A n’est pas un figuratif de £ (2,5).

27. 2| & est isomorphe au gf alterné, et < contient &. Donc & est

une extension normale du g‘ alterné (8). Donc le multiplicateur du
Z* alterné est d’ordre 2 2.

28. L'alterné I de degré n 24 est défini, ¢ = n — 2 étant sa tran-
sitivité, par les équations (S., 70).

M =c*=a?=(ba) '=(ac)* =(ab—'abP®—=(ah /abi)—(ch-*abt)*=1;
. l ’
3 Sj::'z. .... 7. 7 ¢lant le plus grand entier S~ A=1.....t—2=n—1%;
(a3 2

si 25, il faut supprimer 'équation (nb/ab/y*=1;
si n = 4. il faut en outre supprimer (ab'ah) =1 et (cb~*abk)r=1.

On en a une représentation A, dans les symboles 1, ..., #, en pre-
nant ¢ =12.34, c=132=12.23, et b=34... n, si n est impair,
b:=12.34... n, sl n est pair. ) b, c|, contenant 123, 124, ..., 12 1,
coincide avec A, (S., 38) : on vérifie d'ailleurs directement que
a -~ ¢l 'che pour n pair, et que a = c*b~' cbc* pour n unpair.

Nous avons & considérer ici le groupe ¢, défini par les équations

; at=«, b=, (ba)—t=y, =2, (ac)=¢,.
(ab~1ab)*=a, (ab—7ab/)*=¢,, (cb*ab*) =y,
(32) «, ﬁ) 7: % c, 6v '527 cees €y Ny ooy Mgy sont pen.nutable.s a a, b, ¢ (‘:lo"c
entre eux); j=2,...,T; k=1, ..., t —2; si 255, il faut supprimer

léquation (ab—/ab/)* =¢;; si n =4, il faut en outre supprimer
(ab=tab)* =3 et (ch—*ab¥)*=n;.

Je désignerai par b, le plus petit commun multiple de «, §, v,
% 8§, 8, & ooy & My ooty Ny, Comme au n° 12 on a, en posant
(ab~*abt)n =¢, (h étant pris mod¢; p,=3, si A==1; g, =2,
st p5Z£ 3= 1), ¢, =¢_4. J'emploierai aussi dans le méme sens l'expres-
sion « transformer al*a ». Je dirai de méme « transformer cb*a » pour
« remplacer cb~*a par b*a~'bkc=' b~F = bFabi P b et v n.
Comme c?b~*abt=c.cb*abt devient, en transformant cb*a,
cb*ab-*c*na~'x~' et, en transformant de nouveau cb*a,
Journ. de Math. (6* série). tome VI, — Fasc. IV, 1g10. 33
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b~*abfeh*nia-*»x~", je dirai encore « transformer c?b~*a » pour
« remplacer c*H *a par b-*abich*nia* v ! ».
T étant parfait, on sait a priori qu’il W’a qu’un figuratif (8).

29. Considérons un instant le groupe G, défini par les équations
(32 his) formées des équations (32) jointes & ab = ba, ac=ca,
be = cb. Des équations de ¢ résultent, entre a, B, v, x, {, &, €, ..., &,
N1y - ++y Nep les équations (4) et, en outre,

(33) Ty="Ny=...= TN, 0} == oixt.

Toute conséquence des équations de ¢, entre a, ..., v, , peuts’écrire,
en tenant compte de § =a?, ¢; = o*, R =1,

aXBYyxtn =)

et a unc forme typique (E., 17) ou la somme —2y —3z—2X
des exposants de a et celle — 2y — 32 — 35 des exposants de ¢ sont
nulles. Donc y=o0 mod 3, et = z=0 mod 2. Donc la conséquence
considérée se raméne, en vertu de (33), & une conséquence cntre
a, B, ¥, 1, seuls, et celle-ci se raméne a son tour, comme au n” 13, i la
forme

H—1) )y
2 — - —_ —
(a Bl ly l) o 3u.n::u__]’

ou, d’apreés (4), & 0" = «*, ou, en remplacant v par a’x?, & x*=1.
Or, dans une telle conséquence mise sous forme typique, la somme
des exposants de c est —6u. Donc u = o. Donc les conséquences des
équations de ¢, entre «, ..., , , coincident avec les conséquences

de (4) et de (33).

30. Revenons maintenant & ¢,. Des équations a*=a, &=,
(ba)~'=v, (ab~! ab)* =38, (ab~/ al/ )* = ¢;, qui font partie de (32),
on déduit d’abord comme précédemment

‘s;:e,soit:e; e=a'; d=a?pour nimpair; &= ae pour n pair;

34) ¢ _ _
( 4) ( @1—1},t51am:“ 1:1'(_7_'_), m_—_-_ﬁ(_tz_l_z —al.

2

On a ensuite

(35) ni=mnrpc ' npcictnpct = (cb*abkyc—(cb-*abr).c—\(cb~*abk ) cr =P x?.
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A la relation (24) (56).(123).(24) (56) = (143) de A, répond
dans G, (24.56 est la transformée de 34.56 par 132)

(36) (c~tab—*abic)~t.ct.(c tab—tabc) = cai,
£ étant dans b, ou
a~tcbtabtactabtab’c = cak,

ou, en remplacant ac®a par cac('a’x, et en multipliant a droite
par aa' et a gauche parc',

a~'{tebabcach—*abica = ¢,
ou, en remplacant deux fois cb=* ad? par 4, b ab?c ' o',

a3~ 1ntbtablabtabla =
ou

a3 'nle =&,
Or le cube de (36) est x* = {%*. Donc

%2 = Ca—s c-—-:i.ng g3— 33yt C—!

ou
(37) (2= aex*=n3 (2~ ¢).

On voit que les équations de (, ne peuvent entrainer la consé-
quence {* =1, car elles entrainervaient aussi la conséquence ¢ = a?
contrairement & ’exemple construit au n° 24.

31. Supposons maintenant n impair. On aura d’abord (cf. 28)
a=xtax=u"%ccac.c?=a"x *ct acta.c?.
Or de (b*ab* ¢)* = n; on déduit
cr*=np'xb~*abkch—*ab* et c = a tyxth-kabkctb-*ab*,

Donc

= a0 g bk abk b=k abk+ 2 k=1 qbhH ., b4 abk,
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Par suite, en répétant la transformation pour k=1, 3,5, ..., n —6,
a=a Wx 30y xct a. b tab. b ab ctb2abt. b tab.a.c?

= i e L Nt af P
X cha.btab. balr . b rabi—t e D rabr L D 2abt b tab L a .t

ou, en posant

M a0yt Mgl M =8 (P ot
a— od—" gx—z g1 c’(ab‘ 1 )n—% br-3 01)3""(’)(1 )n—:l = Cx—e O—ICl b-tcbc?

ou
(38) ctb-chera Y = L1x20.
Or, 4 la relation

[(2) (45...) 1 (13) (A4 3, k+4).02)(45... n)
=132) L(3)(A+4, k+5).(132)

entre les substitutions de A,, répond dans ¢,
(39) (ba) ‘cb *abk.ba=c'.cb “~tabt+tcg,. £, étant dans dh,.
ou, en transformant al**+' @ au premier membre,
a tea-th ehab* T abtHt = h-F-talh+1 ¢,
ou, en se servant de (b %' ab**' ¢)* = y,,,

a-tea=tblchba=——arc ‘n,,, 5.
ou
a~2eb'cbaca = 1,4, 5.

ou, en se servant de (ac)' =,

o *ex 2L b ehetat e = gy By

ou, d’apres (38),

= o 2ebn}l,.
Or Péquation (3q), élevée au carré, donne v = 1., &2. Donc
q 9 1 N Nk+s Sk

= Nar @ 0 05t = gl G2
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De méme
‘Ok+|:‘fl}(~lz 9’!-
Donc
Nk = Nk+e ou ‘n,:ﬂ;:.‘.:'ﬂn_", T],:’I“:...:'nn__;.

Donc, d’aprés la définition de 6,

n—3;

9= (nynz') *

Sin— 5=o0mod3, onadonch =y, et, puisque 7, =", 0* =1," 0%,
N2 =1"y.

Sin—5=1 mod3, ona 0*=1,n;' 0} ou, puisque n} =6°, =1,
et, comme 1, =7;"' 0%, , = 7.

Sin—5=2mod3 (ou n=1 mod6), on a 0 =mn}v;" qui, jointe
a4 9% = v, 1,, ne donne rien de nouveau. Mais I'analyse suivante, qui

s'applique d’ailleurs quel que soit » impair = 7, va nous conduire au
méme résultat (sauf peut-étre si n = 7).

b * ach*, qui correspond a (2,3 +k, j+k) (hkSn— 4)de A, est
permutable mod &, pour k23, a¢b ' ab, qui correspond a 13.45. On
a donc une égalit¢ de la forme

b=Facbr.chrab.(b-*ackk) ' =cbtabe (3%h%5n —14; wdans -Ay)
dont le carré est w* = 1. Ecrivons-la
bt acbhcb—rab = cb -t ab-*+racbt .

ou, en transformant ab ' a,

b=kacbtcb 'ab = cb*ab = ab= 4+ bk mate,
On en tire, en transformant cb* ¢ et en divisant 4 gauche par b«

chhieh=tab = bkcrb tab - ebhwrx 3z s, »
ou, en transformant cb~'a et ¢*b' a,

cbt Yaber= bFV abeb=* cbk wnp g a e e.

ou, en faisant passer tous les @, b, ¢ dans le premier membre

cbfi=Vabetb=Fctbh crb-tab—*+) = wnn a3 xe.
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ou, en transformant c* h~' @, puis en transformant par cb*-',
(40) abcrb—*ct b ' abeb~* cb ' = wnymyt atxte,

ou, en transformant ' c*b et b~'cb (dans h~*c? ¥ et b* cbr-)
d’apres (38),

abe? b—4+1 c*act b*~1abcb—*+ cacht— == wny 7' e,
ou, en transformant c* ac? et cac d’'aprés (ca)® =,
abcrb—* +acab*—abchb—*+' act abk -t = w0 axte,
ou, en transformant c*b~*+'a et cb~**'a, et en employant v;_, = «*A2,

ab—lﬁ-i abk—i ch-k+ cabk—-! ab—-k+!abk—-l bkt 2 abt—2— (M)HJT' ox? g,

ou, en transformant par ab~*+* ab*-*,
(41) beb—*++' cabi~2ab-*+*abk—1 ctb—*+ ctabt—tab~F+2abk—* = wnyny ! ante,
ou, en supposant d’abord k— 222 (doncn > 7, puisque kest<n — 1),
et en transformant les deux abd**a,

beb—*+ichk-2abct b—*+1ct bh—21a = wnpnyt B xtet,

En transformant par beb=**'cb*?, et en employant e? =a*, on
obtient une équation qui ne différe de (40) qu’en ce que, au premier
membre, k est remplacé par k — 1. On pourra répéter I'opération
tant que, dans ’équation (41), k—2 sera > 1. Quand k — 2 sera
égal & 1 (n 27), 'équation (41) s’écrit (le second membre n’ayant pas
changé)

(43) beb~3cabab—'abtc? b clabab'ab = wn;n; anle.
On en tire, en transformant les deux aba, et en employant &2 = a°,
beb—tcbab—'ababc? b—3ctbab—aba = wn; 0y axte.
ou, en transformant b 'cb et b'c*b (dans b*cdh et b2c*bh)
d’aprés (38),
beb—tcacab—' ababc? b~ ctactab~! aba = wnint atxde,
ou, en transformant caca et c? ac* a d'aprés (ca)* =,

beb—tactb—tababctbach~1aba = wnpn taxde,
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ou, en transformant c* 6~ a et cb~' a,

beb—tab—1abcabc? b~ ab-t abet a = wn,ny! axte,

ou, en transformant encore cb~'a et ¢* b~ a, puis en transformant
par a et en simplifiant,

bc? b-2abebeb=? abet = wnynyt ot xe,
ou, en transformant c* b*a,
b~labicbtcbeh—*abc = wnini 0yt axde,

ou, en transformant 4~'cb d'aprés (38), en transformant par c~* et
en employant (ca)® ={, {* = aex?, e? =o',

cbtablacab—tab = wn;ny' Nt 0 1adnd,

ou, en transformant ¢? 5! @, en employant n; = «*«*, et en transfor-
mant par b~' a~' b?,

b-tcbaca = wnpnyt 6 a’x?,

ou, en transformant 6! cb d’aprés (38), et en employant (ca)’ ={,
02 =mn,n,, ;=0
w=rng'ny.
Or ©? =1. Donc v} =x}. Or v} =7}. Done
Ne=1 pour kz3 (Y.

Donc n,=n,=n,=...=%, ({1—2=n—14), sauf peut-étre si
n=r1. Onverra d’ailleurs bientét que le cas n= 7 ne constitue pas
une exception.

D’ailleurs on va voir que si n est de la forme 6 &> 6, les équa-
tions (32) entrainent v, = v, et, d’autre part, que I'ordre . du multi-
plicateur 9% de A, est 2 ou 6 selon que (32) entraine v, =1, ou non.
On peut en conclure @ priori que, sin=6#h + 1> 7, (32) entraine
n«=1,. Car, sans cela, | serait égal a 6. Or, 6 étant premier &
'indice 6 & + 1 de A, dans A,,.,, il résulte d’un théoréme de M. Schur

(') On aurait pu, dans le calcul précédent, négliger a, {, x, ¢; car une relation

de la forme 7m,=v, mod|a, B, y,¢, %, £| entraine nécessairement n;=r,,
puisqu’elle doit résulter de (4) et de (33).
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(Cr.,t. 127, p. 49) que o serait isomorphe & un diviseur du multi-
plicateur de A ;. Or ce multiplicateur est d'ordre 2.

32. Soit maintenant n pair=2n'. On a d’abord
(43) a=ca.c.acaf™!,
Or, de (b *ab* c)* = v, on déduit
¢ = a tqx " bk abk et b+ abk. t=mn, wb*kabkch *ab*,
donc

c=a~tnnl,, b Fabt lEabk el Yabi vt h ok abk,

Remplacant par cette valeur le second ¢ de (43) en faisant k == 1, puis
répétant une substitution analogue avec A=3,5,...,n—35, on
obtient

a=c.a.btab.b-tab?...b="+3ab" 3. b "rab" e b “rabtr b 'ab.a. ¢
X agtat 0 mgn, L nems
ou, en posant § =9, n;' N, .o Ny, , (d'001 B = 1),
a=c(ab=1")r=3hr-3ch3-#(ba)-3cat "y V)= atloehehe
ou
44 chtchbca ! = a0 = o 2062,
Or &4 la relation
(85...n)(13)(k4+3, k+0).(45...n)=(13) (A +4, k+5)
de A, répond dans G,
(45) (ba)-t.cb—*abk. ba = ch-*tabt+'§,, ¢x étant dans b,
ou, en transformant ab**+* a,

ta~ta~'bcha =c§;,
ou
b—tcbactaa—3ex—1 = ¢,

ou, en remplagant ac’ a par cac{™' xa?, et en employant (44),

a-teft=¢,.
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. 4 Lot r
Mais le carré de (45) est ny =4, 5;. Donc
Ne= N1 0. donc N = N2 9P = Nfryr

Le produit des relations v, n,'= 0, n,1,'=9, ..., 0,_,7%,!, =0 donne
donc

n—> n

h—6* ou 9 = ou gr' =1,

Donc,si nest Zomod3,0=1,etn, =n,=... =7,

Si n==o0 mod 3 (donc =o0 mod 6) est > 6, le produit des rela-
tionsn, =",8, 0. =", 0y.ery Mooy =Ny, Odonneyn, =7, , 0" =x,_ ..
Dailleurs v, =7, = ... =Nyse1y € N, =N; =... = N34 Comme
ici n — 4 ==2 mod 3, on a donc 1, = v},. Donc tous lesn,; ot A est £ o
mod 3 sont égaux & v, et tous les v, ott k=0 mod 3 sont égaux & 7,.
Donc
(46)  O=(mm; ' nsM5") (Ne N33 N1 NYL) oo

—~1 1 . 1 -1 J—
X (n6/L+3n6/t+', 716/44-37‘5/14-5) -'0( Nn—9M,_g ﬂn—-'.nn—s) =1

Donc on a encore

M= =...=Tip_y

Sin=06, n—4=2, et 'on n’a que , = 1,0 qui est une identité, la
définition de 0 étant ici 0 = v, n,'. On ne peut donc rien conclure. On
verra bicntét (34) que, pour n=06, les équations (32) r’entrai-
nent pas v, =1v,.

33. Ainsi, enexceptantles casn =6, 9, ¢t en posantz, = ¢, v, =1,
on a oblenu les conséquences suivantes de (32) entre 2, ...y M,-,

(T—1 t(t—1
Bi-tytelam =y, (= Hz—1) ), m:——-——-—( )——21; g=e; e=at
2 2
(4=) N L X . .
/ f 0 =a". $i n est imparr; 0 == &, s1 & est pair;
Ni="n; 7= a’x?; D= ygtead,

Les conséquences de (32) entre 2, ..., résullent toutes de
celles-la. Carv elles résultent toutes de (4) et de (33), et une consé-
quence de (4) et de (33) qui ne résulte pas de (47) se vaméne évidem-
ment (E., 17) 4 la forme {* = %°. Oron a va (50) que cclle équation
ne résulte pas de (32). :

Journ. de Math. (6 série), tome Vi. — Fasc. 1\, 1g1o0. 3'/|
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On peut donc supposer que, dans les équations (32), 8 est remplace
par o, st n est impair, par o, si n est pair, el que ¢; est remplacé
par € et v; par . On pourra alors ometire dans (47) les relations
g =¢, n;=1, 6 =0 ou ac. Clest cc que je ferai désormais.

Posons maintenant

! ﬁ./-—-i._-__ p', @l -t --Iam__7 ((ly()il 5‘1./: ;s’a”‘, ﬁll—l I — ~Iam)
a s =¢,
(48) O3 =¢'t, Lot==' [dlott T (') 1", = (') '],
ataty o a2 =2
(dlotiotg = &' 22w — a2 Yy done a =l 1(EL') Syfinl),

YA

Les relations (/47) s'écrivent, avec les générateurs o', 8, v, ¢, 7,
',
Ny %y
(49) £2=1, === o, 54 vestant tndéterminés,

Done 4, est le produit direct de -1.==;¢"! dordre w=12 ct d'un
groupe -4, dont les diverses déterminations sont donndes par

A== aler (ae ), B (BEY ) R (R (. y. 3= 0 ou 1),

Les divers figuratifs deI" [on sait @ priori qu'il 0’y en a qu’un (28):
mais nous allons le retrouver|, qui s’obtiennent en faisant -1, =1,
sont fournis par (32) et (48) ot I'on fait

o' = €', pr=c¢ . N m=e ol S=0 SR
c’est-a-dire, en réduisant les exposants de ¢ mod 2, et en remarquant
que ¢ =z (car ¢ =« *g, et les équations précédentes jointes a (48)
L(t—1)

2

entrainent x* = 1), et que m:= mod 2,

-1
—(———~'+I+/A\

(50) a—=¢, P=c¢ ' Loy =Pfer, a=¢, L=l oniza wm=ate
En prenant au besoin & ¢ pour b, ce**' pour ¢ et @+ pour a, on
peul annuler x, y et 3.

34%. St n=0, et si les équations (32) n’entrainent pas la consé-
quence 1, = v, (on verra tout a I’heure que c’est le cas), il faut, en
continuant & poser ¥, ==, remplacer dans (47) I'équation v, =y
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par 1) = a*z*. J’écrirai A pour 7., et je poserai
(51) Ae'n'r=1",
[1 faudra alors ajouter a (49) I’équation
) 4
(52) M=

[ qui équivaut & A* = «* z* en vertu de (48) et (49)]. «, est ici le pro-
duit direct de ., = !¢, A" et de

A L e N -y KU RUNICIA Y R (U A et NSy A CAEY K S

(z.v.zs=oour;x.y.3"=o0,1.2)

Les divers figuratifs de I', qui s’obtiennent en faisant A, =1, sont
fournis par (32), (48) et (51) ou 'on fait

(=g 1, B =g ¥\, o =g-24-7,
(53) '

J=0=2=1 gt=—1. A3i=r1,

¢’est-i-dire, en réduisant les exposants de ¢’ mod 2 et ceux de A’ mod 3
(ici /=4, l=1, m=—8),

a=¢h B=e'¥-y, y=ét*r.  o=1. e=¢¥NT,

—e'*E = VF, ettt R=€ VW, =1, AV3i=1.

.
En prenantau besoin a¢* N~ pour @, he” A" pour b, ce* "=
on peut annuler x, y, s, x', y', 5.

Il reste a s’assurer que, pour » =20, le multiplicateur est bien
d’ordre 6. Or le groupe X défini par (32), (53) et ¢ =1 est
d’ordre 3.360, et son central est A =} A!. \|A est isomorphe au g*
alterné et contient un g, auquel répond dans X un g, 4,. Or un tel
groupe est nécessairement le produit direct d'un ge, A par A (*), et X
est représentable relativement 4 A en g'* transitif. Dans cette repré-
sentation (avec laquelle jidentifierai désormais X ), A est invariant et
intransitif. Donc X est imprimitif et a 6 systémes de degré 3. Soient
%y By Vo5 %y Bay Yaieoos %y Bey Yo Ces systémes et A =1Iq;, o; dési-
gnant la substitution (2, 3, ;). L'action de X| A sur les 6 systémes est

pour ¢,

(1) Voir Hitoer, M. A., t. XLV, 1895, p. 354-355; S., 93.
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celle du g° alterné. Posons
Qo = Ay Ky A3y @a: Oy Clg. Ay O, 50, Cy == 0y 03 Oy,

et soient ag, bg, cg; @, by, c, les substitutions déduites de a,, 0, ¢, en
y remplacant a; par §3; ou y,. Posons encore

ay=ayagay, bo= babg by, €y == CaCRCy;

z=1¢;, y=WoF s=Me}; a=ax, b=by c=¢s.

Si X existe, il doit y avoir des valeurs de .¢;, y;, 5; mod3 telles que
a, b, ¢ vérifient les équalions

V=1, a*=1, (ba) =1, (ab-'ab)¥=1. (abtab®*)*=1, (abtalP):—=1,

=1, (ca)>=1, (cb—rab)r=1. (cb rab?) =1

On peut toujours supposer les 5y, nuls. Car si 0 a la séquence =, 6,
elle doit avoir, pour é&tre permutable a A, les séquences B; v, et y; a,.
Mais alors, dans 7' bay, ces séquences sont remplacées respectivement
par x; oz, B3, Bi, vi Yk [ceci suppose k=£i; or cest bien le cas, sans
quoi b aurait le cycle («; 3; v;) et ne serait pas d’ordre 4| ().

Remarquons maintenant que, si s, est une substitution quelconque
des a;, et sle produit de s,, s3 = A~'s, A, 8, == A~*5, A%, s~'«w's se déduit
de x, soit en laissant les «; & leurs places et en opérant sur les o; la
substitution s, qui se déduit de s en y écrivant o; pour «;, soit en lais-
sant les a; 4 leurs places et en opérant sur les «x;, la substitution 57",

(*) Au point de vue abstrait, cette observation se présente comme il suit. i
s'agit de trouver une substitution « — II} o} telle que ub, yu—'= b,. Or soit b,
ce que devient by quand on y remplace «; par u;, et supposons que b7 rem-
place «; par u;,. Cette équation devient (d’aprés la remarque qui suit dans le
texte) u;, +y;— «;=o0(mod 3). Or, soil (u,,..., «,) un cycle de b;'. Les
équations correspondantes sont

Uy~ Ug=—Y, Uy— Uy=—Vy, ..., U,—y=—Y¥, (mod3).

Elles sont résolubles toujours et seulement si £7y,= o, Or m divise 'ordre
t = mgq de byy, et la condition (b,y)* =1 ou

Uy by y U byt y U2 L bty by =1

donne ¢27y;=o, d’ott XV y;= o, puisque ici ¢ =} est premier.
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s, se déduisant de s, par le changement de 2, en .«; : car si s remplace
x; par oy, elle transforme s; en 4, donc o) en o} et remplace par
suite x, par x; dans IT} 7.

L’équation a* = 1 ou @,z a,x= 1 donne donc (en sous-entendant

le module 3)
&y =+ ry= 0. &Ir;-+ X, =0, zs =0, Ze= 0.

Les G équations fournies par (a)® =1 ou ba,zba,rba,r =1 se

réduisent a
Zy = o.

Celles fournies par (b~?ab?a)* =1 ou bla,xbia,xbla,zba,0=1
et par (bab='a)* =10u b,a,zb;'a,xb,a,2b;'a,xbya,xb;'a,x =1
ne donnent rien de nouveau.

Celles fournies par ¢*=1 ou ¢,5¢,5¢,5 =1 se réduisent a

33+ 3+ 53=0.

Celles fournies par (ce)*=1 ou ¢,sa,cc,5a,rc,5a,c=1 se
réduisent &

i

S, —
~1 ~é

£y

Celles fournies par (¢ 'ab)*=1ou b,c,5b,'a,£b,c,30;' a,c =1
se réduisent &

i
I-§
L
l
°

-
~1

<nfin celles fournies par (cb~2ab?)* =Aou bc, 30, a,xbic,s b2 a,
= A se réduisent &

Ly=1 4 3,

i

(1]
K
,
I
I
-
(1]

Ly=— T =—1, Iy Z,

I
I

£

i

LT

i
£

-
1

i
|
I
|

et I'on peut faire 5,==0. On obtient ainsi

":(aiaa)(%%%%)(51@2) (Sz;ﬁtﬁspe) (7172)(}‘374}'5“{5)~
a=(a,3,) (.3172) (‘/10‘2) (“:“s)(ﬁ:;@s)(?s?b)e
= (a1yays) (Brasoa) (7:18:8:) (@, 74 834) (a5 Bsys)-

Donc X existe.
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33. Au lieu de partir de la représentation de X relative au g, A,
on pourrait partir de celle relative au g,, S=a, b! défini para® =1,
f=1, (ab)*=1, (ab~*ab)* =1, (ab~*ab*)*=1, isomorphe au g
symétrique. X contient S, sans quoi les équations de X établiraient
entre a et O des relations autres que les conséquences des ¢quations
de S, relations qui résulteraient évidemment aussi des équations de X
ol I'on fait A = 1; or cela n’a pas lieu, puisque le groupe ainsi ohtenu
est isomorphe au g* alterné de champ 1, 2, 3, 4, 3, 6, qui contient
le g* symétrique | 12.3456, 12.34 . S ne peut contenir A, puisque le
g* symétrique n’a pas d’e; normal. Donc X est représentable, relative-
ment & S, en g** imprimitif admettant 15 systémes de degré 3. L’action
de X|A sur ces systémes est semblable & I'action du g* alterné de
champ 1, 2, 3, 4, 5, 6 sur les 15 combinaisons de symboles 2 4 2

12, 13, 14, 1), 6. 23, 24, 25, 26, 34. 33, 36. 45, A46. 36,
que je désignerai respectivement par
ay. oy xy. . A, g Ay, OLg. Ay, KXy,  yy. Fya. Fyge Xy Oys

e

L’action de la substitution 12.34, correspondant & a, sur ces combi-
naisons est

Oy 770y Oy Oy, Ol Oy Ay, Oy Ay o O Oy, Oy y Oyz. Hya Xy
Celle de 12.3456, répondant a b, est
by 0y 0ty 0t 0, Oty . X3 Oty Ol g o 1o Ra 5 Oyz e 1y Ay
Celle de 132, répondant & ¢, est
Co == Xy e Qg By 0y g Ol . Oy 001 g Oy Oy Xyg Oy X5y Olye

Soient encore ag, by, ¢g; ay, by, ¢, les substitutions déduites de «,,

by, ¢y en y remplagant a; par B, ou y,, et

ap= agagay. be=bybyby. Co== CxCPCy.
G, = (d;ﬁj‘/,‘)’. 1= ﬂ‘,”o‘;. xr o= ﬂ‘f’o"}“, y= H'l"’q*}"', 3= “""' ot
a=ayx, b = b,. € ==¢C5.

Les équations analogues i celles obtenues dans la représentation preé-
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cédente permettent d’annuler «, .z,,, 5,, 5;. Elles donnent alors

L= L, = L= Lyp== L) == £ == L3 = Ly, = L; =0,
Ty == Ay = Ly =2 Ty== g = Lq=2— 1
SIEES, =SS 5= Sy =5 = 5= 33=0
5yI= 3yES 59IE 5y iS =1 Se==Sp5 == —1
Donc
b= b,,

a:(al)(ﬁl)(Yl)(“10)(@10)(710)(“IS)(BIS)(YH‘))

x (%“/7) (@za-.) ('/2;37) (aa‘/e) (By24) (’/356) (a530) (359) (’/350)

X (o, a8) (BiBs) (7278) (g 243) (B11B13) (711713) (21293) (Br2313) (712714 )-
¢ == (%y3) (Bus) (713) (aBaa) (B4 '/236) (71%276) (23 310707) (B5710%3) (73210 37)

x (a-,:z,.a,,)(ﬁ;, nﬁs)(‘/'f/n}‘s)

X (%3120 ) (B3 31230) (7371270) (20 Bra 70 ) (%15 715 915) -

36. Soit n=7. Si (32) n'entraine pas v, =1,, je poserai encore
1=, .= A. Il faut remplacer, dans (47), n, =1 par A*=a’2%
On voit, comme au dé¢but du n® 34, que les divers figuratifs de 1" sont
fournis par (32), (48), (51) et (53), c'est-a-dire, en réduisant les

exposantsde ¢’ mod 2 etceux de X’ mod 3 (ici t =)5,l=1,m= — 12)
T B=e+yply &, y ==y, o—=¢. Y
(29) ? =g/, =¥, amthr J W+, =, M=,

‘n prenant au besoin a&*** N~ poura, he? A= pour b, ¢ ¢* N7+
pour ¢, on peut annuler .z, y, 3, &', y', 5'.

Ilreste i cherchersi, pour # = 7, le multiplicateur est bien d'ordre 6.
FFaisons ¢ = 1, et cherchons a construire un groupe X d’ordre 3 (7!)
ayant pour central A=,2:. X contient S=q,b! défini par
a=0=(ba) =1, (ab'ab)* =1, (ab~*ab*)* = 1, donc isomorphe
au g,  symétrique et premier & A. Considérons la représentation
de X relative & 5. Elle a 21 systémes d'imprimitivit¢ de degré 3,
et, en identifiant X avec cette représentation, I'action de X|A sur.
les 21 systémes est semblable a celle du g” alterné sur les 21 combi-
naisons 2 a 2

12, 13, 14, 1, 16, 17, 230 24, 25, 26, 27,

35, 35, 36, 37, 45, 46. 7. 36, 37, 67,
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que je désignerai respectivement par

Ay, Gy Oy Oy, Oy, Oy, 07, Olg, Oy, Oy, Oy,

Ryey Oy,  Cyye  Oys. Xyge ANy, KLyg,  Hyg. gy, Hoys
L’action de 12.34, qui répond & a, sur ces combinaisons, est
Ao — a,.a,,.a,,.a,as.a;a-,.atbot._,.a;,oc,o.at@ac”.a,;am.a,‘an.a,sam.oz,,.ot,,;
celle de 34 567, qui répond & b, est
by == 0ty . 0ty Oy 0, 05 05 . Oy Oty Oly Gy )y Olyg Oy O yg Gy Ky O3 Ly7 Ao Xyy X
celle de 132, qui répond i ¢, est
Cop == Xyge0ly7.0geyg. Kage Kng o Ky Ry M7, Oy Xyphy. Oy Xy 50y 050y, Aypg. OgAy; %1

Posons comme précédemment

Qo= agagay. bo= by by by. €0 = Cu CHCy;
o= (a:B:y:). ) =Me,. =g} y=M1er. s=¥ay,
a=a,x, b= b,. €C=Cy3.

Les conditions a* =1, * =1, (ba)' =1, (ab~'ab)* =1, (ab~2ab*)*=
donnent
(56) \ LNELPNE LIPS 3= L) = L7585 Ly == L9 = L9 32 Ly = 0.
? x:ExgE-rgEx;Ewsz—.r';..:——"xsE—“(l‘gE—"-l"nE—-l'“.
Mais les conditions (¢b='ab)*=1, (¢h~?alh?*)? =L donnent res-
pectivement (entre autres) les deux congruences

(57) Ty 3+ Ly Z= 0. Ly Sy Ly 3= 0

qui contredisent (56).
Donc X n’existe pas. Donc les équations (32) entrainent la consé-
quence W, = 1.

37. On aurait pu, comme dans le cas » = 6, considérer la repré-
sentation de X en g** relative 4 un des g,,, simples qu'il contient;
mais la représentation correspondante A du g7 alterné en g'* est
moins facile 4 former, et la contradiction apparait moins vite.

Je vais ici former A, non pour montrer comment cette contradiction
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s¢ présente, mais pour montrer comment 1, =r, résulte de (32), et

pour obtenir incidemment de nouvelles équations de A,. Soient 1, 2,

3y 4 3, G, 7 les symboles de A; et «, son g,,, simple engendré par

(58) £ =124.303, ¥ = 5123456, 5 =124.56

et défini par
Yiz=st= ()= (ys) = (r=sy'sy'sy®) ().

A contient les 3o conjugués de %, dans le symétrique S, de champ
1, 2, 3, 4, 5,6, 7 |2, est maximum dans S, (*)| : mais ils forment
dans A, deux systémes conjugués de 15 g,,,. L.es 15 conjugués de =z,
sont, en posant g = 71231,

X, dg=0a s,
Ay = .02y, o, = xr~1a,x2, ;= 3oty 3,
o= 1 o, b, o= oty 3, oy = % x, 8,

Ae= g, 7 !,

A= a oy, oy =.r to,.r?, Ay 2B 23,

Ay == oy, o2y, = 273y 23, oa, = x o2t
(on vérifie directement que ces 15 «; sont distincts, en formant leurs
g, conjugués de ceux de «,). In ¢erivant maintenant
a, b, ¢, d. e f. g ho Ak L. m. 0. P
pour
Qs Hyy Ay Ay 5. Ggy Ap. O Ky, Kye,  Ayy. Kyg. Oyz,  Gyy, Gy
et en identifiant chaque substitution % de A,, avec la substitution

(%, 5" @, £) que subissent les 2, quand on les transforme par %, c'est-
d-dire avec la substitution correspondante de A, on obtient

ay=12.34 =am.bo.ch.ep.frn.gh.d.i.l
by = 34567 = aehfm.bpdng .cloki.
co= 132 =aen.bfh.cpk.dli. gmo

(") Yoir J. M., 1902, p. 275-276. ou le symbole 7 est seulement remplacé
par o.
(%) Loc. cit., p. 28].

~
Journ. de Math. (6* série), tome VI. — Fasc. IV, 1g10. 35
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(ay,, b,, c, correspondent respectivement i «, b, ¢ de G,). 2., qui fixe f
est engendr¢ par

o= (Cyby) ' =1237654 = ageniph.bodclkm f.
So=cbrabd= 13.67 =ap.bh.ce.il.kn.mo.d.f. .,

car e, et f, satisfont aux équations o) = /s = (o) £, ) =(r, f,) =1
qui définissent og.
Les substitutions

ep=¢e;" et Sfo=aucob 2 abtay=24.56 = bh.cm .dl.eg. fo.np.a.ih

engendrent aussi un g,,, défini par ¢/ = £ = (e f, ) = (e, f,)' =13
mais, comme il déplace tous les symboles, il appartient & 'autre
syst¢me conjugué.

On voit que «, est transitif dans son champ. Le ¢'* I qui y fixe o
est engendré par

y= foe2 =165.27f —=bgn.cim.dlh. ekp.a.f.o.
= e foe,! = 24.37 =bh.cn.dy.el.hi.mp.a f.o,
wo=tty oty = 27.34 =bhi.ce.dm.gp. hk.ln.a. f.o.

On voit que IFest un g} tétraédral régulicr, défini pav ) = v =o' =1,
Oo Wo == Wy €4y Uy 0y g =w,, et que A est un g'° 2 fois transitif de
classe 12.

Adjoignons a a, la substitution s, = f, qui a le cycle fo. llle
vérifie les équations

-‘ﬁ =1r. So VoS0 — Vo, S 4% Sg = §'g ¥, Solly Sy = W3, S8y == €3 8g 0y U] 1y €.

et, comme e, I contient un systéme de restes de 2, (modd I, 1) (I¥ étant
transitif dans son champ, ¢ I¥ contient des substitutions remplacant o
par un symbole quelconque autre que o du champ de «,), ces équa-
tions, jointes a celles de oy, définissent A, ().

Négligeons maintenant j«, B, v, {, ! =uw ou, ce qui revient au
méme, réduisons-le & 1 (-1, est alors d’ordre 3), et posons

e=(cb)!, Sf=cb%al3,

u=fet=cb2abtctb~'c*. v=efe-'=bab’cb. w=u"tvu, s=acballa,

(*) J. M., 1902, p. 259.
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d’ou
(99) P=wi= Sy, st=nl.

Les éléments de ¢, |4, qui répondent & «, ¢ sont Ageh *al*c?h 2,
dogbab*ch. Donc 4 la relation ¢,w, = w,¢, répond, dans ¢,, unc
relation de la forme

O == WP, w étant dans ...
ou

cuteu oty teT g = oy,
ou
(60) babch.chcb—2abic. babich.ch3ablcth ¢,

x b=1ctbrab-'.chch albPcr. b cth2ab'.ch=3ab?c¢* b~ c? == w.

Calculons ®. Les transformations que je vais employer étant les
mémes que précédemment |en y joignant (ba)' = 1], je me bornerai
a indiquer les parties des formules que je transforme en les soulignant,
et & séparer par un trait vertical les produits situés a droite ou & gauche
du premier membre (ce premier membre sera toujours dans &,

que je ferai passer & gauche ou & droite. On obtient ainsi succes-

sivement, en faisant d’abord passer & gauchela fin ¢* /' ¢* du premier
membre,

chretbabichebebtab3ctbaldcheb=2ab?ct b0 c202ub=cbeb=2al3ct b ‘e biab-'cbab? = w.

caclicbebeb=2abrct bab*ch a3 b2 b=1c*b '*brctacb-*ab’cactbctab ab? = wa,'.

ctach te(bb “a(bb Y)ctbeb abicrbalich—abicac*b*ca(bb-"ctbetach—*abicactbc*b-"ab'ab = wir !\,

acthYabetab-abPctbabah*ctheact b tacta(bb -V )ctbeabtabicactbetb tab~'ab—=1w’ 4, ' n,'

ab'abab=rab ‘a(bb ‘yehab-2ch *actabetb *abPcactbet| b tab-tab =9 ‘n,'.

b=Y(ab—"'ab)rab *ab ‘'abac*l 'c(bb Vyaechractab 'ab cheact b= m.

b 2ab'chactab tab *ctaber= wn!
[

b 2e(bh Yab'ab *crabet: - 0h V)t

b lethh “Yach tab Tabictab| et = wb L.

ach Ya(bh VYe(bbyabab *crab = wai'.

ab Yabuch tabab - AU ab =0l V.

1= ).

Donc vw = wy. Done (vw)? = o = 3,
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A la relation s,' &, s, = ¢, w, répond, dans ¢,, une velation de la
forme

(61) s s = vy, o étant dans A,
dont le carré donne 3* =x7;. Or I'¢quation (61), qui s’écril
i ! 9
s Y- teusu-te Yue =0,
donne successivement (avec les mémes notations)

abrabicta.cheb *abct.babdeb.ch-3abicth ',

X ach 2ab*a.cbeb rabic*.b 'crbrabt.ch falcth T O htab T=o,

brabicactbehb2ab 'acb-'cactb*ab*c*b 'ctach *abach ‘abic*heacthetabal®c?h 'cachab =gl

b=2ab*cactbch ‘ababeb-cactbrahtc*h "crach *abracb='al chctababic*l Teac®bab ' =814,

b=*ab*c?acbctabel ‘ecacth?abc?h 'cach *abrach tab ‘chab?ctb 'cajcthall V= ohq7 05t

ctbab'eb-2al?a(bb ebetabeh 'e(bb Vacthrabi b tach Fublacht G bictblca=wn’.

ccbctabrabiabebctach 'actbab et b tetach 2abictherh tea = winyt.

—

c2bctabralrab crb ‘a(bb )b aberh *ctab *abtebcr b iea = on

ctbctabtablababactbab*c* b *erab 2ab cal Ye(bb Vyoa =1,

ctbetabrabab 'cthab b ‘b abtabab ‘e =25, .

cbctabrabeb et b abicabab Ya =g,
cthctabrabeb* c* b*abchab ‘abab 'z o,

c2bctablabebrcrPalb2acth ‘abab=' = ) !,

cbctabrabedaldeal Yableab V=55 v,

ach*crhreh-abab Yab|a - on,.

co=a(byy vyepctab=tab = ol u,.

i) = '\PY‘.{ ! Clas

Comme %*=7y7, le carré¢ de celle équation donne nj =7 e,
saue b — n® . —
puisque 1, ="y, Ny = "N;-

38. Maschke a donné (') une représentation homogéne du g’

(') M. A..w LI 1899, p. 290.
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alterné A de champ 1, 2, 3, 4, 3, 6, 7, ol
132, 12.34, 12,45, 12.36, 12.67

sont représentées respectivement par

nie, &y =+ V22, — V3z,+iyar, o Ty
0?.ry Ly \/2 T3 g, — i\/;.L‘a— \/3 £, —_ p'.l‘,
a=| T a= L= T | TAERT R
[T \/;.Z‘s—,pa T €Ly v&w‘_*_l\/;w! r) &y
- . _ L
o ., \/2 £y — T X i\/z @y~ ﬁ-l‘, p'x,

Wi w4+ t=o0,
p= 12 2’ = § + 8’
_ 5 K
\/—— L o=\5 —iVw

Soit G le figuratif }a, b, ¢, ¢; de A, et je!=E. ¢, répond & Lc,
a,a Ka, fa Eab~tab, g a Lab=?al?, I & Eab~*al?, el comme
(12) (67).(12)(56).(12) (45).(12) (34) = (34567).

la substitution

0'd' V6, — 2ipa’y, —ips\2aua,+ o'ay/3u,
—2ip'ox, + o5Vbas + 0o’ \3a,—ip'd Y2z,
iployaz, — po\3uoy + 05’ V6, — 2ip'e’x,

—p'e' V3, + ipg V2w, — 2ipar; + p'ay/6u,

by=hgfa,~—

répond a 1£b.
Considérons désormais les variables comme non homogénes, et
posons
— Ly Ty

_ﬁl— —_—= =) ==
\/5 3 V3 vs 3 Vs Vs Vol

Les déterminants de ¢, ua,, f, vg, h, uvb, sont égaux a 1. On vérifie

wez [y dey, fey Loy

d’ailleurs directement les équations
(aqu)*=1, ci=1, (chasu ) =ud, (anb3taybou) =1,
(62) by b, ag bt ut)r= wt,
(oby' aybyu )= (bt anbiu) =(cabi* asbjuy =1.

-
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- , . s $8 41
‘omme |’équation caractéristique de &, est
S+

Le déterminant de b, a, étant égal & 1, (b,a,)' =Y,, qui est une
similitude 4 quatre variables, est dans |«w!. Or, & la conséquence
B'-ty'ela™ =1 des équations (32) répond, pour les équations (62)
jointes a b} = w?, la conséquence y; w? =1 ou, puisquey, est dans |-},
Yo = w?. Donc, en posant

— [N ]
=o0, on a /), = w2,

a, = a,uw. € = Cyev2, b, = b,
on aura

ai=ci=bi=(bha Y =(a\b;'a b, = (a, b, a,b? )} = w=

(@) =(c 7' aiby = (¢ b2a b)) = (¢, b7 a, )= n?

et a,, 0, ¢, fournissant une représentation du figuratif (correspondant
awr=y=s=s'=y =3 =o)oua,réponda a,h,ab, c,ac,w?iz.



