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SUR LES PROPRIETES TIIERMOMI:IC:\NIQUES DES CORPS SOLIDES. 20I

Recherches sur les /)roprié{e'.s' thermomécaniyues

des corps solides ;

Par M. Louis ROY.

_INTRODUCTION ET HISTORIQUE.

1. — Préliminaires.

ue de D'élasticité, telle qu'elle a été établie par
Navier, ¢tudie les xquelles obéissent les déformations infiniment
petites des corps, dont la température est uniforme et invariable.
D’autre part, la théorie de la propagation de la chaleur dans les solides,
telle que IFourier I'a établie, suppose ces corps indéformables, inca-
pables, par suite, de modifier leur configuration sous I'influence des
variations successives de leur température. Considérées ainsi, ces deux
théories ne présentent donc aucun point de pénétration réciproque: la
premiére est incapable de prévoir les petites déformations des solides,
que provoquent d’assez larges variations de température ; la seconde
ne se préoccupe pas de la modification apportée aux températures
par les dégagements ou absorptions de chaleur, qu’engendrent les
~ déformations du milieu, que ces déformations soient produites par
des forces extérieures ou par les variations de la température elle-
méme.

I’expérience montre que lorsqu'on chauffe modérément un corps
solide, les déformations qui en résultent sont du méme ordre de gran-
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deur que celles qu’on observe, & température constante, par I'applica-
tion d’actions mécaniques extérieures. Il était donc nécessaire de
compléter les équations de I'élasticité, afin qu’elles rendissent compte
de ces deux sortes de déformations. Ce complément a été apporte,
dés 1835, par Duhamel, qui a reconnu que la température elle-
méme jouait le role d’une pression superficielle, et ses dérivées dans
I'espace, le role de forces extérieurcs appliquées & chaque élément
de volume.

Tandis que la température joue un role important, dans les équa-
tions de I'élasticite, en tant qu’équivalent de forces extéricures supplé-
mentaires, le mouvement d’un corps élastique, au contraire, n’a qu'une
influence extrémement minime sur la distribution intéricure de sa
température. C'est ce que l'expérience a montr¢ depuis longtemps,
dans I’étude du mouvement vibratoire des corps solides, et ce (ui
explique que Fourier, en établissant I'équation indéfinie de la tempé-
rature relative 4 de tels milieux, ait négligé de tenir compte du mou-
vement interne de ccux-ci. Cette correction a ¢té tentée, pour la pre-
miére fois, par Duhamel.

Un corps ¢lastique, primitivement 4 une température uniforme et
mis en mouvement, ne donnera donc naissance qu’i des variations de
température extrémement faibles, qui n’auront pas assez d’intensité,
par conséquent, pour engendrer, i leur tour, des déformations appré-
ciables & I'intérieur du corps. Lt ¢’est ce qqui explique qu’a une premiére
approximation, bien suffisante, d’ailleurs, pratiquement, on ne se soit
pas occupé de metire en ligne de compte les effets de la température,
dans la théorie de I'élasticité.

Le fait que, dans un solide ou un liquide, lc mouvement interne n’a
(qu’une influence négligeable sur la température, provient de ce que ces
corps sont trés peu dilatables par la chaleur. Or, il en est tout autre-
ment des gaz. C'est donc dans leur ¢tude qu’on devait constater que
cette influence est la plus marquée, et c’est ce qui est effectivement
arrivé, On sait que Newton, admettant I'indépendance mutuelle du
mouvement et de la température, était parvenu, pour représenter la
vitesse du son dans les gaz, & une formule qui donnait une valeur trés
notablement inférieure & celle mesurce par les physiciens. I’our mettre
cette formule en accord avec I'expérience, Laplace a di tenir comple
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de la chaleur dégagée ou absorble par les compressions ou dilatations
successives de la masse gazeuse. Cette hypothése de l'indépendance
mutuelle du mouvement et de la température, conduit, au contraire,
dans le cas des solides, i une expression de la vitesse du son & peu prés
conforme a l'expérience, du moins dans les cas assez rares ol cette
vérification si difficile a été tentée.

Ainsi, aprés que les deux théories de I'élasticité et de la propagation
de la chaleur eurent ¢té édifiées, une des questions intéressantes qui se
présentaient a l'attention des physiciens mathématiciens, était de
demander a ces deux théories celle des phénoménes thermomécaniques.
[l fallait, d’abord, compléter les équations de I'¢lasticité, de facon
qu’elles rendissent compte des déformations thermiques, et, ensuite,
reprendre I’établissement de I'équation indéfinie de la température, en
tenant compte des d¢formations du milieu. Clest, comme il a été dit
plus haut, ce qu’a fait Duhamel vers ’année 1835, dans deux Mémoires,
intitulés, I'un Mémoire sur le calcul des actions moléculaires déve-
loppces par les changements de température dans les corps solides,
inséré dans le Tome V du Recucil des Savants étrangers de ' Aca-
démie des Sciences de Paris ; 'autre, Second Mémoire sur les phé-
nomenes thermomécaniques, lu 4 I'Académie des Sciences, le
23 février 1833, et inséré dans le xxve cahier du Journal de I’ Ecole
Polytechnigue.

II. — ‘Analyse des Mémoires de Duhamel.

Dans le préambule du premier Mémoire de Dubamel, le passage
suivant est a citer:

« L’illustre auteur de la théoric mathématique de la chaleur s'est
borné & considérer les changements de température, (ue subissent les
différents points d'un systéme, et ne s'est point occupé des actions
moléculaires développées par ces changements.

» Cette action de la chaleur se retrouve dans presque toutes les
questions relatives a ’équilibre et auv mouvement des corps élas-
liques; car cest une conception purement idéale que celle d'un corps
dont tous les points auraient la méme température. Il ¢tait donc in-
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dispensable d’en apprécier les effets et de déterminer les modifica-
tions qu'elle apporte aux équations générales que I'on connaissait. Ces
recherches, qui font I'objet de ce Mémoire, m’avaient paru, depuis
longtemps, mériter 'attention des géométres. Klles forment un com-
plément nécessaire de la théorie des corps élastiques, et établissent

un lien entre elle et la théorie de la chaleur, dont elle était entierement
isolée. »

Duhamel passe i la formation des équations de I'équilibre intéricur.
En suivant les méthodes inaugurées par Poisson, il arrive aux équa-
tions

1(3.0.!_(_].,_92 LU oY LW L X~
ozt T 9yt T 0z TP ordy T Usox or P =
(]) )\<302_v+ﬂ “+ gz_v+qﬂ +2—01 —y.()_0_+ Y —o
' T o7 T 0 TP Oyoz T2 omoy gy TP =9
W38V EW  PW U VN el

dz? dx? dy? 200 T dy 03 o T PE=D

ot A et v désignent des constantes, s la densité dans I'état naturel
spécial choisi comme ¢tat primitif, X, Y, Z les composantes de la force
extérieure par unité de masse, 0 la tempcérature comptée a partir de ce
qu’elle est a I'état naturel considéré, U, V, W les composantes du
déplacement d’un point, a partir de sa position primitive, de coordon-
nées x, y, 5. Ce ne sont pas 1a les notations de Duhamel ; mais nous
les modifions intentionnellement, afin de faciliter des comparaisons
ultéricures. :

Les ¢quations qui précédent doivent étre vérifices en tous les points
pris a l'intérieur du corps. A sa surface, ou s'exerce unc pression de
composantes P, P,, P,, Duhamel démontre qu'on doit avoir

[ 710] /A% oW oU oV ouU IWY\
% 5w ) e (e (5 ) s

i oV oW U dvV  JIW gV Juy\

1(3ow + U -+ ‘-’—Y->~v0Jy +1(0———W+ ‘E)a+l<¥+ 3—Y)B:

Jds = ox dy or ds
«, B, vy désignant les cosinus directeurs de la normale extérieure en un
point de la surface. Les équations du mouvement s’obtiennent en

P
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ajoutant aux premiers membres des ¢quations (1) les composantes des
forces d’inertie. Duhamel ajoute :

« A ces équations devront étre jointes celles de la propagation de
la chaleur. Elles ne subiraient que des modifications insensibles par le
changement trés petit des distances des molécules voisines. Nous les
conserverons donc, telles qu’on les a employées jusqu'ici. Elles feront
connaitre, 4 chaque instant, la valeur de 6 en fonction de z, y, 3, ¢;
cette valeur devra étre substituée dans les équations que nous venons
d’¢tablir, qui ne renfermeront plus alors que les inconnues U, V, W. »

Ainsi, Duhamel compléte les équations de I'élasticité, mais leur
adjoint les équations de la chaleur, telles que les avait établies Fourier.
Partant de 13, il démontre que les questions relatives a cette théorie
n'admettent qu’une seule solution.

Ces bases étant posées, il énonce le principe de la superposition des
déformations purement thermiques aux déformations purement méca-
niques.

L’application la plus intéressante, que Duhamel ait faite de ces
équations, est I'étude du mouvement d’une sphére qui n’est soumise &
aucune force extérieure et quise refroidit. Les calculs auxquels ce pro-
bléeme conduit sont malheureusement trop compliqués pour qu'il soit
possible d’en déduire des conséquences physiques importantes. Ils
mettent toutefois en évidence ce fait général, que le déplacement de
chaque point de la sphére, suivant le rayon, est la somme d’un terme
qui s'évanouit asymptotiquement, comme la température, et d’un
terme périodique. Voici les conclusions de Dubamel :

« L’état de la sphére converge donc vers un état final, ou les lois
sont les mémes que s'il n’y avait pas eu de variations dans les tempé-
ratures, et c’est & quoi il était facile de s'attendre. Mais, ce qu'il faut
bien remarquer, c’est que cet état final conserve toujours I’empreinte
de I’état thermomeétrigue primitif, car les coefficients des termes pério-
diques dépendent de la température initiale, ainsi que des coefficients
spécifiques de la substance relativement & la chaleur.... On peut déter-
miner aisément quels devraient &tre les déplacements et les vitesses,
dans I'état initial, pour que I'état final fiit un repos absolu. »

(e probléme de la sphére termine le premier Mémoire.
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Dans son second Mémoire, Duhamel s’est proposé¢ de compléter les
¢quations de la chaleur, comme il avait déja compléié celles de I'élas-
ticité. 11 cherche a faire figurer, dans |'¢quation indéfinie de la tempé-
rature, la quantité de chaleur dégagée ou absorbée par les déforma-
tions ; voici, d’ailleurs, quel est son point de départ :

« On admet, généralement, que tousles corps dégagent de la chaleur
quand on les comprime et en absorbent quand on les dilate ; d’ou il
résulte qu'il y a une différence sensible, entre les chaleurs spécifiques
a volume constant et & pression constante. C'est ce principe qui sert de
base @ ma théorie, et, j'admets que la quantité de chalcur dégagée est
proportionnelle & I'accroissement qu’a subi la densité, pourva que cet
accroissement soit trés petit. »

L’¢établissement de I'équation indéfinie étant la partie essentielle du
second Mémoire de Duhamel, qu’il nous soit permis d'insister sur ce
point.

Soient C la capacité calorifique du corps, par unité de volume et i
pression constante, C’ sa capacité calorifique & volume constant, % son
coefficient de dilatation thermique linéaire. Voici la marche que suit

Duhamel:

« Evaluons I'accroissement de température &0 qui résulterait, en
géncral, d'un petit accroissement ep de ladensité, ou d’une diminution
e d’un volume égal a I'unité. Or, si on laisse refroidir ce volume, jus-
qu’a ce qu’il devienne 1 — ¢ sous pression constante, la quantité dont sa

’ . ’ E
température se sera abaissce sera 33

& . .oy S P} . .
sera C - Mais cette derniére quantité est précisément celle qui, resti-

et la quantit¢ de chaleur dégagée

tuée au volume fixe 1 — ¢, I'aménerait 4 la température primitive
augmentée de ¢0, et, par conséquent, éléverait sa température actuelle

€ v A ' ' N £ N
de 5~ + 80; clle peut donc aussi étre représentée par C (5 + oO) .
On a donc

e v € _ e (C
C-g—a'_(a(g—a--{*ae) ou 66—-3—&<-G—l) (l).

(*) Ge raisonnement de Duhamel est si subtil, qu’il nous paratt bon de lui
donner une forme plus moderne. Pour Duhamel, I’état de la matiére, en chaque
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» Cette relation générale entre les variations correspondantes de la

point, est complétement défini par la connaissance de la pression P, de la den-
sité p et de la température 9, ces trois variables ¢tant liées par une relation carac-
téristique de la substance considérée, d’aprés laquelle deux quelconques de ces
variables seulement sont indépendantes. Soit, alors, Q la quantité de chaleur
renfermée par "unité de volume.

A une modification élémentaire du corps, caractérisée par les variations d I?,
dp, d0 des variables, correspond un accroissemenl Q) de la quantité de chaleur
de 'unité de volume, qu'on peut mettre indifféremment sous les deux formes

dQ =ldp+C'dl,
(®) dQ = hdP + Cd9,

C' étantla capacité calorifique de I'unité de volume i densité constante, C la ca-
pacité calovifique & pression constante, [ et & deux aulres coefficients. Mais,
d’aprés la relation caractéristique, p peut étre regardé comme une fonction de P
et de 0; nous avons donc
de de

; do = == dP + - df.
() P=op T3

Si nous substituons cette expression dans la premiére des égalités (B),
celles-ci nous donneront par comparaison

. Jdp
! [—
C' + l_()O =C.

Dans une modification i pression constante, dP == o et dp—=— 3ap(19, aetant
le coefficient de dilatation thermique linéaire. Nous avons donc, d’aprés la rela-
tion (),

do _

a-é _—-52(2,
et par suite

J— C-C

o _—3“9 .

Cela posé, imaginons qu'on comprime instantanément le corps, sans lui laisser
le temps de gagner ou de perdre de la chaleur. On aura d() = o, et si I'on pose
dp =ep, la premicére des égalités (3) nous donnera

lep + C'd) = o,

o7 étant Paccroissement de température relatif i cetle compression brusque ; nous
en déduisons
N le e (C
00 =— ——fJ == —1],
G 3a \C

ce qui est bien la formule donnée par Duhamel,
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densité et de la température est connue depuis longtemps; nous allons
I'appliquer a la question actuelle. »

€ a pour expression

ot

~_9 (29 N -+ ALl de

oz * dy Js ) '
ce qui donne immédiatement I’accroissement correspondant de la tem-
pérature; si I'on y ajoute I'élévation de température due a la quantité
de chaleur qui a pénétré, par conductibilité et pendant le temps dv,
dans I'unité de volume, on arrive & I'équation suivante, qui généralise
celle de Fourier :

C
3y B K (20 00 20y T71 000 0V oW
gt — Cp\dz® " gy 93 3 dr " dy 9z )’

at

ot K désigne le coefficient de conductibilité interne. I.’auteur ajoute :

« 1l faut lui adjoindre les équations de Navier complétées (1) et(2).
Telles sont alors les équations qui renferment les théories de la chaleur
et de ’élasticité; c’est & leur intégration que sc raméneront toutes les
questions qui se rapportent a ccs deux théories. On voit qu'elles sont
dans une dépendance mutuelle I'une de I'autre, et, cc n’est que quand

le rapport = sera connu, que I’on pourra juger s'il est permis, dans
C ’ Jug P )

dans une premiére approximation, de calculer la températurce d’aprés

la formule de Fourier, pour en déduire U, V, W d'aprés les équa-

tions (1) et (2), et pour revenir ensuite & I'équation (3), dans une
seconde approximation. »

Par analogic avec ce qu’on avait admis et vérific pour les gaz,
Dohamel néglige, dans le phénoméne de la propagation des ondes
dans un solide indéfini, de température initiale uniforme, les échanges
de chaleur par conductibilité. 1l arrive ainsi & une nouvelle expres-
sion V' dc la vitesse du son dans un solide, qui doit ¢tre substituée a
Pexpression V admise jusque-la. Ces deux vitesses sont liées par la

relation
b rC /
Vi= 3\//‘+°c"'

Il est intéressant de rappeler que la vitesse V', donnée par Laplace
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pour les gaz, était lice a la vitesse V, donnce par Newton, par la
formule '

, «

\':\/ oV

III. — Travaux de M. Boussinesq.

Ces decux Mémoires de Duhamel constituent assurément un essai
des plus remarquables, pour I'époque a laquelle ils ont été écrits; ils
nous paraissent, toutefois, insuffisants aujourd’hui. D’abord, Duhamel
s’était non seulement borné aux corps isotropes, mais il avait adopté
I’hypothése ancienne A = ., conséquence des théories de Navier et de
Poisson, que 'expérience n’a vérifiée que pour un trés petit nombre
de corps. D’autre part, pour compléter 'équation de Fourier, il s'est
basé sur I'analogie, admise par lui, entre les fluides et les solides, ana-
logie qui lui a fait attribuer, & ces derniers, une chaleur spécifique a
pression constante et une chaleur spécifique a volume constant. Or,
ces expressions n'ont de signification physique nette, que pour les sys-
témes définis, en chaque point, par leur densité et leur température.
Cette maniére discutable d’'introduire les déformations, dans 1'équa-
tion indéfinie de la température, constitue, & notre avis, un des plus
graves défauts de sa théorie.

La question méritait donc d’étre reprise sur des bases plus modernes,
avec I'appui si sir que la Thermodynamique est venue apporter, depuis
un demi-si¢cle, & maintes questions de Physique mathématique. C'est
ce qu'a fait M. Boussinesq dans une grande Note finale qui termine
la XXXIV¢me Lecon de sa Théorie analytique de la chaleur.

L’état physique d'un milieu déformé est défini, en chaque point,
par la connaissance des six déformations d,, d,, 9, g, g, g: et dela
température 8, les déformations 9, g, étant comptées & partir de I'état
naturel relatif & la température spéciale 6 = o. Géncralisant la loi de
Hooke, M. Boussinesq écrit que les six composantes de la pression in-
téricure N, N, N, T,, T,, T, sont des fonctions linéaircs et homo-
gtnes de nos sept paramcétres, cc qui le conduit & introduire six
nouveaux coefficients d'élasticité v,, v,,v,, %,, %,, 7z, du moins dans
le cas des milieux de la contexture la plus générale. Ces coefficients,
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qui permettent de traiter aisément le probléme des dilatations ther-
miques, se réduisent 4 un seul v, dans le cas des corps isotropes. On a
donc, pour ceux-ci, trois coefficients d’élasticité distincts A, ., v.

Les composantes N, N,, ..., T, de la pression intérieure dérivent
encore d'un potentiel d’élasticité p®', par unité de volume, de sorte
qu’on a

__0p® __ Op®’ . __Op®’
({l) Nx—- 3&" Ny"' d(’y ) e Tz-— dg; ’

et le potentiel p®’ est li¢ au potentiel purement élastique p @ par la
relation

(5) PO =p® — 0(v0z+ vy 0y+V:0: 4 T2 Sr+ Ty fy + T:4:).

Pour établir ’équation indéfinie de la température, M. Boussinesq
part de 'équation générale de la Thermodynamique, prise sous la
forme

? ___de—'(Nxd()x'i' Nyddy+- . ~+T: dg:)a

ol 4 désigne la quantité de chaleur absorbée, pendant une modifi-
cation infiniment petite de durée dt, par une particule de volume w,
et o U, I'énergie interne par unité de volume. D’aprés les relations (4),
I'équation précédente s’écrit

dpd’

90 di.

(6) (%Q:dp(l]——d")-*-

e o ., dQ -
Mais, d’apres le principe de Carnot, la quantité =TT 5) doit Cire

une différentielle totale exacte, T, représentant la température absolue
de la particule dans son état naturel primitif. Or, nous pouvens écrire

aQ U—a , ] db
ow (To+ 0) =dT3 +[U —® +(T°+9)E¢T] (Ty+ 0)%

donc, pour que le second membre soit une différentielle exacte, il
faut et il suflfit que la quantité entre crochels soit une fonction W' (0)
de la tempcrature seule, c'est-a-dire qu’on ait

(DI
(7) U= —(Ty+6) %7 +W(0).



SUR LES PROPRIETES THERMOMECANIQUES DES CORPS SOLIDES. 211

Cette relation a été donnée autrefois par Lord Kelvin, dans son
Mémoire sur les propriétés thermoélastiques de la matiére (*).

Tenons compte de cette équation dans la relation (6); celle-ci
deviendra

dQ = pW'(0) df — (To+ 0) d LB ae
et, si nous posons p ¥ (0)= C, nous pourrons écrire, d'apres '¢ga-
lité (5),

dQ 09, a0, 0g-
[C +(Ty+ 9)(»;, or Tl et Ty )]a't

Mais, la théorie dc la conductibilité montre qu’on a aussi, du moins
pour les corps athermanes,
€0 (9 0y 00,
dy ds

F,, F,, I, étant les composantes du flux de chaleur au point qui a pour
coordonnées x, y, 5. Nous avons donc, cn définitive,
8) 100 OF,  OF,  OF,

ot T 0 T oy T Tz

0, 00y . 00: _ dg. _ 03

l)o_,
—(T°+0)(V' or TV P YR T g

98y 98
ot T )

Telle est I'équation indéfinie de la température donnée par M. Bous-
sinesq.

1V. — Objet de ce Mémoire.

Nous nous proposons de reprendre la théoric des phénoménes
thermomécaniques, en suivant les méthodes de I'Energétique. Tandis
que Dubamel et M. Boussinesq se sont bornés aux corps étendus en
toutes dimensions, nous traiterons également le cas des plaques et des
tiges. Ce travail sera divisé en quatre Chapitres.

Dans le premier, nous commencons par montrer, aussi rapidement
que possible, que les équations du mouvement ou de I'équilibre d’un
systéme de corps ne subissent aucun changement de forme, du fait
que la température est variable, si ce n'est que les relations entre les

(*) Lord Kewviy, Quarterly mathematic Journal, avril 1853.
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pressions et les déformations contiennent, chacune, un terme de plus
dépendant de la température. Une fonction importante, qui est & la
base de cette étude, est le potentiel thermodynamique interne du
systéme, considéré par M. Duhem. Il résulte des relations entre les
pressions et les déformations, que le potentiel thermodynamique in-
terne coincide, 4 une fonction arbitraire prés de la température, avec
le potentiel d'élasticité considéré par M. Boussinesq; il permet d’éta-
blir, presque sans calculs, I’équation indéfinie de la température.

Nous passons, ensuite, au cas particulier des corps isotropes et nous
reconnaissons que les déformations ne figurent plus, dans I'équation
indéfinic de la température, que par la dilatation cubique. Or, il
est facile de déduire, des équations indéfinies du mouvement, une
équation du second ordre ne renfermant que la tempdrature et la
dilatation cubique. Nous avons donc deux ¢quations qui ne dépendent
que de ces deux fonctions; en éliminant successivement chacune d’clles
entre les équations ainsi obtenues, nous reconnaissons que la tempéra-
Lure et la dilatation cubique vérifient, respectivement, deux équations
du quatriéme ordre, qui méme coincident si, par exemple, le milieu
ne renferme aucune source de chaleur.

Mais, pratiquement, il n’est pas nécessaire de traiter le probleme
dans toute sa généralité : dans le cas des milieux réels, que le physi-
cien a sculs & considérer, il arrive, en effet, que deux des coefficients
de nos équations du quatritme ordre ont des valeurs numériques si
voisines, qu’on peut les identifier sensiblement. 11 en résulte qu’a une
premic¢re approximation, la distribution de la température, en chaque
point du milieu, est la méme que si celui-ci était un solide invariable.

Nous avons vu que Duhamel admettait que la propagation du son,
dans les solides, se faisait suivant la loi adiabatique, comme dans les
gaz. Fin adoptant son hypothése, nous arrivons i ce résultat que tout se
passe comme si la température était uniforme et invariable, et sile
premier coefficient d’élasticité A était augmenté d'une certaine quan-
tité, le deuxiéme . conservant sa valeur. Il en résulte un accroissement
de la vitesse de propagation du son d’environ 1 pour 100, & la tempé-
rature de 15° C.

Le deuxiéme Chapitre est consacré a la théorie des plaques homo-
génes et isotropes. Nous établissons los équations de leur équilibre et
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de leur mouvement, dansle cas d'une température non uniforme et
variable, en généralisant la méthode suivie par M. E. Mathieu (*).
Nous arrivons & ce résultat que la température n’a pas d'influence
sensible sur le mouvement transversal, sauf, cependant, si les condi-
tions physiques sont tres différentes sur les deux faces dela plaque. La
température n'intervient d'une maniére appréciable que dans les équa-
tions du mouvement tangentiel, qui sont de méme forme que les
équations d'un corps & trois dimensions. Leur intégration conduit donc,
également, & une équation du quatriéme ordre tout & fait analogue a
celle déja ctudiée, et a laquelle la méme méthode approchée d’inté-
gration peut s’appliquer.

Nous abordons, dans le Chapitre III, 1'étude des tiges droites. Une
analyse préalable nous ayant fait reconnaitre que les équations du
mouvement transversal sont indépendantes de la température, nous
nous dispenserons de développer cette analyse, qui, au point de vue
thermomeécanique, ne présente plus qu’un intérét secondaire; c’est
pourquoi nous nous limitons, dés le début, aux équations du mouve-
ment longitudinal, en supposant, simplement, que chaque section
droite de la tige est un plan de symétrie de contexture, et qu'il y a
homogénéité dans toute I’étendue de ce plan.

Duhamel avait choisi, comme application de ses théories, I'étude
des vibrations calorifiques d'une sphére. Nous avons préféré prendre
un exemple plus simple, afin de pouvoir aisément pousser les calculs
Jusqu’au bout et faire des applications numériques. C'est pourquoi,
dans le Chapitre IV, nous avons choisi le cas d'une tige et cherché a
quelles conditions les vibrations calorifiques, qui accompagnent son
refroidissement, pourraient constituer un son perceptible. Nous ter-
minons en traitant le probléme inverse, c’est-a-dire que nous cherchons
laloi de variation de la température dans une tige primitivement au zéro
thermométrique, et mise en mouvement par des actions mécaniques.

La conclusion de cette derniére étude est la justification rigoureuse
de I'intuition, qui a fait négliger les variations de la température, dans
la théorie classique de 1’élasticité.

(') E. Matuigu, Théorie de Uélasticité des corps solides, 1. 1, Chap, VI,

——tlD © GBI
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CHAPITRE L

LES KQUATIONS GENERALES DE L’ELASTICITE.

I. — Potentiel thermodynamique interne d’un corps peu déformé.

Nous allons rechercher la forme du potentiel thermodynamique
interne d’un corps, qui est le siége d’une dé¢formation infiniment petite,
a partir de son état naturel. Cette recherche ayant ¢té faite: par
M. Duhem, dans le cas ot la température du corps est uniforme et
invariable ('), nous passerons trés rapidement sur les détails pour
arriver le plus vite possible aux résultats.

Définissouns tout d’abord I'état naturel du corps ¢tudi¢, comme étant
I’état d’équilibre qu'il prend, lorsqu'il n’est soumis & aucune force exté-
rieure et que tous ses points sont & unc méme température absolue T,.
Soient, dans ces conditions, de un élément de volume du corps, M un
point de coordonnées rectangulaires x, y, 3, pris & l'intérieur de cet
élément.

Imaginons que le corps soitle si¢ge d’'une modification quile déforme
infiniment peu, et considérons-le & un instant quelconque /. Dans ce
nouvel état, le point M est venu en un point M’, de coordonnées «’,
Y’y ' par rapport aux mémes axes; sa température absolue est devenue
T, + 0, et 'on peut écrire

r=x 40U, y=y+V, =5+ W,

N

les quantités U, V, W et 0 étant des fonctions uniformes, finies et
continues de x, y, 3, ¢, assez petites en valeur absolue, ainsi que leurs
dérivées partielles du premier ordre dans l'espace, pour pouvoir étre
traitées comme des infiniment petits.

La théorie des déformations infiniment petites d’'un milieu continu

(') P. Dunex, Hydrodynamique, Elasticité, Acoustique, Livre 1V, Chap. 1,
§letll -



SUR LES PROPRIETES THERMOMECANIQUES DES CORPS SOLIDES. 215

nous enseigne que, pour connaitre le déplacement éprouvé par chacun
des points de I’élément de volume dw, il suflit de connaitre :
1° Les trois composantes U, V, W dudéplacement d'un point M de
I'¢lément do;
2° Les trois composantes
(I _gV), 10wy (v v
2(03/ ds )’ 2\0s dr )0 2\9z ~ Iy
de la rotation moyenne;
3° Les trois dilatations

\,
%’g’ Dg:'d—', Da:ﬂ'

D,= Jy

4° Les trois glissements

N oW

A LN
Jz T dy’

au oV
Gg—— (),1,' +E’ - 4

G = Gy = dy © Oz

La connaissance de ces douze quantités, jointe a celle de la tempé-
rature 0, comptée a partir de 'état naturel, définit complétement le
nouvel état de I'élément dw a l'instant ¢.

Nous représenterons le potentiel thermodynamique interne de 1'é¢lé-
ment, qui occupait le volume dw dans I’état naturel, par fdw, f étant
une fonction des paramétres qui fixent I’état actuel de I'élément. Comme
la position et I'orientation d’un corps dans I’espace n'interviennent pas
dans sa définition thermodynamique, la fonction f ne peut dépendre
que des trois dilatations, des trois glissements et de la température. Le
potentiel thermodynamique du corps entier aura pour expression

§= ff( D,, Dy, Dy, Gy, Gy, Gy, 0) ds,

I'intégration étant étendue 4 tout le volume occupé par le corps dans
I'¢tat naturel. La fonction f dépend, en outre, explicitement, des coor-
données x, y, 3, si le corps n’est pas homogeéne.

Développons la fonction f suivant les puissances croissantes des
déformations et de la température, en nous limitant aux termes du
second degré, ce qui est permis, puisque nos variables sont trés petites
en valeur absolue. Nous pouvons supposer que le terme constant du
développement est nul, car le potentiel thermodynamique peut étre
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modifié, sans inconvénient, par 'addition d'une constante arbitraire.
Dés lors, si nous écrivons que I’état naturel est, conformément a sa
définition, I'état d’équilibre du corps, soustrait a I'action de toute force
extérieure, nous reconnaitrons que les termes du premier degré, ou
figurent les déformations, sont nuls.

Ainsi, notre développement se réduit & un terme du premier degré
en 0 et & une forme quadratique des déformations et de la température.
Si nous désignons par 9 (0) I'ensemble des termes de £, qui ne dépen-
dent que de 0, nous pourrons écrire

(1) S=9(6)+ 5 (AuDy+AsDy+ Ay Dy Ay, Gy 4+ Ays Gy + Ayy Gy -+ A1 0)D,
+ = (AuDy+ A Dy + A Dy Ay Gy + Ay Gy Agy Gy + Ay 9)D,
= (A Dy + A Dy Agy Dy Ay Gy - Ags G - Agy Gy Ay 0) Dy
= (AuDy + AuDy+ A Dy Ay, Gy o+ Ay Gy Ay Gy A 6) G,
+ 2 (As Dy Ay Dy o+ Ay Dy Ay, Gy + Ag Gy £ Ay G 4+ A )G,y

‘+’é(As:D:+Alez+ AuDy+ A G+ A G+ Ay Gy + A, 0)Gy

+é(A“D,-!—A-,,D,—i-A73D3+A-,4G1+A-,5G,+A,.-,G3 )95

les quantités A;; étant des fonctions de z, y, s, telles que
Aij =Aj,

qui se réduisent i des constantes, si le corps cst homogéne. On les
appelle les coefficients d’élasticité du corps. On voit facilement que le
nombre des coefficients d’¢lasticit¢ distincts est de 27 ; il se réduit a
21, s1 6 = o.

L’état naturel du corps doit étre un état d’équilibre stable ct, en
particulier, un ¢tat d’équilibre isothermique stable. On démontre qu’il
faut et il suffit pour cela, comme dans la théorie classique de I'élasticité,
que le discriminant de la forme quadratique de f, constituc¢e avec les
termes indépendants de 0, ainsi que tous les déterminants mineurs
qu’on en déduit, en supprimant ¢ lignes et les ¢ colonnes correspon-
dantes, soient positifs.
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Il faut, en particulier, que les six coefficients

Ajy Mo Au A Ay, Agg,

1

soient positifs.

II. — Equations du mouvement et de ’é4quilibre
d’un systéme de corps.

Nous considérons un systéme de corps en mouvement, & un inslant
quelconque. Pour simplifier les calculs, sans toutefois restreindre la
généralité des raisonnements, nous supposcrons que le systéme ne se
compose que de deux corps, que nous désignerons par les indices (1)
et (2).

Ces deux corps sont supposés accolcs, en tous les points d’une sur-
face séparative o; ils sont limités, extéricurement, par des surfaces
que nous représenterons, respectivement, par S ct S'.

Pour obtenir les équations du mouvement du systeme, nous devons,
d’apres les principes de l’Energétiquc, écrire que, pour toute modifi-
cation virtuclle isothermique compatible avec les liaisons, on a

(2) 06, — 0F + 6J = o,

¢ &, désignant le travail élémentaire des forces extérieures, ¢J celui des
forces d'inertie et &7 la variation isothermique du potenticl thermo-
dynamique interne.

Soit, en un point M du corps (1), ¢ la densité; X, Y, Z les compo-
sanles de la force extérieure, par unité de masse; P, P, I’, les com-
posantes de la pression extérieure cxercée en chaque point de la
surface S; ¢U, 6V, ¢W les variations des trois composantes du dépla-
cement, dans la modification virtuelle considérée ; on a pour le travail
¢lémentaire

se, = fp (X 8U + Y 8V +7Z oW )dw -+ [(vxau P8V 4 P AW )dS
—b-fp'( XU - ¥ GV - A GW Yl + /(l';.auw- PV 4 DLW S,
les deux derniers lermes accentuds représentant, vespectivement, des

(uantités de méme signification que les premiers, mais se rapportant

Journ. de Math. (G séric), tome VI. — Fasc. 11I, 1910, 28
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au corps (). Pour abréger, nous écrirons, plus simplement,
(3) 665:ZIP(X6U +YaV+26W)dm+2f( P,5U + P, 3V + P, W )dS,

ct nous conserverons cette notation dans ce qui suivra.
Nous avons, ainsi, pour le travail virtuel des forces d’inerlic,

2
(4) 0J _-—Ef (%L‘j () t: oV + d()“ 0W> dw.

D’autre part, le potentiel thermodynamique interne du systtme
s'¢erira
¥ :2/fdm,
et, sl nous posons

A T
(\)) Nl—()l)l’ No—dl)2 NS—()DS’ ll—-— l» l < )

nous aurons
(6) &8 :Ef(w, 3D, 4 N, 3D, - Ny 3105+ T, 86, + T, G, - Ty 3Gy ) dles.

Les expressions (3), (4), (6), substitu¢es dans I'¢quation (2), vont
nous fournir les équations du mouvement du systéme.

L’équation (2) ne doit pas étre vérifice quelles que soient les varia-
tions ¢U, ¢V, ..., W', mais, sculement, pour toutes cclles qui main-
tiennent les deux corps accolés cn tous les points de o. 1 faut, pour cela,
(u’on ait, dans toute modification virtuelle et en tous les points de 7,
() oU —oU' = o, oV —dV'=—o, oW — oW/ —o.

Dés lors, d’apres les principes du calcul des variations, il doitexister
trois fonctions I, 11,, II,, continues en tous les points de 7, telles que
I'on ait, quelles que soient les six quantités U, 2V, ..., 3\’\"’, Pégalité

N\ . 752 SANN ()'V . J? \\ .
+¥ f P,8U -+ P, 3V 4 P,3W) dS
_Zf( N, 6D, + N, 8D, -+ N, 6Dy + Ty G, + T, 8G, + T, 6G, ) dos

+f[ux(au —3U") + I, (3V — 8V') + I, (5WV — oW")] do = o.
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Mais, la troisieme ligne de cette égalité peut étre transformée par des
intégrations par parties, et I'on reconnait qu’on peut écrire

ZJ(N, 3D, - N, 0D, - N, 8D+ T, 8G, + T, 8G; + T G, ) dw

__Ef ()V, 01‘ _,_i'_" U JT, +()\' +£['_. oV
B O 2 )0 Dz dy dJds

Jar,  JT, ()‘l), ]
' de
(dw Ty Jdy DT Wide

+2f[(aN,+ BT, +7Ty) 0U 4 (aTy+ 3N, +7T,) 8V + (e Ty + 8T, + 7 N;) 6W]dS
—r—Ef[(ozN,-i—ﬁTz—i—yT‘_.)r)U + (aTs+ BNy +7Ty) oV + (aTy+ BT, +yN;)dW] ds,
. @, B, v désignant les cosinus directeurs de la normale aux surfaces S

ou g, menée vers 'extérieur du corps (1). D'aprés cela, si I'on pose,
pour abréger,

P AN eV L 0PWY\
o(x=TF)=x o(v=Gm)=n et GE)=s

gahte (8), qui doit ¢tre vérifiée quelles que soient les six variations
L eV, ..., W/, exige qu'on ait:
1” in tout point du corps (1),

11

!
é
ol,

AN T3 Ty))  0(T,, No. T,y (T, T, Ny)
Jdr -+ dy + s

(9) +(\. . 8)=o;

2" En tout point de la surface S du corps (1),

(10) (N, Ty Ty) -+ B(Ty. No. T,) o+ 7(Ta Tro Ny) = (P 1. )5
3° n tout point de la surface séparative g,

(1) a(Np. Ty Ty) 4+ B(To, Ny, Ty) + (o Ty Ny) = (I, ., T0L),

On aurait pour le corps (2) des équations analogues, avec cette seule
différence que les seconds membres des conditions correspondant aux
équations (11) seraient ( — 1L, — I, —1I,). .
Les équations (), (10), (11) ont exactement la méme forme ue
celles qu'on obtient dans I'hypothése d’une température uniforme ct
constante. Elles conduisent donc aux mémes définitions de la pression
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a I'intéricur d'un corps ct & la méme interprétation des quantités N,
N, N, T,, T,, T,, I, I, 1. Les conditions (11) et leurs analogues
pour le corps (2) expriment que la pression varie avec conlinuité,
quand on traverse la surface séparative o.

‘nfin, les relations entre les pressions ct les déformations sont four-
nics par les équations (5) qui s’écrivent, d’aprés I'égalité (1),
Ni=ADi+ALD+ AL D+ ALG+ AGy 4+ Ay Gy + A 0,
Noe=A, D4+ AnD, - Ay D4+ Ay Gy A Gy Ay G -1- A 0.

.........................................................

Ty = A D4+ Ap Do+ Ag D+ A G+ A Gy + Agg Gy -+ A 0,

(12)

et qui redonnent les ¢quations classiques, si 6 = o.
Sur la surface o, on a, en outre, les conditions de raccordement

U=U, V=V, W=W.

Appliquée 4 unc modification réelle, P'équation (2) conduit immé-
diatement au théoréme des forces vives, ct, si les forces extérieures
dérivent d’un potentiel, on reconnait qu'il existera une intégrale des
forces vives, & condition que le potentiel interne soit la somme de deux
fonctions ne dépendant, I'une que de la tlempérature, l'autre que des
déformations.

Remarquons que, d’aprés les ¢quations (5), il y a identité, & unc
fonction arbitraire prés de la température, entre le potentiel thermo-
dynamique interne par une unit¢ de volume f et la fonction que
M. Boussinesq appelle le potentiel d’élasticité par unité de volume ct
qu'il représente par p@'. On retrouve, aux différences de notations pres,
les équations (5) dans les ¢quations (4) de notre Introduction et His-
torique.

III. — Equations de la température.

Considérons, a l'instant ¢, la matiérc comprise 4 l'intéricur d’une
surface fermée X, tracée arbitrairement & l'intérieur du corps (1);
nous allons calculer la quantité de chaleur ¢Q qu’elle dégage, quand
on lui impose une modification virtuelle.

La particule qui, dans I'état naturel, occupait un volume dw est, a
P'instant ¢, & une température absolue T =T, + 0; son entropie est,
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d’aprés les principes de la Thermodynamique, ¢gale &
1 1
B 0,fd -();/-'dm.
E oT T Ed)

I£ désignant I'équivalent mécanique de la chaleur.

Pendant la modification virtuelle considérce, cette particule dégage
une quantité de chaleur ¢égale, d’aprés le principe de Carnot-Clausius,
au produit changé de signe de sa température absolue par la variation
de son entropie et dont 'expression est, par conséquent,

T d
d'édw

La quantité de chaleur dégagée dans une modification él¢mentaire par
un volume fini de matiére est, par définition, la somme des quantités
de chaleur dégagées par chaque élément de volume ; on a donc

(13) _f (Im,

I'intégration s'étendant au volume occupé par la matiére intérieure a
la surface X dans son ¢tat naturel. On en déduit, d’aprés 1'égalité (1),

T [N a a IS ~ * A
Q= f 5 <A|1ODl+A273D2+ Ay 3D+ Ay 0G- Ay 0G4 Agy 0Grs %0-—’:00> dw.

Posons
C= rJ f
E 9062’

C est ce qu'on appelle la capacité calorifigue de lunité de volume au
point ou se trouve I'élément dw.

Soit dQ la quantité de chaleur dégagée, pendant une modification
réelle de durée di; nous aurons, d’aprés ce qui précéde,

T aD JdD, JaD,
(14) dQ:dlf[E( A” L A27 ()t A3" l)t

ot
G 9G, G 0/
+ A S Ay 2 +A,,dd—t“) w]dm

Nous allons égaler cette expression a celle que nous fournit la théorie
de la conductibilité.
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Soit, & I'instant ¢, — I', dX le flux de chaleur qui sort du volume
intéricur i la surface X par I'élément de surface dZ, n désignant la
normale extérieure, y (x,y, 3,1, 0) do la quantité de chaleur dégagce
par nnité de temps et autrement que par conductibilité, par la particule
qui occupait, dans I'état naturel, le volume dw; d’aprés la théorie de
la propagation de la chaleur, on a ausst

5) dQ = di (—fF,, dx +f~/,dm>.

la premiére intégrale s’étendant & la surface ¥, telle qu'clle est & I'ins-
tant ¢, la deuxitme, au volume intéricur & la surface X, dans son état
naturel.

Mais, & causc de la petitesse des dé¢formations, on reconnait qu'il
suffit, pour calculer la premiére intégrale, de considérer le corps et,
par suite, la surface X tels qu’ils sont i I'état naturel (*). Si done, on
désigne par F,, F,, F,, les composantes du flux de chaleur au point de
coordonnées primitives z, y, 3, on aura

F,—=aF,+3F,+yF..

et I'égalité (15) deviendra, aprés transformation de I'intégrale de sur-
face en intégrale de volume,
(. O« aF, OF,
De I'égalité (14) et de la précédente on déduit, par un raisonne-

ment habituel en Physique mathématique, qu’on doit avoir en tous les
points du corps (1)

dh ok, gF, R, T oD, oD, o,
(16) CD’,‘——TI—-F—()}—;-F—()—:-—L—}—-E( A|7—‘”—+A27*‘)—I"“FA3‘.T)7'
oG, a4, JdG,

AT HhAa T e T )

C’est I'équation indéfinie de la température dans le corps (1); pour
le corps (2), on a unc équation analogue.
Quant aux conditions aux limites, qui expriment les relations calo-

(') J. BoussinesQ, Théorie analytique de la chaleur, t. 11, p. 163.
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rifiques du systtme avec Pextéricur et celles du corps (1) avec le
corps (2), elles ne subissent aucun changement du fait du mouvement
du systeme.

L'¢quation (16), ot I'on fait y =0 et K=1, a ¢t¢ obtenue par
M. Boussines( [ Introduction ct Historique, ¢quation (3)], en partant
de I'énergie interne du corps par unité de masse. Nous allons retrouver
cette expression de I'¢nergie interne.

[.a Thermodynamique nous enscigne cue I'énergie interne du corps,
par unité de volume u, est lice au potentiel thermodynamique par la
relation )

e = f— Tb%'

D’autre part, d’aprés Pexpression que donne M. Boussinesq du
potentiel d’¢lasticité par unité de volume @’ | Introduction et llisto-
rique, ¢équation (5)], il est facile de voir qu’on a

f=0(0)+pd"

On cn déduit, en remplacant f par cette valeur dans I'expression
de « et en posant
F(h)y= ! (? — T ‘_{"3),
P dy
u J9’

o —@ - LI AT
=@ =T S W (D),

" ) . . . o« ] () \
~ représente I'énergie interne par unité de masse. Cette ¢galité, ou

I'ou fait 1 = 1, coincide avec celle qui a servi de point de départ a
M. Boussines(, dans I'établissement de I'équation indéfinie de la tem-
pérature [Introduction et Hislorique, équation (7)].

1l est & remarquer que I'équation indéfinie (16), le terme y mis &
part, n’est pas linéaire par rapport a la température et aux déforma-
tions. Mais, puisque la température 0 est censée étre tres petite en valeur
absolue, nous pourrons, sans errcur sensible, remplacer T par T,, si
toutefois la température du systéme, dans l'état naturel, est assez
¢loignée du zéro absolu. Cest ce que nous ferons toujours dans ce qui
suivra.

L’¢quation (16) met cn lumiére ce fait important, reconnu anté-
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rieurement par Duhamel, que la distribution intérieure de la tempéra-
ture, dans un systéme, ne peut pas, en général, étre déterminée indé-
pendamment du mouvement de ce systtme; cela n’aurait lieu que si la

quantité
ApDi+ AyDy+ Ay Dy+ Ay G+ Ay G+ A6y Gy

¢tait indépendante du temps. Cette circonstance pourra se trouver
réalisée pour certains mouvements exceptionnels du systéme, mais clle
ne sera réalisée, dans tous les cas possibles, que si tous les nouveaux
cocfficients d’élasticité A,,, A,,, ..., A, sont nuls. S'il en est ainsi,
chaque corps est indilatable par la chaleur; la fonction f devient la
somme dc deux fonctions, I'une qui ne dépend que de la température,
l'autre qui ne dépend que des déformations, et il en est de méme de
'énergie interne. Dans ces conditions, les ¢quations du mouvement
peuvent admettre une intégrale des forces vives, et, comme la dérivée

%g n’est plus fonction que de 0, il résulte de I'égalité (13) que toute

modification isothermique est en méme temps une modification adia-
batique. Quant au potentiel d'¢lasticité @', il ne dépend plus que des
déformations. Ce cas correspond a la premicre approximation, envi-
sagée par M. Boussinesq dans le texte de sa XXXIV* Lecon.

Remarquons que les déformations disparailront de I'équation (16)
dans le probleme géncral de I'équilibre, avec températures station-
naires, cc qui permettra de traiter cc probléme en deux temps.

On peut démontrer que les ¢quations de élasticité ct de la chaleur,
complétées comme nous I'avons indiqué, n’admettent qu'unc scule
solution: il suffit de combiner les méthodes classiques employces dans
ce but, dans les théories de I'clasticité ct de la propagation de la
chaleur; aussi n’insisterons-nous pas sur ce point.

IV. — Cas d’un corps isotrope.

Nous avons vu (§ 1) que, dansle cas d’un corps de contexture quel-
conque, il faut, en général, considérer 27 cocfficients d’élasticilé dis-
tincts, qui se réduisent & 21, si ) = o. Le nombre de ces cocfficients se
réduit, si le corps posséde un ou plusieurs axes ou plans de symétrie
de contexture, ou s'il est isotrope.
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Sile plan zOy est un plan de symétrie, la méthode habituellement
usitée pour la réduction du nombre des coefficients d’¢lasticit¢ montre
qu'on doit avoir
(12) A.=o, As;=o, A, = o, A,s=—o, Az, = o,

Ay;=o, As—=o, Ag;=o, A,;=o, Az =o.
On a les mémes ¢galités, si 'axe O 5 est un axe de symétrie.

Si, maintenant, on suppose qu'il existc deux plansde symétric 2Oy,
y Oz, oudeux axes de symétrie Os ct O, tout se passe comme si lc
troisitmeplan ou le troisicme axe, perpendiculaires aux deux premiers,
¢laient, aussi, plan ou axe de symétrie, et, outre les coefficients déja
annulés, on doit avoir

Ay=o, Ay=o0, Ay=o, Ay=o, Ag=o.

Il ne reste, dans ces conditions, que douze coefficients, qui se rédui-
sent a neuf, si ) = o.

Passons au cas d’un corps isotrope. Par la considération des axes
principaux de dilatation et des fonctions invariantes du premier et du
second degré des déformations, on arrive & ce résultat que I'expression
du potentiel thermodynamique de I'unité de volume doit étre

(18) f=0(0) + 2 (D, 4Dy Dy

+(J.(03+D;+D§+ G—_———“'G;*Gi

) —9(D, + Dy~ D)0,
A, i et v étant trois coefficients, qui sont des constantes si le corps est
homogcne, ce que nous supposerons dorénavant. Ainsi, 'introduction
de la température, dans la théoric des corps isotropes, conduit & con-
sidérer un troisi¢cme coefficient v, en plus des deux coefficients de Lamé
Act w.
] + . ’ ] 1 M ]

Il résulte de expression générale de f et de I'égalité (18) qu'on a,

pour un corps 1sotrope,

Ap=Ap—=Ap=A+oap, Ny — A

e

= :\ﬁ,; = |4

53

Ayy=Ay=A,=), A== Ny = Ay =—,

el que tous les autres coefficicnts A;; sont nuls. La condition de stabi-
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lit¢ de I'état naturel (§ I) exige qu’on ait les inégalités bien connues :

3A+2p>0, p>o.

Tenons compte de 'expression (18) de f, dans les égalités (5), et
nous obliendrons pour les pressions intérieures

Ni==20 4 apD — ),
N, =20 4 2pD,— v,
=20 +apD; — v,
T, = pnG,, Ty= Gy, T, = pG;,

(19)

O désignant la dilatation cubique définie par la relation

®=D,+D,+D,.

Portons ces valeurs des pressions intérieures dans les équations (9)

& J?
et (10), ct représentons par A le symbole opératoire — + 5 <) : + 5o
nous obtiendrons
' 720 d0 PUN\ _
\(7\+Ix)d +p AU —v)—+p(X—- T )_ o,
700 00 d*V A\
(20) )(7\+§J~)—+p.AV —v g+ p(Y——-T)._.o,
() . »w
().@+21.1D.—-99)a+p.(03l3—+-G._,7)=Px,
(21) (20 + 22D, —v0) 3 + u(Gyy + Gya) == Py,

(20 + 2pDy—v0)y + (G + G, B) =P,

Les ¢quations (20) doivent é&tre vérifiées en tout point du corps et
les ¢quations (21) en tout point de sa surface; elles coincident avec
celles de Dubamel quand on y fait A = u [ Introduction ct Ilistorique,
¢quations (1) et (2)]. Nous allons en déduire la signification physique
du coefficient v.

Considérons un corps isotrope i I'état naturel, limité extérieure-
ment par une surface S. Si nous le portons a une températurce uni-
forme 0, on reconnait, d’aprés les ¢quations précédentes, que, dans
ce nouvel état considéré comme un ¢état d’équilibre, les déplacements
de tous les points du corps seront nuls, si I'on a appliqué, en chaque
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point de la surface S, une pression normale et uniforme comptée posi-
tivement vers I'intérieur du corps et égale 4 v0. Le coefficient v re-
présente donc la pression normale et uniforme & exercer sur le corps,
pour une élévation de température égale i 'unité, si I'on veut empé-
cher les déformations de se produire.

Si le corps, porté a une température uniforme 0 a partir de son ¢étal
naturel, n’cst soumis & aucune action extérieure, les équations (20)

et (21) montrent u'il prend un état d'¢quilibre correspondant aux
valeurs

v

1)1=D2= D3: m

6; G,=o, G,=o, G,—o,
des d¢formations, et que, dans cet état, les pressions intérieures sont

nulles. Si donc on désigne par D le cocfficient de dilatation thermique
lin¢aire du corps, on aura

(22) v=D(3A+ 2p).

Comme D est positif pour la plupart des corps et que 3A + 2w l'est
toujours, on cn conclut que v est généralement positif et que, par
suite, c'est une pression véritable, dirigée vers l'intérieur, qu'il faut
exercer sur un corps pour I'empécher de se déformer quand on le
chauffe.

Revenons aux équations (20) du mouvement d’un corps isotrope,
(ue nous supposerons soustrait i I'action de toute force extérieure. Si
nous différentions la deuxiéme de ces ¢quations par rapport & z, la
troisicme par rapport & y et que nous retranchions membre a membre,
nous obtenons la premiére des équations suivantes :

A(()W dV\):_d_’(ﬁ)\_V._ﬂ>’
ay ds ae\ Jy ds

¢
p ;
()0 owy
o\ T )T e\ T s
by ( Q)_ﬁ(dV_oU)
p \ox dy ) dee\dx Iy

Les deux autres s’obtiennent d'une maniére analogue. Ces équa-
tions expriment que, dans un corps isotrope, les mouvements tourbil-
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lonnaires se propagent avec la vitesse \/ 5; tout comme si la tempéra-

ture était uniforme et constante. Sile corps est liquide, on sait qu’on
a . = 0. On retrouve ainsi ce résultat que, dans un liquide, les mouve-
ments tourbillonnaires infiniment petits ne se propagent pas, mais
nous voyons que cela a lieu méme si la température est variable.

Enfin, dans un corps isotrope, il n'y a plus qu'un seul coefficient
de conductibilité intérieure que nous représenterons par K, de sorte
qu’en négligeant toujours 0 vis-i-vis de T, I'équation indéfinie de la
température (16) prend la forme

0 T, 90
(23) Co; =KAI—y — v o
Nous poserons
X:-—S-}-LO,

S désignant, en chaque point, le débit de la source de chaleur par
unit¢ de volume, fonction de z, y, z, /, et L, le coefficient de diather-
man¢ité du corps qu’on peut supposer indépendant de 0, puisque ) est
une quantité trés petite. L’éther ambiant est supposé¢ avoir unc tem-
ptrature absolue uniforme T,.

V. — Mouvement des corps isotropes et vitesse du son.

n l'absence de toute force extérieure, les équations indéfinies (20)
du mouvement d’un milicu isotrope s’écrivent

. 90 LU VW)
CO O+ Wy TS e T e

Différentions la premiére par rapport & x, la scconde par rapport
a y, la troisitme par rapport & s, ct ajoutons membre & membre;
nous aurons une équation ou ne figureront plus que 0 et 0, ue nous
écrirons

0t A+oap Vg

D’autlre part, ’équation indéfinie (23) de la température peut
part, q p Y
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s’écrire
.0 o T, 00
(26) (La—t—KA—t—L)O_S—EvW-

Effectuons, sur les deux membres de Iéquation (25), I'opération
Co% — KA+ L, ce qui nous permettra d’éliminer § au moyen de

I'équation (26); puis, par un procédé analogue, ¢liminons © del'équa-
tion (26) au moyen de I'équation (25). Nous reconnaitrons, ainsi, que
les fonctions © et § doivent vérifier, respectivement, les deux équa-
tions du quatriéme ordre :

9 d At 2p T, ,0468
(27) (Coc KA+ L)(dt,— 5 A) +2as— g T =,

(28) (Ci_m L)(gﬁ liP?ﬂA)e

0 A+ap T, ,0A8
—(W*—— p A>S—9E o

Ces deux équations seront identiques si la fonction S satisfait &
I’¢quation du second ordre

#S A4op—v o
W—-—p———AS_O'

Les fonctions © et 0 étant ainsi déterminées, les équations (24)
deviennent des équations du second ordre, avec seconds membres, en
U, V, W et de méme type, ot les variables sont séparées.

Considérons, par exemple, 1'équation (27). Si nous posons

A+2p A+ap  Tev?
2 — 2 —
CE— YE T T TR

’

nous reconnaitrons qu'elle peut s’écrire

0 d Jd
(29) C«n(dt’ b’A)O KA(F—aA)0+L<a—,—a‘A)9+pAS—o

Comme les constantes b* et a* différent entre elles de I'expression
22 a premit tion qui t d'aborder l'intégrati
CEp’ [ Premiére question qui se pose, avant d'aborder I'intégration

de 'équation (29), est de savoir quelle est, en moyenne et vis-a-vis
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de a*, la valeur de cette derni¢re quantité, dans le cas des corps réels
que le physicien a seuls & considérer. Or, il revient ¢videmment au
Tyv?

CE(A+2p)

Nous avons donc calculé numériquement cette derniére expression,
pour un certain nombre de corps, dont nous donnons plus loin le
Tableau avec les résultats de ce calcul. Les coefficients A, w et v ont
été calculés en unités C. G. S., les deux premiers au moyen du coeffi-
cient de Poisson ¢ et du module d’Young ¢, le troisiéme au moyen de
la formule (22). ( a été calculé, au moyen de la densité et de la cha-
leur spécifique ¢, par la formule C = ¢p. Nous avons pris K =4,17.10°
et T, = 288, ce qui correspond 4 la température de 15° C.

méme de rechercher la valeur de vis-a-vis de Punité.

Substances.

Verre. Acier. Cuivre. Laiton. Plomb. Argent. Fer.
Gevrnnnnns IRERREE 0,25() 0,2686(%) 0,3270(%) 0,3275(?) o0,4282(%) o, 370(')  0277(")
¢ kilos par mmt..  6722(%) 19561 (3) 10519 g277(3) 1728 (3) 146(3) 20794 (%)
Paviesanennn eerns 2,463(13)  7,833(13)  8,85H(%) 8,44111)  11,35(9) 10,912(%) 7,79(0%)
Covvvenennnnnnees  0,108(%) » 0,09315(%4)  0,005(4)  om3i1jo(*)  o001(MH  o0,112359(%)
Covivvineinnnen, 0,488 » 0,812 0,802 0,336 0,59 0,876
| UL 8,9009(1°) 13,600('%) 17,173(1%)  18,782(10) 28,i84(17) 100 (1) 19,205 (10)
Aot L Lo, 2,64 8,77 11,49 6,54 3,54 =48 9.9
dero ML, oo 2,64 7,56 3,74 3,83 0,%3 2,628 =438
7 1 L 1,75 56,7 72,0 49,6 33,65 34,0 55,8

2
C-E_(rl;\o_:-'rx) teeres 0,00248 » 0,0225 0,0159 0,0.166 0,020) 0,00058
Moyenne..... Cee bt 0,023

Les valeurs de o proviennent du Cours de Plysique de U'Ecole
Polytechnique de MM. Jamin et Bouty, sauf les deux dernicres que
nousavons prises dans le formulaire de M. Hospitalier (¢dition de 190g).
Toutes les autres quantités ¢, g, ¢, D, sauf la densité du laiton, ont
¢été extraites de 'Annuaire du Burcau des Longitudes pour 1908,
d’ailleurs nous avons eu soin d’indiquer, par un renvoi, le nom de

(') Corxu, — (?) Amacat. — (*) WenTHRin (expériences de traction). —
(*) RegnauLt. — (5) BystroM. — (¢) Dumas. — (7) Herapate. — (*) D'Evnvyarr.
— (*) Gav-Lussac et Tuenarp. — (!°) LaprLack et Lavoisier, — (') DamgrL. —
('*) Formulaire Hospitalier. — (**) Nombre donné dans 'Annuaire du Bureau
des Longitudes sans indication de l'auteur.
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I'expérimentateur ou la provenance des nombres que nous donnons et
qui ont servi de base a nos calculs.

On voit que, pour les corps que nous avons considérés, les quan-
tités a® et b* différent entre elles et en moyenne d'environ 2,5 cen-
tiemes de leur valeur. A une premiére approximation, nous pouvons
donc remplacer )* par @* dans P'équation (29) et I'on voit que cela
revient & négliger le dernier terme du second membre de I'équa-
tion (26).

Ainsi, & une premiére approximation, nous pouvons déterminer la
température indépendamment des déformations du milieu, tout comme
si celui-ci était un solide invariable. Une fois la température connue,
Péquation (25) fera connaitre ©, puis les équations (24) donneront
U, V, W. On pourra, ensuite, tenir compte de cette valeur de ©, pour
déterminer, au moyen de l'équation (26), la température a une
dcuxiéme approximation.

Cette méthode approchée d’intégration a ét¢ mentionnée par
Duhamel et, depuis, par M. Boussinesq.

Nous avons vu (Introduction et Historique, § II) que Duhamel,
voulant obtenir, & une deuxiéme approximation, la vitesse du son dans
les corps solides, avait étendu & ceux-ci I’hypothése d’adiabatic, qui
avait ¢té reconnue légitime dans le cas des gaz. Il est possible, grice a
la rapidité¢ du phénomeéne de propagation des ondes longitudinales
dans les solides, que chaque modification élémentaire du milieu soit
asscz brusque pour que les particules matérielles n’aient pas le temps
d’¢changer de la chaleur avec les particules voisines et'éther ambiant;
dans ces conditions, nous devrions faire K = o et L. = o dans I'équa-
tion (26). Mais cette hypothése, tout a fait légitime dans le cas des
corps mauvais conducteurs et athermanes, reste problématiquc pour
les autres corps, notamment pour les métaux, dont la conductibilité
est tr¢s grande.

Malgré ces restrictions, faisons toutefois I’hypothése de Duhamel :
'équation (26) pourra s’écrire, en supposant que S est nul,

W0 T, 00
(;d—i _4—'-E—17)7)

2

ct comme, a l'instant initial, la dilatation cubique et la température
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sont nulles, nous avons

h— Tov

=— g ®
Si nous remplagons 0 par cette valeur, dans les équations (20) ct

(21) des corps isotropes, nous reconnaissons sans peine qu’elles se ré-

duisent aux équations classiques d’un milicu de température uniforme

et constante, dont les deux coefficients de Lamé seraient respective-

Tov? o
ment A + —Ll'— et . Nous en concluons que, dans un semblable milicu,
la vitesse de propagation V' des ondes longitudinales sera

v/ — 1 )+'l‘ov“+2 )
“Ve\"" CE ¢
<n faisant dans cette formule v = o, on retrouve I'ancienne vitesse
de propagation

Il en résulte qu’on a

' /. Tov?
(30) V=V | I o m'

D’aprés le Tableau des valeurs numériques de la deuxi¢me quantité
sous le radical donnée pour quelques corps isotropes, nous voyons que
V' surpasse V d’environ 1,2 pour 100, & la température de 15° C.
Mais la détermination expérimentale de la vitesse du son dans un so-
lide esL encore st peu précise, que la formule (30)n’offre guére, actuel-
lement, qu’un intérét purement théorique.

s ) g

CHAPITRE 1I.

LES PLAQUES HOMOGENES ET 1SOTROPES.

I. — Potentiel thermodynamique interne d’une plaque peu déformsée.

Nous allons consid¢rer une plaque homogeénc ct isotrope, comprise
entre deux plans paralléles trés rapprochés et terminée par un hord
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cylindrique, normal & ces deux plans. Nous prendrons, pour plan
x )y, le plan moyen de cette plaque, de telle sorte que ses deux faces
auront pour équations 3 == =: ¢, 2¢ élant I'épaisscur de la plaque.

Commencons par chercher ce que devient I'expression du potentiel
thermodynamique interne de la plague

jt[‘9(3)+£(n|+ﬂz+ D;)?

+.’*<D?+D§+Dg+9_?.+_(i:-’i‘ﬁ\)

— (D + D, + D;,)’:} dos,

T désignant la température, lorsqu’on tient compte de ce que ¢ est
une (uantité trés petite.

N\ous supposerons que les seules pressions extérieures, qui s’exer-
cent sur la plaque, sont des pressions appliquées exclusiverent sur ses
bords. 1l en résulte que, sur les deux faces de la plaque, les pressions
int¢rieures N,, T,, T, sont nulles et que, par suite, d’apres les for-
mules (19) (Chap. I, § IV), on a, pour z = =+,

) y (A 2p)Dy = 2D+ Dy) —vT =o.

{ G,=o, G, = o.
Développons G, suivant les puissances croissantes de 33 nous pour-
rons écrire

]
1

G|: "‘+g‘3+$".3’.’; +..
’ 1 M [
el nous aurons, d’aprés ce qui précéde,
5 ¢
'5"*‘.-"’2';""--..:0. ,-'."l'f"-‘,';g‘(; +...=0
d’oti nous déduisons
. et 3t
(2) Gi=— & +..

Nous voyons ainsi que les premiers membres des égalités (1), consi-
deéré¢s en un point quelconque de la plaque, sont des quantités du se-
cond ordre. Si nous négligeons, dans I'expression de f, les termes &
partir du quatriéme ordre de petitesse, nous pourrons donc y suppri-
nmer Gj et GI.

Journ. de Math. (b* série), tome VI. — Fasc. 111, 1410. 30
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D’autre part, nous pourrons ¢erire, en un point quelconque de la
plaque,

('5) Dz;: (D.-}-D ) ;—::{_)—’4 _§_|'( _;1).

)+

P étant une quantité finie.

Développons les déplacements U, V, W/ les déformations D,, D,

G, et la température =, suivant les puissances croissantes de z; nous
pourrons écrire

]
»

, 5 du  du, duy 3*

U=+ ty34+ th— +.... D= —+ — =z s T
2 d.r e da 2
:? de Je dv, =2

Vo o4 054 = +.... l)g_—:— 4ot ST
2 Jy 4)1' P

=2

W=wagws+oy—4.... Gy= U,+ U;s+ U”T'

Wby

2

-’7='9+013+0:~71,t

Les (uantités w, ¢, w, 0 sont les valeurs respectives de I, V, W,
pour 5 = 0, (ue nous d“OIIS chercher & déterminer.

Remplacons d’abord, dans #, D, par son expression (3 ), puis né-
gligeons les termes & partir du quatri¢me ordre de petitesse, nous
obtenonspar un calcul facile

5»—fol( )dw+pf|2( +“‘)(l) D) + 5 2 D, D,

+oap

1., 2
4+ -G —-
R h+ 2

(D, + b, ,—J .

v, désignant une nouvelle fonction de 3.
Remplagons, maintenant, D,, D, (5, et S par leurs développements,
nous pourrons écrire

j:f@,(%)dm-kyjjf(x‘»-%— 3@,:—1‘—3{1,% —!—...)d.rdyd:.

en posant
4(h+p) 2%
d+ap 1 +ay

Jdu )’ (d;») +b()—” de Ly Y ‘du 0«
o= (I)T dxr dv " 2 L4 ap\de dy)

a =
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et

. l_)l_t,_ 2 Jdv \? ) du, dv, .
[ ()] o

a0 e 90 du) (S dey 0o du
Jdx d.r+0y oy Jx dy+()y dx

LI Y LT 9y | 9o r(ﬁ'_‘_ ’)_‘)
'/.+2pl/(d.t+dy +ah da:-*'dy)-*_}2 az " Jy

>—+-Ul,U2

3¢, désigne une expression analogue (u'il est inutile d’écrire. En inté-
grant par rapport & 3, il vient

(4) .f:fg,(.?)(lm+2;;5[/(3&,+3C,%)d.r({)’.

la deuxiéme intégrale s'étendant & la surface moyenne de la plaque et
la parenthése de cette intégrale étant exacte aux termes du quatriéme
ordre prés. L'expression précédente va jouer le méme réle que le tra-
vail des forces élastiques, dans I'analyse de M. E. Mathieu.

Il nous reste & exprimer les quantités u,, u,, ¢, v, 9,, 9,, U,, U,,
U, en fonction de u, v, o et 0.

En développant les deux derniéres équations (1), on en déduit ai-
s¢ment

_ dw Oy
. w) == -— -d-—lf’ Uy —— 071
() dw dwy

(o ——
Jdy : Jy ’
en négligeant les termes en ¢*, ce qui est permis, car ces équations
servent & calculer des quantités qui sont elles-mémes multipliées par ¢?
dans 'expression de 4. _
La premiére équation (1), prise aux deux faces de la plaque, don-

nera de méie

. ) du  dv .
(7 + "H)"'+)\(?); + —J}:)-—)én o.

D'aprés cela, les deuxiéme et quatriéme équation (5) deviendront

v — ’: l)_(‘)“ 0") v d%

(6) 2 o 17;+3; —7;—+—'.ay. oz’
o f _d_ Ju + dv) v Y,
T ady \dr " dy!  Taap iy
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On a, d’autre part, pour les quantites U,, U, U,

U= 2 20 ey 2

_ s Ty T e T N oxay’

) ( U—p <()u . dc') LI
T 0z dy \de T dy) 1 4-2p drdy

Il nous reste i calculer 0, et 0, : soit 0, ct ) les températures exte-
rieures aux faces + ¢ et — ¢, ket A’ les coeflicients de conductibilité
extérieure correspondants, on a

h 3_'.7 =L (5.— 3) pour PR
8 -
) 03 D on .
l‘(‘)‘.‘:/"(s—’lc) pour 3= —c.

<. , - JZ RN
Si nous développons = et ;7';, clque nous négligions les termes en <%,

nous aurons les deux é(]ll'dliOllS

(2K 4 (kA7) |y = b b 0= (ke — k"),
A Kby oo bl K0, — (h 4 kY0 —e(h — k') 0y,

qui nous ferout connaitee 0, et 4,. Dans le cas particulier on

Y SN Dp== == 0.
on aura
A
f — ho— /
T o, )y = — — /.,
! : ik

Lexpression (4) de 7 ne dépendra plus ainsi que de w, v, oo el 0,

II. — KEquations du mouvement des plaques.

Nous devons écrire qu'on a, pour toute modilication virtuelle iso-
thermique,

(9) 0¢, - 0¢F +0) == 0.

En appelant ds un ¢élément du contour de la plaque, le travail élé-
mentaire des forces extérieures s’¢erit

36 —:ff p(X3U + YoV +7Z3W) dx dy dis

+[f(|',al= S P, AV 4+ P, oW ) ds d.
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Si nous développons, suivant les puissances de s, les forces extérieures
et les composantes du déplacement virtuel, nous obtiendrons, en inté-
grant par rapport a s,

08, = 2effp(x du+ Yoy +71ow) dr dy
28 [( P, de + Py dy 4 P;dw) ds + des termes en &3,
X, Y, ..., P, désignant, maintenant, les composantes des forces cxté-
rieures pour 5 = o. Nous admettrons qu'on peut limiter I’expression

précédente & ses termes en 3 avec le méme degré d’approximation,
NOUS AUroNs aussi

oy l)’ll.\ 4)3('\‘ D
Y — j/ Chu S )drdy

Nous avous, d’autre part,

6y ¥ = s[f('if,JC“ s Or, X, )d.v dy.

\ous pouvons simplificr cclte expression par la remarque suivante :

IN)S()"S
3, =1+ 1.

Il et Il étant les fonctions définies par les ¢galités

Qi dtw\? dtw 0w Jie \2 v
= W . ; .
" '(()L‘!) +(0)'2> ]+"[) 0% Jy? - ‘(()‘L'l)uV/) -+ Yo b, A

ll’—a(ﬂ()"’ g doa\ (0w dvs 0 dus\ g
T \de oz ())f o 4)_3}7};4"5;'07 + U Uy

2 4 0"2_*_%)_*_9 Jdu 09\
L+ 2p Jdr  dy : -(-)-;_*—I )

D’apres les égalités (6) et (7), on voit que les fonctions « et ¢ ne ligu-

82
rent que dans 3¢, et = H' et que wne figure que dans H. Nous pourrons
] . s! . \ . ’ . . . )
donc négliger 7 H' vis-d-vis de 3, el réduire ainsi 3¢, 4 H.

Pour obtenir les équations du mouvement de la plaque, nous devrons,
dans I'équation ( q), considérer séparément les termes qui dépendent
respecnvement de du, 8o et Sw. Commencons par ceux qui dépendent
de ow; ils vont nous fourmr les équations du mouvement transversal.



(1)

(12) fo"""Qd v dy —/«;m@id [[ QaB)+ 5 ]Ou ds + /
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Neégligeant donc H’, nous aurons

2 2 » 20 )2 Aert 2.0 02 A 2 e
603€¢——2a<d w9 du +Q'~'d_._—°">+zb<o v dlaw  dwd ou)

0zt T 0yt 0yt dy* ox? T dy?
otw  J?gw Av

d.r 9y dx Jdy +)‘T*_2“

7, Adw.

Si nous posons, avec M. E. Mathicu,

dJdre atwv % r)“n')
> — — ] =21 a - = ’
T_o( 97 ’+b([1"> Q Q<a0y’+b0.r’,

nous pourrons écrire

S e p J* qwe O 0% oix . Jdia JPow . Av
ngy - == h =
B et vodyv? dedy drdy L+

1A on,

el nous aurons a inlégrer par parties expression

02 0w 02 Sive PYI Y
) Q ,
(‘0) ,/f'")"c d"dy [f(' \ .yz -+ or ()y or 0}/) du (Iy
+ 3 _f_).,‘“j‘. %Adadrdy.

La premicre intégrale du sccond membre est celle qui conduit aux
équations classiques du mouvement transversal ; nous nous bornerons
donc a donner le résultat du calcul (*).

En appelant o et § les cosinus directeurs de la normale extérieure n
au contour s de la plaque, on a

[l)d ou("")’-—f" adm‘d f[ —(Px )+1-—]oud\ %f‘j. )0""1(“

(13) '),f diw o dw ——dx dy

dr dy dzx dy

_ 9w dou
“2] ﬁt).cdb “dn

v dy.

Al Rw " P J*w
+fads[(a f')()”)},.l 1)J(Zi"—‘$d.r’) ’oud\+off) 'dzoud.rd‘y.

(') E. Matuiry, /oc. cit., t. 1, Chap. VI, § 6
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La derniére intégrale de 'équation (10) se déduit immédiatement
des égalités (11) et (12) 5 on obtient

. 11, '
iy [ [osomdedy— [0 Gl ds— [ Gowds s [ 45,00 de dy.

Les égalités (11), (12), (13), (14) nous font ainsi connaitre le second
membre de 'égalité (10). Nous connaissons donc, dans I’équation (g),
tous les termes qui dépendent de cw.

En égalant 4 zéro, dans cette équation, la somme des coefficients
de gw' qui figurent sous les intégrales doubles, et en remplagant les
fonctions P et (Q par leurs expressions, nous ohtiendrons I'équation
indéfinie du mouvement transversal

: bt G\ ol e
(13) 5 (aAu + = +‘31-10‘> p(ﬁ ()t’>—0'

In ¢galant ensuite & zéro la somme des coefficients de =, pms

celle des coefficients de sw qui figurent dansles intégrales curvnhgnes,
nons obtiendrons les deux conditions au contour

b v J*w J*w v
ZAn+ 2220 4 aal : 9 =
2 i

()wdy+'6 dyt 7+')[4

N d aw Jtw Ty
10) iy 2 o 2 2
( 24 l,“ﬁ(""’! d)”) (B*—a )().r Ty ]

Ces équations généralisent celles qui ont été données par Kirchhoff (') ;
elles montrent que la température n’a qu’une influence trés faible sur
le mouvement transversal, et que celui-ci en est méme indépendant,
d’apres 'expression de 6, en fonction de 0, si les conditions physiques
sont les mémes sur les deux faces de la plaque.

Passons aux ¢quations du mouvement tangentiel ; si nous posons

__ Ou av 2y L Jdu 2y,
L_ﬂ’ +bd)f 7'——_*_9‘“9, M= n)—Y—*-b(—;.I—'__——).—{—‘![.LJ.

(') Kircunorr, 3ot Vorlesung iiber mathematische Physik,



240 L. ROY.

nous aurons

Jon Jo¢ ‘Do o
W= LG+ MG+ U (G T )

d’oli, en intégrant par parties,
ffagscod.rd ,.—.ﬁ(La 4 U,B)du + (MB + Uya) ] ds

4" ()l’" N dh[ ‘)Uo . '
][Kt)l 4)}')0"""(7}7 +-a;>0tld.z dy.

En substituant cette expression dans ’équation (), et en égalant a
zéro la somme des coefficients de cu, puis celle des coefficients de ¢
qui figurent sous les intégrales doubles, nous obtiendrons, apres avoir
remplacé L., M et U, par leurs valeurs, les équations indéfinies

NRu  Ju (b +1) 20 2y 99 (X AN
(r) ‘H adw*+dy’ &+ dx()y——'/.—i-zp.«Tw e\ T e ) e
l7 <

oo T T (e
,““oy g T Gr 0y T T e v o)=Y

et, par un procédé analogue, les deux conditions au contour
du I 29 du o\,
(e vy ) - (3 +:r»>f'J—-'w-

Jdv au 2y, de du —,
P[<a-¢y+b¢)xf A+ 2p />ﬁ+(d1 ()v) l |

III. — Equations de la température.

(18)

Considérons la portion de la plaque limitée par ses deux faces et
par un bord cylindrique paralléle 4 Oz, sappuyant sur une courbe
fermée arbitraire, tracée dans le plan « Oy. Pendant une modilication
virtuelle quelconque, cette portion de volume dégage une quantité de
chaleur 8Q, qui a pour expression | Chap. I, § 11, équat. (13)]

j '—]— d 2‘Edrs
Or, nous avons ici

of apy 0
0 —— = — = oD, + aD)y) + = o5,
0z ) -f-'z‘u.( 1+ Do)+ O
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de sorte qu’en désignant par C la capacité calorifique de I'unité de
volume, nous aurons

6Q=.-f[T 2p (D, +0D2)+C6.:7](lm

L/+

Remplacons les fonctions T, éD,, 8D,, 83 par leurs développements

et intégrons par rapport a 5. Iin négligeant, sous le signe f, les termes
a partir de ¢*, nous aurons

__ 2y Ju d()
30 ’Eff[h,+zp (0& 55 )+ G |dzdy,

T désignant maintenant la température absolue pour 5 = o. Posons
' du  0d¢
0= s -+ Ty,

la quantité de chaleur dQ, dégagée dans une modification réelle, aura
pour expression

apy 00
(19) dQ = ——2eclt>[f(L)\_+_2PL Jr +Cdt)d dy.
Mais, on a aussi la relation générale [ Chap. I, § I11, équat. (15)
(20) dQ:(lt(—-fF,,dE—i— xdm),

F, désignant le flux de chaleur, relatif 4 la normale extérieure, ety le
débit de la source de chaleur par unité de volume, au point ot se trouve
I'élément dw. Or, nous avons

fF,,dZ:ff(an+ BF,)dsds +—ffyl"zdxdy,

la premiére intégrale du second membre correspondant au bord de la
portion de plaque considérée, et la dcuxiéme, & ses deux faces. Si nous
développons les flux de chaleur

F,=K%, p,=KJ =
dx oy’

suivant les puissances de z et si nous intégrons par rapport & s, nous
Journ. de Math. (6 série), tome VI. — Fasc. I1L. 1gi0. 31
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obtiendrons, au degré d’approximation précédemment adopte,

L 29 29 L " (
f (aF,+ﬁF,)dsd....vast(aJ;+55;>ds_zl\sf]Aded).

On a, d’autre part,

si nous tenons compte des conditions (8) et ue nous supposions, pour
simplifier, que les conditions physiques sont les mémes sur les deux
faces, il viendra

ffylﬂd.vdy:—fj M+ 5 dedy.

Si, maintenant, nous développons 3, et $_,, nous obtiendrons finale-

/..
ment, en remplacant f), par _EK(”

ff‘yF:(dev :—-f».sl //.(—; — 7—%)0({.“{)’.

FEnfin nous avons

fxrlm = ».sf/(—S—k LOYydedy,

S désignant le débit de la source de chaleur pour s = o, et L, le coeffi-
cient de diathermanéité. D’aprés cela, P'égalité (20) devient
(21) dQ::—zedt//[KA9+S—LO-kki——-)L;\.-)’/](I.rd.r.

€ R
Par comparaison des égalités (1) et (21), nous obtenons I'équation
indéfinic de la température
0 apy T 9o

Y KA S — v 2B T
(22) Cor =RAI+S— U~ w

oll nous avons posé
1 k
[ _— 1}
"-l'+k<e -).I\)
Nous avons, en outre, I'équation au contour

db
{ ) — ¢
l\d-—” “+ Ah=o,
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IV. — Mouvement tangentiel et vitesse du son.

En Pabsence de forces extérieures, les équations (17) du mouvement
tangentiel d'une plaque peuvent s’écrire

2y 9 i(u. )

J0
(23) fL(b—Q—l)————-{-P-A(lI,(’)—)l_*_Z‘U.()(‘L..),) P

a(.r. y)

Lllles ont la méme forme que les équations (24) (Chap. I, § V) des
corps a trois dimensions, ce qui permet de leur appliquer la méme
méthode d'intégration.

[1 résulte tout d’abord, de ces équations, que la rotation moyenne se

propage avec la vitesse \/§> tout comme si la température était uni-
forme et constante. D’autre part, ’équation en ® et 0 est ici
part, 1 eq
2 o N
(0 — -&aA)@+ ] o )AG:O.
f koo

PIE 2+ 2

hd

et, si ’on élimine 9 entre cette équation et I'équation (22), on obtient,
en posant

2_‘_1' g___li 2[.}. 2:[‘_‘.13-

a} = Pa. I)‘_pa+()‘+2|u> Clip’

s 2 Al 2 2 g 9 2A LRt
('m(dl’_["A>e~kA<Jt—i (11A>9+\ W—a’A)e+7\+1!H§AS—O'

Cette équation est de méme forme (ue celle des milieux & trois di-
mensions, mais il faut remarquer que le terme ot figure ¢ subsiste,
méme si la plaque est athermane ; il ne disparaitrait que si, de plus,
ses deux faces étaient imperméables & la chaleur.

L.a méme méthode d’intégration approchée est applicable. Nous
pouvons écrire, en effet,

; Ty .
2 42 J -
b,_a,[|+ CE(2 +ap) )\+y“’

et comme nous avons reconnu, antérieurement, que la quantité
Tyv? Ve v . . W e, ..
CEO +7m) était, en général, trés petite vis-a-vis de I'unité, a fortior:

en est-il de méme de son produit par}L-
+
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Enfin, si nous considérons les corps pour lesquels on peutadmettre,
a titre d’hypothése, que le phénoméne de la propagation des ondes
longitudinales soit adiabatique, nous serons conduits & écrire

et, si nous tenons compte de cette valeur de f dans les équations (17)
et (18) du mouvement tangentiel, nous reconnaitrons que les équa-
tions ainsi abtenues sont celles d’une plaque de température uniforme
et constante, dont les coefficients a et b seraient remplacés respective-
ment par

a+ (=L T et b+t )zlﬁ
*+2p) CE A+ap/ CE

La vitesse du son qui, dans le milieu primitif, était

V= \/& a,
. P
deviendra

(24) —V\/ +(‘.‘L()—+—9p )\+[J.

Cette formule nous fait connaitre la vitesse du son ¢n deuxiéme
approximation : elle montre que 'accroissement relatif de vitesse, qui
résulte des effets de la température, serait égal a la moitié de ce qu'il
est pour un corps a trois dimensions, dans I’hypotheése A = .

——O

CHAPITRE IIL
LES TIGES DROITES.

1. — Equations du mouvement longitudinal.

Considérons une tige cylindrique, de section quelconque, dont les
génératrices sont paralléles a I'axe O 5 et qui est limitée par deux bases,
ayant respectivement pour équations s = (o, {). Nous supposerons
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que les actions superficielles qui s'exercent sur la surface laiérale de
la tige se réduisent & une pression normale et uniforme dont la valeur,
comptée positivement vers I'intérienr de la tige, sera désignée par P.
D’aprés cela, nous devrons avoir, en tous les points de la surface laté-

rale,
Nja + T;f=—Pa.

(1) T,a + N, =—PB,
Tya+ T, B=o.

Nous nous limiterons au cas ot la tige est homogéne, dans tout plan
perpendiculaire a ses génératrices, et ol chaque section droite consti-
tue un plan de symétrie de contexture.

Considérons la troisiéme équation indéfinie du mouvement

JaT, dT,  oN, % AN
gx dy PrEn ( T m )T

% désignant la composante, suivant Oz, de la force extérieure par
unité de masse; si 'on multiplie les deux membres par I'¢lément d’aire
ds de la section droite et qu’on intégre dans toute I'étendue de cette

section, 'intégrale double [(% - %1—:1) do se transforme en une in-

tégrale curviligne, étendue au contour de la section, et qui est nulle
d’apreés la troisiéme équation (1), de sorte qu'il reste

J [ (. 92 WH _
E,/N3d0+‘°f(‘_ .d—t‘—)dq_o'

Cette équation s’écrit plus simplement
()na r, 0w o
ny, i et w désignant, respectivement, les valeurs moyennes de N, %
et W, dans toute I’étendue d’une section droite quelconque.
Négligeons les variations des pressions N, N,, T, en fonction de x
et de y; dans ces condilions, les deux premiéres équations (1) exigent

que l'on ait
N+P=o. N,+ P =y, T;=o,

équations qui s'écrivent plus explicitement, d’aprés I'hypothése faite
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sur la contexture de la tige et ce qui a été dit antérieurement [Chap. 1,

§ 1V, équat. (17)],

AyDy+ Ay D+ A Dy + AGy+ A5+ P =o.
(3) Ay Dy 4+ Ap Dy + Ay D+ Ay G+ Ay T+ P =0
AG’DI -+ AG! Dz+ AG:[ D3+ AGGGU.-*- As-;s’ = 0.

$ désignant la température. D’aprés ce qu'on a vu au sujet de la sta-
bilité de I’état naturel (Chap. I, § I), ces équationssontrésolubles par
rapport a D,, D,, G, et permettent d'exprimer ces déformations en
fonctions linéaires et homogenes de D,, & et P. Si I'on tient compte
de ces valeurs dans I'expression de N,, qui est

Ny=AuD,+ ApDy+ Ay D+ AL Gy + Ay T

on obtiendra
(4) N.= A}, D3+ AL, T +aP,

A, A, et a étant trois fonctions des coefficients d'élasticité, dépen-
dant de z seulement. D’apreés cela, ’équation (2) devient

] 2 (y)
(5) %(A;,%% +A;,,e+ap>+p('/,- ‘:“‘2'):0

b désignant la valeur moyenne de 5. Clest I'équation indéfinie du
mouvement longitudinal.

Aux extrémités de la tige ouy = =1, on doit avoir
Ny==xP; pour s ={o0.!{);

de sorte que, si l'on appelle p, la valeur moyenne de P sur chaque
base, il viendra, d’apres I'égalité (4),

(6) A',,(())-%+A;,9+al’ =P pour s=(0.1),

le signe — étant pris pour la base inférieure et le signe + pour la base
supérieure.

Voyons ce que deviennent les équations (5) et (6) dans le cas d’une
tige homogéne et isotrope. Les pressions Ny, N, et N, étant indépen-
dantes de G,, la troisiéme équation (3) n’est pas a considérer et I'on a
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simplement | Chap. [, § IV, équat. (19)]|
10 +2uD,—vT + P=o.
AO + Q#D,-v'ﬁ + P =o,

avec
N, =20 +2pD;— 3.

On en déduit aisément

Ny it g A

Lep P hwp” hap

On obtient ainsi, pour I’équation indéfinie,

-y 3%+ ap dw wy  d% 7 Nw\ o
G P 0 Txpas YR\BTom )T
et, pour les équations aux limites,
32 4+ au dw v It
8 AR AL LA B b= p, - 3= (0. 0.
) p Trp 0 Tap "'*‘IJ'I ¥ p: pour (0. )

Sicest la méme pression normale et uniforme P, qui s’exerce sur
iy 3 . — > -

lasurfacelatérale etsurles hases, onaura p, = (P, — P) pour 5 =(o,!),
de sorte que les deux conditions (8) se confondent en une seule

(9) (3).—&—".(&)%1_‘—?0—#—" =0 pour z={(o.1).

II. — Equations de la température.

Clonsidérons un troncon de la tige, limité par deux sections droites
quclconques. Pendant une modification élémentaire, ce tron¢on dé-
gage une quantité de chaleur dQ qui, d’aprés!’équation (14) (Chap. I,
§ 11I), a pour expression

N T JaD, oD, Jab, 0G; 9%
dQ = dlf[r: (An i Ay ot Agr TE +Aq -d—t> — C;ﬁ]dﬁh

Substituons-y les valeurs de D,, D,, G, exprim¢es, comme on l'a

vu, en fonctions linéaires de 1),, < et P ; nous pourrons écrire

_ T ., oD, 0%
d(\) = (1[f<E .’\3.‘. W —C 'W) dm.
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et si nous intégrons, d’abord, dans toute l'étendue d’une section droite,
dont I’aire est ¢, nous aurons, en négligeant J vis-a-vis de T,

B Ty, P L\
(10) dQ—-Ud‘f(E Aa.; m -—C m) tld,

I'intégrale s’étendant a toute la hauteur du trongon. Nousavons, d’autre
part [ Chap. I, § 111, équat. (15),

(1) rIQ):(l/(—fF,.d.‘Z-f—fxdm),

F, désignant le flux de chaleur relatif & la normale extérieure du
troncon, et y le débit de la source calorifique par unité de volume. La
premiére intégrale se compose de deux parties, qui correspondent,
I’'une aux bases du troncon, 'autre a sa surface latérale, desorte qu'on a

(12) fl’,,dE:fyF;dc—kff(an—Jf-@l’y)dsd:.

ds désignant un ¢lément du contour. Par suite de la symétrie de con-
texture, par rapport a chaque section droite de la tige, on a

F.= Ki)fa
Js

et, sil'on désigne par les indices 1 et 2 des quantités se rapportant,
respectivement, aux bases inférieure ct supérieure du troncon, il

viendra
L ()9) A o(,oe )
fyl;dﬂ'——ﬂ’(K;)-; 2“7(]\53)1_6\/‘7:‘ l\ -(—);)(l.‘.

D’autre part, si nous supposons la température extérieurc égale
4 0°, on aura, sur la surface latérale,

aF,+ BF, =— k3,

k désignant le coefficient de conductibilité extérieure, que nous sup-
poserons ne dépendre que de 5. Nous aurons ainsi, pour la derniére
intégrale de I'égalité (12),

ff(aF,+plr,)dsdzz—fkd;fads—:_sfkod:,
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car on peut admettre que la température moyenne, tout le long du
contour s, différe peu de la température moyenne, aux divers points
de la section droite correspondante. Enfin, nous pouvons écrire

fxdwzo (— S + L) ds,

S désignant le débit moyen des sources de chaleur dans une section
droite, et L le coefficient de diathermanéité qui ne dépend que de s.
D’aprés cela, I'égalit¢ (11) devient

,
A :odtf — i(Kﬂ —S+ L+ik>e ds,
03 ds 7
ct, par comparaison avec I’égalité (10), nous conduit immédiatement
a I'équation indéfinie de la température moyenne

,(_)_9__0_ 26 To , 0w
(13) Cdz“m("o +S—L0+ g Ao
oll nous avons poseé

S
(14) -t_L-l" —o_—/\.

Nous devons joindre & I'équation (13) les conditions aux bases

(15) l\‘—)?-.,./\O._o pour 3 =(o, ).

Passons au cas particulier d’une tige homogéne et isotrope; on

trouve facilement, pour les coefficients C' et A’

Tyv?
R 0 [ — [ \
C _C['+-——_CE()‘ l-l-)], A:”._—-—-}\ p.l.

La deuxiéme quantité, entre crochets, est du méme ordre que la

Al

oy '.l Vg . [ " \ . . [y . [ e
quantité ma qui est, en général, trés petite vis-a-vis de |'unité
(Chap. I, § V). Nous pouvons donc, sans erreur sensible, réduire €/
a C, et, comme K est constant, nous aurons

a9 d‘ lJ 0w
ot : +8—(0— )\+;.L ‘oz ot

Journ. de Math. (6* série), tome VI. — Fasc. III, 1gto. 32

(16)
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III. — Mouvement longitudinal et vitesse du son.

En I'absence de toute force extérieuve et en posant

o p32op L
T h+p T p’

(7) a

I’équation (7) du mouvement longitudinal ¥ éerit
darawr P L v A9
(18) B — — — t — =—o.
. . Y, . , .
St I'on substitue la valeur de = donnée par cette &quation, dans
'éqnation (106) différentice par rapport a 3, et sil’'on pose

oo\ Tev?

2 42
bi=a *(}. —4—51) Crg’

on reconnaitra que la fonction w doit vérifier 'équation du quatricme
ordre
Jd (& , 0% RN , 0?
65 (7 =03 ) = K (= 3 )

ey 0t , 7 . [TEEEN
— — == W+ = -— = 0.
\(()I‘ Jst L+ ppds

qui est de méme forme que celles précédemment ohtenues pour les
corps a trois dimensions ct pour les plaques. Nous pouvouns ¢gale-
ment l'intégrer d’une maniére approchée: on peut éerire, en cffet,
T, L A+

S s )
htap) b+ 3h4ap

(19) b= a*[l -+ TRl

T, L
m (.'lilll, g('-
néralement, négligeable vis-a-vis de Uunité, a fortiord en est-il de
méme de la deuxiéme quantité entre crochets.

et, comme nous avons reconnu (ue la quantité

D’autre part, si nous considérons les corps, pour lesquels on peut
admettre que le phénoméne de propagation des ondes longitadinales
soit adiabatique, nous pourrons écrive, d'apres Pégalité (10),

- Tyv dw

il

= — e ——
L+ w GE ds
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de sorte que I'équation (18) deviendra

\ v Ew
032 at?

b =o.

Cette équation exprime qu'un ¢branlement longitudinal, qui se
propageait avec la vitesse V = a, pour ) = o, se propage maintenant
avec la vitesse V' =D, et 'on a, d’apreés 'égalité (19),

. : Tyv? A+
Vi 0 < |t ' [
(20) \\/'+(JI§(7\+2H)A+V. 3h+ap

(ette formule nous fait connaitre la vitesse du son dans une tige, en
deuxiéme approximation. Elle nous montre que 'accroissement rela-
tif de vitesse, qui résulte de I'effet de la température serait, dans I’hy-
pothése A =, ¢gal aux trois cinqui¢mes de ce qu’il est pour une
une plaque {Chap. 11, § 1V, équat. (24)] et égal aux trois dixiémes de
ce qu’il est pour un milieu & trois dimensions [Chap. I, § V, équat. (30)].

——— § G

CHAPITRE 1V.

APPLICATION A UN CAS PARTICULIER.

I. — Mouvement longitudinal d’une tige qui se refroidit.

Comme application des théories qui viennent d’étre exposées, nous
allons étudier le mouvement longitudinal d'une tige homogene et iso-
trope qui se refroidit, ainsi que les variations de température provo-
quées par le mouvement lui-méme. Nous supposerons que la tige ne
renferme aucune source intérieure de chaleur et nous admettrons, qu'a
ses extrémités, le refroidissement se fait par contact. Cette derniére
hypothése aura I'avantage d’apporter, dans nos calculs, de notables
simplifications et de faciliter les applications numériques.

D’aprés la méthode approchée d'intégration, exposée pour lescorps
isotropes (Chap. I, § V), et que nous avons reconnu étre, a fortiori,
applicable au cas d’unc tige, nous devons commencer par établir la loi
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du refroidissement de la tige, tout comme si celle-ci était un solide
invariable. Si nous représentons par F (z) la température initiale de la
tige, et qque nous posions

K 2
(1) P=g L=

les équations du probléme seront donc :

M _ ,,0%) )
o =V gm
(2) f—o pour s={(o0, ),

5 =TF(s) pour t=o.

Nous reconnaissons les équations du refroidissement par contact
d’un murdiathermane d’épaisseur /. On sait que leurintégrale s’obticnt
en superposant unc infinité de solutions simples vérifiant, séparément,
les équations indéfinie et aux limites, chacunc de ces solutions ¢tant
affectée d’un coefficient arbitraire qu'on détermine, ensuite, par la
condition initiale. Si nous posons

. !
(3) o= f—;t-, Bi= %()\’_,-*— ba?), A= Elf F(x)sina;r dr,
[

=
a désignant toujours la quantité \/lp, la loi du refroidissement pourra
s'écrire

(4) 0:2 Ase—Btsina;s.
1

On vérifie que la solution ainsi définie salisfait bien a toutes les con-
ditions du probléme; en particulier, c’est une séric uniformément
convergente de et de 3 pour 220 (').

L’expression de 0 étant ainsi obtenue, nous allons déterminer le
mouvement longitudinal de la tige d’aprés les équations (7) et (8) du
chapitre précédent et les conditions initiales. Iin supposant que la tige
n’est soumise & aucune force extérieure, et en tenant compte de ce que

(1) H. Poincare, Théorie analytique de la propagation de la chaleur,
Chap. V, ue 48, ~
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f = 0 aux deux extrémités, nous aurons comme ¢quations a intégrer :

* ,ﬂ Jtw poovadi

o T ~Twpp o7

(5) { 3—? =o0 pour s=(o, {),

0
w= f(3), 7‘:—) =g(3) pour t=o.

Les fonctions f(3) et g(5) désignent, respectivement, le déplacement
et la vitesse de chaque point de la tige 4 I'instant initial.

Cherchons, tout d’abord, une solution particulicre W de I'équation
indéfinie, vérifiant en méme temps I'équation aux limites. Cette solu-
tion particuliére est facile a obtenir par identification et par I'emploi
de coefficients indéterminés; on reconnait ainsi, en tenant compte des
formules

ar— B 3h4oap _ v
T Awp’ LT
que la fonction
(6) W:—DE a}j—iﬁ,? A;e=Bit cosa; s

satisfait aux conditions cherchées. Il reste, toutefois, a faire voir que
cette série définit bien une fonction continue de s et de ¢, dérivable
terme & terme et deux fois de suite par rapport a 'une et 'autre de ces
variables.

Pour démontrer la continuité de la fonction W, il suffit d’établir la
convergence uniforme de la série (6). Or, celle-ci s’obtient en multi-
pliant chaque terme de la série

’

% —_:E a;A; e—2Bi cosa 3,
1

. . , . [ .
qui est uniformément convergente, par la quantité ag est

positive et décroissante. D’aprés un lemme dit & Abel, il en résulte que
la série (6) est aussi uniformément convergente.
On démontrerait, de méme, la convergence uniforme des dérivées
) ) g
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premiéres et secondes de W, en comparant celles-ci & § ou aux déri-
vées de cette fonction.

Cela posé, revenons aux équations (5) et soit

(7) w=W 4 w,,

w, ¢tant la nouvelle fonction inconnuc ; les équations (5) deviennent

. 0%, _ vy
as* e T
dw,
(8) — =o pour z— (0. 1).
b f{ R\ dlv,_" N IW _
“l—f(") W, W _._’.,(.e)"—' W poul‘ t o0,

La premiére de ces ¢quations est celle des cordes vibrantes, dont
I'intégrale générale est

wi=H(z+at)+ G(s—at).

H et G étant deux fonctions arbitraires. La premiére condition aux
limites (5 = o) nous donne

H (at) + G'(— at) = o.
d’ol I'on tire en intégrant
H(at) —G(—at)+C=o.
C étant une constante arbitraire. Nous en déduisons aisément

wy = H(al + 3) + H{at —3)+ C.
(9) ' d:)—‘;'-:a[li’(at+:)+H'(nt——:)].
D’autre part, la deuxiéme condition aux limites (z = /) nous donne
H{l+at)+G({—at)=o,
et, par combinaison avec la premiére (s = o),

H'(at + 1) = W' (at — 1).

Cette égalité exprime que la fonction H'(u) est une fonction pério-
dique de période 2 /. Nous I'écrirons donc sous forme de série trigono-
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métrique
N ;.

(10) W) = c‘,—l-z (cicosan 4 ¢, st ).
1

et nous chercherons a déteriiner les coefficients c,, ¢;, c; de facon que
les conditions initiales, les seules qu'il reste a satisfaire, soient vérifiées.

Sauf & démontrer, ultéricurcment, que les valeurs que nous obtien-
drons, pour ces cocefficients, assureront la convergence uniforme de la
série (10), nous en déduisons en intégrant

. S . ,
H(u) =Cy+ ¢y +2‘ py (¢cismayu — c;coso;u),
1
et, sl nous posons
=20, +C,

il est facile de voir que les ¢galités () nous donnent

L]

- S .

Wy =+ 2c,al + 2 ;(e,‘smaoc,-t—c,co:aac,-t)cosaﬁ.
‘

1

(1) ®
Jdw,

N\ r e .
T)T = 20C, + 2 z (¢c;cosae;l + ¢; sinaa;l)cosa;s.

1

Si, maintenant, nous tenons compte des conditions initiales, nous
devrons avoir

‘ S(3)— \\'Q:Q—QZ%cosa,s.
(12) : b

“OW*
INS) — | —— =2C¢, @+ 2a C;COSH,; S,
( 5(:) = () =2ca+ 20 e eon

1

Ces deux égalités exigent que les fonctions f(5) et g(s) soient
paires, ce que nous pouvons toujours supposer, puisqu'elles ne sont
définies qu’entre o et £. Dans ces conditions, les seconds membres, ol
les coefficients sont remplacés par leurs valeurs obtenues par la mé-
thode d’é¢limination de Fourier, sont des séries uniformément conver-
gentes.
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Ces coefficients sont définis par les relations

1 i ) !
f [fle) —W,] de=¢l, f [f(z) — W] cosa, xdr—=— —cj,
) ° *i

jo,l [g(-r)— (%}TV >°] dx =2c¢,al, fo‘ [g(z‘)'— (%‘%v)o] cosa;rdzr = alc;.

La série Xc;cosa;u étant uniformément convergente, d’aprés la
deuxiéme égalité (12), pour démontrer la convergence uniforme de la
strie (10), il nous suflit d’établir la proposition pour la série S ¢;sina, u.
Or, si nous différentions les deux membres de la premiére égalité (12),
nous obtiendrons

L]

(13) (%[f(;)—wo]-_—_ 22 clsinas.

1

si, toutefois, le second membre est uniformément convergent. Nous
allons montrer qu'il en est bien ainsi, d’aprés la valeur méme de ¢;.
En intégrant par parties, nous avons

! i
f [f(z)— W,]ecosa,x de = — L d [f(z)— W, ]sina;rdr,
[}

% J, o

ce qui nous permet d’écrire I'expression donnée de ¢;
!
a= [ L f(a) = Wo]sinazdr
C; = 7 ; dr lf [ i .
L’égalité (13) devient ainsi
d 2 . d .
pp [f(5)—W,}= 72 sma,»:‘/o 7r [f{x)— W,]sina;z dr.
1

La fonction f(5) — W, étant une fonction paire, sa dérivée est
impaire ; donc le sccond membre de I'égalité précédente représente
bien le développement de cette dérivée en série de Fourier uniformé-
ment convergente et la proposition est démontrée.

La convergence uniforme des fonctions W et (%}—Y-) nous permet
[]

d’achever le calcul des coefficients, en intégrant terme & terme. On
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obtient ainsi

i
&

1 !
3:% f Sf(x)dz, =— %f Sf(x)cosee;x dor — -?A~ il
0 0 2

‘af+ By

! ! :
1 ¢ 1 D B.
20,01 = v(x)dz, —_—= o(x)cosa;rdr — — Aj ——
o l/o""( )dz. a; aail[°( ) ! 2 a4 P2

D’aprés cela, la premiére des égalités (11) devient
!
(14) w, = %f [fx)+tg(x)])de

- .
+ %Z cosocf:f [’5’;—:—) sinea;t + f(x) cosaa,t] cosa;x dr
1 []
- DZ o (Bisinaa;t — a;cosaa;t) cosa;s.
= o+ 3]

Le déplacement cherché w est ainsi complétement déterminé par les
équations (6), (7) et (14).

Afin de réduire les formules au strict nécessaire, supposons «ue la
section de la tige, qui conticnt le centre de gravité, n’éprouve pas de
déplacement longitudinal. Dans ces conditions, on devra avoir « = o,

t . . Y v .
pour 3 = - et & toute époque ; on voit immédiatement qu'il faut et qu'il

) 1
suffit pour cela que les intégralesff(a;) dr et f g(x)dx soient
0 0

nulles. Nous aurons alors simplement
2 % ! glz) .
15) w= - 2 cos ;3 2 —sinaa;¢t + f(x)cosaw;t|cosa;xdr
{ o L A% .
1

a; ;.
— |)2 &T+—‘6—2 A,»(% simnao;l — cosao;t + e‘“ﬁ:‘> CosS &; S.
i i i

Supposons, tout d’abord, que la température initiale de la tige soit
nulle [F(3) =o]: la troisiéme des formules (3) nous montre qu'on
aura A; = o, et par suite 6 = o a toute époque, d’apres I'égalité (4).
Dans ces conditions, la tige va prendre un cerlain mouvementque nous
appellerons mouvement d’origine purement mecanique, et, si nous
désignons par @ le déplacement longitudinal correspondant, nous

Journ. de Math. (6¢ sévie), tome VI, — FKasc, U, 1g10. 33
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aurons, d’apres I’égalité (15 ) et en supposant, pour simplifier, g(z) =o,
has !
(16) '@:EZcosau,lcosa,:f f(z)cosa,x dr.
l 0
1

Considérons, maintenant, le cas ou la fonction I (5) n’est pas nulle,
et imaginons le nouvel état initial défini de la facon suivante : pour
{ < o et depuis unc époque trés reculée, la température dela tige a été
maintenue égale i F(3), de sorte que celle-ci a pris un état d’¢quilibre
bien défini, correspondant i cette température stationnaire F(z) et
caractérisé, en chaque point, par la valeur du déplacement w que nous
désignerons par D/ (3). A linstant initial, nous supposons qu’on
abandonne la tige & clle-méme, sans vitesse et a partir de cet état, en
la laissant se refroidir naturellement ; elle va prendre un certain mou-
vement que nous appellerons moucement d'origine purement calori-
fique, et, si nous désignons par w, le déplacement longitudinal cor-
respondant, nous aurons, d’aprés ce qui préctde,

Y,

(17) W, =D h(z). o

=0 pour ! = o.

Commencons par calculer 'expression de la fonction /i ( 5). Nous avons
pour cela les deux premicres équations (5), ot l'on a effacé, dans

' . 3 " . ’2 ' . ’ . . .
I’équation ind¢finie, le terme 'b-t—p: D’aprés ces équations, on doit avoir
dth _ d¥
dzt = ds’

(-(j—lf— —=o pour s (0. 7).

La premiére de ces ¢quations donne, en intégrant ct en Lenant comple
de la condition aux extrémités, ol la fonction F est aussi nulle,

dh F(s)

ds — V7

Une deuxiéme intégration donne, en remarquant que la section,
qui contient le centre de gravité, est supposée ne pas éprouver de
déplacement longitudinal,

(18) h(:)_—_f:lr(z)dx.
!
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Cela posé, tenons compte des conditions initiales (17) dans I’équa-
tion (15), groupons les ternies périodiques par rapport au temps, et
nous obuiendrons, en définitive,

(19) \\’),:—DZ[&%—E Aye—eBi M,-sin(axﬂ——y,-) Cos %; 5,
i ! .
!

équation ol nous avons pos¢

{
H,»:zl‘ f h(x)cosa;rdr,
)

Ai(Ar+2B82)
PG

:\;a/+ B,’(@C;2 -+ ,3,2)

M= A

+ 132, tangy; =

Iégalité (19) nous montre (ue le mouvement d’origine purement
calorifique est la superposition d’'un mouvement progressif de contrac-
tion, qui s’évanonit asymptotiquement comme I’échauffement lui-
méme, et d’un mouvement vibratoire qui ne difféere de celui d’origine
purement mécanique, fourni par I'égalit¢ (16), que par 'amplitude ct
par la phase. 1l est donc intéressant de comparer les amplitudes de ces
dcux mouvements, ct dc reconnaitre sile mouvement vibratoire calori-
fique peut, dans certains cas, avoir assez d’intensit¢ pour constituer un
son perceptible. Nous allons choisir, & cet eflet, un cas particulier
simple, ou le calcul effectif des coefticients des séries puisse se faire
aisément et qul soit, en méme temps, facilement réalisable.

II. — Comparaison du mouvement vibratoire
d’origine purement calorifique & celui d’origine purement mécanique.

Considérons le mouvement d’origine purement mécanicque, dont la
loi est donnée par I’équation (16). Nous allous ¢tudier le cas particu-
lier, ol la tige est mise en mouvement de la facon suivante : on exerce
sur ses deux bases deux tractions égales et opposées, dont la valeur
par unité de surface est égale & I’; la tige va, dans ces conditions,
prendre un certain état d’équilibre, défini par la valeur £(s) du dépla-
cement longitudinal en chaque point. Puis, & 'instant initial, on sup-
prime brusquement les deux tractions P, en abandonnant la tige a
elle-méme sans vitesse,
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Calculons, tout d’abord, f(3). Les équations (7) et (8) du Cha-
pitre I11 nous donnent ici, en introduisant le module d’Young ¢,
(20) 2

T =FP= pour 3 ={(o, ).

=o.

Mais nous avons p, = — P pour s =o0, et p, = I’ pours =1, ce qui
nous donne simplement

df

>
(21) ?:!‘5 pour 5=(0.1{).

En intégrant une premiére fois 1'équation (20), nous obtiendrons,
en tenant compte de la condition (21),

a _

= a
ds &

ct une nouvelle intégration nous donnera, en remarquant que le dépla-

. {
cement au point z =  est nul,
P {
s =g (:=3)-
Cela posé, nous trouvons, par un calcul facile,

4 —
-zz/f(w)cosoc,a rlr__——9l'—~ -'——SM,
\ &

ot

de sorte que I'¢équation (16) nous donne, pour le mouvement cherché,

I— COSIT
{22) :—-21—-2 P cosaa,l cosa, 3.

Considérons, maintenant, la tige animée d'un mouvement dont
Porigine soit purement calorifique. Supposons la température initiale
F(z) constante ct ¢égale a 0, ; la formule (18) nous donne

h(s)= 9,(5 — -:-):
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et nous en déduisons, pour les coefficients A;, B, et M,,

1 —cosiT I — Ccosim ; I —COSIT
A,': 290 —_— Bl':_ZIeo—W" M,'= 2!90 ._;’_____2 gy
in in \/a‘.+(3i itn

L’équation (19) nous donne alors, pour le mouvement calorifique,
(23) @,:—QDO,,E !

1

. e-aft Eisin(aoc;t——w)] cos ;3.
Vi + 8 %

—cosim o
inya} -+ B}

Les expressions (22) et (23) nous permettent de former le rapport r;
de 'amplitude de I'harmonique de rang i, dansle mouvement vibra-
toire calorifique, a I'amplitude de I’harmonique de méme rang, dans
le mouvement vibratoire d’origine mécanique; nous obtenons

(24) r=D8 S B,

D’aprés les deux premiéres égalités (3), nous voyons que le rapport

—-—ﬁ——-_"__. tend vers 'unité, quand / augmente indéfimment. Nous avons
Vai -+ Bl ’

{ i
donc

r :DGO%-

Faisons le calcul numérique de cette expression dans le cas du
cuivre, pour lequel on a (Chap. I, § V)
& =10519kg: mm?, p = 8,85, C =o0,842, D=17,173.10-%,

Prenons pour P la charge de sécurit¢ du cuivre, qui est de 4* par
millimétre carré ; nous aurons

1 ¢

5 = 2,63.10% r,=0,0452%,.

—

Ceci nous montre que, pour , = 22°,15, on aurait r_ = 1. Si donc,
la température initiale est supérieure & cette valeur, il arrivera, & partir
d’un certain rang, que les harmoniques du mouvement calorifique
dépasseront en amplitude ceux du mouvement d’origine mécanique.
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Comment varie r; en fonction de «;? 11 suffit d’étudier la variation
B
Vai + 37

D’aprés la deuxiéme égalité (3), on reconnait que cette (uantité
part de la valeur 1 et commence par décroitre, passe par un minimum

de la quantité » quand on fait varier «, de 0 & + .

égal & ————— pour z, = —Zk'-, puiscroit en tendant asymptotique-
p
Vi

ment vers la valeur 1. Tenons compte des formules (1) et de la for-

mule (14) du Chapitre 111

si nous supposons, pour simplifier, que la tige soit athcrmane (L = o),

n
[nd

. i . t
nous trouverons pour le minimum de = 'expression ———--"

\/O(,z + 3] 2z
i

1 e

AN As

ce qui nous donne, pour le minimum de -,

(23) (7 Jmin. = Dby — e

/ i CGg
\/ '+ ’;Kﬁ‘s

Ce minimum a lieu pour a; = \/f—A-, ¢’est-i-dire pour une longueur
ok <
de tige donnée par la formule
. oh

(26) =i~ T

Nous allons faire le calcul numérique de ces expressions dauns le cas
d’une tige de cuivre de section circulaire. Supposons que la lige soit
placée dans un courant d’air atmosphérique a la température de la
glace fondante, qui sera notre zéro thermoniétrigue, el maginons que
la vitesse V du courant fluide soit uniforme et dirigée perpendiculaire-
ment a 'axe de la tige. M. Boussinesq a montré (*) (ue, dans ces con-
ditions, le coefficient de conductibilité extérieur A ¢tait donné par la

(1) J. BoussingsQ, Journal de Mathématiques pures et appliquées, b¢ série,
t. [, 1905.
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ou K, désigne le coefficient de conductibilité interne du fluide, C, sa
capacité calorifique par unité de volume et ¢ le rayon de la section de
la tige. Dans le systéeme C. G. S., petite calorie, degré centigrade
ct 4 la température de la glace fondante, on a

formule

K,=5.107%, C;=3,06.107%,

Si nous prenons V = 400‘™, ce qui correspond & une brise légére, nous
trouverons, pour une tige de 1°® de diamétre (¢ =o0,5),

k=2,31.107%.

Ajoutons aux données précédenles, relatives au cuivre, la valeur de
son cocfficient de conductibilit¢ K = 0,819 (C. G. S.), et nous aurons,
"
[

en prenant encore P

— A 3
= 2,63,10%,

I

i
[ ' « ~
((:\/—Z‘_.%.G"Z.IO", — —‘—:,"’)")Q"O :
0 \/ a*Clo
1

T GK%s
ce qui nous donne, d’apres les formules (25) et (20),

(7)min. = 0,502. 10746, pour [=1i.28,7;

de sorte que, si la tige que nous considérons a une longueur de 28™,7,
le minimum aura lieu pour le terme fondamental de la série. Comme
nous venons de voir qu'il est extrémement petit, méme si 0, atteint
(quelques centaines de degrés, il s’ensuit que, pour une tige de cette
longueur, lc mouvement vibratoire calorifique sera absolument imper-
ceptible en comparaison de celui d’origine mécanique.
B
Vi + B
forte valeur, qui est 1, quand «; est nul ou infini, il en résulte, pour
un harmonique de rang déterminé, que r; sera d’autant plus grand
que la longueur de la tige sera elle-méme, ou plus grande, ou plus
petite que la valeur (26), qui correspond au minimum précédemment

Puisque, comme nous I'avons vu, le rapport prend sa plus
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calculé. Mais le cas d’une tige trés courte n'est pas a considérer, car si
I'on cherche, avec les données numériques qui précédent, l'ordre de

grandeur des fortes valeurs de «; qui rendraient la quantité B

Vai -+ 8

& peu prés comparable a I'unité, on trouve pour a; une valeur telle,
qu'en faisant i = 1, la longueur de la tige devrait étre de I'ordre du
milliéme de millimeétre.

Prenons donc le cas d’une tige trés longue, et choisissons sa lon-
gueur de facon que le terme fondamental corresponde & un son qui
soit & la limite des sons graves perceptibles, dont la fréquence serait
égale 4 8, d’apreés les expcériences de Savart. Pour une longucur de

. a .
200™ (/=2.10*), on trouve une fréquence fondamentale n, = — = 8,55,
et, pour les quantités a,, 8, r,, les valeurs
. K ok 2\ PR
=g =1,57.107" 3,_..(—;; e_K+““ “1,724.1077,

Appelons r, le rapport de 'amplitude fondamentale du mouvement
calorifique dans la tige de 200™, a celle du mouvement d’origine méca-
nique qui se produirait dans une tige de 1™ de longueur seulement,
étirée initialement dans les mémes conditions. L'expérience montre
que le mouvement, ainsi produit, a assez d’amplitude pour produire
un son d'intensité trés appréciable. L’amplitude étant, toutes choses
égales, proportionnelle a /, nous aurons

ry=200ry=29,92.107%4,.

L.e rapport de I'intensité du son d’origine calorifique, dansla tige de

200™, 4 I'intensité du son d’origine mécanique, dans la tige de 1™, est
donc
rt=9,83.107%0%,

Pour 6, = 200°, on aurait r!= 3,03, ce qui montre (ue le son
d’origine calorifique aurait bien assez d’intensité pour étre entendu.

Ainsi et en résumé, il 0’y a que les tiges extrémement longues et
portées & une température initiale élevée, qui puissent, par refroidisse-
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ment, donner naissance 4 un son appréciable ; ce son est d’autant plus
grave que la tige est plus longue.

III, — Variations de température résultant
du mouvement longitudinal d’une tige.

Supposons, maintenant, que la température initiale de la tige soit
nulle. D'aprés les équations (2), la température reste égale & zéro
pendant toute la durée du mouvement, du moins & une premiére
approximation, et le déplacement longitudinal w est donné par I'équa-
tion (15)

(27

\Iw

Ar o
E osa,uj ["a(a)smaoz t+ f(x)cosaz, l] cosa,zdr,
1

13

ou Pon afait A; = o.

Proposons-nous de calculer la température de la tige en deuxiéme
approximation ; il nous faut intégrer I'équation (16) (Chap. III, § 1I),
ol nous faisons S = o. (ette équation peut s’écrire

J49 26 poo Ty 0w

(25) R i vl v ok Pk

d dt —= doit y éwre remplacé par sa valeur, déduite de Pégalité (27). Nous

devons avoir, en outre,
f=o pour 3:=(0,/) et f=o0 pour t=o.

L’égalité (27) nous donne

2 g
;))”-:'"—;\ .smoz,../‘[- r(aw)cosanf + ax; f(x)sinaa;t] cosayxdr,

en admettant, toutefois, la convergence uniforme du second membre.
‘n raisonnant comme nous l'avons fail précédemment, nous recon-
naitrions que I'égalité précedente est légitime.
S1 nous posons
f=e 'Y,

Journ. de Math. (G° série), tome YI. — Fasc. I, 1g10. 34
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V étant la nouvelle fonction inconnue, et

' '

M= T+RCE T | &(x)cosa,;x dx,
g Tov 2aa} !

N,=— ygrage _;.‘a.‘; 7 d f J(r)cosa,;x dr,

nous veconnaitrons, d’apreés I’équation (28), qu’on doit avoir

Q—V __I’,()’V

o) =g

+ e"\"E (M;cosaa;t + N,;sinaa;t)sina,s,
1

ct que V satisfait aux mémes conditions définies ct initiale que 0.

Si nous cherchons une solution particuliere © de cette équation, de
la forme

(30) ) — oLl '2 (IR ;cosaat + I, sinaa;t)sino;s,
1

cette solution satisfait d’elle-méme aux conditions aux extrémités.

Pour qu’clle satisfasse, en méme temps, a P'équation indéfinic (2q),

on reconnail aisément, en tenant compte de la deuxiéme égalité (3),
qu’on doit avoir

o, BN M BN,

a(a}p+ G} a(a?+ 5%)

et que, d’aprés ces valeurs, la convergence uniforme de la fonction ¢
. . 1A L) o . . '
et des fonctions —=, —zr obtenues en diférentiant terme i terme I'éga-

lité (30), est assurée.
Si nous posons ensuite

V=040

¢ ¢lant une nouvelle fonction inconnue, nous devrons avoir

Jv ALY
— =0 —=,
nl Jst
r=o0 pour z=1(0.{),

«
~\ .
V= —\, I sina; s pour { =o.
anmai
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Ce sont les équations du refroidissement de la tige portée i la tempé-

rature initiale — Z I, sin ;5. Nous avons donc
1

*®
o= E N e "% singy, s,
1

ce qui nous donne, en définitive, pour la fonction 0

. Y - al - . .
(31) 9 :—-2‘ M e~ Bt sina; s 4-2‘ (M cosaet;l + )G, sinaa;l)sina;s.

Posons enfin
B Mi— N,
- 23 J“(‘i‘ piNi

et 'équation (31) deviendra

32y 65— — N 9L eotBi s 1, /MEENG e

(32) )_——2 IL; e ‘Sl"“iz-*-az msnn(aa,t-*—-/;)smai,.
1 1

Ce résultat nous montre que la température, calculée en deuxiéme
approximation, comprend deux parties : I’'une qui s’évanoutt asympto-
tiquement, I'autre qui est périodique et de méme période que le mou-
vement vibratoire d’origine mécanique qui lui donne naissance.
Cherchons la valeur de 'amplitude du terme fondamental de la partie
périodique, dans le cas simple déja considéré, oui l'on a

On a d’abord

B Tov2a B(l——cosir),

M=o, N=yZTETT

ce qui nous donne, pour I'amplitude du terme de rang Z, en introdui-
sant le coefficient de dilatation thermique D,

N; T, D |

(33) aay—— e
ayalf+ B} CE ai 37 {

(1—cosim).

Nous avons vu quc, dans le cas d’une tige de cuivre de 200™ de lon-
.
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gueur, B, était négligeable vis-a-vis de a,; @ fortiori en est-il de
méme de f3; vis-a-vis de «;, surtout si la tige est plus courte. Dans ces
conditions, I'expression (33) devient indépendante de la longueur de
la tige, et pour i =1, on a

Nl _[l 'l‘u 5]

— = = = DP.

aoy = CK

Faisons le calcul numérique de cettc expression pour le cuivre, en

yrenant toujours P = 4* et T, = 273 ; nous obtenons
1] 3 0 /9
N 0,67.10-% degré centigrade
(IO(, ’ ) ° -

Ce résultat nous montre combien sont petites les variations de tem-
pérature, engendrées par le mouvement d’un solide élastique; ces
variations sont inobservables, non seulement parce qu'elles sont trés
faibles, mais aussi parce que leurs périodes sont extrémement courtes.

IV. — Refroidissement d’une tige dont on suppose les équations
de 1’4quilibre constamment vérifides.

Nous venons de voir que le mouvement vibratoire d'origine méca-
nique n'a pas d’influence appréciable sur la température de la tige. Il
en sera donc, a fortiori, de méme du mouvement vibratoire d’origine
calorifique, qui accompagne le refroidissement, et dont I'amplitude
est incomparablement plus faible que celle du mouvement vibratoire
mécanique, dans le cas de tiges de longueur modérée. Nous n’avons
donc plus qu'a nous occuper de 'influence, sur le refroidissement, du
mouvement de contraction qui accompagne celui-ci. Mais, étant
donnée la lenteur de ce mouvement, nous pourrons, sans erreur sen-
sible, supposer que la tige est, 4 chaque instant, en ¢quilibre méca-
nique et poser, par conséquent,

ow
9= Dé.
Si donc nous posons
C‘ =C+ - i IOTV y
Pt p K
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il est facile de voir que I’équation indéfinie de la température de-
viendra

L0030 ,
G =K55 +8—g0.

Ceci nous montre que I'effet de la contraction est d’accroitre, ficti-
vement, la capacité calorifique de la tige, ce qui entraine une diminu-
tion de la vitesse de refroidissement. L’accroissement relatif de la capa-
cité calorifique est

# Ly, CTD°

T+p CE CE
expression qui, dans le cas du cuivre et 4 la température de la glace
fondante, a pour valeur 2,34.10-3.

Duhamel avait fait la méme hypothése, pour tenir compte de la
contraction, dans I'¢lude du refroidissement de la sphére.



