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SUR LA. FONCTION DE GREEN. 65 

Sur la fonction de Green des équations différentielles 
linéaires ordinaires ; 

PAR M. E. BOUJNITZKY. 

1. Nous nous proposons d'étudier les propriétés des fonctions de 
Green des équations différentielles linéaires ordinaires, en nous 
appuyant sur les travaux de MM. Burkhardt, Hilbert, Bûcher, Mason 
et Westfall, concernant ce sujet ('). Nous construisons d'abord les 
fonctions de Green pour un système d'équations linéaires du premier 
ordre et puis nous appliquons les résultats trouvés à la théorie de la 
fonction de Green d'une équation linéaire ordinaire de l'ordre n. Dans 
cette dernière théorie nous discutons en détail deux questions : nous 
expliquons le role que jouent les autofonctions (2) adjointes de 
M. Schmidt dans le cas général, où la fonction de Green n'est pas 
symétrique, et nous établissons les conditions nécessaires et suffisantes 
pour la symétrie de la fonction de Green. En considérant toujours les 
conditions relatives aux limites linéaires homogènes, nous nous bor-
nons en général au cas où le déterminant de ces conditions est diffé-
rent de zéro, et nous ne discutons le cas contraire que pour l'équation 

(L) H. BURKHARDT, Sur les fonctions de Green relatives à un domaine d'une 
dimension {Bull. Soc. math., t. XXII, 1894). — D. HILBERT, Grundsiige einer 
allgemeinen Théorie der linearen Integralgleichungen (Zweite Mitteilung) 
{Gottinger Nachrichten, igo4). — M. BÔCHER, Green's fonctions in space of one 
dimension {Bull, of the American Soc., 1901). — CH.-M. MASON, Inaugural-
dissertation, Randwertaufgaben bei gewohnlichen Differentialgleichungen, 
Gôttingen, 1903. —· W. WESTFALL, Inauguraldissertation, Zur Theorie der 
Integralgleichungen, Gôttingen, igoû. 

(*) Nous écrirons toujours autofonction, aulovaleur daits le sens des mots 
allemands Eigenfunktion, Eigenwert. 

Journ. de Math. (6* série), tome V. — Fasc. I, 1909. 9 



66 Ε. ΒΟΙΙΝΙΤΖΚΎ. 

différentielle linéaire du second ordre adjointe à soi-même, en suppo-
sant de plus que les coefficients des conditions relatives aux limites 
satisfont à une certaine relation. 

2. Considérons un système d'équations différentielles linéaires 

(0 
j L/( Mj» · · · » ltn) — +

 a
i\
 u

\ "H a
ii

 u
t "+"··. + «ι/ι — Ο 

| (i— I, 2, . . ., /l), 

où les fonctions aik de χ sont continues dans un intervalle donné 
(x J α, χ < b) ( ' ), avec le système adjoint 

(2) 
j r

2
, .*>«)=— ̂  +αι/('ι + %('! + ... + anivn = 0 

( ( î — ï ι 2, ..., η ). 

Le système (ι) admet η solutions indépendantes 

Wvu ···) (V '»2,..., /l), 

continues, ainsi que α
ίΛ

, dans l'intervalle (a, b). Désignons le détermi-
nant de ces solutions par 

uii «,2 . .. uln 

Δ(.τ) = "" " , 

... ... ... .... uii «,2 . .. uln 

et le complément algébrique de l'élément uki par [ukiJ. Le détermi-
nant A(x) reste continu et différent de zéro dans l'intervalle (a, b) en 
vertu de la relation 

/»<=« 
- / Σ λ*Αχ 

&(x)z=.ce ,=1 , 

c désignant une constante différente de zéro, et les expressions 

.. [M [^va] . [«v.]
 n

\ <vi — ^ ^ ' v» — ^ ^ — 'ι 2) · · M i)t 

(*) Nous désignerons un intervalle de cette espèce, pour abréger, par (α, &), 
y compris les limites x — a,x=b. De même, nous dirons qu'une fonction f(x) 
a une qualité donnée dans l'intervalle (a, b)

}
 si cette qualité a lieu aussi 

pour χ = a, x~b. 
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qui donnent η solutions indépendantes du système (2), sont aussi con-
tinues dans le même intervalle. 

Nous dirons que la suite de fonctions 

y ν t ( > ζ ) > yvi(^?î£)> ···> £)ι ···> yvn{&5 ζ) 

forme une solution principale (4) du système (1), si ce système est 
satisfait, en posant 

il,·" y
v<

-(.z?, £ ), 

si les fonctions γν*(#, ?) ont, par rapport à χ, dans l'intervalle (a, b), 
des dérivées continues pour les valeurs 1, 2, ..., ν — ι, ν 1, ..., η 
de l'indice k et si de plus la fonction y

w
(ar, ξ), en gardant la même 

propriété dans les intervalles (α, ξ), (ξ, &), satisfait à la condition (2) 

lim [ywU 4- ε, ξ) — yAl ~ ε, ξ)Ί = — ι. 
ε -ο 

Une solution principale coïncide donc pour a? 5: ξ avec les intégrales 

k — 11 k — η k—η 

2ρ*ν«*ι(#)ι 2^
Uk^œ)i ···» 2^avMav^ 

/-=1 λ = 1 A=1 

du système (1) et pour avec les intégrales 
k = m k=n k—n 

2 u*> » (χ )» 2 m/,v · · · » 2 v u*■* ̂ ^ Λ -- 1 A = 1 X = t 

où p.ftv et mAv sont des constantes. En désignant les différences μΑν~
 mkv 

respectivement par ZAv, on a, conformément à la définition d'une solu-

(') Nous écrirons solution principale dans le sens du mot allemand Grand-
lôsung. Cf. D. UILBERT. loc. cit. 

(*) On voit donc que la fonction yvv(#> £) & deux déterminations pour α;—ξ 
et la même circonstance peut avoir lieu par rapport à la dérivée d'une quel-
conque des fonctions yVi(#, 4)« néanmoins, la solution principale ne cesse pas 
de satisfaire au système (1), si l'on convient de prendre la détermination de 
yw(-£, ξ) pour χ — ζ dans l'intervalle (ξ, b) et les valeurs de toutes les dérivées 
droites ou la détermination de yw(#i ξ) pour χ = ξ dans l'intervalle (α, ξ) et les 
valeurs de toutes les dérivées gauches. 
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tion principale, 

(3) 

A = i k — n *=! k —1(X = i,a, — !,V+I, k = n kszn 

A = i k — n *=! k —1(X 

A = i k — n *=! k —1(X = i,a, — !,V+I, k = n kszn 

En résolvant ces équations par rapport à /Av, on a 

^ = /*
_ϊ

^ = .',ν(ξ). 

d'où vient, en tenant compte de la relation μΑν— = /*
v

, 

A = i k — n *=! k —1(X = i,a, — !,V+I, k = n kszn 

(4) A = i k — n *=! k —1(X = i,a, — !,V+I, k = n kszn 

où mAv sont des constantes arbitraires (ou des fonctions arbitraires de ξ ). 
En donnant à l'indice r dans les formules (4) les valeurs ν = ι, 2...., //, 

on trouve η systèmes différents de solutions principales. 

5. Nous aurons besoin de considérer des fonctions/, (a?), f2(x), ..., 
J'

n
(a?) dont les valeurs aux limites de l'intervalle (a, b) satisfassent 

à η équations linéaires homogènes 
i mi/ ( r- // 

T/ (fi, /2, ..., /« ) = 2
 β

*'' 2 = 0 ( λ· — I, , /I ), 
ί m1 i = l 

où αΑί·, βλ( sont des coefficients constants donnés. Nous désignerons 
l'ensemble de ces η conditions par les mots les conditions aux limites Τ 
et nous convenons d'écrire pour chaque suite de fonctions F, (a?), 
F

a
(a?), ..., F„(a?), au lieu de 

1 = n i = it i — n i =rt 

2 «*/F/(a) 4- 2 P*/F/(ù), 2 *
ki F/

(
a

)' Σ $
ki F#

'^ i=l i=| / = 1 (=1 
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respectivement 

Tjt(Fi, Fj, ..F,
t
), Te^(F(, F2, ..F„), Tft/t(F,, F„ ..Fft). 

De plus, pour chacune des solutions indépendantes u
vn

 #
V3

, ..., Uvn 
du système (1) nous posons, pour abréger, 

Ta(WV1I wV2, · · · > "v/t) — T
A
.(v), 

ΤαΑ·( «ν 1, Wvs, · · · » thn) — T
e

A(v), 
Τbk ( «vi > "v2 , · · · > lhn) — (v). 

Nous supposerons toujours que les conditions Τ sont indépendantes; 
on pourra donc trouver dans la matrice 

(5) 

«11 «12 ··· «in P., P12 ··· Pin 

«21 «22 ··· «in Psi P21 ··· Psn 

«ni «ni · · · «nn Pnl Pn2 · · · Pnn 

un déterminant de l'ordre η qui soit différent de zéro. 
Nous convenons de dire qu'une solution principale du système (1) 

7νΐ(#> i*) Gyl ζ ), 
7</2(*,ξ)= 0*,(Λ?,ξ), 

yvn («·, ç) = Gy„ ( J?, £), 

qui satisfait, en substituant G*· (a:, ξ) au lieu de /, 0)(< = 1,2,. 

aux conditions T, forme une solution de Green du système (1) par 
rapport aux conditions T. 

En tenant compte des formules (4), on trouve que les coefficients mh 
de la solution de Green satisfont à un système d'équations 

(6) 

i — n i — n 
2'm/VTA(0 = — = ..., η). 
i = l i-l 

Si le déterminant de ce système 

T,(|) T,(») ... T,(n) 

D
_ T,(i) T,(a) ... T,(n) 

T.(») T.(a) ... T„(«) 



7° Κ. HOUNITZKY. 

que nous désignerons dorénavant comme le déterminant du sys-
tème (i) par rapport aux conditions T, est différent de zéro, on a, en 
posant 

T,(I) Τ, ( 2 ) ... Τ,(Λ — I) Τ
β1

(ί) T,(Ar + i) ... Τ,(Λ) 

D*(«') = T,(l) T,(2) ·" + ··· , 

T«(i) T.(a) ... T,
t
(A — ι) T„(i) Τ„(* + ι) ... Τ, (Λ) 

i=n 

2d* («ο r^(^) 
niiy ζ=ζ — — ρ- j 

d'où, en posant 

Τ,(ι) ... Τ,(Α-ι) Τ*, (ι) Τ, ( Λ: ·+- Γ) ... Τ,(Λ) 

D ,(60= Τ2(0 "· Ts(A'-"l) + Ο ··' Τ«(") 

Τ
Λ

(ι) ... Τ
Λ
(*-ι) T

A/t
(i) Τ

η
(Α + ι) ... ϊ«(«) 

et en remarquant que la somme Dk(ai) -t- Ok(bi) est égale à zéro 
pour k φ i et à D pour k = i, on trouve 

i ~- n 

ViMW) f/v(Î) 
mkv+ ^(i) = — g 

En substituant ces valeurs de nthi et de m*v + <ΎΛξ) dans ^es f°r" 
mules (4), on a 

) V] Di (¿<) '■*(;)Gj).(x,í)= í-¡ ^ (.!•„«) 

(7) ) V] Di (¿<) '■*(;)Gj).(x,í)= í-¡ ^ (.!•„«) 

En faisant parcourir à l'indice ν les valeurs i, 2, //, les for-
mules ( 7) donnent η solutions de Green différentes. Nous désignerons 
chacune de ces n2 fonctions ξ) par les mots fonction de Green 
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du système (i) par rapport aux conditions T. En disposant les ri* fonc-
tions de Green dans la forme d'un carré 

(8) 
t <*îtC·37!ζ)» Gt

S
(a?,Ç), ···' Gf

e
(dr, ξ), 

j Gï
t
(a?,ξ), G*

s
(^,|), ..., GU(^,ç)i 

'gï.C^Ç), ΰ*
β

(Λ?,ξ), ..., Gï. (a?, ξ), 

on voit que les fonctions de Green d'une même ligne de ce carré 
forment une solution de Green et que les fonctions GJ

v
(x·, ξ), placées 

sur la diagonale du carré, vérifient la relation 

lim[Gvv(£ H- ε, — Gvv (£ ζ)] — 1 > 
ε = ο 

toutes les autres fonctions de Green étant continues dans l'inter-
valle (a, b). 

4. Nous dirons qu'une suite de fonctions 

"ΐ=ψΐ(*)> ··. "»=ψ»(*) 

qui ne se réduisent pas toutes identiquement à zéro forme une solution 
distinguée du système (i) par rapport aux conditions T, si ces fonc-
tions, admettant des dérivées continues dans l'intervalle ( a, b), satis-
font au système (i) et aux conditions T. 

Une solution distinguée doit donc s'exprimer par les η solutions 
indépendantes #va> ···> uvn (v = i, a,λ) du système (i) au 
moyen des formules 

(9) 

/=:« 

Yv = (V=,1 2> ·· ·» Λ)> 
/ = I 

où les quantités s( sont des constantes. Le déterminant Δ (a?) des équa-
tions (8) par rapport aux quantités étant différent de zéro, les fonc-
tions ψ

ν
 ne peuvent se réduire toutes identiquement à zéro que si 

toutes les quantités st s'annulent. 
Une solution distinguée satisfait, par définition, aux conditions T. 

On aura donc 
= η 

(ίο) τ*(ψ
η

 ψ„ ..., ψ
Λ
)=2^·Τ

Λ
(0 = ο (* = Ι, a, ..., η), 

i= 1 
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d'où suit que les quantités s{ ne peuvent s'annuler simultanément que 
si le déterminant D du système (i) par rapport aux conditions Τ est 
nul. Au contraire, si D = o, le système d'équations (10) est satisfait 
par certaines valeurs de s, qui ne sont pas toutes nulles simultanément, 
et, par suite, en substituant ces valeurs dans les formules (9), on obtient 
une solution distinguée. Donc, pour que le système (1) admette une 
solution distinguée par rapport aux conditions T, il faut et il suffit 
que le déterminant D du système (1) par rapport à ces conditions 
sfannule. 

5. Soit f(x) une fonction définie par la formule 

/(.r) = / 1 ) φ (ξ) dE, 

où φ (ξ) est une fonction continue dans l'intervalle (a, b). La dérivée 
de cette fonction f(x) s'exprime par les formules 

<") 

) V] Di (¿<) '■*(;)Gj).(x,í)= í-¡ ^ (.!•„«) 

) V] Di (¿<) '■*(;)Gj).(x,í)= í-¡ ^ (.!•„«) 

On a, en effet, conformément aux formules (3), (4), (7), 

) V] Di (¿<) '■*(;)Gj).(x,í)= í-¡ ^ (.!•„«) 

où 

) V] Di (¿<) '■*(;)Gj).(x,í)= í-¡ ^ (.!•„«) 

yîx(^5) = o (^ς)> 

4tv = <'*v (ξ)» ( a?» 0 =2 mkv (*)> 
A=l 

La fonction ζ) est donc continue en χ et ξ et la fonction ξ) 
l'est aussi, les coefficients m

Av
 étant définis par les formules (6). On a 
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donc, en désignant par γΐ>.(.χ, a? 4- ο) l'expression 

) V] Di (¿<) '■*(;)Gj).(x,í)= í-¡ ^ (.!•„«) 

/,(x)=^ί}'"Λ{χ·ξ) ̂ (ξ) '% 
/,(x)=^ί}'"Λ{χ·ξ) ^(ξ) ξ) ?(«) +CJ'V'"dxl) ï<?) ̂ S-rW^ * + ο) φ(χ) 

b tt = n 

= f ^Gv).(«, ξ) φ(ξ) <^ξ — φ(#)2
,

*
,

'(
Λ?
)

Μ
*
λ
(

Λ7
)· 

C" * Α = 1 

En faisant dans les équations (3) ξ = a?, on a 
k = n 

2*frv(*) "**(*) = o Pour λ?£ν, 
* = 1 
A: = n 

2^(,r) w*v(^)=■ p°ur λ=ν> 
*=1 

d'où suivent les formules (ι i). 

6. Nous dirons que les conditions aux limites T', définies par les 
formules 

/ = η i — η 

τi(/i,/t, ...,Λ)=2
α
*'/'ί

α
)
+
Σ^

/
^^

=:0 (Α: = ι,2,... n), 
f = 1 / ~ 1 

sont adjointes par rapport aux conditions T, si pour tous les systèmes 
de fonctions LT,(x ) et V/(X') (J = I,2, qui satisfont respecti-
vement aux conditions T et T'l'expression 

/,(x)=^ί}'"Λ{χ·ξ) ^(ξ)/,(x)=^ί}'"Λ{χ·ξ) ^(ξ) 

s'annule identiquement. Nous nous proposons le problème de déter-
miner la forme des conditions T' qui sont les adjointes des conditions 
données T. L'expression 

/,(x)=^ί}'"Λ{χ·ξ) ^(ξ)/,(x)=^ί}'"Λ{χ·ξ) ^(ξ) 

Journ. de Math. (6* série), tome V. — Faso. I. 1909. ΙΟ 
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est une fonction symétrique des indices i, 2, n. On peut donc, 
sans diminuer la généralité des raisonnements, permuter ces indices 
de telle sorte que la matrice (5) contienne un déterminant d'ordre Λ, 
différent de zéro, de la forme (1 ) 

all «u · · · αι.μ βι,μ-π βΐ.μ+ί * · · βι,« 
alt α»ί · · ■ Λ

2ι
μ βί,μ-+-ι βί,μ+ι · · · βΐ,η 

Xn1 Xn2 · · · ^«.μ β/ι^ 1 β/ι,μ-4-i · · · β//μ 

Dans cette hypothèse, considérons une suite de fonctions I ,(.r), 
U

2
(a?), ..., l qui satisfassent aux conditions Τ et résolvons les 

équations qui expriment ces conditions par rapport aux valeurs limites 
(Ji(V), U3(«), ..., υμ(7/), l μ+ι(/>), Un

(b). On aura 

Ì ~T- ^ rkjff yj/yu ) “T“i ■■ ¡4-4-1ir-n\/. • l 

(12) Ì ~T- ^ rkjff yj/yu ) “T“i ■■ ¡4-4-1ir-n\/. • l 

où A*,·, A
fi

, 13Αχ, 13,χ sont des constantes données. Kn choisissant un 
indice déterminé k' parmi les nombres 1, 2, ..ρ et en posant dans 
les formules (12), 

(i3) K U).('>)=o pour λ//,·' (ι Λ^μ), 
I U,(α) = ο pour μ-hi., ι η, 

on a 
ί υ4.(α)+Βη.·-ο (/·:=!, 3, .... μ), 

ί 1 4 ) 
/ U,(6) -h Γ».νχ·■"" ° (·«' μ + ι, μ -h a, .. ., η). 

On doit donc avoir, pour les fonctions U,(.r), U
3
(.i;1, ..., U„(.r ) 

qui, en satisfaisant aux conditions T, vérifient aussi les équations ( 13 ), 
(i4) et pour les fonctions quelconques V

t
(x)

7
 \

a
(x), ..., V„(x·), 

(') Dans deux cas limites ce déterminant peut être formé par tous les coef-
ticients α*/-(μ = η) ou par tous les coefficients β/,ι(μ = ο), ce qui n'aurait autre 
effet que de simplifier les calculs. 
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satisfaisant aux conditions T' adjointes (s'il y en a en général), 

) V] Di (¿<) '■*(;)Gj).(x,í)= í-¡^(.!•„«)Ì ~T- ^ rkjff yj/yu ) “T“i ■■ ¡4-4-1ir-n\/.•l 

(15) -^IJ<.(a)Y*(a) — 2d
 ΙΙ

'(
Λ
)
ν
'(

Λ
) 

Α -1 ί-μ+1 
.«··—« Α ._μ 

= V*.(6)— B,^V,(A)+2
B
«'V*(a) = o. 

,ν = μ + Ι Α-1 

De même, en choisissant parmi les nombres IA+I, p, -+- 2, ..., Λ un 
indice /' déterminé et en posant dans les formules (12) 

U/-(a)=i, Uf(a)=o pour i^£i' {μ 15t ^ n), 
U>(ù) = o (λ = ι, a, ..μ), 

il vient 
υ4.(α)Η-λΑ./·=ο (A = i, a, ...,μ), 
U,(ft) +Af/-=:o (« = μ + ι, μ+9, ..., η), 

d'où suit 

i — n λ = μ -ι — η 

/''*2lJi(x)V,(a'>= 2ϋλ(*)νχ(4)+ 2 u«(é)v'(6) 
/•--ι λ=ι Λ· = μ+1 

Α = μ /'=« 

ce) -2u*(«)v*(i)- 2
 u'(°)v'(a) 

1 Α=1 / = μ+1 
I .«-« Α·=μ 

I 2
 a.«"v«('')+2a"'Vî(«)- ν,-(«). 

.«-μ* I Α= ι 

En posant dans les formules (1 J) successivement 

K = r, 2, ..., μ 

et en écrivant au lieu de A', s, A· respectivement A, t, λ, et, de même, 
en posant dans (16) successivement 

/'=[Α + Ι,Μ + 2, ... J Η 
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et puis écrivant au lieu de i'
y
 s

f
 k respectivement s

y
 i, λ, on voit qu'on 

peut écrire les conditions adjointes T, s'il y en a en général, sous la 
forme 

Vjt(¿) — £ B,tV,(6)+2BuVi(a) = o (A=i,íjx),/ = U I 1=1 

(17) Vjt(¿) — £ B,tV,(6)+2BuVi(a) = o (A=i,íjx),/ = U I 1=1 

Réciproquement, en ajoutant les formules (12) et (17) respective-
ment avec les facteurs — VA.(a), Y

s
(b), V

A
(/V), — Y

s
(a), on trouve, 

pour deux suites quelconques de fonctions L ,(x), U
2
(a;), . .., 

U„(a?) et Y,(x), V
S
(ÎC), ..., V,,(a?) qui satisfont respectivement 

aux conditions (12s) et (17), 

Vjt(¿) — £ B,tV,(6)+2BuVi(a) = o (A=i 

On voit donc qu'à chaque ensemble de conditions aux limites T, 
donné par les formules (12), correspond un ensemble S' de 
conditions adjointes parfaitement déterminé, défini par les for-
mules 07)) cn lant qu'on convient de considérer deux ensembles 
de conditions qui suivent mutuellement l'un de l'autre comme équi-
valents. 

Il est clair que les conditions adjointes des conditions adjointes sont 
équivalentes aux conditions primitives. Si l'on veut écrire les condi-
tions T et leurs adjointes sous une forme tout à fait générale, sans faire 
aucune hypothèse sur l'ordre des indices i des fonctions L!/(./·), Y fx) 
(Ι = 1,2,..., M), on n'a qu'à remplacer les indices k

y
 i, Λ, s respecti-

vement par vA, ν,·, V)
t

, v,, en supposant que les indices k et s parcourent 
respectivement les valeurs k — 1, 2,..., p., s = ρ -μ 1, ρ -+- 2,...,// et 
que l'ensemble d'indices ν,, v

2
, ..., νμ, νμ+ι, νμ+2, ..., v

rt
 forme une 

permutation quelconque des nombres 1, 2, n. 
Dans deux cas limites, où l'on ap = /< ou ρ = ο, les formules (12) 

et (17) se réduisent respectivement à leurs premières ou à leurs se-
condes lignes. 
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7. En ajoutant les expressions 
λ =r η \ 

L, («ι, U
t
 u

n
)= ~ J 

V nil «ti • dx ,n) = -~íZ +X 1 = 1 ). = B 

où les «/χ sont des fonctions continues ,de χ dans l'intervalle (α, &) 
et où les uh vt sont des fonctions qui ont des dérivées continues dans le 
même intervalle, multipliées respectivement par les facteurs ui9 vh en 
sommant par rapport à i et en intégrant de χ = a à χ = b, on trouve 
la formule de Green 

ici lumiuie ue M recti 4 izs* r a í 18) V / \v/LAuittu «*) — UihÁVu r*. .... 

En s'appuyant sur cette formule, on peut démontrer les propositions 
suivantes ( ' ) : 

a. Si le système (ι) a toutes les ri1 fonctions ξ) de Green, le 
système adjoint (2) η a pas de solution distinguée par rapport aux 
conditions adjointes T. 

b. Si le système (2) α toutes les n2 fonctions HJx(#, 5) de Green 
\en désignant par ξ), Η£(λ·, £),··., ξ) (ν = ι, 2,..., η) 
les solutions de Green du système (2) par rapport aux conditions 
adjointes T' |, le système (1 )n'a pas de solution distinguée par rap-
port aux conditions T. 

c. Le déterminant D du système ( 1 )par rapport aux conditions Τ 
et le déterminant D' du système adjoint (2) par rapport aux condi^ 
lions adjointes T' s'annulent simultanément ou sont simultanément 
différents de zéro. 

d. Pour que le système (1) ait toutes les n2 fonctions GJx(ar, ξ) de 
Green, il faut et il suffit que le déterminant D du système (1) par 
rapport aux conditions T ne s'annule pas. 

e. Si le système (1) a toutes les n2 fonctions de Green G^(.r, ζ) 

(*) Ces propositions offrent l'analogie et la généralisation'decelles démontrées 
par M. W. Westfall, toc. cit, § 7. 
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par rapport aux conditions T, le système adjoint (2 )a aussi loutes 
les n* fonctions de Green Ηϊμ(#, ξ) par rapport aux conditions 
adjointes T'. Les fonctions \)sont liées aux fonctions GT(#, ξ) 
par des relations 

Hvn (x, e) ='■ ^
ν
μ(.·τ, 0· 

En effet, soient χ2(·*·\)5 ·.., y
<w

(x)les fonctions qui, ayant des 
dérivées continues dans l'intervalle (a, fc), satisfont au système (2) et 
aux conditions adjointes T'. Ecrivons la formule (18) deux fois, en 
posant 

H,= GÏ,(J?,£) 

et en prenant pour limites α, ζ — ε et ξ -h ε, b, où ξ est un nombre 
quelconque pris dans l'intervalle (a, />); ajoutons les résultats et fai-
sons tendre ε vers zéro. On aura 

I — i 1-1 I fondions GJ,(;je* 5) et "¿¡(.r) satisfaisant respectivement au. . T i:»: ]■■* T' 

I — i 1-1 I fondions GJ,(;je* 5) et "¿¡(.r) satisfaisant respectivement au. . T i:»: ]■■* T' 

Les fonctions GJ,(.£, ξ) et χ,·(#) satisfaisant respectivement aux con-
ditions T et aux conditions adjointes T", il vient 

I — i 1-1 I fondions GJ,(;je* 5) et "¿¡(.r) satisfaisant respectivement au. . T 

i ~ η 

Dans la somme ^Gî,(x·, ξ) ce n'est que la fonction G
V
v(x', ?)qui est 

/ -1 
discontinue pour χ = ξ, conformément à la formule 

lim [G.
/v

(> -+- ε, ï) — Gvv( > — ε, ξ)] — — 1. ε = ο 

On aura donc 

I — i 1-1 I fondions GJ,(;je* 5) et "¿¡(.r) . . T i:»: ]■■* T' 

où v peut prendre toutes les valeurs ν = ι, 2,..., n. Le théorème a est 
donc démontré. 
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Pour démontrer le théorème b, on n'a qu'à poser dans la for-

mule^) 
«z = ψ,· ( χ ), vi — Hj; (./·,?), 

les ψ,-(a?) étant des fonctions qui aient des dérivées continues dans l'inter-
valle («, b) et qui satisfassent de plus au système ( i) et aux conditions T. 

Dans l'hypothèse de D ̂ o, les formules (7) nous assurent l'exis-
tence de toutes les n* fonctions G

v

r>.(x', ξ) de (ireen, d'où suit, confor-
mément au théorème «, que le système (2) n'a pas de solution distin-
guée par rapport aux conditions adjointes T'. On a donc, comme nous 
l'avons vu au n° 4, D'^o. De même l'hypothèse D'^o entraîne 
D φ ο, d'où suit le théorème c. 

Si le système (1) a toutes les /r fonctions (ίΐ>.(&·, ξ) de Green, le 
système (2) n'a pas de solution distinguée par rapport aux condi-
tions T', d'où suit que le déterminant D' est différent de zéro. On a 
donc aussi D φ ο. Réciproquement, si D φ ο, le système ( 1 )a, comme 
nous l'avons vu plus haut, toutes les n- fonctions G

v

r) (x·, ξ) de Green. 
Le théorème d est donc démontré. 

Si le système (1) a toutes les /r fonctions GJ) (a?, ξ) de Green, on a 
D φ ο et, par suite, Ο'φ ο, d'où suit que le système (2) a toutes les 
/i* fonctions ζ) de Green. En posant 

où \ et η sont deux nombres quelconques pris dans l'intervalle («, b), 
écrivons la formule (18) trois fois pour les limites a, η — ε; η -H ε, 
\ — ε*, \ + ε, b (1 ), ajoutons les résultats et faisons tendre ε vers zéro. 
On aura 

tiir— G·!, (./·. ξ ), i / — 11 μ) ( ri ), 

o=lim/x-x1-sEu1vi+lim/x-E-eEuivi+lim/x-b Euivi 

=/x-bEGt(x,E)HT(x,n)-lim/x-n+eEGT(x,E)HT(x,E) 

-lim/x=E+eEGT(x,E)HT(x,n). 

(') On a supposé, pour fixer les idées, λ <ς: le cas contraire donne lieu à un 
calcul analogue et au même résultat final. 
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ι=ζη 

Dans la somme ξ)Η£(#, η) deux facteurs Η£μ(#, η) et 
1 = 1 

G
vv

(*, ζ) qui multiplient respectivement les fonctions Ο»*) 
et HJ

v
(sc, η) ont des discontinuités, définies par les formules 

l i m [ H ( η h- é , yj ) — H μ μ ( yj — ε, -o ) ] = — ι, t — 0 
lim[Gvv (ς -4-ε, ξ) —Gj

v
 (ξ — ε, £)] = —ι. 

x — 0 

On a donc 

7 • ¡xr=Yj-*-e mr-, — lim / |)H£(.r,*i) = G^(ti,5), £ = 0 / *=t|~e ; — « 

7 • ¡xr=Yj-*-e mr-, — lim / |)H£(.r,*i) = G^(ti,5), £ = 0 / *=t|~e ; — « 

De plus, les fonctions GJ^ar, ξ) et H£(.r, η) satisfaisant aux condi-
tions Τ et Τ' adjointes, il vient 

/ : - η 

/ Ύ,Gw(-*> ξ) Hj)(a?,n) =o. 
x=a i=1 

Ainsi, en faisant tendre ε vers zéro, on aura 

Iljïv ( £»?)) ~4~ G.^(y), £) — O, 

d'où suit, en remarquant que ξ et η ont des valeurs arbitraires dans 
l'intervalle (a, h), 

11μν( .**, ζ) ~ ί'νμ(ί) ·*')· 

On forme donc le carré des fonctions de Green 5) en chan-
geant dans le carré (8) les signes des fonctions G

v
^(j?, ξ) et en permu-

tant les lignes et les colonnes, ainsi que, d'autre part, la variable χ et 
le paramètre ξ. 

8. Les fonctions G3"
v
(a?, ξ) de Green qui sont placées sur la diago-

nale du carré (8) ne sont jamais symétriques. En effeL, la fonction 
— GJ"

V
(?, x) coïncidant avec la fonction de Green HJ"

V
(#, ξ), il vient 

- lim [GÏvU, ξ + β) - Ον
Τ
ν(ξ, ξ - 0] =-

 1 

Ε= 0 



SUR LA. FONCTION DE GREEN* 81 

OU 

ur la fonction GyV(g, £) on a 

tandis que pour la fonction GJ
v
(a?, ξ) on a 

L'identité 
ur la fonction GyV(g, £) on a 

Gvv(·», ξ) = Οϊ
ν
(ξ, j?) 

est donc impossible. Nous rencontrerons aussi plus loin (au n° 18) un 
exemple simple d'une fonction de Green non symétrique avec deux 
indices différents. 

En supposant toujours D φ ο, mais sans faire aucune hypothèse sur 
la symétrie des fonctions de Green, nous démontrerons les proposi-
tions suivantes, qui concernent l'intégration d'un système d'équations 
linéaires non homogènes avec les conditions aux limites Τ et qui 
donnent, d'autre part, le moyen de résoudre certains systèmes d'équa-
tions intégrales de la première espèce. 

a. Un système d'équations différentielles non homogènes 

09) M/l./n ···>/«)=- ?/(*) (« = I,2, ..., Λ), 

où les φ,·(λ·) sont des fonctions continues données, n'admet qu'une 
seule solution, formée par des fonctions f; (®)i/.(*)» ···,/»( χ) qui 
satisfassent aux conditions Τ et qui aient, de plus, dans l'intervalle 
(a, b) des dérivées continues. Celle solution unique est donnée par 
les formules 

(20) y ti, y y kg* wuf Luniinuvo • wuv ouiuiivn utuyut: trat wut les formules 

b. Un système d'équations intégrales (20) ne peut être satisfait 
par les fonctions continues cp/(ξ) que si les fonctions fK(x), 
f2 (x), ..., fn(x) vérifient les conditions Τ et, de plus, ont des 
dérivées continues dans l'intervalle (a, b). L'ensemble de ces con-
ditions étant rempli, le système (20) n'a qu'une seule solution con-
tinue par rapport aux fonctions φ4(ξ), qui est donnée par les 
formules 

φ/(Λ?)=—L..·>/„) (ί = ι>2,..., n). 
Journ. de Math, ((i· série), tome V. — Fasc. I, 1909. I I 
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Les fonctions //#), définies par les formules (20), satisfont aux 
équations (19), ce qu'on vérifie par une substitution directe, en faisant 
usage des formules (11). De plus, chaque groupe G/a?,?), GJ(a?,?), 
G,T/a?, ij) des fonctions de Green satisfaisant aux conditions T, les 
fonctions/,(a?),//a?), ...,// a?) y satisfont aussi. En considérant une 
suite quelconque de fonctions F, (a?), F/a?),..., F/a?) qui satisfassent 
au système (19) et aux conditions Τ et qui aient dans l'intervalle (λ, b) 
des dérivées continues, on voit que les différences F/a?)—//a?), 
F/#)—//#), F/a?) — fn(x) satisfont au système (1) et aux 
conditions Τ et ont aussi des dérivées continues dans l'intervalle (a, b). 
Le déterminant D étant, par hypothèse, différent de zéro, le sys-
tème (1) n'a pas de solution distinguée par rapport aux conditions T. 
Chacune des différences F/a?) — /

v
(x) s'annule donc identiquement, 

d'où suit que la seule solution possible jouissant de toutes les propriétés 
indiquées dans le texte du théorème a est donnée pour le système (19) 
par les formules (20), ce qui achève la démonstration. 

Si le système d'équations intégrales (19) peut ctre résolu par une 
suite de fonctions continues ç/ξ), les fonctions f

u
(x) doivent satis-

faire, comme nous l'avons vu plus haut, aux conditions Τ et avoir des 
dérivées continues, ce qu'on vérifie au moyen des formules (n). Ces 
conditions étant remplies par les fonctions /

v
(a?), considérons un sys-

tème d'équations 
L/(F„ F2, ...,F»)=-[-M/i./H ···>/»)] (f = i,a, ...,Λ). 

Dans l'hypothèse que les fonctions F, (a?), F/α?), ..., F/a?) satis-
font aux conditions Τ et ont des dérivées continues dans l'intervalle 
(a, 6), ce système n'a qu'une seule solution, donnée parles formules 

D'ailleurs, on trouve certainement cette solution, en posant 
F

v
(a?) -- //·'.'). On a donc 

:c système n’a qu'une seule solution, donnée par les formule^ 

:c système n’a qu'une seule solution, donnée par les formule^ 
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d'où suit que les équations intégrales (20) sont satisfaites, si l'on pose 

?/(ξ)=-^/[//ίξ)./«(ς), ···</».(£)] (« = »»a, ...,/»)· 

Cette solution du système (20) est unique. En effet, ce système 
entraîne, comme nous l'avons vu plus haut, les égalités 

?/(*)=—M/„/„ ···»/»)■ 

Le théorème h est donc démontré. 
En appliquant les théorèmes a et b au système d'équations 

M/ ( f\,
 t
/j, . . ., fn ) — ©/' ( X ) 

qu'on peut écrire, pour simplifier les raisonnements, sous la forme 

_ Mi (f1,fit · · ·> fn) — [ ψ/'^ΧΙι 

et en tenant compte des identités 

Ιβ'(.Γ,ξ)=—GÏ,U,*), 

on démontre les propositions suivantes (toujours dans l'hypothèse 
de D φ ο). 

c. Un système d'équations différentielles 

M/( /„ /„ — φ, (.·*), 

où. les φfx) sont des fonctions continues données, n'admet qu une 
seule solution, formée par des fonctions f

t
 (x),f.,(x), x) qui 

satisfassent aux conditions adjointes Tr et qui aient des dérivées con-
tinues dans l'intervalle (a, b). Cette solution unique est donnée par 
les formules 

Λ " / n 

(ai) /ν(·'')= / (y — 1, 2, ..., n). 

J,, /=1 

d. Un système d'équations intégrales (21 ) ne peut être satisfait 
par les fonctions continues φ<(£) que si les fondions ffx) vérifient 
les conditions adjointes T' et ont dans l'intervalle {a, b) des déri-
vées continues. Ces conditions étant remplies, le système (21) n'a 
qu'une seule solution continue par rapport aux fonctions &,(?)> qui 
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est donnée par les formules 

φ/U)=- M ,[/,(ξ),/,(ξ) Λ (ξ)] («*= ι, a,.. .,#»). 

9. En considérant la fonction G^(a?, ξ) comme le noyau de l'équa-
tion intégrale de la seconde espèce, désignons respectivement par 
Φ„,(λ?), SONL et X

w
 les autofonctions en χ et en ξ (4) et l'autova-

leur correspondante. Désignons aussi respectivement par Φι^'"ί)(Λ?), 
Ψ^'Ο) et A

m
 les autofonctions adjointes en et en ξ(') et l'autova-

leur correspondante du même noyau. Toujours en gardant ces nota-
tions, nous démontrerons, dans l'hypothèse de D φ ο, les propositions 
suivantes qui nous permettent d'interpréter les autofonctions du noyau 
G^(a?, ξ) comme des solutions distinguées de certaines équations dif-
férentielles linéaires homogènes, où l'autovaleur X

w
(ou A

/w
) rentre 

comme un paramètre linéaire. 
a. Considérons deux systèmes d*équations différentielles 

linéaires 
l L,(w„ Utf ..., Ι1μ_„ ί/μ-Η, = Ο 

(22) l L,(w„ Utf ..., Ι1μ_„ ί/μ-Η, = Ο 

( Un ... 1 Μμ— 1, «μ''"', Μμ+ι» ..., Μ„) = — λ,,,Ζ/μ'>η) 

et 

(23) I • « * > ^(i+h *♦«> ^II ) —~0 i ri ; i 

I • « * > ^(i+h *♦«> ^II ) —~0 i ri ; i 

(') Nous dirons que les fonctions %m{x) sont respectivement auto-
fondions en χ et en ξ par rapport à un noyau K(.r, ξ), si elles satisfont aux 
équations 

cP/&(*2') — Ç £) ?//i (0 X'w(£)—K(#, ç) //«(-tf) dx} 

l
/n

 étant une autovaleur correspondante. De même, nous dirons que les fonc-
tions Φ„,(λ?), SONL respectivement des autofonctions adjointes en χ et 
en ξ par rapport à un noyau Κ(λ, ξ), si elles satisfont aux équations 

Φ«(λ) = Α
Μ

Γ Κ(Λ?,ξ)Ψ
ΛΙ

(ξ)</ξ, Ψ',,,ίς) = \,η ί Κ(.Γ, ;)Φ
/Μ

(.γ)^·, 

A,n étant une autovaleur correspondante. 
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où κ est un paramètre variable. L'ensemble des valeurs de ce pa-
ramètre pour lesquelles le système (22) admet une solution distin-
guée 

(*4) «1, «j, ..., Μμ_. ι, ΐΛμ'"'\ «μ-Μ» ·.·» lt
n 

par rapport aux conditions T, ainsi que l'ensemble des valeurs du 
même paramètre pour lesquelles le système (23) admet une solu-
tion distinguée 

(25) P1, Fj, ···» \ ···>
 vn 

par rapport aux conditions adjointes T', coïncide avec l'ensemble 
d'autovaleurs \

m
 du noyau G^(ar, ζ). De plus, l'ensemble des fonc-

tions ùyfw\x) et v^',n){x)y défini, par les solutions distinguées (ιί\) 
et (25), coïncide avec l'ensemble des auto fonctions en χ et en ζ du 
même noyau, 

b. Considérons un système de m équations différentielles 
linéaires 

(26) 

Ι («ι> "ii · · · > "μ—1? Φμ ' \ "μ+1ι · · · ι "/») — ® 
l (ί = ι,2, ...,ν — Ι,ν + Ι, ..., η), 

| Lv ("ι> "2> · · ·} "μ— it Φμ'"'\ "μ+·ι> · · ·> "«) ^ 

Ι («ι> "ii · · · > "μ—1? Φμ ' \ "μ+1ι · · · ι "/») — ® 
Ι (ί = ι,ΐ jx-ι,μ + ι,..,,η), 

^(i+h *♦«> ^II ) —~ (i = 1,2,^(i+h *♦«> ^II ) —~ (i = 1,2, 

où X
m
 est un paramètre variable. L'ensemble des valeurs de ce para-

mètre pour lesquelles le système (26) admet une solution distin-
guée, formée par deux séries de fonctions 

(27) \ "i> uii ···» "μ—1> Φμ' M\ "μ+Ι» ···> un, 
\ ν*, t'v—,j Ψ^'"0, ί'ν+ι» ···, vn, 

satisfaisant respectivement aux conditions T et aux conditions ad-
jointes T', coïncide avec l'ensemble des autovaleurs X

m
 du noyau 

(τ
ν

μ(χ·, ξ). L'ensemble des fonctions et défini par 
les solutions distinguées (27), coïncide avec l'ensemble des auto-
fonctions adjointes en χ et en\ du même noyau. 
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La solution distinguée (24) donne aussi une solution d'un système 
non homogène 

L/(tt„ . . ,, ί/μ'"", "μ+ι, · — ψ/(χ) (ί=Ι, a, . ..,/*)> 

OÙ 

φ,·(Λτ) = ο pour ί = ι, a, ..., ν — ι, ν + ι,, Λ, ©
Ν
(./·) = λ,„ «μ·""(α·). 

Cette solution est donnée par les fonctions (24) qui satisfont aux 
conditions Τ et qui ont, par définition, des dérivées continues dans 
l'intervalle (a, h). On aura donc, d'après le théorème a du n° 8, 

(28) 

/ h 'A’l\'Î)9i{c)àlz=.\mJ Gî,(.r,ç)u{£'"‘\l)d i= i (s—1,2, ..., p.—1,/x.-h i, f'V 

/ h 'A’l\'Î)9i{c)à 

lz=.\mJ Gî,(.r,ç)u{£'"‘\l)d i= i (s—1,2, ..., p.—1,/x.-h i, f'V 

On voit donc que la valeur du paramètre \
m
 pour laquelle le sys-

tème (22) admet une solution distinguée (24) est une autovaleur et 
que la fonction définie par cette solution distinguée, est une 
autofonction correspondante en χ du noyau Οίμ(χ·, ξ), lléciproque-
ment, considérons une autofonction Μμ ""(x) en χ du noyau 
et une autovaleur correspondante λ,„ qui satisfont, par suite, à la der-
nière des équations (28). Si l'on définit les fonctions if

s
(x) pour les 

valeurs 1,2, ..., μ. — 1, p. -+-1, ...,// de l'indice .v par les formules 

u
s
(x) — λ,„ / G

v
.v(.r, i) (.* -1,2, ...,μ ι,μ + ι. .... , n), 

/f 

on voit que le système d'équations intégrales 

/ h 'A’l\'Î)9i{c)àlz=.\mJ Gî,(.r,ç)u{£'"‘\l)d i= i (s—1,2, ..., p.—1,/x.-h i, f'V 

où «μ(.χ) = est satisfait en posant 

?/(ς) = ° p°ur ?v(i) = X
M

«jtv ""(ç), 
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d'où suit, d'après le théorème b du n° 8, que les fonctions u
K
(x)

y 

u.fx), u
n
(x) ont des dérivées continues dans l'intervalle (a, b) 

et satisfont aux conditions Τ et qu'on peut trouver les mêmes solutions 
^i(x) au moyen des formules 

9l(d7) = 0='M«„ w
s

, ..«j/'"0, «μ+ι,..., Un) 
(ι = 1,2, — Ι,ν + Ι, ...,Λ), 

<p
v

(^r) =—λ,„ = L
v
(//„ U

t}
 . . «μ_,, //μ ·"", Μμ

+1
, . ..,/*„)· 

On voit donc que les fonctions u
n
 u

2
, ..M^_n Μμ+η ..u

n
, 

u'f"(x) étant une autofonction en χ el λ
/Η
 étant une autovaleur cor-

respondante du noyau G^(a?, ξ) forment une solution distinguée 
du système (22) par rapport aux conditions T. En raisonnant d'une 
manière analogue sur le système (23) et sur la solution (25) distin-
guée correspondante, on achève la démonstration du théorème a. De 
même, en appliquant de nouveau les théorèmes du n° 8 aux η pre-
mières puis aux η dernières équations du système (2G) et à la solution 
distinguée (27), on démontre le théorème b. 

10. Dans l'hypothèse D φ ο, on démontre, en s'appuyant sur un 
théorème de M. Schmidt, les propositions suivantes : 

a. Les fonctions u
s
 (x), u

2
(x), ..., u

n
(x) qui ont des dérivées 

continues dans Vintervalle (a, b) et qui satisfont au système de 
η — ι équations 

Li (u1,u2,..., U») =0 (i = 1, 2, . . ., V — I, V + I, II) 

et aux conditions Τ sont développables en séries absolument et uni-
formément convergentes de la forme 

8 Us{ r<< U-)=\&/■'"'(*) Usti)*'/ (5 = 1.2,...,«). 

procédant respectivement suivant les autofonctions en χ adjointes 
des noyaux .GJ

5
(a?, ξ). 

b. Les fonctions v
{
(x), v

2
(x), ..., v

n
(x) qui ont des dérivées con-

tinues dans l'intervalle (a, b) et qui satisfont au système de η —-ι 
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équations 

Mi, (v1, v2, ...,i>n) = o (i = i,a, ...,ν —ι,ν + ι, ...,η) 

et aux conditions adjointes T' sont développables en séries abso-
lument et uniformément convergentes de la forme 

v,(x)=Yw<
s
*'«»(x) f (* = .,» η), 

procédant respectivement suivant les aulof onctions en ξ adjointes 
des noyaux GJ

V (*. ξ)· 
En effet, en désignant l'expression L

s
(uit u3, ..u

n
) par χν(■&·), on 

yoit que les fonctions u
t
(x), u2(x), u

n
(x) satisfont au système 

non homogène 

M "ι» .·.,««) = ο (| = 1,2, — I,V + I,..., n) 
Lv ( M,, I/,, . . . , ) — χν ( a? ) 

et aux conditions aux limites T, et ont, de plus, des dérivées continues 
dans l'intervalle («, b), d'où suit, conformément à la formule (20) du 
n° 8, 

Us(*)= f G^(x, ξ)χ
ν
(ξ)</ξ (5 = 1,2,...,«). 

** a 

La fonction u
s
(x) se développe donc, d'après un théorème de 

M. Schmidt (*), dans une série absolument et uniformément conver-
gente, procédant suivant les autofonctions adjointes Φ1ν'"' (χ) du noyau 
G^(a?, ξ). On démontre de même, en s'appuyant sur la formule (20), 
le théorème b. Si la fonction G*, (a?, ξ) de Green est symétrique, les 
développements des théorèmes a et b se transforment en des séries 
procédant suivant les autofonctions u^'"'\x). 

II. Nous nous proposons maintenant d'entreprendre l'étude des 
propriétés de la fonction de Green d'une expression différentielle 
linéaire homogène Z(w) de l'ordre n. Considérons à cet ellet un sys-

(*) E. SCHMIDT, Zur Théorie der linearen und nie ht linearen Integral 
gleichungen, § 16 {Math. Ann., Bd. LXIII, 1907). 
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terne d'équations différentielles 

(29) 

duk dx «*+1 dun-um — iti, «Λ/ = «Λ_1) (i = a,3, ...,n). 

duk dx «*+1 dun-um — iti, «Λ/ = «Λ_1) (i = a,3, ...,n). 

duk dx «*+1 dun-um — iti, «Λ/ = «Λ_1) (i = a,3, ...,n). 

où ρ est une fonction qui a η dérivées successives continues dans l'in-
tervalle (a, b) et où ph(k = 2, 3, ..., λ — ι) est une fonction qui a 
η — h dérivées successives continues dans le même intervalle. De plus, 
nous supposons que la fonction pn(x) est continue dans l'intervalle 
(a, b) et que la fonction p(x) est différente de zéro dans cet inter-
valle. En convenant de regarder l'inconnue u dans le système (29) 
comme équivalente avec uk dans le système (i) et en appliquant la 
formule (7) du n° 5, construisons pour le système (29) une fonction 
de Green GJ

n
 (.7;, ξ) par rapport aux conditions T, dans l'hypothèse 

que le déterminant D du système (29) par rapport à ces conditions n'est 
pas nul. Les η — ι premières équations du système (29) nous donnent 
(3θ) U

t
— u'

}
 ..., Wi=r IIB= 

et, par suite, la dernière équation de ce système peut s'écrire sous la 
forme 
( 31) U (n) -f. El u(n-t) 11 u> £2

 0 
Ρ Ρ Ρ 

On obtient donc dans le cas considéré les η solutions indépendantes 
du système (29) au moyen d'un système fondamental w,, U

2
, M

3
, ..., 

u
n
 des solutions de l'équation (3o), en posant, conformément aux no-

tations du n° 3, 
(32) um — iti, «Λ/ = «Λ_1) (i = a,3, ...,n). 

La fonction cherchée ξ) s'exprime par les formules 

duk dx «*+1 dun-um — iti, «Λ/ = «Λ_1) (i = a,3, ...,n). 

duk dx «*+1 dun-um — iti, «Λ/ = «Λ_1) (i = a,3, ...,n). 

Journ, de Math. (6· série), tome V. — Fasc. I, 1909. 12 
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OÙ 

c«-(/)=2e«/"■"(<»). c.«-(/)=2p«/"""(ft), 

en désignant, en général, par | le complément algébrique de 
l'élément u{?"l) du déterminant 

Δ{χ) = 

M, U\ . . .. Μ<
1
λ",) 

M] Mj ... M(,n_,) 

M- M' ... ML""11 

Pour calculer les déterminants D, D
A

(AT), D
A
(6î) dans le cas con-

sidéré on n'a qu'à appliquer les formules du n° 5, en tenant compte 
des relations (32). On voit donc, en introduisant les désignations 

c«-(/)=2e«/"■"(<»). c.«-(/)=2p«/"""(ft), 

/"■(«)=/(«), /<·>(») =/(6), 
# = /ι / — η 

c«-(/)=2e«/"■"(<»). c.«-(/)=2p«/"""(ft), 
i—l 1=1 

C*(«v) — C/.(v), C
e

/.(M
W

).— C,
e/S

(v), G
w

.(«
v

) = C/,
il
.(v)

> 

qu'on aura les expressions cherchées de D, Dk(ai), D*(/'«), en rem-
plaçant dans les formules correspondantes du n" 5 la lettre Τ par le 
symbole G. Les fonctions GJ

a
(x-, ξ), GJ.,(u?, ξ), ..., G*„(./;, ξ), (pii 

forment avec la fonction GJ, (r, ξ) une solution de Green 

u = GJn(.r, >), u2— GT2(.r, ;), ..., */„:= Gïe(.r, ξ) 

du système (23) par rapport aux conditions T, se déduisent immédia-
tement de la fonction GJ,(.x·, ξ). En effet, la solution de Green satis-
faisant au système (23), on a 

ητ t „ ... ^/_1 Ρ|Τ(^ι ;) <y ..n ^ çi—i (' - · * ·> ")i 

et l'on voit, de plus, que la fonction G][
(
 (.r, ξ) satisfait à l'équation (3i) 

ou à l'équation équivalente 

(33) /;//<"> + />|M<"-11 i-. .. -\-pn. xu'-\-pfiu υ. 
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La solution de Green 

C*(«v) — C(t = i, a, ...,/1) 

satisfait aux conditions T. On a donc, conformément aux notations 
adoptées, 

T,[GIt <*, ξ), Gî,(*, ξ), ..GÎ.(jp, ξ)] 

= l*- d'~2iXy° = C' W» «)] :=· 
/=1 i-l 

(t = I,a, ...,λ), 

d'où suit que la fonction G]
ti

(xy ξ) satisfait à η conditions de la forme 

(t = I,a, ...,λ), 

dont nous désignerons l'ensemble par C. 
Par définition de la solution de Green, les fonctions GL(ar, ξ) sont 

continues dans l'intervalle (a, b) pour les valeurs i, 2,..., η — ι de 
l'indice i; mais la fonction ξ), en étant continue dans les in-
tervalles (α, ξ), (ξ, b)y satisfait à la condition 

lim[G;.a + e,S)--GT,tf-e^)] e= 0 

c«-(/)=2e«/"■"(<»). c.«-(/)=2p«/"""(ft), C*(«v) — C/.(v), Ce/.(MW).— C,e/S(v), Gw.(«v) = C/,il.(v)> 

La fonction GJ . o*. 5) a donc les propriétés suivantes : elle satisfait 
à l'équation (33) et aux conditions linéaires homogènes C qui lient les 
valeurs aux iimiles de cette fonction et de ses dérivées jusqu'à l'ordre 

11 — 1 ; la fonction GJ
n

 (a?, ξ) et ses dérivées d ^ jusqu'à l'ordre 

η — 2 sont continues dans l'intervalle (a, ù), mais la dérivée 

Il » étant continue dans les intervalles (α, ς), (ς, ù), satis-

fait à la condition 

c«-(/)=2e«/"■"(<»). c.«-(/)=2p«/"""(ft), C*(«v) — C/.(v), Ce/.(MW).— C,e/S(v), Gw.(«v) = C/,il.(v)> 

On obtient donc, en divisant la fonction GJ
n

(:r, ξ) par p(5), la 
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fonction de Vexpression 

L(«) . .4- pn-l"'+ Pnu 

par rapport aux conditions C ('). En désignant cette fonction de 
Green par G(:(#, ξ), on aura 

(34) 

où 

l h —η i — η 

G£(.r,£):=G«:(ar, ς)/>(£) 

|G
c
(X,5)= ΐε! <*<ξ), 

G£(.r,£):=G«:(ar, ς)/>(£) 

GH*·, ξ) = - ̂  ^3 (or > ξ), 

«'/(;)= yjjy (/= ι, a, ../i). 

Le dénominateur D des formules (34) se déduit de l'expression 
de 1) au n° 5 en remplaçant, comme il est indiqué plus haut, la lettre Τ 
par le symbole C; on désignera donc le déterminant D dans ce cas par 
un déterminant de l" équation (33) parrapport aux conditions C(2). 

12. Soient 

L(«) ~puin) + /^«'"-1)+ . . . 4- Ρη—ι lé -t- p
n

 II 

une expression différentielle linéaire et 

r)=(- '■>" o-■'-¿-r1 +■• • + (- 0 AliïrJ-

une expression différentielle adjointe par rapport à L(m). Si les fonc-

(l) Cf. M. 13 o< : il κ it, toc, cit. INous désignerons la fonction 

G£(.r,£):=G«:(ar, ς)/>(£) 

par une fonction de Green de l'équation 

L ( U ) — Ο 

par rapport aux conditions C. 
(') Cf. W. Wkstfau., toc. cit.. ^ 7, /terlingungsdeterminante. 
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tions «, ν et ρ ont η dérivées successives continues dans l'intervalle 
(a, b) et si les fonctions pk(k~ 2, 3, ..., η — ι) ont respectivement 
η —k dérivées successives continues, on aura, comme il est bien connu, 
la formule de Green 

f [c L(w) — u M(«')] dx = / Ρ(α,ν), 

où 

f [c L(w) — u M(«')] dx = / Ρ(α,ν), 

En posant 
U — Uu u '-^zzzui (1 = ?, 3, .n), 

d*(pi>) d{p,v) f [c L(w) — u M(«')] dx = / Ρ(α,ν), 

d*(pi>) d{p,v) f [c L(w) — u M(«')] dx = / Ρ(α,ν), 

(-') +( '» + ··· + < ') sd*(pi>) d{p,v) 

on peut écrire la formule de Green sous la forme 

(35) f [CL(«) — «M(E)]^J? = / Ρ(*/,<>)=/ Y«(C/, 

15. Soit G(x) une fonction qui satisfasse aux conditions 

/ = η / = η 
C

1
.(U)=2««U"-"(e) + 21PwU»-,)(A) = o (* = !,» η). 

f=1 /=l 

En écrivant U, au lieu de U et U,· au lieu de U(/~,)(f = 2, ..., /1), 
on obtient l'ensemble correspondant Τ de conditions 

i=z η t = η 

Ta(U„ U„ . ..,U„)=2]eJwU/(a) +2p*'
U

'(^) — ° (^ = *i 2, n), 
i=i /=1 

satisfaites par les fonctions U1? U8, ..., U„. Considérons maintenant 
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les fonctions V

n
 V

2
, ..V

n
 qui satisfont aux conditions T', adjointes 

de T. On aura, en désignant, comme au n° 6, les coefficients des con-
ditions Τ pard*(pi>) d{p,v) 

(36) T;(V„V„...,V.) = ^«iiV,(«) + 2?«V,(4) = o 

(A = I,2,d*(pi>) d{p,v) 

En posant dans les formules (36) 

(37) 

/ Vn —p\, 
dì(p\) __ d ( />, V ) du1 dx 

dì(p\) __ d ( />, V ) du1 dx 

........................................., 

dì(p\) __ d ( />, V ) du1dm edv 1/ 6 p\) __ d ( 

dì(p\) __ d ( />, V ) du1 dx 

où V et ρ sont des fonctions qui ont des dérivées parfaitement dé-
finies jusqu'à l'ordre η — ι pour χ = a et χ = b et où les fonctions 
pk(k— ι, 2, ..., η = a) ont pour les mêmes valeurs de des dérivées 
parfaitement définies respectivement jusqu'à l'ordre // — k — i, il 
vient 

n<v,,vt,..'.,v,)=2p"V"' "(«)+2Q"v"""(/')=:o 

(A = I,2,d*(pi>) d{p,v) 

où P*
T
 et Qa< sont des coefficients parfaitement déterminés qui dé-

pendent des quantités α^, et des valeurs des fonctions />,/>,, .. 
p

n
 et de leurs dérivées de divers ordres pour χ = a et pour χ = b. 

En introduisant la désignation 

Ci(/) = 2f<:(/|i-,|(«) + ^Qa/IM1(i) <A- = i,a,..., n), 



SUR LA FONCTION I)E GREEN. 95 

nous convenons de dire que les conditions de la forme 

/ — n / — n c*(/)=2p^/(,-i>(«) f{i~"{b)=0 (*=112i • • *’n) r- t 

dont nous désignerons l'ensemble par C', sont adjointes par rapport 
aux conditions G. Pour chaque couple de fonctions U et Y qui satisfont 

respectivement aux conditions C et C' le second membre / — n / — n c*(/)=2p^/(,-i>(«) f{i~"{b)=0 (*=112i 

de la formule (35) s'annule identiquement. En effet, conformément 
à la formule (35), on a 

Ci.(U)=Tx.(Ullût,...lU1,) = o )Ci.(U)=Tx.(Ullût,...lU1,) = o ) 

où U, = U, U, = U(l~°(i = 2, 3, ..., n) et où les fonctions V
;
 sont 

définies par les formules (3^). Les fonctions U et V satisfaisant res-
pectivement aux conditions C et C', on a identiquement 

Ci.(U)=Tx.(Ullût,...lU1,) = o ) Ci.(U)=Tx.(Ullût,...lU1,) = o ) ..Ci.(U)=Tx.(Ullût,...lU1,) = o ) . 

d'où suit que les fonctions U,· et V,-(i =1,2,. ..Λ, η) satisfont respec-
tivement à deux ensembles de conditions Τ et T'. mutuellement 
adjointes. On a donc 

/ — n / — n c*(/)=2p^/(,-i>(«) f{i~"{b)=0 (*=112i • • *’n) r- t 

i i. U ne fonction u = ψ(# ) qui satisfait à l'équation ( 33 ) se nomme 
une solution distinguée de Véquation (33) par rapport aux condi-
tions (i, si cette fonction ne se réduit pas identiquement à zéro et si 
elle admet dans l'intervalle (a, b) des dérivées continues jusqu'à 
l'ordre /«. Pour que l'équation (33) admette par rapport aux condi-
tions C une solution distinguée, il faut et il suffit que le déterminant 
de cette équation par rapport aux conditions G s'annule (' ). 

Ί1) W. WKSTFÀLL, LOC. cit., $ 7. 
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Soient 
L(a) =/>a(n>4-/>i«(n-l,-h. · . ■+■ Pn~i u1 ~H ρ η u 

une expression différentielle, où les fonctions ρ et ph{k = ι, 2,..Λ) 

satisfont aux restrictions du n° 11 (1 ), et 

5rln( nv\ no\rii n„ -5 rln( nv\ no\rii n„ -

l'expression adjointe correspondante. En désignant le déterminant de 
l'équation L(M) = O par rapport aux conditions C et le déterminant 
de l'équation M(c) =opar rapport aux conditions G' respectivement 
par D

(;
 et nous nous proposons de démontrer les propositions sui-

vantes : 

a. Si l'expression différentielle L(//) a une fonction Gr(.r, ξ) de 
Green par rapport aux conditions C, l'équation M(p) = ο n'a pas 
de solution distinguée par rapport aux conditions adjointes C. 

b. Si l'expression adjointe M(p) a une fonction Η,:(.χ·, ξ ) de G reen 
par rapport aux conditions adjointes C, ['équation L(u) = ο n'a 
pas de solution distinguée par rapport aux conditions C. 

c. Le déterminant D
c
 de l'équation L(u) = ο par rapport aux 

conditions C et le déterminant Dé- de l'équation M(p) = 0 par rap-
port aux conditions C sont simultanément égaux à zéro ou diffé-
rents de zéro. 

d. Pour que l'expression L( u) ait une fonction Gi:(.zr, ξ ) de G reen 
par rapport aux conditions C, il faut et il suffi que le détermi-
nant D

C
 de l'équation L(M) = Ο par rapport aux conditions G soit 

diffèrent de zéro. 
e. Si l'expression L(u) a une fonction de Green G{\x, ξ) par 

rapport aux conditions C, l'expression adjointe M {c) a une fonction 
de Green ξ) par rapport aux conditions G' qui est liée avec 
la fonction Gc(#, ξ) au moyen de la relation 

Hc'(d?, £) = GC(£, x). 

Soient yfx) une fonction qui, en satisfaisant à l'équation M(v) = ο et 

(*) Nous ne considérerons dans la suite que des expressions différentielles 
linéaires qui satisfassent à ces restrictions. 
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aux conditions C, admette, dans l'intervalle (α, ù), η dérivées con-
tinues successives, et ξ un nombre quelconque, pris dans le môme inter-
valle. En posant dans la formule (35) 

it = Gc(a·, ξ), \' = y (œ) 

écrivons-la deux fois respectivement pour les intervalles (α, ξ — s), 
(ξ -+- ε, /»), ajoutons les résultats et faisons tendre ε vers zéro. Les fonc-
tions uel ν satisfont dans le cas considéré respectivement aux condi-
tions C et C', d'où suit l'identité 

/ P(tt, v)=0. 

On aura donc, en tenant compte de la discontinuité du terme u[n~y)pï 
pour χ = ς dans le second membre, 

°= / ix(·*) L[G(*>4)] — M[x(.r)li</.r 
a 

°= / ix(·*) L[G(*>4)] — M[x(.r)li</.r 

ce qui démontre le théorème a. On démontre le théorème h d'une 
manière analogue, en posant dans la formule (35) 

m —ψ(χ), >4)] — M[x(.r)li</.r 

où ψ(χ) est une fonction qui, en satisfaisant à l'équation L(«) = ο et 
aux conditions C, admet, dans l'intervalle (a, h), η dérivées succes-
sives continues. 

Si le déterminant D,;
 est différent de zéro, l'expression L(«) a, con-

formément à la formule(34), une fonction de Green Gc(.r, ?). L'équa-
tion M(e) = ο n'a donc pas, d'après le théorème a, de solution distin-
guée par rapport aux conditions adjointes C', d'où suit que le déter-
minant Dé· n'est pas nul. 

De même, l'hypothèse ο entraîne D
fi

=jé o, ce qui démontre le 
théorème c. 

Si l'expression L(«) a une fonction G<:(.r, S) de Green, l'équation 
M(c) = ο n'a pas de solution distinguée par rapport aux conditions C'. 
Le déterminant D'c. est donc différent de zéro et, en vertu du théo-

Journ. de Math. (6e série), tome V. — Fasc. I, 1909. *3 
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rème c, le déterminant Dr< est aussi différent de zéro. Réciproquement, 
si le déterminant D(; est différent de zéro, l'expression L(u) a la fonc-
tion Gc(x, ξ) de Green, comme le montre la formule (34), d'où suit le 
théorème d. 

Si l'expression L (u) a une fonction Gc(.r, ξ) de Green, le détermi-
nant D(; est différent de zéro et, par suite, le déterminant D'

r
 l'est aussi, 

d'où suit l'existence de la fonction de Green Hc'(#, ξ) de l'expres-
sion M(e) par rapport aux conditions (7. Posons dans la formule (35) 

u — Gc{x,ï), ν — Hc (x, n), 

ξ et η étant deux nombres quelconques, pris dans l'intervalle (a, L·). 
Les fonctions u et ν satisfont dans le cas considéré respectivement aux 
conditions C et G', d'où suit l'identité 

/(·'")= f G<;(.r, ;) 

On aura donc, en remarquant que la fonction Hc'(a?, η) est égale à la 
fonction de Green de l'équation M(e) = o par rapport aux condi-
tions C, divisée par r— ι )"/?(#), 

ο — f ς')]— Gc(.r, ξ) vj)] J c/.r 

=—l»"/ i)/'(■*')d J7-'
1

 '
ΤΙ> 

=—l»"/ i)/'(■*')d J7-'1 'ΤΙ> 

= ξ)-t-IFtf,m), 

d'où suit 
IF(:,r,) =GC(Y), I) 

IF(:,r,) =GC(Y), I) (1) 
ou 

1». Soit ο( ξ) une fonction continue. Les η dérivées successives de 
la fonction 

/(·'")= f G<;(.r, ;) f(e) de / 

(') M. BÔCIIKK, loc. cil. 
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où (5<:(a?, ?) est une fonction de Green de l'expression L(u) par rap-
port aux conditions C, s'expriment par les formules 

ori aux conditions L., s expriment par les tormulcsjl ..... . r"d‘QHx'i) ... _“ 

(38) ori aux conditions L., s expriment par les tormulcsjl ..... . r"d‘QHx'i) ... _“ 

De même, η dérivées successives de la fonction 

ρ(Λ,(-)=( dnR2^] * - <- '>■#§· 

où Hc'(of, ξ) est une fonction de Green de l'expression adjointe M(p) 
par rapport aux conditions adjointes C', sont données par les formules 

F«·>(./·) d ?(£)<% (1=1,2, ..., Λ-1), 

ρ(Λ,
(-)=( dnR

2^
] * - <- '>■#§· 

(39) 

On démontre les formules (38) en partant immédiatement de la 
définition de la fonction Gc(#, ξ) de Green ('); on peut aussi les 
obtenir en s'appuyant sur les formules (ι i) du n° ο et sur les relations 
du n°11 : 

WGHX'l) I _Gl,(+iM)<Lv‘ ~ dx‘ p(l)- pü) i), 

WGHX'l) I l,(+iM)<Lv‘ ~ dx‘ p(l)- pü) i 

On démontre d'une manière analogue les formules (3g), en ayant 
en vue que le coefficient de ^{,i) dans l'expression M(P) est égal à 
(- «)"/>(*)· 

16. Toujours en supposant le déterminant Dc différent de zéro, 
nous nous proposons de démontrer les propositions suivantes. 

(') W. WCSTFALL, loc. cit., § 6. 
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a. L'équation linéaire non homogène 

L(/)= — <p(#), 

où o(x) est une fonction continue, n'a qu'une seule solution par 
rapport à f qui, en satisfaisant aux conditions G, admette, dans 
Γ intervalle (a, h), η dérivées successives continues. Celte solution 
est donnée par la formule (1 ) 

(4o) /(.Γ)=Γ G°(*,ξ)φ(ξ)<ίξ. 

Réciproquement, une équation intégrale (/jo) n'a de solution 
continue par rapport à φ(ξ) que si la fonction f(x), en satisfai-
sant aux conditions ( !, a, dans Vintervalle (a, b), η dérivées succes-
sives continues. L'ensemble de ces conditions étant rempli, l'équa-
tion (/jo) n'a qu'une, seule ri lut/on continue par rapport à z>( J), qui 
est donnée par la formule 

?(;)=-L[/(S)1. 

b. De même, l'équation linéaire non homogène 

M(K) —— ψ(χ) 

n'a qu'une seule solution par rapport à F qui, en satisfaisant aux 
conditions adjointes C, admette, dans l'intervalle (a, b), η dérivées 
successives continues. Cette solution est donnée par la formule 

¥(x)=f G«a,ar)9($)d?. 

Réciproquement, cette dernière formule, regardée comme une 
équation intégrale, n'a de solution continue par rapport à φ (ξ) 
que si la fonction F(#), en satisfaisant aux conditions G', admet, 
dans Γ intervalle (a, b), η dérivées successives continues. L'ensemble 
de ces conditions étant rempli, on n'a qu une seule solution continue 
par rapport à φ (ξ), qui est donnée par la formule 

9U)=-M[F(Ç)]. 

(*) M. BÛCHER, toc, cit. 
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c. L'ensemble des valeurs du paramètre λ,„, pour lesquelles 
l'équation 

L(<P»«)-Î-A
/;I

<N = O 

a une solution distinguée cp
m
 par rapport aux conditions C, tout de 

même que l'ensemble des valeurs du paramètre pour lesquelles 
l'équation 

Μ(ψΛι)-+-λ
ΗΙ

ψ
Λι
 = ο 

a une solution distinguée ty
m
par rapport aux conditions adjointes G', 

coïncide avec Vensemble des autovaleurs du noyau Gc(x·, ξ). Les 
ensembles de solutions distinguées et ψ

/η
 coïncident respecti-

vement avec les ensembles des aulofonclions en χ et en ξ du même 
noyau Gc(#, ξ). 

d. L'ensemble des valeurs du paramètre A
m

, pour lesquelles le 
système 

1«(Φ
M ) ■+■ Λ

Λ
,Ψ»Ι= Ο, Μ(Ψ„,) H- = Ο 

admet une solution distinguée, formée des fondions et Ψ,„ 
qui satisfont respectivement aux conditions G et aux conditions 
adjointes G', coïncide avec l'ensemble des autovaleurs du noyau 
G<:(#, ξ) correspondant aux aulofonclions adjointes. Les ensembles 
de solutions distinguées Φ

Μ
 et W

m
 coïncident respectivement avec 

les ensembles d'autofonctions adjointes en χ et en ξ du même 
noyau G<:(a?, ξ). 

e. Chaque fonction f(x) qui, en ayant η dérivées successives 
continues dans Vintervalle (a, b), satisfait de plus aux conditions C 
est développable en une série absolument et uniformément conver-
gente de la forme 

/(*) = Υφa(x)f /(ξ)Φ,„(ξ)ίζ, 

procédant suivant les aulofonclions adjointes en χ du noyau 
Gc(x,*). 

De même, chaque fonction F(x) qui, en ayant η dérivées succes-
sives continues dans l'intervalle (a, b), satisfait de plus aux condi-
tions adjointes C' est développable en une série absolument et uni-
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formément convergente de la forme 

/(*) = Υφa(x)f /(ξ)Φ,„(ξ)ίζ, 

procédant suivant les autofonctions adjointes en ξ du noyau Gr'(.x·, ξ). 
On pourrait envisager ces théorèmes comme les corollaires des théo-

rèmes correspondants des nOÏ 8, 9, 10, en remplaçant l'équation 

par le système 
L(/) = -<p(*) 

L[jf Gc(^>£)<p(£)^j =— ?(-*)> 

M/) ~P~fa ·+·Ρι/λ + · · · + Pn-lft + Pnf—— (:Γ)■ 

Mais une démonstration directe n'est pas moins simple. On obtient 
la première partie du théorème a, si l'on vérifie au moyen des for-
mules (38) l'identité 

L
[jf G

c
(^>£)<p(£)^j =— ?(-*)> 

en ayant en vue que la fonction G<:(#, ξ) même satisfait aux condi-
tions C et que la solution cherchée par rapport à /(#), en vertu de 
l'hypothèse D<;=^o, est nécessairement unique. L'équation 

L(i0 = [-L(/)1, 

où/(ar) est une fonction qui a, dans l'intervalle (a, ft), η dérivées suc-
cessives continues et qui satisfait aux conditions (], admet une solution 
évidente u = /*(#), ayant la même propriété d'admettre η dérivées 
successives continues et de satisfaire aux conditions C. Kn exprimant 
une telle solution, qui est d'ailleurs unique, au moyen de la for-
mule (4o), on a 

/<*>=/* β«(*,ξ)|-ΐ-[/(ξ)];«ίς, 

d'où suit que la formule (4o)> considérée comme équation intégrale, 
est résolue en posant 

/<*>=/* β«(*,ξ)|-ΐ-[/ 



SUR LA FONCTION DK GREEN. Ιθ3 
Cette solution est la seule possible. En effet, on déduit de (4o)> au 

moyen des formules (38), 

L[/(*) ]=—φ(*)· 

En tenant compte de l'identité 

L[/(*) ]=—φ(*)· 

on voit que le théorème b n'est qu'un cas spécial du théorème à. On 
démontre le théorème c en cherchant, au moyen de la formule (4<>)> des 
solutions ν des équations non homogènes 

L(a) =— λ„,φ,
Η

, M(I»)=— λ„,φ,Η, 

qui admettent, dans l'intervalle («, 6), η dérivées successives continues 
et qui satisfassent respectivement aux conditions C et C', et en remar-
quant que ces solutions coïncident respectivement avec les solutions 
distinguées et ψ,

;<
; pour achever la démonstration, il faut appliquer 

les réciproques des théorèmes a, b aux équations intégrales homo-
gènes qui lient les autofonctions z>

m
 et ψ„,, l'autovaleur et le 

noyau G°(a?, ξ). On démontre de même le théorème d en partant des 
équations non homogènes 

L ( U ) — — Λ„, Ψ,„, M ( Ν ) = — Λ,„ Φ,„. 

Le théorème e se déduit d'un théorème de M. Schmidt ('), en re-
marquant qu'on peut toujours résoudre les équations intégrales 

A*)= f G6'(-*>£) Χ (£)<*£ 

par rapport aux fonctions φ(ξ), χ(ξ), si l'ensemble de conditions indi-
qué dans le texte du théorème e est respectivement rempli par les 
fonctions f(oc) et F(a?). Si la fonction de Green G(:(a?, ξ) est symé-
trique, les séries du théorème e se transforment en développements 
procédant suivant les autofonctions ç

m
(u) du noyau G( ;<·*, 5). 

17. En supposant toujours que D,;soit différent de zéro, nous allons 

(') M. SCHMIDT, loc. cit.. 
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maintenant chercher les conditions qui sont nécessaires et suffisantes 
pour que la fonction de Green Gc(#, ζ) de l'expression donnée L(«), 
dont les coefficients ρ, pk satisfont aux restrictions du n° 11, soit symé-
trique. A cet effet, nous démontrerons une proposition auxiliaire sui-
vante : 

Si la fonction Gc(a?, ξ) de Green de Vexpression L(u) par rap-
port aux conditions C est symétrique, les conditions C et les condi-
tions C sont équivalentes, c'est-à-dire chaque fonction qui satisfait 
aux conditions C doit satisfaire aussi aux conditions C', et récipro-
quement. 

En effet, soit /(#) une fonction qui ait η dérivées successives conti-
nues dans l'intervalle {a, δ) et qui satisfasse aux conditions C. D'après 
le théorème a du n° 16, on peut présenter la fonction f(x) sous la 
forme 

/(*)=/ <*(*,ξ)?<*)*» 

où φ(ξ) est une fonction continue. On a donc aussi, en supposant que 
la fonction G<:(#, ξ) soit symétrique, 

/(*)=/ <*(*,ξ)?<*)*» 

où la fonction G(:(Ç, x), d'après le théorème e du n° 14·, satisfait aux 
conditions adjointes C', d'où suit que la fonction f(x) elle-même satisfait 
aux conditions G'. On démontre d'une manière analogue qu'une fonc-
tion f(oc) qui a η dérivées successives continues dans l'intervalle (a, h) 
et qui satisfait aux conditions C' doit satisfaire aussi, dans l'hypothèse 
de la symétrie de la fonction G<:(χ, ξ), aux conditions C. Soit mainte-
nant fÇv) une fonction quelconque qui satisfasse aux conditions C. En 
nous appuyant sur la formule interpolatrice de Cauchy, construisons 
un polynome F(a?) qui satisfasse aux équations 

(40 
(F(«) =/(«), F««(e)=/")(e) 
j F(6)=/(6), F<"(6) =/<«(*) 

(ί = Ι,2, ...,/Ι -I). 

Si la fonction G ξ) de Green est symétrique, la fonction F (a? 
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ayant η dérivées successives continues et satisfaisant, en vertu des 
relations (40»

 aux conditions C, doit satisfaire aux conditions C', d'où 
l'on déduit, en faisant de nouveau usage des formules (40> que la 
fonction f(x) satisfait aussi aux conditions G'. On démontre de même 
que chaque fonctionf(x), satisfaisant aux conditions C', satisfait aussi 
aux conditions C. 

18. THÉORÈME. — Pour que la fonction Gc(a?, ξ) de Green de 
l'expression L(w) par rapport aux conditions G soil symétrique, il 
faut et il suffit que l'expression h(u)soit auto-adjointe (1 ) et que 
les conditions G soient greeniennes (2), c'est-à-dire telles que pour 
chaque couple de fonctions u—f, ν = F, satisfaisant aux condi-

tions C, le second membre x=b / x=a Ρ (/, F) de la formule (35) s'annule 

identiquement. 

Considérons une suite de fonctions fi{x) (i = i, a, ..., η ■+· ι) 
définies par les formules 

fi(x) — (x — a)n (A? — 6)*»'-1 (E = I, 2, ..η -+-I). 

Ces η -h ι fonctions, étant des polynômes de diverses puissances, 
sont certainement linéairement indépendantes. Chacune des fonctions 
fi(x) satisfaisant aux équations 

/,·(«) = o, f'i(a) = o, /?(«), fi'1 X)(a)=o, 
fi(b) = o, /;(*) = o, /;<6), ..., f»-»(b) = o 

(î= 1,2, . . ., rt -h l) 

satisfait aussi aux conditions C. On peut donc, d'après le théorème a 
du n° 16, présenter chaque fonction//(#) sous la forme 

(4a) M#)= f Gc(^S)?/(£)d£ (i = i,a, ...,/» + !), 

(f) Nous dirons qu'une expression L(a) est auto-adjointe ou inversement 
auto-adjointe, si elle satisfait respectivement à l'identité 

L(A) = M(W) ou L(U) =—M (M), 

M(u) étant l'adjointe de L(«). 
G) W. WESTFALL, toc. cit., § 7. 

Journ. de Math. (6* série), tome V. — Fasc. I, 190g. *4 
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où l'on a 
L[//(-*)]=—?/(·*) (i—1,2,..., n+1). 

Si la fonction de Green G(:(a;, ξ) est symétrique, on déduit de la 
formule (f\ 2) 

/'(*)= f <*€(ξ>#)®(Ι[)^ξ (1 = 1,3,...,«+!), 

d'où suit, en vertu du théorème b du n° 16, 

M [//(·*)] = — ?/(·*) (/ = I, a, . ..,/14-1). 

On a donc les identités 

L[fi(-Kï\ — Μ1/,(Λ?)]=Ο (i— 1,2, I), 

d'où résulte que l'équation linéaire 

L( u) — M( u) = o, 

de l'ordre η au plus, a η -+■ ι solutions linéairement indépendantes. 
L'expression L( w) — M(«) s'annule donc identiquement, d'où suit 
que l'expression L{u) est auto-adjointe. Si la fonction G,:(#, ξ) est 
symétrique, chaque fonction F(#), satisfaisant aux conditions C, 
doit satisfaire aussi, d'après le théorème du nu 17, aux conditions 
adjointes C. On voil donc que chaque couple de fonctions y*(a?)etF(V) 
qui satisfont aux conditions C satisfont aussi respectivement aux 
conditions 0 et aux conditions adjointes C. Le second membre de 

la formule (35) / P(/·, F) s'annule donc identiquement po.ur ces 

deux fonctions, d'où suit que les conditions C sont greeniennes. Ré-
ciproquement, si l'expression L (a) est auto-adjointe et si les condi-
tions G sont greeniennes, la fonction de Green Gc(a?, ξ) est symé-
trique, comme l'a démontré M. Westfall, en faisant usage de la for-
mule de Green ('). 

Au moyen de raisonnements analogues on démontre la proposition 
suivante : 

Pour que la fonction de Green G<:(.r, ξ) soif gauche symétrique, 

(') W. WESTFALL. toc. cit., § 9. 
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il faut et il suffit que l'expression L(/Z) soil inversement auto-
adjointe et que les conditions C soient green iennes ('). 

L'ordre d'une expression L(M) auto-adjointe est toujours pair, d'oîi 
suit qu'une fonction [G,:(.r, ξ)|2//(+ , de Green d'une expression diffé-
rentielle linéaire L

2W4
_, (u) d'un ordre impair 'im 4- 1 par rapport aux 

conditions G quelconques (avec une seule restriction de o) n'est 
pas symétrique. De même, en posant dans les formules du n" 11 
η — 2 m -h 1, ρ — ι, on trouve une fonction 

L(M) = THèt + Ufn-V) H- . . . + jfciPm-1 ) + Prn M, 

de Green avec deux indices différents qui n'est pas symétrique. 
19. On sait que la forme générale d'une expression différentielle 

linéaire auto-adjointe est 

L(M) = THèt + Ufn-V) H- . . . + jfciPm-1 ) + Prn M, 

l'ordre η de l'expression étant toujours égal à un nombre pair 2 m. On 
peut démontrer qu'il y a en général 

o _ = m( im — i 

relations nécessaires et suffisantes auxquelles doivent satisfaire les coef-
ficients αΛ., 5 βλ/ des conditions C pour que ces conditions soient grce-
niennes par rapport à l'expression auto-adjointe L(u) donnée. En 
effet, le second membre de la formule de Green est formé dans le cas 
considéré par l'ensemble de termes sous le signe de substitution qu'on 
trouve en intégrant par parties l'expression 

int par parties l'expression■j s*u k .nt/ dk( D... . 

jusqu'à obtenir sous le signe d'intégration l'expression 

int par parties l'expression■j s*u k .nt/ dk( D... . 

(') W. WESTFALL, loc. cit., §8. — Il reste à démontrer-que ces conditions 
sont nécessaires pour que la fonction de Green soit gauche symétrique. 
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En integrant par parties le terme général de la somme 

ja edZs(iu""'>d3: 

on aura, en écrivant, pour abréger, q au lieu de /v.*, 

ja edZs(iu""'>d3: 

+ 2 I -h f u-^p(qul*>)dx, 

+ 2 I -h f u-^p(qul*>)dx, 

d'où suit, en écrivant la somme 

~r '' y Qa,p(<>Wi/<P)-«!“)<><?)),• x—a 

dans l'ordre inverse, 

~r '' y Qa,p(<>Wi/<P)-«!“)<><?)),• x—a 

—f ' S Q«, p «ip> — «fÂl <'(?>)» * a «.s 

~r '' y Qa,p(<>Wi/<P)-«!“)<><?)),• x—a 

ou les indices α, β parcourent certaines valeurs entières parfaitement 
définies, comprises entre ο et ik—\

y
 les coefficients Q«,p étant des 

fonctions parfaitement déterminées, linéaires en q(*') et en ses déri-
vées jusqu'à l'ordre 2k — 1. On voit donc que le second membre de 
la formule de Green a dans le cas considéré la forme 

(43) ~r '' y Qa,p(<>Wi/<P)-«!“)<><?)),• x—a 

où les Q
r4f

 sont des fonctions connues, linéaires enp, pt1..., p
m
-{

 et en 
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ses dérivées (de l'ordre im — 1 au plus), et où les indices /·, s par-
courent certaines combinaisons déterminées de deux à deux, formées 
des nombres ο, 1, ..., im — 1. Nous avons vu à la fin du n° 6 que 
les conditions aux limites C peuvent se mettre toujours sous la 
forme 

m 

α{ν,-ΐ)(α)+ 2 ay,vi"(v~l)(«) = 0 

«< vu («)=.?* (£=1,2 

α{ν,-ΐ)(α)+ 2 ay,vi"(v~l)(«) = 0 

«< vu («)=.?* (£=1,2 

l'ensemble d'indices ν,, ν2, ..., νμ, νμ+_,, νμ_,_
2

, ..., v
s
 formant une per-

mutation quelconque des nombres 1, 2, n. Soient u(x) et v(&) 
deux fonctions quelconques, satisfaisant aux conditions C, que nous 
écrirons sous la forme (44)· En introduisant les désignations 

«< vu («)=.?* (£=1,2 Μ,νν/",,(δ)=^' (5 = μ-Μ,...,/ι), 
«(ν·>(6)

 = yn+\ (λ = ι,2,..., μ), IÎ<V»> (a) =y»w (i =μ -M,..., n), 
ι><ν»)(α) =3A

. (£ = Ι,3,...,μ), t><v-1)(6)=5< (s = μ + ι,n), 

μ(Ν-Λ-ί)(0) = 5
Η+Λ

 (λ = ι,2 μ), ("VD(FL) =Ϊ
Λ+/

 (ι =|Χ-|-Ι, ...,#»), 

on aura, d'après les formules (44)» 

(45) y k —z Cki y »-Wj C/·/ v/l+/· (/1=1,2, . . . , /l), 

où les cki sont des coefficients donnés [il est clair que ces coefficients 
ne sont, au signe près, que les nombres α, β des formules (44) avec 
les indices ν convenablement choisis]. Conformément aux désignations 
adoptées, on peut écrire l'expression (43) sous la forme 

(46) ^ρ,<τ(5ρ^<τ '~σ^ρ)> 

où les Kp,
ff
 sont certains coefficients parfaitement déterminés qui sont 

linéaires par rapport aux valeurs aux limites des fonctions />, pk et de 
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leurs dérivées, et où les indices ρ, σ prennent des valeurs entières, com-
prises entre τ et 2/1, dans des combinaisons parfaitement déterminées. 
S'il y a dans la somme (46) des termes dont tous les deux indices ρ 
et σ surpassent /i, nous les laissons sans aucune transformation. Si l'un 
des deux indices ρ, σ, par exemple p, surpasse n) on aura, d'après les 
formules (45), 

zç> cviy n+1 Jç c9isn+i 1zç> cviy n+1 Jç c9isn+i 1 

Z Kp Κρ, 9 ρ „V«4-1 y ρ *n-hi)· 

Si Γοη a ρ < η et σ < η, les mcmes formules (45) nous donnent 

—f ' S Q«, p «ip> — «fÂl Cp/ Ztl+i Crji yn+-i ^9iΛ-i Cpiyni-i j 

— Κ-ρ,ιτί^ρλ^,τμ. ^σ/Λ'ρμ) (zn+l y/ι+μ 5/ι+μ,Χ/ι·4-}. )> 

où les indices λ, υι forment toutes les —— combinaisons possibles 

des nombres i, 2, ..., η deux à deux. En transformant de celle ma-
nière l'expression (4b), elle prend la forme 

(4 7) Ί^λμί ζη+ι y 11 + μ" μ.//» 4 }.)> 

où les indices λ, μ forment aussi toutes les t·^——- combinaisons pos-

sibles des nombres 1, 2, ..., η deux à deux, et où les facteurs Τ·
λμ 

sont des fonctions linéaires des expressions cp,·, c
ai

 ou 
les coefficients de ces expressions étant linéaires par rapport aux va-
leurs aux limites des fonctions ρ, pk et de leurs dérivées. Pour que les 
conditions C soient gr ce nirunes, il faut et il suffit dans le cas con-
sidéré (jue l'expression (47) s'annule identiquement, quelles que soient 
les valeurs des 5

β+λ
, y

H+%
 (λ = ι, 2,..., n). 

Les relations cherchées sont'donc 

ΤΧ,μ=ο (λ^μ; λ = ι,3, p=i,a, ..., η), 
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leur nombre étant égal, en général, k —- = ΐΐΐ(·±ητι — ι). On peut 

trouver la forme définitive de ces relations pour chaque type des con-
ditions (ik)) ces types n'étant d'ailleurs qu'en nombre fini pour une 
valeur de η = 2 m donnée. 

Exemple /. — Examinons par rapport k l'expression auto-adjointe 

L lu)-di(l>u") , d(qu') 

du quatrième ordre les conditions aux limites de la forme 

CA(/) = /<"-» (a)-+- β*, f{b) + faf(b) + ̂ /'(b) + β,.4/"(ft) = ο 
(k — i, 2,3,4); 

/W{a) =f(a). 
On a dans ce cas 

Ρ (M, <>) = p(vuw— uvm— 11' v") + p'(\>u"— uv") H- q(vu'— uv'). 

E11 faisant les calculs indiqués plus haut, on trouve les relations 

T
M

= ,,(b) + p(a) - (^)J -p'(a) - g(a) Q) = o, 

Τ,., = />'(&) + p(a) -p'(a) (33) -ï(«) Qj) =0, 

Τ
ίΛ

 = ρ(ύ) + p(a) [(^) - Qj) j -/>'(«)( jj) - '!«·) (^) = o, 

Τ„ = p(b) -p(a) + />'(«>(33) + ?(«> Q3) =«-

T"= ''(a)
 [(si) - («.)]-

p
'
{a)

 (si) -i^
a)

 (ài)= °' 

T,.,=
 P

(a) jjj) - (2)] - ̂ <«>(2) - »(«) (2) =®. 

où les symboles ^ ^ désignent les déterminants du second ordre, 

formés par l'intersection des fUme et viL'me ligne avec les kwma et |/.iemc co-
lonnes du Tableau 

pli βΐΐ β 13 βΐ4 
βΐΐ β^ΐ βΐ3 βΐ4 
^31 ββ2 ββ3 β 34 
β41 β4ϊ β43 ^44 
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Nous avons ainsi trouvé six relations auxquelles doivent satisfaire 
les coefficients des conditions C de la forme considérée, pour que ces 
conditions soient greenienncspar rapporta l'expression auto-adjointe 
donnée L,(M) du quatrième ordre ou, ce qui est la même chose, pour 
que la fonction de Green Gc(#, ξ) correspondante (dans l'hypothèse 
de Dc^ o) soit symétrique ('). 

Exemple II. — Considérons maintenant par rapport à l'expression 
auto-adjointe 

LU i lui no n 3 miccini;:» iiuniuyciii;» u ime luimc 

du second ordre les conditions C linéaires homogènes d'une forme 
générale 

Ci(/) = /, /(a) + 1,/'(α) 4- t
3
 f(b) + t>f{b)=: o, 

C2 (f) = t1/(«) +*ι/'(«) + τ
3
/(6)-+-τ

4
/'(6) =o, 

où /,·, τ,·(ι = ι, 2, 3, f\) sont des constantes données (nous remplaçons 
les coefficients αkh β*/, pour simplifier les notations, par th τ,·; de plus, 

(') On peut trouver sans peine des cas où ces relations sont effectivement 
satisfaites. Par exemple, en posant 

βκί—Ο 
si Ton a 

Kp£i, 

ces relations se réduisent aux quatre suivantes : 

q(b) - ?(α)βι,β22=o, p'(b)—p'(a)$„β
;ΐ3

=ο, 
Ρ(ί>)—ρ(α)βηβ„ = ο, p(b)— ρ(α)βίίβη=ο. 

On y satisfera toujours par des valeurs réelles des β,·/, si les produits/>(«)p'{b)q(b) 
etp(b)p'(a)q(a) sont simultanément positifs ou négatifs. Si Ton a 

p{a)=p(b), p'{a)—p'(b), q(a) — q(b), 

on satisfait aux quatre relations, indiquées plus haut, en posant 

βι'ι — 1 (έ — 1, 2, "3, 4)· 

Ce cas a été considéré par A. Myller dans.son travail (Gewohnliche Dijferen-
tialgleichungen hoherer Ordnung in itirer Bezichung zu den Inlegralglei-
chungen, inaugural Dissertation, Gottingen, 1906). 
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nous supposons, comme toujours, que les conditions C, et C
3
 sont 

indépendantes). Dans le cas considéré on a 

P(M, ν) — p(vur— ttv'). 

En posant, pour abréger, 

titk— h7j=ik / = 1,2,3,4; k = i, 2,3,4), 

considérons deux fonctions u et ν qui satisfassent aux conditions C,, Ca. 
On aura 

( r%\ tl 11 (α)+ ** lt'(a) = — u(b) ~ h u'(b)> h via) + h Λα) = — h $,(ù) — ^ v\b), 
4 Ti«(ir) + Ts«'(a) = —r3 w(^) — r4 «'(ù), τ, v(a) + r, <>'(«) =—r,e(ù) — τ4 v\b). 

Si le déterminant 12 = /,τ2 — ί2τ, est différent de zéro, on a, en 
résolvant les équations (48) par rapport à w(a), u'(a), ^(λ), et 
en substituant les valeurs trouvées dans l'expression / p(vu'— m>'), 

/ P(//,{')=/ p{vu'—uv')—- ' ^ 11 (b) . 34/?(«)]. 

Dans le cas de 12 φ ο, les quantités u(b), w'(^), c(ù), v'(ù)peuvent 
prendre dans les formules (48) des valeurs tout à fait arbitraires [par 
exemple, r(ù) = u'(b) = 1, u(b) = v'(b) = o], d'où suit que dans ce 
cas, pour que les conditions C,, C

2
 soient grceniennes par rapport à 

l'expression L
2

(&), il faut et il suffit que les coefficients τ, de ces 
conditions satisfassent à la relation 

(49) \2p{b) — 34p(a) = — ttrx)p{b) — t^%)p{a) = 0. 

On trouve le même résultat dans le cas de 34 Φ ο. Si l'on a 

12 = 34 = o, la relation est remplie et les conditions C
n

 C
2
 sont aussi 

greeniennes. En effet, en tenant compte de l'équation 12 = o, le sys-
tème (48) nous donne 

32 ti{b) 4- 42 u1 (b) = o, i3 u(b) 4- i^u'(b) — o, 

(50) 32 v(b) 4- 4a v'(b) -- o, i3 ç(b) 4- 14 r'(ù) = o. 

Le déterminant P(Ù)u'(b) — u(b)v'(b) des systèmes (5o) doit 
Journ. de Math. (6* série), tome V,— Fasc. I. 1909. 15 
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s'annuler. En effet, si l'on a 

v(b) u'(b) — u(b)v' b)?£ o, 

les équations (5o) nous donnent 

3ÎÎ — [\i — i3 = i4 = o, 
et, de plus, 

11 — 8/4 — o. 

Donc tous les déterminants de la matrice 

t | /3 t1 
"l ?3 H 

du second ordre s'annulent et les conditions C,, C
a
 ne sont pas indé-

pendantes. On démontre de même, en s'appuyantsur l'équation 34 = o, 
l'égalité 

ν (a) 11 (a) — u{a) v'(a) = o, 
d'où suit 

/Tz=/> (x=a) p(vu' — uv') = o. 

Nous avons donc démontré les propositions suivantes : 

a. Pour que les conditions aux limites C,, C
2
 soient greeniennes 

par rapport à Vexpression auto-adjointe, du second ordre donnée 
L

2
(u), il faut cl il sujjil que les coefficients de ces conditions rem-

plissent la relation (4θ)· 
h. Pour que Γ expression L

2
(W) du second ordre ait une fonc-

tion G<:(.£, ξ) de Green par rapport aux conditions G,, C
2
 symé-

triques, il faut et il suffit (dans Γ hypothèse de D,
:
 φ o) que ly expres-

sion Ljt(u) soit auto-adjointe et que les coefficients des condi-
tions C,, C2

 satisfassent à la relation (4*))· 

20. 11 n'est pas sans intérêt de voir qu'on peut retrouver la rela-
tion (49) immédiatement en partant de l'expression de la fonction de 
Green, construite pour l'expression auto-adjointe L

2
(u) du second 

ordre par rapport aux conditions Cn
 C

2
 au moyen de la formule (34) 

du n° 11. En écrivant dans ce cas, pour abréger, D au lieu de D
0
 et 
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en conservant, du reste, les notations des nos 3 et 11, on aura 

— Di(<l0»«U)1"i (.*) + [D»(*»)"i(0 — D«(6i)tfiU)| »«(■*)53 i 

— Di(<l0»«U)1"i (.*) + [D»(*»)"i(0 — D«(6i)tfiU)| »«(■*)53 i 

e R/ — Di(<l0»«U)1"i (.*) + [D»(*»)"i(0 — D«(6i)tfiU)| »«(■*)53 i 

où δ, suivant la propriété connue de l'équation auto-adjointe L
2
(u) = o, 

est une constante. 
On a donc 

(•*=£),|-D,(«2)»|(î)-t-])|(ffi)»,(£)1«i(:r) + [— D1(aa)«l(ç) + D>(«0»1(çïl »»(■*) 

(•*=£),|-D,(«2)»|(î)-t-])|(ffi)»,(£)1«i(:r) + [— D1(aa)«l(ç) + D>(«0»1(çïl »»(■*) 

d'où 

(•*=£),|-D,(«2)»|(î)-t-])|(ffi)»,(£)1«i(:r) + [— D1(aa)«l(ç) + D>(«0»1(çïl »»(■*) 

(•*=£),|-D,(«2)»|(î)-t-])|(ffi)»,(£)1«i(:r) + [— D1(aa)«l(ç) + D>(«0»1(çïl »»(■*) 

Pour que la condition de symétrie 

Gc(-^,0 = GC(£,*) 

soit remplie, il faut et il suffit qu'on ait pour des valeurs arbitraires 
dcx* et \ (ces valeurs ne sont restreintes que par les inégalités respec-
tives χ· 5ξ, χ = ξ), prises dans l'intervalle (a, ù), les identités 

[D,(/>2) ",(£) — D,(£I) //,(£)] u1 (x) 
4- [ D

s
(02) «i(£) —D

T
(&I) M

4
(;)]"*(X·) 

= [— Ι>,(Λ9)//·Ι(ξ) — D
S
(«2) M

S
(T)]«I(A?) 

4- [ D, (a I ) U
x
(i) 4- D,(RT I ) ^3

(ξ)] //,(#), 

[—Ϋ,(Α2)ί/,(ξ) 4-D,(AI)F/
Â
(;)] u{(x) 

4- [— D
T
(A2)//,(^) H-D

2
(«I)N

2
(£)] N

T
{X) 

— [ D,(/J2) ί/,(ξ) 4- D2(Z»2) «2(Ξ)] #/Γ(ΛΪ) 
4- [—ι )/*,(£) —Df(Ai )*,(£)] "ι(·*). 
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En vertu de l'indépendance linéaire des intégrales u
s
{x) et u

2
(x) 

de .l'équation L
2
(m) = o, ces identités ne sont possibles que si l'on a 

D,(fea) = — D
1
(û2), — DJ(£n) —DJ(ai), 

D,(6I)= D,(OA). DJ(6A) = D,(AI). 

De ces quatre relations les deux premières sont satisfaites identique· 
ment, et les deux dernières sont équivalentes; en effet, on obtient l'une 
d'elles en retranchant l'autre de l'identité D = D. Il ne reste donc 
qu'une relation nécessaire et suffisante 

Dj(aa) = D,(ôi). 

En faisant les calculs dans les deux membres, on trouve successi-
vement 

Wl^l) ■+• v«A|(f/|) C^a|(i/j) '-*in(wi) + CAI(WI) 

Wl^l) ■+• v«A|(f/|) C^a|(i/j) '-*in(wi) + CAI(WI) 

(*,TS— tirl)A(a) = (t3ri — t>73) 1(b) 

ou, en vertu de l'identité p(a) Δ(α) = p(!>) A(ù) = δ, 

(/, Tj— tirl)p(b) — t^x3)p(a) = o, 

ce qui coïncide avec la relation (49)· 

21. Jusqu'ici nous avons étudié les propriétés de la fonction de 
Green Gc(#, ξ), en supposant que le déterminant D

c
 (resp. D) est 

différent de zéro. Nous nous proposons de démontrer qu'on peut tou-
jours construire, dans le cas où le déterminant D de l'expression auto-
adjointe L

a
(tt) du second ordre par rapport aux conditions C,, C

2 

s'annule, une fonction de Green correspondante généralisée ('), si 
ces conditions sont greeniennes ou, ce qui est la même chose, si l'équa-
tion (49) est remplie. 

(') D. HILBERT, toc. cit., Greensche Function in enveilerteni sinne, p. 219· 
238. 
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En effet, si le déterminant D s'annule, l'équation 

L t(u) = ο 

a, par rapport aux conditions C,, C2, une solution distinguée ψ0(#)· 
Supposons d'abord que les intégrales de l'équation 

L,(M) =0 

ne satisfassent pas toutes aux conditions C<, C
3
. Prenons dans ce cas 

pour le système fondamental l'intégrale ψο(#) et une autre intégrale 
quelconque linéairement indépendante u0(x) de l'équation 

L,(/I) =0, 

et construisons une solution particulière w (x) de l'équation 

(50 L,(O =/>(£) ψο(ξ)ψο(*)· 

En posant 
w(x) = μ(χ) ψ(#) -4- v(x) m0(^)< 

en appliquant la méthode de variation des constautes et en tenant 
compte des relations 

on aura 
ρ(χ)Α(χ)=ρ('ξ)Δ(ξ) = δ, 

dp(x) __ /?(ξ)ψο(4)ψο(^)</ο(^)d x ρ(χ)ά(χ) 

dp(x) __ /?(ξ)ψο(4)ψο(^)</ο(^)d x ρ(χ)ά(χ)?(ξ)ψο(4)ψ 

_ ΨοΟξ) (ν)γ dx ~ Δ(ξ) ' 

d'où vient, en prenant χ— a pour la limite inférieure d'intégration, 

w(a?) = —ψ
0
(x)u

0
(x)dx — u

9
{x)J* [ψο(ΛΓ)]»^ j. 

En introduisant la désignation 

J' ΨΟ(<®)Μ
0
(Λ?)ΑΡ = Ι, 

η 
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et en supposant, pour simplifier les calculs, que la fonction ψ0(.χ ) satis-
fasse à la relation 

f [ψ·(Λ?)Γ^ = Ι1 

ce qu'on peut toujours atteindre, en multipliant ψ0(Λ?) par un facteur 
convenable, on aura 

w(a) =o, w(b) =- ̂ [ψ
0
(&)1 -«.(*)], 

«/(<«) = ο, ·ν
(
4) = -|^[ψ;

(
6)1-Β;

(
*)]. 

Construisons maintenant pour l'équation (5i) une solution princi-
pale γ (a?, ξ), c'est-à-dire une solution qui admette dans les inter-
valles (α, ξ) et (ξ, b) deux dérivées successives continues et qui satis-
fasse de plus à la condition 

lim Γ Λ~ξ+ε_ Γ'*'"~ _ , 

L'intégrale générale de l'équation (5i) est 

w{x) -h u (x), 

où u(x ) est l'intégrale générale de l'équation homogène 

L2 ( // ) = o. 

On trouve donc, en construisant d'abord une solution principale de 
l'équation 

L2(//) rr ο 

au moyen de formules analogues à celles du n" 2, que la solution 
principale γ(#, ξ) s'exprime par les formules 

7(Λ» 0 = («1+ Λ)Ψ·(Λ?) + (»»,+ k)i<o(x) -f- ir(.r) (-rie). 

y (x, E) = — /M! ψο(^) + msH0(x) + w(x) (·ζ = ξ), 
où 

/6 «»(ç) . _ <M¿) 

et où m
K
 et ///

2
 sont des quantités arbitraires, indépendantes de x. Cher-

chons maintenant à déterminer les coefficients /w,, m
2
 de manière que 
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la solution principale γ(#, ξ) satisfasse aux conditions C,, C
3

. En re: 

marquant que la fonction ψ0(#) satisfait, par hypothèse, aux relations 

0,(ψο)—ο, Ο,(ψο) — ο, 
on aura 

Ci[y(#)] = m\ Ο,ίψο) + m
t
 C,(M

e
) 4- /, Γ<

α1
(ψο) 4- C,(<v) 

= m
t C,(M

0
) 4- ii Ο

Α1
(Ψ

0
) 4- /J CAL(W0) A UI(<M "+· (Ό = O 

ou 

(52) ( mt 4- lt ) C, ( «0 ) 4- ( /, 4- lt I ) Cal
 ( ψ0 ) — ο 

et, d'une manière analogue, 

(53) (/ITJ4- LT) CS(«0) -+- ( A~+- AD Ο
ΒΪ

(Ψ0) — Ο. 

Les équations (52) et (53) ne peuvent être compatibles que si la 
condition 

^αΐ(ψο) Q(W0) ^αΐ(Ψβ) Εα,(</0) + Cfe^l/o) = Οιτ2 — ί,τ,) Δ (a) — (/,τ4 — *4*j) A(b) 

esl remplie. En remarquant que, les conditions C,, C
2
 étant gree-

niennes, la formule (49) a lieu, on aura, en tenant compte des rela-
tions 

Ε|(ψβ) =Ο
α
ι(ψ0) 4-0/,|(ψ0) =0, 

^(ψο) = ϋ
αΐ

(ψο) 4-0Λΐ(ψο) — ο, p(a)A(a)=p(b)A(b) = δ, 

^αΐ(ψο) Q(W0) ^αΐ(Ψβ) Εα,(</0) + Cfe^l/o) = Οιτ2 — ί,τ,) Δ (a) — (/,τ4 — *4*j) A(b) 

^αΐ(ψο) Q(W0) ^αΐ(Ψβ) Εα,(</0) + Cfe^l/o) = Οιτ2 — ί,τ,) Δ (a) — (/,τ4 — *4*j) A(b) 

^αΐ(ψο) Q(W0) ^αΐ(Ψβ) Εα,(</0) + Cfe^l/o) = Οιτ2 — ί,τ,) Δ (a) — (/,τ4 — *4*j) A(b) 

■tti \ T V / •«i / Cai(^o) Caî(//0) Q>î(40 C¿,s(í/0) ■01 \ y» / 

■tti \ T V / •«i / Cai(^o) Caî(//0) Q>î(40 C¿,s(í/0) ■01 \ y» / 

On voit donc que dans le cas de conditions C,, C
2
 greeniennes la 

condition de compatibilité des équations (52) et (53) est toujours 
satisfaite. D'autre part, suivant notre hypothèse que les intégrales de 
l'équation L

2
(M) = O ne satisfont pas toutes aux conditions C„ C

2
, 
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l'une des quantités C,(M
0
), C

2
(u

9
) doit être différente de zéro. En 

effet, dans le cas contraire, l'intégrale générale k, ψ„ π- k
2
u

0
 de l'équa-

tion L2(u) = o (k
t et k3 étant des constantes arbitraires) satisferait 

aux mêmes conditions C,, C
2

. On voit donc que les équations (52) et 
(53) ont dans le cas considéré une solution parfaitement déterminée 
par rapport à m3 (

1 ). On peut donc construire une solution principale 
de l'équation (5i) qui satisfasse aux conditions C

(
, C

2
 et qui renferme 

de plus un paramètre arbitraire mt que nous déterminerons de manière 
à satisfaire à l'équation 

f y (*, ξ) ψο («)«&* = <>, 

ce qui est toujours possible. Désignant une telle solution principale de 
l'équation (5i)qui satisfasse à l'ensemble de toutes les conditions indi-
quées plus haut par γ, (#, ξ) et en la divisant par ρ (ξ), on obtient une 
fonction 

l( piX)l( piX) 

qui est dite fonction généralisée de Green de l'expression L2(M) par 
rapport aux conditions C

n
 Ca. 

Supposons maintenant que toutes les intégrales de l'équation 
L

2
(w) = ο satisfassent aux conditions C

n
 C

2
. Dans ce cas la rela-

tion (49) est toujours remplie et les conditions C,, C
2
 sont, par suite, 

greeniennes par rapport à l'expression En effet, en désignant 
par M,, M

2
 deux intégrales indépendantes de l'équation L

2
(M) = O, on 

a, en vertu des formules C,(k
2
) = o, C

2
(w

2
) = 0, 

C«l("l) Cl ("s) ^C«l("l) Cl ("s) ^ 

d'où l'on déduit, comme nous l'avons vu plus haut, au moyen des 

(') L'expression 

C«l("l) Cl ("s) ^C«l("l) Cl ("s) ^ 

ne pouvant s'annuler identiquement, car les fonctions u0(£) et ψ0(ξ) sont linéai-
rement indépendantes, on voit que la relation (49) est même nécessaire pour 
l'existence de la fonction de Green généralisée dans le cas considéré. 
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relations 
C,(w,) = o, Cj(«t) = o, 

l'équation (49)· Prenons pour le système fondamental deux solu-
tions ψι(#) et ψ2(#) de l'équation L

8
(M) = ο qui satisfassent aux con-

ditions d'orthogonalité, c'est-à-dire aux relations 

f f [ψ
2
(^)]* = I, f ψ,(Λ?)ψ,(Λ?)βίΛΓ = 0. 

On construit aisément ces solutions ψ,(^'), ψ*(#)» en partant d'un 
système fondamental quelconque (4). Nous nous proposons mainte-
nant de trouver une solution particulière w(x) de l'équation 

(54) Μ«)=Μ£)[ψι(ξ)Ψι(«*') ψΐίΟΨϊί·27)]· 

En posant 
*'(χ)=μ(χ) ψι(Λ) + v(.-r) ψ

2
(Λ?), 

en appliquant la méthode de variation des constantes et en tenant 
compte de la relation 

p{x) 1{χ)~ρ(ξ) Α(ξ), 
on aura 

du (* ) ___ ρ(ξ) [ψι(ς)ψ«(·^) + ψ»(ς)ψ«(^)1ψι(·») 
dx p(x) A(x) 

_ [ψι(Ι)ψι(·^) +ψ>(ξ) ψι(·*')]ψι(*0, 
Δ(ξ) 

W{X)=lk)\ [ψ>(^)ψΐ(Λ?) + ψ2(ζ)ψ2(Λ)]ψ'(·Ϊ?)^ 

d'où vient, en prenant χ = a pour la limite inférieure d'intégration, 

W{X)=lk)\ [ψ>(^)ψΐ(Λ?) + ψ2(ζ)ψ2(Λ)]ψ'(·Ϊ?)^ 

— «^(.r)jf [ψι(0ψι(^)+ψ.(ς)ψι(·^)] ψ«(^)ίίί?|. 

En tenant compte des relations d'orthogonalité auxquelles satisfont 

(') U. SCHMIDT, loc. cit., §3. 

Journ. de Math. (G'' série), tome V. — Fasc. I. 1909. 16 
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les fonctions ψ,(a;), ψ2(#), on trouve 

»v(a) = o, 
w'(a) = o, 

in, <Mæ) + TO,<M.r)-nr(x) ( cg^)l 

in, <Mæ) + TO,<M.r)-nr(x) ( cg^)l 

En désignant par γ(χ·, ξ) une solution principale de l'équation (54), 
on aura 

y (x, ξ) — (Λ®,H- A) ψι(·2?) -h (/«2+ /
2

) ψί(.^) + W(x)(x < E), 
y(x, ξ) — /n, ψ,(Λ·)+ TO,ψ,(a?) -+- 4*(λ·) (.^>ς), 

OÙ 

+ Α Ε/,, (ψί) ~ Α Ε, (ψ,) H- A Ci, (ψ2) — ο 

et où mn
 rn

2
 sont des quantités arbitraires. On démontre aisément 

que la solution principale γ(;&·, ξ) satisfait aux conditions G,, C2, 
quelles que soient les valeurs des constantes m

n
 m.>. En eiïet, en ayant 

en vue les relations 

Ο,(ψι) — Cj ( ψ ι ) — Ε,(ψ
2

) _: (^(ψΐ) — 0, 
on trouve 

ci[yto£)1 = ̂ ι^
1
(ψ,)Η-/η

ΐ
α,(ψ

2
) -+■ /, ο„,(ψ,) 

Η-Α Ε
Λ

, (ψ2)-+- ^i(*e) 
= A Eei(ψι ) ■+" A | (ψ

2
) -Η Α Ε/,, (ψ,) 

+ Α Ε/,, (ψί) ~ Α Ε, (ψ,) H- A Ci, (ψ
2) — ο 

et, d'une manière analogue, 

E2[>Ar,£)]--o. 

Déterminant les quantités m., de manière à satisfaire aux équa-
tions 

/ y(^> ξ)ψι(χ)^Λ? = ο, f Y(x, t)b
i
(.v)dœ = o, 

ce qui est toujours possible, désignons maintenant la solution princi-
pale qui correspond à ces valeurs de m

{
 et m

2
 par γ

2
(χ·, ξ) et divi-
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sons-la par /*(?). On obtient ainsi une fonction 

qc/x π _ y«(^0 p (E) 

qu'on désigne de même comme fonction de Green généralisée de 
l'expression L

2
(u) auto-adjointe par rapport aux conditions C,, C

2
. 

Exemple. — L'expression différentielle auto-adjointe 

L'<")=sî+r'" 

n'a pas de fonction de Green dans le sens ordinaire du mot par rap-
port aux conditions 

Q(/) =/(0 -/(- 0 = C,(/) =/'(1) r) = o, 

parce que les deux solutions indépendantes sinir# et cost# de l'équa-
tion 

L'<")=sî+r'" 

satisfont à ces conditions. En faisant les calculs indiqués plus haut, 
on aura 

1Jr . sinr(.r —ç) i....: ) —1 (.r — •) sin n(x — 27. v 'a f». 

1Jr . sinr(.r —ç) i....: ) —1 (.r — •) sin n(x — 27. v 'a f». 

Les fonctions de Green G^x, ξ) et G!;(x, ξ) généralisées que nous 
venons de construire sont symétriques, comme on le démontre aisé-
ment au moyen de la formule de Green (' ). Ces fonctions généralisées 
de Green jouent un rôle analogue à celui de la fonction de Green 
G<:(x, ξ) dans le cas de D différent de zéro. En faisant usage des théo-

O D. UILBKRT, toc. cit., p. 220. — W. VVKSTFALI., toc. cil.. § 9. 
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rèmes correspondants de MM. Hilbert et Westfall (1 ), on peut ré-
sumer cette analogie dans les propositions suivantes : 

a. Soil L2(w) une expression auto-adjointe du second ordre. 
L'ensemble des valeurs du paramètre λ,

Μ
, pour lesquelles l'équation 

/(·*)=y?v(·*)/ /(£)?vU)<£. 

admet par rapport à qm
 une solution distinguée, satisfaisant aux 

conditions greeniennes G,, C2 données, coïncide, dans le cas où le 
déterminant D de l'expression L3(«) par rapport à ces conditions 
s'annule, avec l'ensemble des autovaleurs du noyau G'; ξ) | ou 
éventuellement G*:(a?, ξ)], abstraction faite de la valeur\

n
— o. L'en · 

semble des solutions distinguées correspondantes (en excluant 
de nouveau le cas de λ

ω
 = o) coïncide avec l'ensemble des auto-

fonctions du noyau GJ(#, ξ) | ou GJ(A·, ξ)]. 
h. Si l'équation L2(«) = o n'a qu'une seule intégrale (définie 

jusqu'à un fadeur constant près) satisfaisant aux conditions gree-
niennes G,, C

2
 données, chaque fonction f(x) qui, en satisfaisant 

aux mêmes conditions, a dans Γ intervalle (a, b) deux dérivées suc-
cessives continues est développable en une série absolument et uni-
formément convergente de la forme 

/(·*)=y?v(·*)/ /(£)?vU)<£. 

où 9, (λ?) est une solution distinguée (orlhogonalement réglée) de 
l'équation L

2
(M) = O par rapport aux conditions C,, C>, et où 90(E), 

φ
3
(#), .. .forment l'ensemble des autofonctions de la fonction gé-

néralisée G^(tf, ξ) de Green, prise comme le noyau d'une équation 
intégrale de la deuxième espèce. 

c. Si toutes les solutions de l'équation L
2
(m) = o satisfont aux 

conditions C,, C
a
 greeniennes données, chaque fonction f(x) qui, 

en satisfaisant aux mêmes conditions, a dans l'intervalle (a,b) 
deux dérivées successives continues est développable en une série 

(') D. HUBERT, toc. cit., p. a3o. — W. WESTFALL, loc. cit.. § 9. 
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absolument et uniformément convergente de la forme 

/(Λ?)=2?ν<Λ?) / /(0?v(0^· 

oà φ, (#), ^
2
(λ?) forment un système orthogonal de solutions distin-

guées de l'équation L2(&) — ο par rapport aux conditions C,, C2, 

φ
3
(.τ), ... étant l'ensemble des auto fonctions du noyau 

Gï<*. ξ). 


