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SUR LA FONCTION DE GREEN, 65

Sur la fonction de Green des équations différenticlles
linéaires ordinaires ;

Par M. E. BOUNITZRY.

1. Nous nous proposons d’étudier les propriétés des fonctions de
Green des équations différentielles linéaires ordinaires, en nous
appuyant sur les travaux de MM. Burkhardt, Hilbert, Bocher, Mason
et Westfall, concernant ce sujet (*). Nous construisons d’abord les
fonctions de Green pour un systéme d’¢quations linéaires du premier
ordre ct puis nous appliquons les résultats trouvés a la théorie de la
fonction de Green d’une équation linéaire ordinaire de I'ordre #. Dans
cctte derniére Lhéorie nous discutons en détail deux questions : nous
expliquons le role que jouent les autofonctions (*) adjointes de
M. Schmidt dans le cas général, ot la fonction de Green n’est pas
symétrique, et nous établissons les conditions nécessaires et suffisantes
pour la symétrie de la fonction de Green. En considérant toujours les
conditions relatives aux limites linéaires homogénes, nous nous bor-
nons en général au cas ol le déterminant de ces conditions est diffé-
rent de zéro, et nous ne discutons le cas contraire que pour I’équation

(') H. Burkuaront, Sur les fonctions de Green relatives a un domaine d’une
dimension (Bull. Soc. math., t. XXII, 1894). — D. HiLserT, Grundziige einer
allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen (Zweite Mittetlung)
(Gottinger Nachrichten, 1go4).— M. Bdcaer, Green’s fonctions in space of one
dimension (Bull. of the American Soc., 1go1). — CH.-M. Mason, Inaugural-
dissertation, Randwertaufgaben bei gewdhnlichen Differentialgleichungen,
Gattingen, 1903. — W. WestraLL, Tnauguraldissertation, Zur Theorie der
Integralgleichungen, Gottingen, 19o.

(*) Nous écrirons toujours autofonction, autovalewr dans le sens des mots
allemands Eigenfunktion, Eigenwert.
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66 E. BOUNITZKY.

différentielle linéaire du second ordre adjointe 4 soi-méme, en suppo-
sant de plus que les coefficients des conditions relatives aux limites
satisfont & une certaine relation.

2. Considérons un systéme d’équations différentielles linéaires

1 du;
) Li( ey, uy, ...,u,,)::—d— H gt Qpls+...+Aigldy =0
(¥) x

( (¢=1,2,...,n),
ou les fonctions a; de x sont continues dans un intervalle donné
(2 a,z<b) ("), avec le systéme adjoint

5M~(0 ¢ v)———i‘i+a'v + @iVt . Ay V=0
(2) NV Vay ooy V) — dz 1Y t UAS ] Ve niVa—
( (i=1,2,...,0).

Le systéme (1) admet n solutions indépendantes

Uyyy Uygy ooey Uyp (v=1,2,...,n),

continues, ainsi que a;, dans l'intervalle (a, b). Désignons le détermi-
nant de ces solutions par

[Z27 Uy, e Uyp,

Ugy gy .o Uqp
A(«T) = 1

Upy Upey .. Upp

et le complément algébrique de I'élément u;; par [u;). Le détermi-
nant A(x ) reste continu et différent de zéro dans l'intervalle (a, ) en
vertu de la relation

i=n

- 2: a;dx

A(x)=ce ¥ = .

¢ désignant une constante différente de zéro, et les expressions

[#n] _ [l _ [w]

"vi—T’ e = TR LR Pyn = A (v=1,2,...,n),

(*) Nous désignerons un intervalle de cette espéce, pour abréger, par (a, b),
y compris les limites z = a, # = b. De méme, nous dirons qu'une fonction /()
a une qualité donnée dans l'intervalle (a, &), si cette qualité a lieu aussi
pour z =a, x = b.
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qui donnent ~ solutions indépendantes du systéme (2), sont aussi con-
tinues dans le méme intervalle.

Nous dirons que la suite de fonctions
(2, 8) vl gy .- iz, £y ooy Ywn {2, £)

forme une solution principale (*) du systéme (1), si ce sysléme est
satisfait, en posant

U= “/.,;(.1}, E);

si les fonctions yy (2, %) ont, par rapport & z, dans l'intervalle («, b),
des dérivées continues pour les valeurs 1, 2, ..., v—1,v+1,..., 0

de I'indice k et si de plus la fonction vy,,(x,%), en gardant la méme
propriété dans les intervalles (a, £), (&, b), satisfait a la condition (*)

lsir_no[y‘,.,('g +&6E)—pw(E—6E))=—1

Une solution principale coincide donc pour « <& avec les intégrales

k—n k=n k=n
2 Piv upy (), 2 Pav (), .o, Z i Wi ()
k=t k=1 k=1

du systéme (1) et pour x> ¥ avec les intégrales

k=m k=n k=n

Wl
2‘ Mgy Uy (2), 2 My U (2), ..., 2 My Usen (),
ko=t k=1 k=1

oli Wy et my, sont des constantes. En désignant les différences py— my,y
respectivement par [, on a, conformément a la définition d’une solu-

(') Nous écrirons solution principale dans le sens du mot allemand Grund-
losung. Cf. D. HiLeerT, loc. cit.

(*) On voit donc que la fonction y,,(z, £) a deux déterminations pour =1
et la méme circonstance peut avoir lieu par rapport a la dérivée d’une quel-
conque des fonctions y,;(z, £); néanmoins, la solution principale ne cesse pas
de satisfaire au systéme (1), si 'on convient de prendre la détermination de
yw(z, §) pour z =& dans l'intervalle (£, b) et les valeurs de toutes les dérivées

droites ou la détermination de yy,(x, §) pour x =¢§ dans lmterval]e (a, §) etles
valeurs de toutes les dérivées gauches.
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tion principale,

r k=n k=n k=n
2 May uin(§) — 2 My Ui (E) = Z bvuinn(f)=o
k=1 k=1 k=1
(3) { (A=1,2y .y y—T1,v4+1,...,2),
k=na k=n k=n
2 By Uiv(§) — 2 My Upy(E) = 2 by upy (§) =1.
k=1 k=1 k=1

En résolvant ces équations par rapport a /;,, on a

r=f .
b= [T R ),

d’o vient, en tenant compte de la relation .z, — my, = b,

k=n
M(w,i)=2 [owm(8) +maduw(z) (258)
(4) o (A=1,2,...,n),
}'v)\(“’ss)=2ml;v"&'k(a‘) (z28)
i k=1

ol m;, sont des constantes arbitraires (ou desfonctions arbitraires de ).
En donnant a I'indice r dans les formules (4 ) les valeurs v =1, 2. ..., »,
on trouve n systémes différents de solutions principales.

3. Nous aurons besoin de considérer des fonctions f, («), f.(x), ...,
Jn(x) dont les valeurs aux limites de l'intervalle (a, l) satisfassent
a n équations linéaires homogénes

i=n i—=n
~ N\
Tk(fhfz» coes Su) 22 o fi(@) + 2‘ Bui fi(b) =0 (A=1,2,...,n),
i=1 i=1
ou &y, B sont des coefficients constants donnés. Nous désignerons
'ensemble de ces n conditions par les mots les conditions aux limites T
et nous convenons d’écrire pour chaque suite de fonctions F, (),
F,(z), ..., F,(x), au lieu de ‘

i=n i=n i=n i=n

2 o Fo(a) + 2 Bi: Fi(b), Z a;: Fi(a), 2 Bii Fi(b),

i=t i=1 i=1 i=1



SUR LA FONCTION DE GREEN. 69
respectivement
TI.'(FH Fh secy Fn)’ Tal:(Fn an LR} Fn)y Thk(Fh Fz’ seen Fn)'

De plus, pour chacune des solutions indépendantes u,,, &, ..., Uy,
du systéme (1) nous posons, pour abréger,

TI.'(uvh Uyay o ooy lyp) = TI.'(V))
Tar (e, tvay ooy ttin) = Tar(v),
Tor (thury oy« ooy Uyy) = Tpr(¥).

Nous supposerons toujours que les conditions T sont indépendantes;
on pourra donc trouver dans la matrice

oy G2 ... Oy ﬁn pu pm

(5) Key oy ... Q2 @21 @u ﬁzu

Xpy Gng <. Oy ﬁnt ﬁna v Bnn

un déterminant de I'ordre n qui soit différent de zéro.
Nous convenons de dire qu’une solution principale du systéme (1)

iz, 8) = Gl (2, ¢),
sz(ms 8)_—_ GE&(‘”) E)v

Yun (, é) = GE,,(.:U, 5)-

qui satisfait, en substituant GJ,(x, ) au licu de f;(x) (i =1, 2, ..., n),
aux conditions T, forme une solution de Green du systéme (1) par
rapport aux conditions T.

En tenant compte des formules (4), on trouve que les coefficients ,,
de la solution de Green satisfont & un systéme d’équations

i=n i=n

(6) Zm,—.,'l‘,,.(i):— Z'r,,k(z) el (k=1,2,...,n).

i=1 i—1
Si le déterminant de ce systéme
T,(1) Ti(2) ... Ti(n)
D= Ty(1) Ty(2) ... Ta(n) )

T.(r) T,(2) ... Tp(n)
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que nous désignerons dorénavant comme le déterminant du sys-

téme (1) par rapport aux conditions T, est différent de zéro, on a, en
posant

Ti(1) Ti(a) ... Tyhk—1) Ta(i) Tyk+1) ... Ty(n)
D, (ai)= Ta(1) Ta(2) ... Te(k—1) Te(i) Ta(k+1) ... T(r) 1

...............

Ta(1) Ta(2) ... Tu(h—1) Tan(é) Tu(k41) ... Th(n)

i=n
N Dyi(ai) en(Z)
i=1

nl/.-v = —

D ’
d’ou, en posant
T,(1) ... Ty(k—1) Tup() Ty(k+1) ... Ty(n)
Dy (bi)= To(r) ..o Ta(hk—1) To(d) Ta(k+1) ... To(n)

...................................

Ta(r) ... T,(hk—1) Tp (&) Talk+1) ... T,(n)

et en remarquant que la somme D;(ai) + D, (bi) est égale & zéro
pour k # i et 4 D pour & = {, on trouve
N D (i) e (2)

1

My Oy (€) = = D

En substituant ces valeurs de ey, ct de my, + ¢4,(&) dans les for-
mules (4), on a

k=n i==n
N (2) ¥ Di(dn) ea (i)
Gi(2,f)= = 5 (..€)
(7) 4 k=n i y (A=1,2,...,n).

N

a/,.).(cl-')E Di(ai) vi(£)
G (2,8)=~* = (22§) |

-

En faisant parcourir a l'indice v les valeurs 1, 2, ..., n, les for-
mules (7 ) donnent ~ solutions de Green différentes. Nous désignerons
chacune de ces »? fonctions GJ,(z, £) par les mots fonction de Green
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du systéme (v) par rapport aux conditions'T. En disposant les n* fonc-
tions de Green dans la forme d'un carré

| GTu(28), Gl (z, k), ..., Glu(z,8),
(8) « GT,(2,&), GL(«?«‘,'&), vonr GIu(= &)
GE;(%E), GE,(.Z‘,E), ey Gzn(w,'&),

on voit que les fonctions de Green d’'une méme ligne de ce carré
forment une solution de Green et que les fonctions GJ,(«, §), placées
sur la diagonale du carré, vérifient la relation

lig[va(E-Fs,é)—- va(‘é——g’ g)]=_ 1,

toutes les autres fonctions de Green étant continues dans l’inter-
valle (a, b).

4. Nous dirons qu’une suite de fonctions
uy =Y, (z), uy= Y, (x), up= Y, (x)

qui ne se réduisent pas toutes identiquement & zéro forme une solution
distinguée du systéme (1) par rapport aux conditions T, si ces fonc-
tions, admettant des dérivées continues dans I'intervalle (a, b), satis-
font au systéme (1) et aux conditions T.

Une solution distinguée doit donc s’exprimer par les n solutions
indépendantes u,,, &,5y ..., &y, (Y =1,2,,..,n) du systéme (1) au
moyen des formules

i=n

(9) up,,::z.siu,-., (v=1,2, ..., n),
i=1

ol les quantités s; sont des constantes. Le déterminant A(x) des équa-
tions (8) par rapport aux quantités s; étant différent de zéro, les fonc-
tions {, ne peuvent se réduire toutes identiquement & zéro que si
toutes les quantités s; s’annulent.

Une solution distinguée satisfait, par définition, aux conditions T.
On aura done

i=n

(10) Tk(q"u q‘h sy q’n) =ZsiTk(i) =0 (k:l, 2 ey n)’
i=t
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d’ot suit que les quantités s; ne peuvent s’annuler simultanément que
si le déterminant D du systéme (1) par rapport aux conditions T est
nul. Au contraire, si D = o, le systéme d’équations (10) est satisfait
par certaines valeurs de s; qui ne sont pas toutes nulles simultanément,
et, par suite, en substituant ces valeurs dans les formules (g), on obtient
une solution distinguée. Donc, pour que le systéme (1) admette une
solution distinguée par rapport aux conditions'T, il faut et il suffit
que le déterminant D du systéme (1) par rapport @ ces conditions
s’annule.

5. Soit f(«) une fonction définie par la formule
b
S@= [ G e@ &,

ot ¢ (&) est une fonction continue dans l'intervalle (@, b). La dérivée
de cette fonction f(«) s’exprime par les formules

b T "
r@=[" Do gmar ez,
(ll) ”

dz

P aGY, (e, ¢ o
fay=[Eo g di— g

On a, en effet, conformément aux formules (3), (4), (7),

Gh(x, &) =y%(x, &) + wa(z, £),

k=n
7‘?).(‘7"’ E) ::2 Loun(z) (3 E)’
k=1

73)\(‘1‘9 5):0 (x_’w‘:),
k=n

byv=vi(E), wo(z, £) ZZ”fkv up. ().

k=1

La fonction 2,(x, &) estdonc continue en - et § et la fonction w,, (2, %)
I’est aussi, les coefficients m;, étant définis par les formules (6). On a
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donc, en désignant par ¥!, (i, z + o) I'expression

Iimy!,’,(.z-,x—f-e) (¢ >0),

f’(w)——f Y (@ Dol E)d»+f’-"—‘-ﬂiﬁf—’ (&)

—f (@D @+ [T DS ) o ) iy (2, 2 +0) 9 2)
k=n

= [ TGN (2,8) 9(8) dE — 6(2) 3, (@) wir ().
k=1

En faisant dans les équations (3) { =z, on a
k=n

Zlk.,(x)uk;(w)zo pour A2y,

k=1
zl,,,( Y () =1 pour A=y,
d’ot suivent les formules (11).

6. Nous dirons que les conditions aux limites T, définies par les
formules

T;r(.fh fz» 'c-afn):'-Eal/u‘fi(a)+Z@,k(fi(b):0 (k:l,?, e n)‘

sont adjointes par rapport aux conditions T, si pour tous les systémes
de fonctions U;(«x) et Vi) ({ =1,2,...,n) qui satisfont respecti-
vement aux conditions T et T’ expression

i=n

/'—['20 () Vi(z)

s'annule identiquement. Nous nous proposons le probléme de déter-

miner la forme des conditions T” qui sont les adjointes des conditions

données T. L'expression
N ¥ 3

Y Ui(z) Vi(e)

i=1

Journ. de Math. (6 séric), tome V. — VFasc. I. 190g. 10



74 K. BOUNITZKY.

est une fonction symétrique des indices 1, 2, ..., n. On peut donc,
sans diminuer la généralité des raisonnements, permuter ces indices
de telle sorte que la matrice (5) contienne un déterminant d’ordre n,
différent de zéro, de la forme (*)

Fy g .. Gy @1.‘“—1 lﬁl.p.-ﬂ cor B

Xay gy ... Ogyp 5:.p.+1 ﬁ:,p-n—x vor Ban .

ce ve s e0se  ee et e T es e s

Guy Xps oo Gy ﬁn.y.n ﬁu,p&-z lgnn

Dans cette hypothése, considérons une suite de fonctions U, (.x),
U,(z), ..., U,(x) qui satisfassent aux conditions T et résolvons les
équations qui expriment ces conditions par rapport aux valeurs limites

Uu(@)y Uy(@)y vy Up(11)y Uyo(h), Upra(D), ..., Un(b). On aura

icn Lo
Ui(a) + Z AyiUs(a) +;Bk’/.U}.(b) =0 (k=z1,2,..., 1),
(12) P
' U.\'(") -+ E A.\'i U,'((i) +S BS). U)(b) =0 (.8‘5._: (J'"" !ap'"‘"'*"s '")”}a
: RN} r=t

ot A,y Ay B, By sont des constantes dounées. En choisissant un
indice déterminé k' parmi les nombres 1, 2, ..., el en posant dans
les formules (12),

{ Up(0)=1. U, (b) =0 pour X A (1 hzp),

(13) | Ui(a) =o pour g1 i .n,
on a
(14) { Us(a@)+Byp=o (=1, 2, ..o pm),

| U,(b)+ By —o0 (8" pH+1,p2,...,0).

On doit donc avoir, pour les fonctions U, (), U,(e), ..., U,(x)
qui, en satisfaisant aux conditions T, vérilient aussi les équations (13),
(14) et pour les fonctions quelconques V,(x), V,(), ..., V,(x),

() Dans deux cas limites ce déterminant peut étre formé par tous les coef-
ticients a4, (.= 1) ou par tous les coefficients 3,,(i+ == 0), ce qui n'aurait autre
effet que de simplifier les calculs.
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satisfaisant aux conditions I adjointes (sil y cn a en général ),

s=n

/T vav,(x)— 2U><bm<b)+ DRACLAC

ST S
k-=u i—=n

(13) | —Zlh(a)h(a)— N Ui Vi(a)

i- p+|

=V, (b)— 2 B,AV(b)+ZB,,A Vila

y=p+1

De méme, en choisissant parmi les nombres u. +1, u+ 2, ..., 2 un
indice " déterminé et en posant dans les formules (12)

Us(a)=1, U;(a) =o pour LAY (e+1Sizn),
Uy (b)=0o ()‘:|’21-~-v}*)»

il vient
Ui(a)+Asr=o (k=1,2,..., 1),
Us(b)+ Ay =0 (S=p+1,p+2,...,n0),
d’ol suit
; x-lai:." r=p =n
[ Y i) Vi) = EUx(b)Vx(b)-l— 2 Us(8) Vs(b)
‘..'—“i:l s~[1-+l
(16) —}‘Uua)v‘(b)— Z Ui(a) Vi(a)
- ‘I uy.-n
—— 2‘ A V(D) +\ A Vi(a) — Vi(a).
— %+ l

En posant dans les formules (15) successivement

M=1,9,...,p

et en écrivant au lieu de k', s, A respectivement &, i, A, et, de méme,
en posant dans (16) successivement

V=p+1,p+2,...,n



76 E. BOUNITZKY.

et puis écrivant au lieu de 7, s, k respectivement s, ¢, A, on voit qu’on
peut écrire les conditions adjointes T', s'il y en a en général, sous la
forme

1 i=n h=ph
Vi(d)— 2 B,-,..V,(b)+2BM.\’-,‘(a)=o (h=1y2,..., p)

i=p+1 =1

(17) ien r—ps

Vi(a)+ X AVib)— X AVia)=o (s=p+1,p+2,.,0).

[T h=1

Réciproquement, en ajoutant les formules (12) et (17) respective-
ment avec les facteurs — V,(a), V,(b), Vi(b), — V,(a), on trouve,
pour deux suites quelconques de fonctions U, (&), U,(x), ...,
U,(z) et V,(z), V,(«), ..., V,(x) qui satisfont respcctivement
aux conditions (12) et (17),

.l‘:hi=”
/ B El!,.(x)vf(x) =o.

[ §

On voit donc qu’'a chague ensemble de conditions aur limites T,
donné par les formules (12), correspond un cusemble S de
conditions adjointes parfailement déterminé, défini par les Sfor-
mules (17), en tant qu'on convient de considérer deux ensembles
dc conditions qui suivent mutucllement Pun de Pautre comme équi-
valents.

Il est clair que les conditions adjointes des conditions adjointes sont
équivalentes aux conditions primitives. Si I'on veut écrire les condi-
tions T et leurs adjointes sous une forme tout a fait générale, sans faire
aucune hypotheése sur I'ordre des indices 7 des fonctions U, (), V(&)
(i=1,2,...,n), onn'a qu'a remplacer les indices &, i, A, s respecti-
vement par vk, v;, ), v,, en supposant que les indices A et s parcourent
respectivement les valeurs k=1, 2, ..., %, s=w + I, +2,..., 1 et
que I'ensemble d'indices v, vy, ..., Yy Yusiy Vgsay -1y ¥, fOrme une
permutation quelconque des nombres 1, 2, ..., n.

Dans deux cas limites, ot I'on a g = # ou @ = o, les formules (12)
et (17) se réduisent respectivement & leurs premiéres ou a leurs se-
condes lignes. ’
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7. En ajoutant les expressions
r=a
l
Li (uyy gy oooy )= (U, “f‘za)\“l (

(i=1,2,....n),
dv
Mi(935, vy 2 ooy "n)—__-i +Za7u") s

7

ot les a; sont des fonctions continues de x dans l'intervalle (a, b)
et ol les u;, ¢; sont des fonctions qui ont des dérivées continues dans lc
méme intervalle, multipli¢es respectivement par les facteurs u;, ¢;, en
sommant par rapport a Z et cn intégrant de x = @ 4 x = b, on trouve
la formule de Green

(18) Zf [o:Li(ay, gy ooy 1ty) — ;L (v,,v,...,v,,)]dx__ Eu,v,.
r=a

i=1 i=1

En s’appuyant sur cette formule, on peut démontrer les propositions
suivantes (') :

a. Sile systéme (1) a toutes les n® fonctions S}, (x, %) de Green, le
systéme adjoint (2) 1’a pas de solution distinguée par rapport aux
conditions adjointes T'.

b. Sile systéme (2) a toutes les n? fonctwns HY\(z,£) de Green
[en désignant par HY, (2, %), Hiy( 2, 8), ..., H (2, 8) (v=1,2,...,n)
les solutions de Green du systéme (2) par rapport aux conditions
adjointes 1" |, le systéme (1) ’a pas de solution distinguée par rap~
port aur conditions T.

¢. Le déterminantD du systéme (1) par rapport aux conditions T
et le déterminant D' du systéme adjoint (2) par rapport aux condi-
tions adjointes T' ’annulent simultanément ou sont simultanément
différents de zéro.

d. Pour que le systéme (1) ait toutes les n* _fonctions Gy (x, %) de
Green, il faut et il suffit que le déterminant D du systéme (1) par
rapport aux conditions T ne $annule pas.

e. Sile sysiéme (1) a toutes les n* fonctions de Green G (%)

() Ces propositions offrent 'analogie et la généralisation'de celles démontrées
par M. W. Westfall, loc. cit, § 7.
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par rapport auz conditions T, le systéme adjoint (2) a aussi loutes
les n* fonctions de Green Hj,(x,%) par rapport auxz conditions
adjointes T'. Les fonctions H}, (z,%) sont liées aux fonctions G*(x,§)

par des relations
Hp.v(a's ) =— va.(x) i)

En effet, soient y, (), 22(£), ..., 7.()les fonctions qui, ayant des
dérivées continues dans I'intervalle (&, b), satisfont au systéme (2) et
aux conditions adjointes T'. Fcrivons la formule (18) deux fois, en
posant

ui=Gy;(z,§)

et en prenant pour limites @, 5 —z¢ et £ +¢, b, ol £ est un nombre
quelconque pris dans l'intervalle (a, /); ajoutons les résultats et fai-
sons tendre ¢ vers zéro. On aura

0=Iim[ —a V(J (.Z',E)Al(‘r)‘*‘/ n(ryt)xl(")J
-l

£E=0 i 1
__/x-aZG{,(x E)X,(.L)—llm/ Gf, z, &) 4: ().

Les fonctions GJ,(z, &) et y,(:r) satisfaisant respectivement aux con-
ditions T et aux conditions adjointes T", il vient

/x.-a ZG (x»z) Xi(x) = o0.

i=t
i=n

Dans la somme Z(n‘,,(uc ¢) ce n’est que la fonction G,,(, ) qui est
i

discontinue pour x = £, conformément & la formule
im[ G, 5+ &0 £) = G (£ — £,§)] == —
£E=

On aura donc

—lnrn/x_e eZGw(sv,am,(aw—-/ (£)=o.

ou v peut prendre toutes les valeurs v =1, 2, ..., n. Le théoréme a est
donc démontré.
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Pour démontrer le théoréme b, on n’a qu'a poser dans la .for-
mule(18)

u;= Y (), vi=HY(r, %),

les §;(:x) étant des fonctions qui aient des dérivées continues dans l'inter-
valle (a, b) et quisatisfassent de plusau systéme (1) et aux conditions T.

Dans ’hypothése de D o, les formules (7) nous assurent I'exis-
tence de toutes les #2 fonctions (i), (i, §) de Gireen, d’ou suit, confor-
mément au théoréme @, (ue le syst¢tme (2) n’a pas de solution distin-
guée par rapport aux conditions adjointes T'. On a donc, comme nous
I'avons vu au n° 4, D'=£ 0. De méme I'hypothése D' o entraine
D = o, d’ot suit le théoréme e.

Si le -systéme (1) a toutes les #* fonctions GJ,(x,%) de Green, le
systéme (2) n’a pas de solution distinguée par rapport aux condi-
tions T', d’oti suit que le déterminant D’ est différent de zéro. On a
donc aussi D = o. Réciproquement, si D = o, le systeme (1)a, comme
nous I'avons vu plus haut, toutes les #* fonctions G («, %) de Green.
Le théoréme d est donc démontré.

Si le systéme (1) a toutes les #* fonctions GJ) (x,5) de Green, on a
D = o et, par suite, )" o, d’ol suit que le systéme (2) a toutes les
#* fonctions HJ; (&, £) de Green. Ln posant

t;= Gl:(“é)w ":’leg;(-l’a“ﬂ),
ou % et v sont deux nombres quelconques pris daus l'intervalle («, b),
écrivons la formule (18) trois fois pour les limites a, n —&; v +¢,

E—e; 545 b ("), ajoutons les résultats et faisons tendre ¢ vers zéro.
On aura

i=n . i-n , =n
. S . 5 . A —
o= lim \ u;iv; - hm/ N uivi+ Iml/ 3 ;v
20l gig - ol wrpyg o0/ y=%q;
-1 =1 -1
y r=n Q r—=n
-0 9§ N 1) -8
— P ) Y i VGl (e D) HY (o 2
=/ \/ Gyi(.r, 2) llw(‘t) n)— !'_“:‘/‘E:‘,_= ,\|Gvi("f> <) Hy-i(“‘;;)
— e —< 4
=1 S}
i=n
tim /" NG (e, £) HE
—hIim 3 (T, e i\ X .
€ -0/ p=f-z .) v:( ' .) P.'( ’n)
i1

(') On a supposé, pour fixer les idées. v, < le cas contraive donne lieu 4 un
calcul analogue et au méme résultat final,
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=n

Dans la somme EG (z, §)HY,(x, n) deux facteurs Hy,(x,7) et
i=1
Gl (z, k) qui multiplient respectivement les fonctions GJ,(x, %)

et Hi, (2, 1) ont des discontinuités, définies par les formules
lim[Hiy (0 + 8, n) — Hju(n — ¢, )] =—
lim[GY, (£ -+, &)~ Gl (E—¢, §)] =—
On a donc

Z=1)+E ,
--hm x—q—szG (i, ) L(x,ﬂ)-‘—‘-GIp(ﬂ,E)y

—-l-m/ . ZG‘L(w £YHL (2, n) = U (£, ).

De plus, les fonctions GJ,(z, §) et H(x, ) satisfaisant aux condi-
tions T et T' adjointes, il vient

VGT (z, %) HLi(z,0n) =o.
x*u,_‘

Ainsi, en faisant tendre ¢ vers zéro, on aura
lav(év n) + GE}L("‘: E) =0,

d’od suit, en remarquant que % ct v ont des valeurs arbitraires dans
'intervalle (a, b),
Hiy (2, &) =— Gy (2, .0).

On forme donc le carré¢ des fonctions de Green HJ, (.:;, %) en chan-
geant dans le carré (8) les 51gnes des fonctions G| u(“"’ ) et en permu-
tant leslignes et les colonnes, ainsi que, d'autre part, la variable = et
le paramétre 5.

8. Les fonctions GJ,(, %) de Green qui sont placées sur la diago-
nale du carré (8) ne sont jamais symétriues. En effet, la fonction
— GT,(%, x) coincidant avec la fonction de Green HJ, (#, %), il vient

—lim[GW (5,5 +&) — GL(E E— )] =~
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ou
llm/ va(g’w) =1
2"—-8

tandis que pour la fonction G,(z,%) on a

z=§+2
lim Gy (2, k) =—
e=0/ a=t—¢
L’identité
Gl(z, &) =G (E 2)
est donc impossible. Nous rencontrerons aussi plus loin (au n° 18) un
exemple simple d’une fonction de Green non symétrique avec deux
indices différents.

En supposant toujours D 5 o, mais sans faire aucune hypothése sur
la symétrie des fonctions de Green, nous démontrerons les proposi-
tions suivantes, qui concernent I'intégration d’un systéme d’équations
linéaires non homogénes avec les conditions aux limites T et qui
donnent, d’autre part, le moyen de résoudre certains systémes d’équa-
tions intégrales de la premiére espéce.

a. Un systéme d’équations différenticlles non homogénes

(19) Li(fl-fn--ﬂfn):"'(?i(w) (i:l,?,..., r),

ot les ¢;(x) sont des fonctions continues données, rn’admet qu’une
seule solution, formée par des fonctions f:(z), f.(x), ..., fo(x)qui
satisfassent aux conditions T et qui aient, de plus, dans Uintervalle
(a, b) des déricées continues. Celte solution unique est donnée par
les formules

(20)  fu(@)= ZG (2,E) (£ (v=1,2,...,n).

b. Un systéme d’'équations intégrales (20) ne peul éire satisfait
par les fonctions continues ?.(E) que st les fonctions f(x),
Ja(x)y «ony fu() vérifient les conditions T et, de plus, ont des
dérivées continucs dans Uintercalle (a,b). L'ensemble de ces con-
ditions étant rempli, le systéme (20) n’a qu’une seule solution con-

linue par rapport aux fonctions 9(&), qui est donnée par les
Jormules
q)i(x)z_l‘i(fhfh---»fn (l:l,n,...,ll).

Journ. de Math. (6* série), tome V. — Fasc. I, 1gog, [
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Les fonctions f,(x), définies par les formules (20), satisfont aux
équations (19), ce qu’on vérifie par une substitution directe, en faisant
usage des formules (11). De plus, chaque groupe G/i(z,§), Gi(%,%), ...
G/ (x,%) des fonctions de Green satisfaisant aux conditions T, les
fonctions f,(«), f3(®), ..., fn(x) y satisfont aussi. En considérant une
suite quelconque de fonctions F, (z), F,(x), ..., F,(x) qui satisfassent
ausystéme (19) et aux conditions T et qui aient dans 'intervalle («, b)
des dérivées continues, on voit que les différences F,(z) — f, (),
Fi;(x) — fi(x), ..., Fa(®) — f.(x) satisfont au systeme (1) et aux
conditions T et ont aussi des dérivées continues dans I'intervalle (a, &).
Le déterminant D étant, par hypothése, différent de zéro, le sys-
téme (1) n’a pas de solution distinguée par rapport aux conditions T.
Chacune des différences F,(z) — f,(.v) s’annule donc identiquement,
d’oui suit que la seule solution possible jouissant de toutes les propriétés
indiquces dans le texte du théoréme a est donnée pour le systéme (19)
par les formules (20), ce qui achéve la démonstration.

Si le systéme d’équations intégrales (19) peut &tre résolu par une
suite de fonctions continues ¢;(%), les fonctions f,(x) doivent satis-
faire, comme nous I’avons vu plus haut, aux conditions T et avoir des
dérivées continues, ce qu'on vérifie au moyen des formules (11). Ces
conditions étant remplies par les fonctions f,(x), considérons un sys-
téme d’équations

Li(Fyy Fay ooy F)y=—[—Li(f1, for .. -1 fa)] (i=1,2,...,n).

Dans '’hypothése que les fonctions F, (), F,(x), ..., F,(x) satis-
font aux conditions T et ont des dérivées continues dans l'intervalle
(a,b),ce systéme n’a qu’unc seule solution, donnée parles formules

i=n

Py ()= ZG (2 ) | = Ll 1 (D0 S - Sl )]

i=1
(v=r1,2,...,n).
Drailleurs, on trouve certainement cette solution, en posant
F,(x) == fy(x). On a donc

b

in

Su(r )‘Gm,.) V= L[ Fr G f2(E)s o Sul)] ] E

n
(v=1,,...,n),
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d’ou suit que les équations intégrales (20) sont satisfaites, si I'on pose
9i(&) =~ Li[fi(&), f2(&)y .. o, Sa(E)] (i=m12,...,n)

Cette solution du systtme (20) est unique. En effet, ce systeme
entraine, comme nous I'avons vu plus haut, les égalités

(P,(.Z’) _ Li(fi)f” L ".fn)-

Le théoréme b est donc démontré.
En appliquant les théorémes @ et b au systéme d’équations

Mi(fis fa s Jo) =—0i(2)
qu’on peut écrire, pour simplifier les raisonnements, sous la forme
=M/ e s Sa) =—[— 9i(2)];
et en tenant compte des identités
15 (0, ) =—Gl(E @),

on démontre les propositions suivantes (toujours dans I'hypothése
de D # o).
c. Un systéme d’équations différenticlles

Mi(fhfzs . --)fn) = CPI‘("”'):

ot les gi(x) sont des fonctions continues données, n’admet qu'une
seule solution, formée par des fonctions f,(x), f.(x), ..., fu(x)qui
satisfasscnt aur conditions adjointes'T" et qui aient des dérivées con-
tinues dans Uintervalle (a, b). Cetle solution unique est donnée par

les formules

LV

(2r1) ji,(.r):.f EGE,(E,;t)Q;(Z)d&: (v=1,2,...,n)

“ i=1

d. Un systéme d’équations intégrales (21) ne peut étre satisfait
par les fonctions continues ¢, (%) que si les fonctions f,(x)vérifient
les conditions adjointes T et ont dans Uintercalle (a, b) des déri-
cées continues. Ces conditions élant remplies, le systéme (21) v'a
qu’une seule solution continue par rapport aux fonctions ;(8), qui
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est donnée par les formules

() =—MLfi(E) [2(E)s .., [u(®))  (E=1y3,...,0).

9. En considérant la fonction GJ,(z, ) comme le noyau de I'équa-
tion intégrale de la seconde espéce, désignons respectivement par
uy™ (z), "™ (x) et A, les autofonctions en = et en § (*) et I'autova-
leur correspondante. Désignons aussi respectivement par ;" (x),
W7 (x) et A, les autofonctions adjointes en x ct en 5(*) et I'autova-
leur correspondante du méme noyau. Toujours en gardant ces nota-
tions, nous démontrerons, dans I’hypothése de D = o, les propositions
suivantes qui nous permettent d’interpréter les autofonctions du noyau
G.(z, ) comme des solutions distinguées de certaines équations dif-
férentielles linéaires homogénes, ot lautovaleur X, (ou A,) rentre
comme un parameétre linéaire.

a. Considérons deux systémes d’égquations différentielles
linéaires

Li(tey, thyy ooy thpyy 0™, Uy sy ooy tty) =0
(22) (E=1,2y00,v—1,v+1,...,n),

(v, m —_— (v, m)
Ly(ay, gy o ooy ttpeyy 4™ tppyy ooy ) = — Ayt

et
M (P1y Pay oeoy Py, ¥ 00 1ol 0) =0
(23) (i=n2,..,p—1,p+1,...,n),

(@,m) — AW )
MP("!;"”---y"v—n"vp' v‘v—H,H-"’a)—-‘—lm‘vu y

(*) Nous dirons que les fonctions ¢, (), xn(2) sont respectivement aueo-
Jonctions en x et en & par rapport a un noyau K(.z,£), si elles satisfont aux
équations

b 3
(?,,,(.’D) = )‘mf K(:L‘, E) Dm (E) dzv Xm(E) =)‘mf l\(.t, ~’;) 7.»:(~”) dr,
a [}
Am élant une autovaleur correspondante. De méme, nous dirons que les fonc-

tions ®,, (), ¥, () sont respectivement des autofonctions adjointes en x et
en { par rapport a un noyau K(z, £), si elles satisfont aux équations

b b
Dp(2) = A, f K(z, ) Up(E) iy W) = A f K(z,3) @ () dr,

A étant une autovaleur correspondante.
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ott N, est un paramétre variable. I’ensemble des valeurs de ce pa-
ramétre pour lesquelles le systéme (22) admet une solution distin-
guée

m)
’

v,
(24) Wy, Ugy ooy Uy g, “;J. Upi1y veey Up

par rapport aux conditions T, ainsi que U’cnsemble des valeurs du
méme paramétre pour lesquelles le systéme (23) admet une solu-
tion distinguée

, { W, 1)
(25) T T i O

pai rapport aux conditions adjointes T', coincide avec I'ensemble
d’autovaleurs N, du noyau G3,(x,%). De plus, ’ensemble des fonc-
tions uy "' (x) et o*"(x), défini par les solutions distinguées (24)
et (25), coincide avec U'ensemble des autofonctions en x et en § du
méme noyau.
b. Considérons un systéme de 2n équations différenticlles
linéaires
[ L (et ttay ooy gy, O™ tyisy o ooy 2,) =0
(i=1,2, .0 )y —1,941,..., 1),
(26) Ly (gyttsy ooy ttpeyy @™, thprgy ooy tty) =— A, W,
M (91, 02y covyuogy W™, 0,0y oov, 02 ) =0
(i=n2,...,p—1,p+1 ..., 0),

(i, 22) — (V, 1)
Mp‘("“ Vg «aey Py_qy lll’vp‘ " y Pusts ooy ¥p ) = Amq)p,' )

ot A, estun paramétre variable. I’ ensemble des valeurs de ce para-
métre pour lesquelles le systéme (26) admet une solution distin- °
guce, formée par deux séries de fonctions
(25) \ Uy Uy ooy Upq, DY, wpy, o, U,

'. Py Fay eeey v T e, e
satisfaisant respectivement aux conditions T et aux conditions ad-
Jointes T', coincide avec Uensemble des autovaleurs A, du noyau
Gy (2, %). Lensemble des fonctions O, () et W (), défint par
les solutions distinguées (27), coincide avec Uensemble des auto-
Sonctions adjointes en x et en § du méme noyau.
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La solution distinguée (24) donne aussi une solution d'un systéme
non homogeéne

Li(uyy oony iy iy 0™ ttyry ooy ty) =— 9i( ) (i=1,2,...,n),
ol
gi(z)=o0 pour Ii=1,2 .., v—1,v+1,...,n, @y (1) = Ay 1y "' (ox).

Cette solution est donnée par les fonctions (24) qui satisfont aux
conditions T et qui ont, par définition, des dérivées continues dans
l'intervalle (a, 4). On aura donc, d’aprts le théoréme @ du n° 8,

bizp

h
u‘(.‘l‘)":. EG};('[’5)91'(5)d£:>‘mf G&(.’I,‘,E)“L‘,"""(E)di
a i=1 “
(28) { (s=1,2, ., p—1,k+1,...,0n),
h
u{j’”’”(.r):).,,,f GL(r,E)uéﬂ"”"(E) de.

On voit donc que la valeur du paramétre A, pour laquelle le sys-
téme (22) admet une solution distingucée (24) est une autovaleur et
que la fonction uy'™' (i), définie par cette solution distingude, est une
autofonction correspondante en z du noyau GJ,(.¢, §). Réciproque-
ment, considérons une autofonction uy*"’(.c) en « du noyau GJ,(z, )
et une autovaleur correspondante A,, qui satisfont, par suite, & la der-
ni¢re des équations (28). Si Pon définit les fonctions u,(x) pour les
valeurs 1, 2, ..., . — 1, . 41, ..., 2 dc Pindice s par les formules

N
us("l’):)‘m‘/ G\[\.(.‘l‘, E) ”il:l'””(.é)di (2,2, o L 10, n),
o

on voit que le systéeme d’¢quations intégrales
/

Yiz=n

Uy () = EGis(x,i)qaf(E)dé (s=1,2,...,0),

“a i=1

ol u, () = uy"' (), est satisfait en posant

q"(é)=0 pour (3£, ?‘I(E):lm “i: "“(i):
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d’oti suit, d’aprés le théoréme & du n° 8, que les fonctions «,(x),
uy(%), ..., u,(x) ont des dérivées continues dans I'intervalle (a, b)
et satisfont aux conditions T et qu'on peut trouver les mémes solutions
() au moyen des formules

gi(z) =0 =Li(ty tgy ooyt ttypyy oo, uy)
(i=1,2,..,vy—1,v+1, ..., 1),
Oy (&) ==K 1t " (@) = Ly (ttyy sy ooyt 0" g, ooy 1),

On voit donc que les fonctions w,, Uy, «vvy Up_yy U™y Upyy <oy Uy,
uy" () étant unc autofonction en x et A, étant une autovaleur cor-
respondante du noyau Gj,(«,%) forment une solution distinguée
du systéme (22) par rapport aux conditions T. En raisonnant d’une
manitre analogue sur le systtme (23) et sur la solution (25) distin-
guce correspondante, on ach¢ve la démonstration du théoréme a. De
méme, en appliquant de nouveau les théorémes du n° 8 aux n pre-
miéres puis aux n derniéres équations du systéme (206) et & la solution

distinguée (27), on démontre le théoréme b.

10. Dans I’hypothése D = o, on démontre, en s’appuyant sur un
théoréme de M. Schmidt, les propositions suivantes :

a. Les fonctions u,(x), uy(x),y ..., u(x) qui ont des dérivées
continues dans Uintervalle (a, b) et qui satisfont au systéme de
n — 1 équations

Ly, ttgy ooy ty) =0 (i=1,2,...,9—1,9y+1,n)

et aux conditions T sont developpables en séries absolument et uni-
formément convergentes de la forme

b
w(e)= Y o) [ w@om@d (=100,

procédant respectivement suivant les autofonctions en x adjointes
des noyaux G,(:x, §).

b. Les fonctions 0,(x), 95(x), ..., va(x) qui ont des dérivées con-
tinues dans l'intervalle (a, b) et qui satisfont au systéme de n — 1
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équations '
M/(v)y 93y c0ey¥p)=0 (i=1n9,...,v—1v+1,...,n)

el aux conditions adjointes T’ sont développables en séries abso-
lument et uniformément convergentes de la forme

b
w(@)=F W) [ e DEPEd 5=1,..0m),

m

procédant respectivement suivant les autofonctions en § adjointes
des noyaux G,(z, §).

En effet, en dés.ignant I'expression L,(z,, ,, ..., u,) par y,(), on
voit que les fonctions u,(x), u,(x), ..., u,(x) satisfont au systéme
non homogéne

Li(uy, usy ..., u,)=0 (i=n2,...,v—1,v+1,...,n),
Ly(ey, gy oo oy up) =y ()

et aux conditions aux limites T, et ont, de plus, des dérivées continues
dans l'intervalle (a, b), d’ou suit, conformément i la formule (20) du

n° 8,
b
us(z)= [ Gl (&, ) xv(E)dE  (s=1,2,...,0).

u

La fonction u,(x) se développe donc, d’aprés un théoréme de
M. Schmidt ('), dans une série absolument et uniformément conver-
gente, procédant suivant les autofonctions adjointes @;"'(.c) du noyau
GJ,(z, §). On démontre de méme, en s’appuyant sur la formule ( 20),
le théoréme . Si la fonction GJ,(x, §) de Green est symétrique, les
développements des théorémes a et & se transforment en des scries
procédant suivant les autofonctions u""'(x).

11. Nous nous proposons maintenant d’entreprendre I'étude des
propriétés de la fonction de Green d'une expression différentielle
linéaire homogeéne Z(u) de l'ordre #. Considérons a cet eflet un sys-

() E. Scaminr, Zur Theorie der linearen und nicht linearen Integral
gleichungen, § 16 (Math. Ann,, Bd. LXIII, 1go7).
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téme d’équations différenticlles

du Uy
2;—“,:0, -‘—i;—ll;,:O, ERE)
du du -1
(29) dz ~— Uy =0, ey d_f;, — =0,
du
-d—a;l-!--‘%"lt-i-pn 'll+ +*;"!”n +%un=09

ot p est une fonction qui a n dérivées successives continues dans I'in-
tervalle (a, 0) et o py(k =2, 3, ..., = — 1) est une fonction qui a
n — k dérivées successives continues dans le méme intervalle. De plus,
nous supposons que la fonction p,(x) est continue dans l'intervalle
(a, b) et que la fonction p(x) est différente de zéro dans cet inter-
valle. En convenant de regarder I'inconnue # dans le systéme (29)
comme équivalente avec u, dans le systtme (1) et en appliquant la
formule (7) du n° 3, construisons pour le systtme (29) une fonction
de Green G} (x,%) par rapport aux conditions T, dans I'hypothése
que le déterminant D du systéme (2q) par rapport & ces conditions n’est
pas nul. Les n —1 premiéres équations du systtme (29) nous donnent

(30) ug—u', cens ;== uli-1), u, = ur=1,

(KX}
et, par suite, la derniére équation de ce systéme peut s’écrire sous la
forme

(31) ul® f)‘ an= o, e Loty P .

On obtient donc dans le cas considéré les n solutions indépendantes
du systéme (29) au moyen d’un systéme fondamental u,, u,, uy, ...,

u, des solutions de I'équation (30), en posant, conformément aux no-
tations du n° 3,

(32) up = uy, W= ug" (i=2,3,...,n).

La fonction cherchée G}, (x, §) s’exprime par les formules

k=n i=n
X «i(@) X, Dilbi) 0in)
GL(-&E)—"—‘ = i:;) (l‘ii),
: k=n i=n
2 uk(x)z Di(ai) ¢in(2)
G’!“(‘”)E):—k:l i=‘1[) (‘L‘;E)9

Journ. de Math. (6* série), tome V. — Fasc. I, 19og. - 2
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[u}n~l;]

A ’

vin(z) =

en désignant, en général, par [u{'~"] le complément algébrique de
'élément «) " du déterminant

w uy ... v

Uy up ... unv

A(x) =

u, u, ... awiv

Pour calculer les déterminants D, D, (ai), Dy(bf) dans le cas con-
sidéré on n'a qu'a appliquer les formules du n° 3, en tenant compte
des relations (32). On voit done, en introduisant les désignations

Cu(f)= E“k:‘f”‘"’(a) + 2 Bri fU-1(0),
=1 i=1

S (a)=f(a), [fOb)=[f(b),

i=n 1=n

Car( )= N acr S (@), Coulf)= X, Bur SU=(b),

i=1 i=1

Ci(uy) = Cr(v), Cai(10y) = Gt (v), Cpi (10y) = Cpp (v),

qu'on aura les expressions cherchées de 1D, Dy(ar), Dy (i), en rem-
placant dans les formules correspondantes du n* 3 la lettre T par le
symbole C. Les fonctions G}, (x, %), Gy (2, 8y vvny Gl (5 5), qui
forment avec la fonction i}, (¢, £) une solution de Green

“szl(‘r:;—S)’ llz=Glz(-P:5), cey u,,::G’,f,,(.r.{ﬁ)

du systéme (23) par rapport aux conditions 'I', se déduisent imnmeédia-
tement de la fonction G}, (i, %). En effet, la solution de (ireen satis-
faisant au systéme (23), on a

di=1 G (2, )

Gli(x, %) - -
iy 2) doi—}

(E=:2,3,...,n),

T
ni

et I'on voit, de plus, que la fonction GJ, (.r;, §) satisfait a I'équation (31)

ou i I'¢quation ¢quivalente

(33) pri+ puta=t oo oepy, U py o,
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La solution de Green
Gl(x, ) (i=1,2,...,n)

satisfait aux conditions T. On a donc, conformément aux notations
adoptées,

Ty [GT (‘”75): GZ,(%E)’ e G':l;n(x’ E)]
-1 {—
.._2 ‘,d" dGi—-'D,Z) Ep ld ‘dg‘(-ﬁ?s) =C [sza(”~§)] —o0

(t._.l,a, ey ),
d'ot1 suit que la fonction G}, (, §) satisfait & » conditions de la forne
Ci(f)=o0 (k=1,3,...,n),

dont nous désignerons I'ensemble par C.

Par définition de la solution de Green, les fonctions G},(, £) sont
continues dans I'intervalle (a, b) pour les valeurs 1, 2, ..., n—1 de
I'indice ¢; mais la fonction G, (, £), en étant continue dans les in-
tervalles (a, §), (&, b), satisfait  la condition

hm [Gha(E +¢e8)—GT,.(E—¢2)]
= lim [ / el C T ~/ e E)]

dzn-1 dzn—T -

La fonction G}, (z, &) a donc les propriétés suivantes : elle satisfait
a I'équation (33) et aux conditions linéaires homogeénes C qui lient les
valeurs aux limiles de cette fonction et de ses dérivées jusqu’a l'ordre

n — 13 la fonction G}, (z, &) et ses dérivées ——’:i'—(T—i) jusqu’a 'ordre
n — 2 sont continues dans lintervalle (a, )), mais la dérivée
d"-1GY, ( . . . .

—-—7[—;’,:—_1—-—5) étant continue dans les intervalles (a, %), (%, ), satis-

fait 4 la condition

lim[ /’=5“‘£"_’_‘_9£1_<f'_5_) /""E“ dn1 GT, (x,E)]

el )
£=0 dx—! dzn—t

On oblient done, en divisant la fonction G}, (=, %) par p(8), la
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Sfonction de Uexpression
L(u)=pu™ +pu®N 4. .4 ppt'+ pru

par rapport aux conditions C ('). En désignant cette fonction de
Green par G“(x, £), on aura

k=n i=n
D () X Dy(bi) eiE)
Gi(z,f) = = ~5 (x28),
(34) k—n i=n
X (@) Y Dalai) o)
G, §) = — == =5 (228
ol
oy="28 (i=1a, ),

Le dénominateur 1D des formules (34) se déduit de P'expression
de D au n° 3 en remplacant, comme il est indiqué plus haut, la lettre T
par le symbole €:; on désignera donc le déterminant D dans ce cas par
undéterminant de Uéquation (33) par rapport aux conditions C.(*).

412. Soient
L{u)=pu™ +patn-Y4 4 p,u'+ pyu
une expression différentielle linéaire ct

M(0) = (— 1 80 e ERY)

d( Pr-a )
dr” drn—1 g,

G+ (—1) rr

+ Pu?

une expression différentielle adjointe par rapport & L. (#). Si les fonc-

(') Cf. M. Bocuen, loc, cit. Nous désignerons la fonction
G»rv(’y 5) =G'(, \:-.‘)l’ ()C:)
par une fonction de Green de I'équation

]4 ( u ) =0
par rapport aux conditions C.
(*) Cf. W. WestraL, loc, cit,. \ T, Bedingungsdeterminante,



SUR LA FONCTION DE GREEN. 93

lions u, v et p ont n dérivées successives continues dans l'intervalle
(@, b) et si les fonctions py(k =2, 3, ..., n—1) ont respectivement
n — k dérivées successives continues, on aura, comme il est bien connu,
la formule de Green

b x=b
f [¢L()~— uM(v)]dx_—:/ P(u,0),

ou
k=n h=F -1
Puyn)= ¥ (——l)"u"""“"——(m)
k=0 h=o
En posant
U=y, wi-V=y, (i=1,3,...,n),
Py =9,
a(p) | o=
e dx Pl -—-"n—h
d2(py d(pyv
cﬁ;’, ) (CZ, )+ pav=0nms,

............................

R du—-l(p‘,) o d""'(p 9)
(— 1)" 1W+(_,); n_w"_

d et
—'(_%f'z_,—)’ = Pr—y ¥ = Vg,

on peut écrire la formule de Green sous la forme
(35) f [vL(u)—-uM(v)](l.v——/ P(u, v)_./x_hZu;w.

13. Soit U(ir) une fonction qui satisfasse aux conditions

i=n i=n

Cu(U)= D Ui-0(a) + F B VIV (b) =0 (k=1,3,...,n).

i=1 i=1

En écrivant U, au lieu de U et U; au lieu de U-"(i = 2, ..., n),
on obtient I'ensemble corvespondant T de conditions

Ti(Uy, Uy, .., U )ﬁzau (a)+2{3“ (b)y=o0  (k=1,3,...,n),

i=1

satisfaites par les fonctions U,, U,, .,., U,. Considérons maintenant
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les fonctions V,, V,, ..., V, qui satisfont aux conditions T", adjointes
de T. On aura, en désignant, comme au n° 6, les coefficients des con-
ditions T’ par «;;, B,

i=n i=n

Th(Vi Vs ooy Vo) = 3, Vil@) + X Bl Vi(b) = o
i=1

i=1

(36)

(k=1,2,...,n).

En posant dans les formules (36) _

V, =pV,
d(pV .

vn——t—“‘—"%‘*‘l):v,

a(pVy d(mV
Vye= df" — (’/‘l )+1),V,

(37)
ar'(pV) 24" (p V)

S (— g1 — -2

Vi (=) dan ! + (= dgn—t T
d(p,,_,\’)

\ (=) —g— + PuaV,

ol V et p sont des fonctions qui ont des dérivées parfaitement d¢-
finies jusqu'a Yordre n — 1 pour z=a et x = b et ou les fonctions
pr(k==1,2, ..., n=2) ont pour les mémes valeurs de . des dérivées
parfaitement définies respectivement jusqu’a Pordre n — Ak —1, il
vient

i i—=n

Ty (Vi Var oo Va) = SV P V1 (a) + B0Qu Yi-0(8) =0

43

=1 i=1

(k=1,2,...,n),

ol Py; et Q, sont des coefficients parfaitement déterminés qui dé-
pendent des quantités o, B}, et des valeurs des fonctions p, p,, ...,
P+ et de leurs dérivées de divers ordres pour x = a el pour x = b.
En introduisant la désignation

L) =D Pu (@) + X Quf () (k=1,3, ...yn),

i=1
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nous convenons de dire que les conditions de la forme

i=n

Ck(f)——zpuf”'”(a) +YQ/.1f“-"(b)"° (k=1,2,...,n),

i—1 iz

dont nous désignerons 'ensemble par C', sont adjointes par rapport

aux conditions C. Pour chaque couple de fonctions U et V qui satisfont
. . . a=b R

respectivement aux conditions Cet C’le second membre / P(U, V)

r=a
de la formule (35) Sannule identiquement. En effet, conformément
& la formule (35), on a

P(U \)“/ [ZU Vi,

o U =U, U;=U"(i=12,3,...,n) et 0\'1 les fonctions V; sont
définies par les formules (37). Les fonctions U et V satisfaisant res-
pectivement aux conditions C et C', on a identiquement

CA(U) :TA'(UU Uz’ teey Un):o

k=1,9,...,n),
Co(V) =T4(V1, Vs, « .y V) =0 ; ( )

d’oi suit que les fonctions U; et V,(i =1, 2, ..., n) satisfont respec-
tivement i deux ensembles de condmons T et T mutuellement
adjointes. On a donc '

xr=—b
/ PUN)=/ \‘U Vi=o.

X=a x—a it

14. Une fonction « = () qui satisfait i 'équation (33) se nomme
une solution distingudée de Uéquation (33) par rapport avx condi-
tions (, si cette fonction ne se réduit pas identiquement a zéro et si
elle admet dans l'intervalle (a, b) des dérivées continucs jusqu’a
I'ordre s. Pour que I'équation (33) admette par rapport aux condi-
tions C une solution distinguée, il faut et il suftit que le déterminant
de cette cquauon par rapport aux conditions C s’annule (').

(') W. WEsTrALL, 0. cit.. § T,
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Soient
L(u)=pu™ + pur= 4, . .4+ p, '+ p,u

une expression différentielle, ot les fonctions p et px(k=1,2,..., 1)
satisfont aux restrictions du n° 41 (*), et

ar—(pe)

M(e) = (= EED e £ gy )

d +'Pn ¢

I'expression adjointe correspondante. En désignant le déterminant de
I’équation L(z) = o par rapport aux conditions C et le déterminant
de I'équation M (¢) = o par rapport aux conditions (:’ respectivement
par D, et D, nous nous proposons de démontrer les propositions sui-
vantes :

a. Si Uexpression diférenticlle L(u) a une fonction G°(x,%) de
Green par rapport aux conditions C, I’équation M(¢) = o n’a pas
de solution distinguée par rapport aux conditions adjointes C.'.

b. Sil’expression adjointe M(¢) a une fonction H* (i, &) de GGreen
par rapport aux conditions adjointes C, l’équation L(uv) =0 #'a
pas de solution distingucée par rapport auzx conditions C.

c. Le déterminant D de Uéquation L.(u) = o par rapport aus
conditions C et le déierminant Dg. de équation M(v) = o par rap-
port auz conditions C' sont simultanément égaux & séro ou diffé-
rents de zéro.

d. Pour que Uexpression L(u) ait une fonction G%(z,8)de Green
par rapport aux conditions C, il faut et il suffii que le détermi-
nant D¢ de Uéquation L(u) = o par rapport aux conditions C soit
différent de zéro.

e. Si Uexpression L(u) a une fonction de Green G(w,%) par
rapport auzx conditions C, I’expression adjointe M(¢) a une fonction
de Green H®(z,8) par rapport aux conditions C' qui est liée avec
la fonction G*(x, %) au moyen de la relation

HC(z,£) = GC¢(&, x).

Soient y (x) une fonction qui, en satisfaisant 4 'équation M(v) =0 et

(') Nous ne considérerons dans la suite que des expressions différentielles
linéaires qui satisfassent a ces restrictions.
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aux conditions (¥, admectte, dans l'intervalle (@, b), n dérivées con-
tinues successives, et § un nombre quelconcue, pris dans le méme inter-
valle. En posant dans la formule (35)

=G, ), v =y (z),

écrivons-la deux fois respectivement pour les intervalles (a, £ <),
(§ + ¢, b), ajoutons les résultats et faisons tendre ¢ vers zéro. Les fonc-
tions u et ¢ satisfont dans le cas considéré respectivement aux condi-
tions C et C', d’oti suit 'identité

P(u,v)=o0.
T=a
On aura donc, cn tenant compte de la discontinuité du terme «~"p¢
pour z = £ dans le second membre,

b
o= [ {x(2) LIG(#, 91— G(z, ) MIz ()]} de
« '—_hm/x__u dr 1G(‘(I,h)

aefoz dxh-1

e P(®) 1 (x) =% (8),

ce qui démontre le théoréme ¢. On démontre le théoréme b d'une
manicre analogue, en posant dans la formule (35)

w—=1{Y(x), v = HY (2, £),

ol Y («) est une fonction qui, en satisfaisant & I'équation L(z) =0 et
aux conditions C, admet, dans Pintervalle (a, &), n dérivées succes-
sives conlinues.

Si le déterminant D, est différent de zéro, I'expression L(«) a, con-
formément & la formule (34), une fonction de Green G¢(z, §). 1.’équa-
tion M(¢) = o n’a donc pas, d'apres le théoréme a, de solution distin-
guée par rapport aux conditions adjointes C’, d’oti suit que le déter-
minant D¢ n’est pas nul.

De méme, ’hypothése D¢. =~ o entraine D=~ o, ce qui démontre le
théoréme c.

Si I'expression L{«) a une fonction G*(x, %) de Green, I'équation
M(v) = o n’a pas de solution distinguée par rapport aux conditions C’,
Le déterminant D). est donc différent de zéro et, en vertu du théo-

Journ. de Math. (6° série), tome V. — Fasc. I, 1909. 13
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réme c, le déterminant D, est aussi différent de zéro. Réciproquement,
si le déterminant D est différent de zéro, I'expression L(«) a la fonc-
tion G®(x, &) de Green, comme le montre la formule (34), d'ot suit le
théoréme d.

Si P'expression L(«) a une fonction G®(x, ) de Green, le détermi-
nant D est différent de zéro et, par suite, le déterminant Dj, Pest aussi,
d’'oti suit l'existence de la fonction de Green H(x,%) de l'expres-
sion M(v) par rapport aux conditions (7. Posons dans la formule (35)

u=Gx,¢), v = H¢(.r,n),

§ et 7 étant deux nombres quelconques, pris dans lintervalle (a, ).
Les fonctions « et ¢ satisfont dans le cas considéré respectivement aux
conditions (. et C’, d’ou suit l'identité

r=b
P(u,v)=0o0.
T=a

On aura donc, en remarquant que la fonction H(x, n) est égale i la
fonction de Green de I'équation M(¢) =o par rapport aux condi-
tions (¥, divisée par ‘— 1)*p(x),
Wb
o= / VHE (2, ) L[ GC (.2, £)] — GE(x, £) M{IIE (.2, )]

) n—1 jIe o
_.—__u.../ S 6, 2 pa) EE LN

S0l =1 -2
i /7 e d=1 GV (r, ¢)
N !‘:m(lw/.-.:i- () pl2) —mm
= (= 1) G4, §) + HE (g m),
d’ou suit
(%) =GE(n, &)
ou

H (2, 3) =G(§ =) (")
13. Soit (%) une fonction continue. Les n dérivées successives de
la fonction
L
Sloy=| G, &) (i) ds,

"

(') M. Bocur, loc. cit.
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ou G*(x,%) est une fonction de Green de I'expression L () par rap-
port aux conditions C, s’expriment par les formules

bl GE(az, ' ‘
‘f‘”(w) =[ R ena (=1 .-,
(38) oy 6o (o) ()
n _ n ‘r, 3 . ? x )
’f‘ ’(1‘)—]; — P8 & p(2)
De méme, n dérivées successives de la fonction

13 1]
F(z)= f HE (2, ) o(F) ot = f GE(E, 2) o(2) &,

o HY(z, £) est une fonction de Green de I'expression adjointe M(v)
par rapport aux conditions adjointes C’, sont données par les formules

b ,
. d'HC (z, £ . .
Fo (1) =f _d—.'f;_i) o(&)dE (i=1,2,...,n—1),

b an e
roi(a) = [ LB () dp — (— 2.

(39)

On démontre les formules (38) en partant immédiatement de la
définition de la fonction G®(x,&) de Green ('); on peut aussi les

obtenir en s’appuyant sur les formules (11) du n® 3 et sur les relations
dun®11:

dGHEE) _ diGT,(#,8) 1 _ Gl (2E)

(i=12,...,n—1),

drt - dz’ P& pk)
d» GC((p,E)_dG',';,,(w,E) !
dz"  — dzr  pQ)

On démontre d’une maniére analogue les formules (39), en ayant
en vue que le coefficient de ¢ dans I'expression M(¢) est égal a

(= 1)p(®).

16. Toujours en supposant le déterminant D, différent de zéro,
nous nous proposons de démontrer les propositions suivantes.

(') W. Wasrrau, doc. cit., § 6.
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a. 1’équation linéaire non homogéne
L(f) =—¢(=),

oit 3(x) est une fonction continue, W'a qu'unc seule solution par
rapport & f qui, en satisfaisant aux conditions C, admelte, dans
I'intercalle (a, b), n dérivées successives continues. Celie solution
est donnée par la formule (')

b
(o) Sla)= f GO(r, £) g (£) dE.

Réciproquement, une équation intégrale (fo) rn'a de solution
continue par rapport & (%) que st la fonction f(x), en satisfai-
sunt awx conditions C, a, dans Uintercalle (a, b), n déricées succes-
siees conlinues. I'ensemble de ces conditions élant rempli, I’équa-
tion (40) v'u g’ une seule Hlution continue par rapport a % (%), qui
est donnée par la formule

%(2)=—L[S(®)]
b. De méme, Uéquation lintaire non homogéne
M(F)=—¢(x)

w'a qu'une seule solution par rapport a ¥ qui, en satisfaisant aux
conditions adjointes C'y admelte, dans Uintercalle (a, b), n déricées
successives conlinues, Cette solution est donnde par la formule

b
F(a)= [ G5 2)9(3) .
a

Réciprogquement, cette derniére formule, regardée comme une
dquation intégrale, na de solution continue par rapport a ?(E)
que st la fonction ¥(x), en satisfaisant aux conditions (', admet,
dans Uintervalle (a, b), n dérivées successives continues. L'ensemble
de ces conditions étant rempli, on 1’a qu’une seule solution conlinue
par rapport a 9(8), qui est donnée par la formule

9(2) =— M[F(&)].

(') M. Bocuer, loc. cit,
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¢. L’ensemble des valeurs du paramétre L, pour lesquelles
I’équation
L(?m) + )\m ?;nz [}

a une solution distinguée ¢, par rapport aux conditions C, tout de
méme que Uensemble des valeurs du paraméire \,, pour lesquelles
Péquation

M (q‘m) + A '\Pm =o

a une solution distinguéey,, par rapport aux conditions adjointes C',
colncide avec Uensemble des autovaleurs du noyau G¢(x,%). Les
ensembles de solutions distinguées ¢, et Y, colncident respecti-
vement avee les ensembles des autofonctions en « et en ¢ du méme
noyau G¢(x,8). |

d. L’ensemble des valeurs du paramétre A,,, pour lesquelles le
systéme

L(®,)+ ApW¥p=0, M(¥,)+ A,®,=o0

admet une solution distinguée, formée des fonctions ®, et W,
qui satisfont respectivement aux conditions C el aur conditions
adjointes C', colncide avec Uensemble des autovaleurs du noyau
G“(,%) correspondant aux autofonciions adjointes. Les ensembles
de solutions distinguées ®,, et ¥, colncident respectivement avec
les ensembles d’autofonctions adjointes en x et en § du méme
noyau G*(z,5%).

e. Chaque fonction f(x) qui, en ayant n dérivées successives
continues dans U'intervalle (a, b), satisfait de plus aux conditions C
est développable en une série absolument et uniformément conver-
gente de la forme

b
f(x):zq)m(‘”)f J(E) D, () dE,

m

procédant suivant les autofonctions adjointes en x du noyau
G (x,5).

De méme, chaque fonction F(x) qui, en ayant n dérivées succes-
sives continues dans Uintervalle (a,b), satisfait de plus aux condi-
tions adjointes C' est développable en une série absolument et uni-
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Sormément convergente de la forme

F(o)= D ¥(@) [ S(D¥n®) &,

m

procédant suivant les autofonctions adjointes en’ du noyau G*(x, 5).
On pourrait envisager ces théorémes comme les corollaires des théo-
rémes correspondants des n> 8, 9, 10, en remplacant I'équation

. L(f)=—9(x)
par le systéme

dfs dfn
i

d
dz ~H=0 gy —h=o a g — /o
dfa
LN =p7 +PiJat ot paa it Paf=—9(x).

Mais une démonstration directe n’est pas moins simple. On obtient

la premicre partie du théoréme a, si 'on vérifie au moyen des for-
mules (38) I'identité

b
L [f GC<x,s>cp<z_>dz] —— (),

en ayant en vue que la fonction G“(x, %) méme satisfait aux condi-
tions C et que la solution cherchée par rapport & f(x), en vertu de
I'hypothése D £ o, est nécessairement unique. L’équation

L(@)=[--L(N)],

ou f(x) est une fonction qui a, dans l'intervalle (a, b), n dérivées suc-
cessives continues et qui satisfait aux conditions (i, admet une solution
évidente u = f(x), ayant la méme propriété d’admettre n dérivées
successives continues et de satisfaire aux conditions (i. En exprimant
une telle solution, qui est d’ailleurs unique, au moyen de la for-
mule (40), on a

" .
S@)= [ 65, 5 i~ LLAE 5,

d’ou suit que la formule (40), considérée comme équation intégrale,
est résolue en posant

e(5)=—L[f(E)]
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Cette solution est la seule possible. En effet, on déduit de (40), au
moyen des formules (38),

L{f(2)] =~ ¢(2).
En tenant compte de I'identité
HY(z,§) = GO(¢, ),

on voit que le théoréme b n'est qu'un cas spécial du théoréme a. On
démontre le théoréme c en cherchant, au moyen de la formule (40), des
solutions «, v des équations non homogénes

L(u)=—2n,%m, M(¢) =—dndn

qui admettent, dans I'intervalle («, b), n dérivées successives continues
et qui satisfassent respectivement aux conditions C et C', et en remar-
quant que ces solutions coincident respectivement avec les solutions
distinguées 3, et {,,; pour achever la démonstration, il faut appliquer
les réciproques des théorémes a, b aux équations intégrales homo-
gtnes qui lient les autofonctions g, et ,, l'autovaleur A, et le
noyau G°(z, £). On démontre de méme le théoréme d en partant des
équations non homogénes

lJ(l():‘—"Am ‘p‘m’ M(") = A," ‘Dm.

Le théoréme e se déduit d’un théoréme de M. Schmidt ('), en re-
marquant qu’on peut toujours résoudre les équations intégrales

b b
f@)=[ G@be@d  Fe)=[ GG )y @)k
par rapport aux fonctions 9 (£), (%), si 'ensemble de conditions indi-
qué dans le texte du théoréme ¢ est respectivement rempli par les
fonctions f(x) et F(x). Si la fonction de Green G“(x, %) est symé-
trique, les séries du théoréme ¢ se transforment en développements
procédant suivant les autofonctions 9,,(x) du noyau G¢(.r, §).

17. En supposant toujours que D, soit différent de zéro, nous allous

(") K. Seawwr, loc. cit.
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maintenant chercher les conditions qui sont nécessaires et suffisantes
pour que la fonction de Green G°(z, §) de I'expression donnée L («),
dont les coefficients p, p, satisfont aux restrictions du n°® 11, soit symé-
trique. A cet effet, nous démontrerons une proposition auxiliaire sui-
vante :

St la fonction G(x,8) de Green de Vexprossion L(u) par rap-
port aux conditions C est symétrique, les conditions C et les condi-
tions C' sont équivalentes, c'est-a-dire chaque fonction quisatisfait
aux conditions C doit satisfaire aussi aux conditions C', ¢t récipro-
quement.

En effet, soit £(2) une fonction qui ait # dérivées successives conti-
nues dans I'intervalle (&, 0) et qui satisfasse aux conditions C. D’aprés
le théoréme a du n° 46, on peut présenter la fonction f(x) sous la
forme

h
fla)= f G (2, £) o(£)

ol p(%) est une fonction continue. On a donc aussi, en supposant que
la fonction G*(x, §) soit symétrique,

b
f(z) = f Ge(Z, 2) o (£) dt,

ou la fonction G¢(§, x), d’aprés le théoréme e du n° 14, satisfait aux
conditions adjointes C', d’ot suil qque la fonction /() elle-méme satisfait
aux conditions C'. On démontre d'une maniére analogue qu’une fonc-
tion f( ) qui a n dérivées successives conlinues dans U'intervalle (a, b)
et qui satisfait aux conditions C doit satisfaire aussi, dans I'hypothése
de la symétrie de la fonction G¢(, §), aux conditions C. Soit mainte-
nant f(x) une fonction quelconque qui satisfasse aux conditions C. En
nous appuyant sur la formule interpolatrice de €auchy, construisons
un polynome F(x) qui satisfasse aux équations

F(a)=/(a), F¥(a)=[(a)

(41) F(6) =/f(b), FA(b) =f(1(b)

(i=1,2,...,n0—1)

Si la fonction G“(x, §) de Green cst symétrique, la fonction IF(x
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ayant n dérivées successives continues et satisfaisant, en vertu des
relations (41), aux conditions C, doitsatisfaire aux conditions C', d'ou
I'on déduit, cn faisant de nouveau usage des formules (41), que la
fonction /(i) salisfait aussi aux conditions (. On démontre de méme
que chaque fonction f(z), satisfaisant aux conditions C’, satisfait aussi
aux conditions C.

18. Tukonime. — Pour que la fonction G°(x,t) de Green de
Uexpression L(u) par rapport aux: conditions G soit symétrique, il
Saut et il suffit que Uexpression L(u) soit auto-adjointe (*) et que
les conditions C soient greeniennes (?), c’est-a-dire telles que pour
chaque couple de fonctions u= f, v =F, satisfaisant aux condi-

x==b
tions C, le second membre / P(f,¥) de la formule (35) s’annule
r=da
tdentiquement. :

Considérons une suite de fonctions fi(z) (i=1,2,...,n+1)
définies par les formules

fi(z)=(x —a)*(z— b)*a*! (i=12,...,n+1)

Ces n + 1 fonctions, ¢tant des polynomes de diverses puissances,
sont certainement linéairement indépendantes. Chacune des fonctions
Jfi(z) satisfaisant aux équations

fi(a)=o, f;(a):‘_o’ f:(a)1 ceey fim—i)(a):‘)’
Jilby=o0,  [fi(b)=o0, [fi(b), ..., [fi*(b)=o0

f=1,2,...,0+1)

satisfait aussi aux conditions C. On peut donc, d’aprés le théoréme a
du n° 46, présenter chaque fonction f;() sous la forme

b
([42) fi(w)zf Gc(x:i)?:(ﬁ)ds (t=1,2, ... 0 +1),

(*) Nous dirons qu’une expression L(u) est auto-adjointe ou inversement
auto-adjointe, si elle satisfait respectivement a I'identité

L{e)=M(u) ou L(u)=—M(u),

M( ) étant I'adjointe de L(u).
(*) W. WesrraLL, loc. cit., § 7.
Journ. de Math. (6* série), tome V. — Fasc. I, 1gog. 14



106 E. BOUNITZKY.

ot 'on a
Lifi@)]=—9i(x) (i=12,...,0+41)

Si la fonction de Green G“(x,%) est symétrique, on déduit de la
formule (42)

I
ﬁ(x)=f GE(E, ) o(E)dE  (i=1,2,...,n +1),

d’ol1 suit, en vertu du théoréme b du n° 16,
Ml () ==—9i(x) (i=1,2,...,0+1).
On a donc les identités
LIfi(e)| =M fi(z)]=0  (i=1,2...in+1),
d’otr résulte que I'équation linéaire
L(u)—M(u)=o,

de l'ordre # au plus, a 7 + 1 solutions linéairement indépendantes.
L’expression L(#) — M(%) s’annule donc identiquement, d'ot suit
que l'expression L(u) est auto-adjointe. Si la fonction G*(x,%) est
symétrique, chaque fonction F(x), satisfaisant aux conditions C,
doit satisfaire aussi, d’aprés le théoréme du n® 17, aux conditions
adjointes (. On voil done que chaque couple de fonctions f(x) et IF ()
qui satisfont aux conditions C satisfont aussi respectivement aux

v

conditions (. el aux conditions adjointes (X', Le second membre de
b ) . . .
la formule (35)/ P(f,F) s’annule donc identiquement pour ces

deux fonctlions, d'ot suil que les conditions C sonl greenicnnes. Ré-
ciproquement, si Pexpression L) est auto-adjointe et si les condi-
tions (X sont greeniennes, la fonction de Green G(@,%) est symé-
trique, comme I'a démontré M. Westfall, cn faisant usage de la for-
mule de Green (*').

Au moyen de raisonnements analogues on démontre la proposition
suivante :

Pour que la fonction de Green G(x,%) soil gauche symétrigue,

(') W. WestkaLL, loc. cit., § 9.
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il faut et il suffit que Uexpression L(u) soit inversement aulo-
adjointe et que les conditions C soient greenicnnes (').

L’ordre d'une expression L(«) auto-adjointe cst toujours pair, d’ola
suit qu’une fonction [G®(,&)]y., de Green d’une expression diffe-
rentielle linéaire L,,,.,(#) d’un ordre impair 2/ + 1 par rapport aux
conditions C quelconques (avec une seule restriclion de D= o) n’est
pas symétrique. De méme, en posant dans les formules du n° 11
n=2m+1, p =1, on trouve une fonction

G':m+1, 1 ("I:: &) = [Gc(x’ E.)]im+l
de Green avec deux indices différents qui n’est pas symétrique.
19. On sait que la forme géncrale d'une expression différentielle
lin¢aire auto-adjointe est
—1

dn d' d
L(w) = Tom (put™y + T (pram=1y 4. . .+ e (Pi—r1 ')+ Pty

1t {.rm-1

I'ordre # dc P'expression étant toujours égal & un nombre pair 2/2. On
peut démontrer qu'’il y a en géncral

m =m(2n —1)

relations nécessaires et suffisantes auxquelles doivent satisfaire les coef-
ficients a;;, (3;; des conditions C pour (ue ces conditions soient gree-
niennes par rapport a l'expression auto-adjointe L(z) donnée. En
effet, le sccond membre de la formule de (iveen est formé dans le cas
considéré¢ par 'ensemble de termes sous le signe de substitution qu’on
trouve en intégrant par parties I’cxpression

"k-:.m
d*(po—iut®
/ o Tl g (pe=p)

v, k-0

jusqu’a obtenir sous le signe d'intégration I'expression

h=m
v u d/.( Pin—tk k) ) .
pa da*
k0
(') W. WestraLy, loc. cit., § 8. — Il reste 4 démontrer -que ces conditions
o q

sont nécessaires pour que la fonction de Green soit gauche symétrique.
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En intégrant par parties le terme général de la somme

bkem

E dk (I’m-—l- u“))d

«

on aura, en écrivant, pour abréger, ¢ au lieu de p,_,

b

d*
f vm(qu“‘))dx

2=<b iy dh-i-1
= 2 (_ l)i ot dxk—i—1 (‘I“"")

Tr=a
i=0
i=k—1 b k
-+ 2 (__I),t-f-iu(/t—l—l).__(q‘)(k))] +f u__((l“(k))dz',
i=0
d’ ) : .
ou suit, en écrivant la somme
i=k-—1
ki yhmt-t) & (qvt®)

2 (k- o
i=0

dans I'ordre inverse,

b :
dk : dr
[ [vm(qu(“) b (qv"‘))] dx

iz=k-—1

Xx=b N (h—i-- (k—i~1)
:/ (_ 1)1 lp(”j T (qu(‘)) — u(l\ Z k—‘.(—‘ (qv(k))]

x=a
/I:Il
=q

ou les indices a, 8 parcourent certaines valeurs enticres parfaitement
définies, comprises entre o et 2& — 1, les coefficicnts Qg ¢tant des
fonctions parfaitement déterminées, linéaires en ¢(.x) ct cn ses déri-
vées jusqu’a I'ordre 2k — 1. On voit donc que le second membre de
la formule de Green a dans le cas considéré la forme

r=b ‘
(&3) / ZQ""("(') 1(s) — p(9) u(")),
r=a s

]
o

Qu, (9@ B — wia) (B),

b

«.

w

ou les Q,, sont des fonctions connues, linéaires en p, p,y -« ) Pm—q €t €D
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ses dérivées (de l'ordre 2m — 1 au plus), et ot les indices 7, s par-
courent certaines combinaisons déterminées de deux a deux, formées
des nombres o, 1, ..., am — 1. Nous avons vu a la fin du n° 6 que
les conditions aux limites C peuvent se mettre toujours sous la
forme

/ i=n A=
atN(a) + 2 Oy 161 (@) +2_Byi.,xu<"7f')(b) =o0
i=p+1 A=1
, \ (k=1,2, ..., 1t)
(48) ¢ ien A=p
a1 (@) + Yy 0(a) + B Buneti(b) =0
i=p+1 h=1

(s=p+1,r.+2,...,n0),

I'ensemble d'indices v,y Vs, « ) Yy Ypr1s Ypsay - + oy Vo fOrmant une per-
mutation quelconque des nombres 1, 2, ..., #. Soient u(z) et ¢(z)
deux fonctions quelconques, satisfaisant aux conditions C, que nous
écrirons sous la forme (44). En introduisant les désignations

wn(@) =y (k=13p), @B =y (S=RL ),
w (b)Y =ynn  (A=1,2,.0, 1), ue(a) =Ypri  (i=p+1,..,0),
vie-Y(a) = 3¢ (k=1,2,.., 1), eV (b) = 34 (S=p+1,..,n0),
oi(B) = sp (A==1,2,.., ), v l(a) = sy ([=p+1,...,n0),
on aura, d’aprés les formules (44),

i

1l

n

i=n
Y 1 .
(45) yl-'=zclri_)’n+ia 5/.'=zcki5u+i ("——_"21-"1")1

i=1 i=1

ou les ¢;; sont des coefficients donnés [il est clair que ces coefficients
ne sont, au signe prés, que les nombres #, 3 des formules (44) avec
les indices v convenablement choisis]. Conformément aux désignations
adoptées, on peut ¢crive 'expression (43) sous la forme

(46) ZKp.a("pyc—'so’J’p)’

p.¢

ou les K, ; sont certains coefficients parfaitement déterminés qui sont
linéaires parrapport aux valeurs aux limites des fonctions p, p, et de
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leurs dérivées, et ol les indices p, ¢ prennent des valeurs entiéres, com-
prises entre 1 et 27, dans des combinaisons parfaitement déterminées.
S'il y a dans la somme (46) des termes dont tous les deux indices p
et o surpassent n, nous les laissons sans aucune transformation. Sil’'un
des deux indices p, o, par exemple p, surpasse n, on aura, d’aprés les

formules (45),

i=n i=n
. - ~
Kp,a(zp.)’c—" S¢)p) = l\p,c(f»p s CaiYnt1—Ys 2 Ca-fzn-e-i\)
A is

\ i=1 /

i=n

~
= Z hp, ' cm‘(zp Yn+1—Yp Spai)

i=1

Silonag < neto<n,les mémes formules (45) nous donnent
i=n i=n i=n i=n S
- - Q) \ W Ql
kp.a’(zp.}’c— 56}’9) = l‘p,o‘(Z Cpi3n+ichiyn+i— 2‘ C5iSn o~i>.‘ Coi Ynvi )
IEFS IEXS i=1 i1 /

_y
= Z Kp,'l‘(cp'l- Cop— cff/.cpy.) (3p+2 Yuap— Sa+p YVnad )
o

. . qe nin—1i o . .
ou les indices A, . forment toutes les —(2—2 combinaisons possibles

des nombres 1, 2, ..., 2 deux & deux. En transformant de cctte ma-
niére I'expression (46), elle prend la forme

\
(-/l'/') ZT).M(SII+). Yusp— Snep¥arr),
e

. . qe . nin—i ..
ot les indices A, y forment aussi toutes les (T) combinaisons pos-

sibles des nombres 1, 2, ..., n deux & deux, et ou les facteurs T, ,
sont des fonctions linéaires des expressions ¢y, €5 OU Co\Cop — Coypys
les coefficients de ces expressions étant linéaires par rapport aux va-
leurs aux limites des fonctions p, p; et de leurs dérivées. Pour que les
conditions C soient greeniennes, il faut et il suffit dans le cas con-
sidéré que I'expression (47) s'annule identiquement, quelles (ue soient
les valeurs des 5,5y Yo (A=1,2,...y0). °
Les relations cherchées sont*donc

T),p=o0 AZpiA=52,..,n;p=1,2,...,n)
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leur nombre étant égal, en général, & n{n—1)

I

= m(2m—1). On peut

trouver la forme définitive de ces relations pour chaque type des con-
ditions (44), ces types n’étant d’ailleurs qu’en nombre fini pour une
valeur de n = 2m donnée.

Ezxemple I. — Examinons par rapport 4 'expression auto-adjointe

d*(pu)

dax?

d(qu') !

Ly(u)= e

du quatriéme ordre les conditions aux limites de la forme

Ci(f) =S 1(a)+ Br1 J(8) + Bia f1(0) + Bin [ (D) + Brs [T(D) =0
(k=1,2,3,4);

SO (a)=f(a).

On a dans ce cas
P(u, v) =p(ru"— ue"— ' u" + u'0") + p' (0w’ — uo") 4 q(ve' — ud').

En faisant les calculs indiqués plus haut, on trouve les relations

b s (2) - ()] - () (1) o
Tu=p) -+ |(5) - ()] =@ (53) -2 (1) =o,
T, =p(b) +p(a) (;2) —(:;) _i"(“)(;;) _”(“)<;;>:°’
Ta=r = p@ | (33) = (35)] + @ (33) + 00 (33) =o
o=@ (3) - ()] e (3) oo () =
I, .= | (3) = (ia)] =7 @ (5) =9t () =e.

. AN g . .
ol les symboles <: H) désignent les déterminants du second ordre,

formds par l'intersection des /e et vieme ligne avec les £#™ et pieme co-

lonnes du Tableau

B Bia Bis B
@il ﬁzz pza 515
Bas Bas Bss Ba
B Bu B Bu
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Nous avons ainsi trouvé six relations auxquelles doivent satisfaire
les coefficients des conditions C de la forme considérée, pour que ces
conditions soient greeniennes par rapport i 'expression auto-adjointe
donnée L, (#) du quatritme ordre ou, ce qui est la méme chose, pour
que la fonction de Green G®(x,%) correspondante (dans I'hypothése
de D=~ o) soit symétrique (*).

Exemple II. — Considérons maintenant par rapport a I’expression
auto-adjointe

d
Ly ()= = (pt') +qu

du second ordre les conditions C linéaires homogenes d'une forme
générale :
Cfy=uf(a)+ b [f'(a)+ & f(B)+ 4 [(b) =0,
G (f) =1 f(a) + 1 f'(a) + 7 f(b) + 5 f(b) =0,

ou ¢, 7;(i=1,2,3,4) sont des constantes données (nous remplacons
les coefficients ay;, B4;, pour simplifier les notations, par ¢, <;; de plus,

(') On peut trouver sans peine des cas ou ces relations sont effectivement
satisfaites. ’ar exemple, en posant

Bri=o
K#Z¢,
ces relations se réduisent aux quatre suivantes :

g(b) — q(a)Bifra=o, P (b)—p'(a)BuBsus=o,
P(b) —p(a)Bufi=o, p(b) — p(a)Bnfu=o.

On y satisfera toujours par des valeurs réelles des 3, si les produits p(a) p'(b) q ()
et p(b) p'(a) q(a) sont simultanément positifs ou négatifs. Si I'on a

P{a) =p(b), pa)y=p'(b), q(a)=q(d),

si l'on a

on satisfait aux quatre relations, indiquées plus haut, en posant
Bi=1 (i=1,12,3,4).

Ce cas a été comsidéré par A. Myller danseson travail (Gewdhnliche Differen-
tialgleichungen hiherer Ordnung in ihrer Besichung su den Integralglei-
chungen, inaugural Dissertation, Géttingen, 1go6).
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nous supposons, comme toujours, que les conditions C, et C, sont
indépendantes). Dans le cas considéré on a

P(u,v) =p(ve'— uv').
En posant, pour abréger,
Lty — byt = 1k (iAk;i=1,2,3,4; k=1,2,3,4),

considérons deux fonctions u et ¢ qui satisfassent aux conditions C,, C,.
On aura

g8y | U@ FBE@O=—Lu(B) = 4w (5),  bv(a)+ael@)=—t0(8)~ 4 V(B),
1 nu(a)+ru'(a)=—ru(b)—r1u'(b), ze(a)+nv(a)y=—ze(b)—r1,v'(b).
Si le déterminant 12 = ¢,%,— ¢,7%, est différent de zéro, on a, en

résolvant les équations (48) par rapport a u(a), u'(a), (@), ¢'(a) et

. , . x=b N
en substituant les valeurs trouvées dans I'expression / p(vu — uv’),
£

e(B)  u(b)
l("(b) ' (b)
12

x=b =0
P(u,v)= plvu'—ue')y=

r=a T=2

[Tap(b)—3ip(a)].

Dans le casde 12 # o, les quantités u(b), u'(b), ¢(b), v'(b) peuvent
prendre dans les formules (48) des valeurs tout & fait arbilraires [ par
exemple, ¢(0) =u' () =1, u(b) =¢'(b) = o], d’ot suit que dans ce
cas, pour que les conditions C,, C, soient grecniennes par rapport &
I'expression L, (z), il faut et il suffit que les coefficients ¢,, =; de ces
conditions satisfassent i la relation

(49) T2p(b) —3ip(a) =(tita— 7)) p(&) — (a7~ £,7y) p(a) =o.

On trouve le méme résultat dans le cas de 34 o0. Si I'on a
12 = 34 = 0, la relation est remplic et les conditions C,, C, sont aussi

greeniennes. En effet, en tenant compte de 'équation 12 = o, le sys-
téme (48) nous donne

'g-ilt(b)—f-ﬁu’(b):o, -I—Su(b)-l-ﬁu'(b)zo,
Fae(b) +h2v'(b) =0, 13¢(b) +154¢(b) =o0.

Le déterminant ¢(0) u'(b) — u(b)'(b) des sy.slémes (50) doit

Journ., de Math, (6 série), tome V, — Fase, I, 1g0q. 10

(50)
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s'annuler. En effet, si l'on a

v(b)u'(b)— u(b)v' b)£o,

les équations (50) nous donnent

L]

3a=f2r—13=1

FEN

=o,

et, de plus,

-

T2 =3

= 0.

Donc tous les déterminants de la matrice

du second ordre s’annulent et les conditions C,, C, ne sont pas indé-
pendantes, On démontre de mémie, en s'appuyantsur I'équation 34 = o,
égalité
v(a)u'(a) —u(a)v'(a)=o,
d’ou suit
6=l

p(vu' — uv')y =o.
T=a

Nous avons donc démontré les propositions suivantes :

a. Pour que les conditions aux limites C,, C, soient greeniennes
par rapport @ Uccpression aulo-adjointe du second ordre donnée
L,(#), il faut et il suffit que les coefficients de ces conditions rem-
plissent la relation (49).

L. Pour que Uexpression L,(u) du second ordre ait une fonc-
tion G(,8) de Green par rapport aur conditions C,, C, syme-
triques, il faut et il suffit (dans Uhypothése de D= o) que ’cxpres-
sion Ly(u) soit auto-udjointe ¢t que les coefficients des condi-
tions C,, C, satisfassent & la relation (49).

20. 1l n’est pas sans intérét de voir qu'on peut retrouver la rela-
tion (49) immédiatement en partant de I'expression de la fonction de
Green, construite pour ’expression auto-adjointe L,(uz) du second
ordre par rapport aux conditions C,, C, au moyen de la formule (34)
du n° 11. En écrivant dans ce cas, pour abréger, D au lieu de D, et
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en conservant, du reste, les notations des n®* 3 et 11, on aura

| 1 Ci(wy) Gyluy)
A(df)—l”, ll; I’ D= C,(I(‘) C,(llg)’
Wu(z):—‘ %) W”(.Z‘) = l;'((:))
f(r)=— u(x) __ na(2) v,(x)::“'(x),

p(z)A(x) 0

ol ¢, suivant la propriété connue de I’équation auto-adjointe L,(z) = o,
est une constante.

On a donc
GE(ur, £) = [Dy(b2) #y(§) — Dy (b1) ug(E)]uy () + [Da(b2) 1, (§) — Dy(b1) uy(8)] 4s(x)
15T D¢
(I;E;)7
Gt (w, &) = [—Dy(@2) w,(£) -+ Dy(ar) uy(8)] () +\[——D,(a2) 1y (&) + Da(ar) 1y (E)] ua(x)
@20,
d’ou
GY(, 2) = [—Di(a2)u, (%) — Dy(a2) us(E)) ey () [ Dy(ar) u,(§) + Dy(ar) u.(£)] us(x)
T Do
(228),
G“('g x)___|'D|(bﬂ)":(6)+Dz(bﬁ)”z(£)] "1(-1‘)‘*‘[—' D:(b‘)ltn(g)—Dz(bl)"a(&)] uy()
R Do
(z28).

Pour que la condition de symétrie
GE(x, &) =GE(¢, x)

soit remplie, il faut ct il suffit qu'on ait pour des valeurs arbitraires
de . et % (ces valeurs ne sont restreintes que par les inégalités respec-
tives x =%, w2 &), prises dans l'intervalle (a, b), les identités

[Dy(b2) ey (&) — Dy (b1) uy(E)] ey (2)
+ [ Dy(b2) uy(E) —Dy(br) ty(2)] uy()
= [—Dy(a2)u () —D:(a2) us(E)]u,(x)
+ [ Di(ar)u,(&) +Dy(ar) uy(8)] uy ().

[—Di(a2)uy (&) + Dy (at) uy(3)]u ()
. 4+ [— Dy(a2) 4y () + Dy(ar) us(E)] uy ()
= | Dy(b2) uy(&) + Da(b2) ta(E)] ()
A [= Dy (b1) w0y (§) — Dy(b1) 102 (E) 4y ().
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En vertu de I'indépendance linéaire des intégrales u, () et u,(x)
de I'équation L, (%) = o, ces identités ne sont possibles que si I'on a

D,(b3) =—D,(a2), —Dy(b1) =Dy(a),
Di(b1)= D,(a2). Dy(b2) =Dy (a1).

De ces quatre relations les deux premicres sont satisfaites identique-
ment, et les deux derniéres sont équivalentes; en effet, on obtient I'une
d'elles en retranchant I'autre de l'identité D = D. Il ne reste donc
qu'une relation nécessaire et suffisante

Dy(a2)=D,(b1).

En faisant les calculs dans les deux membres, on trouve successi-
vement

Cal(ux) -+ Cm("l) Cal(“:)
Cus (uy) + Coa(ty) Caa(uey)

:I Coi (tty) Cay(uy) + Cpy (1) ‘
Cua(tr)  Caa(t13) 4 Cpa(us)
l Gy (er) Cpy(uy) Car (1)) Cay(uy) | .
Cpa(1y) Gpa(uy) Cas(u,) Caa(1y) '
(LTa—tary) A(@) = (L7, — £,73) A(D)

ou, en vertu de l'identité p(a)A(a) = p(b)A(b) =2,
(4472— ta7) p(b) — (37— tit3) p(a) =o,

ce qui coincide avec la relation (49).

24. Jusqu'ici nous avons étudié les propriétés de la fonction de
Green G®(z,%), en supposant que le déterminant D, (resp. D) est
différent de zéro. Nous nous proposons de démontrer qu'on peut tou-
jours construire, dans le cas o le déterminant D de I'expression auto-
adjointe L,(z) du second ordre par rapport aux conditions C,, C,
s'annule, une fonction de Green correspondante généralisée ('), si
ces conditions sont greenicnnes ou, ce qui est la méme chose, sil’équa-
tion (49) est remplie.

(') D. Huserr, loc. cit., Greensche Function in erweitertem sinne, p. 219~
238,
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En effet, si le déterminant D s’annule, I'équation
Ly(#)=o
a, par rapport aux conditions C,, C,, une solution distinguée {,(z).
Supposons d'abord que les intégrales de I’équation
Ly(e)=0
ne satisfassent pas toutes aux conditions C,, C,. Prenons dans ce cas

pour le systéme fondamental I'intégrale {,(x) et une autre intégrale
quelconque linéairement indépendante u,(x) de I'équation

Ly(u)=
et construisons une solution particuliére w (z) de I'équation
(51) Ly(2) = p(&) $o (&) Yo(z).

En posant
w(z) = p(2) §(z) + ¥(2) U (),

en appliquant la méthode de variation des constantes et en tenant
compte des relations

p(z)A(z)=p(E)A(8) =34,

on aura
dp(e) _  pE) Yo(8) Yo(2) ue(x)
Tdzx p(x)A(x)
_ P(E)"/o(s) ‘l‘o(a’) o (x) _ 4‘0(@‘)
= p(&)A(&) A YR (@),

%(é) .
d’olt vient, en prenant == a pour la limite inférieure d’lntegrauon,

\Po(é)

w(x) =— —2=

q;o(x)f bo(@) uo(x) dx —"o(\t)f [%(w)]’ dx
En introduisant la désignation

b
f Yo(2) ug(z)dx =1,



118 h E. BOUNITZKY.

et en supposant, pour simplifier les calculs, que la fonction ¢, () satis-
fasse a la relation

b
f [Yo ()2 dz =1,

ce qu'on peut toujours atteindre, en multipliant () par un facteur
convenable, on aura :

wia) =o.  w(t) =— L gu(o) — uo(o)

"(a)= 1(by=— YD 4 py1— g
w(a)_o. W(b)~ A(E) [q’o(b)l t’o(b)]'
Construisons maintenant pour 1’équation (51) une solution princi-
pale v(z,%), c’est-d-dire une solution qui admette dans les inter-
valles (a, §) et (£, &) deux dérivées successives continues et qui satis-
fasse de plus a la condition

./x=E+sd7(‘1.’Z)_ 4=E-£dz(.2'.£). —
dr dz | .

Jim
E=0

L’intégrale générale de I’équation (51) est
w(x) + n(x),

ou u#(x) est 'intégrale générale de I’équation homogéne

L,(#)=o.
On trouve donc, en construisant d’abord une solution principale de
I'équation

L.(n)=o
au moyen de formules analogues a celles du n* 2, que la solution
principale y(, £) s’exprime par les formules

72, 8) = (my+ L) o (@) + (my+ ) o () + (1) (rie).
y(z,8) = m, o () + myug(r) +w(z)  (r2€),

. o(¢) _ (5)
h=—3G) ”“Ah(r)’

-

et ol m, et m, sont des quantités arbitraires, indépendantes de . Cher-
chons maintenant a déterminer les coefficients m,, m, de maniére que
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la solutidn principale y(x, %) satisfasse aux conditions C,, C,. En re:
marquant que la fonction §,(z) satisfait, par hypothése, aux relations

Ci(¢o) =o, Ce(do) =0,
on aura

Ci[y(2)) = my Cy(Yo) + ms Cy (1) + & Cay (o) + Cy(w)
= my Cy(uo) + & Cuy(Yo) + & Cay (06) — U3 Cpy (Yy) + 4Gy (1) =0
ou

(52) (my+6) Ci(uo) + (L+ LI) Ca (Yo) =0
et, d'une maniére analogue,
(53) (mg+ by) Co( o) + (4i+ L1) Cue(Yo) =o.

Les équations (52) et (53) ne peuvent étre compatibles que si la

condition -
Car(do) Gy(uo) -

D o ) Cum) |=°

est remplie. En remarquant que, les conditions C,, C, étant gree-
nicnnes, la formule (49) a lieu, on aura, en tenant compte des rela-
tions
Gy (o) = Car(do) + Coi ($o) =,

G ($o) = Caa(do) + Cra(o) =0,  p(a)A(a)=p(b)A(d) =3,

Car($a) Ca(o) | __| Car($e) Car(tto) + Cay (o)

Caz(%) Ca(tto) - Caz(%) Cas(uy) + Cpa(uo)
Cas(%) Cai (1) Cat(\l‘o) Cbl(”o)
Cas (o) Caz(uy) Cas($o) Cua(un)
Cai(q’o). Cal(uo) Cm(%) Cbl("o)
Ca:(q’o) Caa(uo) Cb:(q’o) Cbz(“o)
= (lLTy— 37 ) A(a) — (L7, — &73) A(D)

= ;’Ta—)%—(_b—) [(tr7y—t271) p(&) — (G7s— ¢, 73) p(a)] =o.

On voit donc que dans le cas de conditions C,, C, greeniennes la
condition de compatibilité¢ des équations (52) et (53) est toujours
satisfaite. D’autre part, suivant notre hypothése que les intégrales de
Péquation L,(«) = o ne satisfont pas toutes aux conditions C,, C,,
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I'une des quantités C,(u,), C,(u,) doit étrc différente de zéro. En
effet, dans le cas contraire, I'intégrale générale £, ¢, + k,u, de 'équa-
tion L,(z) = o (&, et k, étant des constantes arbitraires) satisferait
aux mémes conditions C,, C,. On voit donc que les équations (52) et
(53) ont dans le cas considéré une solution parfaitement déterminée
par rapport & m, ('). On peut donc construire une solution principale
de I'équation (51) qui satisfasse aux conditions C,, C, et qui renferme
de plus un paramétre arbitraire 72, que nous déterminerons de maniére
a satisfaire 4 I'équation

b
f /(2. E) Yo (@) do = o,

ce qui est toujours possible. Désignant une telle solution principale de
I'équation (51) qui satisfasse a 1'ensemble de toutes les conditions indi-
quées plus haut par y, (i, §) et en la divisant par p (&), on obtient une
fonction -
) N 1 .44
Gi(z.9) = LHET
qui est dite fonclion généraliséc de Green de I'expression L,() par
rapport aux condilions C,, C,.

Supposons maintenant que toutes les intégrales de l'équation
L,(«) = o satisfassent aux conditions C,, C,. Dans ce cas la rela-
tion (49) est toujours remplie et les conditions C,, C, sont, par suite,
greeniennes par rapport a I'expression L,( ). En effet, en désignant
par u,, u, deux intégrales indépendantes de I'équation L,(u) = o, on
a, en vertu des formules C,(z,) =0, C,(u,) = o,

Car (1)  Cy(ug) —0o
Cas(0y) Ca(ug) e

d’ot 'on déduit, comme nous I'avons vu plus haut, au moyen des

(') L'expression
—uy(8) +1do(E)

ne pouvant s'annuler identiquement, car les fonctions u, (%) et ¢, (%) sont linéai-
rement indépendantes, on voit que la relation (49) est méme nécessaire pour
’existence de la fonction de Green généralisée dans le cas considéré,
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relations -
Ci(u,)=o, Cy(uy) =o,

I’équation (49). Prenons pour le systéme fondamental deux solu-
tions Y, (z) et P, (x) de l'équation L,(«) = o qui satisfassent aux con-
ditions d’orthogonalité, c’est-a-dire aux relations

b Ah b
f[%(w)]’dx:r. J [Lo(2))tdx =1, f!lfl(w)%(x)dx:o.

On construit aisément ces solutions §, (), $,(), en partant d'un
systtme fondamental quelconque ('). Nous nous proposons mainte-
nant de trouver une solution particuliére w(z) de I'équation

(54) L) =p &) [$1(8) 41 (&) + a (&) $a(#)].

En posant
w(r) =p(2) §i(2) + () ba(2),
en appliquant la méthode de variation des constantes el en tenant

comple de la relation
p(x) A(x) =p(5) A(E),

on aura
dp(r) _ p@) [9i (@)Y (e) + da(E) Ya(2)] J2(2)
de p(x)A(xr)
— 1) b (2) + s (8) $a ()] ()
A(8)
v(e) [ $i(w) +$a(E) Y ()] ()
dr = AG3) ’

d’oi vient, en prenant x = « pour la limite inférieure d’intégration,
@)= 551 B [ 0GB+ 0@ (@) b (0) da
— (@) [ B () + 4a2) ()] (@) e

En tenant compte des relations d’orthogonalité auxquelles satisfont

(") K. Scampr, loc. cit., § 3.

Journ. de Math, (€ série), tome V. — Fase. L. 190y, 16
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les fonctions §,(z), $,(x), on trouve

w(a) —o,

w'(a) = o, ‘ '

mw=—%§wm+%%%wx
. AGe

w8y =— %1 ) + 98y ).

En désignant par y(.z, £) une solution principale de I'équation (54 ),
on aura

v(2,8) = (my+ L) Yy () + (my+ &) s (2) + w(zx) (r28).

Y(xwg)—: my ‘P:(“’)"‘ "324’2(‘7’)’*“"(‘1') (x28),
ol ’
TG G
! A(é) A

et ou m,, m, sont des quantités arbitraircs. On démontre aisément
que la solution principale y(iv,%) satisfait aux conditions C,, C,,
quelles que soient les valeurs des constantes m,, m,. En cffet, en ayant
en vue les relations

C,(q»,) = Cz(&').) = Cl(‘%)-’—" Cz(%): O,
on trouve

Cn[}‘(-""a 5)] =my Cy () + ma Gy () + 4 Coi (§y)
+ 4 Cal(q-’z) +  Gi(w)
=l Car () + & Coy ($2) + 4 Con (4y)

4G (de) = 4 Ci($) +- L Gy (dy) =0
ct, d’'une maniére analogue,

Coly(r,8)] —o.

Déterminant les quantités me,, m, de manicre a satisfaire aux équa-
tions

b b
fﬂaawﬂﬂ=m j}mawmm=m

ce qui est toujours possible, désignons maintenant la solution princi-
pale qui correspond & ces valeurs de m, et m, par y,(.z, %) et divi-
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sons-la par p(&). On obtient ainsi une fonction

c ? _Vz(xag)
Gl =T

qu'on désigne de méme comme fonction de Green généralisée de
'expression L,(z) auto-adjointe par rapport aux conditions C,, C,.

Exemple. — Llexpression différentielle auto-adjointe

H
L,(u)::—:% “+Ttu

n’a pas de fonction de Green dans le sens ordinaire du mot par rap-
port aux conditions

CN)=F)—f(=D) =0, GC()=f()—f(—1)=0,

parce que les deux solutions indépendantes sinwx et costx de I'équa-
tion
d*u

— 2 -
prs: —+ *u o)

satisfont & ces conditions. Fn faisant les calculs indiqués plus haut,
on aura :

¢ o sinT(r—2Z) I v ' , 1 v .
G._.(.l.__\)-——_’)‘: +;;(.r sinm(x—2)+ Fcost(m—,)
(z 2.

G (v 2) = 2‘-‘-1—(0—";——'-) + ‘,L_(;r——‘;j)sinn(.zr—';j)-}- /|—l_;_;cos7:(.t—-'-_f)
(e 3.

Les fonctions de Green G(x,%) et G¢(x, £) généralisées que nous
venons de construire sont symétriques, comme on le démontre aisé-
ment au moyen de la formule de Green (*). Ces fonctions généralisées
de Green jouent un role analogue a celui de la fonction de Green

3¢(.t, Z) dans le cas de D différent de zéro. En faisant usage des théo-

(') D. Huserr, loc. cit., p. 220, — W. WestFaLL, loc, cit., § 9.
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rémes correspondants de MM. Hilbert et Westfall ('), on peut ré-
sumer cette analogie dans les propositions suivantes :

a. Soit L,(u) une cxpression auto-adjointe du second ordre.
L’ensemble des valeurs du paramétre \,,, pour lesquelles Iéquation

l‘s(c?m )+ )-m Q=20

admet par rapport a 3, une solution distinguce, satisfaisant aux
conditions greeniennes C,, C, données, coincide, dans le cas ou le
déterminant D de Uecpression L,(u) par rapport @ ces conditions
sannule, avec Uensemble des autocaleurs du noyauw G(x,8) |ou
éventucllement G{(x, %)), abstraction faite de lavaleur hy=o. I.’en-
semble des solutions distinguées correspondantes g, (en excluant
de nouceau le cas de \,= o) colncide avec Uensemble des auto-
Sonctions du noyau G¢(z,8) [ou GE(x, )]

b. St Uéquation Ly(u) =0 n'a qu’une seule intégrale (définie
Jusqu’a un facteur constant prés) satisfaisant aux conditions gree-
niennes C,, C, données, chaque fonction f(x) qui, en satisfaisant
aux mémes conditions, a dans 'intervalle (a, b) dewr dérivées suc-
cessives continucs est déceloppable en une série absolument et uni-
Sormément convergente de la forme

Y b . - o)
7@ =Neta) [ S ald)

ol 9,(x) est une solution distinguce (orthogonalement réglée) de
Péquation L,(u) = o par rapport aux conditions C,, C,, et vit 3,(r),
93(), ... forment Uensemble des autofonctions de la fonction gé-
néralisée GS(x, %) de Green, prise conme le noyau d’une équation
intégrale de la deuxiéme espéce.

¢. St toutes les solutions de équation L,(u) = osatisfont aur
conditions C,, C, greenienncs données, chaque fonction f(x) qui,
en satisfaisanl aux mémes conditions, a dans Uintervalle (a,b)
deux dérivées successices continues est développable en une série

() D. Hisert, loc, cit.. p. 230, — W. West¥aLL, loc. cit., § 9.
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absolument et uniformément convergente de la forme
b
s@) =Yoo [ SE o5
v 4

ol 9,(x), 9,(x) forment un systéme orthogonal de solutions distin-
guées de Uéquation L.,(u) = o par rapport aux conditions C,, C,,
¢:(%), 9:(), ... dtant Ucnsemble des autofonctions du noyau
Gg(]‘" E)' '



