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SUR L'APPLICATION DU CALCUL FONCTIONNEL. 293

PREMIER MEMOIRE.

Sur Uapplication du calcul fonctionnel & 1'étude
d’une équation aux dérivées partielles du troisiéme ordre;

Par M. R. Y ADHEMAR.

INTRODUCTION.

Je rappelle d’abord, rapidement, quel a été le développement des
théories auxquelles je voudrais apporter quelques compléments.
Soit une équation du second ordre, linéaire, a deux variables,

(1) s+ap+ bg + ¢35+ f=o;
9'3 ds 935,
= W; P=Gz4 9= oy’
a, b, ¢, f dépendent de x et y seuls.

Riemann (') avait résolu le probléme de Cauchy pour une équation
de ce type, mais plus simple ; M. Darboux (*) a étendu la méthode de
Riemann a I'équation (x).

M. Picard (*), dans des travaux immédiatement devenus classiques,
et par I'emploi des approximations successives, a intégré I'équation (1)

(1) GBuvres, trad, frangaise (Gauthier-Villars).

(?) Legons sur les surfaces, t. 11, 188g.

(3) Journal de Mathématiques, 18go et 18g3; Note dans les Lecons de
M. Darboux, t. 1V, 1896; Bulletin des Sciences mathémauques, 1899 ; Société
mathématique de France, 1894.
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et méme celle-ci, plus générale,

(2) S:f(w’yasal’sq)'

Les données de Cauchy, s et une dérivée premiére, sont portées par
un arc de courbe, dans le plan (z, y), coupé en un seul point par une
paralléle quelconque aux axes.

Ou bien encore on peut se donner z seul si cet arc de courbe est
formé par des droites paralléles aux axes, des caractéristiques.

Ceci n'est déja plus le probiéme de Cauchy . .

M. Picard s'en éloigne encore davantage en se donnant s sur l'axe
oz et sur la bissectrice y = «.

MM. Goursat et Hadamard étendent considérablement ces résultats.

Pour des équations du second ordre, de forme trés générale,
M. Goursat montre d'abord qu'il existe une solution analytique con-
tenant deux courbes tangentes respectivement aux deux directions ca-
ractéristiques, en leur point d’intersection.

Puis il montre qu'’il suffit que 'une de ces deux courbes soit tan-
gente a une caractéristique (').

Enfin, par la solution d'une équation fonctionnelle, M. Goursat,
dans deux Mémoires (?) du plus grand intérét, obtient une solution de
I’équation (2), contenant deux courbes qui se coupent & l'origine et
qui ont leurs projections situées dans le premier quadrant.

Si ces deux projections ne sont pas situées dans le méme quadrant,
on a alors a se poser des problémes nouveaux, comme M. Picard I'a
remarqué.

M. Hadamard a apporté ici des résultats importants et a appelé
probléme mixte celui ol I'on a, sur une portion de courhe, les don-
nées de Cauchy et, sur une autre partie, des données autres (*).

On rencontre, dans cet ordre d'idées, des prolongements non ana-
lytiques, trés naturels.

Le présent Mémoire se relie aux travaux de M. Goursat, mais est
relatif aux équations du trosiéme ordre. ' ’

(') Comptes rendus de U’ Académie des Sciences, 1895 et 1897, et Legons sur
les équations du second ordre (Hermann).

(*) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2 série, t. V et VI,

(3) Soc. math. de France, t. XXVII1, XXXI, XXXIIL
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Récemment, M. E. Holmgren (') a brillamment étendu la méthode
de Riemann aux équations du troisiéme ordre du type

0 d 9?
(a—” -+ QE,)W”:?S(u)‘l
@, contenant des dérivées premiéres et secondes.

Je me propose d’étudier la méme équation en posant, non plus le
probléme de Cauchy, mais celui-ci : trouver une solution contenant
trois courbes données. '

J’ai a résoudre, non plus une équation fonctionnelle, mais un sys-
téme fonctionnel.

Supposons d’abord que les courbes données se projettent sur le plan
xQy suivant les courbes planes.

Dans ce cas, le systéme fonctionnel peut étre ramené & une équation
unique et 'on trouve que le probléme peut comporter des conditions
de possibilité.

On est ramené & 'étude d’une équation transcendante trés inté-
ressante.

Si maintenant on a une donnée plane et deux données gauches (ce
qui est un cas suffisamment général), alors le systéme fonctionrel ne
parait pas pouvoir étre réduit & une équation unique. Il faudra pro-
céder autrement.

J'ai, pour ce cas, montré comment on formera les conditions
de possibilité, et je continuerai cette étude dans un second Mémoire.

Comme on pouvait s’y attendre, le cas ou @ est nul est infiniment
plus simple que le cas ol @ est constant.

Le cas ol a est une fonction de z et y est encore un peu plus com-
pliqué.

On sait que M. Picard a, le premier, appliqué au calcul fonctionnel
ses méthodes d’approximations successives (?).

(') Arkiv for Matematik, Stockholm, 1go4 et 1gog. Je me permets de renvoyer
le lecteur a mon Volume de la collection Scientia e. a mes Exercices et Legons
d’ Analyse (Gauthier-Villars). Signalons ici les travaux de MM. Delassus,
‘Le Roux, etc. ] .

(?) Acta mathematica, t, XVIII et XXIII,
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Je montre qu'on pourra avantageusement les faire intervenir ici,
pour ’étude de mes équations fonctionnelles.

Bien entendu, les approximations successives s'imposeront si nous
voulons étudier la méme équation avec un second membre contenant
des dérivées d’ordre un et deux (*).

Mes premiers résultats ont été communiqués a 'Académie des
Sciences dans la séance du 22 mars 19og.

Recherche d’une solution générale de Uéquation aux dérivées
partielles. — Cherchons une solution, avec le maximum d’arbitraire,
pour I'équation

J o
a; dwd},u———f(w,y)-

Posons
du
9z =
d’ou
A

m)‘,=f(x,)’),

d’ou, comme il est bien connu,

r Ly
V(x,y)—_—f ff(x',y’)dx’dy'—l—F(w)+G(y).

Maintenant
du
It = V(“L‘. y)

donne de suite

u:H(y)-l-/“ V(E v)di,

A8 Y
VE = f S(#, ¥')da' dy' + F(E)+ G(y);

(') Nous devons mentionner la thése de M. Leau, sur les systémes fonctionnels,
mais ses beaux résultats n'ont pu nous servir ici. Signalons enfin introduction,
dans ces questions, d’éguations intégrales voisines de celles de M. Volterra :
Voir E. Picarp, Comptes rendus, 1goy, et A. MyLLEr, Société des Sciences de
Bucarest, 1908.



d’on, enfin,

u(z,y)=H(y)+L(z)+ 2G(y) +f" dif’dx/j'a. f(a', ) dy',
0 0 0

ayant posé
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L(z) =f' F(5)di

Ce qui donne, bien entendu,

Si nous voulons-que u soit nul i I'origine, il faut avoir aussi

la(O):O.

H(o)=o.

Traitons le méme probléme pour P’équation

d J ¢ .
(3; +a@> Wu = f(z, y) (a = const. ),

Soit, d'abord,

Jd J
(;);. —l—ab-;)a__v.

Les caractéristiques sont données par

de_dy _du

] x  V?

V est connu comme précédemment.
Nous avons une intégrale premiére

Posons

v—axr=QC,

V(e, ax +C)) =W, (');

il vient alors

du=W,dr,

“— [ Wid: =C,;
v

297

(") Nous écrirons parfois W, au lieu de W (.r).

Journ. de Math. (G sérvie), tome V. — Fasc, 1L, 1goy.
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alors, & étant le symbole d’une fonction arbitraire,
u —f Wid=9(y —az);
o

voila la solution cherchée «.
V contient deux arbitraires : F et G.
Donc
W, = fonction connue + F -+ G(ax + C,),

f.ngdgz connu +fng dt -i—er(aE + Cy) dt.
Nous posons

fngdgz L(z), L(o)=o,

(as£o), f:f G(})dh=T(z)— I(o).

Ceci donnera

‘faG(a£+y—aa:)d£=:fl-f“G(l +y—az)dA
0 =I‘(;x+y—-ax)—l‘(y—ax).
Finalement nous avons
u(z, y) = fonction connue + L(z) + H(y) + M(y — a=z).
Pour que u soit nul a 'origine, nous prendrons H et M tels qu'on ait
H(o)=M(o)=o.

CHAPITRE 1.

PREMIER PROBLEME., — RQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES DU TROISIENE ORDRE
N'AYANT QUE DEUX CARACTERISTIQUES.

< . 0 . , .
Soit 5—;,—% = f(x, v); lasolution géneérale, nous I'avons vu, contient

trois fonetions arbitraires, sous la forme

H(y) + L{z)+ 2G(¥).
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Si nous voulons une solution de I’équation passant par trois courbes
situées dans les plans

y==, y=ax, y=0p3=,

nous avons un systéme fonctionnel a résoudre [nous écrivons f, au
lieu de f(x) pour simplifier],

A.’I?: Hx -+ Lx+ xGx)
By=Hu,+ Lo+ 2Gg,,
Cr= Hg,+ L.+ mGp,:;

A, B, C sont donnés.
Représentons G, par I',, d'ol

axGyr="Tqz, BxGg,=Tg,:
d’ou la forme nouvelle
Ay=H, +L_.+T,,
B = Huz+ Lo+ = Tu,

1

g

Les éliminations sont faciles, en formant

C,= Hg,-i-— L.+ rpx.

Aax’ Aﬁz’

On a, pour H, 'équation fonctionnelle

p
= (3 —5)Hapt ( —1)Hgot (1= 3 ) Ao,
Pour T, on trouve I'équation analogue,

I O R 8
= (B — A)gs—(C— A)gz— (B —C)..

(M) Fonction connue =— (B — A)g, + f;(c — A)gz+(B—C),

Pour L, on a une équation analogue (L), qui est écrite plus loin.
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L'une des fonctions H, T', L étant connue, les autres s’en déduisent
facilement.
Faisant une remarque sur les termes en x dans I’expression connue
de nos équations fonctionnelles.
A, B, C ne renferment pas de constante; supposons les analy-
tiques
A=MNz+ Mat...,

sz'lw""

Dans I'équation (H) il n'y a pas de terme en «.

Dans les équations (T') et (1.) le coefficient de , dans I'expression
. connue, est le méme, a un facteur constant prés, dépendant du mode
de formation de I’équation -

(= M) — (v~ )& — (i —v) =X,.
Nous sommes donc amené a étudier I'équation fonctionnelle

f(G)=G(mz) +aG(px)+ bG(x)=F(r) fonction connue;

m, a, b, p sont des constantes, K est supposé analytique.
y @y D, ’ PP yeq

Nous pouvons supposer 8 > a > 15 alors

m=f, p:g, . o m=pa>p,

RI=

—IE>O;
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d'ou
o =a<e
P—%“:;‘:_) =b>o.

Nous étudierons I'équation de deux maniéres.

Méthode directe pour la solution de l’éguation fonctionnelle
f ( G:)=F..

Nous n’avons qu’a résoudre successivement les équations
Sf(Gz) =constante, f(Gx)==, [f(G;)=2,

Soit

f(Gz) =2z".
Nous aurons la solution

G,=K,z",

K, étant donné par I'équation simple
K,(m"+ ap™ + b)=1.
11 faut et il suffit, pour que ceci soit possible, que la courbe
Y =m*+ ap™+ b

ne coupe I'axe des # en aucun point dont I'abscisse soit un entier
positif. '
Or
Y(0o) =Y (1) = o;
c’est immeédiat.
Donc F ne doit contenir ni constante ni terme en .
La premiére condition est remplie d’avance; la seconde nous donne

X,:O-

Ceci exprime évidemment que les trois courbes données, passant
par l'origine, ont leurs trois tangentes situées dans un méme plan.
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Etudions la dérivie
Y.=Lm.m*+afp.p*.

Elle ne peut avoir qu’une racine et cette racine est sirement située
entre o et 1.
Etudions la dérivée seconde

Y'= (L m32m*+ a({L p)tp®.
11y a une racine, donc un seul point d’inflexion, et, comme on a
Y(+ )=+,
la forme de la courbe est la suivante :

Fig. a.

Donc Y est positif pour £ =+ 2, + 3, ....
Nous n’avons bien qu’ure condition de possibilité

X,=o,
et, puisque Y (o) = o0, chaque solution est connuc & une constante
additive prés, qu'on choisira constamment nnlle pour avoir

G(o)=o.

Résolution par approximations successives
de l’équation fonctionnelle

f(Gx): F,.

Les approximations successives donnent un moyen de passer a des
cas plus généraux. ’
Pour bien montrer lear application, qui nous a été suggérée par
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les travaux de M. Picard, nous allons traiter le cas le plus simple, déja
résolu directement.
La chaine des approximations sera

Gy(mx)+ o + o =F(x),
Gy(mx)+aGy(pr)+6G,(z)=F(z),
Gy(mx) +aGy(px) + bGy(2)=F(x),

La solution est G (), st cetle limite existe.

Premier cas. — Soit, d'abord,
F(z) = r;
G (mx)=.r, G, () :_‘;—:'—;,
G,(mw):.z‘(l——apl;:_b) =axu, Gy(z)= "oy,

ap+ b T
G,(m.x) -::.r&n - m,) = T, G;(x)= plll

G,,(mz):.r(n—-

Ggr1(1) —Gy(x) = ;%(""/"""'l-l)’

et on a

ap +b
m

g — OV _y = (g—q— g -2).

G,(r) a une limite pour ¢ = x si la série
E(G'Hl —Gy)

est convergente, c'est-a-dire si 'on a

ap + b
m |<"
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Mais, avec nos données, nous avons

ap+b_PBa—af)+a(eB—P)
m ' aB(f—a) -

Il y a divergence, donc G, n'a pas de limite; nous retrouvons la
condition

X,=o.
Deuxiéme cas. — Soit
F(zx)= .
Les calculs se présentent de méme, sauf que
2
ap +b est remplacé par ap —r b,
m m

Cas général. — Soit

F(r) = x*.

ap+ b

On voit immédiatement que est remplacé par

apt+ b
mk

Donc, il n’y a, pour le probléme géucéral, qu'une seule condition de
possibilité sil'on a
ap+ b
mk

I <1 pour A 2.

Tracons donc la courbe

c=—a>o -‘——‘-!-<1 L).-—i<| @>d‘
- ’ m— B m_a " '
d’ou
L,
m " m
donc )
7.(0)=b —¢=—,

L(1))=—1,
Z(+ oo) = infiniment petit négatif.
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La dérivée Z' s’annule si l'on a
c(Lm—Lp)p*=bLm.
Il y a une racine, puisqu’on a
Lm— L p>o.
Cette racine est évidemment entre o et 1.

De méme, la dérivée seconde a une racine (d'ol un point d’in-
Jlexion) fournie par I'équation

c(Lm—Lprp*=0b6(L m,

et, lorsque 2’ est nul, Z” est positif; donc nous avons un minimum

entreoet 1.
Fig. 3.

La forme de la courbe montre qu'on a bien

|[Z(2)] <1, 12(3)| <1,

DRUXIEME PROBLEME. -—— RXTENSION DU PRECEDENT,

Supposons enfin les trois courbes données, par lesquelles passe la
solution, tout & fait quelconques. Au lieu de a.x (2 = const.), nous
avons une fonction «(z) et notre systéme fonctionnel devient

Ap=H, + Lo+ xG,,
Bs = Hy(z) + Lz + 2Gu(a),
C.= Hﬁ(x) =+ Le+ 2Ggr).

Nous supposons
. a(Bz) ZB(az);

sans cela nous retomberions sur le cas des lignes droites (« = const. ).
Journ. de Math. (6 série), tome V. — Fasc. 11, 1909, 4o
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Soient v, et &, des fonctions telles qu’on ait
a[B(y=)l=x=p[a(d)]
(c'est une sorte de plus petit commun multiple). Nous écrirons ceci :

afys = x = Bad,.
On'a, sans peine,

Bgy. — Cas, = (Byx— ¢9) G + Ly, ~ Lus,.
Ecrivons ceci symboliquement,
Bgy— Cat = (By — ) G + Lgy— Lo,
De méme on a, sans peine,
(By)Caz— («8) Bgy=(By — ) H + (By) Lus — (2d) Ligy.
Nous en tirons G et H, que nous portons dans la premiére équation,
d’ou

1 x

ﬁ? _aa(aaBpY—— ﬁYcaa) -+ -‘—"—(Ceﬁ* Bﬁy)

A+ By — a3

=Ly+ m(aaLﬂy"@YLaé) + pyfaa“‘“‘"’" Lgy).

Posons
a(x) = oy + dgxr+. ..,
B(x) =Bz + Baz*+.. .,
Y(2)=px+peat+. ..,
d(x)=0yx +e?+..

.~

ce qui suppose les courbes «(x), ... analytiques, les coefficients a,,
B4, ... élant des constantes.
On a, de suite,
Byz=Bip1z+...
avec
aifiy=1, Bixd;=1

(il suffit de commencer les identifications d’aprés la définition de v,
et de 8,).
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Donc
1
Byz= -a—la: +...
aax-: -ﬁl‘;w‘i'.-o.
Notre équation prend donc la forme
f i 1 1
i | (o gea)(gere)

1 g i
+{=—1+® L(—z+Q>J.
(ﬁ: : ' *y !
O, et @, désignant des séries de puissances entiéres en x, la premiére

commengant par un terme en z, la seconde par un terme en x*.
Or, avec « et 3 constants, nous aurions, pour équation en L,

e [(2)o5) ) ()
i 22 (- 2)1(5)+ ) (5]
Cest bien le cas particuliei‘ de la forme précédente.

Dans un second Mémoire, je reprendrai 1’étude de cette équation
fonctionnelle.

CHAPITRE 1I.

TROISIEME PROBLEME, — EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES DU TROISIEME ORDRE
AYANT TROIS CARACTERISTIQUES DISTINCTES.

Nous avons donc, pour l'équation
) b

Jd J 0
r + “;;,) 9 dy =f(r, y),
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a étant une constante non nulle, la solution générale contenant comme
fonctions arbitraires,

L(z)+H(y) + M(y — az).

Supposons la solution astreinte a4 passer par trois courbes situées

dans les plans
Y=z, Yy =az, y=p=z;

nous aurons & résoudre le systéme fonctionnel
A(z)=L(z)+ H(z) +M(z—ax),
B(z)=L(z)+ H(az) + M(aax — ax),
C(z)=L(z)+H(Bz)+M(Bz —axz);

A, B, C sont donnés ainsi que a, o, . Les inconnues sont les sym-

boles L, H, M.

Posons, pour simplifier,
M(gs) =N ( l—i’—;);

nous aurons alors, avec

a’::“—a, = E:‘f,
I—a 1—a

A.‘t: Lx‘*‘ Hz -+ Nxa
B;=L;+ Hyz+ Ny,
Co=L,+ Hﬁz+ Nﬁ'.n

o’ et 3’ étant des constantes, comme « et 8. On fait de suite I'élimination

delLetH:

Bﬁx = Lp‘,, + Haﬁx -+ Na'ﬁ.m
Bsx’-" Bx = Lﬁt -— Lx -+ I'lapx-—' Hd.t -+ Nn'sa’-—— Nd'li .
Jax = Lax + Hﬂa: + Nfl'uza

Ci —GCap =Ly — g+ HB.t - Hﬂzx + NB’.: — Nﬂ'uan
Aa_r — ABZ‘: IAax"—‘ lJpx+ Hm‘z — Hp-!‘ ~4- le —_ pr.
IL suffit d’ajouter membre & membre et I'on a

Fonction connue = Bg, — Bz+ C; — Coz + Ay — Ag,
=Nggs— Npuz+ Ngz— Nuz+ Naz— Npz.
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On peut faire de méme pour H et N.

D’ailleurs, une des fonctions étant connue, on a pour une autre une
équation fonctionnelle plus simple, si I'on veut.

La discussion de 'équation en N sera trés nette si nous supposons
A, B, C analytiques. Nous avons alors, en posant

aB=¢8  pa=y,
les v, étant des constantes connues, ,

S(N) = Ngz— Nyz + Ngz — Ny + Nag— N,,,:E X, 2"
(1]

Si ’équation est résolue séparément pour un second membre égal a
a9,y w*, € ..., nous avons de suite la solution compléte. Etudions
successivement tous ces cas.

Soit, d’abord,

(N)=1;
alors
N = K,= const.
et il vient
0=3K,—3K;=1.

Ceci cstimpossible, mais cela ne nous embarrasse pas, car nous sup-
posons nos trois courbes passant par l'origine; donc A, B, C ne con-
tiennent pas de constante.

D’ou I'équation

3k, ~3K,=o;
K, est arbitraire et sera pris nul si I’on veut que N ne contienne pasde

constante.
Soit maintenant

S(N) =x;
nous avons alors la solution

NX: K]J\
et 1l vient
Ki(d—y +3—a+a—3)=1.

Mais le coefficient de K, est nul; on le véritie aisément.



310 R. D ADHEMAR.

Donc, en aucun cas le second membre ne pourra contenir un terme
en z. La fonction

zx,,.z'-:xsp,_ B+ Cs — Gz + Agz— Agzy
1

qui ne contient pas de constante, ne doit pas aveir de terme en .
C’est une condition de possibilité, prévue d’avance : les trois tan-
gentes aux courbes doivent étre situées dans un méme plan.
On voit de méme que pour I’équation £ (N) = x# on a la solution
N.=K,z?,
a condition que
0P — yP+ f'P— a'P 4~ aP + 37
ne soit pas nul. :
Telle est donc la question 4 étudier avec soin.
Tout revieni a chercher les racines d’une équation transcendante.
Nous supposons les données fixes, avec >3 > 1, et nous ferons
mouvoir la caractéristique y = a.¢, pour examiner les divers cas.
Remarquons, d’abord, que

62 ~72 + B’!_ “l£+ a2-— B!
est Loujours positif ; nous avons en effet
Blla—a)—a'(B—a)+ (B —a)—(a—a)+(a*—3*)(1—a),

qui se réduit a
(2—=PB)(1+af —a-—0)
Or
a=1+4p, B=1+4, x> B,
d’ou
(a—B)pg >o.
Ceci ne suppose rien sur la valeur de @, mais il faut maintenant
distinguer plusieurs cas.

Premier cas : o <a<1.

Nous avons alors

>0, f'>0, d>0, y>o
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et
0>,

car § < « donne — af > — aa, d’ou

(a—a)B>(f—a)a,

d'ou
d>7.
Posons
u—0or— yP+ P — a'P 4 ar — P
nous avons
u,=— o pour p=o,
uy=o pour p=1,

U e==+0w pour p=-+ oo,

Montrons que « est positif pour p 2 2.

Fig. 4.

Nous remarquons d’abord (nous I'avons déja dit) que

0+pf+a=y+a'+f,
car on a

Ba—a)+B —-a+a(t—a)=a(f—a)+a—a~+ B(1—a).
Ensuite
0fla=a'fpa=yaP.
La somme et le produit sont les mémes pour

J, B, « et ¥ o, B.

Cette remarque est capitale.
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Désignons les trois premiers nombres par e,, ¢,, ¢,, sans préciser
lequeleste, ....

Soient g,, g,, g, les trois autres. Nous avons & comparer des fonc-
tions symétriques en e et en g,

Les e sont racines de

3 —s3+Az—p=—o;

s est la somme, p le produit, A la somme des doubles produits.
Les g sout racines de

z.’- 94’+ &‘uv -‘p = oo.

Nous avons vu qu’on a, dans tous les cas,
3 ' 3
o> Y
1 1

Ze’ —=st—al,
Zg*:s’—zp.

D’ou Vinégalité fondamentale h < p..
De sorte que notre probléme est celui-ci :
Soit I'équation

Or

us-“\uz-i- )\o —P—O
Soit

3

Suzzen;

lorsque n est supérieur ou égal & 2, S, croit lorsque le paramétre A

décrott, ou encore on a
das,

o<
Il sera commode, ici, d'introduire I'intégrale logarithmigue de
Cauchy qui, on le sait, donne une demonstranon si simple du théo-
réme de d’'Alembert.
L’emploi des imaginaires est bien souvent, sinon indispensable, du
moins rapide.
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Soit I' un contour, dans le plan de la variable complexe, qui entoure
les trois racines ¢; on a

3z2—asz+ A

B—szAs—p d.

aniS,= [ z¢
[‘

Dérivons en A, désignons par F le premier membre de 'équation

Intégrons par parties le second terme, d’ou

srdl — o s
/[:0"+dF~0 (n+1)f]:..‘F,

[%

onitis—"~—nfa" d .
- d\ Jr (2—e)(5—e)(5—ey)

D’ailleurs la théorie des résidus, de Cauchy, donne

fz"—-z =2n£[ i + o3 + & J=2Wf0n,
I F (e,—es)(e;—ey)  (ex—ep)(ex—es)  (e;—ey)(ea—ey)

S, _
—d—;\ =-—nao,.

Nous voulons donc montrer que g, est posilif pour n2 2,

__eVle;—ey) +ey(e,—e)+ejle;—e)
" (e,—e:) (e.—e;5) (63— &) ’

¢\, €4, €, sont supérieurs a un, dans notre cas actuel. -
Soit
¢ >y > >0
Soit
e - e,=h;>o,
e, — e, = hy> o,

e, e;= N+ hy=h;.

Le numérateur de 7, doit étre négatif pour nZ 2.
Ceci donne ’

va=—ha(es+ hy)*+ hy(e;+ hy)*— h;e? <o.
Journ. de Math. (6 série), tome V. — Fasc. 111, 1909. /l i
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Développons par la formule du binome,

(es+ hy)r=er+ Clet Y hy+ Cley Al +. ..+ A%,

(es+ hy)r=e2+Cle} ' hy+ Clei 2 hY +.. .+ A,

e coefficient de e} est nul dans v,.
L fficient de e est nul dans v
Le coefficient de €}~ est nul.

Celui de ¢~ sera

hyht — hyh3 = hyhy(hy— hs).
Celui de e sera

hyhd — hyh3= hyhy(h} — h2).

Tous les coefficients, dans v,, sont négatifs pour r 2 2.
Le premier cas est élucidé, on a

e>o0 pour pZa.

Donc on peut toujours calculer les constantes K,, K, ..., K,, ....

Il n’y a aucune difficulté parce que la caractéristique est en dehors
des courbes dounnées.

Faisons une remarque.
Si nous posons

3 3

S"=2"" et S'nzzg",

1 1

nous avons montré que S,~— S, ne s'annule pas, en représentant
cette différence par

(. — 1) x valeur moyenne de la dérivée.

Or nous avons

_a(x—B) -
p—i= T—ay (1+af —a—B).
Si a devient nul, la différence w. — A'devient nulle aussi. Mais cela
ne nous embarrasse pas, puisque nous avons traité déja le cas : @ = o.

Maintenanl nous allons faire passer la caractéristique entre les plans
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des courbes données et nous rencontrerons des difficultés & élucider
pour les cas o1 n est impair.

Dans les cas nouveaux que nous allons étudier, on ne pourrait plus
se servir avantageusement de 'intégrale logarithmique de Cauchy,
sauf pour le cas ol n est pair.

Nous procéderons autrement.

Deuxiéme ocas : 1<.b<f.

La question est plus difficile parce que certains termes sont négatifs,
et nous étudierons, d’une maniére nouvelle, la quantité

t— 0P — yP+ p'p_ a'P + af — (3P,

Fig. 5.

5

Premiére hypothése. — p est impair. -
3=p2"7 <o, 5=|81=p3=2,
D
p= =2, = 222,
= iZp<e a= 3T

D’ou P'expression de ¢, p étant égal 4 2n + 1,

== (05=3) (=) - (=) + (5= v -

Regardons I’équation ¢ = o comme une équation en «, les autres
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paramétres étant fixes, et cherchons il peut exister une racine a su-
périeure i {3, ayant, bien entendu,

B—b>o, b—1>o0.
D’abord on a
tB)=o.

Etudions la valeur de {(+ =) et les valeurs des deux premiéres
dérivées en «.

On peut poser

t(a) = uaPf+ v(a— o)+ w,
B b\p
u= (5"—‘) 1,

1—pe
(b —1)yr

0=

Remarquons qu’on a
u+v<<o,
c’est-a-dire
B—=bp+(b—1)r+1—-[fr<o.
En effet, posons
B—b=H, b--1=K,
B=1+K-+H;
d’ou :
Hr+Kr< (1 + K + H)yP— 1,

Cette inégalité a lieu, H et K étant positifs.

Qr, {(+x)ale signe de (u + ¢ ), donc sera négattf. .

De méme, les dérivées premiére et seconde ¢ et ¢” seront neégatives
a I'infini,

% t(a)=ua™— ¢ (a— b)),

¢ est négatif (v, est le modulede ¢).
On a u < v,, donc I'équation

U'(a)=o0
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peut avoir deux racines positives :

_l__ 4 — ;-1 —_ 2n-1
ant(a)__ua" (o0 — b)2e-t,
Donc I'équation
t"(a)=o0

ne peut avoir qu’une racine positive.
D’ailleurs u est positif, d'ot1

£(b)>o0, ("(b)>o.

Donc " s’annule entre b et + = et une fois seulement. La courbe
¢(«) a une inflexion entre b el + .
Donc encore ¢’ s’annule, et seulement une fois, entre b et + .

Donc, si la valeur # () est négative, la courbe ¢(a) ne coupe pas
'axe des « entre § et + . '
Donc ¢ sera différent de zéro pour

a>PB>b>1.

Si, au contraire, #'(8) est positif, la courbe ¢(«) coupera une fois
I’axe des « entre {3 et + oo.

Donc, b, B, p =2r+ 1 étant donnés, il y aura alors une valeur
de « telle que ¢ s’annule.

Fig. 6.

N :

\

Le probléme comportera une condition relative au nombre
impair p. )
Représentons deux des formes possibles pour la courbe ¢(a).
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Dans le cas de la figure 6, il n’y a pas de condition. Dans le cas de
la figure 7, il y a une condition.

Fig. 7.

)

Etudions la condition ¢ (8) > o.

upt— oy (p— b)* >o,
[(ﬁ —_ b)ln+1+ (b——l)"‘*"]ﬂ"‘-—- (ﬁu-q-l_ l)(ﬁ — b)!n > o.

Si 8 — b est trés petit, elle est remplie.

Nous avons bien vérifié que le cas de la figure (7) peut se présenter,
p étant impair. Il peut exister des conditions de possibilité.

Deuxiéme hypothése. — p est pair.
Soit p = 2n. On a alors

07 =2¢*,

D’ott la nouvelle expression de ¢

1= (0555) - (=)~ (5=7) = 6=+ o
=ual + ¢o(a— b)P + w,

u=1— (_ﬁb__:_’b‘)l"

Br—1

(b—nr’

=

Etudions le signe de (« + ¢) ou de

Br—1+(b—1)r— (B—b)r.
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Soit
b=1+K, p=1+K+H.

Nous avons
(1+K+HyP—14+Kr—Hr>o.
Donc (u + ¢) est positif.

Donc, pour & = + «, ¢, ¢, " sont positifs.
La dérivée ¢'(a) ne peut avoir qu'une racine donnée par

u ain—l -+ v(a — b):n—-l: o.

Si donc on a ¢(f8) > o, comme on a, ici encore, {(§) = o, {(a) sera
positif entre § et + oo
Notre probléme ne comportera aucune condition pour les exposants
pairs. Clest ce quia lieu. :
Kcrivons, en effet, la condition /() > o.
u @!n—-l -+ ‘,(@ — b)!n—l > o,
[(6—1)= — (B =0y )B4+ (3" — ) (B — ) ' >0,
(K!I& — I-[!Il) (l + H “+ K)Q'R-—l ~+ H!”—l[(l -+ H -+ K)!ll_ l] > o,
H— (14 H + K1 (1 4+ K) —1] + K" (1 +- H + K)**-1 > 0,

Or ceci est toujours vrai.
La courbe ¢(a) a toujours la forme ci-dessous :

Fig. 8.

Aucune condition. — On le verrait aussi bien par l'intégrale de
Cauchy.
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Troisiéme ocas : B <c<a.

£

Nous avons maintenant les relations suivantes :

oa—C ' a—c
@=_—"<o a',:]ac']:é»-_:;.
r_B—ec _c¢—8
P = 1= °
d=Pa'< 0, a,:.ﬁf‘:’,
y=af =« —B>0.

Nous avons encore & distinguer les cas de p pair ct impair dans

I'étude de
W= 6”——-7!‘.{. ﬁ’l’ —a'P 4 ar — 3P,

Premiére hypothése. — p = 2n + 1, impair.

foa—c\P (?——-5 » c—3\* o — e\l -
w:-—(ﬁ — | + +( + alh — 5",
c—1i ¢c—1 ¢—1, c—1

\ \

Regardons w comme une fonction de 3 et cherchons a tracer la
courbe entre les points =1 et § = c.
D’abord w(1) = o, puis écrivons

w(B)=— M3~ N(c = 3)+ P,

‘o — ¢\P
ME|+ — ))

¢c—1

— al’_.l ‘
= —
(c—n)r

S =—MB N — 3y,
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La dérivée premiére a deux racines et I'on a
w'(c) <o,

! n— m—
375" (B)=—MB—t—N(c— By,

La dérivée seconde est négative.
Si nous avons la relation w'(1) <o, la courbe est celle de la
figure 105 w(f) ne s’annule pas entre 1 et c.

Fig. 10.

Si nous avons ' (1) >0 et w (¢) < o0, nous avons la courbe de la
figure 11. Alors w (8) s'annule dans l'intervalle.

Fig. 11.

~J

o
~
)

La condition #’'(1) > o donne

— M4+ N(c—1)"*> o,

(af—1)(c—1)*"*—(c—1)P—(x—c)* >0
ou
X>o,

La condition w(c) < o donne

o — ¢\ 2+t
s : (l —_— c!u+1) + aintl__ pta+l <o

Journ, de Math. (6* série), tome V. — Fasc. III. 1g0g. 42
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ou
Y<o.

Supposons « assez grand et 2 assez grand.

X aura Je signe de
a!n-H [(0 —_ .)!u — ,]

et Y aura le signe de

a1 ] T cin+t )
x (c I)ln-ﬂ +1
Sil'on a, par exemple, ¢ =3, on aura

X>o0 et Y<o.

* Donc le cas dela figure L« peut étre réalisé.

Deuzi¢me hypothése. — p = 2n, pair.
Ici 8" =&, nous avons

@=(03=7)"- (522)  (528) - (5=5) " e
— P Qo= B B, .
P=(3=5)" -

Q=( ,):n< ’
fiw,(ﬁ =Pt — Q(c— By,

.____l_.____ W”(ﬁ) —_— Pﬁ’""-}-Q(C — @)M—!_

anizn~1)
1° Supposons P >> o ; alors on aura
w!(B)>o.

Or w(1) = o. La fonction croit, & partir de zéro; elle ne s'annule

pas. .
2° Supposons P < 0. On aura par suite

w(B)<o.
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Examinons le signe de w(c). Ona

a—c
c—1

w(c):( >m(c"'——1)+ac"'—-c"‘>o.

Donc, ici encore, w(f) ne s’annule pas, entre 1 et c.

Fig. 13,

La figure 12 correspond &4 P > o et la figure 13 4 P <o.

Fig. 13.

2 4 ¢

Le cas ol p est pair n’entraine donc aucune difficulté dans notre
probléme fonctionnel.

La méme méthode peut servir & retrouver la conclusion de I'étude
du premier cas : pas de conditions.
Cette méthode consiste & étudier, non plus 'équation ‘ranscen-

dante
3 3
28"‘—- zg": o,
1 1

mais une équation algébrigue, x étant fixze et Vun de nos paramétres
variant seul, entre les limites permises par la nature de la question.
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CONCLUSION.

En résume, la conclusion est la suivante :
Quand la caractéristique est située entre les projections des courbes

données, I'équation
3

Ze’-—Zg“zo,
1

1

qui a toujours la racine = 1, peut avoir d’autres racines. 11 est facile
de trouver une valeur de z aprés laquelle il ne pourra plus exister
aucune racine.

D’autre part, un bedu théoréme de Laguerre (') nous donne une
imite supérieure du nombre des racines. En voici I'’énoncé :

Soit Uéquation
Aje*® 4+ AehT 4., .+ A e%T=0,

les nombres &, a,, ... allant en décroissant; le nombre de ses racines
positives est au plus égal au nombre des variations de la suite

Ah
A1+Ah
Al+ Ai + A:)

s e et e, ene

Nous savons donc, par des thtonnements, en nombre limité, trouver
les racines de I'équation transcendante, c’est-a-dire les conditions de
possibilité de notre probléme, avec le degré d’indétermination de la
solution. La question posée est donc résolue lorsque les courbes don-
nées sont planes.

I nous reste beaucoup de questions a traiter. 11 faut examiner le cas
ou la caractéristique coincide avec la projection de I'une des courbes
données (ce cas est simple). '

(') LacuErss, QEupres, t. 1, p. 28. Ceci se déduit de I'extension de la régle
de Descartes.
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I1 faut passer au cas oti les courbes données sont gauches.

On peut aussi étudier le probléme appelé mixte par M. Hadamard,
oii 'on a les données de Cauchy dans I'angle z Oy et d’autres données
dans l'angle adjacent. Ce seral’objet d’un second Mémoire. Nous allons
cependant, dés maintenant, indiquer les conditions de possibilité, pour
le cas des données gauches.

Soient les projections de ces données

y=a(®)=ox + a2+ a2+ . .,
y=B(z)=piz+ B2+ B 22+....

Nous avons alors le systéme fonctionnel

A,=L,+H; + M[z(1—a)],
By =L+ Hyz) + M[a(x) —az],
Cz=L,.+ Hpz) + M[B(z) —az].

Il parait impossible de faire ici 1'élimination; prenons la question
directement.
D’abord posons
M[z(1—a)] =N(=x).
Soient alors
ly=lbax 4+ Lot +la® +. ..,
Heo=lz+ hyx*+ hyz*+. ..,
Ne=mx+ ngz*+n,x3+4....

Faisant I'identification, on trouve que [, /,, n, sont connus en
fonction des coefficients dont I'indice est plus petit que p, & condition
qu’un certain déterminant ne s’annule pas.

Or ce déterminant est identique a

3 3
Sor- S
1 1

ou les constantes « et 3 du probléeme précédent seraient remplacées
par

a2 et p',

coefficients de = dans a(x) et §(z).
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Ainsi les discussions précédentes nous donnent ici encore les valeurs
de p pour lesquelles il y aura une condition de posscbilité.

Et I'on forme facilement lesdites conditions, qui ont une expres-
sion forcément plus compliquée que dans le cas précédent, ol nous
avions

O=Ay=03=...,

o= [;=f=....

Il restera & prouver la convergence des fonctions L, H, N.

Il était intéressant de noter, dés maintenant, que les conditions
dépendent seulement de «, et B,, c'est-a-dire destangentes alorigine
des projections des courbes donnéeayebguien forme facilement ces con-
ditions, aprés I'étude du probléme ot le¥’glonnées sont planes, étude
achevée ici. o g T



