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LES DERIVEES DU POTENTIEL LOGARITHMIQUE. 129

Les dérivées premicres et secondes
du potenticl logarithmique;

Par:M. HENRIR PETRINI.

CHAPITRE L.

LA DERIVEE SECONDE DU POTENTIEL LOGARITHMIQUE D’'UNE SURFACE PLANF.

1. Le potenticl logaruhmique et sa dérivée premiére. — Soit p
une fonction finic et intégrable des coordonnées d’un point Q situé dans
le plan considéré. Nous délinirons le potentiel logarithmique V d’une
portion finie du plan pour un point P,(z, ) du plan par la formule

(1) V(w,y):f‘plog—l-rdw,

ol x et y sont les coordonnées rectangulaires du point I, et ot dw est
Iélément de surface au point Q; r est la distance P, (Q et 'intégration
s'étend sur tous les éléments de I'aire considérée qui est supposée finie.
Si le point P, est situé a I'extérieur de cette aire, la fonction V, ainsi
que toutes ses dérivées, est finie. Pour un point intérieur il suffit
d’étudier la partie du potentiel qui se rapporte a4 un petit cercle dont
le centre est en ce point I,. Soit @ le rayon de ce cercle, et prenons le
point P, peur origine d’un systéme de coordonnées polaires (r, ¢);
donc nous aurons

2T Wt l
(2) V:j dvj p(r, v);rdr;
: 0 0

d’oti il suit que la fonction V est toujours finie et continue.
Journ. de Math. (6 série), tome V. — Fasc. II, 190y. 17
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Soit maintenant V, la valeur du potentiel logarithmique en un
h P 4 q
point P voisin de Po; nous aurons

L &9 all I
V,,:f dvj plog—l—rdr,
(1] 0 {

(3) " R =PQ=\rt—arhu + h?,

h =PyP,
Uy = cos(PP, P Q),
2T « r
%) .-.V,,—-V::f dvf plog > rdr.
o [ I{
Posons
r=ht,
(3) ' .'.Z(V,,——V):hf dvj p Uit o)log -
. 0 (]

' qg=yVr—2tu,+1.

Soit w une constante > 1. Pour £>> & nous trouverons, en dévelop-
pant,

E_ w1 . .
(6) Iogg_ 7 7 P, limP finie,

2 ==

) 27 w ¢
(7) »'-7;(V/.—-V)=hf dvf p(he, v)log(;tdt
0 0

o
2 n u am h dt
+ u, dv pdr-+h dp ob —.
L] viwh o 0 t

[.a quantité V, — V étant toujours finie pour toutes les valeurs de 4,
quelle que soit la fonction p, le premicr terme du second membre de
Pégalité (7) est tini quelle que sout g,

27 W I
R d:f ht, v)log £ tdt
hl:;[ ¢ ; p(h ‘).obq

est finie, parce que / n’entre dans cette quantité que dans la fonction .
Le second terme est toujours fini. Enfin le troisiéme terme peut
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s'écrire

2"'rh(PP)m Iog %’

(¢ P), ¢tant unc valeur moyenne de p. Par suite, la limite pourk=o0
de ce terme est zéro, En passant 4 la limite pour lim 4 = o I'équa-
tion (7) se réduil a

() £ 5.4
(8) )—._,‘T;h(v,,_V)__f u,dvf pdr.__fp

ds, étant un élément pris dans la direction de P,P. L’équation (8)

d lo,, .
dw,

montre que la dérivee 9N ot toujours finie. Nous disons aussi que /a
031

dérivée premiére est toujours continue. En effet, soient V, le poten-
ticl logarithmique au point P, P, P = A, et ds, un élément (uelconque.
De I'équation (8) nous tirons [¢f. équation (3)]

| Vi T “ ruy—he
e j dw.--jo' dvj‘: P dr,

(9) { R=PQ=vyrt—orhu+,

u, = cos(r, ds,),

()lo,,l

Uy == cos(r, ds,),

C = cos(ds,, ds,),
ds, ¢tant un élément pris dans la divection de P, P, Posons
; r—=ht,
(10) . .. ‘f)‘f:: 3_;%) :__j‘, ”',{..((/'P(/,t,v)([.—'ii;,:'—-tf — u,)dt,
q=Ve—atu +1.
Iin dévc]oppa.ul., nous Lrouverons pour ¢ >7[

Cu,— te DU My-— C 1 . (R
(1N = L - Sy L lim I tinie:

2
.. »
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par suite, nous pourrons écrire

/ dV/, ()V

: e ds’):K,,+L,,.

J Iog—

K,,_.f (2u,u,—c)dvf p(r, (')—._fp Ts s, ’)92
am " Cuy— L
L,,:f dvf p(he, v)(——i——— —u,) dt
0 0 1

+/ dc’f pP’ f (zu,u,—c)dvf p—»
1

ol « est une constante >> 1 mais < 7 cton Iintégration par rapport

(12)

a dw s'étend sur toute 'aire cons1derce, excepté un cercle de rayon /4
dont le centre se trouve au point I’,. On peut écrire

Kp=2n[(20u,u,—c)p]nlog %’

ot l'indice m indique une valeur moyenne

csdim(AKy,) =o.
=0

Quant a L, le premier terme du second inembre est fini pour lim /o = o,
0V

parce (ue —-= est finie quelle que soit p, et que & n’entre dans ce terme

que dans la foncuon ¢(ht, ¢). Le second terme du méme membre est

aussi fini méme pour lim 4 = o d’aprés (11). Lnfin, le troisicme terme

est toujours fini,
.. limL, finie,

h=o0
*, lim QX—'—‘-- (-)—v)zo. ¢ Q.F.D.
h=o \ 053 Js,

D’oti le résultat suivant :

Si la fonction p |équation (1) est imdégrable et reste toujours
numériquement plus petite qu’une quantité five finie, le potentiel
logarithmique d’une aire finie reste toujours fini et continu ainsi
que sa dérivée premicre.
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2. Existence de la dérivée seconde. — La quantité L, (12) peut
s'écrire (11)

2T 1 'Y —_ b L4 ;E
(13) L,,:f d('f p(g—’—,—ﬁ—u,)dl -1-[ dvf pP’gf'
0 0 7 0 1 ¢

Or on a identiquement, si p, est une quantité qui estindépendante de ¢,

%
dt " /} ©. . dt
(14) [pP’F:pof P’?--—-pof P
B

i w
dt dt
+f (p—p)P' 75 +f (p—po) P50
w 1

w étant une constante arbitraire telle que 1 < w < %-

Le premier terme du second membre de I'égalité (14) est toujours
fini (11). De plus, on peut choisir la quantité w si grande que pour
toutes les valeurs de A, telles que % > w, le deuxiéme et le troisiéme

terme du méme membre restent numériquement plus petits qu'une
constante arbitraire o choisie d’avance, quelque petite qu’elle soit.
Nous supposerons maintenant que la fonclion o est continue par
rapport a r pour chaque valeur de o, et nous posons

(15) po(v)zl.if;p(r, ).

Donc nous pourrons choisir & assez petite pour que le dernier terme
du sccond membre de I'égalité (14) soit numériquement < o. Dot

nous tirons
i .
dt de
1 ,— — , —
im [+ =0 P

L=limL,,

h=0

Si nous posons

nous trouverons

. m e e A A au,
(16) L:f po(v)u,dvf ((—I—;—-1>dt+f po(v)u,dvj <(—;~—-|———t—> dt
[ 0 0 1 1
m ‘ede w AR
—c v dff——-—cf 'dof (———)dt.
fo po(v) ds ar o po(¥) g7 ‘
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Posons

(% dsy) = ¢y, (Xadsa)E"Pz» <. (dsy, d8=)=(%—¢|),

(17)  coug=cos(v — ), Uy =cos (v — ¢,), c=cos(Ys— ¥;).

En effectuant l'intégration par rapport & ¢ de chaque terme du
second membre de I'égalité (16) au moyen de la Table des intégrales a
la fin du Volume, nous trouverons

an ~ an )
L= po(w) it =alde = [ puo) T e
0
[= dt _m—| ('—-44 |
= T sin|e— Uy |
Au moyen de I'identité
duiuy— uy— cuy=—sin(¢ — ¢,)sin(2¢ — b, — ;)

nous trouverons enfin

2T
L:—f Pa(9) (T — ¢ + Yy)sin(2¢—dy— ) de
[
. ; ! URY
P — ’
(18) < +21t0 po(v) sin(2 by — dy) ds
27T
=— [ po(v+4) (r—v)sin(ae + Yy — g do
0

(oz<eam).

En passant a la limite nous tirons du systéme (12)

gy .
=k, L,
\ Js, 0s, st
(19) < K, .= lnnK,,
1
2log -
’ 2T oy ot 7
K, :"‘{ C()"(a"_‘l”l_"\"ﬁ)’/".//l e 7:'(“' ¢)s,>0—\2—(/”

Nous pourrons donc énoncer le théorénie suivant :

Tutonkme. — Si done la fouction g estintégrable ot reste toujours
numeriquement plus petite qu’une constante finie, si de plus pour
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chaque direction v la fonction p est continue par rapport au rayon

vecteur r, la condition nécessaire et suffisante pour Uexistence de
. 'V . , .

la dérivée seconde 3505, du potentiel logarithmique est que la quan-

uié K, . (19) existe, et la valeur de la dérivée est donnée par les

égalités (19) et (18).

1
Corollaires. — 1° Si v existe, on trouvera
Js, dss
: £ L '
(20) f po(r)cos(2¢v — gy — ¢,)dv=no.
(1]

En effet, on peut écrire

2T W dr
K/,-—K/r:f cos(zv——q;,—q;,)dvf p(r,(')-;—
h
’ ll' 2
=Iog7f p(rm, v)cos(2¢y — ¢y — ¢,) de,
)

ou 1, est une valeur moyenne de r. Par hypothése, la limite pour 2 =o

!

’ : I3 . h
et '=o du premier membre est zéro quel que soit le rapport —;
donc, etc.

2° On trouvera (19) et (18)

Y _ 2tV
\ds, Os; 05, 05,

2T qh
(any = (Y2 — a{a,)fo po(c’)siu(zv—q;,—-qa,)dv—znjq; po(¢)sin(2 ¢ — )~ g )dy
- —f [pe (v + 1) sin (20 + 41— a) — po (¢ + ) sin (20 + $o— )] (T — ) dv
(ozdi<am  ol¢y<am),
ot le second membre est toujours fini. Par suite, si 'une des deux

dérivées du premier membre de I'égalité (21) existe, l'autre existe

aussi.
3° Si la fonction g(7, ¢) est continue, p,(¢) est une constante, et
'on trouvera’

(22) L =—mp,c.
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2 2
v et *V sont

Remarque 1. — Dans ce cas les deux dérivées 3505, ¢ T o,

égales, si elles existent.
4° Pour les directions suivant les axes on trouvera

2 3 « o
";_‘zv"" frd limf Cosz(’dl’f p(", V) .C_i’_._" —f po(V) (‘n — ()) sin as dp,
° p o

LET)

d’v _ \ T . a dr 27
dzoy = lim sin 2vdv/l: p(l,")7+£ e (9) (™ — ¢) cosa v dv,

h=0J,
3

v . T a . LT )
W: 11::1 sin 2vdva: p(r, v)‘% +j{: po(v)(:%—v)cossvdv—an[ po(¢) cosaedy

(23) ‘ 27T a dl‘ 2T n
= lim sin a2y f p(r, v)———f p°<c’+-)(n-—c') cosae dv,
h=0Jy h r 0 2
T
'Y 27 a« 2T 2
%y—‘: = 11:1/; coszvdc’u( p(r, 0)‘¥+/0 po((’)<‘%—t-—(')sinzvdc'——zﬁ A po(¢)sina e de
L3 a dr V2T P
= Iimf coszvdvf p(ryv)— —j p(,(t’ + —>(‘rt —¢)sina¢ds,
h=0J, h r o 2
2 2
Remarque I1. — Si rv existe, donc ﬁ existe el inversement.
Jr? oy
52 On trouvera les relations suivantes :
gtV Y . DiAY
—_ b,
(24) Js, ds; coss ds, dx +sing: ds, dy’.
(23) Kyy=— Kz,
(26) Ky ;.= Koz cos(d, + ) + ny sin (dy + Ps)-
eV 1rv

que — "éoalité (26 v 8L o Of —
Remarque II1. — De I'égalité (26) on conclut que, si 5— et o= T

existent, donc existe pour loutes les directions de ds, ct ds,.

sy ds,
o - Y
6° Cas particuliers. — La dérivée ——— existe:
Js, 0s,
. Sip est indépendante de ¢;
B. Sip est indépendante de r, pourvu que

(20*) fmpcOs(zv-—\p,-—q/,)dvzo;
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par conséquent, pourvu que

”‘ o'V o*V
f pcosavdy =0 pour P et Pl
0

(27) ou que

mo d rv nv
[ psin2vay —o pour 5:2—();’- et W’
v. Si
[ d'
(28) f (p—po) 5=
[}

est finie pour toutes les valeurs de ¢, pourvu que p,(¢) satisfasse a
'égalité (20);

. dp . . . :
g. Si Tsp, existe en chaque point du vonsmage de P,, et si

27
(29) llm/ u,dvf Pdr

est finie et déterminée.
‘n cllet, soit @’ le rayon d'un cercle dont le centre se trouve au

0,
point P, et dans l'intéricur duquel la dérivée Jﬂsatlsfasqc aux condi-
5y

tions citées; on aura seulement a considérer la partie K, de K, qui se
rapporle a I'aire renfermée entre les deux circonférences de rayons A
ct @. On trouvera

w @0° th w) 0log l () dlog -
= d¢v~—ff p d uydl— i} ~ dw,
" k) PGs 95, 054 ds, 0s; iy 0s; 0Jsy

ol dl est I'¢élément de chacune des deux circonférences (/) et (a')

22T
(30) .'.K',,:—/ [p(a'se) —-p(h, ‘)]u,u,rfvﬁ—/ u,d(/ ——-d/

l

Le deuxiéme.membre de I'égalité (30) a une limite finie pourlim 2 = o;
donc, etc.

. Si p est fonction de & seulement oudey seulement et nétant les
Journ. de Math, (6* série), tome V. — FKasc. I1, 1goq. 18
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coordonnées rectangulaires du point Q, c’est-a-dire

£ =x+ rcosy,

(31 n=y -+ rsiny.
P 0p e PV PV .
En effet, soit p = p(7); o existe, 55 et 5oy existent d’apreés ¢,

v . .
35,05, existe (5°, remarque I1I).

7° Si la densité p est discontinue suivant les axes des z et des y et
si elle prend des valeurs constantes p,, p,, p, €t p, dans les quatre qua-

2 ]
drants autour de l'origine respective, PV et 2V existent, et l'on
g P PX dy* )
trouvera
( *V

97 g(— 3p 1+ pat+ps— 3psi),
(32)

1

o Z(" 3pa+ ps+pi—3p1),

les él¢ments drx et dy étant dirigés dans les directions positives des
deux axes respectifs. De plus, on trouvera

. a
K& = (pr— pa-r pa—pi) log 55

v NV ., . .
3z dy el dy 0% n’existent que si
(33) p1— P2+ ps— py= 0.

Dans ce cas, on aura

02y aryv
(34) ~

dzdy ~ dyox
Remarque IV. — Les égalités (32) font voir qu’en géncral la dé-

dx, \dx our_\ ox
et du_ sont dirigés en des directions opposcées. Ces deux quantités sont
égales, si

rivée —Q—(Q-Y) n’est pas égale 4 — -i@l), olt les ¢léments duw,

P2t Py =Pyt Py
el dans ce cas on aura )
e 75AY T
(33) '{)_',T-::—;(Pt"*'Pi)'
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8 Si p,(#) = une constante p, pour oSeSw et une constante p,
pour = S¢S 2w, nous trouverons (18)

L:—2(914‘?:)005(%-4—&]/,)—-21rp’sinq/,5in%,
(36) ou
p'=p, pour oZ¢,Zm et p'=p, pour w ¢ lam.

3. La fonction AV. — Soit

s | 1 [oV(z+hyy) Vi y>]
(37 AV—,!:;":E ki, [ 0z oz
L [dvu, y+hy) owx,-.y)]g,
hy oy oy
Si
(38) Iim-;-:l = une quantité finie c %o,
1

nous trouverons

27
Av = Iogbf po(v)cosavdy + Loy + L,,.
¢

T
22T E)
(39) Loz + Ly, = g/ po(v)sinay de — z'nf po(®)sinz2 ¢ de
“ Yo 0
27 m
=f [po(v)+p0 (0+;>](7t—— v)sin2 v dp.
L3
Remarque 1. — L’égalité (39) renferme, comme cas particulier,

I'é¢quation de Poisson. En effet, si p est continue au point P,, 5, est
une constante, et nous trouverons

(4o) AV = — amp,.
Remarque 11. — La fonction AV est toujours finie dans le cas (68),

mais, en général, elle dépend de la quantité c. Elle en est indépen-
dante, si

27
(27%) f po(¥) cosaedv —o,
‘ 0

.o . L0V -
ce qui arrivera, par exemple, toutes les fois ol —; existe, et toutes les
! ’ oa?
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. . . . A .
fois ol1 p est continue au point P, (40) quoique 5— et 53 n’existent

pas séparément. Si, par exemple,

cos?p
(41) p="s
lOg-;
on trouvera, pour ¢ > 1,
1
log —
v . °/
(42) i 1;-},1:; log : oe,
logz

quoique p soit continue pour 7 = o. D’autre part, on trouvera pour le
point P,

. (43) AV —o,

pourvu que la condition (38) soit salisfaite.

Remarque 1. — Plus généralement, nous pourrons définir

AV = fim | L] V(& + Aycosdy. v+ fysingy) 9V (2, y)
’l‘l=° 4L Js,s ds,
1g=10
(37%) « 1 [ OV (x + hycosd', y 4~ h,sind) OV (. ¥) l
7 - ’
/Ig ()s” ()“_// ,

Y+ =+ §+

boy Yoy V', §7 étant les angles (w, ds,), (z,ds,), (&, ds’), (&, ds”) ves-
pectivement. Donc nous trouverons (18) et (19)

X4
AV :long po(v)cos(2v~d¢)dv
0

+ (Y — ¢,)/ po(9)sin(2¢ — L) dv

(39" ¥ )
—Qﬂf po(v)sin(2v — ¢) dv,
$

- . h .
e=limz  V=ditds

hy==0

AV est finie si c est finie et £ 0. Dans le cas particulier ot &, = 4,,
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et

po(v)=const.p, pour oN<Z<yv<Z<m—A
(44) et

po(v) = const.p, pour les autres valeurs de ¢,

nous trouverons

AyV=AV=—r1p(c+C)+ :—’(pa—Pn) (' —t)

X [cos(ad +¢) —cos(a} —¢)]
pour MidySm--2 et NS Sm—12,
(45) mais
< A,,VEAV:—xp,c—ﬂp,c’-*-';(ps—?l)(‘l"—qﬂ)
X [cos(2 A+ §) -— cos(2h — )] — w(ps— py) cos (24 + ¢)
pour  MI{¢,Sm—A et Y'>m--1

¢ = cos(ds,, ds,), ¢ = cos(ds', ds").

‘nfin nous trouverons, si p est continue au point P,,

(459 AV =—mp,(c +¢').
4. Existence de la dérivée 9V en un potnt quelconque. — Sup-
) - " dsy 0s, P 7 que- P

posons que le point P soit situé sur I'axc des x a la distance & de 1'ori-
gine P, qui est le centre de 'aire circulaire considérée dont le rayon
est a, et soit k < «. Décrivons autour du point P un cercle dont le
rayon est h, h < a — k. Nous trouverons pour la quantité K,, rap-
portée au point P, I'expression suivante,

I
() 02 IOg— ()

([]6) k/,: 8 pmd(V: " p(2V|V,—"C)

dw

"I—"i“)

ot I'intégration s'¢tend sur la portion du cercle qui est comprise entre
les deux circonférences, et ou

R=PQ = yrt—arku + £,

U =cosv,
recosy — k rsing
(4'7) ! vy=cos(r,ds) = ——R———cosxp'+ n sing,,
rcosy — k rsine

ve=cos(r ds,) = m cosdy+ ——R—-»simp,,

¢ = cos(ds,, ds;) = cos(Ys— ),
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ct
o Ky =K cos(Yy + §y) + K sin (g, -+ b)),
(«) -
2 (ru — k)? dw
(48) s =), F R ' T
(et} ,
' K{) =2 p(ru— kyr sinv%-

m k=h
_ a(ru—k)? rdr
L -—-f° dy f pl—rs——"]r’

E3 @ V
_ 2(re—k)* rdr
(49) A N = b=
k< h 2T —
. ) ' [a(ru-—-k)? dv
]3 = - r d/ L P [———_—l{’ — l] _l{”

r*—arkcose, 4+ k*= I,

Posons
[ r = ks,
h=ka,
(50) R=4p, ..p=\s*—osu+1,
p(r,v)=p(r,v)+p(r,an—v),
" e asu — 1)? 1 sds
'.I,:f0 dy l o(ks, ¢) [~—p,——-—-1‘|?—,
. v
L= [ dv f ks, ¢ [%L'_)_.Jf_",
ey L= | s | =5 .
14+ & © -
" - (St —1)2 dy
]:f sdsj /cs,’[g———~——-—|_|——,
? i—a oy p( ‘) p! P-’
s?—ascosey, + 1= al.
Posons
s =1—a0,
52) P=Vai+2(1—0) (1 —u),

1—u

. —._.’

z
P - P

A

I,
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ct
1 1!_

.'.llzf dof o(k — kg, v)
[ 3 ]

< [g(t——a)“(n —u)+ /;(l—:r)’a(n—u) +2(1—a)a® 1—20] de
P r

Mais (52) les quantités

— ) 2y —
(r P:t) el c(lpi u)

ont des limites finies pour lim & = o, et nous trouverons
1 T_ de _
(53) f ogdo | p— =mp'log(2—a),
a o £

¢’ ¢étant une valeur moyenne de p. Par suite, nous pourrons écrire, le
sccond membre dc I'égalité (53) ayant une limite finie,

T 2
(@) I,::fdo‘f p(k—ka,v) [2 - L]dv+a,, lima, finie.
-3 [ ]

£ p, =0

Posons
(55) p=yVvi+d, .p>p.
Posons de plus

2(1— ) =v— vt u(v), .-.y.(o)—_-i:

12
1 c"[.}((’)+26(l—ll).

. R —
.02 = =

= ,)! -2

-2
£ p P P'p

Le premier terme du dernier membre reste toujours plus petit qu'une

e . 2C .
constante finie. Le second terme est plus petit que 3 par suite, en

ayant égard a 'égalité (53), nous trouverons B

N\,

1 T
. I 1 o
(56) lim f da[' (——_—I)dc’:une (quantité finie,
Yy

1::0.,’ pi l)
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De plus, nous aurons (52)

o? o! (c’+c’>(| |>,2(1 l)
il el 310 Bl FEI Bt |
Jd P L P 4 p 4 P
. ! T /gt c?
<. h f do'f <—; ——5>ds’: une quantité finie.
a=~0 « o £

P
Posons :
(57) T ! T ag 1
7 L= | dof| p(hk—bkoo)( = —=)dv,
@ o P p
1 T 2 2 1 ‘R~
L—T,=» daf , ;_3_»@-/ da[ > -'-,~:';>du+a,
« ) P a o P P
1 T 1 ' N 1 T .
= 2p| [ do‘f c‘ g-‘— dv—p’;f (Ic[ L,-—-:I;)dv+a‘,
x o \/ P a S \Z p,

¢, et o, étant des valeurs moyennes de p,

(58) ~dim (1, —1,) = une quantité finie.

[- 1}
Nous pourrons traiter 'intégrale I, (51) d’une maniére analoguc ;
en posant

‘ ST+ 0.
(39)

' p=Vai+2(1+a) (1 — w),
L+
nous Lrouverons

o

7! n 2
(60) L= dcf ph+kae) (22— L\ do+ay  lima, finic.
-3 [] Ii P+ X0
Or
11 be(i—-u) o
I
1 W T 1 - a} .‘Rd“
i [do‘/ - — llt‘<.’||illlj a(lcj — = inloga
a0y o /)_ /i x-0/g o P
et

0'(35__0"— .a:._’..g_-. /.-L-_ l.>'f) —l.—-»,).. .
'-'—‘l-)‘b I:'.“‘ pz ,:x) (I)' "f, R-: P:
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Donc nous trouverons, comme dans le cas précédent,

lim(l,-~ I,) = une quantilé finie,
x=0

ou
! LA
gEf do'f (k+k0’,")<-—--——i)dp
@ 0 A 4
Mais (58)
lim (1, — I,) = une quantité finie,
x=0
ou
(61) l,__f daf p k-i—lio',v)(__,"" )d"’
(62) < Jim(1,—T,)*= une quantité finie.
x=0

L'intégrale I, peut s’écrire
L=I+V,

1 19 )2
I'= sdsf p[?;(—sitj—-ll LJ dv,
Ve P r
I+a T
17 —‘f 9dsf [M '1] av.
I)

Si, dans I'intégrale I, nous posons
s=1—0, p=p,

et cn employant la formule

(63) llmfdcf s / ____/ (25

nous trouverons, comme dans le cas de l'intégrale [,

|

\ ou
(64) ! r:f (laf p(h — kg, ¢) (36— — -'—) dv,
r p

g+ 2(1—g) (1 — cos¢,) = at,

{ Iifp(l’——l—’ =o0

-2
p =+t

Journ. de Math. (6" série), tome V. — Fase. L, 1gog.

atan d =0
g5 )=o
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Posons

g = ar, p=ab, v¢,=ab, a(1—cosv) = ¢2A(v), SoAh(0)=1,

k3
1 ]
- : 272 1
. 1I'= —_h — /4
RN | jo‘ drﬁ o(k—kat, al) [(02_'_7’), 02+?2] dh,

4 (1 —at)0} h(ah)) =1,
1 ' °
I ® a7l [} - 6
. .lI:n:l _p‘.[ d.r/o:, [(6‘-}—?’)’ - 6’+r*]d9‘* Pk[ (11/0“ o

;,:Elimp(k—ka‘r, af),
«x=0

Bo=lim8, =y1— 13,
=0

(65) o limT=— %E-

=0

En traitant l'intégrale 1” de la méme manicre, nous trouverons

P,
P [‘ ky

P,=lim [p(/.‘ + hor,a9) + p(k — kar, a@)].
v a=0

s liml,=— %
(66) l

Si enfin nous traitons la quantité K, de la méme maniére, nous ob-
tiendrons le théoréme suivant :

Tukorime. — La condition nécessaire et suffisante pour Uexis-
tence de lu dérivée ‘7% auw point P’'(k,0), k > o est que lu quantité
(67) H = lim l®

& =0
soit finie, ot

! *) — H}g‘l Cos(qh‘*" qlg) —+ Hig} Sil’l(qﬂ-“ qlz)q
1 9 U’_ "2
g = f do f P g,
« ot op
1 = ,
H& = zf adof P‘—_—f—{‘—,
« o P

VT,

E:p(k—i—A‘a’, ¢)+p(k+ ko, 2% — v)
+plhk—ka,¢)+plh—la,am —v),

P=p(k+ko,v)—p(h+ ko, 2m~—¢)

i —p(k— ko, ¢0)+p(h— ko, 27 —v).

(68) ¢
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Remarque I. — La partie de K, qui correspond & Llirox I est = é P,
P.=limP pour ¢ = art et ¢ = af.

Remarque I1. — Nous pourrons remplacer H (67) par la quantité H',
ou

H = lim I,
a=

0
x
2 1
Ho= [ dp f p P,
o a P

68") ¢
P= [plk+ko,v)+p(hk—ko,am—v)] cos(29 —¢;— )
+ [p(k+ ko, am— ¢) + p(h — ko, v)] cos(29 + 4y + ),
G =p cosQ,
v = psing.
Cas particuliers. — 1° Si la fonction p est indépendante de v, on

trouvera que la quantité II est finie. Dans ce cas la dérivée existe aussi
a lorigine.

2 Si la fonction  est indépendante de r, on trouvera aussi que la
quantité II est finie. Pour que la dérivée 7);)—,()—5-, existe aussi a4 l'origine
il faut et il suffit que la fonction ¢(¢) satisfasse a I'égalité (20").

5. Continuité de la dérivée

- — Cas particulier : La fonc-
()31 dsz
tion p est indépendante de r. Sinous posons

(69) o) = |2~ sas

_ e 2 __ s
— (22— 1) logp + su(3 4up)’+ 2ut—1 ~214(|—l12)f g,
0

nous trouverons (51) et (66)

CKE =L+ l+ b,

L+ 1,:/0'“:9(9) [?(%) —<9(l+a)+<p(l—a)—<p(o)] dv,

. T
(o) {ami =T 3leree)
7 =
oll
P1 =limp(v), ¢ > o,
v==0

[ =lim p(¢), v < 2m.
=2
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Posons
2T
-z—'f p(v)}[g(1--a)—@(1+ a)] dv,

) P =Val+a(l—a)(-—-ua), py—\arra(1+a)(t—u),
(71) L l—u,,l—-n<l

’ . °pl=P2) P: ;_p—f =y

.-(v)—'p(")+p(27r—v), S Im;p(v):p,—kp, pour ¢ >o,

(72) . f p(¥) [log ldl +ot<Pl p;)] dv-+--f,,, Linznuv,«: o.
Or

ﬂ—\/ Ad(l:‘ll), o lim B =
2 a0 P2

De plus, nous trouverons
T € do
lima p(v)— lim f p(¢)—= _.llmatf p(v =limp'« -Tl-
0 xa=0

a=o x=-n o I’
2 92— a
=limp’ tang(
a=o0 2— 0%

¢ étant une valeur moyenne de p pour 0SeSe, ¢ étant une constante
positive quelque petite qu’elle soit,

(4 T
tang;) = —(g1+ f);

(73) .‘.limla-:'n(pl-*-p,),

(74) uﬁf p(v)[ (Z>—q(o)]d«’+g(p|+p._,).

De méme, nous trouverons

K. = [";(‘\)[9,(%) — Q,(o)] sinv dv,

o

(73) ) 2 s(r-—4ut) +au . “ds
d )Q,(s)zzf(.ca—l)s’%: =2ulogp+ s(r 4/'2) -+-(2u-——|)f0v F’

L 2() =p(¢) —p(am—¢).
En cffet, posons

L= [ 7)ol —a) = u(1 + )] sino e,
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1 1 I. N , o 1 __
._f p(v [30((17? ‘) (;'-——[-)-;->_| sing dv 40}, llglna_o,

G
*.limly=6limap sinv’ —‘—, —Llim ﬁ/ (logpi logp,) =o,.
=0 &=0 ° 2 q— I— 14+

et

g.¢" et ¢ étant des valeurs moyennes de p et de ¢ pour oSp<e,
¢ étant une constante quelque petite qu’elle soit.
De plus, nous avons trouvé (n° 3, remarque I) que la partie de K,

qui correspond a lm: Test =- pk, et nous aurons
=

Ph=p1— ps— p1 - pr=0,
Dong, etc.
Pour de grandes valeurs de s nous pourrons écrire

9(s) =(2ut—n)logs —a2u(m—yv)sinv +%P, limP finie,
’— s=m
@1(s)=2ulogs + e ! (m—v)+ L P,, limP, finie;

sin g s s—e

par suite, nous trouverons, pour de petites valeurs de &,

| Koo _<I00——|>[ p(v)cos2e dv

—f p(¢)(m—¢)sinavdy + ;(p, + p2) + £Q, :imQ finie,
0 =0

17T
K.y :(log%—l)/ p(v)sinapdy
N 0

27
+f p(¢)(m—v)cosavdv+ kQ,, limQ), finie,
0 k=0

2T
(77) Kooy = (log%—l)f p(v)cos(2¢ — ¢y — &,) dv
2T
— p(¢)(m—¢)sin(2¢ — §y—dy) dv
E(Pl+?!)cos(¢l+¢2 + 4Q',

ol Q' est continue par rapport a k, et lim Q' est finié.
k=0
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Prenons pour un moment le point I’(k, o) pour ce itre d’un systéme
de coordonnées polaires (R, ), ¢ étant Pangle que fait le rayon vec-
teur PQ avec I'axe des x positifs. Nous trouverons (36)

p‘,—_:!‘imp:pl pour olv<im,
=0 -—
=p, pour T..v..am,
(78) o L=— g(p1+p,) c0s (Y + P ) — 27py Sin, sin g
' = 2(91—91)003(%+‘¥':)"“Plc°5(‘l’z"q’l)’
pour
p oZd S,
our
niqZam

il faut échanger g, et p, dans la formule (78).
1 suit des égalités (77) et (78) que la dérivée dl: Xv est continue le
R Bodis 4
long de 'axe des « pour @ > A > o. Pour que cette dérivée soit finie i
Porigine, il faut et il suffit ue I'égalité (20") soit satisfaite, et dans ce

LAY
cas la valeur de ——— est

d Os,
*v " .
%0, -:_—l p(¢)(m— v)sin(ar — ¢, — ) de
—anp'sing, sing,+ AQ" au point P(4,0), 4i>o,
ou

(79){ p'=p pour o dom et p'=p, pour m.} 2T,

(o?-.!(\)/s,>o=~f p(¢) (m— v+ §)sin(a0 — d—dy) dv

4
+an p(v)sin(2¢ —§,—y,)dv  al'origine, o ¢, am.
0

PPosons |
| N v
1"7: d(s), Zv, (d‘s). (\)s,) =T,
(80) o f p(¢)sin(2¢ — ¢y — q,, de
' —am %p(c’)sin(av—-z.!».—q;,)dv—nwp'sinq», sing,.

\ 0
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Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :

TueoniMe. — Si la densité p est fonction de Uasimut o seu-

lement, la dérivée J5 0, 5t continue suivant chaque rayon vecteur,
2

sauf a lorigine. Si dd 305, ¢ existe a l’origine, la discontinuité dans la
direction de l’axe des x y est égale AT (80o).

Cas particuliers. — 1° Pour ¢, = o, nous trouverons (21)
(d’V __(d’V) = lim 0tV d’V)
deds, /o 05,02)0  keo 05, 0%  \0ds,0z /),
Nv anyv

(81) h_(_':. ds, 0z (dx ds,)o'

2 Pour ¢, = o,
(82) I'=o.

3 Si

p(v)=p, pour oZlv:im,
=p, + pour n_viam,

nous trouverons
(83) I=o.

Remarque I. — Soit K}, la valeur de K, au point Py; on aura

(84) [ p(erecos(ao— b+ gy do

Ja

_n(l\ K= !nn (lo"% — 1)

lis
h= =0
k Zo
a7
——f p(¢)(m—v)sin(av — g, — y) dv
1]
T
-+ ;(P| -+ ‘Og) COS(LP[ -+ ‘-P,).
Par suite, si lim /i est finie ct £ o, le premier membre de I'égalité (84)
It =0

k=o

: \ . c RV, e
existe méme dans le cas ol la dérivée ——— n’existe pas a |'origine.

d d ’
)2
Remarque 11. — Si dd(}’ existe, la condition nécessaire et sufli-
S2
. s ey ] M v 3
sante pour l'existence a 'origine de la troisiéme dérivée IV _ ent
. 0T dsy 05,

(83) I'=o,
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et ['on trouvera (79)
3V

T '
(86) dx ds, 0sy IA-_I::nQ '

II. Cas général. — Si la densité p est continue par rapport & r,
nous disons que la quantité (68)

lim (K, — H(®))

h=0
est continue par rapport & k pour k> o. En effet, soit K, la quantité
qui correspond & K, au point P (K, 0), k'> o, lorsqu’on y écrit 4’ au
lieu de A. La quantité K, est une intégrale de méme forme que K,,
mais ot I'on a remplacé p==p(ks, ¢) par

(87) p'=p(k's, v), .
!
et « par o' = % En choisissant
!
(88) b= ‘j__h,

nous aurons & = «. Dans ce cas, la quantité

"
-

I 3

. sds
(89) Bp=K,—~K,— dvf p'(20)¢3—C)—

o v p
k

peut étre écrite comme une intégrale de méme forme que K,, mais ot
la fonction 5 cst remplacée par o’ = z. En traitant la quantité &, de la
méme maniére que nous avons trail¢ la quantité K, dans le numéro
précédent, nous trouverons que les limites pour @ = o de tous les
termes, outre ccux qui correspondent a II® (68), peuvent étre mises

sous la forme

(P'_'_ P)ma" Iilll(l' ﬁnie,
&.=0

ot (p' — ¢)m est unc valeur moyenne de ' -- g. Mais o' — p esl, par
hypothése, infiniment petite en méme temps que &' — £, ct cela avrive
aussi pour le troisicme terme de 'égalitc (89),

(90) L himlim(Ky— H'@®) = l/im(K,,~— Htw),
h—0

k=kh=0

ce qu’il fallait démontrer, H'® étant la quantité (ui correspond & H®
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pour le point (4, 0). De plus, nous trouverons que I. a la méme
valeur (78) que dans le cas particulier I. Cette quantité est aussi con-

tinue, p, et p, étant continues par hypothése. Nous pourrons donc
énoncer le théoréme suivant :

Tukonime. — Si la fonction p est continue le long de chaque rayon
vecteur, la condition nécessaire et suffisante pour qu'en un point

. . . , v, 0%V . .
de Uaxe des x qui n'est pas Uorigine la dérivée s—-— soit continue
0s, 05,

dans la direction de cet axe, est que la quantité H (67) soit con-
tinue en ce point dans la méme direction.

Pour I'étude du cas k = o, nous nommerons K, ce que deviendra K,

au point P(k, o), si nous y remplacgons p(ks, ¢) par g,(¢). En traitant
la quantité

«

_ 2.7 k Sds
KK [ de [ (p—p)(anii—0)F  w>n,
0 w

de la méme maniére que nous venons de traiter la quantité &, (8g),
nous trouverons que les limites pour a = o de tous les termes, sauf
ceux qui correspondent & H* (68), sont infiniment petites en méme
temps que A. Pour de grandes valeurs de s, nous pourrons écrire (47)

s I I . .
(201(',—0)?:(2((“!,——0);+;P, lim P finie;
S=o
par suite, nous aurons

a7

Ki—Kp=H® @ 4 (zutuz—cﬂ"f [p(r,v)—pow)]d—f'wm
(91) 3 & Y

limb,= b, limb —o,
h=0 k=0

H® étant ce que deviendra H® lorsqu’on y remplace p par 3,(v).
Si K}, est la valeur de K, 4 I'origine, nous aurons (77)

(92) K;—W:(log%—l)f po(9) (2w us—c)dp
2T
—f po(#) (T — ) sin(20 — §y— Ga) do
0

T Y .
-+ ;(p,+p,)cos(\p,+ ¢s) + 0l 5lmb},= b, limé'=o.
h=0 k=0
Journ. de Math. (6¢ série), tome V., — Fasc. 1I, 1gog. 20
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Iinfin, soit K} la valeur de K, 4 l'origine,
— an (/I
(93) .’.K}}—K)}:f (zu,u,——c)ds'f (p—oo)
0

Des égalités (g1), (92) et (93) nous tirons

27
(94) Ku— Kt = HO— @ — [ p,(0) (31— )
[

E R,

k . 2
- (”ﬂ“r"c)d‘,f PilrL —f po(¥) (m— ¢)sin(20—1) —d,)dv
b o

+ 2 (p+ pa) cos (s + o) + (b b)),

La quantité L ayant la méme valeur que dans le cas particulier I,
nous trouverons que nous pourrons énoncer le théoréme suivant :

Tukorene. — Sila fonction g est continue par rapport a r, ot si la

nyv
s, ¢
pour que cvlla dérivée y soil continue dans la direction de Paxe
des & positifs est

(93) limH—H+T=o0, H=limll®,

k=o &0

deéricée

- e iste a Uorvgine, la condition nécessaire et suflisante

oie T est donnée par Uégalité (80) et H® est ce que deviendra 11
lorsqu’on y remplace 5(ry ) par p,(v).

6. La dérivée ~—— d d au bord de la surface. — Nous supposerons
S2

que le point P, est situé sur la ligne qui sépare 'aire plane en deux
partics dont les densités sont constantes et égales a o, et 5, respective-
ment, et nous considérerons seulement une partie circulaire de cette
aire, dont le centre se trouve au point I, et dont le rayon est a. Si la
ligne de séparation est unc droite (ui passe par le point I,, nous trou-
verons, en posant p=p, pouroSp¢Swet p=p, pour s Sv 27,

K/,: 0,

oV
(96) .'.-————()s Js =
1 Y92

ot la valeur de L est donnéc par la formule (36). Si, au contraire, la
ligne de séparation des deux densités n’est pas droite, nous nommerons
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0y () et 0,(r) les valeurs limites de ¢, et soit p = p, pour ¢, 5 ¢ ey,

X ”d' "y
o K= p,/‘ T,f cos(2v — ¢, — ¢, ) dv
S 0

+p.f [—ll-':f cos(2v — ¢ — ¢, dy
h vy

."d' T
+p,j T’ [ cos(av — ¢, — ¢,) dv,
p J :

en supposant que le cercle r= const. ne rencontre chaque ligne de
séparation qu’en un seul point. Or

] . 3.9
p,f i’-f cos(2v — Yy —{,)dv =0,
w T e

(97) K,.:(p,—p,)[ll(%f‘,'cos(zc’a\'gl—nlt,)dv.
Posons ‘ "

(98) T — Oy= ¢

(97") .'.l\';,:(pi—pl)‘/l‘“cos(v‘—vu-—q;,—dg,)sin(v,-i-v;,)#-

Posons, de plus [(18), (22)],

(99) limg, = ¢9, lime,= ¢, cos(§,—¢y) =c,
r=9 r=0
1'!"
b= —mpae+ (pa— p-)/ (T —e+dy)sin(2e —dy—d,) dv
L0
(100) v, i
+am (p—pa)sin(2¢ —;— ) dy,
0
ot 3 = p, pour ¢} o<} et = g, pour les valeurs de 0S¢ et 2 ¢},
En intégrant, nous trouverons

L=--npyec + ;—(pg—p,)

X [a(m 4+ ¢,) sin(e] 4+ 03 — ) sin (0] — ¢}) 4¢3 cos(avy — &)

(100%) — ¢3cos(31 — §) — cos (¢} + vy — ) sin (6§ — ] + B,
B=7(pa—p1) [¢ —cos(2,¢] —¢)] pour <<y,

mais .

\ B=o pour o< <ol b=, + s
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Cas particuliers : 1° Point régulier. — Soient ¢} = o, v} =1.
Dans ce cas, le bord a, au point P,, une tangente unique bien déter-
minée, et la valeur de L est donnée par la formule (36). La quan-
tité K, , est finie et déterminée si

“
dr . . .
‘ f (v + ¢3) - est finie et déterminée,
0
(|o]) ' ou si
T “ dr .
= 5 el f (02— o?) - ost finie et déterminée.
\ 0

. ’ ~ . T
2° Point de rebroussement. — Soient ¢} = ¢} = —. Posons

T T . .

(102) =91 V9= — =+ Q1. s dimgy=limo,—o.
2 2 "0 »r=0

Nous trouverons [(22), (97")]

L =—mp,c,

103 ¢ “ . {r
(o) ( '\h=(m—m)f cos( + 91— 7a) sin (91 22) 5
h

par suite, la quantité K est finic el déterminée si

8 dr - , .
(91 +- 9q) - est finie el délermince,
v

(104) ¢ ousi

o
m ,odr . . . .
¢ = Py el f (9p}—03) - est finie et délerminée.
(U

3° Point saillant. — Soit ¢) — ¢} # = et = o. Posons

(109) v =i+, o= — 0", S dime'=limg" = o,

ro-0 r=0

. . o . gdr
(106) .-, l\,,:-—-(pz—--p,)] cos (1 ¢) - b o' —o ) sin(r—et- 0 -—9’)7"-
“

Pour que K, existe, il faut donc

T .
- 40 N ), — =~ ~ . >
(107) M n—y=k - 4nn (n un nombre entier ~ o).
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Si la condition (107) est satisfaite, K, , existe si
(108) f (¢'— q)”)d—: est finie,
0

Remarque. — En désignant 'axe des x de maniére que

vi+vi=m,
Pégalité (107) peut s'écrire
* _ T _ In
(107%) y=57; ou ¢=—
7. La limite de la dérivée -d—?—;% au bord de la surface : 1° Ligne
B | 2

droite. — Soit le centre P, situé sur le bord, supposé droit, qui sépare
les deux domaines ol les densités sont constantes et égales a o, et g,
respectivement, et soit le point P situé sur la normale qui passe par P,
et qui est dirigée vers l'intérieur du domaine ou la densité est g,.
Posons ’P, =k, et calculons la valeur de K, , pour ce point. Nous
trouverons

\/ll"-t-_/l’dr T
K,u= (Pz—Px)f 'I—f cos(2¢ —¢')dv
k [l

’
)

der T
+(pz—p.)f —7f cos(2v+ ') dv + e,
k ¢

"t

cosey=— —» lime,= o, V=4, +4,;
k=0

1, et 4, étant les angles que font les éléments ds, ct ds, avec la direc-

tion P, P respectivement, la quantité e, se rapporte a la partie restante
du domaine (p,),

(109) .'.KP‘:IimK.,lsz_—_g(p,—p,)cosq/.

La quantit¢ L étant égale & — wp, ¢ (22), nous aurons

0V AR A .
(r1e) (;m)p;‘—:':'; G gn = 7 P b cos(d 4 — mpy cos (5 — 4.

De méme, nous trouverons pour la limite de I'autre coté

d!\f . ' t N 1] '
(111) (m)p’———* E(Pz— 1) cos (Y 4+ ¢}) — mpy cos (Y, — 4.
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A 0V ' .
Remarque I. — La limile (m>p ¢tant continue le long de la

droite de séparation des densités p, et p,, il suit que cette limite est
indépendante de la direction dans laquelle le point P s’approche du
bord. Par suite, on retrouvera les ¢galités (110) ct (111), méme dans
le cas ol la droite P, P n’est pas normale au bord. Cela arrive méme
dans le cas ot le point P s'approche du point P, suivant une courbe
tangente au bord.

Remarque II. — Pour le point I,, la quantité K

5 8 est égale a Z(':l‘O,
51 §3 o
et nous avons trouve (78)

*V >= | P g(p,-_ 1) cos( Yy + ) — 7py cos(Ps— ¢y)

(78') (051 ()S,
(pouroty,Sm).
En observant que {, = ¢, — —915 et =1, — g-, nous trouverons

. [V \ [V
(110%) (5 osz)p.— (dsl os,>n’

Pélement ds, étant divigé vers intéricur du domaine ¢,. Un résultat

analogue s’obtiendra pour ((—f:—;;); en observant que, dans la for-
mule (78”), il faut échanger ¢, ¢t z, pour =<4, am.

2° Le bord est curviligne. — Supposons que le point I* soit situé 4
Pintéricur du domaine ou la densité est g, el qu'il s’approche indéfi-
niment du point P, du bord. Prenons I comme origine et la dirce-
tion P, P comme axe des coordonnées polaires (r, ¢'). Posons P, P =k
et soit, pour o SvSw, k' la valeur minimum de r, .*. A= k. Nous sup-

poserons que le bord jouit des deux propri¢tés suivantes :

84

(o) lim-- =< o;
booh

sl

(3) K<r_k,~

le cercle décrit autour de P comme centre avec le rayon 7 ne ren-
contre ladite branche du hord qu’en deux points, , et QQ,, et, si 7 est
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plus grand que k, qu’en un seul point. Nous supposons que l'autre
branche (nSvS2w) jouit de propriétés analogues. Donc, la valeur
de K, ., au point P s’obtient en ajoutant & la valeur trouvée dans
I'alinéa 1° de cc paragraphe deux termes I et I’ qui se rapportent aux
deux branches du bord. Soient ¢, et ¢, les valeurs de ¢ qui corres-
pondent aux points Q, et Q,; on aura

kdl' Ve ,
I= (p,—pl)f -7-[ cos(av — ¢ )dv
‘.I 2 oy

(r12) « +(p,_p,)f é;'.f cos(2v — ¢ )dv + e =1, + I, + ¢k,
3 vy

limae'=a, limej=o0, cosy;=— K, ¢ =i+ ¢,
\ k=0 k=0 r

ol e, se rapporte & la partie restantec du domaine p,, @' est la valeur
limite de r, ct ou ¢, ct , sont les angles que font les éléments ds,
et s, avee la divection P, I’. A cause de la supposition («), nous trou-
verons

(113) limI, = une quantité finie = 9.
k=0

Pour I'étude de I,, nous posons

’ g ’ T — :
(114) : r=PQ, r'=PpP,Q, ;——)\_—l’angle(l’ol’, P,Q",

cort= "t — o ksind 4 A2,
()’ étant un point quelconque du bord. Pour » > k, nous aurons

r'sinh — &
————
;

cosyy =

(113)

r
sin ¢, = —cosh, r>hk;

mais, pour k'< r<k, nous avons deux valeurs 7 et r, de 1’ pour
chaque valeur de 4 cause de la supposition (8), et nous aurons

i risinh, —k . ry
cos ¢y = ——0"—, sing, — Tcos?\,,
116) .
( rysink,—k . ry
cosp,— 21— > sinv,=—% cosh,y,
7 .
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A, et A, étanl les valeurs de A qui correspondent a r| ct 7, respective-
ment. Posons

\  r=kt, r=kt,
11 ¢
(117) | coty=1"*—alsink 41,

%
A /]
o ly==— (pg— F =
(118) ¢ ! (s P1)j’ Z’

r !
‘ F= ; ‘/ 1— -}’-cos'{»’+ i—,sinlsinq;’-k %(t' sind — 1) cos (7. + ).

Décrivons un cercle sur P, P comme diamétre. Pour tous les points
du bord qui tombent dans I'intérieur du cercle, nous trouverons (117)

(119) ¢ =sin} — \/1* — cos*},
et, pour tous les points du bord extérieurs au cercle, nous aurons
(120) ¢ =sink +/t* —cos*.

Pour ¢>> 1 il faut toujours employer la formule (120). Soit mainte-
nant ¢, une constante > 2, et posons

(121) | te=VEF—alysindh+1,
! by >,

Pour ¢ > ¢, nous trouverons ¢ > {, et inversement.
Nous écrivons, ¢, étant une constante 2 ¢,,

a«’

o dt Fodi < s
(13)  L=—(a—p) [ FF—(p—p) [ FF=T+T,
1 1y

ou limI est finie. Pour de grandes valeurs de ¢ nous ‘pourrons écrirc
k=0

(123) F = sin} cos (A +¢’)+%P, lim P finie.

t=w

De plus, nous aurons

dt t'—sinA)det'— ¢t coshdh  dt' [ - 1, 1 dA
7:'( z’l_)nt’sinl—l—l =T'<'+?])‘>‘COSA('+PP’)T’

ol lim P, et lim P, sont finies. D’ou il suit, si Z, est la valeur de ¢ qui

= '=m
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correspond 4 la valeur ¢, de ¢,

/

s L,: dt’
I=—(ps— p,)f sinAcos(A -+ ¢') e
L

3

(124) »r=a . k
+(P:—P|)f smlcoslcos()\—*-q.o’)?dx.f_e;’
r=trk

lime}, finie.
k=0 *

Nous faisons sur le bord encore la troisiéme hypothése
(7) f ) (AdA) = une quantité finie;
r=—0

la seconde intégrale du deuxieme membre de ’égalité (124) reste finie
pour lim k = o.

Quant 4 l'autre branche, nous trouverons des formules analogues.
Nous n’avons qu'a remplacer ' par —¢’, et A par I'angle correspon-
dant A dans les formules trouvées pour avoir celles qui ont lieu pour
I’autre branche du hord. Ainsi nous obtiendrons le résultat

(129) k !

limey finie.
k=0

I'n comparant cette formule 4 la formule (g7°), il faut observer
(ue A et A’ correspondent & ¢ et ¢, respectivement, et que

(126) ;:q’l_g’ ‘Plz:qﬂ"‘g7 .‘.4/':@!4—-—1:3
- o , . , dr' -
L (Pz——pn)f cos(h— A +¢)sin(X 1) — + e,
(123%) 3 _ !
' lime, finie.
Ao

D’oul le théoréme :

Tukorime. — Si le point P s’approche indéfiniment du point P,
du bord qui sépare deux parties du plan ot les densités sont con-
Journ. de Math. (6* scrie), tome V. — Fasc. 11, 1gog. 21
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stantes, la limite vers laquelle tend la déricée au point P est

0tV
ds. 1)5,

finie en méme temps que la dérivée =—— au point P, indépendam-

'V
0 d Se
ment de la direction de la droite P,P, pourvu qu’au point P, le
bord jouisse des propriétés (o), (8) et (¥).

Remarque I11. — Soit K}, 1a valeur de K, au point S,; donc

“ /llim(KM,— K}) = une quantité finie,
=

h=0
(137) si
. h .
) lim 5 est finie et 3£ 0.
\ it

Nous chercherons maintenant la valeur de la limite en question
dans le cas ou (8) chacune des deux branches du bord a, au point P,,
une tangente bien déterminée.

Posons
(128) limA=23,, lime,=¢¢, limeg=—v) et limd =13,
r=0 r=0 r=0 r==o
{ !
<. him — = cos}
s Ao /i' 0
(129) 0 ey =am — 2k, )
Cos L,
[ €os (¢ + Ky) = COS( 0+ Ry) = — ——-‘,
, os? ), ([1
(130) sl =12(ps— py) cos(2d, + ') cosd, \/ < ‘. 2
o8 by

:—(pz—{h)(z)\ —sinaky)cos(2d+ '),  AoZo.

L’intégrale 1, peut s'écrire (118)
¥ . dt
(131) ly=— (ps— p,)f sink cos(? + L'(')'—’-
1 .

% -
— (pe— p1 )f [F —sind cos(2 + '.P')]%’; = (pa~—p) Li+ (pa—p)) s
1
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Ecrivons ¢, étant plus grand que 1,

“

f X
(132) —_—.—f smlcos(l-l-u]/)ﬂ—/‘ sind cos(A + ') ﬂ-

4

La limite pour # = o du premier terme du second membre de I'éga-
lité (132) est
— sink, cos (A, + ') logt,.

Le second terme du méme membre peut s’écrire
P

ll
¥ —sinA r=a t
—_ N - - ! M ! —
J, sin} cos(A +4t)t,, YTy dt'+ r.=‘llksm7\cos(l+q/)cos)\ 7 d\+ f,

Iilnfk: o,
k=0

ott le premier terme peut s’écrire

a . a

ks'n)\ A+ £—-sinl L) g A A n e
_L ind cos( +f)(t’*——2t’sin)\+x“7) ——f sinA cos( +~.[.;)—tT-,

1

et la somme de ces deux termes peut s’écrire
[ d,"
sindycos(Ag+¢') logt.—\/v sindcos(A +¢/) - +fi, limfi=o.
k k=0
De plus, nous pourrons écrire

' '
(133) sm)\cos()\-i-q/')cos)\-ﬁ;d)\

—‘”l
ll

r=wk
—_-f sinAcos(A-+{')cosh — d7\+f sm?xcos(l—l—xp)coe)\ dl

r=thk

oli (v est une constante qui peut étre supposée assez grande poar que
la limite pour k = o du dernier terme soit plus petite qu’une quantité
donnée d’avance.

Dans le premier terme du second membre de I'égalité (33), la quan-

. sindcos(A+¢)
A

. t . " .
tite cos)\;-, est toujours numériquement plus petite

qu'une quantité finie qui est indépendante de k. Mais les limites de
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Pintégration pour dA sont infiniment voisines 'une de I'autre; par
suite, d’aprés la propriété (y) du bord, la limite pour A =o de ce
terme est égale & ztro,

(133*) cdim [ sinlcos(l+¢’)cosli—zd?\:o.

k=0J,. 1

Nous pourrons donc écrire
(132%) =——f snn?\cos()\+np’)——+“, l:m,,,;.—;o

Pour P'évaluation de limT, (131) nous n’avons qu'a poser k=o
k=0

dans P'intégrale T,,

=l _mT :—cosz.]u’f \/ ; df
+ cosd/ cosh, f |2 costAgsindy~+ (2 cos?2, — 1) 17— cos* ] d[
—siny’ sinh f (2. costhysind,+-sindo--2 €08t Ay F— cos? 70)([[
= ['(2)\ o—sinak,)cos(24,+ ') + > [cos 2k +¢') — cos¢’]
+ ;[cos’}o sin(2A;+ ¢') —sind/]  pour A Zo;
mais
= 4(27«0—51112) 0) €08 (22 + ') +7 [cos(ﬁlo—i—.!;)—cos g
+ -a- [ cos?d, sin (22, + ') — sind’] pour P < 0}
(134) 1?+(p:—p.)ig:%(pz—p,)}zlocOS(zlo—H&/)+Sin(27‘..+¢')
— sind' + w[cos (22, + ') — cosd' ]I,

Nous trouverons un résultat analogue pour I'autre bord. Soient
I'° et T° ce que deviendront I° et I?, lorsqu’on y remplace A, et ' par
) 2 X 29 I y 0 I

A, el — 5 nous trouverons (132")

039) K=K+ Rr o 00 ot o (T 1),

\ =0 v . M Nae b
on K , K7, et K, représentent respectivement les quantités lgl: K...
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la valeur de K, ,, au point P, et limK, pour le cas ot le bord est
k=0

rectiligne et perpendiculaire & la droite P,P’. La valeur de K, étant

donnée par I’égalité (107), nous trouverons le résultat suivant :

(35 | Ke=Koat 7(p1 =P M + 7 (o2 —ps) [cos (aha+ §) + cos (13, —¢)],
= 2 Mycos(2 g+ ') +sin(2 2o+ )+ 21X, cos(2A;—¢') +sin(2 X, — ¢').

Cas particulier. — Si P,I’ est la bissectrice de 'angle que font,
au point P,, les tangentes des deux branches, et si nous posons dans
ce cas

(137) Ko=K,, p=3=X, a=Vy), ¢={, e o¢=¢,+09,
nous trouverons

(138) K, =K, + i(p,—p,) [(m+ a;z) cosap + sin2p] cosg.

Cas général. — Sila droite P,P fait I'angle « avec la bissectrice,
nous trouverons
— '— ) — A b
(i |MEEre Y=e—a d=goas
| .- Ko, =K, — (p2—py) asinapsing.

!

a9V c o . . . .
En nommant 5-—- la dérivée prise en un point de la bissectrice,
1Y92

nous trouverons

(ds‘ s, Pl— k=0 0S; 083 — Dp, "Picos(‘?a»—- q’l)’

lim gV _ AR _ . .
k=o(d—_s,()s, _—ds,ds,)——(pz pi)asinap sin g,

D’ou le théoréme :

Tutonime. — Si le bord commun de deux parties du plan dont
les densités sont constantes jouit, au point P, des propriéiés (B)
et (1), et si chacune des deux branches du bord y admet une tan-
gente unique et bien déterminée; si, de plus, le point P s’approche
indéfiniment du point P, suivant une droite qui ne louche pas le

. 2 2y
bord, la limite de la différence oV il

Goow, s os, St loujours finie,
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les dérivées secondes du potentiel logarithmique étant prises
respectivement pour le point P et pour un autre point P’ qui se
meul suivant la bissectrice des tangentes des deux branches de
maniére que toujours P,P'=P P. Cette limite est proportionnelle
a Pangle a que fait PP avec P,P’, el sa valeur est donnée par
Uégalité (140).

Remarque 1V. — Pour un point régulier . = o,

~(aweam) = (oeam),.
0sy 05, /p, 0s, 0sq

IR . y . , R . e v .
Dot il suit qu'en un point régulier la limite (5-"_:_0-_‘!)9', si elle

existe, a une certaine valeur unique indépendamment de la direction
de la droite P,P. Cela arrivera aussi dans le cas ou sing = o.

- . K T
Remarque V. — La condition («) 1133; = o n'est pas indispen-

sable, de maniére que la dérivée existe dans certains cas ou I’,I
touche le bord au point P,. En effet, nous aurons (112)

*dr
=(ps "P:)/ —f cos(av—)de.
Jo o J,

Posons
- =B,
1—%
J,E—f [sin(zv,-—q/)—sin(zv,—up’)]-(—?,

(141) { 2 r&ﬂ
J’E%.[_x [sin(zvz—kp')—sin(z('.—!.]a')]#,
Li=(pa—p) Ji+da)

>~l>

x étant une constante positive < 1. De plus, nous aurons

cos( ¢y 2y) =— ifms)\,. cos (4 M) =— écosl,‘

(142) ;
sm((’,+)‘)—\/ _ At 005=l, sin (g 1) = — L k’c'('):-h’

A, et A, ¢tant les valeurs de A qui correspondent aux deux points (1, ¢,)



LES DERIVEES DU POTENTIEL LOGARITHMIQUE. 165
et (ry¢,) du bord. LimJ, étant évidemment finie, il nous faut seule-
k=0

ment étudier lim J,. En éliminant ¢, et ¢, au moyen des formules (142),

k=0
nous trouverons
1 -% 1-%
s J,:A,f cos)q-’f—f—i-A,f cosl,%,
(143) 8 B
f limA, finie,  lim A, finie,
k=0 k=0
ou '
1 1
(1431 4= Mf g(%A-'-d‘z'+A.‘[ E(%bdr pour t:%,
B
& £
o limd, estfinie, si imM et im %M sont finies.
k=0 k=0 ﬁ h=0 B
Posons
)‘l:g—"’u lzzg—“’:.

et soient w, et 7, les valeurs de w et /* qui correspondent au point
du bord pour lequel r=k';

. k .k
sinwy S B —» lim = =1,
r, k=0 ro
77 . . . .o .
(134 . liml; existe, si lim— est finie,
k=0 h=0 Wy

pour toutes les valeurs de w pour lesquelles k'S rSk(1 — x).

Dans le cas particulier ou I'on peut regarder la partie P Q, de la
branche du hord approximativement comme un cercle de rayon R,
Q, é¢tant le point (k, ¢,) du bord, et en posant x = o, on trouvera que
la plus grande valeur de cosA se rapporte au point Q, pour lequel ona

k

cos)t: m‘

De plus, on aura avec I'approximation supposée
K (2R + k') = &,

W% () =, K
(146 ( ). =2 e <
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et

osh . . . .
llm( ) est finie méme dans le cas o limR  est nulle ou infinie.
k=0 B max. k=0

8. Changement brusque de la déricée ~—— au bord de la sur-

v
s, 0s,
face. — Si le point P traverse, au point I, le bord qui sépare |les
deux parties du plan ot les densités sont égales aux constantes p, et g,

respectivement, la dérivée 0?’\ cprouve, en géncral, un changement
brusque dont nous chercllero;ls la valeur dans le cas ou le point I’ suit
une droite P>, P,. Nous avons trouvé la valeur ‘.;’_5&2 de cette dérivée
au point P, (§ 6), I'élément ds, étant dirigé vers l'intérieur du

domaine (g, ), et la valeur limite (—Ey—) du coté de la densité o, (§ 6).

Js, Os
Afin de trouver la valeur limite ( dd;, ) de I'autre coté il nous
faut remplacer dans la formule (140)
Pn P!w P" « et ',97
(145) < par
P2y Piv —R. —a el 2m—g,

I'angle ¢, étant remplacé par © — ¢, et T, par & - 3..
Nous obtiendrons ainsi les valeurs suivantes :

9y 0 I i .,
(l)T_dsz)p. KRS, + 2(9,—p,)[(1‘:+2p.)c03z1¢+>uup|cus\;

— o€ — (pa— p1)asinapsing,

A . . . ]
(146) <,)sl (,Sa)p:———l\m, '(Pz pl(m—ap)cosap —sinapcosy
—xpzc — (p2— pr) @ sinapsing,

. “ ) dr
Ky =— lun(pg-—p.)f cos(sy— ¢y — Q) sin (ry+ ;) j poury=g-m;
h=0 h

0%y A )
(147) ...<0-s|082)p—(0fT()-"2> =l (s cony o)

Pour la dérivée au point I’y nous trouverons la valeur suivante, en
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posant dans I'égalité (100*)
=T

: n
= eI=t—p, 4’1‘—"-;“‘% ‘92—-2“‘% =T+,

0*Y,, 1:
05, 1)‘.::2 =Kin—mpic+ (p—p)) [(-2- + p) €082 2 COSQ

(148) — @ sinzpsinq;—-i—sinzp.cos:p],

0*V,, i
d_—s, ()ps, = K,?,.q,-—npgc— (P: — P:) [(; — y-) €082 2 COSQ

— (rm— ¢y)sinapsing+ -;-sinzy.cOsq)J,

selon que 1'¢lément ds, est dirigé vers 'intérieur du domaine (p,) ou
du domaine (p,).

Si I'élément ds, est dirigé en sens opposé & ds, , il faut changer

(149) Ki., p1v pro 2 €t @y en —K o, pay p1s —pr € a4 7 resp.,
' 9V,

5 . —_ K¢ _
(100) . '()S; ()S, — K.j.s,"" ﬂp’c -+ (Pg pl)
x [(g — p.) COS2L COSP —+ @, Sin2 W sin o + %sinzy.cosq;],
L0V, 2V N\ _ . .
08, 05y (ds, ds,)p'— (pr—p1) [(p1— @) sing +cosg[sinap,
5 'V, 0*Vo, _

(151) m-l-m = w(ps—p1) (cos2pcos9 + ),

0 Vo, 0*V,, _ . )

m + 53'1—0—3: = —7(ps— pi) Sin2p sin@.

Enfin, nous trouverons pour la foriction AV (§ 3)

» (AV)p,=—mpi(c + '),

(152) (AV)P,-.:—-'rrp,(c-i-c'),

(AV),, et (AV),, élant les valeurs limites de AV des deux cotés du
hord; )

(153) o (AV Yo, — (AV)p, =T (pr = pr) (¢ + ).
Journ. de Matk. (6* série), tome V. — Vasc, 1I, 1gog. 22
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De plus, nous trouverons (45)
‘v (AV)p, — AV =— %(pp—p,) (¥ — ¢y) [cos(22 + ) — cos(2L'— )],

(AV)‘;,—A\',,':. T {pa— p1)c' — ;'(Pa-‘ PI) (¢~ $1)

X [cos(2d + ) — cos(22' — )]
(154) | + m(py— py) cos(2Ah+1¢) pour U>n—A,
(Av)p."' Avu‘:—ﬂ(Pz"‘Pl)cl"";'(Pz-—Pt)(‘pl"q-")

x [cos(ad + ¢) — cos(22' — )]
+ (py— py) cos(2) — ) pour oY <V,

En renversant la direction de ds, et d', il faut augmenter §, et/
de w. Donc nous trouverons

(135) AVu—{- AV:u:Tf(IO’—p1)(C+C,).

Remarque. — Les premiers membres des égalités (147) et (151)
peuvent étre remplacés par des expressions analogues aux premiers
membres de la seconde des égalités (140). Sous cette forme ces éga-
lités ont lieu méme dans le cas on K, n’existe pas, c'cst-i-dire ol ces
dérivées ou limites n’existent pas clles-mémes.

CHAPITRE 1L

LA DERIVER PREMIERE DU POTENTIEL LOGARITHMIQUE 'UNE LIGNE PLANE,

9. Euxistence de la dérivée. — Soit u, une masse [inie répandue
d’une maniére quelconque dans le plan, et soit

+ Bo I
(156) V::j log 7 ds
0

le potenticl logarithmique de cette masse au point P, R étant la dis-
tance PQ de P jusqu’au point Q ou se trouve I'élément de masse. Soit
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de plus

W
(157) Vo= / Iog%d‘u.

le potentiel logarithmique de la masse considérée pour un point
fixe P,, 7 =P,Q. Posons

P=h,
‘=Nt
(158) r=a
R = hq,
cos(h, r)=u;
=Vrt—arhu + I3,
(159) \/l’-—ztu+|,

v-v:/'m_d.
0 A gql-"

Nous supposerons que la masse g, est répandue de telle maniére
qu’a tout point P le potentiel logarithmique soit fini. D'ou1 il suit que

I'intégrale de (159) est finie, quoique la quantité Iogé devienne infinie

pour{=oetpouri=u=I. De plus, nous supposons que nous pour-
rons prendre les éléments du dans un ordre tel que nous commencions
i prendre tous les éléments des points Q' pour lesquels P, Q’ est plus
grand qu'une quantité r; puis successivement la somme dy. des élé-

ments pour lesquels 7 <P Q' < " + or, de maniére que nous pourrons
éerive

Py Q'=r-+Cr
2 dp. = oy,
(160) y o P@=r
P =
f =p(r),
Po 20
et, par suite,
Nl o {
(161) \-—Vo_f Ioo—dy -i-f log —dy,
wiwh

w étant une constante >1 et w(wh) la valeur de () pour ¢ = w.
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En développant log% pour ¢ > 1, nous trouverons

4 1 . .
Iog(—lz t_]” limP finie;

I=o

donc nous pourrons choisir la constante w assez grande pour que le
second terme du second membre de 1'égalité (161) soit plus petit
qu'une quantité donnée d’avance, quelque petite qu'elle soit, quelle
que soit la valeur de /. De plus, lliuz w(wh) = o; par suite, la quan-

tité & peut étre choisic assez petite pour que le premier terme du
second membre devienne aussi petit qu’on voudra. D’ou le théoréme :

Tukorine. — Si le potentiel logarithmique d’une masse finie
quelconque est fini au point P, et en tous les points du voisinage

de P,, ce potentiel est continu au point P, dans toutes les direc-
tions.

Posons dans (160) dr au licu de 37, et soit

dp =e(r,u)dr,
(162) ? NS =dr20(r. u).

\ "

Nous supposerons, dans la suite, (que la quantité

¥ st 0]

13

reste loujours plus petite qu'unc constante finie. Si « est la valeur
maximum de r, nous aurons

Love V=L [ Yolog L ar
Z(‘_V”'h[ S olog s

«
d N\ ¢
:‘,[ }_‘a(/lt, u)log(—’(li

o h
== V o‘i N (vi =
1 ‘,-c'looqa'l-&- ; 2‘010,,(]41_],-}—],,
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w étant une constante telle que 1 < w < ‘,-: Or,

fWZUIogtdt = (26>'"cv'(logw —1),

oli m désigne une valeur moyenne. De plus, nous pourrons écrire

g=\({@—t)*+2(1— u), i(l—-t),

[ Zevsjr|-c vt

—_—G(]_{_ﬂl-—lllog(v—l—ll);

G étant une quantité finie fz |al, .*. T, reste plus petite qu'une con-
stante finie pour chaque valeur de 4, c’est-a-dire que

limI, est finie.
h=0

Pour ¢ > 1, on peut écrire

¢ u I
log- = — + =P, lim P, finie
g(’ ¢ +lg 1 —w 1 ]

I,_f ), au— +j‘/l2 | L
=) ZeF - Z“”"—z’+<2°"l),,,(:'r§)’

ol les deux derniers termes ont des limites finies pour hm A = o,
I'indice m désignant une valeur moyenne. Nous pourrons donc énon-
cer le théoréme suivant :

TuioriMe. — Soit 1, une masse finie répandue de maniére qu’on
puisse écrire

(163) dp:era(r‘ u), w=cos(r,ds),

ot dy. est U'élément de masse en un certain point Q, r la distance
P,Q de Q a un point fice Py, ds un élément de ligne émanant du
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point Py, et Zlcl une quantité qui reste plus petite qu’une con-

1

stante finie quelle que soit la valeur de r. La condition nécessaire
et suffisante pour que le potenticl logarithmique de celle masse
ait, au point P,, une derivée finie dans la direction ds, est que la

quantité
(164) W= hmf 20’« —" soil finie.

Nous trouverons

A%
—d; =W -+ Q’
W, =limW,
h=o0
Q = th;,,

165 dr " J
(163) < V"'-f Zcu—-.;_[ (—Elog:.dp.
"' ! 17
Qh —/ 20"0" “dt—f" / <|O"7 —- -,->(,l.

i q :\/l’——alu»}—x.

Si les (quantités

lime(r,u):q,
”0
(166) et

lime = wy
ra=0

sont déterminées, nous trouverons

: Q:ZaoL

— u
L= wug—y1— u’( 4+tang 'Y

~\ ~\ . \
.,:) = OOy — (T — 0, ) sinng,
. \ \—u
(167) ¢
0, .

ll’

8o = lim34.
r=90

\ & = Pangle (7. ds). .. 1 =080, == C0SG,.
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Cororramme. — Si W existe, nous trouverons
(168) 200110= o.

Remarque. — Nous supposcrons dans la suite que la masse est
répartie sur unc courbe qui passe par le point P, et y a deux branches
a tangentes déterminées. Nous aurons dans ce cas

N _r°, , oy dr
-d—s-_fo (acosS+o”coso)7-

]6 ’ LY Ny .
(169) -+ 0, €00, + 0 €080, — ¢, (1 — ;) sindy — " (* — ;) sin g,

! "
0,20, 0p2 0,

oll ¢’ et ¢”, 1 et u”, & et &” se rapportent aux deux branches respec-
tives.

Cas particulier. — Si, au point P,, la courbe a une tangente
unique, on aura
‘ Oy+ Og=m, .. Uy+ Uy=o,
- oV “ dr
(170) 4 —:f (o't/ + o' 1"y —
0s A r

. + (65— o) tty — mo, sind, + (0, — 65 ) 9, sindy,

-0V,
et, s1 o existe,

(171) (7o — 0y) s =o0.
Pour la dérivée normale, nous trouverons

. dv___ “r‘r iy @ T "
(172) 5;;__[ (¢'sink 4o sm)\)7~—2(o',+c,),

oll nous avons posé

(173) M=

10. La limite, lim 2;:—", de la dérivée extérieure. — Soit P un
. h=0

point extérieur aux masses, et posons P,P = /. Soient de plus V, le
potentiel logarithmique des masses au point P, et ds un élément éma-
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nant du point I’ dans une direction cuclconque;

o
(174) ﬂ.’i—f Py IQO—dp.—f (’ilﬂﬁ’ v = cos(R.ds),

R étant la distance PQ. Soient de plus
r="P,0Q, ¢ =langle (4, r), o = l'angle (4, ds) > o,

si ds se trouve du méme coté de P,P que r, et <o dansle
cas contraire, et & =cosg,
175 -
47%) “R=yrt*—arhu + h*,
ru—h rsing .
= R C05w + —p— sinw;
. ()Vh__ () h d"h
. dS == COS ) — 0’ -+-smm7)—-’—;
oV, _ Y ru—h
(l76) ES‘T —[ R2 dp,

AT f“° . rdu
08y

I'élément ds, étant pris dans la direction de P, P, et ds, dans la direc-
tion normale 4 P,P. Posons

r=ht,
(177) ) R=Aq.
g =VE—= 20+,
et supposons

(178) dp—=oaodr, o finie,
. dV;, r —
ot 009’ -—Ef __-._- d
21
:2/ e — Lt +2f (iu;'-——>dl -+-2/ au—,
(1)

Vs _ P Ldt N\ Z_. ¢
T’T—Z‘/o‘ o'smq;—(,—; +A-II csan(;;—;)dl
“ . dr
+2jl: osing —-.

(179) <
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Nous distinguerons deux cas :
Casl. —
limg %o,
h=0
<qF0;

par suite, nous pourrons passer i
trouverons (179)

Vau
. ]/,li)lQ()T.—Wt_‘-Q”
v,
li 3
/a.'_I:) dz

V, =lim

LOGARITHMIQUE.

l‘_o/‘ Zo'cos:p—,
W, _Inmf asmo—-,
h 2

(180)
-
Q, z—:}ia.,l,,,
I A
L, = - (m--¢,)sing,, 2, > 0,
L, = (71— 9,)cos0,
go=limao, g,=limg;
re=4 r==u
A
whim = oW Q’,
h=a l)\
W, = limW/,
/]
I
t I L, d log .
A \‘ $ 2 '_.. o= R
b - [l.\/lv
(03 z:Zo',,l.’.
L = —(m—o,)sins .

sz Vangleqds, ry=1

Si la masse est répandue sur une courbe qui, au point Py, ait deux

Joura. de Math. (6° sévie), tome V.

—_ ),

- Fase, H, 1qoy.

.
eoz= lime.
P

273

4 la limite immédiatement, et nous
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branches 4 tangentes déterminées, nous trouverons (181)

(3
* dr
Wi —= o' cose’ + 6" cose”") —,
s
(182) J, r

Q' =—oy(m—qp)sing, — o (m—g}) singg.  9g>0, i >o0.
CororrLaires. — 1° 8/ W, existe,

(183) G COSE —+ 07 COSEQ == O,

2° Changement brusque de la dérivée. — Si le point P traverse
la courbe en suivant une droite, la dérivée éprouve, en général, un
changement brusque. La valeur limite de I'autre coté s’obtient des

formules précédentes en y changeant g, wetcent — ¢, 7 — w et —e¢
respectivement. En désignant les limites de %‘%’1 des deux cotés par 2,;;"
ov. AL

et —= et la valeur de la dérivée au point I’, par —=, nous trouve-

rons (167), (182)

aV,
o5

=W, + g, cosd, + o} cosdy,— g, (T — 8,) sindy, — &, ( 7 — ;) sino;.
8,>0, d;>o0,

/
(184) + T o W, g (x ~ 9} ) sine, — a7~ g ) sinei,

s
()\’- ’ v ’ no,no ” ’ " .
T = W+ 0, ¢, singy + g, 9, singg, 9y >0, Py = 0O,

ot
€ =0, el g,=d,.
si ¢ > w, c'est-d-dire si '¢lément ds est dirigé vers le coté positif de la

courbe, ct
(- ' ”_
gg=—20, el g =—0y,

st ¢ < w, c'est-a-dire si I'clément ds est dirigé vers le coté négauf de
la courbe. ‘

Si I'élément ds’ est dirigé en sens opposé a ds, il faut changer WV,
¢ etden —Wy,n— 8, ctm—3d:
()\' S

. —_— ’ ! " o D 2L ’ " . N
R W, — g}, cosd, — g, cosd, — g 6, sind, — g}, 8, sindg.

(185)
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Des égalités (184) et (185) nous tirons

%3 - o—d\éro =-—nT,
4 r
%.t —!-)‘—}S;::~—1rl‘.
/
(186) d;; - %—" =l —T". si 0> w.
mais
R LA

I'==o0,sind;+ o, sind;, I'=gycosd, + o) cosdy.
Remarque. — Si W existe, nous avons trouvé
(183*) I"—=o.

Si W n’cxiste pas, le systéme (186) peut étre remplacé par le sui-
vant :

hyo=0n
Lh. o

{ lim [7,;(\'111 — V) + /:L( Vi — VO)] =—zal ¢,

o <Q\L-Q}L =—7al —=Tc
//l: 0 O Os
e lot):’ - ’,:—,(V/.'—- \-'0)] =l —1"(1+¢), si 9 >w.
el ¢
(187) ( 0
mais
/Iimo[d(\::,‘ —_— 7%(\‘/['_ ‘/0)] = (27-: —_ &)) l‘—l"(] -+ c’)‘
=0 )
s Q<< 0,
v — |1 - Il+ FERT ",'+
| ‘ =/,l:_'.20l°” . ¢ =/,Iu£o|°° 7
! =0 ;=0

h, et I'(,>w) étant les valeurs de /2 pour deux points du coté positif,

h_ et ' (¢ < w) étant les valeurs de X et 2’ pour deux points corres-
pondants du coté négatif.



178 HENRIK PETRINI.

LLes deuxiémes membres des ¢galités (187) deviennent identiques &
ceux des égalités (186), si

(183*) I"-=o,
ou si
(188) by == ".
€
Cas particulier : Point régulicr. — Si les deux branches de la

courbe ont une tangente commune, nous trouverons 3:, -+ 3;’. =T,
1 ] .
PatP=T

(189) oI = (04 + a3) sind), 1" = (g, — o} ) cosdy.

Pour g, == ¢ nous trouverons dans ce cas I = o et

%‘}i’ =: W, — g, sind,, %—\rf =— W, — 7a, sind,.
190 ’
(190) Ne oV -
5 = W, — ma, sing,. e W, + 7o, singy:
. . A\ v_ Y :
par suite, les limites %{i el %)T sont dans ce cas ind¢pendantes de la

direction de la droite P, P.

Cas 1. — Lim ¢ = o, c'est-a-dire que la ligne suivant laquelle se

h=u
mecut le point I vers le point P, touche, au point P,, une des branches
de la courbe ol est concentrée la masse. Dans ce cas la quantité ¢
devient infiniment petite pour des valeurs infiniment petites de £, car
alors limu =1.

h=u
Avant de passer & la limite pour lim /i = o dans les ¢galités (179), il
faut ¢tudier séparément les quantités

% e —
O,:f g(Mt)y———dt
1—% 7
(191) et
A+
0,= g(ht)sing

1—%

tdt
red) o< 21,
q?

ot 7 et u se rapportent & la branche en question.



LES DERIVEES DU POTENTIEL LOGARITHMIQUE 179

En posant
pour 1—x St

( t==1--17

1St 4%

(192)
t=1—1 pour.

et en observant que

1— U :l

1—u_
(t—l)’+2t(1——u)

q!
nous trouverons que la quantité O, peut s’écrire

lim a, = a finie,
k=0

lim ) = o.
r=0

T

(I -+ hr)
0,=
[ [ UH y?
Fe=Vr4+a( +7) (1 — ).

g=\Vr+2(1—1) (1 —w_),
== COSQ,, U_=cosg_. or=0o(h+ bz, h), o_=9(h—hz, k).

Or, en posant
J=yrit+2(1—1)(1—u,),

nous trouverons
T T 47’(1—u+)<4

VL 7”(1
%
f a(/¢+hr —f a’(/l-i-/t‘t) 4f c(k—i—/cr) u+)dr

ol le deuxitme terme du second membre a pour limh =o, une
valeur limite finie qui devient infiniment petite en méme temps que x.

‘I/\

o}

’osons de plus
;]-: \/1’."-*- @_’H
2(1—u, ) == 91— @1 1 (94), ‘. l"‘(o):i’
0<;____2_ TCP+ 7sq’+('_q7+y')
¢ 4 7%q
Mais .
s -
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.*. pour des petites valeurs dc 7 et 3

T T .
oL ’,—,, — = < une constante finie,
q
*®
' /‘ d‘(/t-:,l?) dr = f a(h:ht)‘rd‘z‘—{—a,
0 9+
-j.1+u (k)
— 1)+ ¢
lima, = a, finie, limay—=o
h=0 =0

En traitant les quantités

%® .
f M‘r dx et 0O,
0 q

d’une mani¢re analogue, nous trouverons le théoréme suivant :

Tutonime. — Si le point  se meut suivant une ligne Y,V qui, au
point Py, touche une branche de lu courbe qui est pourcue de masse,

AT . .
pour que lim 0‘)"’ sotl finie, il faul et il suffit que
h-—o U9

llm(\V,, -+ O04) soil finie,
h=o

ol

3 A+ W ER
(199) (),,:—:coscof a(ht) -*l)’” +smmf a(/ct) Jl.u —
=% ( — 1)t 1—x% ) +9
o</.<|.
Si
lim O —=o,
R=0
(194) ol
O = im0y,
\ h_o

la valeur de lim d‘}/ sera donndée dans lz’ systeme (181) en y posant
h=o

5, = 0 pour la branche en question.

. o [ IR ' . y * " 0\7
A1. Continuité de la dérivée. — 1.’existence de la dérivée ~5 € un
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point situé sur la courbe matérielle ou de la limite de la dérivée exté-
rieure dépend essentiellement de I'existence de la quantité

W,=limW,

h=0

Cette quantité W, rapportée a un point P situé sur une branche
de la courbe matérielle, a la distance £ du point P,, peut s’écrire

dlog .
AW 0108 L)
W= — Rou= [,
0] | 0]
5 R="PQ =vr*— 2rku + k*,
(195)
k=PyP,
u=cos(k,r)=cosg,
v=cos(R,ds)= = kcosw + 208 inw,

R R

Uy 6lant la somme des éléments de masse pour lesquels R<A,
w == l'angle (k, ds) et  =T'angle(k, '). Posons

r=Fks,
R=4kp, .p=yst—asu+r1,
(fp. =k dy.',
196 ¢ - .
(196) Bary== K e
¥ 3

13 ’
o W, —=cosm ﬁ--——'-rly.’—+--sinto ssincp‘j—&-,
P p?
. 2 [

) i
ol p ne peut s’évanouir que pour 4y = 0, car alors

s=u=—lI.

‘n procédant comme dans le paragraphe précédent, nous trouve-
rons le théoréme suivant :

Tutonime. — La condition nécessaire et suffisante pour que la
quantité W qui correspond aw point P(r=k>o) de la courbe
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matérielle existe, est que la quantité

H=IlimH, existe,

h=0
ol
(197) { f“"' §—1 . f”"‘ o dy!
H, = cosy ———— dp’ 4 sin _—
h=COS " (s—1)2+9? F “ w (s —1)t+ g
impi= o

i, ¢tant la valeur de ¢’ pour R = kz, % étant une constante arbitraire

telle que
o< 1.

D’autre part, la quantité
B — —
(198)  lim(W®»—~H,) ::f cose (2 - Lt > !
h=0 P 14 S—1 ?2
+ sinn “':? —— ‘_f ) dp!
I) $—1 + CPZI

” st— 1 . ssing .
-+—j cos T b st = ) dp.
) P P

est continue par rapport a k, si k est >0, cb la limite pour p, = o du
premier terme du sccond membre de (198) est égale & zéro. Ce terme

peut donc s’écrire
Px a My
f =f +/ . a > 0.
o 0 -3
o

oll 2 peut &lre prise assez petile pour (ue / soil aussi petite quon le
']

e
voudra. L'intégrale / a une valeur limite nulle pour limh = o,
v

lim 7 élant = o, et P élant toujours > 0, parce que.s — 1 ne peut pas
ey}

s'évanouir entre les limites a et u, de Uintégration. D'ou il suit que
la limite pour 4 == o du premier terme du second membre de I’éga-
pre : : 8
lité (198) est égale & zéro. Soient Q, et (), lesdeux points de 'un et
\ ., g \ g N2 l
de Pautre coté de P pour lesquels w = w,, u ¢tant comptée a zéro au
l b At
point *, et soit le point Q, situé entre P, ct . Soit de plus Q, un
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point de 'autre branche pour lequel P,Q, = P,Q,. Posons
PyQi = &sy, PoQy= As,,

et soit p, la masse qui se trouve entre les points Q, et Q,. Posons

!
' —Hz.:/‘

Ay

+f '—l-—-g ’+s|nmsm —g-——-li-(l’

(199) ¢ wn

—f cos(p — m)——,

A

<coscosu —L tsinw sinq»—s—> dy’
I)z i pl

o

WE;:f cos(o — m)d—y,
" ’

ik

Le deuxiéme terme du second membre de 1'égalité (198) est

Wy — Hj.
Posons
limHY = H“,
(200) k.=0
limW{= W?,
k=0
(201) Ilim(W,,-—H,,)=\V"—-ll°+ b, limb—=o,
=X k=0

ol W" est ¢gale a la valeur de W, pour le point P,. Nous pourrons
donc ¢noncer le théoréme suivant :

Tutorime. — La condition nécessaire et sujfisante pour que la
déricée %‘s—’ sott continue lorsque le point P se déplace suivant la
courbe, P,P > o, est que la quantité
(202) H+ Q soit continue auw point P,

H étant donnée par les équations (197) et la quantité Q (167) étant
rapportée aw point P.

. . , . . 9V . .
La condition nécessaire et suffisante pour que 75 Sout continue

Journ. de Math. (6* série), tome V. — FKase. II, 1909. 2’!
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au point P, suicant une branche de la courbe, est qu’elle y existe
el que

(203) lim (1 4+ Q) = Ho+ Q¢
A=0

H® étant donnée par Péquation (200), et Q" étant la valeur de Q
au point .
Pour la continuité de hm 2 il faut remplacer Q par ()’ (181)

et Qg par Q,, Q' étant rappm tce au point P ¢t ), au point P,.
Remarque 1. — Soit par rapport au point P

(204) dp.=cdR, g,=limg.
R=0
Si g, est continue lorsque le point P se déplace sur la courbe, et si,
au point I’ et dans tout le voisinage de I?, la courbe a une tangente
unique et bien déterminée, les quantités Q et ()’ sont continues;

par suite, la continuité¢ de la dérivée -())l et de lim 9\ depcnd de la

h=o0

continuité de la seule quantité H, H° étant conslduve comme la
valeur de H au point P,.
Remarque 11. — Soit par rapport au point I,

-~ ﬁ . ”
(205) dp= ) adr, lime =g, el —=c
r:o:0

pour les deux branches,

’

v s
) e~ o cd g , ® 1 d Sy
— =g, cosw -+ 0, COS® —- — = )ds — g, co506) —
§—1 o \S—1 s , S

L)

s Sttq— 1
+ o f (cosw—‘—'z—— —sinmsiny > ds
o Po Po

P Siy—1 7 TN 1\’
-+ G, COS 0) 7 — —smmsm/ TS
i s, VR
oA

ims,, 82 = lim s,,

i
k.=0 ]

y=limp
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pour 'autre branche égale 'angle que font, au point I’,, les deux
tangentes des deux branches. En intégrant ct en supposant 51 <1
et s; > 1, nous obtiendrons

0
H* =g, cosn Iog' — + oy (m—y)sin(y + o).

Or

S =1—23, Se==1+ 4,

(206) S H'=gp(m—y)sin(y +m).

La quantité H, peut s’éerire (197)

ds,

- . 14 %, .
=& e l)mqm-;- ® sinn Y (S—1)cosm 4 o sing
I, = c s + :

1% §—1 +q) 1 +a, .s‘_»:—l--i-c‘:\’
ol I—2% =29, 1—%==,etoll 1 —« et 14+ a, sont les valeurs
de s aux deux points pour lesquels w = wy, (4 ¢tanl rapportée au
point P,
. limey=Ilimea,= o, limyz, = lim», = z.

h=0 h=o¢ k=0 k=0

Posons d’une part 1 —s=r1 et de l'autre s — 1=7; nous trouve-

rons
k3 .
o(h+ At c(h— At
H, = Onsmf [ ( " \, )~ (.. ‘., i |T(/z'
& T o T
% - .
. “I'e(h+ ht)o h— A7)
(207) , -i—smmj (4 + 7 ,) s 9l - ,,b J dx
a T 9} T4 ot
) x
ek + A7) (Teosm 49 sinm
* j ( -(z oz 2) dz 13’
&y +

9. el o élant ce que deviendra g en y remplacant s par 1+7 et 1 —=
respectivement; 3 est indépendante de «, et , et lim§ = o.
=0

Cas particeliers. — 1 Point régulier. — Si le point I’ est un
point régulier, nous aurons
="

208
(208) o Ho=o.

2 Ligne droite. — Your 3 = o, respectivement = = pour les deux
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branches, nous trouverons

. H'= o,
[ I : ] ]
(309) ‘{Hzcosmlim B —coswlim [ ZUEEAD—alk—kr) 0

=0y 51 a=0J, T

La dérivée normale est toujours finie, et sa valeur est (172)

Jdv T

(210) gn = (a1t a),

g, ct g, ¢tant les valeurs limites de ¢ des deux cotés du point . La
condition pour la continuité au point P, de toute autre dérivée est

que lim H = o. Cette condition peut étre écrite

k=0
k i . .
(2t1) Iimf olh+=z)—o(k ‘v)dx:o
k=0, €
- - oV o
La condition de I'existence de —- au point P, est
(212) Woe—= u)w)f (¢’ — ¢")— = une quantité finie,

¢ et ¢” se rapportant aux deux branches de la droite des deux cotés
du point P’,.

3° Ligne brisée. — Pour 3 =0 et = — ¥ respcctivement, nous
trouverons

{ =gy (7 —y)sin(y + w),

L S S Sy
H ::C()sm/ glh ATy —gth— 4 )(/71 (UE S S N

“:..:j.”[q’cosm +a’ cos(y -+ ({,)]i{’g,
(ng) Q":O‘:)[CO.\(J)——-(ﬂ-—l(,)l)sinlml]
T ay[cos(y +m) — (5 — |7+ w0 sin}y +wl],

Qe (m = 94)sinw — gy (K — |7 + 2y [ ) sin(y + w),
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o, el w étant les angles que font le chemin P, P et I'élément ds res-
pectivement avec une branche. Si W* existe,

(a14) | g, COSw + oy cos(y + w) = o,
4 ?.'.Qo:-—c(,(n—lml)siulml-—a;(n-—|7+w|)sin|y+w|,

- , . peoa OV
.*. la condition nécessaire et suffisante pour que la dérivée = soit

continue au point I, est que V" existe et que

limll =wl,,
b k=0
210
( ) I,—a si AN <oy
1= 0 SIinw + g, sin(y -+ w), —YI0ZaT—7.

. \% . . . . .
Pour que lim d—d;’i soit continue, il faut et il suffit que W existe et
h=0 .

que
(216) 'imll:Qor'-

k=0
Remarque. — Si ys£w et si W existe, I', n’est pas nul (214).

Par suite lim H n’est pas nul, si lim %1—’- est continue. Mais H est indé-
k::o h=0

. A%

endante de o, .*. si v £ = la quantité lim =2 ne peut pas é&tre con-
709 1 i—o 0S
= o

tinue que pour unc valeur unique de g,. [.'¢galité (216) peut s'écrire

"k . — A
(216") o[, sinw + gy sin(y + w) :c05f.)|iml 7k +z) —a(h x)dx.

k=0,

o £

CHAPITRE HI.

LA DERIVEE SECONDE DU POTENTIEL LOGARITHMIQUE D'UNE LIGNE PLANE.

12. La ligne est une droite. Dérivée suivant la ligne. -- Nous
supposcrons dans ce parvagraphe que la masse est concentrée sur une
droite, et qu’on peul écrive I'¢lément de masse /i sous la forme sui-
vante :

\' dp = lao+ ax ;(.l:)l de, limg(x)finie =g, pour I >o,
ar=n

(217) ) _ _ _
)dp:la,—f—.z‘o’(.r)ld.v, limg(.r)finie =0, pour r<o,

\ S£a=0

g, el o, ¢tant des constantes, ct la droite considérée étant prise pour
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axe des x. Nous trouverons pour l'origine P, (170), en observant
que = x pour >0 et = — x pour £ < v, et que I'angle (r,ds) =23
pour z > 0, mais = = — ¢ pour <o,

(30) = e

wo =W0+W€)~
i [("o— ay) cosd lmz]

\l\

(218) ¢ W§

W, Ecosaf [;(w)-i-;(——w)ldw.
[

L Q, = (g,— 0, ) €080 — TG, Sind 4+ (gy— 7, )3 sin g, 6> 0.

3 '\ . . . B 1\ .
Pour que (%‘-) existe, il faut et il suffit ou que ¢ = I, c'est-a-dire

que la dérivée soit normale, ou que ¢ = a,. Nous trouverons pour les
deux cas

Al T
(219°) (H)o_—;(o'o-i-ﬂ)a
[ /oV - -
— ] =cos0 &) A g(—a le — sins.
(219”) <¢)s>o C(lso/o IU(L) 7( -’)l"‘ G, $1N 0
Gy = Ty.

Pour le point D, situ¢ sur P'axe des ¢ positifs i L distance & de
I'origine, nous trouverons de méme
oV TR e k- a) ek =),
(220) -—-:_-/.'cosof (k+ ) - (2 )(1.:-
"

Js &

@ik

—k 0056f
-k

—nlo+ /(‘;(/.')] sing
+ k a—k

_ N .u_
o(h — .z,-’)(-ll'_i,- + cosd/ s(.e)dr

-t

by a ~
— @, €055 loga__ s (gy—0,) COS O lugT—,
1] oV avVy 1T -
2917 e | — — [ =2 —_ = — —_— I .
(2217) b | du (()h. ).,J h za(q' o) —ma(k)

di' —zaih)sing

ds ()\' » Jy £

' o\ o\ l , ok ay cath—.a)
\ ) = COSQ -

IR r

b P I N
(2217) ' —-/.—c solovzi/‘.——cuso‘jn—ﬂ O’(/\—l)—”"

G, == G
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Des égalités (2219) et (221%) nous tirons le résultat suivant :
TutonkMe. — Si la masse est répandue sur une droite de la

. . , . . otV
e Y L Y OO
maniére (217), tl faut et il suffit pour Uexistence de la dérivée -—.

suivant la droite que

(222)

== Goy
\ et que
l,= une quantité finie,
!

a—k—
TElmcosof (/'+‘”)—°'(A"-7f')d,
0

k=0 !

et la valeur de la dérivée est donnée par la formule

v

(223) deos

2 o - A 5
— 90 €080 — 77, $in 0 + H,.

Remarque. — Si 'élément ds est pris suivant la normale, la seule
condition & remplir est ¢, = 5, et I'on trouvera
2V

—_—— = — Ta,.
dxon 0

(223%)

15. Dérivée cxtéricure en un point de la ligne. — Si le point P
se trouve extérieurement aux masses qui, par hypothése, sont concen-
Lrées sur une courbe quelconque, nous avons trouvé (§ 40), en posant
PP =/, r=1W, R =hqg (179, 181), P, étant pris sur la courbe,

! ‘)\lh — COSW .(M +s dvh
Os Jsy ds, ’
oV. Z b — 1
Té]'—~2[ G pE dt
: i
(224) { Ve _§ Lo bdl
\ 052 __z A O’Sln? (]’ ’
Ny Y [ ds .
11_0—‘)?— lm;a i o’coss—;—zo‘o(‘n——cpo)smeo, Qo >0,

¢ =Vt —2tu+1, wu=cosg, &¢=/(r,ds),
‘\ o= (P,P, r), » = (PP, ds), &= limg,
\ r—=0
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ol la somme est prise pour toutes les branches de la courbe. L'angle ©
est compté positif dans une direction telle que ds se trouve du néme
cOté de la droite P, P que r,

(225) CE=Q— 0, 0 9, 2T, oZwiam.

Supposons pour chaque branche

(226) c=0,+ ra(r). lim o () finie = a,.
r—0

et posons

(237 ) vh: \"‘I)a -+ V/n

V! et V,, étant ce que deviendra V, en y substituant i la quantité o les

valeurs 5, et r¢ respectivement. Enfin nous supposerons pour chaque
branche

(228) ¢ =g+ ro(r), lim g finie = @,.

%, ¢tant une constante. Nous aurons

h—1 u 20t —1 1 . .
= - — =P limP linie;
7 T T TR it '
ar suite, en posant
’
tu —1 17 20— 1 R
—_— e - - [«
it =/

et en employant la formule
f(?):j(?o)-‘_';//(ol)» '.91'—*—"',0.»4—01'5, o 0 1,

nous trouverons

te—1  n 2 —1 lug—1  uy 2ul—1 -
=ttt =~ —p t el
q 7o
(229) ' jc . it 2(tuy—1) 1 fuy| _ singg
i = — sin S - === —=P,
(?l) @1 ’/? + q: ] ¢ o I8 1
lim I’ finie,
l=wo

o u, ct ¢, d'une part ct u, et ¢, de l'autre se rapportent aux quan-



LES DERIVEES DU POTENTIEL LOGARITHMIQUE, 191

tités 5, ct 3,. Nous pourrons donc écrire

‘)V/‘ — ‘)_\.2)

/t ()s. =0 U8,

L
~ tu— L, — IR “ant—
: f( —_ pr )(/I—ZZa.,j' ——‘T—dt
{ty—1 7 o~ -0
2 f( p -I‘)m+200~[ o F(9,)tdt

j ( )dl-—-—lim o'of u—,
t =0

(2 28

'./l d-ﬁ - 0(’31

f (2u’——|) ’(2“""')dr'—-Zw;oT;sin%

N 1 :
-—-z aao(zuo—-l)—— Liim ¥ aof u—+~r,,. limn,=o.
. h=0

/Il—-o

En supposant «, = 1, nous aurons

e 2l (tuy—1) ’ 2t (dug—1) bGu
T, = ——+———"——Jdt+j [ +‘——f’-—.~—1’]m
A L/S 7 7 v ¢

T — Qo

=1—auy+2(2n}—1) g
0

De plus, nous aurons (186) pour w = o
CaVE OV N
I m d.sl (—a;;—)o-_—“zgnlln — 0,

! J\e zl oo
i =— Y —g,c052%
ds' s, a e

oo -
+\ Go Do SiN20,— 2(% — @y) cos29,] + WO,

Wo = lunW,, .

h=o

“:Zaof (cosagy - coszm.,)—

Journ. de Math. (6 série). tome V. — Fase. I, 1goq. 25

(230)
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avec la condition (168)

(231) N\ Tolly== 0,
el

I'élément ds’ étant pris dans la direction de P, 1, c’est-d-dire de ds,.
D’autre part, nous aurons

tsing sing 2 51N 9 Cos i . .
. LN LLL L 089 .- =1 lim P finie.
!/' ! 1 A RS

et, cn employant la méme méthode que précédemment, nous trouve-
rons

! sing sin¢ sinwg  /sino Sing SN2y - ..
=y oy QT s Pt LI /.'"’*‘"'r"l'l(?n)-

3 gt a A 4 :

202

(23) K (p) [ _pl0—w) w  a(ui—1)
T i ! g

Nous pourrons donc écrire

N CAVEENTCAY;
/‘ ‘)“'2 I==z0 J-"zv

«

1 . . . I
’ ] * /lsing ! sino," 1 o . dt
= —\‘a.,/ ( -?——;—4—@)(/!-{-—\‘0.,] (stnug —sinny,) —
7 ) i A {*

- 2
Ji et Joo\ v

L. o h
1 O * {sing, sum.,) \ /‘ —_
] —— TV i : ol (o) dt.
» 0;[ ( ’/;_: e -+ 71‘] o |(,J|
P
1 \o . A
e ‘———) ho__ nnd\z)
W\ Jsy oo 08

N «“
N\ . dr ~ — e
— N\ o\.\//j (shz?—smz%)-’—_? + ¥ 7.2, T,

h
AN . TN /‘ . dr .
—— e sIN2Qe-~ -, lim ¥ o SINY — A 7. lhimv, = o.
O i ’ 7o /I/:‘ o ", e r ho-o

ol g ; 1y
T,= j I ray i*i’(.'__;"t_')J i
o (/1; (/U :

+ /l' — "1’3(";;:11"»_’] =D,
ey !/'; (/0 { .

e = e — 2 (T - Yy} Sinn g,
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De plus, nous aurons (186)

(233)

(234)

f

. . 3 .
(\!2::1-;-5190>§, mais S!:T:msupu<7—;);

9y S
:—-2‘ pLIILEED

7

iy 05,

- 2 G0 [ €083 0,4 2(T — 3y) sin 29, ] -+ W2,
W — lim W02,
h- 0
'y

02\ B . dr
V\‘,’,I:,\_o“, |Vsmtzqa—sm9.<lsoj7_-2-
h

avee les conditions

(235)

N .
\ 2‘ 0y SN 9= 0,
N\
z G COS ¢y =.0.

Plus généralement, nous Lrouverons

(236)

\

R 1
m s -—Z '{7'7.; COS(Q(?O—(A)) -+ Qo“i— “’0,

Qe :-_zo—.. G| Sin (20, — 0) — 2 (T — 0,) €08(2 9, — )],

WO =1limW}.

avec les conditions

(237)

ho
o
) < . . dr
\\‘,’,:Zm,/ [cos(29 — ) — cos(29,— 0)] =
vV r~
<
Zo-ocos((g,,—m):o
/et

-l .
| m}_‘ Gy SIN () — m) = 0,

Remarque. — En posant

(23%)

AT R AT 1-
s = },‘2:.[7 el A )J’

I ==0
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les deux conditions (237 ) sc réduisent & la condition unique (187)

(239°) s 92 o 8iN(Po— ) — (1 + c’)z G COS( 99— ), = lof'—,i

Q=uw pour 9> o, mais =m—am pour 9,0,

nfin, nous aurons

h _cosmz
(%—) 2‘[ acm(o——m)d{
ot ol - 2
%lg}; --(%:—) ]_ coemZ / r'l—l—l———llrll -+ ‘"“”2‘ / ':sm [ ’/t

2 [‘ 2 dt
d’slllu-*—-—»

Y /‘ n o [ 24 /!
. si e e ] ——— ) ¢
Iu . 2 J(/

—Zf gcot (v —m)dt +¥ f 7 cos(2 'J-——m)—-:
[

LAY — } —
’—;)‘—,7)-‘ -:_—2 Go(m—9,) sin(29,— 0) + W,
(239) ( T\—'.:h‘m“’—/,,
ir
’ W,= ( e:cns('”-—m)-(-—~
i z'»/,

Nous pourrons donc énoncer le théoréme suivant :

Tuéonkne. — Si la masse est répandue de manicre que pour
chaque branche

" dp = e dr,
(226") | 7 =a0+ ra(r). limg(r) finie =g,

r=u
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et st Pangle o ==(ds’, ') peut s’éerire

(228%) 9= 0o+ ro(r), lim ;(r) finie == @,.
r-.0
les conditions nécessaires et suffisantes pour Uecxistence de la
* o ’ N . -, . 3
Sv s au point P, sont que les égalités (237) soient satis-
failes et que la quantité

dérivée —— gV

(240) W= limWi

h—o

soit finie, od

(241) Wi = [ |i0‘005(‘2?—0))—60005(2$0—!:))]-i—{,;)
u
. oy
w élant an gle (ds', ds). La valeur de o est donnée par la for-

mule

9%\

Y M W“-i-()—z —7,€C05( 29— ).
(242) Q EZ T0 90 [SIN (290— m) — 2(F — 9o) €OS (29— )]

o — .
—Z‘ Go(T — Q) sin(29,— w),
0L 9, 2T,

14. La limite de la dérivée pour un point extérieur. — Soit I un
point cxtéricur aux masses, et posons I’ 1> = /. Soient, de plus, ds,
et ds, deux éléments émanant du point 1’ dans des directions qui
fassent les angles w, et w, avec la droite P,P. Si V, est le potentiel
logarithmique des masses pour le point P,

. () l()n—.
nv, "7 R
dsidsy ), 0, 0%y dp "Ef (216 — c)l{”

pour du. = gdr, ol la sommation s'étend sur les divcrses branches

(243)
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de la courbe, ct ou

R=PQ=vyr*—arhu+ I

r="0r,Q.
tt = Cos ¢, 5 = Pangle (4, r),
it — I A
(244) { e;=cos(R, ds,)= ﬂ’—'Tl—cly vy =2 cos (1}, ds,) = '—’—llT{—l‘z,
u,==cos(r, ds;)=cos(o —m), ty=cos(r, dsy)==cos(@ — m,),
cy=cos(h. ds))==cosn,. ¢y==cos( . ds,) = cosmy,,

¢ == cos(ds,, dsy) = cos (my— m ).

P, étant un point fixe et Q un point variable de la courbe. Les
angles o, w, ct w, sont complés posilifs vers le méme coté de la
droite I’ 1. '

Nous supposcrons

(226) - S ;(r), lim ;(/') finie = 7,.
r.o

(228) 0 == Qo+ r o(r). lim g (r) finie = 7,.
ro-o

et nous posons

(243) Vo= V4V

ott V! et 'V, se rapportent i 3, el 5 respectivement. En posant
(216) r—=ht, R = Aq. = VIT— 2l +1,

nous trouverons
o
YA l}: o “a(luy— ¢)) (L, — ¢y) )t
Os, s, % g? N
1 2 v - ! ,

Nous aurons

2(tuy— ) (Lug— ¢y c W My,~— 1 . .
(= 1) { )& 2= A inie
’/ ,I r° A 1.

Il

(247) S

par suile, en posant

Wity ty— ¢
slo)=/——5F—

et en ecmployant la formule

I
f
-

F(@)= g () 4+ ro (), 9=+ ro, 0

i
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nous trouverons pour 0 < 3, < 2%

DU My~ € 2000 --- ¢ - . ..
S =St — _' —— t: + ro g’ (o), llnn(l“g’) finie,
- ®
«

o
g a1
j fm.-:/ = frddt
0 g
“ “ «
g o 2 Uy —C 22Ul u,—(, b ,
+[ Sodt +[ —ET T 7 dt + hf to g'iy,) di,
L) Ll | 1

A
()'s.d\, =7 f f‘,(lt— A O'of Jo dt—*—\ %%

~ dr .
+2¥ c'.,f (uyu,— :,?113)72—+~n,,, limn,=o,
Y/

k=0
] ©
Te= [ Sol dt + f antde,
o b |

B(tu,— ey ) (tuy—cy)lsing
(/li
+ ﬂ[—tsin(“)o-—m —w,)
’,5 . Y 1 H

(348) <

f=—

o

“+ ¢, 5In(9 — wy) + €4 8in (9 — oy ) + ¢sing],

')sm('>o-——m|—o),)
l.

§'=r+

T =—8sing,u§ ua,+ 8singy(cyug+ cuf)a,— 8cicy sing,a,
—28in (29— 0y — 0,) @, + 2[ ¢y 5In (9 — wy) + ¢y 5iN(Q —wy) +csing] ay,

, _/""t" de  Su,—a2ud+ 31
“= qs T 81— ul)?

, f"l“d( 24+ ul+3u,l
«y, == — T - )
T T T T80—w)

’

_ "‘l’dt 3u0+(1+2u§)i
4= T B(r—ul)?

f t:‘(lt f“(li ) 2ui—1+ (3 —aul )
a,— - [l—— b
X q4 { 2(1— )

t’dt g+ 1
a‘—— RS
T a(1—u?)
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ct

- n“
=T %

’ VY>>0
Sing, e !

(249) ST =3sin(29,— 0 — 6,) — 2(T -~ ¢,) c08(205— ) — ).

De plus, nous aurons

( 250) [ fu dt — — 005(?0—' oy~ ,,,2),
o
(251) limf /'0([;:'_(2“2":_6,’
h=o0J, a
T

i

HLA) N1 < dr
0 . 0,0
2 ;a-o(zu,ug—-c)+2\; O'oj ("1"2—”1"1)—,.1

Jsy ds, s

N —, IR .
+z Goqe T — ZZUH c0s(@— wy—tq) +7f,  limnj=o.

h=o0

D’autre part, nous aurons

o

- W
ﬂi*“ f; ¢ dt,

O5, sy e

L]

cl, en traitant cette intégrale de la mani¢re ordinaire, nous trouverons

AW RN ‘o _ Ldr
(252) Js s, _‘_‘f,“ 0(“’1"1~¢)—I,—

N — .
-‘\_‘ Gy [ 2 1l -~ ¢ 4 (T — o) SN2 55— ) — my)]

“+ 1y, hmyn,=o.
h=o

En observant que 22,1, — ¢ = cos(29 — », — v, ), nous pourrons
énoncer le théoréme suivant :

Tukorime. — Si la masse est répandue de maniére que pour
chagque branche
du =oar,
2206* - . .- . —
( ) g=a,+ ra(r), lima(r) finie = g,

r=Jq
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et si Langle p:==(hyr) peut s'éerire

(228%) Y =90+ ¢ e (r), 0 << p,< 2T, l?;za(/')iinie:a,

les conditions nécessaires el suffisantes pour Uexistence de
a9V,
lim ——L sont que
hh—o 08 05,05, 7
- \ !
(253) 2‘ G0 COS(9g— Wy — y) = 0,

et que la quantité

(234) W, .= th"‘ soil (inie,

)

ou
~ [ dr
(23)) WL{’,.,-.:}_‘/ Lo cos(20 — oy — 6),) — 005(2?0—0)1—0)3)]7",_,“
i
VAY
La valewr de 1ty —= Toon, est donnde par la formule
oo Ny

a\vy AL N —, N — s
lim S~ N L g cos(250 - oy —m W, ZO’ % 1—2‘0 r
im0 U808, dmda’ (20 =@y )4 Waa, o+ 070 v

2356 .
(236) - T ==3sin(29)— m— ) — 2(m — 9y} €OS(20,— 0, — t)g),

T: = cos(2g,— oy —6,) + (T — @) Sin(2¢9,— @, — W),
ConoLLaires. — 1° Posons

. dr
(257) (,,,-_. f|acos(2foo-r,),—-m,)-—-oco sm(zo.,—ml—rm)]

i
SAim (Wil — Gy = une quantité finie.

h=o

Par suite, la condition (254) peul étre remplacée par cvlle que
la quantité

(258) C =z limC,, soil finie.

AW
0
2¢ S lhm: TR

st finie,

. o= -
(259) Z I 0o COS (29— 60— 0)3) ~— 2Ty SIN (2 = )y - "‘2)] ==0.

Journ, de Math. (6 série). lome V. — Fase. K. 1gog. 20
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1o En posant

52231)4‘;)' ?:;o'*‘;h

(260) . - .=
' cdimey =limgy, = o,
\ =0 r=:0
el
C, —_—_lim(l‘,"".
h=o0
(2061)

ol
= - - . dr
C‘{":»/ [a,cos(z’go——ml—m,)—zw.,:a.snn(fa?o—ml—-'.»,)17,
~J

nous trouverons que la condition (258) peut étre remplacée par
Uégalité (239) el la condition que la quantité

(262) C, soil linie,

Remarque 1. — Pour les diverses divections des éléments ds, ct s,
T Y

la quantité lim —=

hoo I)Sl ()S-_;

ne dépend que de la somme o, + o,.

. A Y
Remarque Tl — En comparant les valeurs de lim “ et de —,
Lo U5 08, s’ oy

nous trouverons, si les éléments /s’ ¢l ds sont pris dans les directions
de ds, ct ds, respectivement, qu'il faut remplacer les angles = et w du
] 2 ? Lol ]
B B4 ~ 04 i3 v, 3 M -
1)alagl.lphc 13 par 4 — , ¢t w, -~ o, respeclivement (18, )s

(263) SOWE =W
iy, l(()V}, ')_\q\)

TOs ds,  h\ ds | ds,

AN I‘ T
C— ¥ T, COS( 20y -ty ) — G, STy - ) m.,)l
i ' = ' ' -

26.’ Ny - .
(263) - ‘"1}- I Gy SIN (2= =ty ) b= 2T, g COS (2 Yy — ) "’z)l
I . .
-— 7" _.'o‘.,[cos ( Sp— M — {Jli) - ('n._.—— y ) s Yo— 'Hg)J + .
limv,=o. ay >,
\ L. oo

0 . A} . ()\.
avee la condition pour Pexistence de "
e ‘
(263) :‘ Ty 03 (Ly—m,) "7 0.

V,, ¢tant le potentiel au point I’ pris sur le prolongement de I'é¢lé-
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ment «s, a la distance P 1 = /. Si

(266) (sinm, 4 t)g=— m,)z gy sin(g,— m,) = o, 0y >y,

b AY 4 f)2 \' . 3 « . ve
les qquantités et lim—L existent ou n’cxistent pas & la fois. Si
81 08, -0 U8) U8,

ces (uantilés existent, nous trouverons (259, 264, 265 et 266)

(2067) Iimm rVv

h--0 08y 05y d5) 0%,

“r— . -
= m,‘\,_‘ [a.,sm('z:g(,_ nyp— ) + 209 cos(z%—-m,——m,)l.

Cas particulier. — 8i, au point P, la courbe a une tangente
uniique, les deux valeurs de lim (P, P, ) pour les deux branches
r=9
sont g, el 5, + w.
L'¢galité (253) se réduit &

(268) (o) — @51 cos( Py — m) — wy) = o.

7, et 5, ¢lant les valeurs limites de =, pour les deux branches respec-
. T ' ot N . .

tives. Pour o, = w, =0, ¢,= 7:, I'égalité (268) est satisfaite, et 'on
trouvera pour la limite de la dérivée normale

0*V,

(269) lim-

atl
o ! 4 ’ ’ ' " o . " dr
Sy = (G + Oy) - (6'cns2’ +6"cosao"+a,+ 7)) —
b Ot a ' ' r
o

+ (5,4, — 01 %") + g, + 7).

les astérisques se rapportant aux deux branches respectives.
La condition (266) se réduit & une identité,

18, Changement brusque de la dérivée des dewr cotés de la
courbe. — Si le point I traverse la courbe suivant une droite ui
passe par le point P, et arrivé & un point P, situé & la méme distance /

A ’ ’ . 0: \-
de P, on aura les mémes formules que précédemment pour lim ——=

h=a U8y 08,
au point P,, si 'on change ¢, w, et w, en 7 — 3, T — w, et T — w,.

En distinguant les deux cotés de la courbe par les signes + et —,
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notis trouverons

I v, ~ |
\ I,nm s —«z‘aa..cos(a%— oy — ) -+ W,
) == 70 2
§ ) N — =
o T —
. < Bt~ X |
T = 3sin(2gy— m—0,) + 29, C08(25 -- my— 01y),
L d ——
T = cos(rop—my— ) — 54800 (29, — wy— o).

les conditions (253) et (259) restant les inémes,

S 0 P AW
(a71) hm(ds. Js,  Os, ()si)

=—7r[co sin(zgo—-w.—— ng) + na@o COs(29y— oy — m,)l.

De méme, si dans les égalités (242) on change la direction de ds’ en
la direction opposée, on retrouvera les mémes formules en y chan-
geantgetwenw — g et — . On trouvera

v Y
{272) m o ds rZIcusm(uo—-m)+za'.uocm( o.,~m)|

Remarque 1. — Le premier membre de P'égalité (271) a une valeur
finie méme dans le cas ot W, et, par suite, les limites des dérivées
clles-mémes n'exislent pas, pourvu que I’égalité (2353) soit toujours

satisfaite. Des considérations analogucs se rapportent a I'égalité (272)
en 1'emp1a(,ant le plemler membre par la quantité

(273) }ln‘; ; [(()‘: ) (0\ OV ¢ e ) |, hy=h_=h,

Remarque Il. — Le changement considéré (271) est indépendant
de la direction du chemin P,P P ct dépend sculement des quan-
lités o,, ,, 9, ¢t de la somme des angles ¢, — , et 3, — ©, que fout

les direclions ds, et ds, avec la tangente de chaque branche au
point P,.
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CUAPITRE 1V,
DOUBLE LIGNE.
16. Les fonctions W et W,. — Menons, par le point variable Q de

la courbe matérielle, un vecteur N qui fasse Pangle 1. avec P'axe des

coordonnées polaires, et prenons un peint Q' sur ce “vecteur dans le
sens négatif. Soit

(274) W= Q.

Nous définirons une fonction W, rapportée au point P, de la courbe,
par I'équation

] W = Ilim Wi,
=0
ol
(175) =N "% 10 dr
W __z T log rdl.

r="P,Q =vrt-—-ark’ cos(¢ —n)+ 't

Nous trouverons comme dans le paragraphe 9, en supposant que
toutes les distances (QQ’ soient égales (167),

W= —Lim Wi+ 3 oy (7 — [ g~ |} sin | 90—~ 1o
(=
Y
26 { — ¥ 6,c08(gy — Ry),
/ )3
Vi zf acos(v—ﬂ)—> n,=limn,
r=9

Si, au contraire, le point Q' est pris dans le sens positif de N, nous
aurons

r=yrrarkcos(y — n) + A,
et, en posant = -- (¢ — ») au lieu de ( — n), nous trouverons
_ ‘ W. = —1limW, —200(’{;0 — ny)sin | o, — ny | — 200 cos( Qg — 72y ).
(27/) ’ . =0
4 Po— Ny T

en écrivant, dans ce cas, \W_ au licu de W.
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Pour un point extéricur I’ nous définirons une fonction W, d'une
maniére analogue, el nous aurons

o.,l
, W, = ZJ /l/',
(278) R =PQ= V/"—— arhu + I3,
’ ho --P,Q,
1 ==cos(h,r)=cosg.

dN étant un ¢lément du vecteur N pris dans le sens positif. En nom-
mant £ et v les coordonnées du point (), nous pourrons écrire

A — Zf O'c()e/e—(h +\‘f Y- (I/.
JR recose — h cosa
(279) ¢ JE =cos(x, R) = ——Tr———i—,
JR ‘ __rsine— hising
-‘)—1‘2 —COD()’. l{) = _—T{——,
\ TR -

¢ et « étant les angles (que font les droites I,Q et P P> avee axe des .
respectivement,

{280) W,,__~Zf all«os(v—-n)—/uos(a—n)|w

Nous trouverons (181), pour o < g, < 2% ct en posant 2 = zéro,

s lim'W,, :~—I|mVV/"+\":..(1: — %o) SN %e— Ny ).
h=0 :
(281) ‘)Inur_
’ W'/"-"\f GU'S(J—"IJ—:—Zf a—’N—-—d/

Des égalités (276) et (281) nous tirons

(282) !,i:; [W,—Win= Z Go 1ty SIN (99— 2o) + Z G0 COS(9y— ). 94> Ny,
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Nous pourrons donc énoncer le théoréme suivant :

Tutonive. — Les quantités W et lin W, existent en méme temps,
b0

et lear existence dépend de Uexistence de lu quantité lim Wi (281).
h=9

Remarque 1. — Dans la définition de la quantité W,, il n'a pas été

nécessaire de supposer (ue tous les éléments QQ’ soient égaux, comme

nous l'avons supposé en définissant la quantité W. Sur P’angle # nous

n’avons fait d'autre hypothése que celle que n, = limn existe. Si la

r=0
courbe admet, cn chaque point, une tangente bien détermince, ct si le
vecteur N est dirig¢ suivant la normale, les quantités W et W, sont
les potentiels d’une double couche pour un point de la couche et pour
un point extérieur respectif, ¢ ¢tant le moment de la couche.

Remarque I1. — Silim W, existe,
oo

(283) 20., ¢0S(Go— ny) =o.

Changement brusque des dewx ¢étés de la courbe. — Sile point P
traverse la courbe suivant la droite PP, P, et arrive au point P, qui
st situ¢ & la méme distance /# du point P, nous trouverons la
valeur W,_ de W, au point P, si, dans les formules (278) et (281),
nous remplaqons getnpar @ — 9 et = — u, el nous aurons

(285 lim(W,, — W, )= ') T $iN (99— 1,).
-0 e !
De méme, nous trouverons (256, 257)
(283) W, —W -:Tr}:cosin(?o—no), Yy > Ny,

Remarque I11. — 11 suit de Pégalité (284) que lim (W — W)
ho-o

est ind¢pendante de la direction de la droite P, P. Cette ¢galité (284)

aura lien méme dans le cas ot lim W, n’existe pas, et la méme consi-
b0

dération se rapporle i I'égalité (285) cn remplacant le premier
membre par la quantite
(286) lim | W — Wi,

h -0
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17. La dérivée premiére des fonetions \V, et W, — Nous trouve-
rons (243), en prenant P, I’ pour axe des .z,

’
'

Wi N[
os -"—7;&‘/“‘ af di

a(duy— ey (L, — cy) ¢

(287) / T 7
=\ 2ln 4.
n =cos(h, ry =cosy. ¢ = cos(N. ds) = cos ( — n),
ty=cos(ds, r)=cos(y — m), cy=cos( i ds)=cosm,
tty=cos(N, rr) == cos(y — n), cy==cos(/, N) == cosn,

ct nous supposcrons que pour chaque branche les quantités s, 9 ct
sont continues par rapport & /. Nous écrivons

(288) of =0 o+ nlfi—Jo) + a(f — /1) 4 (s —3) [,

ot l'indice zéro sc rapporte & la limite pour 7 = o, et ol f, est ce que
deviendra f en y remplacant § par %, sans changer la valeur de #,
oW, N I\ 1\ 1\
S ——= I - 2‘ N L IN,
(289) ds 7o ki TG, 7ols+ Tttt kst T L

I, L, I, et 1; étant les intégrales (ui correspondent aux divers termes
du second membre de I'égalité (288),

I 1 * I * ', 1,
..7;11_.—--/-;‘[ ‘/:,(”4-/—'[ ‘f(.d(,_T'l—f‘—/-’l.
i
Mais

Iil“(gulﬂ_" qo'!’*‘ a‘(bl3+ lk) T2 0,
ho»
c W
.. pour que lim =—=* soit finie, il faut que (¢f. 250)
h=0 s ! .

N ~
{290) IEZ aol’:z‘ g €05 (y—w — n,) == 0.
De plus, nous trouverons

g, 1
—_ o297 .
’m;~'l *(7(),/!](!“—- Co)y
4
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el
f N ~ | .
(291) . zz%l. "‘\,--’20'012"','”20-—(',.)-r-E., I’m:.e.: o.
(I
0 cos(9y— m), 1y == €03 (@ — Ny). Co= cos(m — n,).

Nous supposerons maintenant que, pour chaque branche, on puisse
écrire

G= g+ I'7, lim 5 finie == gy,
[N 1}
(202) LY Qg+ 1Y, lim o finie - %,, 0 p<at,
r. 9
' noong-- e, limn finiec = n,.
ron

Nous trouverons

N . o i

I —_— — (- 21%u%, — ¢

7;|2:~J ng fot dt —f n, (f.. — -——'—%——’"")dt
0 1 '

o
(20Ul —c)— (2000, — ¢o) .
— (2uius _q( 120 dr + g,, limg;—o,
372 r h 0

ol u) = cos(%, — n), ¢t ol f,, uy, et ¢, sont ce que deviendront f,,

w! et e, lorsqu’on vr | ¢ 4 I par b t(ef. 252
50 €L ¢y [Won vy remplace r, par n, 4 —; par conséquen (cf. 252)

({}
=\ 3 Tr dr
/—ll O‘o'g:ﬁ-AZUQ‘[ [(zu‘l‘u‘;——c)—-(2(:‘,’:/‘;0-—%)]?

-

+ /Tom.[sin(g?.,~ m—1ty) — (T — %) cos(29,— o — n) )} -+ 2.

limegy = o.
b0

De méme nous aurons (1f. 248, 249)

ael
H \‘ \‘ / ) . ({I'
_ goly,—=— Y o (20,1, —C)-——2(utud— )] —
hodet -I"./ll 172 ey ey )Jr"
N —
—-—2‘ gy 2l 38in(25, —m — ng) — 2(T — %g) €OS (20— » — ny)] + &y

lim &322 0,
ho-o

o ,
LN |,,:_Y/ 'J(?.Il.u:-—-cld—.’
i ], : '
\‘_- PO P 0
+ gol (2005050 — €p) + (1 — 9,) 5in (295 —- 00— ny)} =+ ¢,

limz == o,
ho-o

Journ. de Math. (6* série), tome V. — Fase. IL 1900, 27
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AN ~
< dim ——7-’5 = W= N Sg cosiy,
h: o S i (/

+‘v |°’.. coswy,-i- @, Cmg-= 32, ) sinay, I
oy 2o,

< o S
+ Nz »o.,)[csmnx.-ks..('w ——nu)f‘o-*ﬂ’..l‘ ‘
: :

W= lim W 4.

,‘ 0
ol
. ~ dr
WA= \, { {5 reosw — 7, (‘n.\‘n‘,,\—’—.?,
Ty
W2y — ) — .
Wy ™ 2l == — N,

avee la condition (290)

{299)

~
| ..:\ GoCOS( Ly = M — 1) = U,
amnd '

D’on le théoréme :

Tutonime., — Sous les suppositions (2092) les conditions néces-

J \\ h

saires et suffisantes pour l'eristence de Iim-T— sonl que Péga-
. s )

Lo

lité (20h) ait licu, el que la quantité

(290

W (g3 sl finie.

Remarque /. — Posons

{296

"

. ~ : - - — . dr
I, N { lqcnsn',.-i— gln 'w)ﬂnn':.lg ’
] !

Slim ] WA — 1) linie.
h

.. la condition ( 205) peut étre remplacée par celle que la quantitd
209) ] P |

(297)

E=l..%, soit linie,

hon

\ . AL . )
Do il suit que, si lim =2 existe, on aura

(2g8)

Lo S

N — - .
}- I’a‘.» coswy + gul ny— 29, Ysinw, | =o0.
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ct

. . ()W - | -~ —_ .
(293") .. !lm ‘)‘." =— W —+—>- = Ty COS 4y — -\- Ty %0 SINAYY,
(] .

~ - . —_ -
+2| (7~ wa) Ia., SINY, - 9'..(2 Yy — Ny ) cosu'o].

Remargue 11, — La fonction W d’un point de la courbe peut étre
traitée de la meéme maniére, en définissant

e N | T (Wam W) = 5 (lim W - W) ‘

4) § hoo

¢l nous trouverons

: ‘-)(-)\—\\ = Wi +}: l;o'\, Cosa - 2 0'.;:_';.—, sinwe
+>_: (T~ %) I-’J'o sinv, + u‘.,(;).%.,——?fl) cosn, |,
oo ’ W= }im'E }‘"1 g eosw' — g, cosn, )%,
o am= Ty,
Wt ay -
W, A

avec les conditions

P
Z g0 cos(9,—ng)=o,

(3o1) Yo > 1y,
2 gy sin (v, — ny) = o,

Pangle # étant comptt & partir de la droite P,I'. La condition
que YV doit étre linie peut étre remplacée par celle (ue la quantité F
doit *uee finie, ot

2 N . N = ' - . ' ([,‘
(302) | Innz | geosSw,—g, 2y — n)smw‘, |-’..
h

hoo
Si la quantité 19 est finie,

., W - ' - . i
(303) 2‘ I g, cosw), — 5,( 20, — u.,) sina), | —o.
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17A\%
Remarque 111. — Pour faire la comparaison des valeurs de lun h
h= §
Jdw .
et de 5= il faut, dans les formules de la remarque II, rcmplacer les

angles @ etnpar y — el n — w respeclivement.
Nous trouverons

(304) w =y,
(305) .. |'|m 2}_;’_/- — (Dl = mE |7.. Siny 4 6‘.(’2',%—*71;)005"'.»'

- - — .
-1- L l“o COS Iy — m,(-z'_a.,— no) smu'ﬂl
L) ’ - . - . . v .
avec les conditions (294%), (295 ) ct (3ur) qui peavent s’écrire

a

«
‘\-‘ 7,005 (vy— n,) == 0,

(309)

Co. N\ . ~ .
' sin m}‘ Go SIN(vy— 1y) = N Gyl Hg— m) SNl vy— n, ) =0,

W finie.

Si celte derniere condition est satisfaile, nous Lrouverons ( 208 )

B . ()W; AN N . —_— —
305y lim VA 2 N g sine 4+ g2, — n,)cosa, |.
usts tm 23t N s (7 o

Mais la condition que W, soit finic w'est pas indispensable, cn
écrivant la formule (305) sous la forme

v . -dW[, I . ~ -, - —_
(307 :lll':» _——0“: —% (W, —W) | =-- m‘\_‘ (s siney =g 2u,—ny,) vosn-ol
Al _— .
i .\— I g, eoswy 5, (20,— n,) sinw, I
Changement brusque en traversant la courbe, — Lorsque le

point P’ traverse la courbe en suivant une droite, les angles §, w et nse
cllangent enT—3%,7—0w clw—un l'cspecli\'emcnt el nous trouverons

pour le changement brusque de lun w" et de 2 T les valeurs
!
iin‘o (0“’/:, _ t.).%‘_"-.) =N |cro smu'o+ g,(290— g ) cosn ol

(308) * avec la seuie condition

v
Ty COS(Vy— M — N =0
-l 0 ("’ ! o) !
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et, en observant que WV se change en W_ (277),

AN P 1\
_{ - B

(309) ds, os.

-, , Co—- - .
=5 7:‘\._ l gy sina’ kg, (2, —n,) |‘n.~’.n’u|
avee les deux conditions (Jor). La troisicime des conditions (306) est
dispensable, pourvu que le premier membre de Pégalité (3og) soit
défini d’'une maniére analogue i celle du premier membre de I'éga-
lité (3u8) ou ' ’

. | . . . . .
(300%) lim Zl“/" - W —dim (W + W, )

how

oo

N o= = .
= ﬂZlU" sinwy + gy 2y, — no) msw',l.

I8. Le potentiel logarithmique d’une double ligne. — Dans ce
cis NOUS supposerons '

io

‘ ”u'-"{o—;’
(310) / ay —n=[f(r),
il
. Lodr Cp
' lim | fir)— = une quantité finie.
7

by,

C’est ce qui aura licu, par exemple, si n est l'angle que fait la nor-
male au point () avee l'axe des .. in effet, on aura, en supposant que
la quantité

-, do

o=

‘ dr

existe,
Ny 1 < = tang 'y ==
- T 9 — — = lany femty
¢ ' o ® l/l'
o =ry 4 tang 1(ro 4 r’:_a’),

Dans ce cas, les conditions nécessaires et suffisantes pour l'existence
b

. oW Ly .
de lim “—= se réduisent (290 ¢t 297) a
hoo US * *
s_ N 5, sinm=o.
vl

(3[') L .
LN dr e
lim S sin(o, - m) 7 — == une quantité linie,
g A 7 ; r
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‘e . . . . )W
Les conditions nécessaires et suffisantes pour I'existence de ‘T)( sont

“l
ZUOI)“‘: o.
hmz sin ‘u,[ o—- = une quantité linie.

Infin nous trouverons

(312)

oo ()“//, l)\\'/,_ __ :

(:Sl-‘i) ll'lln(‘ — T) = S 7 Ia.,”"n).
IdW, JdW ~ —

2.7 I 085y

(314) PR =¥ 7, cosz,

Remargque 1. — On a

(3'5) ;0::: 9'_*"

#, ¢lant le rayon de courbure de la courbe matérielle au point P,.
Remarque 11. — Pour la dérivée suivant la divection P, nous
trouverons que la condition nécessaive et suffisante pour l'exislence

de hmi}— est que la quantité
h=o §

atl
. N, dr . ..
(316) lim 2 sm;.,/ 7 soit finie,
Jh

h-o0

et méme, si la condition (316) n’est pas satisfaite, nous aurons

(313) lim( ()\3"’/" - L\(:s-/’-) - A.;:!)‘(’\ Yae

hoot,

Cas particuLiEr. - Pour la déricée normale suivant la normale
> n y ; o o Yoy 3 . v P ity — " N - .
en un poinl régulier, il faul poser w =0 et 3,= " pour les deux

branches. En posant ¢ =5, el 5, pour les deux branches, nous trouve-
rons le résultat suivani :

Tukorime. — Sous les suppositions (2go), (309) ¢t (310), la con-

OW W
dition nécessaire ot suffisante pour Uvaistence do * R lim )\”
. hou €
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AN étant Uélément dv la normale qui passe par le point Py, est que
. Moo~ dr

(318) lim / (7,-}— 72) — soit finie;
h =0, I r

et on trouvera

OW.,  JW_

(319) Nt OaNT

=0,

Méme dans le cas ot la conditiorn (318) n'est pas satisfarle nous
lrouverons

(320) lim

(’)\\/u. ()\\'/,_ R _
Lo

— = e | =0
oN’ JN’ ) ’
le point P dtant supposé suivre lu normale gui passe par e point .

Remarque 111, — Dans 'énoncé du dernier théoréme nous n’avons
pas suppos¢ que la fonetion o soit continue au point P,.

Remarque 1. — Pour le potentiel newtonien d’une double
couche, M. Liapounoff (') a démontré quc les deux limites de la
dérivee normale existent et somt égales en supposant au lieu de (318)
(ue
(318" Iinn];l—l;—ﬁZ(a—c‘.) soil finie. B >o.

o

19. L existence de la dérivée normale. — Nous étudierons dans
ce paragraphe plus en détail les suppositions qu'il faut faire pour la
déduction de la formule (320). Pour la dérivée suivant P P nous
trouverons (287), en portant » = o,

OW, OW, i h
LE N T TION "?—-7;2[ o(fr—f-)dt,

a(lu-—1) (tuy,—c) ¢

S

. . .
(‘;2') 4 (/
foo- 2l 41) (tug—+c) ¢
ST ql gt
U = cos%. ty=cos(9 —n), c=cosn,

g =Vt—atu+1, g_=yl+atu+i,

() A. Liapousorr, Sur certaines questions qui se rattachent au probléme de
Divichlet (Journ. de Math., 1898, p. 241-311).
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d’ou il swit qque, si nous supposons qu'au point P, la courbe ait une
tangente unique, ct que la droite P, P soit dirigée suivant la normale,
nous pourrons cerire

1

[T Z -+ l:: lim (I;) T O,
' 2 ' row ’
2 . -
(322) n=rn, lm{rn) o,
1 0
cony=sin(rn — 13, w=—rxinry,
, . .
AUy - acw) 16cut n?
o Al Gty
(323) / r 4 P
p=Vir4, LimJ’ tinie. LimP finie.
[ 0 i =
coy =04 G'.
’ /I ’ -
1N /‘ 1y~ 2cuy  Jenl I
4 MASETULLA I LA P78
(324) {7 T P I
. ] V “t
Gl Pt
/1 p“

Nous supposerons dans la suile

—2

\ |||n ro oo,

(323 r= )
[ o limGo,
hoo
Posons
\ N Tty 1wy o,
o

(326) \,‘ Gen==5r.
DR ot

' a“
’ G:'| /Jl( 'J/ ) de.
Jy »
Nous diqlingnerom deux cas :

1 !m:,j finic = .. Pour que l/llll:/ soil finie, il faut que

o
e

. 7*dr
3a- Inn’j al p
(527 pea S TP

soit finie,
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Si nous supposons que la quantit¢ x ne change pas de signe unc
infinité de fois pour de pelites valeurs de r, la condition (327) peut
étre remplacée par celle que

(328) lima soit linie == 2,
Lo

ou (lll(.‘
LUy

(328") lim= ¥ 6" soit finie.
o I T

Dans ce cas nous trouverons

. . (OWh,  OWi_
(329) ,,'“:(W - W)-—‘V —Be)-

Remarque 1. — On peut toujours choisir la fonction # de maniére

(que la condition (328) soit satisfaite. De plus, nous pourrons choisir
de maniére (ue

0
- e

. .
(330 Ay -

Si, par exemple, %, est finie, et si n, est choisic 25, (ef. 210),
I'égalité (330) est satisfaite.
2° lim 3 infinic. Posons

rez0
A=Y
S=wlh)B()(+ 5", B(/) finie et 24 o, lim3' =o.
h=0
(331) '.l/imm(h) et Iimlk(!) infinies,
\ ,lm/un(/: y=1lim¢ B(I)... llm B(/) =0 ou finic,
i -0 1=0
/o
(332) ..(.v:ﬂu(/c)j (OHO+3) ( —%)dt.
Pour que lim G soit finie il faut donc que
h o0
i
lim [ B(l)(l—k”)/———:ﬁf
RRA

Or, le deuxiéme membre de cette ¢galité est fini (331). Pour que le
Journ. de Math. (6¢ série), tome V. — Fasc. 1, 1909, 28
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premier membre soit lini, il faut que

limy soit finie =v,,
W0

en supposant que g ne change pas de signe une infinit¢ de fois pour
de petites valeurs de r',

(333) s lim g- = yo= une vonstante,
r—0

D’on il suit qu'une condition nécessaire pour Pexistence de lim G

b0

est (ue

(334) l:'[.“B(/)<Z/";£:-—%)dl=o.
Lemme 1.

(333) '[:G(Z': /,..) P oYedl = 0 < pu<l b

In cffet, posens

X3 '/3 Yo . ,
- = I e
.,(, (|+/) . (o
I3
x:'i )
y %
/ Tt “.‘9(~—2_./..
(- i-l )

o
) 10'1'7‘-/”. Yo el ./"y '2'7_|
ce " i (o o+ £2)3 )

Jo 12+ 8) x|

<n posant « = 1 nous retrouverons P'identité (335).

Levye . — Sort

DOJA . N ‘ " ,' -
(336) | / (I)(l" F') 8- Ydt.

L)

St Q(¢) est ane fonction loujours croissante, >0, et s Q1)
est une fonction toujours décroissante, I8 < o,
Iin eflet, nous aurons (335)

’ o0 /¢
I N . N /u L /A= ",
’ (/—’T - I'r. )l' Ve rll = ‘,-,. (\’)“ P )([l 4. \/ " ‘ »
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par suite, si Q est une fonclion croissante,

I (t)(,ﬁ )v—v dt>f n(,)(/u )v—nm

donc, ete.

Nous écrirons maintenant I'intégrale I (334) de la maniére soi-
vante :

(337) l..f ”(t)(/"_I%)p_Y"dl'

B(l)
=Y,

jours décroissante. Si a partir d’'une certaine valeur r, de r, la quan-
tité 3 conserve toujours le méme signe, soit 3 > o, et va toujours en
croissant, B(¢) est une fonction croissante ou une constante. Par suite,
dans ce cas, nous tirons de I'égalité

d’oi il suit que n’est pas une fonction toujours croissante ou tou-

l—=o
la consédjuence ue
3
(338) l;,—(—{—, = une conslante 3,,
(339) e ‘f‘;-:m(/l)t“%ﬁo('l—i—ﬁ'),
27 7o : f,
ey 8= ;Y(u'_',), VOO = mi) 1+ 5), lim 5t <o
v m(/1
? . @0 ’))(/l- /eY

La quantit¢ (G (332) se réduit maintenanl a

: I
i + o'+
/un(/:)/'/ o hTETE i),
sﬂ""' weT ), c3 — e,

V4

en posant
Y=o+ o, I/ima’::o.
i 0

Nous traiterons cette expression de (v (34r) de la méme maniére
que l'autre (332) en posant

(342) \ ‘3/ wy (h) l(t)(l—}—g"), hmwl(/c)__lnm@”—:.o
o

l—!\
— ISI
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Sio ' et 3 ne changent pas de signe une infinité de fois poor de
petites valenrs de /r, nous trouverons qu'il faut choisiv Fangle # de
maniére que

!

(343) lim ‘1 = une quantité finie = - v,.
hi=o ‘3
Si, de plus, llm/Y cst finie, limG est finie. Dans le cas ol m est
h=0 ho-o

une constante, nous trouverons comme précédcmmcnt (jue vy, est
unc constante indépendante de ¢. Nous trouverons que nous pourrons
¢noncer le théoréme suivant :

. . ” 2 . .
TuioriME. — Soient limry finie of

ron

[}
)

(34%) C . 1(""'51""”’*"“‘*'.3n 1Yna) 5, (r).

1

Yos Bos B el Yi flant des constantes; > v >0, 22,71 pour
k=1,2, ..yn—13limB,(r) finic. Si nous choisissons n de maniére
r "

qllb’
™ n--1 -

345 130 \‘ e -, . K y fint
(3%5) 2= -T0 ] pt TR VIR T FRL Y ), m o, (r) finde,
1w /.~| roon

. W, e S
(346) ’Iln:(" l\’\lﬁ 0—’\)\—\/',—) Ciune quantilé finie,

et cetle imite est égale  séro, st limry = o et lima, = lim§,.
r 0 I 0

roo

IW,, . .. .
lim 52 — Nous pourrons éerive (321)
hou ()N ’
2 ¢ [ . 2 e "
2/ - — . o o = e
(347 f___-/‘—,‘-—}—ﬂ-l— _)‘lj.—/ ) - !’11’1(\/" POl LS
limg el ]un e finies; d'ot le théoréme ¢
{. 0 {
.. W, W, ..
Tukoning. — Silims lim "2 o lmn . ———,—) sont finies,
v e h=0 JN ON '

oW,
la condition nécessaire et suffisante pour exvistence de lim Jne st
h o
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I/lll‘

liml' sodt finie,

hoo
on
/

.h
(348) | = ’_ of L — =)t — phid
=17 p’ dt 2' am/, 3!
o= Za’c.

Remargue I1. — Soit

& =p,+ 1o, lim ( r-p) =uo, go= const,
r-o

Si limp est finie, la condition (348) peut itre remplacée par celle-ci :

r=n

]
. , . . dr U
(349) Wyy=lim Zf lo(2au;—c)+ 70",3 = une (uantité linie.
h -0 ’

A v - l ’ » . A ]
Si de plus / n‘% est finie, p peut étre remplacée parza, et la con-

dition (350) par
(349") f (o — p")"',l-: = une quantité finie,
[]

Remarque 111. — Des considérations analogues peuvent se faire sur
la dérivée %\% Posons
35 .Y i ! T .
(350) = IWi, = W — 2 [WH— W, ],
Nous aurons (280)

oh
VV,,,‘::-‘\,.:/ c(tu,-—c)::f, /,:\/t’——ﬂ.tu+|.

.h
(35) W, :_.zj (,,.,4@;]’1, R/ ey pprery

n =—sin9y/, Hy== —sin (o' —n), ¢=cosn,
) s ,
e Qy == Ny =0,

D i
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el
Cta—c by atny Gtue ot P
E I A N
P=\ =, limP et limD finies,
A /! w©
Posons
- N
(383) 20”2 oA - Lam- =4,
‘ 1, . -
'.'Z(“/" +W, 1=G,+ G..
“
Gimma [ (222 )0
(354) < = RARYE + ,r") '
f'
~ et
Gm ¥ [ 2" PEE
0 / /‘
De méme nous aurons (275)
i
b)Y . 7
W= N [ togLa,
el | i
I_l‘
(355) { n p
w«/:'._.ﬁ \‘ / I(,: — ,Il’
amel /.
"
. ‘ ]
lo,’;:/- + lo,'.r—l-- = 2 oy
t Y- oot
lim P’ et lim 1™ finies,
!t o t =z
«
5 ¢ \ o
... ‘\;{l+\\ — 2)\] O”llll : Al e \ I q'u'!
o 14 -l \
Ii
" h
N\ dr ~ [l
-~ ')\ f gu,- YZ/ —= "t
dnd ] r R L !
¢ et u, élanl égaux i 5 et 1, en y posant 7 = /I't,
Wt
(356) LM W W = — / adr;
= '}
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el
g . O oy o
(357) R L Y B S TR P/
hoo L) I' L | I'
b N
, o ttde .
/ .3 ," -+ 7' / .Xl,l' - ‘l,.

n supposant que les deux membres de Pégalité (355) soient finies,
nous trouverons

"

N

(338) A / (;, 'lif!)"’ Pl

d’oil le théoréme :

it TR , . " . . .
Pukonrime. — S/ lim " est finie, lu condition nécessaire ot suffi-

ron !

sante pour Uexistenee de limd est que
h

lim 1, soil (inie,

hoo
ol
I

h
. 2 5¢
' 1, :9'./ ‘../;" ‘,':’ ) dt.

(359)

| =

Remarque 1V, -~ 1intégrale 1, (35g) peut étre traitée de la méme

maniére que la quantit® G(332), en ohservant (ue
o oy 2t
(360) ’ ( TR WA ST/ SRIN
‘o ,‘ /'

v Clanl une conslante,

Pour le potentiel newtonien jai établi des résultats analogues (1),
Quelques-uns des résultats de ce Mémoire ont été obtenus pour la pre-
miére fois par M. Bromwich (2), savoir la premiiree des formules (23),

(") Les dérivées premiéres et secondes du potentiel (leta math., t. NN\,
p. 129-33a5 Upsala, 1907).

() Tode PN Browwien, Zheorems un the logarithmic polentiut Proc.
London Math. Soc,, 2 sévie, 1. N, po 37153705 London, 1god).,
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2
celles des formules du paragraphe 6 qui se rapportent a 33(!, ct celles

du paragraphe 9, en employant les méthodes que j’avais données pour
le potentiel newtonien (*).

TABLE DES INTEGRALES.

g =y&—atu-+1, I == 08¢, I"R>¢ >0,

dy — 2 tang ! f._t_l_(r]nn‘t)
/7‘ R I A V=TT YA

AT
2T e 2t
— T - s
2 2
Jooo 18—

R R

gt sin¢
dt 1 o, b=
= — == lilll{; ]
Yl V11—t V-t

flngq1[(r.:—l+(l—— w)logy -+ (1 — w?)l,

Ldt
~  =logy + ul.
P

WA
le: =t+aulagg -+ (20—l

K el L
Ji]‘ Tati—ut)gt oo —ut)”’

tde  tn—1 + u 1
gt T a(i—-wt)gt ap—uty
etde (20 —1) —u [ I
= o T ) !
q' 2(0—ut)y 2{1 —u?)
"B dt — loa it =3)+1—au* w3 —au?)
j ¢ o8Y 2 (1— 1)} a(1— ut)

(') K. Vet. Akad. Ofvers.. Bd. LVIL p. 225-237 e1 867-87 4 Stachholm, 1goo.



dt
J ¢

/‘tdt w—v  3u(t—u) “
— - +__'_

,’6

~erdt t(2u*—1)—u 1) (L — 241
U ) L e+ nlt—w)  au

qﬁ

._:l—ll+3(l—ll)+3
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« o 7

2 p 7"

2 E 7

+"‘_l‘

ft“dt _tu(furt—3) 41— au® . 3t =4+ Sud—4ut  3u
— =

q

a B 7

tde (1 —8ud+8ut) + 3 — fud

J 9

& dt
/%

=logt +

a
— L __ 'y — S ] $
+ t(— 5 +16u*—8u )’3 w(11— 1602+ 8u )+§I.
‘ v

tu (5 — 200 +16u*) —1 + 8u? — 8ut
o
+ tu(— 25 +6Gour—320%) +8 — 3gut+ 44ut — 164°

B

- w(15 — 200+ 8u*) I
Y
G(r— gt B =8(1—u?)q, 7 =8(1—u?),

B
v

i -

Journ. de Math. (6* série), tome V. — Fasc. II, 1gog. 29



