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ÉTUDE SUR LES PROBABILITES DES CAUSES. 3g5 

Étude sur les probabilités des causes; 

PAR M. L. BACHELIER. 

Dans la théorie des probabilités des causes et des événements futurs 
d'après les événements observés, on étudie seulement le cas où deux 
alternatives sont possibles à chaque épreuve; nous nous proposons 
d'établir les mêmes théories en supposant que le nombre des alterna-
tives soit quelconque. 

Pour employer les mêmes termes que dans mes travaux antérieurs, 
nous dirons que jusqu'ici on a traité seulement les questions compor-
tant une seule variable, alors que la présente étude est relative au cas 
où le nombre des variables est quelconque. 

Dans la théorie des probabilités des causes, on suppose que toutes les 
alternatives sont a priori également vraisemblables; l'étude actuelle 
envisage d'autres lois de probabilité et, pour certains problèmes, les 
résultats sont indépendants de ces lois. 

Cette étude, nécessairement fort concise, ne traite pas en particulier 
le cas d'une seule variable; les questions relatives à ce cas sont expo-
sées dans le Traité de Laplace et dans l'Ouvrage classique de M. H. 
Poincaré. 

La recherche des probabilités des causes (ou probabilités a poste-
riori) exige la connaissance des probabilités des effets (ou probabilités 
a priori). iNous débuterons donc par l'étude des probabilités des effets 
généralisée au cas de plusieurs variables. 

Théorie des épreuves répétées. 

1. A chaque épreuve, η événements An A2, ..., A„ de probabili-
tés p

if
 p

2i pn peuvent se produire et s'excluent mutuellement, de 
Journ. de Math. (6* série), tome IV. — Fasc. IV, 1908. * ^2 
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sorte que p, -4-p2 -+- ... ■+■ p„ — 1. La probabilité pour que, 
en p. épreuves, le premier événement se produise m, fois, le se-
cond m,

t fois, ..., le m„ fois (m, -+- m2 m
n
 = jx) est 

, ''! r.. .//;·. 

2. La plus grande probabilité correspond au cas où m
t
 — u.p

{
, 

m-i = u-p2< ...,mn
= u.p

n
. 

La valeur moyenne du nombre des arrivées du premier événement 
est txp,, celle qui correspond au second événement est 1χρ

2
, etc. 

Le cas, en quelque sorte normal, est celui pour lequel les événements 
se produisent proportionnellement à leur probabilité. Les autres cas 
sont définis par leurs différences à celui-ci. 

Nous dirons que les écarts sonlu?,,.^,..., x„ quand l'événement A, 
se sera produit [xp, -h x

x
 fois; l'événement A2, (xp

u
 -h x2

 Ibis,... ; l'évé-
nement A

rt
, (Ap„ -h x

n
 fois (.£, -h X., -h . . . -h x

n
 = ο). 

La probabilité pour que les écarts soient xs,x2, .. ,,x
H
 en p. épreuves 

est, d'après la formule précédente, 

) ï ( Ρ-/9, .zr) !. . "lu 

5. Dans la question qui précède, les probabilités sont les mêmes à 
chaque épreuve; on serait conduit, par exemple, à cette question en 
essayant de résoudre le problème suivant : 

Une urne renferme ap, boules blanches, αρ., boules noires, 
..., αρ

Λ
 boules vertes ; on tire successivement ρ boules (le Γ urne en 

replaçant chaque fois dans l'urne la boule extraitquelle est la 
probabilité pour obtenir /«, boules blanches, ηι

2
 boules noires, ..., 

m
n
 boules vertes? 

Il est intéressant de traiter le problème analogue dans le cas où les 
boules ne sont pas replacées : 

Une urne renferme k
K
 boules blanches, k., boules noires, ..., 

k
n
 boules vertes; on en extrait tx boules (soit ensemble, soit succes-

sivement, sans les replacer dans l'urne); la probabilité pour que, 
sur les p. boules, il y ait m

{
 boules blanches, ni

2
 boules noires, ..., 
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m
n
 boules vertes (m

{
 -+- m

2
 -h ... -h m

fl
 = tx) est 

pj /» . 1 k\ · kn ! ( 4- k2 4-... -4- />·,! — μ ) ! 

4. La valour moyenne du nombre des boules blanches qui sortent 

en α épreuves est μ T j-—1 La plus grande probabilité 

lorsque
 (
u est un grand nombre correspond au cas où 

+ + k„ 2 ~r^+^ + ... + kn 

Ces dernières valeurs de mn m3, ... correspondent au cas en 
quelque sorte normal. 

Lorsqu'il sortira de l'urne -, 7—^— -,—h xK boules blanches, 

-.—— Γ -μ x., boules noires, .... -, . —h xn boules 

vertes, nous dirons que les écarts sont xn On a évidem-
ment (xι H- Χ·2 · · · H- Xn '=— o). 

Si l'on pose 

/>·= Α·,+ λ·/ Ρ'= λ, + .Ρ*,+-·.·+*«' 

la probabilité pour que les écarts soient jc
x
, x.>, .... x

H
 peut s'écrire 

(μ/>ι -+■ χι ) ! ( μμ, + μρ„ -+- χη ) ! .ν! 

(μ/>ι -+■ χι ) ! ( μμ, + μρ„ -+- χη ) ! .ν! 

s désignant la somme kx -h k., -h ... 4- kn. 

Formules asymptotiques. 

o. Les formules qui précèdent contiennent des factorielles dont le 
calcul est impraticable; de plus elles ne sont pas expressives, elles ne 
permettent pas de se former une idée de la variation des probabilités 
avec le nombre des épreuves; nous les transformerons en leur appli-



398 L. BACHELIER. 

quant l'égalité asymptotique de Stirling 

n\ = e~nnn yj-nzn. 

Le rapport des deux membres de cette formule tend vers un 
lorsque η augmente et se rapproche beaucoup de l'unité dès que η 
n'est pas un petit nombre. (Si, par exemple, η = 2o, le rapport des 
deux membres est 1,004.) 

6. Nous allons appliquer la formule de Stirling au problème des 
épreuves identiques (n° 2). La probabilité pour que les écarts 
soient xs, #2, ..., x

n est 

fi] TjV-Pl + Xi >□ nV-l'n + *n 

que j-L · · · soient négligeables et · ·. finis. L'expression 

Appliquons la formule de Stirling en supposant ρ assez grand pour 

que j-L · · · soient négligeables et · ·. finis. L'expression 

précédente devient 
I 

(V2mù)n-1'Vp1p2...pn(1+x1)ùp,+x1+1(1+x2)ùp2+x,1...(1+xn)xpn+xn+2 

On a 

lot(I+x1)up1+x1+1=(ùp+x1+1(x1-x1+x1-...), 
............................. 

lot(I+x1)up1+x1+1=(ùp+x1+1(x1-x1+x1-...), 

en additionnant et en supprimant les quantités négligeables en vertu 
des hypothèses faites, on obtient 

M--S) ··■(■-£) J 

= — fil + Û+...+ Ù); 

en revenant des logarithmes aux nombres et en portant cette valeur 
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dans l'expression ci-dessus, elle devient 

e ΐμ'/J, />,νπ 4- ψ)(E Γ dZ rG(Z,s)0( p„-t Pn> 

(v/âΊψΥ 1 ^PlPf · Pn 

Telle est la formule asymptotique exprimant la probabilité pour 
que les écarts soient x

if
 x

2
, ..x

n
 en ja épreuves. 

C'est-à-dire la probabilité pour que le premier écart soit compris 
entre xt

 et x
K
 -h dx

sy
 le second entre x2

 et x
2 -h dx

2
, .... 

En réalité, la formule contient seulement η — ι variables a?, 
puisque χκ -+- -h ... -+- x

n
 = o, et elle devrait être multipliée par un 

infiniment petit tel que dx
K
dx

2
...dx

n
_

%
 ou dx

2
dx

2
.. .dx

n
 formé par 

la suppression d'un des éléments de la quantité dx
s
dx

2
.. .dx

n
_

s
dx

n
. 

Afin que la formule reste symétrique, nous nous garderons d'éli-
miner aucune variable et nous n'écrirons l'infiniment petit que dans 
les cas où une intégration devra être effectuée. 

7. La formule asymptotique 

(μρι-l· χι)1(μ.ρ9+χ2)1...(μρα+χη)1?< **·"nνπ 4- ψ)(E Γ dZ rG(Z,s)0( 

(μρι-l· χι)1(μ.ρ9+χ2)1...(μρα+χη)1ψ)(E Γ dZ rG(Z,s)0( 
(v/awfx)""1 yjpxpt...pn 

que nous venons de démontrer, nous sera souvent utile; elle suppose 
que p. est un grand nombre, que p

{
, p

2
, .. .,pn

 sont des nombres posi-
tifs ayant pour somme un et que xA -+- x2 h- ... + x

n
 = o. 

8. La somme des probabilités de tous les cas possibles est un; on a 
donc 

(μρι-l· χι)1(μ.ρ9+χ2)1...(μρα+χη)1?< **·"nνπ 4- ψ)(E Γ dZ rG(Z,s)0(Ι I ' ' ' ι ( j . « ι ,· ■ — dxK dx2... dxn_K = ι. 

D'après notre démonstration, la formule est asymptotique, mais on 
peut démontrer directement qu'elle est vraie quel que soit (A. 

9. Considérons lecas d'une seule variable; la probabilité de l'écart.r 
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est donnée par la formule connue 

_ r* 
e *ν·ρ<ι 

ψπψζμρη 

où nous avons écrit ρ au lieu de pt et q au lieu de p%. 
La formule du n° 6 constitue une généralisation de cette dernière; 

d'autres généralisations ont été exposées dans mon étude sur la Théo-
rie des probabilités continues ( Journal de Mathématiques pures et 
appliquées, 1906); nous allons cependant reprendre le sujet en m»us 
plaçant à un autre point de vue, en cherchant, les probabilités des 
écarts non plus à la p.it'me épreuve, mais dans le cours des p. épreuves. 

Nous supposerons qu'il y ait une seule variable, mais que les proba-
bilités de l'événement considéré soient différentes à chaque épreuve et 
qu'elles varient suivant une loi donnée : l'événement aura pour pro-
babilité ρ, à la première éprouve,^ à la seconde, ...,ρ^η la ukn,e. 

On dit que V écart est a; en α épreuves, quand l'événement s'est pro-
duit ρ| + ρ.ι + . . . -j- Pp -f- χ fois. 

La prohabilité pour que l'écart soit χ à la ULiM,,e épreuve est expéri-
mentée par la formule connue 

.»·« 

e - - /' '/ 
)Jπ \j9.1 μη' 

Σ/>^ désigne la quantité/!, (1 — p
x
) ρ.,(ι — p.,) H- ... -4-/>μ(ι — />μ). 

L'écart moyen ou valeur moyenne de l'écart considéré en valeur 

absolue est ^ . 
y/π 

L'écart probable, c'est-à-dire l'écart qui a égale probabilité d'être 
ou de ne pas être dépassé, a pour valeur 0,47693... y i^Lpq. 

10. Si nous supposons qu'un joueur H perde une somme égale à 
l'écart, son jeu est équitable. 

Il résulte de cette remarque que toutes les formules relatives aux 
jeux équitables sont applicables à la théorie des écarts dans les épreuves 
répétées. Ces formules ont été exposées dans mes travaux antérieurs; 
dans mon Ouvrage sur la Théorie de la spéculation, dans mon étude 
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intitulée Théorie mathématique du jeu (Annales de l'École Normale 
supérieure, 1901) et dans mon Mémoire sur la Théorie des probabi-
lités continues ( Journal de Mathématiques pures et appliquées, 
191.6). 

Cherchons, par exemple, la probabilité pour que, dans le cours des 
ρ épreuves, l'écartm soit atteint, l'écart — η n'ayant jamais été atteint 
précédemment. 

La question revient à chercher la probabilité pour que le joueur H, 
qui possède la somme m, soit ruiné en jouant (A parties au maximum, 
son gain n'ayant jamais précédemment atteint la somme n. 

Ce problème a été résolu dans mon étude sur la théorie mathé-
matique du jeu dans le cas où les parties sont identiques et dans 
mon étude sur la théorie des probabilités continues dans le cas 
général. 

La probabilité cherchée a pour valeur 

'·■— (-sX"
s

"
w

)-(-si *-
Λ

) 
+ (3 m + 2 n \ / J/n + ln ν) 

-+-( 1--?= f'''''"le->'dx)- .... 

Kile se calcule sans difficulté par les Tables de Kramp. 
Cette formule, établie en supposant la continuité, n'est applicable 

que si m et n sont grands. 

11.. Nous appellerons second écart moyen la valeur moyenne du 
plus grand écart qui se produit dans le cours de [a épreuves. 

La probabilité pour que dtm soit le plus grand écart positif ou 
négatif dans le cours des fA épreuves est 

£ (> - 2iw.) = -rh=* L~,s" - '*'·< + 5 ·"·=« -...), 
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et la valeur moyenne de m est 

X OTrf^(I-2Pw)rf'M 

Γ m<? x~l,qdm — f 3me ,Σpqdm-\-f 3me dm —(μρι-l· χι)1(μ.ρ9+χ2)1...(μρα+χη)1?< **·"nνπ 4- ψ)(E Γ dZ rG(Z,s)0(Ι I ' ' ' ι ( j . 

c'est-à-dire en effectuant les intégrations 

Γ m<? x~l,qdm — f 3me ,Σpqdm-\-f 3me dm —(μρι-l· χι)1(μ.ρ9+χ2) 

D'après le développement connu de la fonction arc tanga?, la série 

a pour valeur ̂  · 

Le second écart moyen a donc pour valeur 

·"nνπ 4- ψ)(E Γ dZ rG(Z,s 

il est égal au premier écart moyen multiplié Par~ · 

Ce théorème a été démontré pour la première fois dans mon étude 
sur la théorie mathématique du jeu, mais ici nous ne supposons plus 
que les épreuves soient identiques. 

Le premier écart probable est celui qui a autant de chances d'être 
ou de ne pas être dépassé à la p"""1* épreuve. Le second écart pro-
bable est celui qui a des chances égales d'être ou de ne pas être dépassé 
dans le cours des p. épreuves. 

On démontre, en se basant sur la formule du n° 10, que le second 
écart probable a pour valeur 0,8062 ... \j^pq, il est égal au premier 
écart probable multiplié par 1,7.... 

Nous allons maintenant reprendre notre étude sur les probabilités à 
plusieurs variables. 

12. Appliquons la formule du n° 7 au problème relatif aux tirages 
dans une urne qui a été traité précédemment (n° 4). 

La probabilité pour que les écarts soient arn a*
2

, ..., x
n
 en p. tirages 
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estf 

ι_ ι / iî + il + r" ι , ·'"\ ·* — I*· ft /'s f'n ι Pn' 

(\/ \JΡ \ P'1 ' ' ' Ρ η 

Si l'on compare cette formule à celle du n° 6, on voit que, dans le 
cas actuel, les écarts sont diminués dans le rapport de \Js — (J. à \js. 

15. L'égalité de Stirling conduit à des formules continues, mais 
elle a le grand inconvénient d'exiger la connaissance des formules 
discontinues correspondantes. 

La Théorie des probabilités continues, qui suppose la continuité a 
priori et qui est absolument indépendante des probabilités disconti-
nues, conduit à des résultats beaucoup plus généraux. 

La présente étude montre cependant que, dans certains cas particu-
liers, l'emploi de la formule de Stirling permet d'obtenir très simple-
ment les résultats et que son usage est susceptible de générali-
sation. 

Formule de Bayes. 

11. Nous allons nous occuper des questions relatives aux probabi-
lités des causes. 

Un exemple n'est pas inutile pour faire comprendre le sens attribué 
au mot cause dans le calcul des probabilités : un joueur a joué cinq 
parties; à chaque partie il avait égale probabilité de gagner ou de 
perdre i,r; finalement il a gagné en totalité i,r. A la troisième partie, 
il avait nécessairement perdu ifr ou gagné ilvou 3fr; ces trois alter-
natives sont dites les causes du fail observé qui est le gain total 
de irr. 

Lorsqu'on ignorait l'issue du jeu, les causes avaient pour probabi-
3 3 1 lilé a priori ^ et ^ Lorsqu'on sait que le joueur a gagné finale-

ment i'r sans savoir quelle a été la suite de ses gains et de ses pertes, 
les probabilités des trois alterualives se trouvent changées; on les 
nomme probabilités a posteriori. 

53 Journ. de Math. (6* série), luine IV. — Fuse. IV, u>o8. 
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Énonçons maintenant le problème de Bayes : 

Diverses causes E
n
 E

2
, E* ont pu produire un événement 

observé. Les probabilités des causes lorsque le résultat n'était pas 
encore connu (probabilités a priori) étaient GT, , GÏ

2
,..., <oA. L'événe-

ment se produit; la cause E,, quand on est certain que c'est elle qui 
agit, donne à l'événement la probabilité H,·. Quelle est la probabi-
lité pour que E, soit la cause de l'événement {probabilité a poste-
riori)? 

Soit χ la probabilité cherchée; nous écrirons de deux manières diffé-
rentes la probabilité pour que le fait se produise et qu'il soit dû à la 
cause considérée : 

i° 11 faut d'abord que la cause soit mise enjeu (probabilité cï
t
·) et 

qu'elle produise l'événement (probabilité Π,·). 
2° Il faut que l'événement se produise 

(probabilité σ,Π, 4- GJ
2
IL,-K. .4- σΑΠΑ), 

et que, s'étant produit, il soit dû à la cause désignée (probabilité x). 
On a donc 

13
(
'Π

(
·= (ta, Π| + GJO IIo H- GI

A
 II

A
)U/·, 

d'où 

GJ, Π, -+- GT2 11« X3k ΙΙλ 

Telle est l'expression de la probabilité a posteriori. 

Probabilités des causes dans les épreuves répétées. 

15. Soient Pn
 P

2
, ..., 1\ les probabilités de η événements qui s'ex-

cluent mutuellement et qui sont tels que l'un quelconque d'entre eux doit 
nécessairement se produire à chaque épreuve. 

En UL épreuves (supposées identiques), le premier s'est produit m
K
fois, 

le second m2 fois, ..., le m
n
 fois (m

f
 4- m* h- ... 4- m

n
 = jx). 

Quelle est ta probabilité a posteriori pour que P, ail la valeur y
n 

P
2
 la valeur y.,, ..., P

rt
 la valeur y (J, 4-y., 4- ... 4- ya = 1)? 

Soit ci (y„ y
2

, ..., νΛ_,) dy
i
dy.

1
...dy„ , la probabilité a priori 

(supposée connue) pour que les probabilités des événements soient 
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XnXn c'est-à-dire pour que la probabilité du premier soit 
comprise entrey, ety, H- dy

K
, celle du second entre y

2
 ety

2
 H- C?y

2
, .... 

Si le fait observé a eu pour cause les valeursy,, y
2
, ..., y„_,, celles-ci 

donnent à l'événement observé la probabilité (n° 1) 

m,l m^ll. .m„! ' θί-Y 01 ~ ̂ ~ · · · " 7»-, )~ ! 

la probabilité demandée est, d'après le théorème de Bayes, 

.rT'y"'· ♦ — ji—,r*—· —ν,-Ο^νι rf/,...dy 

j f " fy'xW···/«-τ1 (1 — ri—.r»—·· · — r«-i®(rnr«» · ··»r«-i)rf/i'fo< · ·dy
n

~\ 

L'intégration s'étend à toutes les valeurs dey,, y
2

, ..., y„_, telles 
que 

ι >y* +y* π- · · · -+-/»-, > o, 

si l'on suppose que la fonction cr s'étend à ce même système de 
valeurs. 

Expression finale des probabilités. 

1β. Si le nombre p. des épreuves était inlini, les événements se pro-
duiraient proportionnellement à leur probabilité et il n'y aurait pour 
Ρ,, Β2, ·.., Fn

_, que le seul système de valeurs 

/«-—> = y ···' yn-* = —jry yn==y 

Ces valeurs correspondent nécessairement à la plus grande proba-
bilité a posteriori. 

Cette plus grande probabilité s'obtient en annulant les dérivées par 
rapport aux diverses variables du numérateur de l'expression générale 
du paragraphe précédent. Or la dérivée par rapport à y, peut s'écrire 

yr'yT- · -y;;- ( « - y, - y» - -.. - 7,- )mn~l 

X j[m,(i -y,-y,-...— y„_,)-y, m„]ra —y, (i-y,-y, -,..-y
x
^) 1w}, 

si on l'égale à zéro en négligeant les termes qui ne contiennent pas en 
facteur les quantités ..., m,

n
 on obtient 

"h(i -y, -ya-...-y»,) -yK
m

n
=o, 
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et η — 2 équations analogues. La solution de ce système est nécessai-
rement 

r. = -. r»= — 

Expression pénultième des probabilités. 

17. Si le nombre p. des épreuves est très grand, les probabilités ne 
peuvent avoir de valeurs sensibles que pour les valeurs de y

t
 voisines 

de — » de y2 voisines de — , — Posons l·1 H-

Ύ\ — — H- ει — Ρ*+ εο 

/2=-7 + ε2 = />2 + ε2, ..., 7«=— + ε„ = p„ +■ εΜ. 

On a évidemment 

P\ ■+■ pi "+" · ·· "+" Pa= 1 £| + £
2
 + ... + £

Λ
 = α; 

ε
η ε

2
, ... sont très petits et négligeables par rapport à p

n
 p.,, 

La probabilité pour que P, ait la valeur ^,-κε,, P
2
 la va-

leur ρ.
2
 -H ε

2
, ... est, d'après la formule du nu 15, 

( P\ -+■ £ ι )μ/>' ( Pi + £2 )*ρ* ■ . . ( 4- £„ CT 

//-/ 
( p

x

 -h ε, )(*/'.(pi + ε,)^....(/>„ -h ε
n

 )*''» w '/s,... (U
H

-\ 

Cette expression peut s'écrire en supprimant les termes négli-
geables et les facteurs communs 

L » \ /'j l't />,, / J 

IJ '"J Ι.· ~ ΗΛ
+

Λ
+· · ·+'t.) H·,h" · ■A* -

ou encore 
e *'■/'. /». /·» ■' σ 

j J '"j e ' ^ ® ^ε' ^ε*· * *^ε«-ι 
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Développons la fonction ta [(p
t
 ·+· ε,), (p

2
 -+■ ε

2
), ..., (/?„_, -h ε

Λ
_,)] 

par la formule de Taylor 

® [(/'ι +■ e-i )> · · · » (Pn-i ■+" )] = ®(/>« » Pa, · · ·, />»-1 ) 

+e1dw+...+en-1dw+.... 

Les ε étant très petits, la fonction ta se réduit à sa partie constante 
et disparaît de l'expression de la probabilité ; celle-ci devient 

J J J e dti dti.. .dtn-\ 

-Ç(iL!i+...+5Î) 

Les intégrations sont prises entre — oo et -|- oo, ce qui est légitime 
par suite de la forme de l'élément de l'intégrale. 

La somme ε, -μ ε
2
-h... H- ε

η
 étant nulle et lasomme/>,-h/>

2
 -h... -hpa 

ayant pour valeur μλ, l'intégrale se détermine par la formule du n° 8; 
sa valeur est 

(V2m)n-1VP1P2.... Pn 

La probabilité pour que P, ait la valeur p
t
 -+- ε,, P

2
 la va-

leur />
2

 ■+- ε5, ... est donc 

(Vu)n-1eu(e1+e2+... e2). 

Telle est l'expression pénultième des probabilités. 

Lorsque le nombre p. des épreuves est très grand, les probabilités a 
posteriori sont, comme on le voit, indépendantes des probabilités 
initiales (ou probabilités a priori), et les lois qui les régissent, qu'on 
peut dénommer lois pénultièmes, ont, par suite, un très haut degré de 
généralité. 

La formule ci-dessus montre que les quantités m1, m,2 ...., mn 

expriment les probabilités avec une précision proportionnelle à la 
racine carrée du nombre des épreuves. 
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Étude d'un cas particulier. 

18. Si (A n'est pas très grand, à chaque hypothèse faite sur la fonc-
tion GT correspond une valeur différente pour la probabilité a poste-
riori. 

Si l'on n'a aucune idée a priori sur les probabilités, l'hypothèse la 
plus simple consiste à poser xs = ι. Alors, le dénominateur de la pro-
babilité a posteriori (n° 1«>) est l'intégrale 

ff"'f-y<-y*-···-yn-,)M"dy, dy,... dy„_, 

qui est étendue à tous les systèmes de valeurs de γ
η
 ..., y

n
~n

 tels 
que 

ι > y < +· y 2 + · · · H- y«- « > ° · 

Cette intégrale est du type de celles qui ont été déterminées par 
Dirichlet; sa valeur est 

Γ(/η, 4- i) r(w
G

-T- ι).. .Γ(/»„-1+ ι)Γ(//ι„ H-I) 
Γ ( /λ, H- -h... -t- m

n
 4- n) 

OU 
//i,! /Mj!.. .//*„ ! 

(nii 4- 4- mn
 -f- η — i)I 

La probabilité cherchée a donc pour valeur 

(m1+mmj n
H
 L. "mj >Τ'·ΧΓ· · ' ~y< ~ 7*—· · · — 7»-, T" <>}', dy, ...dy,n-1. 

Étude du cas général. 

19. Supposons maintenant que m (y,,yaî. · soit quelconque, 
mais développable en série entière, 

w(y1,y2, · · · ·/»--«) = α® -+- β.,./ι + a,,
2
y

2
 +·...+■a1n-1yn-1 

+ a^y] ·+■ a*,*yl + ···-+- i>i,2y*y* -+-···» 

et que cette fonction σ s'étende à tous les systèmes de valeurs 



ÉTUDE SUR LES PROBABILITES DES CAUSES. 4<>9 

àey
n

yu, ·.·, y*-i tels que 

t>yi+y*+->-+yn~i>°'i 

le dénominateur de l'expression générale de la probabilité a poste-
riori (n° lo), 

ff"'J~y<~~y*~■ ·■ ~y- ■>)"■ rai-y■ 'y*> ■ ·■ ^y*->)dy·^·■ ·dy°·" 
se composera alors d'une somme d'intégrales de Dirichlet et pourra 
ainsi ctre obtenu sous forme d'un développement en série ; en dési-
gnant par S cette série, l'expression de la probabilité sera 

§/Γ'/Γ· · 0CV(' —y> -y·'- ■■■ -/»->■•■,y.-,)dy,dv,...dy. 

Probabilité des événements futurs d'après les événements observés. 

20. En p. épreuves, l'événement A, s'est produit m
K
 fois; l'événe-

ment A
2

, m., fois;..l'événement A
rt

, m„fois. Quelle est la probabi-
lité pour que, en p/ nouvelles épreuves, les événements se produisent 
suivant une loi donnée? 

On suppose que les événements s'excluent, que l'un quelconque 
d'entre eux se produit nécessairement à chaque épreuve et que les 
nouvelles épreuves sont identiques aux précédentes. 

Soit X(/
n
y

2
, la probabilité aposleriori pour que P

n
 P2,... 

aient les valeurs y,, y
21 

Soit ψ (y
t
, y

u
, ..., y

n
~{, p/) la probabilité pour que, en p/ épreuves, 

les événements se produisent suivant la loi donnée quand les probabi-
lités P,, P

2
, ... de ces événements sonty,,/

2
, 

La probabilité pour queP,, IL,... aient les valeursy,,y2,... etpour 
que les événements se produisent suivant la loi donnée est, d'après le 
principe des probabilités composées, 

My*9y», ··.,/»-·) Χ ΨΟη,Χί, y-')d\\dy
2
...dy

n
_

y
. 

D'après le principe des probabilités totales, la probabilité cherchée 
est la somme des quantités analogues pour l'ensemble des valeurs 
de y%2y«, .... v„_, qui satisfont à la loi donnée; cette probabilité est 
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donc exprimée par la formule 

SS...SA(y1, y2, ....yn-1)WY···»/» n(*Vri(fy*~>dyn-i, 

qu'on peut aussi écrire, en remplaçant λ par sa valeur (n° 18), 

ff'"fyT.y^ ' · -yn"\ ' ( » — .ri — v, -... — y
n

 , ) βτψ rfv, Η γ,.. . ., 

ff"J' '?*"1 '( 1 ~~~~y*~···—·χ"-')/M"rodvx dy*···dyn ■ 

L'intégrale du numérateur est relative aux systèmes de valeurs 
de y,, y

2
, .. .,yn-\ que rendent possibles la forme de la fonction ts et 

la loi exprimée par la fonction ψ. 
L'intégrale du dénominateur s'étend aux systèmes de valeurs que 

rend possibles la forme de la fonction m. 
Lorsque σ = i, l'expression de la probabilité se réduit à 

(m1+m2+...+mn+n-1)! m,I mt!.. .mul 

X SS...Sym,ym2...ymn (y-Y1-Y2-...Yn-1)mY(Y1, Y2, ...., Yn-1, u')dy, dy2...dyn-1 

21. En p. épreuves, l'événement A, s'est produit m
K
 fois; l'événe-

ment A
a
, m

2
 fois; ... / l'événement A„, m

n
 fois. Quelle est In proba-

bilité pour que
y
 en p/ nouvelles épreuves, l'événement A , se pro-

duise m\ fois; l'événement A
2

, m
2 fois; l'événement A„, 

m„ fois? 

IVous nous plaçons dans l'hypothèse où w = i. On a, dans le cas 
considéré, 

<1 = (W|->~ · · + W,t)l y'»n -, / , y _ γ _ _ y )/«,', 

La probabilité est donc 

(mx -+- mt -ι-.. . -4- m„ -+- η·. — ι )! (/»', -t- ///', + ...+mn)! 
/n,! mt !...mn

\ m\! m't !...///„! 

Xf f— (,- v, .-
Λ

mn, mndy, dy2... dyn,. 
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l'intégration s'étcndant à toutes les valeurs telles que 

■ >/«+- /*-+- ·.·-+- >o. 

La probabilité cherchée est donc 

( m, ms /«„ 4- // - ι ) ! ( m\ -+- /«', -h ... 4- w'„ ) 1 
/>?, ! m2 !... m„ ! m', ! m, I... ni,, ! 

( m, 4- m\ ) ! ( mt ni, )!...( m„.4- rn'
H
 ) ! 

x I m, 4- m\ 4- mt 4- /w'2 4- . . 4- mn 4- m'n -t- η — ι ) ! 

La probabilité pour que l'événement A, se produise si l'on fait une 

seule épreuve est/n' + '· elle est très voisine de — lorsque μ est un 
grand nombre. 

22. Supposons que m
2
, ..., m

n
, /w', ..., m

n
 soient degrands 

nombres ; posons 

'«I _ _ /»! _ _ Λ 

Posons encore 

m',= + w
2
= u>

2
-f-.r

2
, ..., /w;,= {A'^

n
4-J7

n
; 

a?,, .r2
, ..., .r

/(
 sont les écarts. 

Transformons l'expression factorielle en exponentielle; elle 
de\icnt 

Î (à + à+ +Jl\ 

Vmu''u+u'n-1VP1P. ...PN 

Si les événements avaient pour probabilités exactes pn p2, ..., />„, 
la |)robabilité pour que les écarts soient x

n
 ;r

2
, ..., x

n
 serait (n° 6) 

1 (■>; v\ ,r*\ 

(V2mu')n-1VP1P2.. Pn 

L'ignorance où l'on est des valeurs exactes des probabilités augmente 
donc les écarts dans le rapport de sjy. 4- U' à Ν P.. 

Journ. de Math. ((»· série), Lome IV. — Kasc. IV. njo8. 54 
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Nous nous sommes placés dans l'hypothèse où nr = ι ; mais, le 
nombre p. étant très grand, le résultat est indépendant de cette hypo-
thèse (n° 17). 

Le théorème ci-dessus, l'un des plus importants du calcul des pro-
babilités, exprime une loi pénultième ; il est indépendant de toute hypo-
thèse sur les valeurs initiales des probabilités. 

25. Si p. n'est pas très grand et si la fonction GT est quelconque, la 
probabilité pour que, en p.' nouvelles épreuves, le premier événement 
se produise m\ fois, le second m'

t
 fois, ... est 

( m', ·+■ m \H-... -4- m'
n
 ) ! 

/// ',! w', !.. m
 n

 ! 

x fj "j ->·*—···-/'» ■i)m^m'*Myi,r*,---<y*-i)dridyt...<ly„ , 

J j ' J (1 ~ *Vl — y*-·" — yn-i )'""*>{ y ι> ri y
H

~ ι ) dy, dy
t

. . . dy„ , 

Les deux intégrales sont de la même forme; elles doivent s'étendre 
à tous les systèmes de valeurs de y,, y.

±
, ..., y„ tels que 

>>/«+7» + ..· + y« i>° 

si la fonction GT s'étend, comme nous le supposerons, à tous ces 
systèmes de valeurs. Si, de plus, GT est développable en série entière, 
chacune des intégrales est decomposable en une suite d'intégrales de 
Dirichlet, et la probabilité est alors exprimée par le quotient des deux 
séries. 

24. Les résultats les plus importants de la théorie que nous venons 
d'exposer sont exprimés par des lois finales et pénultièmes; il est donc 
utile de connaître les conditions a prior i que supposent ces lois. 

Supposons pour simplifier qu'il n'y ait qu'une variable; soient Ρ la 
prohabilité d'un événement et σ(/) la probabilité a priori pour que 1® 
ait la valeur y. 

La quantité ®(/) doit nécessairement être positive et telle que la 
somme de ses valeurs pour toutes les valeurs possibles de y soit un. 

Si ts(y) est une fonction continue ne s'annulant pas et ne devenant 
pas infinie entre zéro et un, les formules finales et pénultièmes sont 
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légitimes, pourvu que toutes les alternatives possibles se soient pro-
duites un grand nombre de fois. 

Les formules pénultièmes sont donc applicables quand la loi des 
probabilités a priori est quelconque, mais en quelque sorte naturelle; 
et il faut, pour les mettre en défaut, former de toutes pièces des lois par-
ticulières qui ne présentent aucun intérêt au point de vue du calcul des 
probabilités. 

Si Ton ne connaît rien sur la probabilité a priori d'un événement, 
la fonction ta(y) peut être quelconque, mais elle ne peut, pour aucune 
valeur dey, devenir négative et zéro est son minimum absolu; la sup-
poser nulle pour un intervalle fini de ε est se placer dans un cas infi-
niment particulier; c'est précisément ce cas qui mettrait en défaut les 
formules finales si celles-ci conduisaient à une valeur dey qui devrait 
être nulle a priori. 

L'emploi des formules finales et pénultièmes est donc légitime. 

2*>. Il n'est peut-être pas inutile de donner un exemple qui montre 
la décroissance de l'influence des hypothèses initiales lorsque le 
nombre des épreuves augmente. 

Supposons qu'on ait fait im épreuves et qu'un événement se soit 
produit m fois. 

Dans l'hypothèse où 0 = 1, la probabilité pour que l'événement se 
produise à l'épreuve suivante est o,5. 

Considérons une autre hypothèse et posons, par exemple, 

σ(/)=,Ι/,°· 

Lorsqu'on supposait que ta avait pour valeur un, la probabilité de 

l'événement avait a priori autant de chances d'être supérieure à ^ que 

d'être inférieure à Dans l'hypothèse où ®(y) = ny10, il n'y a, a 

priori, qu'une chance sur deux mille pour que la probabilité de l'évé-

nement soit inférieure à Le second cas, pour être très différent du 

premier, conduit cependant à des chiffres très voisins si m est un grand 
nombre. 

Les formules ci-dessus permettent de calculer sans difficulté la pro-
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habilité pour que l'événement se produise à l'épreuve suivante dans 

l'hypothèse où σ(/) = 11/'°. Cette prohabilité Lorsque 

m = 100, elle a pour valeur 0,02'^; lorsque m — 10000, elle a pour 
valeur o,5oo2, elle est donc très proche de la valeur asymptote o,5ooo 
obtenue dans l'hypothèse où ta = 1. 

Problèmes divers. 

26. Une urne contient a houles de η couleurs différentes; les unes 
sont blanches, les autres noires, rouges, ..., vertes, on ignore en 
quelle proportion. On tire m, -+- m

2
 H- m

n
 = ρ boules de Vurne : 

m
i
 sont blanches, m

2
 sont noires, ..., m„ sont vertes. Quelle est la 

probabilité pour que Vurne ait une composition donnée? 

On suppose que les ρ boules sont extraites simultanément ou suc-
cessivement, les houles extraites n'étant pas replacées dans l'urne. 

Soit σ(/,, y···»/«) la probabilité a priori pour qu'il y ait dans 
l'urne y, boules blanches, y., boules noires, ...,/„ boules vertes 
(y. + r.+·_··+y.=a)· 

S'il y avait effectivement/, boules blanches, y., boules noires, etc., 
la probabilité pour qu'en m

K
 4- m.

2
 h- .. .-h m

n
 = p. tirages il sorte 

/rc, boules blanches, ra2 boules noires, etc., serait (n° 3) 

/n,l/n2! . .. mn\ (/, — /«,)! (ya— ei,)l (y«— m„)\ a\ (y. + r.+·_··+y.=a)· 

La probabilité demandée est donc 

, — /«,)! (ya— ei,)l (y«— m„)\ a\ (y. + r.+·_··+y.=a)· 

/n,l/n2! . .. mn\ (/, — /«,)! (ya— ei,)l (y«— m„)\ a\ (y. + r.+·_··+y.=a)· 

le 2 s'étendant à toutes les valeurs entières de /,, y
2
, .. .,/„ telles 

que/, soit au moins égal à m,, /
a
 au moins égal à m

2
, ..., et telles 

que/,-h/„ + ...+/„ = a. 
A chaque hypothèse faite sur la forme de la fonction σ correspond 

line valeur différente pour la probabilité cherchée. 
Nous supposerons d'abord que toutes les compositions de l'urne sont 



ÉTUDE SUR LES PROBABILITES DES CAUSES. 415 

a priori, également probables; alors σ est constant et disparaît dans 

l'expression de la probabilité. Le 2 a pour valeur 

m, ! /H2 ! ... mn! (η η — ι)! 
(μ-h/i—ι)! (α —μ)! 

et la probabilité cherchée est 

/ι!,?'»! ■ ··//»! —ι)1(« — μ)! 

La plus grande probabilité correspond au cas où 

y ι — —> ν·2= —> · ■ · · 

27. Si Von ejfeclue p/ nouveaux tirages, quelle est la proba-
bilité pour obtenir m\ boules blanches, boules noires, ... ? 

Si l'urne contenait^, boules blanches, y
2
 boules noires, etc., après 

la sortie des ut. boules, elle contient y
x
 — m

x
 boules blanches, y

2
 — m

2 

boules noires, etc. La probabilité pour qu'en p,' tirages il sorte 
m\ boules blanches, m\, boules noires, etc., serait alors (n«5) 

p't ( — mt ) 1 
m\ ! !... m

n
 ! ( yx — mx — /w', ) ! 

(/» — ( y η ' ei
a
 ) ! (a—μ —p')l 

x '»«) 1 (y«— mn ηι'η)\ {a —μ) ! . 

Si l'on multiplie cette quantité par la probabilité a posteriori pour 
que les^ aient respectivement pour valeursyny.2) et si l'on fait 
la sormne de tous les résultats analogues, on obtient, d'après les prin-
cipes des probabilités composées et totales, la probabilité cherchée; 
celle-ci a donc pour valeur 

μ'! ία — μ — μ') ! (μ -h η — ι ) ! 
m\ ! m't !... m'„ ! m, ! m2 ! ...///„!( a -+- η — ι ) ! 

XV ri W ···.>'»' t 

le ^ s'étendant à tous les systèmes de valeurs de y
n
 y

%
, y

n
 tels 

que j', soit au moins égal à m
t
 ■+■ m\,y2 au moins égal à/n, + rri2, ... 



4l6 L. BACHELIER. 

et tels que y, -hya-h.. .-hy,
t
= a. Ce ̂

 a
 P

our valeur 

(m, -h m't)l (Mt-h m'3) 1 ... (w„+ m'n ) ! ( a + η — ι ) ! 
(μ-4- μ' + η — ι)! (a — μ ~ μ') I 

La probabilité cherchée est donc 

(μ + η — ι)Ι (/»1+ m't )! ( /n8 + m's ) 1 ... ( mn -t- m'n) ! 

Cette probabilité est indépendante de a, elle a même valeur que si a 
était infini. Si α était infini, la probabilité a priori d'extraire une boule 
de couleur donnée serait la même à chaque tirage et l'on serait ramené 
au problème du n° 21. La dernière formule que nous venons d'obtenir 
est d'ailleurs identique à celle du n° 21. 

28. Ce résultat curieux demande une explication. Supposons qu'une 
urne Β renferme b boules de diverses couleurs et supposons qu'on tire 
au hasard a boules de cette urne pour les placer dans une seconde 
urne A. 

La probabilité d'extraire m
K
 boules blanches, m

a
 boules noires, etc., 

de A est évidemment la même que celle d'extraire ces mêmes nombres 
de boules de l'urne Β quand celle-ci contient encore les-6 boules. 

Lorsqu'on extrait, de l'urne A, mt
 boules blanches, m

a
 boules 

noires, etc., on obtient, relativement à la sortie des boules suivantes de 
cette urne, le même renseignement qu'on aurait obtenu pour la sortie 
des boules suivantes de l'urne Β si l'on supposait que celte urne ait 
renfermé b boules et qu'on en ait extrait m, blanches, m

a
 noires, etc. 

Lorsque toutes les compositions de l'urne B sont a priori également 
vraisemblables, celles de l'urne A le sont aussi. 

Nous avons supposé que toutes les compositions de l'urne A étaient 
a priori également vraisemblables; nous pouvons donc supposer que 
cette urne a été remplie en tirant a boules au hasard dans une urne B 
contenant un nombre arbitraire b de boules, toutes les compositions de 
cette urne B étant a priori également vraisemblables. 

Si de l'urne A on extrait m
t
 boules blanches, boules noires, etc., 

le renseignement qu'on obtient pour la sortie des boules suivantes est 
le même que s'il s'agissait de l'urne B quand elle contient b boules; 
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il est donc indépendant du nombre des boules contenues dans 
Γ urne. 

29. Considérons le cas où α, p. et p.' sont grands; posons 

m* m, 
7=/».. 7 = /».. -S 

posons également 

m'i = \h'P · ~+~;V* ' = p-'/Ja + ^aj · · · ; 

./·<, α?..,, ... sont les écarts. 
Transformant alors l'expression factorielle de la probabilité en 

expression exponentielle, on obtient la probabilité pour que les écarts 
soient x

iy
 x

2
, ..., x

n
 \ c'est 

(£Ud
+

...
+

ik) 
Oll'û-Lii: /'i ^ Pn' 

e ν· 

(v^'nr1) fi 

Si l'on savait que l'urne contient exactement a — p. boules dont 

-^■(a — p.) blanches, ~~·(
α

 — Ρ·) noires, etc., la probabilité pour que 

les écarts soient x
lt
 x

n
 après p.' tirages serait (n° 12) 

1 / ·»·? . *·? . . ·»·& \ 
, μ, « - ι·1 !J·' v I'l /'ί Pn 

νν πμ »«->» ^ 

L'ignorance où l'on est de la composition exacte de l'urne augmente 

donc les écarts dans le rapport de V(u+u'(a-u) à Vu(a-u-u'). 

30. Nous avons supposé que toutes les compositions de l'urne 
étaient a priori également probables ; on peut résoudre les mêmes 
questions en supposant que l'urne ait été remplie en tirant au hasard 
la couleur des boules avec la probabilité p1 pour les blanches, p2 pour 
les noirs, etc. 

On peut obtenir sans grande difficulté la probabilité a posteriori 



41Β L. BACHELIER. 

pour que l'urne ait une composition donnée, puis la probabilité pour 
que, si l'on effectue p' nouveaux tirages (toujours sans remettre les 
boules), on obtienne m\ boules blanches, m

2
 boules noires, etc. Pour 

ce dernier problème, on est conduit à cette conclusion : c'est que la 
probabilité a même valeur que si l'on avait tiré directement les p' 
boules avec la probabilité p

{
 pour les blanches, p

2
 pour les noires, etc. 

Pour expliquer ce fait, il suffit de reprendre un raisonnement précé-
demment employé (n° 28). L'urne A est remplie en tirant au hasard 
a boules d'une urne Β qui en contient une infinité, les nombres des 
boules blanches, noires, etc., de cette urne Β étant proportionnels 
® P* )P2, .... 

Lorsqu'on extrait, de l'urne A, m
2
 boules blanches, m., boules 

noires, etc., on obtient, relativement à la sortie des boules suivantes, 
le même renseignement que s'il s'agissait de l'urne B. Cette dernière 
urne étant infinie, les sorties antérieures n'influent en rien sur les pro-
babilités relatives aux tirages futurs; il en est donc de même quand il 
s'agit de l'urne A. 

On peut aller plus loin et calculer la probabilité a posteriori, pour 
que l'urne A ait une composition donnée sans avoir recours à la théorie 
de la probabilité des causes. L'urne A étant remplie comme il a été 
dit, le fait d'avoir extrait de cette urne m, boules blanches, ιη.

2
 boules 

noires, .m
n
 boules vertes, ne change en rien les probabilités rela-

tives aux a — in
K
 — m

2
 m

n
 autres boules; la probabilité pour 

que, parmi celles-ci, il y ait ^, boules blanches, z., boules noires, ..., 
z

n
 boules vertes (s, -l·... -t- = « — m, — ... — m

n
), est donc aposte-

riori comme a priori 

(a — m, — mt —...— m„)\ . . 

Telle est la probabilité a posteriori pour que l'urne renferme 
m

x
 -+- ζ

x
 boules blanches, m

2
 +· z

2
 boules noires, etc. 

51. Une urne A contient un très grand nombre a de boules de 
η couleurs différentes, blanches, noires, etc., vertes, dans une pro-
portion inconnue. 

L'urne a été remplie en tirant les boules au hasard avec la pro-
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habilité pt pour les blanches, p2
 pour les noires, etc., p

a
 pour les 

vertes. 
On lire successivement p. boules de l'urne en remettant après 

chaque tirage la boule sortie. On obtient m
{
 boules blanches, m.

2 

boules noires, etc., m
n
 boules vertes. Quelle est la probabilité pour 

que l'urne ait une composition donnée? 

La probabilité a priori pour que l'urne renferme ap
K
 -H z, boules 

blanches, ap.
2
-\-z

2 boules noires, etc., ap
n

-\- z
n
 boules vertes est 

(n° 6) 
_JL(£i + 2i+...+£i1/n,l/n2! . .. mn\ (/, — /«,)! (ya— ei,)l (y«— m„)\ a\ (y. + r.+·_··+y.=a)· 

(sJÎïïa)'1 1 \lpiPt...pn 

Dans ces conditions, la probabilité pour extraire une blanche 

est —"S pour extraire une noire "2> etc., et la probabilité de 

l'événement observé est 

I 1 IHJI, — (l! Iip, -l-î, [ilMi - (Al ·'/'; +Sjl;5 /_JL(£i + 2i+...+£i1/n,l/n2! . .. mn\ (/, — /«,)! (ya— ei,)l (y«— m„)\ a\ (y. + r.+·_··+y.=a)· 

\Ja (y/2πμα)" "l \J{ap
{
 h- s, ) (ap

2
 -t- z.,)..., 

a étant un très grand nombre; - z2, ..z
n
 sont très petits auprès 

de ap
n

 ap.
2

, ..., ap
n

. 
Négligeant les termes en - dans le dénominateur de l'exponentielle, 

l'expression ci-dessus peut s'écrire 

I 1 IHJI, — (l! Iip, -l-î, [ilMi - (Al ·'/'; +Sjl;5 /_JL(£i + 2i+...+£i1/n,l/n2! . .. mn\ (/, — /«,)! (ya— ei,)l (y«— m„)\ a\ (y. + r.+·_··+y.=a)· 

a" (ν^πμ)"-1 s/ρ, • Pn 

et la probabilité demandée a pour valeur 

I 1 IHJI, — (l! Iip, -l-î, [ilMi - (Al ·'/'; +Sjl;5 /_JL(£i + 2i+...+£i1/n,l/n2! . .. mn\ (/, — /«,)! (ya— ei,)l (y«— m„)\ a\ (y. + r.+·_··+y.=a)· 

V Λ (-"-O'-Vo (5-Ολ X {*-:zy-''(.y['v = +-( β-α 3νπ 4- ψ)(E Γ dZ rG(Z,s)0(s)</s _ rT ψ(Z)dz 

Occupons-nous de l'intégrale : posons 

mi — u.p{ -h m,, m.2 = p-pn-h u.21 

Journ. de Math, ((i* série), tome IV. — Kasc. IV, 1908. " 5.1 
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Les u sont du même ordre que les ζ si p. est très grand et du 
même ordre que a. 

L'intégrale devient 

J ) '" J e S''' ''' tfc, fih2 

en posant 

VfA 4- azt — : — η4, ' = 

elle se réduit à 

ii/ΊΓτ;;)"-' JJ-L " " " )d^-d^<· 

La somme des η étant nulle, cette dernière intégrale a pour valeur, 
d'après la formule du n° 8, 

α"-< {\Ι2π)η~\ρ<ρ.,...ρη', 

l'intégrale a donc pour valeur 

(/— \ «—1 1 / "î "ϋ \ 

ou 

(/ \ /i — i « | i ///j —μ//, ι« ,///, μ/.,)» ι j ΙΊ/ζι,-μ//, 1« | \»H μ/'»)' 1 Ί 

et la probabilité cherchée pour que l'urne renferme ap^ -+- boules 
blanches, ap.

2
 -H z

2
 boules noires, etc., est 

/ν/μ + αΧ""1 » 
\ a y/27r / \/ριΡ% ···/>« 

^ 1 (W , "Ί , \-»μ+Λ}(5ΐ + £ΐ+. \+L('1!lîl + 'J!21!+ . \ 

La plus grande probabilité a lieu pour 

z.= > «2— » ···* 
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Désignons par P, la probabilité pour que, si l'on fait un tirage, il 
sorte de l'urne une boule blanche, par P

2
 la probabilité correspon-

dante pour une boule noire, etc. Si les écarts sont z
n

 z
2
, ..., les pro-

babilités Ρ,, P2, ... sont 

ρ ρ fipî ~+~ Zj 

52. La plus grande probabilité a posteriori a lieu quand 

ρ ρ fipî ~+~ Zj 

c'est-à-dire quand les quantités P,, P
2

, ... ont les valeurs 

iv rn\ — Ρ/>ι τ»' „ , PPi 

Ρ,, Ρ
2
, ... diffèrent peu de Ρ',, Ρ'

2
, — Posons 

Pi = Ρ, Η- Ρ
2
 = Ρ

2
·+-ε

2
, .... 

On en déduit 

μρι— m{ ζν μρ%—Μ% st 

Hemplaeant alors dans l'expression de la probabilité a posteriori 
les ζ par les ε, on obtient 

( \a -ι- μ ) c - /'< /'* i'n 

Telle est la probabilité pour que P, ait la valeur P', -t-ε,, P2
 la 

valeur P
2
 -+- ε

3
, 

55. Si Ton effectue p.'nouveaux tirages (toujours en remettant après 
chaque tirage la boule sortie), la probabilité pour obtenir μ' P, -+- x, 
boules blanches, u'P'

2
4- x

2
 boules noires, etc., c'est-à-dire la probabi-

lité pour que les écarts soient χ?,, χ·
2

, ..., χ·
η

, a pour expression 

! id + dK..+ ii) 

/ α μ ) V,JlPi ■ · /'" 
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34. En α épreuves, l'événement A, s'est produit m
i
 fois, l'évé-

nement Aa, m3 fois, etc., l'événement A„, m
n
 fois. fx' nouvelles 

épreuves devant avoir lieu, en désignant par m\, m'
a

, m'
n
 les 

nombres des arrivées des événements An Aa, ..A
n

, quelle est la 
probabilité pour que 

α
K
rri

s 4- a2ma 4-... 4- α
n

m'
n 

ait une valeur donnée s? 

μ et tx' sont de très grands nombres ; α,, a2, ..a„ sont des coeffi-
cients donnés qui peuvent désigner, par exemple, les pertes possibles 
d'un joueur à chaque épreuve ; s désigne alors la perte totale dans 
l'ensemble des p.' nouvelles épreuves. 

Posons 

mi _ n __ m» _ n 

Supposons que les événements An
 A

2
, ..A„ aient pour probabi-

lités QB,(/>
a

H-e
a
), ..., (pa-+- ε„); la probabilité de cette 

éventualité est 
(yΙμ)"-ι<~*χ7,ϊ 

(v/^π)" 'vVi Pi- P» 

Ces valeurs (p
t
 4- ε, ), ..., (p

n
 4- ε„) donnent pour la probabilité de 

la quantité s 
j λ — μ.' (i />, + î, ι a, + (/1- + S; ι a,4-1 />„ +■ ε„ x„ \* 

ç 2 jr ; :i/i, + ε, ι a? + ρ..,-4-î;. a·;; + .4- ' />„·(. %}, · - ·/>,-*-ε, > a, +-1/». · ε., χ, . .·+■ ι />„->-z„ il" ! 

ν/πν^μ' ίί(/'ι-^ε,)αΪ4-(/>
ϊ
-Ηε

1
)αΪ4· ·· —[(/9

ι
4-ε

ί
)α,-^·^>

2
4-ό

2
)α

ί
-ί-...-Ι- I/>„-+- 1 

d'après la formule relative à la probabilité d'une somme (consulter 
mon Mémoire sur les probabilités continues, n° 9). 

La probabilité des valeurs 

(p,4- ε,), .·., (pn+En) et s 

est, d'après le principe des probabilités composées, égale au produit 
des deux dernières expressions, et la probabilité cherchée est, en 
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vertu du principe des probabilités totales, 

μ/ !l μ H-i» \ 
ç~ f"°(\[μ)η ~x e - r* r* " yj 

(ν/2π)Λ_1 s/ρχPi · ·. ρ,ι 
( S — |A' [l Pf-t- îi I +· ·.+ ( Pi) #1» i ! ' 

2μ.' ; ιΐ/ί, + ε, ια?Η-...-ι-ι/»„ + ε„ιαίί]-[(^, -ί-4,ια,·+-...-ι-ΐρη-ι-βηι«η^ | 
^2 μ' ϊ [{Pi + ε. ) «î 4- · ·.+ ( ρ η ■+· ε« ) «« J — L( Ρ ι + ει ) «ι +· ■· ■· ■+ ( Ρ η + ε« ) «« ]2 ί 

On doit, dans cette formule, remplacer ε„ par — (ε, -+- ε
2
Η-...Η- ε

η
_,); 

on doit aussi ne conserver les ε que dans la première exponentielle et 
dans le numérateur de la seconde. 

Lorsqu'il n'y a qu'une variable ε, l'expression se réduit à 

(*" e tP'f't e ίμγ,/Μϊ,-a.!·' 

elle s'intègre facilement et devient 

[s - μ' ι α. pt-h «,/>,)]» 

2μ'/ι,ρ,ι«,-α,ι» 

PxPi^x— *·ιΫμ 

Dans le cas où le nombre des variables est quelconque, les intégra-
tions sont pénibles; il est à la fois plus simple et plus élégant de 
résoudre le problème en faisant appel à la théorie des probabilités 
connexes que j'ai exposée dans mon Mémoire sur les probabilités con-
tinues (ηυ 17). 

Posons 
S = [!'/),«, ■+■ p.'p.iOL.i-h... ■+■ \k'pnXn-hX', 

x est M écart. Le problème considéré revient à chercher la probabilité 
de cet écart. 

Supposons qu'un joueur H perde une somme égale à l'écart ; sup-
posons que les p.' nouvelles épreuves soient effectuées et qu'elles aient 
donné m\, tri,, ..., m'N

 pour les nombres des arrivées des événements 
A,, A A». 
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L'écart x est alors connu et il a pour valeur 

x = a,m\ -h a2w2 %nm!n— μ'(α,/>, -+- α2/>2 +-...+ απ/>Λ). 

Si une nouvelle épreuve a lieu, l'événement A, s'étant produit 

m1m\ fois en μ -h p.' épreuves a probabilité de se produire, 
et alors l'écart augmente de la quantité 

«i — (P* «■ ■+■ -+- · · · -+- ΡηΛη)' 

Il y a de même probabilité pour que l'écart augmente de 

ot
a
 - (/>, a, -hp,x, 4-... -h />„<*„). 

Etc. L'espérance mathématique du joueur II pour une nouvelle épreuve 
est donc 

Σ  m. μ-//*'., / m 

ou 

_ «1 m\ H- <χ
%

ηι', μ-... μ- «„/w„ — μ'ί^ι/>i μ- «
s
/'

2
 μ-... μ- <*»/'« ) __ ·'* 

μ -t- μ' μ -+- μ' 

L'espérance mathématique du joueur II pour une nouvelle épreuve 
est égale au produit de sa perte actuelle par une fonction de ut.'. 

La fonction d'instabilité du jeu de H pour une nouvelle épreuve se 
calcule de même, et elle a pour expression, après suppression des 
quantités négligeables, 

2|(a-p
t
 -h a:p2-l· ... 4- a.'ip

n
) - (a, />, H- CL,p., μ- ... -μ 1. 

L'espérance du joueur H étant égale au produit de sa perte actuelle 
par une fonction de ut/ et la fonction d'instabilité de son jeu étant con-
stante, il suffit d'appliquer la formule démontrée au n" 24· du Mémoire 
précité. 

La probabilité pour que le joueur H perde la somme x en μ' épreuves 
est exprimée par la formule 

-p. = 'U', 
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F étant l'intégrale de l'équation différentielle 

dF _ 2F 
άμ' μ -+■ μ' 

= 4- a\p
% h- ... + alp

n
) — (a,/?, + a, p, 4-... 4- «.

n
p

n
)%], 

d'où 
F = H- a*/>

2
 -h ... 4- *lp

n
) 

- (a,/>,4-a
2
/>

2
-h...4- α

Λ
/)

Λ
)2]ίί-^ϋ. 

La probabilité de l'écart de ./; est donc 

U.+ U/ 
ι μ'[( «î «î p,+... H-aj f»,, ) -1 «t +a,/>,+...+a

n
 p»i*j ——-

'
 + ,

J
-

<Jity 2μ'[(«\ρ, + alPi+—+ <x},p,) a,p
t
+...+ a„p

a

)']!^—£-

Si les probabilités des événements A,, A
2

, .A„ avaient pour 
valeurs exactes p

tt
 p

2
, p

n1
 la probabilité de l'écart χ serait 

x* 
2μ'((«?/», + «}/>»aj /»

η
ι-<»ii>

i
+-*

t
p
t
+...+ a

n
p
n

)i) 
d* 

y/ny'Ap'iialpi -hxlpi-h.. .4- af,/>„) — (at/>, + <*«/>«-+- · ·+ ««P/t)s] 

L'ignorance où l'on est des valeurs exactes des probabilités augmente 
les écarts dans le rapport de 4- fi' à y'p.. 


