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Etude sur les probabilités des causes;

Par M. L. BACHELIER.

Dans la théorie des probabilités des causes et des événements futurs
d’aprés les événements observés, on étudie seulement le cas ou deux
alternatives sont possibles a chaque épreuve; nous nous proposons
d’établir les mémes théories en supposant que le nombre des alterna-
tives soit quelconque.

Pour employer les mémes termes que dans mes travaux antérieurs,
nous dirons que jusqu’ici on a traité seulement les questions compor-
tant une seule variable, alors que la présente étude est relative au cas
oil le nombre des variables est quelconque.

Dans la théorie des probabilités des causes, on suppose que toutes les
alternatives sont a priori également vraisemblables; I'étude actuelle
envisage d’autres lois de probabilité et, pour certams problémes, les
résultats sont indépendants de ces lois.

Cette étude, nécessairement fort concise, ne traite pas en particulier
le cas d’une seule variable; les questions relatives & ce cas sont expo-
sées dans le Traité de Laplace et dans I’Ouvrage classique de M. H.
Poincaré.

La recherche des probabilités des causes (ou probabilités a poste-
riort) exige la connaissance des probabilités des effets (ou probabilités
a priori). Nous débuterons donc par I'étude des probabilités des effets
généralisée au cas de plusieurs variables.

Théorie des épreuves répétées.

4. A chaque épreuve, n événements A,, A,, ..., A, de probabili-
s p,, Psy +.., Pn peuvent se produire et s'excluent mutuellement, de
Journ. de Math. (6* série), tome IV. — Fasc. IV, 1go8. - 52



396 I. BACHELIER.

sorte que p, +p,+...+p,=1. La probabilitt pour que,
en y ¢preaves, le premier ¢vénement se produise m, fois, le se-
cond m, fois, ..., le ni™ m, fois (m, + m, + ... + m, = ) est

'
% "y ooy my
ey lmy! ..m,,!p' 2 =P

2. La plus grande probabilité correspond au cas ou m, = up,,
my,= hPay «ocyMy = Upp.

La valeur moyenne du nombre des arrivées du premier événcment
est u.p,, celle qui correspond au second événcment est up,, ctc.

Le cas, en quelque sorte normal, est celui pour lequel les événements
se produisent proportionnellement & leur probabilité. Les autres cas
sont définis par leurs différences & celui-ci.

Nous dirons que les decarts sonL .z, . .z,, ..., x, quand I'événement A,
se sera produit . p, + ., fois; 'événement A, wp, + «, fois, .. .; I'éveé-
nement A,, .p, + &, fois (£, + &, + ... + 2, = 0).

La probabilité pour que les écarts soient &y, xy, ..., L, en wépreuves
est, d’aprés la formule précédente,

P'! Pl"'/’i*’-"ipp'l‘l +r .l)p'l’n'* "'u'
(mpr+ ) (ppat+z)l o (ppa+2,) 0 2 "
3. Dans la question qui préctde, les probabilités sont les mémes a
chaque épreuve; on serait conduit, par exemple, & cetle (uestion en
essayant de résoudre le probléme suivant :

Une urne renferme ap, boules blanches, ap, boules noires,
«o vy ap, boules vertes; on tire successivernent y. boules de Uurne en
replacant chaque fois dans U'urne la boule cxtraite; quelle est la
probabilité pour obtenir m, boules blanches, m, boules notres, ...,
m, boules vertes?

Il est intéressant de traiter le probléme analogue dans le cas o les
houles ne sont pas replacées :

Une urne renferme k, boules blanches, k, boules noires, ...,
k, boules vertes; on en extrait u. boules (soit ensemble, soit succes-
sivement, sans les replacer dans Uurne); la probabilité pour que,
sur les g boules, il y att m, boules blanches, m, boules noires, ...,
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m,, boules vertes (m, +m, + ... + m, = @) est

! A ky! k! (kit+hy+. o+ by —p)!
mylmy!. o my! (hi—my) !t (kg—my)!  (h,—m,)! (ki ke+...+ ky)!

4. La valeur moyenne du nombre des boules blanches qui sortent
Ay
k+k+...+k,
lorsque w est un grand nombre correspond au cas oli

en W épreuves est W - La plus grande probabilité

. ko B ky
MER T sk TR TR R

Ces derniéres valeurs de m,, m,, ... correspondent au cas en
quelque sorte normal.

Lorsqu’il sortira de I'urne [y ph - + x, boules blanches,
iy 4+ ky 4+ oo Ay
P _I-:/' 7 boules noires, .. ., R :L_k' — T, % boules
vertes, nous dirons que les écartssont &\, x,, ..., £,. On a évidem-
ment (&, + &, + ... + L, =0).
Si I'on pose

/\'1 ks /"n

p'~/u'|+...+/\‘,,’ p‘_/{|+...+/\'n’ e pn: /!'1'+‘---+/\'n’
la probabilité pour que les écarts soient ., ., . ... X, peut s’écrive

F' S,)I!s/'ilu'sl’n!
(py+ ) (pps—+ ) (ap, + o)} 51
(s — !
L —-pipi— . JH(s — )/);,_J-QI!.,'[(s_lu‘)/,”__.r”“’

s désignant la somme k, + h, + ... + k,.

Formules asymptotiques.

3. Les formules qui précédent contiennent des factorielles dont le
caleul est impraticable; de plus elles ne sont pas expressives, elles ne
permettent pas de se former une idée de la variation des probabilités
avec le nombre des ¢preuvess nous les transformerons en leur appli-
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quant I'égalité asymptotique de Stirling
n!=e™"n"y2%n.

Le rapport des deux membres de cette formule tend vers un
lorsque n augmente et se rapproche beaucoup de l'unité dés que n
n’est pas un petit nombre. (Si, par exemple, n = 20, le rapport des
deux membres est 1,004.)

6. Nous allons appliquer la formule de Stirling au probléme des
épreuves identiques (n° 2). La probabilité pour que les écarts
solent £,, Ly, ..., &, est

p! prPtE plpata | ppatre
(wpi+ 2 (ppe—+ag) oo (ppy + )10 2 “

Appliquons la formule de Stirling en supposant . assez grand pour

que i—’, %, -+- solent négligeables et

précédente devient

Zy

2
Ve Vi

finis. L’expression

|Lp,.+.l',.+-‘

T L e NP
# PiPas--Pu P HP:) , EPn
Ona
z ®py 42y + .;. . - z 23
lo <1 —’) =( v -)(—‘————-‘— —-‘———)
e\ o ) Ay T B T ’

(.Lp,,+.t',.+2- o 3
8 P BPut L0 5 \epn ~ 2 T 3w )

en additionnant et en supprimant les quantités négligeables en vertu
des hypothéses faites, on obtient
Bpu+ae 3

log [(r + #_rp'—.) i -(1 N :;")up..””_;]

1 (x| 7z} z,
=— (2 + 220
20\ Pa Pn

en revenant des logarithmes aux nombres et en portant cette valeur
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dans I'expression ci-dessus, elle devient

t /) xi xi oy >}
e_zl‘(E+P!+"'+Pn—i+l’n>

(Varp)" 'Vpipse . -Pa

Telle est la formule asymptotique exprimant la probabilité pour
que les écarts soienl T,, Z,, ..., T, en \s épreuves.

Clest-a-dire la probabilité pour que le premier écart soit compris
entre z, et =, + dx,, le second entre x, et x, + dxz,, ....

in réalité, la formule contient seulement » —1 variables z,
puisque & + %, + ... + &, = 0, et elle devrait étre multipliée par un
infiniment petit tel que dx,dx,...dz,_, ou dx,dx,...dx, formé par
la suppression d'un des éléments de la quantité dx,dx,...dx,_,dz,.

Afin que la formule reste symétrique, nous nous garderons d'éli-
miner aucune variable et nous n’écrirons I'infiniment petit que dans
les cas ou une intégration devra étre effectuée.

7. La formule asymptotique
P'! W pytxy

(rpi+ 2 ) (ppa—+ x,)!...(yp,,—i—x,,)lp‘

et R R 4
il %, + ot T Pn)

= (Vare) Ve P

que nous venons de démontrer, nous sera souvent utile; elle suppose

que . est un grand nombre, que p,, p,, ..., p, sont des nombres posi-
tifs ayant pour somme un et que z, + 2, + ... + &, =o.

pps+r B pat-x,
2! 3...pnu n

8. La somme des probabilités de tous les cas possibles est un; on a
donc

"

3 .
5 Nhoy

————e 4 _L(L?—L—.--r...-f——*"ﬁ)
e Wi pa Pn-1 Pa
fff dedz,...de,_,=1.

(Vapn)" ' Vpips- - -pn

D’aprés notre démonstration, la formule est asymptotique, mais on
peut démontrer directement qu’elle est vraie quel que soit .

9. Considérons lecas d’uneseule variable; la probabilité de I'écart.c
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est donnée par la formule connue

R id

e hpq

Vavappq

ol nous avons écrit p au lieu de p, et ¢ au lieu de p,.

La formule du n* @ constitue une généralisation de cette derniére;
d’autres généralisations ont ¢té exposces dans mon étude sur la Théo-
rie des probabilités continues (Journal de Mathématiques pures et
appliquées, 1906); nous allons cependant reprendre le sujet en nous
placant & un autre point de vue, en cherchant les probabilités des
écarts non plus & la i épreave, mais dans le cours des p. ¢preuves.

Nous supposerons qu'il y ait une seule variable, mais que les proba-
bilités de I'événement considéré soient différentes a chaque épreuve et
qu'clles varient suivant une loi donnée : I’événement aura pour pro-
babilité p, & la premiére épreave, p, i la seconde, ..., py & la wiome,

On dit que I'écart est x en w épreuves, quand Pévénement s'est pro-
duit p, + p, + ... + p, + « fois.

La probabilit¢ pour que I'écart soit « & la wi*™e ¢preuve est expéri-
mentce par la formule connue

e

¢ 2X,u’
\/1?\/22},0//’

X pq désigne la quantité p, (1 — p,) + p, (1 — pu) + ... +pu (1 — py).
L’écart moyen ou valeur moyenne de I’écart considére en valeur
V2 3py
VE

L’écart probable, c'est-a-dire 'écart qui a égale probabilité d’ctre

absolue est

ou de ne pas étre dépassé, a pour valeur 0,47693 ...y 2Xpg.

10. Si nous supposons qu’un joueur H perde une somme égale a
Iécart, son jeu est équitable.

Il résulte de cette remarque que toutes les formules relatives aux
jeux équitables sont applicablesila théorie des ¢carts dans les épreuves
répétées. Ces formules ont été exposées dans mes Lravaux antérieurs;
dans mon Ouvrage sur la Théorie de la spéculation, dans mon étude

ted )
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intitulée Théorie mathimatique du jeu (Annales de P Ecole Normale
supérieure, 19ot) et dans mon Mémoire sur la Théorie des probabi-
lités continues (Journal de Mathématiques pures et appliguées,
1906).

Cherchons, par exemple, la probabilité pour que, dans le cours des
i épreuves, I'écart m soit atteint, 'écart — n n’ayant jamais été atteint
précédemment.

[La question revient & chercher la probabilité pour que le joueur H,
(ui posstde la somme i, soit ruiné en jouant g parties au maximum,
son gain n’ayant jamais précédemment atteint la somme 7.

Ce probléme a été résolu dans mon étude sur la théorie mathé-
matique du jeu dans le cas ou les parties sont identiques et dans
mon c¢tude sur la théorie des probabilités continues dans le cas
général.

La probabilité cherchée a pour valeur

m m4-2n
2 /‘\/2.\:‘['1] e Vix,rq .
l,l&.m.m= (1 - L_‘/ e" d7\> - <I — i_f e M di
8 Vr Jo \/“ 0
Am-+2n ; p
) "V,:!.\-:/u/ Sy
+<l—;/2:j 0"‘d7\>—<1—%[
T Jo VT /o
Smtin
WaX ),
+<1—-i_ /‘/- ”e""dl) —_.
; Vr y

Elle se calcule sans difficulté par les Tables de Kramp.
Cette formule, ¢tablie en supposant la continuité, n’est applicable
que si m et n sont grands.

11. Nous appellerons second écart moyen la valeur moyenne du
plus grand écart qui se produit dans le cours de w épreuves.

La probabilité pour que == soit le plus grand écart positif ou
négatif dans le cours des w épreuves est

9 ; i

_om 13m)? (8m)? )
IS S} Q)
g (1= 2Ppnm) = —=—2—=\e =71 — 3¢ **r1 4 5 Zra_ ),
Vry23pg
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et la valeur moyenne de 1 est
.m—d-(l — 2P dm
Jo aom P’vmym)
Jams smyr
—-—(f me '“""dm —f 3me =ridm +f Sme *=ridm — )
yry22pg
c’est-a-dire en effectuant les intégrations
2y/22pg (I 1

7 3+ —;+...).

D’aprés le développement connu de la fonction arc tangz, la série

Qtl =

T
a pour valeur 7

7
Le second écart moyen a donc pour valeur
I o pep
=V2Xpg;
. . . o T
il est égal au premier écart moyen multiplié par - -

Ce théoréme a été démontré pour la premiére fois dans mon étude
sur la théorie mathématique du jeu, mais ici nous ne supposons plus
que les épreuves soient identiques.

Le premier écart probable est celui qui a autant de chances d'étre
ou de ne pas étre dépassé a la pi=* épreuve. Le second écart pro-
bable est celui qui a des chances égales d’étre ou de ne pas étre dépassé
dans le cours des g épreuves. '

On démontre, en se basant sur la formule du n° 10, que le second
écart probable a pour valeur 0,8062 ... y2Zpgq; il est égal au premier
écart probable multiplié par 1,7..

Nous allons maintenant reprendre notre étude sur les probablhtes a
plusieurs variables.

42. Appliquons la formule du n® 7 au probléme relatif aux tirages
dans une urne qui a été traité précédemment (n° 4).
La probabilité pour que les écarts soient x,, @,, ..., &, en W tirages
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est

1 1 P g A ad
RSN SUY (ol BN AL S PR WAL L SR 4
T A N P l’n)

e ~

—-__:—‘ n—1 *
(\/Qx‘mn‘s 5 p») VPiPs -« pa

Si I'on compare cette formule & celle du n° 6, on voit que, dans le
cas actuel, les écarts sont diminués dans le rapport de ys — @ a y's.

13. L’égalité de Stirling conduit & des formules continues, mais
elie a le grand inconvénient d'exiger la connaissance des formules
discontinues correspondantes.

La Théorie des probabilités continues, qui suppose la continuité «
priori et qui est absolument indépendante des probabilités disconti-
nues, conduit a des résultats beaucoup plus généraux.

La présente ¢tude montre cependant que, dans certains cas particu-
liers, I'emploi de la formule de Stirling permet d’obtenir trés simple-
ment les résultats et que son usage est susceptible de générali-
sation.

Formule de Bayes.

14. Nous allons nous occuper des questions relatives aux probabi-
hités des causes.

Un exemple n’est pas inuatile pour faire comprendre le sens attribué
au mot cause dans le calcul des probabilités : un joueur a joué cing
parties; a4 chaque partie il avait égale probabilit¢ de gagner ou de
perdre 1'"; finalement il a gagné en totalité 1. A la troisiéme partie,
il avait nécessairement perdu 1'f ou gagné 1™ ou 3™ ces trois alter-
natives sonl dites les causes du fail observé qui est le gain total
de ',

Lorsqu’on ignorait I'issue du jeu, les causes avaient pour probabi-
lié e prior: 3,36 . Lorsqu’on sait que le joueur a gagné finale-

8878 .
ment 1" sans savoir quelle a été la suite de ses gains ct de ses pertes,
les probabilités des trois alternatives se trouvenl changées; on les
nomme probabilités @ posteriori.

Journ. de Math. (6 série), tome IV. — Fasc. IV, 1908, 53
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Enongons maintenant le probléme de Bayes :
o

Diverses causes E,, E,, ..., E; ont pu produire un événement
observé. Les probabilités des causes lorsque le résultat n’était pas
encore connu (probabilités a priori) étaient &, ®,, ..., . L’événe-
ment se produit; la cause E;, quand on est certain que c’est elle qui
agit, donne a Pécénement la probabilité 11;. Quelle est la probabi-
lité pour que E; soit la cause de U'événcment (probabilité a poste-
riori)?

Soit x la probabilité cherchée ; nous écrirons de deux maniéres diffé-
rentes la probabilité pour que le fait se produise et qu'il soit di a la
causc considérée :

1° 1l faut d’abord que la cause soit mise en jeu (probabilité m;) et
qu'elle produise I’événement (probabilité II;).

2° Il faut que I'événement se produise

(probabilité o, 1T, + &, I, +.. . + & 11}),

et que, s'¢tant produit, il soit dd 4 la cause désignée (probabilité x).
On a donc
miHi—: (m,ﬂ. ~+ mzﬂg +...+ wkﬂk).c,
d’ou :
m;]l;

r= o L+ o, +...+ ol

Telle est I’expression de la probabilité a posterior:.

Probabilités des causes dans les épreuves répétées.

18. Soient P,, P,, ..., P, les probabilités de n événements qui s'ex-
cluent mutuellement et qui sont tels que Uun quelconque d’entre eu.r: doit
nécessairement se produire a chaque epreuce.

En u.épreuves (supposees identiques ), le premier s’ est produit m, fois,
le second m, fuis, ..., le ni*™ m, fors(m, +m,~+ ...+ m,=p).
Quelle est la probabilité a posteriori pour que P, ait la valeur y,,
P, la valeur y,, ..., P, lavaleur y,, (y, +y. +... +y,=1)?

Soit & (¥4, Yoy «ovy Yumr) Ay dy....dy, , la probabililé a priori
(supposc¢e connuc) pour que les probabilités des ¢vénements soient
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Yy Yay ooy Ya-ry Cest-d-dire pour que la probabilité du premier soit
comprise entre y, et y, -+ dy,, celle dusecond entre y, et y, + dy,, ....

Si le fait observé a eu pour cause lesvaleursy,, y,, ..., ., celles-ci
donnent & I’événement observé la probabilité (n° 1)

IJ’! My 3 s Ny ( I — — — — )m,. .
T ] Y12 Yt U= Y=Y a = e = Y ™
la probabilité demandée est, d’aprés le théoréme de Bayes,

v -}’Z"f'f‘(' — Y1 —Yo— o= Yut )" DY, Yar oo V1) dyv,dy,.. -d)’n—l

/f-'°f)"{"y',"*---‘)",72’{’(1_'}'1_)'2""'-H'"')'n—l)m"m()’hyh---»]‘n—l)d)'l dys...dy,_,

L’intégration s'étend & toutes les valeurs de y,, ¥,, ..., ¥, telles
que

ISV, +Yat+ oot Yoy >0,

si I'on suppose que la fonction & s'étend & ce méme systéme de
valeurs.

Expression finale des probabilités.

16. Sile nombre p. des épreuves était infini, les événements se pro-
duiraient proportionnellement & leur probabilité et il n’y aurait pour
P,,P,,...,P,, que le seul systéme de valeurs

m, nm, ni, m,
= 2 = — sy yn_‘z——, yn:—.

® B # ;
Ces valeurs correspondent nécessairement a la plus grande proba-
bilit¢ @ posteriori.
Cette plus grande probabilité s’obtient en annulant les dérivées par
rapport aux diverses variables du numérateur de I'expression générale
du paragraphe précédent. Or la dérivée par rapport & y, peut s’écrire
7‘_')’3”- . ’}/Z,::l(l —}’. - )’2 T e '—yn-i)m"“‘
A Jw
X 3["‘0(' —Yi— Y2 ~---—)’n-.)—)’.mu]ﬁf—}’-(l —Yi—=Y:i—... —)”‘">ET,' 5

si on I'égale a zéro en négligeant les termes qui ne contiennent pas en
facteur les quantités m,, ..., m,, on obtient

M(1L—=Y,=Yo— o= Yn) = Yily=0,
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et n — 2 équations analogues. La solution de ce systéme est nécessai-
rement

m my mp
y’z-——, y2=—l:, ceey yn__-—p.—

Expression pénultidme des probabilités.
17. Sile nombre . des épreuves est trés grand, les probabilités ne
peuvent avoir de valeurs sensibles que pour les valeurs de y, voisines

mn
de !, de y, voisines de ™, .... Posons
! 14

my
y|=?+3c=Pc+5n

my mn,
y2=T+52=P2+€2, crey y,,=?+€,,—Pr,+Erz

On a évidemment
p|+p2+-ov+pn=l et €‘+€2+...—f—£”:0;

€y, €y, ... SONt Lrés petits et négligeables par rapporta p,, p,, ....
La probabilité pour que P, ait la valeur p,+¢,, P, la va-
leur p, + ¢,, ... est, d’aprés la formule du n° 135,
(Pr+ &P (pa+ €)Pe. . (Pn + & )M B

ff"‘j(Pl‘*“ei)W"(l'z'*' e (Put e Wim ey ey

Cette expression peut s’¢crire en supprimant les termes négli-
geables et les facteurs communs

2

o2 2 e\
[:—’i(il+-€—’+ ..+1'L)Jm
" P2 n
E'.‘. SZ
fj /‘1—— —‘ —’~r—...+i)Imlls.«{sz...(ls,, I
/’1 P2 Pr

ou encore

_!‘(s$+e'§ 34

o L= - —

e M M " I'n/ g3

g
3 '-u

- S44+2) .
Jj J P' P P dey dey. . .dey,
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Développons la fonction @ [(p, + €,), (P2 + €)y ++ o3 (Pr-t + &)
par la formule de Taylor

m[([’« + 54.)) ceey (Pn—{ + &y )] = m(Pan . -,Pn-c)

+e,$: ceet € “+ e

! dpa—rl
Les ¢ étant trés petits, la fonction  se réduit a sa partie constante
et disparait de 'expression de la probabilité; celle-ci devient

2
F e‘+ oln )
e Py P Pr

SIS G g e

Les intégrations sont prises entre — o et + %, ce qui est légitime
par suite de la forme de I'élément de I'intégrale.

Lasommee, +¢,+ ... +¢,étantnulle et lasommep,+p, +. .. +p,
ayant pour valeur un, I'intégrale se détermine par la formule du n° 8;

sa valeur est ‘
(V21)" 'Vpipe: - pu
(V)™

La probabilité pour que P, ait la valeur p,+¢,, P, la va-
leur p, + €,, ... est donc

L el

(\/.ﬁ)n__ie" -’-(,-;;+;;+...'F’Tu
Wam)" " Vpipe- - -pa

Telle est Uexpression pénultiéme des probabilités.

Lorsque le nombre . des épreuves est trés grand, les probabilités @
posteriori sont, comme on le voit, indépendantes des probabilités
initiales (ou probabilités a priori), et les lois qui les régissent, qu'on
peut dénommer lois pénultiémes, onl, par suite, un trés haut degré de
généralité.

« La formule ci-dessus montre que les quantités %, %, ceey 22

N
expriment les probabilités avec une précision proportionnelle a la

racine carrée du nombre des épreuves.
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Etude d’un ocas particulier.

18. Si p n’est pas trés grand, a chaque hypothése faite sur la fonc-
tion & correspond une valeur différente pour la probabilité a poste-
riori.

Si I'on n’a aucune idée a priori sur les probabilités, I'hypothése la
plus simple consiste & poser @ = 1. Alors, le dénominateur de la pro-
babilité @ posteriori (n° 48) est I'intégrale

qui est étendue a tous les systémes de valeursde y, ..., y,.,, tels
que
ISV +Yi+.eeot Yu >O0.

Cette intégrale est du type de celles qui ont été déterminées par
Dirichlet; sa valeur est

C(my+NDT(me+n).. .C(my_y+1)C(m,+1)
U(my+ my~+...+ m,~+n)

ou
mylm,!. . my)
(my+ 4. .+ my+n—1)l

La probabilité cherchée a donc pour valeur

(ml+mi+'-'+mn+”—l)!, My o g my _y

my! myl. . my! SRl G Tl oS CR AU X2

Etude du cas général.

19. Supposons maintenarnit que & (y,, ¥, - - ., ¥, ) S0iL quelconque,
mais développable en série entiére,

(Vi Yas ---o)’n-—c) =Qy+ A Y+ aYst+ oo+ By ey Y-y
Rl VO SR S PR o T % 25 R

et que cette fonction w s'étende 4 tous les systémes de valeurs

colldy, .
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dey,, ¥as -+ vy ¥a-i tels que
1I>Yi+ Vit t Yoo > 05

le dénominateur de I'expression générale de la probabilité a poste-
riori (n° 13),

ff.../iy’{“y{_{'*...' M (L e Yy Y=o = Ya )GV Yas ooy Yuor) By dyy .oy

se composera alors d’une somme d’intégrales de Dirichlet et pourra
ainsi étre obtenu sous forme d’un développement en série; en dési-
gnant par S cette série, |'expression de la probabililé sera

%y'c”')/-:" . ‘.y::':q'(l — Y= Y2~ .- °"‘“)’n—c)m"m()’ny27 . ~-,yn_.)dy. d}’a- . -d)’n-l-

Probabilité des événements futurs d’aprés les événements observés.

20. En u épreuves, Uévcénement A, s'est produit m, fois; U'événe-
ment Ay, my fois; ... Uévénement A,, m, fois. Quelle est la probabi-
lité pour que, en p' nouvelles épreuves, les événements se produisent
suivant une lot donnée?

On suppose que les événements s’excluent, que 'un quelconque
d’entre eux se produit nécessairement & chaque épreuve et que les
nouvelles épreuves sont identiques aux précédentes.

SoitA(y,¥ay ..y Vn-) laprobabilité a posterioripour que P, P,, ...
aient les valeurs y,, y,, ....

Soit Y (¥(s ¥ay ++ -y ¥u~is &) la probabilité pour que, en ' épreuves,
les événements se produisent suivant la loi donnée quand les probabi-
lités Py, P, ... de ces événcments sont y,, y,, .. ..

La probabilit¢ pour queP,, P,, ... aient les valeurs y,, ., ... et pour
que les événements se produisent suivant la loi donnée est, d’aprés le
principe des probabilités composées,

7\(.’}’.,)’2, ---a}’:;-e) = 4’()’1’}’23 ceey YVa—ty P-')d)"q d)"z---dyn—l-

D'aprés le principe des probabilités totales, la probabilité cherchée
est la somme des quantités analogues pour 'ensemble des valeurs
de yiy ) ay oov s Vaoo gui satisfont & la loi données cette probabilité est
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donc exprimée par la formule

ff"'fl(}’n.)’zs s Yo ) XYYy Yas s Y )y, dyy...dy,y,

qu’on peut aussi écrire, en remplacant A par sa valeur (n° 13),

ff f} |ym1 y":"']'('_,yl_}’:“---'—‘, u |)'"”671J/fV|I/}’; -.d l! 1
ff ‘/‘},m‘),m, )""" ‘(l—)': -'—,)'/t—l)m"m d,"l d:":z""lyn-l

L'intégrale du numérateur est relative aux systémes de valeurs
de ¥y, ¥1y -+, ¥a—y que rendent possibles la forme de la fonction & et
la loi exprimée par la fonction .

L’intégrale du dénominateur s’étend aux systémes de valeurs (ue
rend possibles la forme de la fonction @.

Lorsque o = 1, 'expression de la probabilité se réduit 4

(my+my+. ..+ my+n—1)!
m,!m, Lomy!

X f f f 3 e O =Y =Yoo= Y)Y (V11 Yare sV 10 %)Y By ey

21. En p. épreuves, I’événement A, s'est produit n, fois; I’événe-
ment Ay, m, fois; ...; U'événement A,, m, fois. Quelle est la proba-
bilité pour que, en ' nouvelles épreuves, I'éeénement A, se pro-
duise m/, fois; Uévénement A,, m, fois; ...; Uécénement A,,

! A
m, fois?

Nous nous plagons dans I'hypothése ot & = 1. On a, dans le cas
consideéré,
, (”l; -+ "1‘2 +...+m ,,)1 ., m, ",
= el Ty = Y = e

La probabilité est donc

(my+my~+...+~my+n—0) ()| +m,+... 4+ m,)!
mylm,l...m,! m I myl.ooom!

Xf[ / ,"|+,,,ly,,, oy My o+ My (' —v, - )’z _ — ¥V |)”In« '"’“IIV| (I);z
TS 29 ; . . A ALTEE

'()"n 1
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I'intégration s’¢tendant & toutes les valeurs telles que
ISV +YVot i+ Yy D0,
La probabilité cherchée est done

(my4+my+...+=m,+ - 1) (m,+my+...+ m))l
myt st o, ! n\tm,!. . .m,!

(my—+ 'Y imy+~m')N L (my,+ m))]
(M + ney 4 e+ my~+ ...+ my+ m, + n—u)!

La probabilité pour que 'événement A, se produise si 'on fait une

. m, 41 \ . m,
seule épreuve est m ; elle est trés voisine de " lorsque w est un

+ N
grand nombre.

22. Supposons que m,, m,, ..., m,, m',, m,, ..., m, soient de grands
nombres ; posons

m,

=py =p s
T, P o — P - = Pn-
m i ’ m Pr

Posons encore

1 ’ ’ ’ e ! e
m =Wup,+ g, m, =W ps—+ Xy, LR m, =k Py Lp;

Ly, Tyy « .oy 2, sON les éearts.
Transformons I'expression factorielle en exponentielle; elle
devient

1 ('i i n:)
——— | L i lh
2 BEEAPC Py Pn

o

e

T\ n—1
\ / Yl ——
( 2T H_F-‘L.) P[P

Si les événements avaient pour probabilités exactes p, py, ..., pu,
la probabilité pour que les écarts soient @y, @, ..., &, serait (n° 6)

1 (..~: v '>
— s\ t—+... 4 —
e 2B\ py Pu

(Vo )" 'y pips- - -Pn

Lignorance oitlon est des valeurs exactes des probabilites augmente
donc les écarts dans le rapport de Jp. + u' @ .

) ]

Journ, de Math. (G siric), Lome IV, — Fasc. IV. 1yo8. 4
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Nous nous sommes placés dans I'hypothése ot @ =1; mais, le
nombre . étant trés grand, le résultat est indépendant de cette hypo-
thése (n° 17).

Le théortme ci-dessus, 'un des plus importants du calcul des pro-
babilités, exprime une loi pénultiéme; il est indépendant de toute hypo-
thése sur les valeurs initiales des probabilités.

23. Sipn'est pas trés grand et si la fonction & est quelconque, la
probabilité pour que, en ' nouvelles épreuves, le premier événement
se produise m', fois, le second m, fois, ... est

(my+my+...+m,)!

't o)
[j j VI Iyt (= Ve =Y )" RGNy, Vase s Y- 1) AV Yy dyy,
P - .
jj o--f_y',"'y';'a Y (L= Y =Y — o= Y1 )T (Y1, Yoo cers Yn-) Ay dy,. o dy,

Les deux intégrales sont de la méme forme; elles doivent s’étendre
a lous les systémes de valeurs de y, ¥,, ..., v, ., tels que

I >V Yat i+ Y >0

si la fonction @ s’étend, comme nous le supposerdns. a tous ces
systémes de valeurs. Si, de plus, @ est développable en série entiére,
chacune des intégrales est décomposable en une suite d’intégrales de
Dirichlet, et la probabilité est alors cxprimée par le quotient des deux
séries.

24. Les résultats les plus importants de la théorie que nous venons
d’exposer sont exprimés par des lois finales et pénultiémes; il est donc
utile de connaitre les conditions @ priori que supposent ces lois.

Supposons pour simplifier qu’il n’y ait qu’une variable; soient P la
probabilité d’un événement et w( y) la probabilité a priori pour que P
ait la valeur y.

La quantité @(y) doit nécessairement étre positive et telle que la
somme de ses valeurs pour toutes les valeurs possibles de y soit un.

Si @(y) est une fonction continue ne s’annulant pas et.ne devenant
pas infinie entre zéro et un, les formules finales et pénulti¢es sont
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légitimes, pourvu que toutes les alternatives possibles se soient pro-
duites un grand nombre de fois.

Les formules pénultiémes sont donc applicables quand la loi des
probabilités a priori est quelconque, mais en quelque sorte naturelle;
et il faut, pour les mettre en défaut, former de toutes piéces des lois par-
ticuliéres qui ne présentent aucun intérét au point de vue du calcul des
probabilités.

Si I'on ne connait rien sur la probabilité a priori d’un événement,
la fonction & () peut étre quelconque, mais elle ne peut, pour aucune
valeur de y, devenir négative et zéro est son minimum absolu; la sup-
poser nulle pour un intervalle fini de ¢ est se placer dans un cas infi-
niment particulier; c’est précisément ce cas qui mettrait en défaut les
formules finales si celles-ci conduisaient & une valeur de y qui devrait
étre nulle a priori.

L'emploi des formules [inales et pénultiémes est donc légitime.

25. 11 n’est peut-étre pas inutile de donner un exemple qui montre
la décroissance de l'influence des hypothéses initiales lorsque le
nombre des épreuves augmente.

Supposons qu’on ait fait 2/ épreuves et qu’un événcment se soit
produit s fois.

Dans hypothése ot @ =1, la probabilité pour que I'événement se
produise 4 I'épreuve suivante est o,5.
Considérons une autre hypothése et posons, par exemple,
() =11y".
Lorsqu’on supposait que @ avait pour valeur un, la probabilité de
(2 ' » v . A | o 1
I'événement avait @ priori autant de chances d’étre supérieure a 5 que
%A M ’_ 1 1 b N A . b
d’étre inférieure a - . Dans Phypothése ou w(y) =11y, iln’y a, a
priori, qu'une chance sur deux mille pour que la probabilité de Iéve-
.. ;. , I A . e
nement soit inférieure a 5+ Le second cas, pour étre trés différent du

premier, conduit cependant a des chiffres trés voisins si 7 est un grand
nombre.

Les formules ci-dessus permettent de calculer sans difficulté la pro-
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babilité pour que 1'événement se produise a I'épreuve suivante dans

) . o . 10 T m=+ 11 .
Phypothése ol @(y) = 11y'°. Ceite probabilité est ——— —0 Lorsque

m =100, elle a pour valeur 0,523; lorsque m = 10000, elle a pour
valeur 0,5002, elle est donc trés proche de la valeur asymptote 0,5000
obtenue dans I’hypothése oli & = 1.

Problémes divers.

26. Une urne contient a houles de n couleurs différentes; les unes
sont blanches, les autres noires, rouges, ..., vertes, on ignore en
quelle proportion. On tire m,+ m,+ ...+ m,=u boules de Uurne :
m, sont blanches, m, sont noires, ..., m, sont vertrs. Quelle est la
probabilité pour que Uurne ait une composition donnée?

On suppose que les g boules sont extraites simultanément ou suc-
cessivement, les boules extraites n’étant pas replacées dans I'urne.

Soit @( ¥y ¥ay + -y ¥u) la probabilité @ priori pour qu’il y ait dans
I'urne y, boules blanches, y, boules noires, ..., y, boules vertes
i+ Y2+ +ya=a)

8'il y avait effectivement y, boules blanches, y, boules noires, ctc.,
la probabilité pour qu'en m,+ m,+...+ m, =y tirages il sorte
m, boules blanches, m, boules noires, etc., serait (n® 3)

@! 7! Vs ! Va (a-—p)!'

mymy! ... m,! (y,—m)! (‘y,'—-m._,)!‘“(y,,—m,,)! a'

La probabilité demandée est donc

.YII.VQl . V,,!&!( "n.)’z~ -"y}'n)

iyl om0 vy)
(y,—m,)!(y,—m,)!...(dv,,—m,,)!z(y‘_ MmOV (ya— ma) L (Yo — nig)!

H

le 2 s’étendant a toutes les valeurs enticres de y,, y,, ..., y, telles

que y, soit au moins égal & m,, y, au moins égal & m,, ..., et telles
quey,+ys+...+ Y= a.

A chaque hypothése faite sur la forme de la fonction @ correspond
une valeur différente pour la probabilité cherchce.

Nous supposerons d’abord que toutes les compositions de I'urne sont
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a priori également probables; alors & est constant et disparait dans
'expression de la probabilité. Le 2 a pour valeur

mtmy! ooomg! (04 n—1))
(r+n—1)! (a—p)!

et la probabilité cherchée est

yilys! oy (pn—0)l (a—p)! .
(yi- m)(ys—mnl oo (vp—my)tmimg! ... my!(a+n—1)!

La plus grande probabilité correspond au cas ou

27. Si l'on effectue y' nouveaur lirages, quelle est la proba-
bilité pour obtenir m), boules blanches, m, boules noires, ...?

Si I'urne contenait y, houles blanches, y, boules noires, etc., aprés
la sortie des 1 boules, elle contient y, — m, boules blanches, y, — m,
boules noires, etc. La probabilité pour qu'en w’ tirages il sorte
m', boules blanches, /n, houles noires, etc., serait alors (n° 3)

p'l (y1—my)!
myimyl . omy,! () — my—mi)!

(ya—m,)! . (yn-—my)! (a“"l*"‘l*,)l.
(ya— my— my)! (Yu—my—- n,)! (a—p)!

Si l'on multiplie cette quantité par la probabilité a posteriori pour
que les y aient respectivement pour valeurs y, y,, ..., y, et si 'on fait
la somne de tous les résultats analogues, on obtient, d’aprés les prin-
cipes des probabilités composées et totales, la probabilité cherchée;
celle-ci a donc pour valeur

plia—p— ) (p+n—1)l
myImyl . omytmy P! ol (@4 n-—1)]

vilysl ...y,
daed (yy— my—mi ) (ye—my—m))! ... (y,,—m,,-—m’,,)!’

x

le 2 s’étendant & tous les systémes de valeursde y,, y,, .... y, tels
que y, soit au moins égal & m, + m,, y, au moins égal & m, +m,, ...
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et tels que y, +y,+...+y,=a. Ce 2 a pour valeur

(my+m)! (mg+m) ... (my+m))! (a+n—1)!
(p+p' +n—r)! (a—p =’

La probabilité cherchée est donc

’

ii (p+n—0 (mi+m) (myg+m))!...(mg+m))!
mylm .. m,! mIm,0 . m,) (p+p +n—1)l '

Cette probabilité est indépendante de a, elle a méme valeur que si a
était infini. Si @ était infini, la probabilité a priori d’extraire une bhoule
de couleur donnée serait la méme a chaque tirage et 'on serait ramené
au probléme du n° 21. La derniére formule que nous venons d’obtenir
est d’ailleurs identique a celle du n° 21.

28. Cerésultat curieux demande une explication. Supposons qu’une
urne B renferme ) boules de diverses couleurs et supposons qu’on tire
an hasard a houles de cette urne pour les placer dans une seconde
urne A.

La probabilité d’extraire /2, boules blanches, m, boules noires, etc.,
de A est évidemment la méme que celle d'extraire ces mémes nombres
de boules de I'urne B quand celle-ci contient encore les.b boules.

Lorsqu'on extrait, de I'urne A, m, boules blanches, m, boules
noires, etc., on obtient, relativement & la sortie des houles suivantes de
cette urne, le méme renseignement qu’on aurait obhtenu pour la sortie
des boules suivantes de 'urne B si 'on supposait que cette urne ait
renfermé b houles et qu’on en ait extrait m, blanches, m, noires, etc.

Lorsque toutes les compositions de 'urne B sont a priori également
vraisemblables, celles de I'urne A le sont aussi.

Nous avons supposé que toutes les compositions de 'urne A étaient
a priori ¢galement vraisemblables; nous pouvons donc supposer que
cette urne a été remplie en tirant @ boules au hasard dans une urne B
contenant un nombre arbitraire b de boules, toutes les compositions de
cette urne B étant @ priori également vraiscinblables.

Si de Purne A on extrait m, boules blanches, m, boules noires, etc.,
le renseignement qu’on obtient pour la sortie des boules suivantes est
le méme que s'il s'agissait de 'urne B quand elle contient & boules;
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il est donc indépendant du nombre des boules contenues dans
'urne.

29. Considérons le cas ol @, & et ' sont grands; posons
m m
’—Pn "T":pn’ ceed
posons également
mo=pp +Ey, M=t T,

Iy L, ... sont les écarts.

Transformant alors 'expression factorielle de la probabilité en
expression exponentielle, on obtient la probabilité pour que les écarts
solent x,, T,, ..., Ly} c'est

S R . ad
op, !""1" (5 P * 2™

(\/21;‘,_'“ F) \/Pil’z

Si I'on savait que l'urne contient exactement @ — i boules dont
m n, . e,
?'(a — w) blanches, IT(a — ) noires, etc., la probabilité pour que

les écarts soient x,, x,, ..., &, aprés @ tirages serait (n° 12)
1 2 H

1 3 vh
— (e i)
. “‘_wu PP 2
T T A S —
(\/ ?‘n'IJ. va—p ) VP P2 Pa

[.'ignorance ot 'on est de la composition exacte de ’'urne augmente
donc les écarts dans le rapportde y (. + &' )(a — w) A yu(a — w — ).

30. Nous avons supposé¢ ¢ue toutes les compositions de I'urne
étaient a priori ¢également probables; on peut résoudre les mémes
questions en supposant que 'urne ait ¢té remplie en tirant au hasard
la couleur des boules avec la probabilité p, pour les blanches, p, pour
les noires, etc.

On peut obtenir sans grande difficulté la probubilité a postertori



418 L. BACHELIER,

pour que 'urne ait une composition donnée, puis la probabilité pour
que, si 'on effectue p.’ nouveaux tirages (toujours sans remettre les
boules), on obtienne m boules blanches, m), boules noires, ctc. Pour
ce dernier probléme, on est conduit & cette conclusion : c’est que la
probabilité a méme valeur que si I'on avait tiré directement les y’
boules avec la probabilité p, pour les blanches, p, pour les noires, etc.

Pour expliquer ce fait, il suffit de reprendre un raisonnement précé-
demment employé (n° 28). L’urne A est remplie en tirant au hasard
a boules d’'une urne B qui en contient une infinité, les nombres des
boules blanches, noires, etc., de cette urne B étant proportionnels
APy Pay e oo

Lorsqu’on extrait, de I'urne A, m, boules blanches, m, houles
noires, etc., on obtient, relativement a la sortic des houles suivantes,
le méme renseignement que s’il s’agissait de 'urne B. Cette derniére
urne étant infinie, les sorties antéricures n'influent en rien sur les pro-
babilités relatives aux tirages futurs; il en est donc de méme (uand il
s'agit de I'urne A.

On peut aller plus loin et calculer la probabilité a posteriori pour
que I'urne A ait une composition donnée sans avoir recours i la théorie
de la probabilité des causes. L’urne A étant remplic comme il a été
dit, le fait d’avoir extrait de cette urne m, houles blanches, m, boules
noires, . .., m, boules vertes, ne change en vien les probabilités rela-
tives aux @ — m, — m, —...— m, autres boules; la probabilité pour
(ue, parmi celles-ci, il y ait 5, boules blanches, 3, boules noires, ...,
Sa boules vertes (3, +... + 3, = a — m, —...— m,), est donc aposte-
riori comme a priori

(e—my—my—...—m,)! , o
51zl 5,! Pypy P

o

Telle est la probabilitt a posterior: pour que l'urne venferme
m, + 3, boules blanches, m, + s, boules noires, etc.

31. Une urne A contient un trés grand nombre a de boules de
n couleurs différentes, blanches, noires, etc., vertes, dans une pro-
portion inconnue.

L'urne a été remplie en tirant les boules au hasard avec la pro-
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babilité p, pour les blanches, p, pour les noires, etc., p, pour les
vertes.

On tire successivement p. boules de Uurne en remettant aprés
chaque tirage la boule sortie. On obtient m, boules blanches, m,
boules noires, etc., m, boules vertes. Quelle est la probabilité pour
que l'urne ait une composition donnée?

La probabilité a priori pour que I'urne renferme ap, + 7, boules
blanches, ap,+ 5, boules noires, etc., ap,+ 3, boules vertes est
(n°6)

1 /zf 38 s}
—ﬁ(7+—+...+—]
e Py P Pn

(Vara) 'Vpips..-Pa

Dans ces conditions, la probabilité pour extraire une blanche

ap,+ 3 . . ap; + s T
est —'ﬂ‘;l-—’, pour extraire une noire —@-TJ, etc., et la probabilité de

I'événement observé est

| z g —Wtapy+ 30012 , I AR P T !
e :Wu apy+ 3, pe+ 3, tot

ﬁ(\/“fm)" - Viap,+ 3)) (aps+ 3) ...

)

a étant un trés grand nombre; sy, 5,, ..., 3, SONL trés petits auprés
de ap,y APsy <.y APp.

Négligeant les termes en s dans le dénominateur de I'exponentielle,
I'expression ci-dessus peut s’écrire

1 fanry Rap, +z40i N ramg— ki aps+ 34112 + )

)
e Pt Pt Pe A

a*(Vamp)" " Vpips .-

et la probabilité demnandée a pour valeur

(Bh+a)st—20m, 3, . (et )53 —2amy 3y +_‘_]
P P2

e ] 1 [(+ais2—2umzy  (Wl+a)5]—32am, s, )
ay - + +...
e e I P2 ds,dzy ... ds,_y
———————

Occupons-nous de I'intégrale : posons

Ly
o 7l

I)l1=‘llvp‘+u.’ ,ng——— ‘Uop-_)_l‘ u27 v ee

Journ. de Math. (6° série), tome IV. — Kasc. LV, 1go8. 55
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Les u sont du méme ordre que les 5 si  est trés grand et du
méme ordre que a.

L’intégrale devient

"' "; Vi+usz, — : Uy L T !
P4 I’n T l_[( s \p.+4r) +('p' B y/m)_‘_ ]
TEr@ ff / g ,.. m dz,ds, .. .ds,
en posant
o+ az, — aly, VI +as i, =1
Vi ! \/;—:— I @ Ta Vita 29 ’
elle se réduit a
1 ut nl
2(|J.+ﬂ)(p. N + af,
€ e fj f ¢ 2{4‘(]7. +Pg+ )d.q'd.’“...dn"._'.
(Vi o)

La somme des v ¢tant nulle, cette derniére intégrale a pour valeur,
d’aprés la formule du n* 8,

an‘-l (\/’;E)n_‘ \m;

I'intégrale a donc pour valeur

. n—1 ] u, ui )

(Z\/;‘E " ! G2+ ) ( p ,:,
(\/p_*_a) NP P Pl

ou

1 [(/r:,—yp,;'+lr:1, ®pa)? +]
P 4

—= \ n—1
(\7[-!-_\/-?%1> \/p‘pﬂ'-'[)u(.’z“‘*‘un : ,

et la probabilité cherchée pour que Uurne renferme ap, + s, boules
blanches, ap, + z, boules noires, elc., est

(%%) 7=

] 1 mi m} ms, m, L
xe;‘—“l%“—"m—*“’ PR )5 “’ Tt ) T )dz ds,...ds, ,.
. La plus grande probabilité a lieu pour
3, = a(m,— up,) - a(my— pp,)
- Spg= csese

a—+p a+p
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Désignons par P, la probabilité pour que, si I'on fait un tirage, il
sorte de 'urne une boule blanche, par P, la probabilit¢ correspon-
dante pour une boule noire, etc. Si les écarts sont 3,, 3,, ..., les pro-
babilités P,, P,, ... sont

ap,+ 3 ap;+ 3
P=""%  p="2"%

a ? a
32. La plus grande probabilité a posteriori a lieu quand

_ a(ml—PPA)’ -~ a(”‘z“‘#[’z),
T a+4p T a+p

~
~q

ceny

c’est-a-dire quand les quantités P,, P,, ... ont les valeurs

m —ppy
a+p

Ny— [

P;:p‘-‘i— g

P,=p.+

P,, P,, ... différent peu de I, P,, .... Posons
P, =P +z¢, P,=P,+e,,
On en déduit

—m 3 —m 3
=P’p1 4, 5“':”—‘02 2 2, cene

€
! a—+p a a—+p a

Remplacant alors dans I’cxpression de la probabilité a posteriori
les = par les €, on obtient
st A S S B

(\/” +H.)n lc‘ 3 o -/,‘ In
(Var)" ~'"Vpips -+ P

Telle est la probabilit¢ pour que P, ait la valeur P, + e, P, la
valeur P, +¢,, ....

35. Sil'on effectue ' nouveaux tirages (toujours en remettant apres
chaque tirage la boule sortie), la probabilité pour obtenir u' P, + x|
houles blanches, w P’ + «, boules noires, etc., c'est-a-dire la probabi-
lité pour que les écarts soient &, £, ..., .L,, 4 pour expression

1 ‘....i;. +J'3)

—_ i
T U T,
¢ T

7\ r—1i

/e p+ e
(\/ 2T i‘;‘,’%‘_—p—p) VPPy - Pn
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34. En u épreuves, Uévénement A, s’est produit m, fois, l’éve-
_nement A;, m, fois, elc., U'événement A,, m, fois. p.' nouvelles
épreuves devant avoir lieu, en désignant par m,, m,, ..., m, les
nombres des arrivées des événcments A, A,, ..., A,, quelle est la
probabilité pour que

%M, Gy, - 0,
ail une valeur donnée s?

et w' sont de trés grands nombres; a,, «,, ..., a, sont des coeffi-
cients donnés qui peuvent désigner, par exemple, les pertes possibles
d'un joueur & chaque épreuve; s désigne alors la perte totale dans
I'ensemble des u’ nouvelles épreuves.

Posons

m my m,
M =P = P2 ARRR) m = Pn-

Supposons que les événements A,, A,, ..., A, aicnt pour probabi-
lites (p,+¢,), (Pa+¢e)y .oy (Pa+ €); la probabilité de cette
éventualité est

€3

3

- .—.P.(ei4._'.+ ;__L!‘)
(it e
(\/;7;)”4 \//'1P2~ < Pa

Ces valeurs (p, + ¢,), ..., (p, + &,) donnent pour la probabilité de
la quantité s

PO Wl g+ T By (b 8) Qg E oy + Sy B

e IWiimrEoais Put S Qi ok Py I Rl FE R P DRy ek Py St

VN2 L re) @i (Patea)ad+ ook (PatEn) o | — (P18 o+ A patE2) Ry o P+ BENEE

d’aprés la formule relative & la probabilité d’une somme (consulter
mon Mémoire sur les probabilités continues, n® 9).
La probabilité des valeurs

(pr+2)y ooy (Pate,) et s

est, daprés le principe des ptobabilités composées, égale au produit
des deux derniéres expressions, et la probabilité cherchée est, en
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vertu du principe des probabilités totales,

voe? et g2
f”/m “(B) e +mtn
J_ gt —® — (\/E)n_' Vl)lpi' . p”

[ S WPyt20) Byt (PutEn)ln) i
U Py +ENAE .+ Py BRI QR — [Py + £} Oy ant  PaEn) Bn!? |

e
> -
VaVep (P +e)al+ .t (Paten)al ] — [(Pr+ &) s oo+ (Pu+ En) 2n |

de,de, ... ds,_,.

On doit, dans cette formule, remplacer ¢, par — (g, + €+ .-+ €4 );
on doit aussi ne conserver les ¢ que dans la premiére exponentielle et
dans le numérateur de la seconde.

Lorsqu'il n’y a qu’une variable ¢, 'expression se réduit a

per {8~ lp+e1a8 +(pg—E1 ]2
2 g P e PP Py — Be)?

—® \/E VI'-*Pth \/E \/2 B ppi(oy—as)?

elle s'intégre facilement et devient

[§-— W (& py+ Gy Pg)]?

2 Py Pyt 0y —&g1? ¢
— +_ ul )
\/”\/2#'1’1%(11— a,)? H—;“—

Dans le cas ou le nombre des variables est quelconque, les intégra-
tions sont pénibles; il est a la fois plus simple et plus élégant de
résoudre le probléme en faisant appel 4 la théorie des probabilités
connexes que j'ai exposée dans mon Mémoire sur les probabilités con-
tinues (n* 17).

Posons

S=Upia, 4 Wt 4. 4 PR+ X

x est Pécart. Le probléme considérd revient a chercher la probabilité
de cet écart.

Supposons qu'un joueur H perde une somme égale a I'écart ; sup-
posons que les w' nouvelles épreuves soient effectuées et qu'elles aient
donné m',, m),, ..., m), pour les nombres des arrivées des événements

AL A, ... A,
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L’écart x est alors connu et il a pour valeur
X =0 M, A a0, — (& P+ Xy Py G Py

Si une nouvelle épreuve a lieu, I'événement A, s’étant produit
m, + m, fois en . + p’ épreuves a probabilité ZE—;”# de se produire,
et alors I'écart augmente de la quantité

= (P, + Prtts+ .o+ Palty).

—~+ i

Il y a de méme probabilité ﬁ pour que 'écart augmente de

ay — (P|°'-| +paay ..+ puay).

Etc. I’espérance mathématique du joueur H pour une nouvelle épreuve
est donc
my+ mI
_z ‘J'+P' '—(p‘al+p312+°“+[’nan)]
ou

_alln',-i—oc,m;—i-...+a,,m.j,~—p’(az,p,+azl»,+...+a,,/),,)___. T

B+ B

L’espérance mathématique du joueur I pour une nouvelle ¢preuve
est égale au produit de sa perte actuelle par une fonction de w'.

La fonction d’instabilité du jen de H pour une nouvelle épreuve se
calcule de méme, et elle a pour expression, aprés suppression des
quantités négligeables,

af(aipi+arpat .o+ p)— (o, p+ % p+.+a, pu)t

’espérance du joueur H étant égale au produit de sa perte actuelle
par une fonction de ' et la fonction d'instabilité de son jeu étant con-
stante, il suffit d'appliquer la formule démontrée au n* 2% du Mémoire
précité.

La probabilité pour que le joueur H perde la somme .« en ’ épreuves
est exprimée par la formule

dx,

VEVF ()
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F étant I'intégrale de I’équation différentielle
gf_ _ 2F
o' p+p
=a[(ajp,+ &3P, + ...+ aap,) — (€ P, + A Py+ oo+ 2, Pr) )y
d'ou
F=op([(aip,+o3ps+...+aip,)

— (2 py+ Py +...+ o:,,p,,)’]ﬁi'_f_‘_l.

m
La probabilité de Uécart de .« est donc

r?

+ '
2l por QG Pyt + &2 pp) — (& P+ By Prt .+ B Pul?] ‘-"-FE

dz.

- ; - o+
Vr \/w [(@} py+ a5 pa+teeo-a} pr) — (a1 Py + Ra Part-eec+ , pr)* ] - #P

Si les probabilités des événements A,, A,, ..., A, avaient pour
valeurs exactes p,, p,, ..., P., la probabilité de I’écart x serait

xt
e 2R P+ EE Pyt QY pp) — (R py + By Pat .o+ Oy pp?)

VIV 2 (23 Py 02 Pat-. ..+ OB Py) — (A Py + Gy Pate . o+ %y Pn)]

L'ignorance oul’on est des valeurs exactes des probabilités augmente
les écarts dans le rapport de Vit + & & Y.



