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Sur la sornmabilité des séries d'une variable 
réelle ou complexe ; 

PAR M. A. BUHL, 
Maiirede conférences à la Kacullé des Sciences de Montpellier. 

Objet du Mémoire. — Je reviens, dans ce travail, sur des points 
laissés en suspens vers la lin de mon Mémoire Sur la généralisation 
des séries trigonomélriques, publié ici même. Mais ces nouvelles 
pages pourront être lues indépendamment dudit Mémoire, car les 
méthodes de sornmabilité employées, vues d'une manière suffisam-
ment générale, sont celles qui s'appliquent à bien d'autres séries, notam-
ment à la série de Taylor. 

J'ai même pu réindiquer brièvement, sans recourir à la théorie des 
intégrales curvilignes, tous les résultats que j'ai déjà donnés, en m'ap-
puyant sur cette théorie, dans différentes .Notes des Comptes rendus 
et du Bulletin des Sciences mathématiques, résultats qui me 
raissent apporter d'intéressants compléments à ceux dus surtout 
à i\lM. Mitlag-Lefiler et Borel. 

I. — Généralités. Cas des séries trigonométriques. 

1. Soient les deux séries 

(1) = u*(x) ■+■ tix(x) + u
2
(x)+..., 

(.'-υ /(5) =c,(l) +c,{l) +c>(S) +···, 

qui sont supposées représenter les premiers membres dans des condi-
tions connues, c'est-à-dire lorsque χ et ξ sont dans de certains inter-
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valles ou dans de certaines régions du plan s'il s'agit de variables com-
plexes. Nous aurons à supposer de plus, dans ce qui suit, que /(ξ) de-
vient infinie pour de certaines valeurs a,, aa, ..a„ de ξ, mais que la 
série (2) reste propre à représenter /(ξ) dans le voisinage immédiat 
de tous ces a, ou tout au moins quand ξ tend vers un α d'une manière 
bien déterminée. 

Si l'on forme le produit F(a?)/(!;), on peut l'écrire 

C„ Mq —H Cq W | -(- CjMj "I" · · · 
C, £i0 -H C, M, -+- C| -4- . . . 

H— Cj Uç -|- C>2 Ut Cj -f- . .. 
H-

Désignons par s„ la somme des η -h ι premiers termes de (Ί). Dans 
le Tableau précédent, la diagonale principale et tous les termes placés 
au-dessous peuvent se représenter par 

n=0 Ecnsn. 

En tenant compte des autres termes, on arrive facilement à la for-
mule 

EY.r\ V CnSn ι V it Co+c' + ," + C'1 

On démontrerait sans aucune peine que le second sigma tend vers 
zéro si ξ tend vers l'une des valeurs α précédemment définies, à con-
dition que La série (1) soit convergente. On a donc à la fois 

η = «ο 

(3) F(*0 = liras,, K(,) = Imi £ jffj· 
/1—0 

2. Examinons immédiatement quelques cas où la fonction somma-
trice/(5) prend une forme particulière. 

Pour 

m=7^=.^-?+?+·.., 
1 
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on a (formule de Cesàro ) 

F (x) = v ' ?=ι ι + ξΗ-ξ' + ... -α 3νπ 4- ψ)(E Γ dZ rG(Z,s)0(s)</s _ rT ψ(Z)dz 

Pour (ρ désignant un entier positif) 

/(ξ) = Τ^£ί=' + ̂ +ξΐ'· + ..., 
on a 

t(jp)-hm
 Ι + ξ„+>

ΐ/> + _ y 

α désignant l'une quelconque des racines de l'équation binôme 

\p — I — O, 

racine vers laquelle ξ doit tendre sans sortir du cercle |ξ| = ι. Si l'on 
prend simplement la racine ι, la formule précédente devient 

pv.ç\ _ }jm *0 + SP S*r ~+~ · · · + Sin-»P 

Remarquons, la série (i) (Haut toujours supposée convergente, 
qu'on peut prendre/? assez grand pour que les sommes S pi &a pi · · · ι S(n-i)p 
diffèrent les unes des autres d'aussi peu qu'on voudra. Cela permet 
d'écrire 

F(.r) = Jim ^ s
{n

_
i)f
j = \ims

{n
_

{)p
. 

On passe ainsi directement de la seconde à la première des for-
mules (1) et, par suite, on peut dire que la première est un cas parti-
culier de la seconde. 

3. 11 est inutile d'augmenter le nombre des exemples. On voit qu'à 
toute fonction /(?), possédant des inlinis et développable de la ma-
nière indiquée, correspondent une ou plusieurs formules de somrnabi-
lit é. Ces dernières, si l'on se borne à ce qui précède, n'ont évidemment 
qu'un intérêt de pure curiosité, car, si la série (i) converge, il sera 
plus simple d'utiliser cette formule même, pour le calcul de F(.r), que 
de passer par la seconde des formules (3 ). 
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On sait cependant que certaines séries indéterminées pour lesquelles 
la formule (3,) n'olfre aucun sens deviennent sommables au moyen 
de (3

2
). C'est dans cet esprit que Cesàro a étudié sa formule. Kl l'on 

verra plus loin comment une généralisation convenable permet d'arri-
ver jusqu'au problème général du prolongement analytique tel qu'il a 
été envisagé par M. Mittag-Leffler. 

Dans un autre ordre d'idées, on peut étudier directement comment 
les seconds membres de (3,) et de (3

a
) tendent vers F(.r), et il peut 

parfaitement arriver que ce soit la seconde expression dont l'étude soit 
la plus simple. C'est notamment ce qu'a montré M. L. Fejér en appli-
quant la formule de Cesàro à la série de Fourier (Malhemaliscfie 
Anna/en, t. LVJII, 190/f). 

J'ai montré di.rectcmr.nl que le résultat de M. Fejér subsistait pour 
les séries Irigonoméiriques généralisées (ce Journal, 1908). Pre-
nant encore comme exemple la série de Fourier, les formules (3<)et(3a) 
peuvent être l'objet de nouvelles et intéressantes comparaisons. 

4. Ayant à revenir sur des résultats déjà exposés par une méthode 
directe dans ma Note Sur la sotnmabililé des séries de Fourier 
(Comptes rendus, i3 janvier 1908), je reprends les notations de celle 
communication et considère les deux développements de Fourier 

(4) F(9) = ̂ /V?)^ + ;i/V(S)cos,^-0)^, 

(5) /(τ) = + si//(0 co.«(C - τ) </ζ. 

Il faut supposer que la fonction/(τ) présente dans l'intervalle o, 27: 
au moins un infini τ = α (il pourrait y en avoir plusieurs) au voi-
sinage duquel la formule (5) reste valable. Alors, si l'on considère 
une suite de nombres a

A tendant vers α quand k croit indéfiniment, et 
si l'on pose 

( ' k~ /(«*) " ' 

on doit avoir 

(7) F(Ô) r= S„-h (S, — S„) -h (S
2

 -■■■ S,) -h .... 
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Si l'on observe que 

Sk=1f2mF(E)sin(2k+1)E-0 

et que ck est le (k -H i)"*me terme de (5), on trouve facilement, bien 
que les calculs soient un peu encombrants, que S* est la somme de 
deux intégrales doubles dont j'ai d'ailleurs indiqué la forme dans la 
Note précitée. Une telle expression, tendant vers F(6) quand k croît 
indéfiniment, généralise l'intégrale simple de Dirichlel. Elle dépend 
formellement du choix de/(τ), c'est à-dire prend des formes diverses 
si l'on attribue des formes diverses à/"(τ)·, au fond, cette dernière 
fonction ne joue un rôle qu'en ses infinis tels que τ = α. 

Celle remarque donne une première idée du rôle que les séries 
divergentes peuvent jouer en Analyse. Je ne fais ici aucune allusion 
à l'idée de M. Borel, qui consiste à attribuer un sens à une série diver-
gente moyennant d'autres procédés de calcul que la sommation terme 
à terme; j'y viendrai tout à l'heure. 

Pour l'instant, il s'agit d'une remarque beaucoup plus élémentaire, 
qui consiste en ce qu'une série, même irrémédiablement divergente 
[telle ( > ) pour τ = α], peut servir à quelque chose. C'est un instru-
ment de sommation vis-à-vis d'autres séries. 

C'est ainsi que 

^=1 + 5 + 5» + ... 
\ 

conduit, pour ς = ι, à la formule de CesàtO rappelée au n° 2. 

S. Transformation des solutions des équations linéaires aux 
dérivées partielles. — Soient maintenant les expressions 

(8) U(r, θ) = ±f*F(t)<% + ±2f*F$)r"co
S
na - β)*, 

(9) V
(p>

T
) = ïïjC /(Op*cosn(Ç —τ)«Κ, 

Journ. de Math. (6· série), tome IV. — Fasc. IV, 1908. " 49 
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qui sont respectivement des solutions des équations de Laplace 

âr* r* ΰθ1 r Or dp* ps dz* ρ dp °* 

Ces solutions prennent l'une la valeur F(0) sur la circonférence r = i, 
l'autre la valeur /(τ) sur ρ = ι. F et f sont supposées représentables 
par les séries de Fourier (4) et (">). 

Soient toujours s
n
 la somme des (/«-+-1) premiers termes de (8), 

c
n
 le (/i -h i),en,e terme de (9). 
Imaginons encore que /(τ) présente pour τ = α un infini, toyit 

comme au n° 4. 
Enfin, soit une suite de deux nombres associés pk, ik telle que pk 

tende vers 1 et zk vers α quand l'indice k croît indéfiniment. Formons 
l'expression 

c Cp ( t
k )^0 ~Ί" ( ρ/g T&)a'I · ■ » ~4~ Cfçj TA ) α'Α· ^ 

ν Cp*, τΛ) 

Je dis que, pour k croissant indéfiniment, cette expression tend 
vers F(0) sur la circonférence r = 1 et est, par suite, une solution ana-
logue à (8) du problème de Dirichlet dans le cas du cercle. Cela 
résulte, d'une part, de ce que SAcst, de même que (8), une combinai-
son linéaire de solutions de la première équation (ioj*,'d'autre part, 
de ce que la limite de SA, définie comme on vient de le faire, se réduit 
en outre à l'expression (G) pour r = 1. 

Donc, quoiqu'il n'y ait, bien entendu, qu'une seule fonction harmo-
nique prenant la valeur F(Q) surr= 1 (principe de Dirichlet), nous 
n'en avons pas moins construit une infinité d'expressions, dépendant 
d'une Jonction arbitraire quant à leur forme, pour représenter celle 
unique solution. 

11 y a là une raison curieuse et que je crois nouvelle de montrer une 
fois de plus que la présence d'une fonction arbitraire dans une solution 
d'une équation aux dérivées partielles ne permet nullement de con-
clure quoi que ce soit quant à la généralité de cette solution. La solution 
peut être invariante par rapport à la fonction arbitraire qu'elle con-
tient. 

Dans cet ordre d'idées, M. Fejér paraît encore préparer des travaux 
importants. Dans sa Note Sur le développement d'une fonction arbi-
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traire suivant les fonctions de Laplace (Comptes rendus, 3 février 
1908), il envisage l'unique solution du problème de Dirichlet dans le 
cas de la sphère et construit diverses expressions de cette solution, les-
quelles, coïncidant à la surface de la sphère, doivent coïncider partout. 

II. — Prolongement analytique. 

β. Les résultats obtenus jusqu'ici, s'ils permettent de remplacer 
une expression tendant vers une certaine limite par une infinité d'autres 
tendant vers la même limite, et même, dans certains cas, une limité 
indéterminée par une limite déterminée, ne permettent cependant pas, 
du moins sous la forme précédente, de construire une expression à 
limite déterminée en partant d'une autre croissant au delà de toute 
limite. C'est ainsi que la formule de Cesàro, appliquée à une série 
entière convergeant dans un cercle taylorien, ne convergeait que dans 
ce cercle même ou, tout au plus, sur la circonférence le limitant. 

Je vais montrer qu'en modifiant convenablement le raisonnement 
du n,J 1, on peut arriver très simplement à un véritable prolongement 
analytique qui est celui de M. Mittag-Leffler préparé par les recherches 
de M. Borel. 

Je ne considère, pour plus de simplicité, qu'une fonction méro-
morphe F(x) dont les pôles α,, a», a

%
, ..., supposés d'abord simples, 

sonl rangés par ordre de modules croissants. 
Je suppose que l'origine Ο est un point régulier et qu'on connaît le 

développement taylorien valable dans le cercle C
0
 décrit de l'origine 

comme centre avec un rayon au plus égal à |a,|. Soit toujours s„ la 
somme des η -+-1 premiers termes de ce développement. Enfin soit C* 
le cei cle de centre Ο dont le rayon est compris entre |aA| et \ak+x

 |. 
Dans C*, on a 

(ΐυ ^ i'v) —2 χ — fii
 a

*°
 aJCkx ak*xi ■+■···» 

ce qu'on peut écrire 

v ' ?=ι ι + ξΗ-ξ' + ... -α 3νπ 4- ψ)(E Γ dZ rG(Z,s)0(s)</s _ rT ψ(Z)dz -O'-Vo (5-Ολ X {*-:zy-'' 

"+■ ak0 + ak\ H- ... -h a>kn·1' + ak(,n-*-i)x-O'-Vo (5-Ολ X {*-:zy-'' ... 
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ou encore 
l = h 

F (a?) =*a"FSff«-n|_r

 α
A(«4■l)

α7,l1
"
,
 ·+·

 α
Λ(η+2)^

η+2

-^-· · ·· 
*=ι 

Soit maintenant 

/(5) = Y«+r.5+Ti5J+··· 

une fonction entière; je pose c
n
 = γ„ξη et, après avoir multiplié par c

n 

tous les termes de la formule en a? obtenue en dernier lieu, je somme 
de η = ο à η = ao. Il vient 

F(x)f(E)=Ecnsn+Ef(Er)Aix 

+ E ak(n+1)xn+1 (Ύο H- γ, ζ -H - - · T«?n)· 

Finalement on arrive à la formule fondamentale 

Y(x\ _ y '·*> ι ν ν "'· A-··'· 

Λ rr «0 

I V/J
 r

"-M */o+ 1\l +· · · + y ni" 
Λ — 0 

7. Cas oà F(a?) présente des pôles multiples. — Éludions ce cas 
avant de discuter la formule que nous venons d'obtenir. Si F(a?) pré-
sente des pôles d'ordre m, le sigma de la formule (ι i) ne porte pas 
seulement sur des quantités en (χ — af) à la puissance — ι ; c'est une 
combinaison linéaire et homogène à coefficients constants de (a?—α,·)"■ 
et des dérivées d'ordre ι, 2,..m — ι de cette même expression. En 
commençant à se représenter les choses de cette façon, on voit alors 
facilement comment se généralise le calcul précédent. Le sigma médian 
de la formule fondamentale, au lieu de contenir seulement le rapport 

de f{. α") ® /(^)» cont^ent de manière linéaire et homogène les/w rap-
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porls 

(,2) "7ût' ~m~' "" ~~m, , /(ξ) /'"© /-'(f)-O'-Vo (5-Ολ X {*-:zy-''(.y['v = +-( β-α 3νπ 4- ψ)(E Γ dZ rG(Z,s) 

qui, en général, sont distincts. Il n'y a même qu'un seul cas où ils sont 
rigoureusement confondus : c'est celui de/(?) = eL 

8. J'ai déjà publié des démonstrations de la formule fondamentale 
du n° 6, démonstrations fondées sur la considération préliminaire 
d'une intégrale curviligne double (Bulletin des Sciences mathéma-
tiques, juin 1907 et juillet 1908). On trouvera encore une autre 
démonstration de ladite formule dans un article de M. A. Costabel, 
où l'intégrale double est étudiée en renversant l'ordre des intégrations 
{Enseignement mathématique, septembre 1908). Mon but était ici 
de retrouver cette formule sans rien emprunter à la notion d'intégrale 
curviligne. 

11 est facile de voir que cette formule fondamentale équivaut au 
théorème général de M. Mit tag-Le filer sur la représentation des fonc-
tions înéromorplies. Elle doit être valable pour toutes les valeurs de χ·, 
car le cercle peut être aussi grand qu'on veut. 

Le premier sigma converge quels que soient ξ et x, ainsi que 
M. Mittag-Leffler l'a démontré très simplement, en observant 
que \/c

H
s

n
 se comporte comme '\Jc

n
 pour η croissant indéfiniment 

(àe Note : Acta mathemalica, t. XXIX, p. 167). 

Le troisième sigma n'existe pas si F(x) se réduit à une fraction 
rationnelle; dans le cas général, on peut toujours le faire disparaître 
en faisant croître indéfiniment | ξ| dans une direction où |/(ï)| croit 
aussi indéfiniment. 

Dans ces conditions, on a, pour représenter E(x')? une formule qui 
est une extension obtenue sans grande j eine de la formule insuffi-
sante (11) qui est celle de Cauchy. Mais j'abandonne ces remarques 
pour revenir au prolongement analytique proprement dit. 

9. La formule fondamentale du n° β se réduit à 

(13) " ~~m, , /(ξ) /'"© /-'(f)-O'-Vo (5-Ολ X {*-:zy-''(.y['v = +-( β-α 3νπ 4- ψ)(E Γ dZ rG(Z,s) 
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si l'on s'arrange à annuler toujours le premier des rapports (12) [cas 
où F(A?) n'a que des pôles simples) ou tous ces rapports [cas des pôles 
d'or Ire m ). Elle permet alors une représentation de F(J?) au moyen 
des polynômes tayloriens s

n)
 ainsi nommés parce qu'on peutles prendre 

immédiatement dans le développement taylorien de F(J?) valable au 
voisinage de l'origine. Quant aux valeurs de χ pour lesquelles (i3) est 
valable, elles sont déterminées par les conditions obtenues en annulant 
les rapports (12). 

Je vais rappeler brièvement quelques résultats connus en y adjoi-
gnant des résultats nouveaux. 

a. f{V) — eS- — Ce cas est celui de M. Borel, χ étant enfermé dans 
un certain polygone de sommabililé. J'ai redonné de ce fait une dé-
monstration extrêmement brève (Bulletin des Sciences mathéma-
tiques, juin 1907). Cette méthode n'est pas de nature à donner, en 
général, un prolongement analytique bien considérable, car, comme le 
reconnaît M. Borel lui-même, le polygone de sommabililé peut être à 
peine plus étendu que le cercle taylorien; mais, d'autre pari, elle jouit 
de propriétés simples qui ne paraissent pouvoir appartenu' à aucune 
autre méthode, du moins avec te même degré de simplicité. Tout 
d'abord, les rapports (12) sont confondus et, par suite, .tous sont nuls 
si le premier l'est. Donc la formule de M. Borel est aussi bien valable 
pour F(a?) possédant des pôles multiples quel que soit leur ordre. 11 
s'ensuit immédiatement que la formule est derivable indéfiniment, 
les singularités polaires de F(a;j se reproduisant dans ses dérivées a\ec 
une simple augmentation d'ordre. 

h. f(\) = e^'.— Ce cas a encore été étudié par VI. Borel. La région 
de soniniabilité est limitée par certaines courbes ^ Lero/is sur les séries 
divergentes, p. i3a). La méthode de ce Mémoire redonne, 0» quelques 
lignes, l'équation de ces courbes (A. COSTAIU:L, Enseignement ma-
thématique, septembre 1908). 

c. /(H) = ee\ — Voir A. COSTAHEL, loc. cit. 
d. /(ξ) est. une fonction entière construite tout spécialement pour 

que la formule (ri) soit valable dans lout le plan. Le grand honneur 
d'avoir construit, de telles fonctions appartient à VI. Mittag-Lefller 
(5e Note, loc. cit.). Le grand géomètre a d'ailleurs insisté sur ce 
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point dans sa très belle conférence sur la représentation des fonc-
tions analytiques faite au dernier Congrès international de Mathé-
matiques (Rome, avril 1908). La fonction /(S) prend ici, dans un 
angle ayant son sommet à l'origine et aussi aigu qu'on le veut, des 
valeurs incomparablement plus grandes que partout ailleurs. Si l'ou-
verture de l'angle décroît indéfiniment et si ξ va à l'infini sans en sortir, 

le rapport de/^-j^ à/(5) tend vres zéro quand χ et a
t
 sont d'argu-

ments différents ou de même argument avec |λ | < α,·. La formule(i3) 
a donc lieu pour χ dans tout le plan, sauf sur les rayons d'une étoile. 

e. f(i) — — L'emploi de la fonction tf, que Weierstrass place à 
la base de sa théorie des fonctions elliptiques, m'a fourni des résultats 
très différents des précédents mais cependant fort intéressants (Bul-
Irlin des Sciences mathématiques, juillet 1908). On peut imaginer 
qu'on ne considère pour \ et χ que des valeurs en nombre infini mais 

discontinues, de telle sorte que — coïncide toujours avec un zéro de a\ 

Alors le premier rapport (12) est nul si σ1? ne l'est pas; ces rapports 
seront même tous nuls si l'on remplace σ1, qui n'a que des zéros 
simples, par sa puissance mivme qui aura évidemment des zéros 
d'ordre m. On a ainsi de nouvelles formules valables, non pas lorsque a? 
est dans l'ensemble continu de toutes les valeurs complexes, mais 
lorsque cette variai>le est dans de certains ensembles dénombrables 
dont les éléments peuvent pourtant être répandus dans tout le plan. 

10. On voit, par cet exposé rapide, comment le prolongement ana-
lytique d'une fonction inéromorphe est intimement lié à son dévelop-
pement en série de fractions rationnelles. C'est surtout ce point qui 
m'a semblé intéressant, la formule fondamentale du n° 6 étant, au 
fond, d'origine très élémentaire et à peine plus difficile à établir que 
celle du nw 1. 

Le problème du prolongement d'une branche d'une fonction quel-
conque, si l'on consent d'abord à sacrifier un peu sa généralité, parait 
promettre en retour bien des cas particuliers simples et élégants; j'es-
père l'avoir montré pour les fonctions méromorphes. 


