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SUR LES INVARIANTS INTEGRAUX. 3N

Sur les invariants intégraur;

Par M. E. GOURSAT.

La théorie générale des invariants intégraux a ¢été développée par
M. Poincaré dans le Tome 111 de son Ouvrage sur les Méthodes nou-
velles de la Mécanique céleste. Le but de ce Mémoire est d'apporter
une contribution & I'étude de la question générale suivante : Connais-
sant un invariant intégral, absolu ou relatif, d’'un ordre quelconque,
d’un systtme d'équations différentielles, quel parti peut-on en tirer
pour l'intégration de ce systtme? Je montre que de tout invariant
intégral on peut déduire au moins un systéme d’équations différen-
ticlles dont toutes les intégrales appartiennent au systéme proposé, et
dont I'intégration est en général un probléme plus simple. Dans le cas
ot les deux systémes sont équivalents, on peut déterminer un multi-
plicateur (*).

I.

1. Je rappellerai d’abord les principaux résultats de la théorie des
intégrales multiples qui seront utilisés dans ce travail, ainsi que la
signification précise des notations employées (*).

Soient &y, ,, ..., &, un systéme de n variables indépendantes, et un
systéme de fonctions de ces n variables

Aro,.0p (PEn),

(') Les principaux résultats de ce Mémoire ont €1é résumés dans une Note
présentée a I'Académie des Sciences (Comptes rendus, 3 juin 1907).

(?) Outre I"Quvrage cité de M. Poincaré, on pourra consulter les Mémoires
suivanis du méme auteur : Sur les résidus des intégrales doubles (Acta mathe-
matica, t. 1X); Analysis situs (Journal de U'Ecole Polytechnique, 1895);
Complément i V' A nalysis situs( Rendicontidel Circolo matematico di Palermo).
On trouvera aussi des renseignements bibliographiques sur les invariants dans
deux Mémoires de M. de Donder ( Rendiconti, 1got et 1902).

Journ. de Math. (6¢ série), tome IV. — Fasc. IV, 1908. . 44
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dont chacune est affectée de p indices différents «,, a,, ..., a,, pris
parmi les ~ premiers nombres. A chaque arrangement des n premiers
nombres p & p correspond ainsi une fonction déterminée des n varia-
bles z,, x,, ..., z,. Les fonctions dont quelques indices différent sont
complétement indépendantes, mais toutes les fonctions dont les indices
ne different que par leur ordre sont égales au signe pres. Ainsi, soit
(A «,) une nouvelle permutation des indices (,, a,, ..., %,);
on a

(I) Aa;a;...a;,= Aa,a,...a,’

si les deux permutations (2,, a,, ..., @,) et (&), %, ..., 2,) sont de la
méme classe, et

(2) Au;a;...u‘ = - Aa, 4...a

P ’

4

si les deux permutations sont de classes différentes. Lorsque deux
indices sont ¢gaux, la fonction est nécessairement nulle.
Nous observerons en passant que les deux permutations

(%yy %ay on %) et (Zay Ly vovy %py 22 )

sont de méme classe si p est impair et de classes diflérentes si p est
pair. En eflet, dans les deux cas, on passe de la premicre permutation
a la seconde par p — 1 échanges entre deux ¢léments consceutifs.

Supposons les n vaviables .\, .y, ..., £, exprimées au moyen de
p variables indépendantes u,, u,, .. , u,, el considérons I'inlégrale
multiple d’ordre p

SN e~ dry Or dry

(O Lo f [ Bas 2 S 2o,
étendue & un certain domaine (e,) de Uespace (u,, vy, ... 10,), la
sommation indiquée par le signe X s’étendant & tous les arrangenients
des n premiers nombres p & p. Celte intégrale multiple peut encore
s’écrire, d’aprés les formules (1) et (2),

o Divg, o .., l'g.)
ul - 3%} A 0y X,
(I 1,= ’ / [ZAI.Gz-~-¢,. ” du,du,...du,

Dwougo ooy,

le signe X étant étendu, dans cette nouvelle formule, i toutes les come-
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binaisons des n premiers nombres p & p. Dans chaque combinaison,
on peut prendre les indices dans un ordre arbitraire, mais il faut avoir
soin de prendre, dans chaque déterminant fonctionnel, les variables z;
dans I'ordre qui est indiqué par I'ordre des indices du coefficient cor-
respondant. )

Lorsque le point de coordonnées (u,, u,, ..., u,) décrit dans l'es-
pace 4 p dimensions le domaine (¢,), le point de coordonnées
(xy, £4,...,,) décrit dans 'espacc & n dimensions un continuum (E,)
a4 p dimensions; la forme (1I) de I'intégrale I,, rapprochée de la for-
mule du changement de variables dans une intégrale multiple, montre
immédiatement que la valeur de 1, ne dépend pas du choix des va-
riables auxiliaires u,, «,, ..., u,, mais seulement du domaine (E,). Ii
faut remarquer cependant que, lorsqu’on échange quelques-unes de
ces variables, I'intégrale peut changer de signe ; ce fait est analogue &
ce qui se présente pour une intégrale de surface dans 'espace a trois
dimensions, ol le signe de I'intégrale change en méme temps que le
coOLe de la surface suivant lequel on prend I'intégrale.

Nous ¢écrirons le plus souvent l'intégrale multiple I, sous la forme
abreégée

am = [ DA, B, dir,

le signe X étant ¢tendu & toutes les combinaisons p i p des n premiers
nombres. Mais, pour avoir la signification précise de ce symbole, i
faut toujours se reporter aux expressions (1) ou (1I).

Remarque. — Lordre dans lequel on écrit les différentielles dans
les produits tels que dx,,da,,...dr, n'est pas indiflérent, on le voit.
Par exemple, s’il s’agit d’une intégrale de surfuce, les symboles

ffAdyd; + Bds de + Cdwdy,
[ [Adyds+Bds do + Cdy da,
ffA dy ds + Bduxds + Cddy

n’ont pas du tout la méme signification. La notation (1) a I'avantage
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de supprimer toute espéce d’ambiguité. Une intégrale de surface
s’écrira avec cette notation

D(z,, z,) D(x,,x,) D(”f"svz’l
’“ff[ ' D(; «’ +A"—D(;¢,€’) +Aug D(u, v) ]d udy,

x,, T,, T, étant supposées exprimées au moyen des deux variables
auxiliaires u et ¢.

2. On trouvera dans le Mémoire cité de M. Poincaré (Acta mathe-
matica) les démonstrations des théorémes suivants; les fonctions
qu’on considére sont supposées uniformes et continues, tout au moins
dans les domaines d’intégration.

Toute intégrale 1, étendue a une multiplicité fermée (E,) de les-

pace & nr dimensions (p < n) peut étre remplacée par unc inté-

grale 1, étendue a une multiplicité (E,.,) de Uespace a n dimen-
sions, limitée par la premiére multiplicité a p dimensions,

V) L= [ [ Betae, qya. dou doe, . de,.

le signe I étant étendu a toutes les combinaisons des n premiers
nombres p + 1 a p +1.

L’expression du coefficient

°1"a, LTI

a deux cxpressions diflérentes suivant la parité de p.
Si p est pair, on a

0Aga,...a g, 2,2 0Ay, (a2, ...a
- AN 1o Ep ey prae L & o
(3) Reoon Bpsy T 0‘1"“,:-5 + d.’I,';‘ +.t d-rg,‘

avec des signes + seulement'dans le second membre; si p est impair,

ona
().‘\z|¢” X ()\:x_' - T ’).\1,..|1'...1,. '

([I) ciAa.z.,...a,,*., = l).l‘x: ro_ - +...—

- Uty i a,

avec le signe + ct le signe — alternativement.
Ces formules fournissent la réponse a la question suivante :
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Quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que l'in-
tégrale 1,, étendue @ une multiplicité & p dimensions, ne dépende
que de la multiplicité & p — 1 dimensions qui limite ce domaine?

1 faut et il suffit, pour cela, que l'intégrale 1, étendue & une mul-
tiplicité fermée quelconque & p dimensions, soit nulle, ou que l'inté-
grale qui lui est égale 1,,,, étendue & une multiplicité quelconque
4 p +1 dimensions, soit nulle, c'est-a-dire qu’on ait, pour toutes les
combinaisons d’indices,

J"a. oy .. o.

. “'H-I -

Nous dirons alors, pour abréger, que 'expression

(3) 2 Aga,...a,dy dity, .. . duy,
%o 0

est une différentielle totale exacte, et nous pouvons énoncer la pro-
position suivante :

Pour que Uexpression (5) soit une différentielle exacte, il faut et
il suffit qu’on ait, pour toutes les combinaisons d’indices,

(.)) ‘)Az.a,...:,, + dl\a,...a,.a,,“ + + ()A:z,,..,a....a,,... — o

{ Py ota, s 0 O

si p est pair, ¢t

(6Y OAs,z,...2, JAu. 2,0, + OAg, 0, .0, o
dag,,, dry, o duxg, -

st p estimpair. Le nombre total de ces conditions est égal au nombre
des combinaisons de n objets p+1 & p+ 1.

Si I'expression (5) n’est pas unc différentielle totale exacte, l'ex-
pression analogue

<7) 2 o, BaveeBpy d.‘l?a‘ d‘ra-,' .o dx“p*w’

[- 7 PN G,mu

ot les coefficients &, o, .4, Sont donnés par les formules (3) ou ( 4),
est une différentielle totale exacte. On déduit, en effet, trés aisément
de ces expressions des coefficients que les relations analogues a (6) et
a (6) sont identiquement vérifiées.
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Il suit, de la, que toute intégrale multiple 1, d’ordre p, étendue a
une multiplicité fermée (I%,), peut étre remphcec par une intégrale de
différentielle totale exacte I,.,, étendue i une multiplicité (K., ),
limitée par la multiplicité (E,) (théor¢me de Stokes généralis¢).

Inversement, si l’expression (5) est une différentielle totale exacte,
Pintégrale I, étendue & une multiplicité non fermée (I,) peut étre
remplacée par une intégrale 1, , étendue a la multlphcue fermée
(Es-1) qui limite (E,). Il suffit pour cela de montrer qu’on peut for-
mer une intégrale I,,_,,

1, ,= C,‘a,_.a,,_,d «, 'a.,---df'a,. "
p-A fff fa,.,.za,,., o O *

telle que 1, se déduise de 1, , de la méme fagcon que nous avons dé-
duit 1., de l,. On a ainsi un certain nombre d’équations aux dérivées
partielles pour déterminer les coefficients G, ,, ., ,, ct ces expressions
sont compatibles, pourvu que les relations (6) ou (6) soient satis-
faites.

3. Appliquons ces généralités aux cas les plus simples.
Si p=1, on a lintégrale simple analogue aux mtcwales curvi-
lignes,

(8) 1, :fA, de,+ Aydiy+ .o+ Ay diy:

cette intégrale I, étendue & une ligne fermée L, est ¢gale & Uintégrale
double

(9) l.:ffZ(M - U)o iy,

étendue a une multiplicité &4 deux dimensions limitée par la ligne L.
Pour que I, soit une intégrale de différenticlle exacte, il faut et 1l
suffit que l'intégrale 1, soit identiquement nulle, ce qui donne les
conditions bien connues

OA; __ OA4

(10) ar. = g (Lh=1,2,...,n).
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Soit maintenant 1, une intégrale double quelconque,
(l |) 12 ::[szi,k’['l;il/‘l;A';
Y

cette intégrale double 1,, étendue & une multiplicité fermée (1%, ), est
égale 4 unc intégrale triple I,, étendue 4 une multiplicité & trois di-
mensions (E,), limitée par (E,),

(12) _jjjz((’,;j - Oy M) diy day ey

Pour que 1, soit une intégrale de différentielle exacte, il faut qu'on
ait, quels que soient les indices Z, k, /,

. I)A,-;, d-’\kl ()Aa .
— = = 2y 00aqdl).
(13) ar T o T o = ° (Lkl=1,2,..,4)

Si ces conditions sont satisfaites, on peut identilier les expres-
sions () et (11); autrement dit, on peut déterminer » fonctions A,
A,, ..., \,, sausfaisant aux relations

JdA; JA .
(r4) ar (n"—-A,k (bk=1,2,...,0).
4. Rappelons encore la définition des invariants intégraux.
Soit
C e ("l.l o f[-’l'g . - d'l’u -
(1) Tl'———c—...-—— X, =i

un systeme d'équations diflérentielles; nous supposerons que les fonc-
tions X; sont uniformes ct continues, ainsi que leurs dérivées, et ne
renferment pas ¢, el nous appellerons, pour abréger, caractéristique
toute multiplicit¢ a une dimension I',, représentée par les équations

£ = f, (1), &y = fa(l), ceey Zy= fu(),

SOy oony fu(O) formant un systéme de solutions des équations (15).
De chaque point («c‘, Ly, ..., Ly) de espace & n dimensions part une
caractéristique I' qui est décrite par le point (&, &y, ..., x,) lorsque
{ varie.
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La valeur initiale de ¢ étant supposée nulle, considérons dans Pes-
pace & n dimensions une multiplicité quelconque & p dimensions (E});
de chaque point (z{, ..., z,) de cette multiplicité part une caracté-
ristique et, au bhout du temps ¢, le point (z{, ..., z)) est venu au
point (&,, x,, ..., &,). Le lieu de ces diflérents points est une autre
multiplicité 4 p dimensions (E,). Si l'intégrale multiple

(16) l,:ffo--fEA“,,,__‘,,,dxa,dwae...dxal,

a la méme valeur pour les deax multiplicités (Ej) et (E,), quel que
soit ¢, on dit que I, est un invariant intégral assoLv d’ordre p du
systéme (15).

Il peut se faire que cette propri¢t¢ d’'invariance n’ait licu que pour
les multiplicités fermées; on dit alors qu'on a un incariant intégral
ReLATIF d’ordre p, et on le désigne par la lettre J,.

En ce qui concerne les invariants absolus, nous ferons encore la dis-
tinction suivante : un invariant abhsolu peut étre une intégrale de diffé-
rentielle totale exacte; dans ce cas, nous le représenterons par l;. 1l
n'y a pas lieu de faire cette distinction pour les invariants relatifs,
puisque I'intégrale d’une différentielle totale exacte, étendue & une
multiplicité fermée, est toujours nulle. ,

D’aprés ce qui précede, un invariant intégral J, ou 1, donne immé-
diatement un invariant intégral I ; inversement, un invariant inté-

P
gral I7 est équivalent & un invariant intégral relatif J,_,.

8. Nous allons chercher, d’'une mani¢re générale, & quelles condi-
tions doivent satisfaire les coefficients Ay q,...a, POUr que 1, soit un
invariant absolu. 1l suffit, pour cela, de considérer 1, comme une fonc-
tion de ¢ et d’écrire que sa dérivée est nulle :

o, _
de

. dl : .
Pour obtenir —£ supposons qu’on donne it £ un accroissement olet

calculons le coefficient de ¢¢ dans la différence I,(¢ -+ ar) — 1,(¢).
Soient (z,, «,, ..., «,) les coordonnées d’un point quelconqgue de la
multiplicité (E,) au temps ¢, et (¢}, &, ..., x,) les coordonnées du
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point correspondant de la multiplicité au temps ¢ + 3¢. On a
w =i+ ot X;+... (i=1,2,...,n),

les termes non écrits étant intiniment petits du second ordre en &t.
Nous écrirons les deux intégrales I,(¢) et I,(¢ + <t) sous la forme
explicite (I) :

_rr )Ly, Ly,
()= [ [ [ DAarn, G o.‘,, du,du, ... du,,
()x& ‘)‘z‘zlr .
L(t+dty=[ [ [T 0 52 T duy du, ... du,;

! )y * .
Ai, ..o, désigne ce que devient A,, ., quand on y remplace x;
par .r;; et les deux inlégrales sont étendues au méme domaine pour
les variables auxiliaires w, w,, ..., u,.

'

/ .
dey dos, dry

2y

Soil Ayy, 4 Juy, 0w, om, " terme quelconque de la seconde

intégrale; on a
Aig8,7= Agsp,+ 50 X(Agg,.p,) +-

dus, __dug, ly 0X3, ary
du, ()u. s Qr;, Uy

0.1':3_, dry, ~, w0 0Xs, dry,
Jdu, Jdu, +°lz dr, duy

d.z‘,a', . dey, > Sﬂ oXg, o,
_— s} ————
du, du, i Jxy, O,
h
Oy, g, dw,,,

dan nouvelle in-
Ja O o, ans la nouvelle in

Cherchons le coefficient de ¢t
tégrale. Pour que le produit

A ’p dry drg, t)J";s,,

B Y
e B 0w, Ou, du,,

donne un terme de cette espéce, deux hypothéses sont possibles et
deux seulement :
1* On peut avoir
_ B —
B, = a,, 8, = a,, e B,= a,,
Journ, de Math. (6 série), tome IV, — Fasc. 1V, 1go8, N
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ce qui donne le terme

d
SIX (A, n) Lot 920 e,

du, Oouy  ou,

ol I'on a posé

X(fH=X,L +...+x o,

" 01'"

2° On obtient encore un produit de la forme voulue en supposant
que les p égalités §; = «; sont vérifi¢es sauf une seule. Si, par exemple,
on a
pi=°‘n ceey Bi—o=°‘i—n pi-c-l:“i-o-n ) B,,:Otl,,
B, étant quelconque, on a le produit

INg; dry, Oxa, ary

0y, . duy du, ()u,,

N
OJAa.--'x;,_..‘i‘-a.». -

¢t la somme des termes ainsi obtenus en faisant varier ; peut s’écrire

R\ ONy, dry dorg,
OtzAaJ,.,.a;,,lza;..... oo °

*r g, iy dJdu,

Comme l'indice variable B; peut remplacer I'un quelconque des

indices a,, 2,, ..., %,, on voilL qu'en d¢finitive le cocfficient de
72 iy,

P cee dans la seconde inlégrale a pour expression
Jdu, u,,
l)\/ ()\/ I ()\/ )
(17) Baaon, = X(A . )+2(AM i gt e A, .,.——l,_,.z",)

oo odl . ) L . \
ct la dérivée —# cst représentée par une intégrale multiple de méme

forme que 1, :

i1, ot vy, O dry,
(18) ’-(17'=U.--j El‘a-z-p--a,.‘o',,“,’”““'“ du, duy .. du,

e, vy,

cetle intégrale ¢tant étendue au méme domaine que la premicre.

dl,
Pour que 1, soit un invariant int¢gral absolu, il faudra que dt' soil
nul, quel que soit le domaine d’intégration, c'est-a-dire que tous les

coefficients B, ,, . ., soient nuls séparément. Done, pour que 1, svit



(10) X(Auan) + (At a2+ Aty Jo o Ay gy i)
=\

(20)
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un invariant intégral absolu, il faut et il suffit qi'on ail, pour
toutes les combinaisons d’indices a,, &,, ..., @,

B T - Wi poug Ok
18 g, LI dxy, L

Pour que 1,(¢) soit un invariant intégral relatif, il suffira que I'in-

. . . . dl, TR TP
tégrale multiple (18), qui exprime —, étendue & une multiplicité

fermée quelconque, soit nulle, c’est-a-dire que I'expression
2 Ba,e,...q, @To, - - - A,
% ...

soit une différentielle totale exacte. On obtiendra les mémes condi-
tions.en exprir.nant que l'intégrale multiple 7, d’ordrcf P+1 q}J’on
déduit de 1, ainsi qu'il a été expliqué plus haut, est un invariant inté-
gral absolu d’ordre p +1, ce qui fournit les équations de méme
forme que les équations (19)

- 371 29 T TR
s Bpia ory, vz,

N\ JX,, JX I\,
X( .\qz.%_.,’,,’m)+Z(J.,,,,,,,,a',_‘ 'o_le =2l = A —> =o,
h ]

les -1, ., étant données par les équations (3) ou (4) suivant la
parité de p.

I1.

6. M. Poincaré a aussi indiqué (Méthodes nouvelles de la Méca-
nique céleste, t. 11, p. 33) un procédé permettant de déduire dans
certains cas d’un invariant absolu I, un invariant absolu d’ordre infé-
rieur [,_,.

Sout

]l,=f/.'"fAz.a,...a,,d“"z. v dx“;-

un invariant absolu d’ordre p du systéme (15); si {’on pose

n

. "y _ ul -
('“) (‘a‘a,...a,,. .—zAa,a,...a,,-.ixh

=1
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on a un nouvel invariant intégral d’ordre p—1:

(22) 1, =ff---f2(laiaw,,p Az, dx,, ... dz, .

Telle est, sous sa forme générale, la proposition que M. Poincaré a
déduite de la liaison qui existe entre les invariants intégraux ct les
équations aux variations. Il est facile de la vérifier au moyen des con-
ditions (19). Il suffit, en effet, de montrer que les relations

Ar-t iy, oy,

@»X@MP%)+;@%W ot et G gyt e ) =0
=1

sont les conséquences des équations (19). Or, on a

X(Ca, a,...a,.._,) 22 XiX(Aa,a,...a,._,i) +22 Aa,a,‘..al,_,ixh 'ﬁ
i i h

a "

Remplagons X(A,,q,...4, ;) par sa valeur tliréc des formules (19);
il vient

X(C“'a""“" ) =22 An.a,u.z,, PV 9X,
i h

().l’/,
RN\ Jd\y,
-—Z x,z (i\I,a,.,.al,.,rD.;;I' -+
i h .
. ()\/, ()X/, '
-+ Aa,...il._,/l:zra—,"l -+ Aa-, Ry Tll./) .

En remplacant de méme les C par leurs valeurs, la relation a véri-
fier (22) devient

_ oxX;
4)X,, ) X,
_2 xiz (AM_J’._',H “+. o+ Aa,...u,,-xle)T.l')

X, . Xi g L
+2 (()J:a 2 "’al'“'ix'i+..'+ d‘cd Z»A“t"'al’ '2/’ixi> =0,

Py

ou, en supprimant les lermes qui se détruisent immédiatement,

. NS
2% et A thEA“' oy ke (f)x
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il suffit de permuter les indices i et 2 pour apercevoir 'identité des
deux membres.

7. Pour énoncer plus facilement les résultats qui vont suivre, j'ex-
pliquerai d’abord un certain nombre d’expressions et de notations qui
seront employées. J'appellerai I'opération par laquelle on passe d’un
invariant absolu I, ou d'un invariant relatif J, & un invariant ab-
solu 19, (§ 4) I'opération (D). Cette opération, appliquée & un in-
variant Ij,’, conduit & un invariant identiquement nul, comme on I'a
déja fait observer. L'opération définie au paragraphe précédent, par
laquelle on déduit d’un invariant absolu I, un invariant absolu I,_,
d’ordre inférieur, sera appelée pour abréger I'opération (E). Cette
opération conduit 4 un invariant identiquement nul, si I'invariant I,
auquel on I'applique satisfait aux relations

(24) 2 Aa,a,...a,,_,ixi= o,

i=1

quels que soient les p — 1 indices «,, a,, ..., @,_,. Nous dirons alors
que U'invariant 1, est ecceptionnel, ct nous le représenterons par la
notation 5. Appliquée @ un invariant non exceptionnel, Uopéra-
tion (K) conduit & un invariant cxceptionnel I,_,. Nous avons, en
effet,

E Ca,a,...a,,_,h Xh 222 Aa.a,...a,,_,hixixh’

h=1 ho i

et le coefficient de X;X, dans le second membre est

Z Aa.a,...a,,,‘,l:i +2Aa.a,...a,,_,1lz = 0.

° ih ih

(Cette propriété rapproche 'opération (E) de I'opération (D), et en
définitive nous sommes conduits a considérer quatre espéces d'inva-
riants absolus :

1° Les invariants qui ne sont ni I,d, ni 1% ; nous les représenterons par
lanotation I, quand il y aura lieu de mettre cette propriété en évidence;

2° Les invariants I7, pour lesquels I'expression sous le signe inté-
gral est une différentielle totale exacte;
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3° Les invariants exceptionnels qu’on vient de définir 1°, ;

4° Un invariant 1, peut étre a la fois 13 et 1% ; nous le represente—
rons alors par I,

Les résultats acquis jusqu’ici peuvent se résumer ainsi :

1° L'opération (D) appliquée a un invariant 1), ou 1%, conduit &
un invariant 15 ou 155 appliquée @ un invariant 15 ou 13°, elle
conduit & un invariant identiquement nul.

2° L'opération (E) appliquée & un invariant 1’ ou 15 conduit a
un invariant I° ou l" “; appliquée a un incariant 1Y, ou [“® elle
conduit é un invar mnl ulcnlzqumm nt nul.

Ces deux opérations se rapprochent donc par cetle propriété com-
mune ; si I'on applique I'une d’elles dcux fois de suite, on aboutit tou-
jours & un invariant identiquement nul.

8. Nous allons compléter les énoncés précédents.

A. Lopération (E) appliquée & un invariant 1 conduil a un
invariant 137,

Il suffit de démontrer que, si les fonctions Aa,“,ma, vérifient les re-
lations (19) et les relations (6) ou (G, les fonctions Cy,,, ., _, défi-
nies par les formules (21) salisfont aux relations analogucs aux rela-
tions (6) ou (6)".

Supposons, pour fixer les idées, (ue p soit impair; p— 1 est pair,
et il faut prouver que I’équation

0Cay..a,, OCa. .z , 0Cs aa 0 o
vty g 9Ca e e
(25) e * o . + .+ rT— 0
est une conséquence des équations (6) et (19). .

Remplacons les C par leurs valeurs; la relation a vérifier devient

AW
l l
o‘l‘ Aa.a, &y .:+2 ()J« a,...a,,i'*'"'+ZmAa,,a,...a,._,i

+2xi(()Aa,a,. i - dAa,‘..a,,i + o ()Aa,,a....a,.-,i) —o.

dﬂ‘a,, dry, dxap_,

Mais, p étant impair, une permutation circulaire de p indices équi-
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vaut & un nombre pair de dérangements, et la relation peut encore
g'écrire

oX; oX; oX;
E(Aia, -+ Aa.ia.,.. — ...+ Aa‘a i Y )

1,,()7 . a,, d-’«'a, ,...a.,,,.‘z dl'a,,,

+2X (l)f\a,a,...a,. i ‘)Aa,...a,,..ia,, + + ()Aia,,a... @, ,‘) = o,

dwal, dury, 0zg,

ou, en tenant compte de la relation (GY',
0X,
X(A,,e,.. )—i—Z( ity “:'dm +...+Aa,...a,,_.z(ﬁ:> =o.
,

On retombe précisément sur les équations (19).
On aurait des calculs analogues pour le cas ou p est pair ().

B. L’opération (D) appliquée & un incariant 15 conduit & un

d, e
invariant 177

Soit 1 un invariant ahsolu d’ordre p,
RS » y
= I /" J ~Aa,a,...u,.d‘1'a. Ly o ma,.?
les fonctions A, ,, _,, vérifiant les relations

(19) X(A,,. c‘) -)‘( N T .\ N: )—0,

’ ) x, ) 1....1,, "(’-l ,',

(?)‘ll) ZAa....zl. ,i-,i:: 0.
i

L1 . d .
L'invariant IS, correspondant a pour expression, en supposant par
exemple que p soit pair,

1,{“=.[.['...'{‘2.-1 won, ey dr, .. de,

M) {l peut se faire? que Popération (E) appliquée & un invariant intégral 13
conduise aussi a un invaviant L"),
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ol I'on a posé
. ()Aa.a,...a, dAa,...a.,,i dAia. By
Jc’z,.,.a,.i - 01, ‘)-Za. e -—————()x“l‘ .

Il s’agit de montrer que les relations

n

2 °'l"a, a,...a,,ixi: o

i=1

dAa,a,...a,, A, ey ()Aia....a,,_,
2 Xi ( oz, + T + o0 ———d-ray ) =0

ou

’

sont des conséquences des relations (19) et (24).
La relation a vérifier peut s’écrire

()Aia,...z,_.
X(A, ., °‘P)—+-ZX( dxa +...-+-____’)_—_0,

().Z'“P

ou, en remplacant X(A,,,, . ,,) par sa valeur tirée de (19),

dAd, “,, "\rl. z,, )
2 X d.z'a‘ +2 X l)’/x'

- E "_i A - —_ —i A
d, { Qg .o & e Z . [ - PR JY A4
; La, 2 P . (’Ia" 1 &y p-ié

Mais, p étant pair, on a

Aia,...a = - Aa,...a,,n ceey Aa

p Ve ®p gt T —Aia,...a,, )

et il reste
J O
'd‘;; (ZAa, ...aPiX >

sous cette forme, on voit immédiatement que la relation a laquelle on
est conduit résulte des relations (24).
Le méme calcul prouve qu'on sera conduit a un invariant I'*¢ en

P+
appliquant I'opération (D) & un invariant I, pour lequel toutes les

(V .a,,..,ixl') =03
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sommes

zAa....a,_.nxi

sont des constantes.
C. Les opérations (D) et (E) sont permutables.

En appliquant successivement les opérations (E) et (D) &4 un inva-
riant I, on est conduit & un invariant 1% (qui peut étre identique-
ment nul). En appliquant les mémes opérations dans I'ordre inverse
au méme invariant I,, on obtient encore un invariant I'I‘,"“". Les deux
incariants 15 et Ui sont identiques, au signe prés.

Soil
I,,:ff---fZAa',,_._anw,'...dxap

un invariant absolu quelconque d’ordre p. En lui appliquant 'opéra-

tion (E), on obtient un invariant I,_,,

o= [ [ B Can, oy b d
C‘a.a,...al,,., =2 Aa‘a,...a,,.,ixi-

De I _, on déduit ensuite I'invariant I',j”"’.

Ydoer N ‘
lp € _ffo'-IZn/{na‘“"'.al' dr“i"’d'bapy

ol l'on a posé, en supposant, pour fixer les idées, que p soit impair,

q, = 00“’“"”“" ! ()Ca“"'“l"'“r' + dc“pda...a,,—s
Fay...a, = ()J'a" l).l,‘1| .o dxall ;
O O ~ 0
=z 0""“/' (X‘.A“Ia!'“alﬁ ..i) +>~ ‘)Ta-. (Xi‘/\a,.._ “I’i) 4=

¢

)
+z d._"I‘;:<}(l'A"‘p°‘t---"‘I"'-".)'

D’autre part, en appliquant & I, l'opération (D) la premiére, on
Journ. de Math. (6 série), tome IV. — Fasc. IV, 1908. ) 46
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obtient un invariant I, ,

p+l—ff fz "Gy, .. a,.“d"’a," d-’/a,.+,,

o I'on a posé, puisque p est impair,

‘)Aa,...a,. dAa,...a,.i ‘)Azx.“a,,ia, dAia,...a,,_.
—_———

o i = —_ — e
Ry ®y... Qpi 0-1'[ ()-Z'a| ().l_a' d-l'a,,

ce qu'on peut encore écrire, d’aprés une remarque antérieure (§ 1),

) OAz, .a a,...a,i s, a0 g, . a, i

’l
-3 e _
By ... Gpl ox; Jx or
i &y - 9

0.2‘ al,

De ]“+| on déduit enfin, au moyen de l'opération (E), I'inva-

variant l"d' iR
nd,e) __ o s .r
I __ff/ Ci...apdity, ... diy
ol 'on a posé

=Z "1“«,0:, LG X
JA . tx,,: - 05\:,...:,,_,:
—X(Aa’ a) ZX l)la —...——-ZX['-—()-:;'—’—-.
En ajoutant les expressions de -1, o ctde Gy, , il vient

f.‘i‘,a'. + val a'
s )X, IN;
= X(Aa'“,...a,,)+2<f\am N A, __)
i

2 i . aee . Ll .
"t g, 1 dy,

ou encore, p étant impair,

’
S - e Sq,.. o

oN; X,
=x(Aa.. )+2‘(A,,§ g e A >=0.

)Ly,

On a donc, en définitive,

l(d,m .

el )
Lo,
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9. Ces propri¢tés étant établies, supposons qu’on connaisse un in-
variant intégral absolu I? des équations (15) (p >1).

En lui appliquant 'opération (E), nous obtiendrons un invariant
I‘,’H qui, en général, ne sera pas un invariant | 2. Donc, en appli-
quant 4 I _, 'opération (D), on obtiendra un invariant 1'% non iden-
tiquement nul.

Nous venons de voir qu'on obtiendrait le méme résultat en proce-
dant dans l'ordre inverse. La liaison entre les quatre invariants I},

Ic_,, 12,,, 15" est représentée par le schéma suivant (fig. 1) :

Fig. 1.

ltd,e)
g

Il peut arriver que le cycle soit incomplet. Partons toujours d'un
invariant I%; si I'opération (E) conduit & un invariant I'“ . I'inva-

riant I, ' sera identiquement nul, et I'invariant I3, déduit de I’, par

Popération (1) sera un invariant I,",". Si I'on part d’un invariant I¢,

I'opération (E) conduit & un invariant I‘,,d;‘;’; si I'on part d'un inva-

riant I9, I'opération (D) conduit & un invariant I,% 5.
Nous pouvons résumer tous les résultats qui précédent dans

I’énoncé suivant :

De tout invariant absolu 1,(p >1) ou de tout invariant relatif J ,,
on peul toujours déduire, par des additions, multiplications et diffé-
rentiations, au moins un invariant 1. ', non identiqguement nul.

La conclusion peut étre en défaut pour un invariant absolu I,; ce
cas sera traité a part.
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II.

10. Nous sommes maintenant amenés & examiner la question sui-
vante :

Connaissant un invariant intégral 1, des équations différen-
tielles (15), quel parti peut-on tirer de la connaissance de cet inva-
riant pour Uintégration du systéme?

Soit I5* ' un invariant intégral d'ordre p,

(26) 1;‘»'>=ff...szala,_,,al,dwa‘dw%...dw,y;

les coefficients A, ,, o, vérifiant les relations

n
.
zAa,ag.‘.a,, v ~\i =0,

i=1

quels que soient les indices %, @, ..., %,_,, les ¢quations (15)
entrainent les suivantes:

(27) ZAa.a,...a,,..,idwi:‘ 0.

i=1

Les ¢quations (27), linéaires ¢t homogenes en dw,, d,, ..., dc,,
sc réduisent donc & /z équations distinctes, m étant inférieur ou au plus
égal & n — 1. Sim = n — 1, les deux systémes (13) et (27) sont équi-
valents; mais, lorsque m est inférieur & #n — 1, le systéme (27) est plus
général que le systéme proposé (15) el toute intégrale du systée (27)

Flzyz,...,2,) = consl.

cst aussi unc intégrale premicre du systéme (15). Dans ce cas, la con-
naissance de I'invariant [ " permet de simplifier le probléme de I'inté-
gration. Nous allons montrer cn effet que les m équations distinctes
aucquelles se réduit le systéme (27) forment un systeme compléte-
ment intégrable.
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Rappelons d’abord le résultat suivant de M. Frobenius (*). Etant
données k équations

(28) Apde, +...+ Ay dr,=o0 (p=1,2,...,k)

se réduisant & m équations distinctes (m < nr), pour que ces m équa-
tions forment un systéme complétement intégrable, il faut et il suffit
que les relations

dAy; ()Aw>
(29) ;]-Zlul J<dxj oz o

soient des conséquences des relations
n n
(30) ZAW‘UF‘-‘ o, ZAW- 0;= 0.
i=1 =1

Les coefficients A,; des équations (28) sont, pour le systéme con-
sidéré ici, de la forme \a t..y s €D désignant par «,, ¢,, ..., %,, Une
combinaison des n premiers nombres (p—v)a(p—1).la dlfference

Aurcy v Mayayay
dzy ox;

est une combinaison linéaire des dérivées

dAa,..Aa,,.., ij dAa,...a,.-, iy
’
dxy,

s eens
0z,

d’aprés les ¢quations de condition (6) ou (6), qui expriment que
ZAa.a,...al, dﬁa,dxa,- . .dxap

est une différentielle exacte.
Il nous suffira donc de vérifier que les relations

. " OAu,ay..apif
(31) 2 Eu,-oj___“ ;J}: ‘=o

(') Frosentcs, Journal de Crelle, t. 82, 1877, p. 276. Voir aussi Fomsyrn,
Theory of differential equations, part 1, p. 51. Frobenius suppose k<<n; mais
on peut aussi supposer k> n, comme c’est le cas dans I'exemple traité ici.
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sont des conséquences des relations (30). Nous pouvons écrire |'équa-

tion (31)
Ay, y
2. uzz — ey = s

i=1 i=1

d’autre part, de la relation (30),

n
EAa,...a,,._.ij Vi== 1ty

j=1
on deéduit

n n
dAa R Y/l av;
_l-',—’()]_*- Aa a i — e (),
2 dxy, 2 2 Gl gy,
j=1 i=1

et a relation a vérifier peut encote s’¢erire

3 e i

i=1 j=1
ou

n
()Vj
dxu ZA‘“t - Xy l”u.—(,

j=1 i=1

et cette derni¢re condition est évidemment unc conséquence des rela-
tions (30).

Lorsque m = n—1, il semble que la méthode ne donne aucune
simplification. Mais on peut alors lrouver un multiplicateur ('),
comme on le verra plus loin (n® 41) dans un cas particulier.

11. Nous allons traiter en détail les cas les plus simples, p =1
etp=2.
Soit I'*** un invariant du prémier ordre du systéme (15),

1<‘d,e>=___fA| de,+ A,dw, + ...+ A, d,;

(*) La démonstration dans le cas général sera donnée dans un autre travail,
consacré plus spécialement & I'étude de ces systémes (27).
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les coefficients A, A,, ..., A, doivent vérifier les relations

AX, +AX,+...+A X, =0,
9A; _ OAx

9z 9z

Tls'ensuit que A, dz, +. ..+ A,dz, est une différentielle exacte du,
et u=c est une intégrale premi¢re des équations (15). De tout
invariant du premier ordre 1**' on déduit donc une combinaison
intégrable des équations (15).

Passons au cas de p = 2. Soit

I — f j " Ay daz; day

un invariant I** du second ordre. Les coefficients A;; vérifient les
relations
()A[ dAltl dAI ]
32 k + =L =
( ) oz, dz; diry ’ (1,, ]f,l: 1,2, ...,ﬂ).
(33) AuX +ApX,+...+A,X,=0

Les n relations

A de,+A,de,+...+ A, de,=o,
(34) A, de,+ Ay dey+ ...+ Ay dz,= o,

A de,+~Apdr,+...+ A, dr,= 0

peuvent donc éire considérées comme des combinaisons linéaires des
équations (15). En vertu des relations (32), on peut déterminer
rfonctions B,, B,, ..., B, telles qu’on ait

JB;, B,

dxk d.l‘,',

An=

et le systéme d’équations différentielles (34) est un covariant de la
forme de Pfaff ('),

(35) B,dx,+ B,dx,+ ...+ B,dx,;

(*) DarBoux, Sur le probléme de Pfaff (Bulletin des Sciences mathématiques,
2® série, t. V1, 1882, p. 14-36 et 4g-68).
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d’ailleurs ce systéme est toujours compatible, puisqu’il admet toutes les
solutions du systéme proposé (15). 1l en résulte que le déterminant de

Pfaff correspondant
A, A, ... A,

A,y Ay o Ay,

And Ana v Ann

est toujours nul. Cela posé, deux cas sont & distinguer, suivant la
parité de n.

Supposons en premier lieu n pair; A étant nul, il en sera de méme
de tous ses mineurs du premier ordre, et les n équations (34) se
réduisent en réalité & n—p — 1 équations distinctes (p > o). Ces
équations, formant un systtme complétement intégrable, admetlent
(n — p — 1) intégrales distinctes

Pr= G,, Pa = C,, ) Prrp-1 = Cn—p~u

qu’on obtiendra par I'intégration d'un systtme complet ou d’un sys-
tétme de n—p — 1 ¢(quations différentielles. Puisque ces inté-
grales 9,, 91, ..., $,,_, appartienncnl aussi au systéme (15), on voit
que le probléme de I'intégration a éi¢ simplifi¢, puisqu’on peutobtenir
(n— p —1) intégrales premitéres par Pintégration d’un  systéme
de (n — p — 1) ¢quations différenticlles. '

Si n est impair, A est toujours nul. Si tous ses mineurs du premier
ordre sont nuls aussi, le systéme (34) se réduit encore & (n—p — 1)
équations distinctes (p > o), et la conclusion est la méme que tout i
I’heure. Mais, si tous les mineurs du premier ordre de A ne sont pas
nuls, le systtme (34) comprend (n — 1) équations distinctes ct il est
enticrement ¢quivalent au systéme (15). Dans ce cas, on peut trouver
un multiplicateur du systéme proposé (15).

11 suffit de rappeler les propriétés suivantes des déterminants symé-
triques gauches. Soita, 3, ..., A unsystéme de 27 nombresenticers, choisis
parmi les n premiers nombres. Les expressions (a, 3,7y, ..., A) se défi-
nissent de proche en proche au moyen de la relation de récurrence

(@ Byyy s )= (2, ) (1,854 A)
+ () ()i s M B+ o+ (o A)(By vy e ey %)
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jointe & lu relation
(2,B) = Aqg.

Etant données deux permutations (&, B, v, ..., A) et(«/, B, ¥, ..., \')
qui ne différent que par 'ordre des indices, on a

(@ By Yy -y A) = (&, By Yy ey M),

le signe + convenant au cas ou les deux permutations sont de méme
classe, et le signe — au cas contraire.

Cela posé, soit » =2p+1, et supposons que tous les mineurs
du premier ordre du déterminant A ne soient pas nuls. On tire alors
des relations (34 ) un systéme équivalent :

dx, _ dx, _
(36) (2,3,4, ...o2p+1) — 3,4y ...,2p+1,1) 77
_ dzypyy .
- (1,2,3.4, vey2P)

Ce systeme (36) ne difféere pas du systéme (15). Mais il admet le
multiplicateur M = 1. 11 suffit, pour le montrer, de vérifier qu'on a
bien

2(2,3,4, ...,2p +1) + 0(3.4,...,2p+1,1)

Jdxy 0z,
37)
‘ 9(4,5,...,ap+1,1,2)
-+ 0, —+.

o= 0.

Un terme quelconque du premier membre de cette relation est de
la forme
A,
_da:,k (@ Byyy-ees M),

(e, B, v, ..., A) étant une permutation des (2p — 2) nombres enticrs
qui restent aprés la suppression des trois indices 7, k, {. Or, les trois

dérivées Lk, Bt dAu o0y 4) est facile de le voir, le méme multipli-
dx, d.l‘,' d.Z‘k

cateur. On a, par exemple, la somme

JA oA JA
(dx:“ + dxi‘ + dw;’)(4’5’ ce 2D A1),

Journ. de Math. (6¢ s¢rie), tome 1IV. — Fasc. 1V, 1go8,

FEN
A |
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et tous les autres termes peuvent étre groupés d’une fagon analogue.
La relation (37) est donc une conséquence des relations (32).

12. Soit I, un invariant intégral absolu quelconque du sys-
téme (15),
l‘=fA.dav.+A,dx2+...+A,,dx,,;

I'opération (E), appliquée & cet invariant absolu, conduit & une inté-
grale premiére

AX, +AX,+...+ A, X,= const.,
théoréme dd a M. Poincaré. Ce résultat peut étre illusoire, si

A X, +...+A,X, se réduil a une constante. Nous allons examiner
le cas plus général ou I'on connait un invariant relatif du systéme (15) :

(38) J, =fA,dx.+...+A,,dw,,.

De cet invariant J, nous déduisons par 'opération (D) un inva-
riant [¢,

(39) If=ff2 (g%i - %}?) dx;dxy,

et de I'invariant I nous déduisons ensuite par 'opération (E) un inva-
riant [ €,

(40) 1% =fy..dac. + padoy + .o+ g diy,

ou 'on a posé

B = a;, X, +apXy+.. .+ @in Xy

(41) dA;  0A .
aik:m“";ﬁ-’f (i k=1,2,...,0).

Si tous les w; ne sont pas nuls i la fois, on obtiendra donc par des
quadratures une intégrale premiére du systéme (15):

Uy &Lyyonvyibn) =fy.,dx, + wydie, + ...+ p,dx, = const.

l.a proposition s’applique aussi & un invariant intégral absolu I,
prop PpPlq ) )
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pourvu que tous les coefficients p; ne soient pas nuls; mais l'intégrale
premiére & laquelle on est conduit n’est autre que l'intégrale pre-
miére donnée par le théoréme de M. Poincaré.

Il suffit de vérifier les égalités

d .
d_xi(A'X‘ +..+AX)+ X a+...+ X, @,,=0 (i=1,2,...,n),

ui deviennent, en remplacant les a;; par leurs expressions
’ P v ik 9

9X X, .
«3;%+---+An7£+X(A:)=0 (I=1,2,...,n).

On retrouve précisément les relations qui expriment que I, est un
invariant intégral absolu. Mais, si I'on part d’un invariant intégral
relatif, des quadratures sonten général nécessaires pour obtenir I'inté-
grale premiére U.

13. La proposition ne s’applique pas si l'invariant I'“ ® représenté
par la formule (40) est identiquement nul. L’invariant du second
ordre (39) est alors un invariant I ; si cet invariant I © n’est pas
lui-méme identiqquement nul, on a vu plus haut comment la connais-
sance de cet invariant permet de simplifier le probléme de I'intégra-
tion. L'invariant I{"® ne peut étre identiquement nul que s'il a été
dé¢duit par I'opération (D) d’un invariant absolu I4.

Si cet invariant 1% est “®, on a vu comment il donnait une inté-
grale premiérc par des quadratures (n° 11). Le seul cas ot la méthode
paraitne donneraucune simplification est celui d’un invariantabsolu I,
qui n’est pas en méme temps I'* . Soit

If:fA.dx,-;—...-f-A,,dxn

cet invariant; 'expression A, dz, + ... +A,dx, est une différentielle
exacte dU. D’autre part, 'expression

AX, +...+AX,

ne peut étre nulle, sans quoi I sera I'* ?; d’ailleurs, les coefficients p;
étant tous nuls, cette expression se réduit  une constante K différente
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de zéro. Des équations (15) on déduit alors

Adz+. .K.+ A, dz, — dt,

etl'on a, par des quadratures, une intégrale premiére qui contient ¢ :
fA.dw.+...+ A,dz,=K¢+C.

14. Le résultat général du n° 12 établit un lien entre la recherche
des combinaisons intégrables du systéme (15) et les invariants relatifs
du premier ordre de ce systéme. 1l est facile de mettre directement
cette liaison en évidence.

Trouver une combinaison intégrable des équations (13) revient
a trouver un systéme de » fonctions w,, g, ..., &, telles que
i dz, + podzy + ... + p,dx, soit une différentielle exacte et qu'on
ait en méme temps

(42) WX, 4.+ X, =o.
On satisfait & cette derniére relation en posant
(43) P‘iz)\icxc +)‘inxa+---+)‘~inxm

les A;x étant de nouvelles fonctions des variables x,, x, ..., , satis-
faisant aux conditions

}‘ii:: o, 7\ik+ )\ki= 0.

La condition d"intégrabilité 2 — %2 gi¢crit alors
dxk d.r,‘

(44) X(l,k) EX/, Pink +2 <)‘M X X,,, gé—:) = 0,

€n posant
0)\,/; 07\,, k a ki
P’hk - d . ().2‘,‘ ().Z',,

Si nous comparons ces conditions (44) aux condilions

(45) X(au) +Z (ahk‘(’,"' a,, e gx,‘) = o,
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I, =ff2aikdwid-l'k

est un invariant intégral du second ordre, nous voyons qu’elles
deviennent identiques en remplacant A, par a;, pourva qu’on ait

qui expriment que

da;h dahk dak, _
dxk + dx,- A dx,, _0’

c'est-a-dire toutes les fois que I'invariant I, est 14, ou a été déduit d'un
invariant J, ou I, par Popération (D).

18. La combinaison de calcul qui conduit & ce théoréme peut se
justifier a priori par une remarque qui a ¢été le point de départ de ce
travail et que je développerai seulement, pour plus de simplicité, dans
le cas de trois variables.

Considérons un systéme de trois équations différentielles du premier
ordre que j'écrirai, avec les notations ordinaires,

(46) b Z_a,
X, Y, Z ne dépendant pas de ¢, et soit
J,=fadx+bdy +cds

un invariant intégral relatif de cc systéme, que nous pouvons rempla-
cer par un invariant intégral absolu du second ordre

Ig‘.—:ffAdmdy + Bdy ds + Cds da,
ou
da _db  p_0b_de  ~_dc_da
dy dx — 90 oy oz 03
I'expression sous le signe ff étant une différentielle exacte.

Soit C, une courbe fermée quelconque, qui n’est tangente en aucun
de ses points & la caractéristique des équations (46) issue de ce point;
prenons une surface I, limitée par I'; et telle que la caractéristique
issue d’un point quelconque ne soit pas tangente  la surface.
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Soit M, un point quelconque de Z, de coordonnées z,, ¥,, 3, ; si
nous prenons pour valeur initialede ¢ la valeur zéro, les valeurs initiales
de x, y, z étant x,, y,, 3, dans les équations (46), le point de coor-
données (x, y, 3) décrit un segment de caractéristique M,M lorsque ¢

Fig. 2.

varie de zéro 4 0. Si 0 est suffisamment petit, le lieu de ces caractéris-
liques est un volume analogue &4 un cylindre, limité par deux sur-
faces X, et Xy, el par une surface S cngendrée par les segments de
caractéristiques issucs des différents points de C,, lorsque ¢ varie
de zéro & 0. '

L’intégrale 19 étendue a toute la surface extéricure (ui limite ce
volume est nulle; d’autre part, comme 1{ est un invariant intégral,
I'intégrale prise suivant le coté extéricur de Zy est égale i I'intégrale
prise suivant le coté intéricur de X,. Par conséquent, I'intégrale 1
étendue a toute la surface S est nulle. Si nous considérons cette inté-
grale comme une fonction F(0) de 0, nous pouvons donc écrire qu'on
a F'(8) = o. Pour évaluer cette dérivée, supposons les coordonnées
d’un point de C, exprimées en fonction d'un paramctre variable u de
telle facon qu'on obtienne tous les points de cette courbe en faisant
varier u de zéro & Uj les coordonnées d’un point de la surface S sont
alors des fonctions de deux variables u et ¢,

(47) a;=f‘(t,u), }’=f:z(t’u)’ 3=fa(’1 u)a

et 'on obtient tousles points de cette surface en faisant varier u de zéro
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aUettdeoad. La fonction F(0) a alors pour expression
AR=y)  gD(r.3)  D(z.2)
Py = [ A5G0 + Bt + Cog | dedu,
cette intégrale double étant étendue au domaine qu’on vient de défi-
nir, et , y, z étant remplacées par les expressions (47) dans A, B, C.

On peut encore écrire cette formule, en tenant compte des équations
différentielles (46) elles-mémes,

F(e)—f dtfl ( - Y%

+B(Y2: — z"y) +c(z_— —X )] du.

d

Pour 6 = o, la dérivée F'(6) se réduit a
! 9 J -\ 03
f., |(CZ ~ AY) G + (AX = BZ) + (BY - CX)52 | du,
c’est-a-dire i l'intégrale curviligne

(CZ — AY)dz + (AX — BZ) dy + (BY — CX)ds,

(Co)

prise le long de C,. Cette intégrale étant nulle, quelle que soit la
courbe fermée C,, 'expression

(48)  (CL—AY)dz + (AX — BZ)dy + (BY — CX)ds
est donc une différentielle exacte.
D’ailleurs, on a
X(CZ - AY) + Y(AX — BZ) + Z(BY — CX) =,
et, par suite, l'expression (48) est une combinaison intégrable des

équations (46).
Si I'on a en méme temps

CZ — AY =o, AX — BZ = o, BY — CX = o,
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on en déduit
X_Y_z
B-C X

et le systeme (46) est équivalent au systéme

’ de _dy _ dz,
(46) FT=T=%
ce nouveau systéme admet pour multiplicateur 'unité, car on tire des
expressions de A, B, Cla relation

B  dC  JA _
oz "oy T %

16. Pour terminer, nous appliquerons encore le théoréme général
aux invariants d’ordre n et d’ordre n — 1. Soit I, un invariant
d’ordre n,

(49) I,,=ff...fde.dw2...dx,,;

toute intégrale multiple d’ordre 2 pouvant étre remplacée par une
intégrale multiple d’ordre n — 1 étendue a une multiplicité¢ fermée,
on peut considérer I, comme un invariant 14, L'opération (E) appli-
quée & cet invariant conduira donc 4 un invariant 17" .

Supposons n impair; nous prendrons

Am..,n= Aza...m = A:M...nu el = M’

d, e)

et 'invariant I © aura pour expression

(50) 1;;‘;7):[]. . fM[X,‘d;c,dw,...dxn_. + X, dz,...dz,+ ...].

L’expression sous les signes d’intégration doit étre une différen-
tielle exacte; comme 7 — 1 est pair par hypothése, on a donc la rela-
tion

J(MX)) d(MX,) d(MX,)
(51) dw, -+ d&l‘g +...+-—le——0,

ce qui montre que M est un multiplicateur, et nous retrouvons un
thcoréme de M. Poincaré. Le systéme d’équations différentielles (27),
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associé a linvariant 147 est, dans le cas actuel, identique au sys-
teme (15) lui-méme.
La conclusion est la méme si n est pair. Nous devons prendre

An...u-‘: - A:l:%...lu = Aa'....n:z e = M?

e)

et 'invariant 1)"” a pour expression
(50) 14— f f .. f M[X,de,de,... dr,,— X,de,...de, +...J;

mais, # — 1 étant impair, la condition (51) ne change pas.

Supposons enfin ue nous connaissions un invariant 1, ,. Plusieurs
cas sout a distinguer, suivant les hypothéses qu'on peut faire sur cet
invariant. Si l'on a un invariant [ °, il est de la forme (50) ou (50),
suivant la parité de n, et la relation (51) est encore vérifice, de sorte
quc M est un multiplicateur.

Un invariant I,_, qui n’est pas 14 donne un invariant [, par I'opé-
ration (1)) et par suite un multiplicateur.

Mais, si l'on applique Popération (E) 4 un invariant I} |, on obtient
un invariant I ,, et il semble que Popération (1)) sera nécessaire pour
arriver finalement & un invariant 14, ¢’est-d-dire & un multiplica-
teur. Mais, dans ce cas, il se produit une simplification, ainsi qu'il
résulte d’un théoréme de M. Keenigs (') ; le systéme d'équations dif-
foventielles (27), associé a l'invaviant [{_,, est complétement inteé-
grable, et 'on obtient ainsi une équation

A(f) zzy‘r'g‘% =0,

qui, jointe a I'équation X( f) = o, forme avec celle-ci un systéme com-
plétement intégrable.

Il est facile de comprendre la raison de cette simplification et de
voir en méme temps pourquoi elle ne se produit pas dans le cas géné-
ral. Supposons que, par un changement de variables, on ait ramené le

(") Sur les invariants intégrane (Comptes rendus, t. CXXIL, 6 jauv. 1906,
P 23-27).

Journ. de Math. (#* sérvie), tome IV. - Fase. LV, 1908, i 18
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systéme (15) & la forme

= — [R.AL.Y

o (] o 1

—

(52) do, _ dzy _ depy _dzn _ o)

et soit I,_, un invariant intégral d’ordre n — 1

| =ff .fp,dx,...d.v,,+ wydr,...dx,de, + ...,

les coefticients ., w,, . . .. 4, ne dépendant que des variables x,, x,, ...,
Zp_ye

I'opération (E) appliquée a cet invariant I,_, conduit & un inva-
riant IS ,, od ne figurent ni x,nid, :

Lr={/... f 3 Carorn i, Ay, iy, .

Le systéme d’¢quations différentielles (27), associé a cet inva-
riant I; ,, est de la forme

dz, _ dx, __dz,_,

A T W

Ays Agy ooy Ay ne dépendant pas de iz, et les deux équations

n—1

Ny 9 af _
%)\,D‘; = 0, m =0

forment bien un systéme complet.
Prenons au contraire un invariant intégral du systéme (52) d'ordre
inférieur a 1 — 1, par exemple uu invariant 1,

L, '-'—ifjm 2 Ajdudzy;

les coefficients A sont indépendants de i,, et U'invariant |7 quon
en déduit par 'opération ( K) est de la forme

l‘;:j(]‘dx,+(_22d;r,+...+(‘,,, dx, ,,
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C,, G, ..., C,_, étant des fonctions de z,, «,, ..., Z,, qui peuvent
étre quelconques. Le systéme (27), associé A cet invariant I, se réduit
ici 4 I'équation unique

Cyde,+Code, +...+C,_ . dc,_, =0,

et il est clair que, en général, cette équation n’est pas complétement
intégrable si n est supérieur a 3.



