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SUR L'ÉQUATION FONCTIONNELLE DE FREDHOLM. 28.3 

Sur l'équation fonctionnelle de Fredholm; 

PAR M. BRYON HEYWOOD. 

CHAPITRE I. 

THÉORIE DES FONCTIONS FONDAMENTALES RELATIVES A UNE ÉQUATION DE FREDHOLM. 

les equations fonctionnelles associées de Fredholm relatives au 
noyau K(.v, l). 

Dans ces équations les fonctions K(.ç, /),/(·*) sont connues, et l'on 
cherche à déterminer <p(*)> Ψ(0· 

Les limites d'intégration sont fixes : elles ne seront plus désignées 
explicitement. 11 est supposé d'abord que les fonctions K(s,/), /(s) 
sont finies et intégrables. 

M. Fredholm démontre que les solutions des équations (1) dépendent 
d'une certaine fonction résolvante, K.(s, /,λ), qui satisfait aux équa-

O IVAR FREDHOLM, Ofversigt af Kongl. Vetcnskaps-A kademiens Fôrhand-
lingar, Stockholm, 1900. — Acta mathematica, t. XXVII, 1903. 

Journ. de Math. (6* série), tome IV. -- Fuse. III. hjoS. JO 

§ 1. — Théorie de M. Fredholm (')· 

1. On appelle les deux équations suivantes : 

<?(s)-ll KO, t)o{t)dl =/(.*), 
*■' a 

Ψ(0 ~Kf K (s,0'\'(s)ds=f(t), 
ft 

ω 
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lions 

(2) I — K(s, /)-i- K(s, /, λ) = λ Γ Κ (s, τ)Κ(τ, /, λ)ί/τ, 

Ι = λ^Ίί(«, τ,λ) Κ(τ, Ι)άτ. 

Il est facile de vérifier, par substitution directe et tout en supposant 
l'existence pour une valeur donnée de λ d'une fonction Κ(.v, /, λ), linie 
et intégrable, que les deux expressions 

(3) 
?(*)=/(■*)+"Λ/λ)/(/)Λ, 

Ψ(0=/(0 + λ f κΟ> λ )/(*)<& 

sont des solutions des équations (i). On vérifie de même qu'elles sont 
les seules solutions, en substituant dans (3) les valeurs de /(s) tirées 
de (i). 

2. M. Fredbolm trouve pour la résolvante une fonction unique, 
méromorphe en λ, 

π r λ ] Κ(*,/,λ)= 1>(λ) » 

oil D ^ λ^, D(X) désignent respectivement les fonctions entières 

Klλ)=ς '· ■ ζζιζΌ
,/s· · · ·,&·· 

0 

Klλ)=ς '· ■ ζζιζΌ,/s· · · ·,&·· 
0 

Κ étant le déterminant 
(t1, t2,...., tn. 

Ο ^-(®n ^a) ··· ^n) 
Κ (s

a
,t,) K(s

a
,t

3
) ... K.(.S\,/„) 

...................... 

K(sn,t1) K(sn,t2) ... (K(Sn, tn) 
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On appelle D(X) le déterminant relatif au noyau K(.y, l). Tous 
les poles de K(.v, /, λ), considérée comme fonction de Λ, sont des zéros 
de 13(X) ; ils sont par conséquent indépendants de .y, /. On démontre 
facilement que tous les zéros de 13(X) sont des poles de K(.y,/, λ). 
On a 

(4) 
jf D ̂

S ds = /K(.,,)A - λff K(^· A, A, +... 

= ->(
λ

>· 

Donc λ, étant un zéro d'ordre ρ de D(X), et un zéro d'ordre p
{ 

de D^ λJ, il faut qu'on ait 

plPi + ι-

D'où il résulte que λ4 est un pôle de K.(.y, λ). 
Les zéros de D(X) ont la plus grande importance : on les appelle 

constantes caractéristiques du noyau K(s, t). Nous les désignons 
par les symboles 

( ·>) X;» Xjî ···! Xrtî .... 

Lorsque λ est inférieur en module à la première constante caracté-
ristique λ„ K(.y, /, λ) s'exprime par la série 

(<>) 
K(.v, /, λ) = Κ, (.y, /) -h λ Κ... (.y, /) 

-+- Λ" Κ.., ( .ν, t) H- ... -h X" K
ft

(-y,t)+.... 

Les coefficients sont les noyaux réitérés. Ils sont détermines par 
les formules 

K,(*,/) = Κ (*,/), 

(7) 

K
2
(.v, /) = I Κ (.y, τ) Κ(τ, /)^τ, 

K„( .y, /) — j Κ (.y, τ ) K„ ,(τ, t )dx 

=j " ' j k Ο' · 1 ) 1^( · m ·ϊ)···Κ.(τ«
 t

)t)d ·. | dz.2... d~
n

 ,. 
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Si la longueur du chemin d'intégration est l'unité, et que M désigne 
la limite supérieure de | Κ (.9, t) |, on aura 

Kn(s,0Ι^Μβ· 

Le rayon de convergence de la série (G) est |λ, |. On a, par conséquent, 

Γ'·.Ι à· 

3. De ce qui précédé il résulte que, dans le cas où λ n'est pas égal 
à une constante caractéristique, chacune des deux équations ( i) a une 
solution linie, unique, et bien déterminée. Cette soluLion s'évanouit 
lorsque f(s) — ο identiquement. 

Lorsque λ est égal à une constante caractéristique λ,, il n'y a pas en 
général de solutions linies des équations avec second membre. Pour 
qu'il y ait des solutions, il faut que la fonction /(s) satisfasse à cer-
taines conditions, comme nous le verrons plus tard. Vlais, pour λ = λ,, 
il y aura toujours des solutions des équations sans second membre 

(») 
?(*)--j ^(·ν, =<>, 

ψ(/) —λ, /)ψθ)</.ν = υ. 

M. Fredbolm écrit 

(-.)) 

j. Ζ*,,*,,...,**-Λ 
(t1,t2...., tk) 

=2^/···/'κ(ΓΓ"" Τ* ' ") ''*· 
υ 

La fonction 1)Α est entière mi λ, les variables ν,, v.j, ..., λ·α; ',, 
t2, ...,lk étant arbitraires. 

Il démontre alors (|ue si l'on a identiquement 

D(X,)=», D(;X,)=o, D ,λ,)=«. 

mais <jue 

Dq(s1,s2, ...,sq)#0 
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il y a q solutions indépendantes de chacune des équations (8). Pour 
la première équation on a les q solutions 

ρ /A'lt λ2» · · ·ι ^k— li 'S *Α·+1> · · · > "'νΛ 

Φ4(.ν; = (-1/-< y;-'' '*■·'*+■■···■ ν (Ατ=ι,2, ..., q). 
ρ /A'lt λ2» · · ·ι ^k— li 'S *Α·+1> · · · > "'νΛ 

Pour la seconde équation, on a 

ρ /A'lt λ2» · · ·ι ^k— li 'S *Α·+1> · · · > "'νΛ 

Φ4(.ν; = (-1/-< y;-'' '*■·'*+■■···■ ν (Ατ=ι,2, ..., q) 
ρ /A'lt λ2» · · ·ι ^k— li 'S *Α·+1> · · · > "'νΛ 

Il n'y a pas d'autres solutions indépendantes des équations (8). On 
appelle les iq fonctions 

Φ,(*), Φ,(.ν), 4>f(#), 
Ψ^ι), ψ,{/), ..., Wq(l) 

les solutions fondamentales relatives à λ,. 
Il y aura une solution de la première des équations avec second 

membre (1) pour λ = λ,, pourvu que les q conditions 

j f{s ) Ψ, ( s) ds = 0, I f( s) Ψ
2
(.ν) ds = 0, ..., 

I f{s)x\\(s)ds = ο 

soient remplies, dette solution aura pour expression 

(<)· ?(·ν> =/(·*) + λ / A'(>» t)f(*)dl 4- ̂ akOk(S), 

où 

IV,(,"V'!' V) ι>, ("■' .") 

Los coeflieients ah étant arbitraires, celle solution a le de^ré q d'indé-
termination. 
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Il y aura une solution pareille de la seconde équation dans les con-
ditions correspondantes. 

Il a été supposé que le noyau K(.ç,/) était fini. Des travaux de 
MM. Fredholm, Hilbert et Plemelj il résulte qu'on peut appliquer 
toute la théorie précédente lorsque K(.v, /) devient infini, pourvu que 
ses singularités soient d'un ordre plus petit que l'unité. 

Knfin on peut supposer que K(.v, /) ou que le chemin d'intégration 
soient complexes. 

§ 2. — Combinaison de deux noyaux orthogonaux (')· 

4. Deux noyaux Κ, (s, /), K
2

(.v, /) sont dits orthogonaux lorsqu'ils 
satisfont aux relations 

(10)
 /

K

 ,0,τ)Κ
2
(Τ,0^ =

 /*.<
 Λ, τ) Κ, (τ, t)dz = ο. 

Nous allons démontrer que la résolvante de 

Κ(ί, /) = κ,(·ν, o + Mv) 

est la somme des résolvantes de K,(.v, / ) et de K
2

(.v, t) : 

Κ (.s·, /, λ) = k, (s, /, A) -h Κ
2

( s, t, Λ). · 

Ecrivons les deux formules 

tu) 

— k, ( .v, / ') +■ k, (.V, t, A ) = λ f k, ( .9, z) k, (-T, /, λ ) th. 

--λ j Κ,ιτ,ηΚ.,(.ν,τ,λ)//τ, 

(ia) 
- k

2
(.v, (),-f- k

2
(s,/, λ) — λ j k,(.v, τ) K

2
( τ, f, h) d~. 

— λί K,(:,/)kj(.v,:,A)il:, 

(') M. Goursal a trouvé plusieurs des résultats démontrés dans cet article et 
dans le suivant. Il les a publiés dans les Comptes rendus, octobre et no-
vembre 1907. .l'avais, de mon coté, fait cette Communication à M. Picard à la 
fin du mois de juin 1907. ( Voir la Note de M. Picard dans les Comptes rendus* 
au sujet de ma Communication, le s5 novembre, p. 909.) 
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De (11) et (12) dérivent les équations 

JK
u
(s, τ) Κ, (τ, /, λ) άτ = JΚ

2
(τ, ί) Κ, (*, τ, λ) άτ = ο, 

j* Κ, (s, τ)Κ
2
(τ, /,X)cfa = y Κ, (τ, /)K

2
(s, τ, λ)ΰ?τ = ο, 

d'où l'on obtient, en les combinant avec (11) et (12), 

("3) 
— Κ,Ο, /)h-K,0, /,X) = X jΚ(*,τ)Κ,(τ, 1,\)άτ 

= λ^ Κ (τ,/)Κ,(5,τ,λ)ί/τ, 

04) 
-Κ

2
(^,0 + Κ

2
(.

?
,/,λ) = λ y Κ(ί,τ)Κ

2
(τ , /, X)efa 

= λ f Κ(τ,ί)Κ·2('. τ,λ)Λ. 

L'addition de (13) et (1/4) nous donne 

(ι5) 

- [Κ,(s, t) -h Κ,(,, /)] -H [K,(s, ί, λ) -h K
2
(s, ί,λ)] 

= K(s, τ)[Κ
4
(τ, Χ) -+- Κ

2
(τ, /, X)]ûfa 

= XyΚ. (τ, /) [Κ.
4
(ί, τ, λ) -h K

2
(s, τ, λ)] cfa, 

équations qui déterminent la somme Κ, (5,./, X) H- K.2(s, X). 
Or, K(«, /, X) est déterminé par les équations 

— K(a», l) -h K(.v, /, X) = \jK(s, τ)Κ(τ, ly \)dz 

= X yK(x,0K(e, τ,λ)^τ, 

qui sont identiques à (i5). 
Puisque ces équations ont une solution unique, il faut que nous 

ayons 
K(s, X) = K, (s, X) -h K

2
($, ty X). 

o. Le déterminant de Κ (s, t) est le produit des déterminants 
de Κ, (Sy t) et de Κ

2
(j, l). 
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Pour le démontrer, revenons à l'équation (/j); elle nous donne 

(.0) /K(
S)S

,X)rf
S
 =-^ ^D(X) = - ^[logD(X)]. 

Donc 

^[logD(X)] = -/K(
S
,
S
,X)dX 

= - F\ K,(.5,s, λ) -t- KJO, S, λ)| ί/λ 

= ^[logD
(
(X) + logD.(X)] 

= ^!l°g[D,(X)xD
2
X|!, 

c est-a-dire 
D(X) = C χ Π,(λ) χ D

a
(X). 

Pour achever, il faut démontrer que la constante C est égale à 
l'unité. Il suffit de faire λ == ο : 

D(o) = 1 = D,(ο) χ l)
3
(o). 

Donc 

(17) D(X) = D,(X) χ D
a
(X). 

6. De la dernière proposition il résulte que, si X, est une constante 
caractéristique de K.(s, /),*elle sera aussi une constante caractéristique 
ou de K,(.v, t) ou de K.,(.s, /), ou de K,(.9, t) et de K.

a
(.9, t). Prenons 

la dernière hypothèse qui renferme les autres connue cas particuliers. 
Nous pouvons maintenant énoncer la proposition suivante : 

Les solutions de Véquation 

(18) 9,(5) —K,(s,£)9,(/)ifr = o 

et les solutions de Véquation 

(19) 9
2
(ί) — X, y*K

a
(.v, t)y«(l)dt = ο 
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sont aussi des solutions de 

(20) <p(s) — λ^Κ(ί, l)y(t)dt = o. 

Les solutions de (20) sont des fonctions linéaires des solutions 
de (18) et de (19). 

Nous multiplions l'équation (18) par K
3
(r,s) et nous intégrons: 

y*K
a
(r, s)y

t
(s)ds = λ, jy>K

a
(r,5)K

1
(.ç, l) vft)dsdt = o. 

Donc 

?«(*)- λ, y K(«,/)9,(/)rf/ 

= ?ι(*) —/ *y K
3
(s, t)y

{
(t)dt = o. 

11 en résulte que 0|(s) est une solution de l'équation (20). De 
même oa(®) est aussi une solution de (20). 

Maintenant, soit 9(e) une solution quelconque de (20). 

Mettons 

(ai) 
A, f K, (s, l) q(t) dt=q,(s), 

?(»)=?'.(*)+?:(*)· 

Je vais démontrer que 9',(β), 9'a(®) sont des solutions de (18) et 
de (19) respectivement. 

Des équations (20) et ( ai) on tire 

(22)
 ?

;(5) = λ, yK
a
(,?,/)<p (t)dt, 

d'où il résulte 

j' = Κ,(β,/)Κ
3
(/,τ)φ(τ)ίί/βίτ = ο, 

Journ. de Math. (6* série), tome IV. — Fuse. III, 1908. - 3q 
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et, d'après (21), 

q',(s)-A,f Κ, (s, *)?;(*)<& = λ, J Κ, (s, t)y'
%

(t)dl = ο, 

c'est-à-dire que (s) est une solution de (18). 

De la même manière, en nous servant de (22), nous pouvons 
démontrer que φ2(«) est une solution de (19). 

Il est facile de voir que les solutions des équations avec seconds 
membres 

?0) —λf K(M) ?(0 dl=f(s), 

?·(«)—'λ0?*(0dt =/(·)» 

?a<»—λ y K
a
(«, o?Î(O^=/W 

satisfont à la relation 

?(«) +/(«) = ?« (s) + ?.(«)· 

§ 3. — Partie du noyau relative à une constante caractéristique. 

7. Nous allons d'abord étudier ία continuité de la résolvante 
Κ (s, t, λ). Supposons que Κ (s, /) soit une fonction finie et conlinue 
de s, t \ K(s, t, λ) sera aussi une fonction finie et continue de s, / pour 
toute valeur régulière de λ. 

Nous remarquons que, si K(s, /, λ) a des discontinuités autres que 
ses pôles en λ, ces discontinuités sont indépendantes de λ. Donc il 

suffira de démontrer que K(s, /, λ) est continu en s, l lorsque |λ|< —, 

M étant la limite supérieure de |K(s, /)|. Nous avons vu (§ 1 ) que ̂  

était au plus égal au module de la première constante caractéristique. 
Donc la série 

(23) K(s,*, λ)= Κ, (s, ί)4-λΚ
2
(ί, λη-< K„(s, l)+ r

n
(s, Ι,λ) 

est uniformément convergente. Nous pouvons toujours trouver le 
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nombre entier /i
0

, tel que lorsque n>n
9
 nous aurons 

k,(«, !< λ)|<ι, 

où ε est un nombre positif aussi petit qu'on veut, et indépendant 
des, t. 

Le noyau K(.s, t) étant continu, nous pouvons trouver h tel que 

|K(s-hA, t) — K(.s, *)|<ίε· 

Le noyau réitéré K
n
(s, l) est continu aussi, et satisfait à l'inégalité 

|Κ
η
(* + Λ, *)-Kn0,0| 

= I j [K(s -h A, t)—K(s, /)] Κ
Λ
_,(τ,l)dr]<Mn-1e, 

puisque |K
n
|<M", d'après le § 1 

Donc nous avons 

|K(*-t-A, ί,λ)-Κ(*, /,λ)| 
H 

ι '| kA(> η-//,/)-Kk(s,t)] -4-KO+ Α, /,λ) —Γ
Λ
(ί,/,λ)| 

λ -1 
η 

ί2|λ*-'|Μ* ·ί + ·ΐί 
Λ — 1 

i:i(2 + TrrTriM)' 

puisque |λ| M < ι. 
Il en résulte que Κ (s, /, λ) est une fonction continue de .ç quelle que 

soit la valeur de t. On démontre de la inème manière que K.(s·, /, λ) 
est une fonction continue de t quelle que soit la valeur de s. 

Les noyaux discontinus auxquels on a jusqu'ici appliqué la théorie 
de Fredholm sont tels qu'à partir d'un certain noyau réitéré K(i, 1) 
tous les noyaux réitérés sont finis. Dans ces conditions l'étude précé-
dente nous permet d'affirmer que la résolvante K.(s, /, λ) ne peut 
avoir de discontinuités que pour les valeurs de s, t qui rendent 
K(M) discontinu, où l'on suppose tou jours que λ ait une valeur régu-
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lière. Ceci résulte de ce que les noyaux réitérés sont discontinus seu-
lement pour les valeurs de s, t qui rendent K(.ç, t) discontinu. 

8. Soit λ, une constante caractéristique quelconque du noyau K(.ç, /). 
Si les lettres p, q, r représentent respectivement la multiplicité du 
zéro λ,, du déterminant D(X), le nombre de solutions fondamentales 
relatives à λ,, et la multiplicité du pôle λ, de la résolvante K(s, l, λ), 
je peux démontrer l'inégalité suivante : 

(24) r q S ρ 1. 

Les conditions du § 1 nous donnent 

d,(;;x,)=O, «v. (î;; o. 

D,('··? 'r- \ IJ S y · · · » tq-\l / 

Soient p
n

 />
a

, .pq-%, pq{— o) les degrés de multiplicité du zéro λ, 
pour ces fonctions D

n l)2, Dv ,, Dv respocliveiueiit. 
Nous avons r = p — p

{
. 

On obtient facilement les formules suivantes analogues à (4) : 

/b
1
Çx)A = -^l),(X), 

/Μ^λ)*=->·(ί:λ)· 

/D< - *ΜΕ£::::ΐ: ;λ> 

De ces formules résultent les inégalités 

p — \'lp
%

, />, - llp*i ft-a - I^AV-n 

c'est-à-dire 

p... ρ* ■+■ 1 Pu ~+~2 ··· Pq-i + q — i :Pq .+ y » 7. 
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Donc on a 
p,+I>q 

et, par conséquent, 
r-h q^p 4-1. 

9. Dans le voisinage du pole λ, nous pouvons écrire Κ (.y, /, λ) sous 
la forme 

(2t)) 

K" ( „ / ·* \ ?»·(·*> Ο , ?r l(A'«0 , , ?l(,çiO , , , 1\ 
( ' λ)- (ΧΡ=λΤ

Γ ( λ, — λ 1 (ΪΓ=Τ) *·(*» '» Λ) 

— λ0> ^·) ?β(Α' ^)· 

Mous appelons y(.y, I, λ) la partie de la résolvante relative à la 
constante caractéristique λ, ; nous appelons la fonction 

( 2
7
 )

 X
0, /) = χ(.ν, ι, ο) = +...+ 2^ 

/i/ partie du noyau K.(s, t) relative à λ,. 
Si K(.v, 0 est continu, les fonctions φ,(.?,/), t), ..., <p

r
(s, *) 

seront également continues. Pour le démontrer traçons dans le plan 
des λ un contour C, qui renferme λ,, mais qui ne renferme pas d'autres 
constantes caractéristiques. Mous aurons 

OS)
 ?v

(.v, t) = jf(X, - λ)ν « K(.?, /, λ)ί/λ. 

La résolvante K(.v, /, λ ) étant continue sur le contour, il faut 
que ^

V
(v, t) soit continu. Kn général, lorsque k ( .v, /)a des disconti-

nuités, ç-
v
(.v, t) ne peut avoir rie discontinuités que pour les mêmes 

valeurs de s, t. 

10. Ilappelons maintenant la formule (id ) : 

(|Γ>) I KO, V,\)ds = — ^|logD(X)|. 

Puisque λ, esl un zéro de I)< λ ) d'ordre ρ, nous avons 

l>( Λ) = (λ, — k)' Ι)'(λ), 
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OÙ 
Ο'(λ,)^ο. 

Donc 

>ogD(X)]=_^+ *[logD<(X)]. 

L'expression J^[logD'(X)] reste finie lorsque λ tend vers λ
η

 et nous 

tirons de (16) l'équation 

(29) Hm(X,-X)jK(
S)S

, X) ds = -h p. 

De (26) et (29) il résulte que 

(3o) 
Jy

r
(s,s)ds = o, fy

r
_
t
(s,s)ds=zo, ..., 

f?
2
(.ç,*)<fc = o, fy

t
(s,s)ds = p. 

11. Nous écrivons maintenant les équations (2) sous la forme sui-
vante : 

(3.) 

— K(s, t) H- K(s, /, λ) 

= (λ — λ,) J*Κ.(ί,τ) Κ.(τ,/,λ)*£τ-h Κ.(Α·,τ)Κ(':,/,λ)^τ 

= (X -X
1
)J Κ(.9,τ,λ)Κ(τ,/)^τ4-λ,JR(.V,T,A)K(:,/)//:. 

Si nous substituons ensuite l'expression de K(.v, /,X) tirée de ( 2b) 
dans les équations (3i), nous aurons le droit d'égaler les coefficients 
de (X, — λ)-', (X, — Χ)- 2, ..., (X, —- X)~r dans les trois membres. 
Ceci nous donne 

(32) φ
Γ
(«,/) Κ(.ν,τ)φ

Γ
(τ,/)^τ = Χ,^ Kf τ,/)φ,(.ν, τ)</τ, 

(33) 
φ,-.(«,0 = λ«^Κ(Α,τ)φ

Γ

_,(τ,/)ί/τ - (Κ(.ν, τ) φ,(τ, 0 άτ 

= X,yΚ(τ,/)φ
Γ
_,(ί,τ)</': ~ f Κ(τ,/)φ

Γ
(.ν,τ)</τ, 

t 
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et 

(34) 
φ, (s, l) = λ, f¥L(s,x)<f,(x,l)dx—JK.(s, τ) φ,(τ, I) dx 

= \,J Κ (τ, t)<f,(s,x)dx-J Κ (τ, «)?>(*> Ό <#τ, 

(35) 

?·(*> λ) - κ(®. 0 

= λ/Κ(, , τ) φ
0
(τ, /, λ) cfc Κ(τ) φ

4
 (τ, l)άτ 

= Κ (τ, ί)φ
0
(ί,τ,λ)ίίτ—^*Κ(τ, ί)<ρ

4
($,τ)ύ£τ. 

Ο α transforme ces équations aux formes suivantes : 

(36) f K-0, τ)Φ,(τ,/)«ίτ= J"Κ(τ, *)?,·(*, τ) Λ =qr(s, t) 

(37) 

Γ K.(s, τ)φ,_,(τ, l)dx =j Κ(τ, l)f
r
-i (■«, ') dx 

_ φΓ_,(.ν, 0 , φΓ(ί, 0= —ΤΓ-+~ΊΓ' 

» 

(38) 

f Κ.(ΐ,τ)φ,(τ, t)dx =J K(x,l)y,(s,x)dx 

, ftU, Ο , , fr(s,t) --ΤΓ+ ~ΤΓ 

= χ(«. 0. 

(39) 

Χ/Κ( τ) φ
0
(τ, /, λ) cfo = λ^Κ.(τ, *) <ρ

0
(*, f, λ)Λ 

= - Κ.(Μ) + ?ο(Μ»λ) 

, ®ι(*<0 , , ?r(M) ζ Η"·Η *Γ-

=?·(«1 *>λ)— ?θ(*1 ̂ 0)· 

On multiplie ensuite l'équation (2) du § 1 par <p
r
(/, r) et on l'in-

tègre par rapport à t. En se servant de (36) on a, après un léger chan-
gement de notation, 

(4o) J Κ(ί,τ,λ)φ
Γ
(τ,ί)ΰ?τ= ^*Κ(τ, /, λ)φ

Γ
($, τ)άτ ==qr(s,t).. 
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Et de la même manière on obtient les autres équations 

(4.) 
f KO, τ,λ)φ,.,(τ, l)dt = f Κ(τt,A)qr-1(st)dt 

9r-l(®»0 , 9r(*SO 

ι 

(42) 

/K(„ , τ, λ)φ
1
(τ,/)Î/T = ̂ Κ.(τ,/, λ)φ,(«, τ)«£τ 

— <Μ*' 0 , φ» (Μ) , , ?r(*f Ο 
λ,—λ (λ,—λ>· (λ,-λκ 

= χ(*> '> λ)· 

On se sert de nouveau de l'équation (2(3) pour séparer dans les 

équations(4o),(4i), (42) les coefficients de ^ _!.))<' 
et l'on obtient ainsi une série d'équations qui se résument sous la forme 
suivante : 

(43) ^φι».(ί,τ)<ρ
β
(τ,/)ίίτ = f?

n
(s, τ)γ

Μ
(τ, t)dz = ο 

si m -+- η ]> r -+-1, 

φ/W-WJ-I ($5 Ο» 
si m η _ /· 4- ι, 

(44) Jφ«(β, τ) φ
β
(τ, /, λ)«*τ = j φ

e
(s, τ, λ) φ

/;<

( τ, /) = ο, 
pour toute valeur de m. 

i l. A l'aide de (11) on peut démontrer que les deux parties de 

K(*> 0 = /.«(*> 0 -+- ?·(*» Λ °) 

sont orthogonales. On a, pour toute valeur régulière de λ, (Jt, 

(44,) Jχ(ί,τ,λ)φ
β
(τ,/,,u)rfT= j?«(*, τ, μ)χ(τ, f, λ)«?τ = ο. 

Faisant λ = ο, ρ. = λ, nous avons, d'après (3g), 

(45) 
- ?.(«> 0) + φ,(*, l, λ) = λj φ„(«, τ, ο) <ρ,(τ, ί, λ) Α 

= \f y,(τ,/, ο)φ,(», <, λ) Α, 
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et, d'après (2), 

Î'l«) 
- χ(*> 0 + /.(«- λ) = >-/·/.(*> *)'/.(τ» λ)^* 

= "
Α

/χ("> 0 ·/.(·«> ">
λ
)

rfT
· 

On peut donc dire que les fondions ç»
0

(.v, /, o) et y (.v, l) sont ortho-
gonales et ont respectivement pour résolvantes des fonctions 9

0
(s, f, λ), 

γ (s, /, λ). Il résulte que nous pouvons appliquer les considérations 
du S 2, et que nous pouvons considérer à pari la partie y (.v, /) du 
noyau K(.ç, t) relative à λ,. 

Le déterminant de y (.v, t ) est donné par 

^[loKL)'(X)| = V, λ)Λ
 = 7

yL
 = r

!L
T; 

Par conséquent, 
D'( A) = (λ — λ, Y X const. 

Mais 
1Υ(ο)=ι, 

et l'on a 

(47) D'(X) = (I-£)'. 

C'est le facteur du déterminant Ο(λ) deK.(s,l) relatif à la 
partie yfs, t). 

On peut démontrer que les parties du noyau relatives à deux con-
stantes caractéristiques sont orthogonales. 

Soient yj(·?, t), y^C·*» 0 les parties du noyau t) relatives à λ,, 
λ

2
; soient /j(s, /, λ), y-

2
(s, /, λ) les parties correspondantes de la ré-

solvante. On a 

Κ (s, /, λ) = χ, (s, /, λ) H- y,(s, /, λ) + 9; (s, /, λ), 

et, en appliquant les formules (^441 )-> 

j'h (*> ') '■> λ) + 5,'λ-, ι, λ) | fit 

■ =/'/.■ ('> 0 [&(*> ν A) ·+- ?'.(«. "1 λ)Ι <l~ = <>· 
Journ. de Math. (6* série), tome IV. — Kasc. Ill, 1908. 4^ 
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La fonction φ'0(.ν, /, λ) reste finie lorsque λ s'approche de λ.,; donc, 
en se souvenant de la forme de /^(s, λ), on aura 

j yAsi~)yA~il A) άτ — J 'ίΑ^^Υ/Α^'Ά^τ = ο. 

Faisant λ = ο, 

(17^ f/.«(^ A'b(~,tV/τ ^ j'/A""» r)'/A'^ ~)d~ = <). 

Nous avons donc démontré que /jf*. 0, y^(-si t) sonl orlliogonales. 

§ 4. — Fonctions fondamentales. 

•12. I Envisageons maintenant la fonction o
r
(s, t). L'équation ('la') 

indique qu'elle est une solution de chacune des équations associées de 
Frcdholm sans second membre pour λ = λ,. Donc, considérée connue 
une fonction de s, ®

Γ
(·ν, t) est la somme de q fonctions indépendantes 

au plus. De même, considérée comme une fonction de Λ ο,.(.ν, /) est la 
somme de q fonctions indépendantes au plus. Nous pouvons écrire 
o

r
(s, t) sous la forme 

'/ 

?/-(M) =2 ?*(*) *]*(')· 
A· ι 

A D'après 1 equation (33) on voit que o
r
 .,(*,/) est une solution de 

chacune de deux équations associées de Frcdholm, avec second 
membre, pour λ = λ,. Les conditions du g I pour l'existence des solu-
tions sont nécessairement remplies, d'après (/|8). La forme des équa-
tions (9,) démontre que ç

r
._,(ar,/) est aussi la somme d'un nombre 

fini de produits : 

qr-1(s,t))Ek(s)n'(1). 

Nous examinons de proche en proche toutes les fonctions t ), 
çv_

3
(.s·, /), ..., 9,(s, t), et nous trouvons enfin que o,(s, f) est aussi la 
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somme d'un nombre fini de produits : 
η 

?.(». ο=Σ?*(*)ψ*(ο· 
/•-ι 

Nous substituons cette expression dans une des équations (43) : 

y?i («»")?.(') ο ̂ =?< (g> o-
Il en resuite 

9r-l(®»0 , 9r(*SO 

Nous supposons que les fonctions φ, (s), ..%
u
(s) sont indépendantes, 

et que les fonctions (/), ψ«(0 sont aussi indépendantes. Dans 
ces conditions nous égalons les coefficients de 9A(S) ΨΧΟ dans les deux 
membres. Ceci nous donne les relations 

m 

f?*0) = ° si k Φ h 

= ι si k =j, 

f ?i(>5 s)ds = n. 

Rappelons une des équations (3o), 

f φ
 i
(s

i
.s)ds = p

i 

où ρ est le degré du zéro λ, de D(X). 
Nous avons n — ρ, 

ρ 
(48.) ?.(·'··. 0 =2ms)'M0; 

nous appelons les ·ιρ fonctions 

(4q ) ?t(·9)? 9·ΛΦ·> " ?/>(s)i 

U0, MO ψ,(0 
fonctions fondamentales relatives à λ,. 
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Si un zéro de degré μ de 1)(λ) csl considéré comme ρ zéros dis-
tincts, on peut dire qu 'une paire de fondions fondamentales corres-
pond à chaque zéro de D(X). 

Les fonctions fondamentales relatives à λ, satisfont aux équa-
tions (4#)· Elles constituent un système hiorthogonal. 

13. Considérons maintenant la fonction G.fs, /); d'après(43), on a 

(5o) J5
a
(.y,T)9,(T,/)^ = J ο

 t
(s,z)z,(z,t)dz = z.j(s,t). 

11 est clairque G
a
(s, t) est une fonction linéaire homogène de ?,(«),..., 

φJJ(s) et aussi de ψ,(/), ..., On peut écrire 

/' 

(5l) 5
a

('.v, f) = 2 «/y*qj(s)Y(l) 
β 

Les équations ( :h>) sont ainsi vérifiées. El puisque, d'après ( Ίο), oil a 

J%.,{s,s)ds = o, 

il faut que l'on ait 

(5ι.) 2«*a=o· 

Les autres fondions o.,(.s\/), o
r
(s, t) s'expriment maintenant à 

l'aide des équations (43) en fonctions de g, (s), .... ψ,(/),.... 
ain aia, On a 

(5 2) 

?.(*.')= Σ β««>*?/<*)lao» 

hp 

?·» '.) = '2 "'V ^A· «AV ?/(·0 ψ/( /), 
ίβΐ 

»./» 

?r(V> = 2 ψ/Λ')· 
'ι il·••'r i'V 

Mais il faut en même temps, à cause des équations (3o), que les coefli-
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cients u
it

, «,2,... satisfassent à certaines conditions, à savoir : 

(53) 

2] ^ikaki— O, 
ik 

djj Cljk (iki O, 

ijk 

2 α/..,α/,.,·=°· 
/, i» ... i r ι 

On aura aussi, dans les cas ou r< py
 à admettre que tous les coeffi-

cients de φ
/+1

(ί, t) sont nuls. 

14. D'autre part, si nous choisissons 2pfonctions <p<(s), ..., fyWi 
ψ

4 (0) · · - j Ψ;>(0 et ρ2 coefficients a
t
,, ..., app qui satisfont aux condi-

tions précédentes, nous pouvons construire un noyau auquel toute la 
théorie s'appliquera. Les coefficients ont un haut degré d'indétermi-
nation ; en particulier, nous pouvons associer à chaque ajk un même 
facteur indéterminé p.. 

Ecrivons y (.s, l) sous la forme 

Z(s,t)=1 Z1p a jkqj(s)yk(l) 

Je dis (jue les coefficients de y{(s), ça(«), ·.·, sont des fonc-
tions de / linéairement indépendantes. S'il n'en était pas ainsi, il serait 
possible d'écrire 

<54) ·/.(*,/) =2?*OHi(0 

en somme de ρ — ι produits. Il est facile de voir que le déterminant 
du rioyau ( :>4) est de degré ρ — ι au plus. En eftet, le coefficient de λ** 
dans Β(λ) est l'intégrale du déterminant 

X(sn, S2, ..., sp) 
\A'l» ι · · · ι ·*/>/ 

χ(«·>*ι) x(*« »«) x(«>»*#.) 

χ(«·>*ι) x(*« »«) x(«>»*#.) 

z(v) ZÎVs*) ... 7Λ*#.»·ν) I 
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qui est identiquement nul. De même, les coefficients de ... 
s'évanouissent. Mais nous savons que le déterminant du noyau y ( s·, t) 

est — γΥ' Donc l'équation (54) est impossible. 

Nous voyons donc que les fonctions 

(55) 

αΗ ψΐ(0 + α< 2 ψβ ( α </;ψ/>(0' 
α'2\ ψι(0 a2a ψίίΌ "+~· · ·"+" α2/>ψ/>('.) 1 
................... 
α/>» Ψ» (0 "+■ α/;2 ψϊ (1 ) · · · "+" αρρ ψ/»(0 

sont linéairement indépendantes. Par conséquent, le déterminant 

Il a«»" Il 
ne peut pas s'évanouir. 

Or, chacun des coefficients a
/n

„ est un polynorne de degré r — ι au 
plus en p., qui est le facteur indéterminé. Donc le déterminant ||a

/w/t
|| 

est un polynorne en p. de degré p(r — Ο au plus, et dont le terme ab-
solu est l'unité. Puisque le déterminant ne s'évanouit pas et que le 
polynorne ne peut pas avoir de zéros, il faut que ce polynorne se ré-
duise à son terme absolu, c'est-à-dire 

(56) || oc,-* ||= .· 

Si l'on développe || a
TOW

|| en fonction homogène des aJk, 

Ilay*Il — î +A,4-A
2
+...-l- ,

}
, 

on aura 

(5 7) A, — o, A
2
—ο, ..., A^,(,._

1
)—o. 

Les conditions (5^) (qui ne sont pas indépendantes) équivalent aux 
conditions (51,) et (53). 

15. Nous avons vu dans le § l que la fonction φ, (s, i) ne peut avoir 
que des discontinuités de la même nature que celles de Κ (s,/). Si 
<p

4
(s, l) a une discontinuité au point (.9„, /„), il faudra soit que l'une 

des fonctions <p,(s), ..., fy(s) ait une discontinuité à s = s
0

, soit 
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que l'une des fonctions ψ«(/), .··> Ψ/>(0 ait une discontinuité à 
/ = à cause de l'équation (48,). Mais, si ?„(.?) est discontinue 
pour s = .v

0
, la fonction φ, (s, /), et par conséquent le noyau K(s, /), 

sera discontinue pour s == s
0

, quel que soit t. Il en résulte le théorème 
suivant : 

Toutes les fondions fondamentales γ»0(
5) seront continues au 

point s = .ç
0
, à moins que le noyau Κ (s, i) ne soit discontinu pour 

s = s
9
 indépendamment de t. 

Kn particulier, l'ensemble des noyaux qui deviennent infinis de la 
même façon que (s — i)"*, où α <i, lorsque s tend vers t, mais qui sont 
ailleurs continus, ont toutes leurs fonctions fondamentales finies et 
continues. 

16. Dans le cas où K(.s, /) et λ, sont réels, nous pouvons toujours 
supposer que les fonctions fondamentales sont réelles. En effet, si nous 
avions la paire complexe 

?l (*) = ?'(*)+«'?"(«). 

Ψ.(0 = *'(')+ 4'(0. 

nous aurions la paire conjuguée 

q2(s)=q'(s)-iq"(s), 

Ψ.(0 = Ψ'(')-«Ψ"(0. 

et il est facile de voir que nous pourrions remplacer le système com-
plexe 

?.(*). ?«(«)> 
'•MO. <M0 

par le système réel 
2?'(0. -2q" (s) 

ψ'(0, ψ"(0, 

qui remplit les conditions suffisantes. 
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17. Nous avons yu que les fonctions fondamentales relatives à une 
constante caractéristique formaient un système biorthogonal. Nous 
allons démontrer maintenant que le.s fonctions fondamentales rela-
tives à l'ensemble des constantes caractéristiques forment un même 
système biorthogonal. 

Soient λ
η
 λ

2
 deux constantes caractéristiques du noyau K(.v,/); 

χ,(ί,/), /), les parties de Κ.(«, t) relatives à λη
 λ

2
, sont ortho-

gonales. Il en résulte que 

Ι/,ί .ν,/,λν/^τ,/, ρ)//τ ~ <>. 

Séparons le coefficient de (λ, — λ)~4(λ
2
 — p.) 4 qui est identique-

ment nul : 

/[itf'ow'o) -wo]
 d

~-

A cause de l'indépendance des fonctions φ(4)(.ΐ) et des fonctions ψί3)(/), 
on a 

/Ψ» ' (") ?>"(') dx = a (A· = ι, 2, (y = ι, a, , /(,). 

De même on a 
fy2(t)q(1)(t)dz=0 

Donc les fonctions fondamentales relatives aux deux constantes carac-
téristiques λ,, λ2

 forment un même système biorthogonal, et la géné-
ralisation énoncée ci-dessus en résulte immédiatement. 

18. Nous considérons maintenant les solutions des équations sans 
seconds membres 

φ(ί) —λ, j Κ(*,/)?(/) dt — ο, 

Ψ(0— f κ(®> /)ψ(*)ώ = ο. 

D'après ce qui a été démontré dans le § 2, on voit que les solutions 
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seront les mêmes que celles de 

?(*) - 0/*/.(«> 0ï(0 dl = "< 

Ψ(0 - θ/V.O, ΟΨΟΜ» = °· 

KUes seront donc des fonctions linéaires homogènes des fonctions fon-
damentales 

?(Ό=ΣΡ* ?*(*)> 
A -t 

Ψ(0=Σϊ*'Κ(0· 
a = ι 

Ces fonctions seront, en général, en plus petit nombre que les fonc-
tions fondamentales; dans le cas seulement où /* = i, il y a coïnci-
dence entre les fonctions fondamentales et les solutions fondamentales; 
cette catégorie renferme les noyaux symétriques (voir Chap. II, § 2). 

19. Remarquons enfin que nous aurons plusieurs développements 
en série intéressants, dans le cas où ces séries sont uniformément 
convergentes. 

Le noyau K(s,t) et la résolvante se développent suivant leurs 
parties : 

K(s,î) =κ.,(ν) +7.1 {">') +χ«(*>0 +···, 
Κ(ν,λ) — Κ

0
(«, ι, λ) + /, (s, t, λ) + y.j(s, t, λ) -κ. 

où K
0
(.v,/) est un noyau sans constante fondamentale et K

0
(s, λ) 

est sa résolvante. 
Les solutions des deux équations associées se développent suivant 

les fonctions fondamentales 

?(*) = /(*) + a< T>< (*) + ?»(«) + ■ ■ ·. 
'•KO —f(0 ■+■ Ψι(')+ +· · ·· 

20. Pour compléter ce Chapitre nous allons donner un exemple 
Journ. de Math. (6· série), tome IV. — Fasc. III, 1908. 4 I 
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d'un noyau dont la résolvante a un pôle double. Un noyau avec le 
système biorthogonal 

q,(s), q2(s) 

Ψ.(0, Ψ.(0 

et la seule constante caractéristique λ, aura la forme 

χ(«,ί)=1q,(s,l)+1q2(s,l) 

= τ, Ι?· ̂  Ψ· e} +q2(s)Y2(l) 

+ jfl an?.(-v)'M<) + ai2?<(s)'M<) 

-ha.,, 9,(*}ψ,(Λ Η-α«?ι(Όψ.,<'/)| 

(où nous avons omis un terme qui représenterait une partie du noyau 
sans constante caractéristique). Pourvu que le second terme ne s'éva-
nouisse pas identiquement, il y aura une seule solution de chacune des 
équations sans seconds membres, à cause de la relation 

/* q'zp ι. 

Les coefficients a doivent satisfaire aux conditions 

cii t H- (i22 — ο, 

α;, + '±ai2a.;{ -h a:., = o. 
Faisons 

«π = αβ» α«
4
 = —a, 

on trouve 
α„=- αβ, =xB2; 

donc 

?.(*><) =i ίΛΟ'Μ*) —β ?ι(*)Ψ»(0 
+ αβ1 ο

2
(«)ψ,(/) — αβ ç2('V ) ψ2(0 

= «[?. (·ν) + β ?>(s)l I β ψ. (0 - MOJ. 

les constantes α, β ayant des valeurs quelconques. 
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Nous pouvons dire maintenant que le noyau 

y.0> Ο = £ |?.(*)ψ.(0 + ?.(»)Ψ»(0Ι 

+ χί[?((·«) + ?ίί(·*)11βψ'(0 - Ψ»(')Ι 
a la résolvante 

χ(*> <> >>) = I ?■(·') Ψ<(0 + <?»(«) Ψ»(01 

■+■ (X~ïjî I ?<(·') + ? ?»(*)! I.P Ψ< (')- Ψ»(ΟΙ 

et les solutions fondamentales 

<p,(*) + pç,(*), βψ,(0-ψ.(0· 

Si α = ο, il y aura deux paires de solutions fondamentales coïncidant 
avec les fonctions fondamentales. 

Nous donnons les deux exemples particuliers : 

(0,211), y (s, /) = (sins sin/ -+- cosscosl) 

4- £(sins -+■ Pcoss)((3 sin/ — cos/), 

(ο, ι), χ(.ν,/)= ~|ι - (6s - s) (6/ - s)I ■+■ ^(3,9 - 2)(3/ - 2). 

CHAPITRE II. 
APPLICATIONS DE LA THÉORIE PRÉCÉDENTE. 

§ 1. — Nombre de constantes caractéristiques. 

1. Il est facile de construire des exemples à l'aide de la théorie 
exposée dans le Chapitre I. Etant donné un système biorthogonal 
quelconque, nous pouvons le diviser en groupes de fonctions et, avec 
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chaque groupe, nous pouvons construire une partie fondamentale à 
laquelle nous attachons la constante caractéristique que nous voulons. 
La somme de ces parties, supposée uniformément convergente, est un 
noyau dont nous connaissons les constantes caractéristiques, les fonc-
tions fondamentales et les solutions fondamentales. 

Le problème inverse, consistant à déterminer le système biortho-
gonal d'un noyau donné, est résolu par la méthode de M. Fredholm. 
Si nous pouvons séparer le noyau en plusieurs parties orthogonales, 
chacune de ces parties peut être considérée à part et le problème sera 
simplifié. Si nous pouvons trouver toutes les parties fondamentales, le 
problème sera résolu sans avoir recours à la méthode de M. Fredholm. 

2. 11 y a des noyaux sans constante caractéristique, par exemple la 
» · sin.? cos/ · · fonction —j pour l'intervalle (o, 27:), ou encore la série supposée 

convergente 

^ aWJl cos///.? sin//Λ 
0 

Les noyaux des équations de Volterra appartiennent aussi à celle 
classe, car ils satisfont à la relation 

K(s, l) = ο pour /_>·. 

Lorsque nous avons séparé les parties relatives à toutes les con-
stantes caractéristiques, il peut rester une partie qui n'a pas de con-
stante caractéristique que nous pouvons appeler la partie relative à 
V infini. 

Donc la forme la plus générale du noyau à η constantes caractéris-
tiques distinctes est 

(r) K(s, /) = χ, (s, l) -H /·.(>, t) + t)-h ... -h χ,, (s, t) H- ?
 f)i 

où χ,, y
a
, ..., -/„ sont les parties relatives à λ,, λ.,, ..., λ„. 

Nous allons examiner maintenant quelques cas où le nombre de 
constantes caractéristiques est infini. 
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5. M. Hilberl (■) définit le noyau fermé au cas symétrique par la 
condition qu'il n'existe pas une l'onction continue f(s) telle que 

(2) y κ(»,/>/(/)<//=0. 

Nous pouvons prendre la même condition pour définir le noyau 
asymétrique fermé par rapport à l. 

Nous dirons que le système biorthogonal 

?lO)l ?>0)> ···! ?»0)> ···) 

ψι(')> ψϊ(')' "·> '** 

est fermé par rapport à t lorsqu'il n'existe pas de fonction con-
tinue /(.s) telle que 

/W(s)f(s)ds=° 

pour toute valeur de //. 
Dans ces conditions, nous pouvons démontrer que, si le système 

biort h agonal dé un noyau est fermé par rapport à /, le noyau est 
aussi fermé par rapport à t. 

Supposons, si c'est possible, qu'il existe une fonction f(s) telle 
que 

jK(.y, t)f(t) dl — o. 

KnvisageoTis la constante caractéristique λ, à laquelle correspond la 
partie fondamentale 

(4) /.(*, i) = £ £«,·,· ?/(«) Ψ/0)· 
1 

Nous écrivons 

β;=/ψ/(0/( l)dt 0' = ', 2, ···,/'); 

(') DAVID HJLBERT, IVach. su GôUingen. 1904, Heft 1. 
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or on a l'équation 

fK(s,l)Yj(s)ds=1EajkYk(l) 

donc 

(5) ^2«/*?* = /fK(s,t)tyj(8)f(t)dsdl = o =1, 2, ....p), 

Ainsi les quantités β satisfont aux ρ équations linéaires sans seconds 
membres (5). Mais nous savons (Chap. I, § 3) que le détermi-

nant [ajk] de ces équations est égal à l'unité (en omettant le facteur 

commun 1). Donc il faut qu'on ait 

pour toutes les fonctions fondamentales du noyau, ce qui est contre 
l'hypothèse exprimant que le système biorthogonal est fermé. 

Avec cette définition il n'est possible de démontrer l'inverse de celte 
proposition que pour certains cas particuliers. M. Hilbert l'a fait pour 
le cas symétrique; nous y reviendrons dans le § 2. 

4. Nous prenons maintenant une définition différente du noyau 
fermé. 

Nous supposons que le noyau Κ (s, l) et la fonction continue f(s ) 
sont telles que les quantités 

Bj=o (j=1, 2 ..., p) 

De même on démontre que 

/+7(0/0'" = <> 

|K(*,OI, 1/(01, 

jijl K(« H- ε, l) - K(4, i)|, j7]|/(« + 0-/(01, 

|/κ.(*, o/(0'" 
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ont respectivement les limites supérieures finies 

I, I, K, J, i. 

Le noyau Κ (s, i) est fermé par rapport à t lorsqu'on a l'inégalité 
suivante : 

(6) (J+R)Î^>W>O, 

où η, m sont deux nombres positifs indépendants de f(s). 

Avec cette définition je peux énoncer le théorème suivant : 

Lorsque Κ (s, t) est un noyau fermé, ou que l'un de ses noyaux 
réitérés est fermé, t) aura un nombre infini de constantes 
caractérist iques. 

i». LEMME I. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'un 
noyau né ail pas de constante caractéristique est la suivante : Ν étant 
un nombre positif aussi grand qu'on veut, on peut trouver un 
nombre entiers tel que, lorsque Λ = v, on a 

Kn(s,t)[<1 

Kn efi'ct, c'est la condition nécessaire et suffisante pour que la 
résolvante 

K.(.v, t, λ) — 0 ■+■ ^K.a(s, /) ληΚ.„(s, t) + ... 

soit une fonction entière de λ. 

LE MM κ II. — Si la suite de nombres positifs 

α«<α2<α3... <««.·· 

représente la suite des modules des constantes caractéristiques du 
noyau Κ (s, t), la suite 

x,<a2<a ....<a... 
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représentera la suite des modules des constantes caractéristiques 
du noyau réitéré K

v
(*, 

Envisageons les deux résolvantes 

( Κ(ί,/,λ) =Κ(.ν,/)4-λΚ2(ί,/) 
(7) ^ I -4-λ2Κ3(ί, /) -h. ·.+ A"Krt(.s·, f) 

(S) *Kv^''' ̂  = Kv(/V' ̂  λΚ2ν^ν' ̂  
\ H- λ*Κ

:
,
ν
(.5, /) H-... -h /) H-.. .. 

La condition pour que la fonction (7) ait un polo dont le module 
soit plus petit qu'un nombre positif α est la suivante : n

0
 étant un 

nombre entier aussi grand qu'on veut, on peut toujours trouver η 
tel que 

Kn(s, l)> C1 

La condition pour quo Κ
v
(.s,/,λ) ail lin pole dont le module soit 

plus petit que av est qu'on peut trouver η tel que 

I K,
tv

(s, /) I > c1. 

Ces deux conditions sont identiques. 
Par conséquent, si K(.ç, / ) a une constante caractéristique dont le 

module est plus petit que a, K
v
(s, /) en a une dont le module est plus 

petit que av. 
Soit maintenant y (s, t) la partie du noyau K(s, /) relative aux con-

stantes caractéristiques dont les modules sont plus petits que a. y
 v

(.ç, /) 
sera la partie du noyau K.

v
(s,/) relative aux constantes caractéris-

tiques dont les modules sont plus petits que x. 
Nous appliquons maintenant le raisonnement précédent au noyau 

K'(Î,/) = £(»><)-/.(*> 0 

et à sa réitération 

κ;0, t) = K„(s, t) - χ
ν
(«, /), 
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et nous trouvons que, si K'(.y, ί) a une constante caractéristique plus 
petite en module que β > α, le noyau K!,(.y, t) en aura une plus petite 
en module que xv. 

Ainsi, si K.(.y, /) a une constante caractéristique λ, telle que 

«ΞΙλ,Κβ, 

le noyau réitéré K
v
(.y, /)aura une constante caractéristique λ', telle que 

«'<|V,|<p\ 

Le lemme en résulte immédiatement. 

β. En tenant compte du second lemme, il suffit, pour la proposition 
énoncée plus haut, de considérer le noyau Κ (s, t) qui est lui-même 
fermé. 

Nous supposons donc que K(s, l) est fermé, et nous désignons par 
M,(0, M

2
(/), ..., M„(/), ... les limites supérieures de |K(s, /)|, 

|K
3
(î,/)|, ..., |K

B
(s,/)|, ... lorsque s varie, t étant fixe. Je vais 

démontrer d'abord les inégalités 

i>M
l
(/)>M

a
(/)>...>M

JI
(/)>o, 

où il est supposé que l a une valeur telle que Κ (.s·, / ) ne soit pas nul 
identiquement. On a 

K«(.v,/)= JΚ(.?,τ)Κ
;
,_,(τ, t)d~,. 

Puisque | Κ (.y, /) j < ι (1 ), on a 

M„(0< M,n-1(1) 

En nous rapportant à la définition du noyau fermé, il est clair que 
nous pouvons prendre pour f(s) la fonction 11 en résulte 
que M„(/) ne peut pas s'évanouir, à moins que ne s'évanouisse 

(') Voir définition du n° 4. 

Jour η. de Math. (6* série), tome IV. — Fasc. III. 1908. 4-
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aussi. L'application successive de ces considérations démontre les iné-
galités énoncées. 

7. Nous prenons maintenant pour f(s') la fonction -^777^· a 

fTj-!/(* + ')-/(*)! 

V Λ (-"-O'-Vo (5-Ολ X {*-:zy-''(.y['v = +-( β-α 3νπ 4- ψ)(E Γ dZ rG(Z,s)0(s)</s _ rT ψ(Z)dz 

Donc la limite supérieure J de ■+■ £) ~/(τ) I satisfait à 
l'inégalité 

E Γ dZ rG(Z,s)0(s)</s _ rT ψ(Z)dz 

La limite supérieure de 

/K
(s
,/)/(/) <fc| =

 i

%£f
i 

est 

Z,s)0(s)</s _ rT ψ(Z)dz 

En nous servant de l'inégalité ((>), nous avons 

+-( β-α 3νπ 4- ψ)(E Γ dZ rG(Z,s)0(s)</s _ rT ψ(Z)dz 

où nous avons omis l'argument fixe f des fonctions M. 
La dernière inégalité nous donne 

V Λ (-"-O'-Vo (5-Ολ X {*-:zy-''(.y['v = +-( β-α 3νπ 4- ψ)(E Γ dZ rG(Z,s)0( 

_U] \-\ln-,/ (jM,,. ,+V Λ^) UW 'M. \"'v M„ , Λ"*1-/ V M« V+i 

pu,scjuc mt:-1· 
Par l'application successive de celte formule, nous avons 

M^-i > ' ' u+V' '/ M, Y1■' r'·"·'. ,+V Λ^) UW 'M. \"'v M 
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Or faisons 

°<C=H;-U) -"· 

On peut ensuite supposer que m est choisi de manière que 

m<1, 

pour qu'on ait 

//«\,+r'4"r, + Y>'i+'"4",l+v""~ (m v 1 + Γ· / m Y< 

Donc 
I 

M„+1 > / m γ 

el, par conséquent, 

Mn+1>[m]1c 

Or la qjuantité (m) 1/z c est plus grande que zéro. 

Donc par le premier leinme il est impossible que K.(.s, l) n'ait pas 
de constante caractéristique. C'est-à-dire que K(.ç, t) a au moins une 
constiinle caractéristique. 

1*0111' compléter le théorème, il faut démontrer que, si l'on admet 
que K{s, t) a un nombre lini de constantes caractéristiques λ

η
 λ

2
,..., 

λ
ν
, il faut que k(.v, /) en ait aussi une autre λ

ν+ι
. 

Soit */(<?, t) la partie de K.(.v, /) relative à λ,, λ
2

, ..λ
ν

. 
Ecrivons 

k'(.v, l) = k( s, /) — yX*, t). 

Il faut démontrer que k'^.s·, /) a une constante caractéristique. 
Le noyau K'(s, t) n'est pas fermé, mais toute fonction f(s\ telle que 

fZ(s,l)f(t)dt=o, 

satisfait à la relation ((>). 
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Les fonctions 

κ;(.ν, ο κ;(.ν, η κ;,(λ, ο 

M', (7), M,',(/),... étant les limites supérieures de Ivf\ 

K.'
2
(.v,/), K.

;j
(.v,/), sont des fonctions appartenant à celte 

catégorie. Donc, en nous servant du procédé déjà employé, nous pou-
vons démontrer que 

Μ;(/)>Μ;(/)>...>Μ;(/^>Ο 

[à moins que MJ(/) = o|. Nous ne pouvons pas écrire ιM,(l). 

En prenant pour /(s) maintenant la fonction Kn(s,l) nous pou-

vons démontrer, comme auparavant, qu'on a 

m;,.,")A&f\ 

11 en résulte que K'(.ç, l) a au moins une constante caractéristique. 
Le théorème est maintenant établi. 

8. Nous remarquons que, si c'(f), <;"(/), r'"(0' ■··» c>î(0» ··· re-
présentent les valeurs de relatives aux noyaux qu'on obtient en 

retranchant successivement de k.(s, /)les parties relatives à λ,, λ
2
,..., 

λ
ν
, ..., on a 

1 1 - c α 1 1 ~ c* α 1 1 e( ' α 

ou α =(m)1/n, et où l'on peut toujours prendre la valeur maximum 

de c,(v)(/). Puisque λ
ν
 tend vers l'infini, il faut que c ' tende vers zéro. 

§ 2. — Cas symétrique. 

9. Le noyau symétrique a été étudié d'une manière très complète 
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par MM. Hilbert (') et Erhard Schmidt (2). Ils ont démontré qu'un 
tel noyau avait toujours une constante caractéristique et que toutes 
ses constantes caractéristiques étaient des pcMes simples de la résol-
vante. Le système biorthogonal devient un système orthogonal. 
VI. Hilbert démontre qu'un noyau fermé d'après sa définition a un sys-
tème orthogonal fermé et par conséquent infini. 

Au moyen de la théorie développée dans le Chapitre I, nous pouvons 
retrouver plusieurs résultats de MM. Hilbert et Schmidt. Nous don-
nons quelques démonstrations à titre d'exemples. 

10. Il est évident d'abord que toutes les constantes caractéris-
tiques d'un noyau symétrique réel Κ (.y, t) sont réelles. Si 

λ, = λ'H- i\" 

était une constante caractéristique complexe de K(.y, /), et si 

φ
,0) = ?'0)-ι-ί?"0), 

φ,0) = ?'0)-ι-ί?"0), 

étaient une paire de fonctions fondamentales correspondantes, nous 
aurions aussi la constante conjuguée 

λ2 = λ' - * λ" 

avec sa paire de fonctions 

?*(*) - 9'(*) ~ 'Y(s)> 
o,(l) = z,'(l) - «>»(/). 

La condition d'orthogonalité est maintenant impossible, car 

f9*(i!)h(s)eis = j ΐ[?(5)Ρ+-[q"(s)]2 ds>o. 

Donc toutes les constantes caractéristiques sont réelles. 

(1 ) DAVID HILKEHT, /Vac/ι. su Gôllingen. Heft. I, 1904. 
(s) ERHARD SCHMIDT, T/èse. Gottingen, 190,5. 



S'2i) BUYON HEYYVOOL). 

Les constantes caractéristiques sont des poles simples de la résol-
vante. Soit 

v/j , ■ ?»('»') . V»(*Q wO.O 

la partie de K(.y, /, λ) relative à λ,. Je vais démontrer qu'on a iden-
tiquement 

?a(>» 0 = °· 

Il en résultera qu'on a également 

S3{s,f)=...= 3„(*, /j = 0. 

La fonction /) aura la forme 

r 
?»(*.') =2««?Λ*)Ϋ/(0 

ι 
avec les conditions 

pEaii=o, 

pEaii=o, 

.............. 

Or, nous avons par symétrie 

Ct{j — (Jj ι. 

Donc la seconde condition donne 

pEa2=o, 
1 

et, par conséquent, 

au— ο ^' = i,2, .v = i,2,...,p). 

H. Nous pouvons voir facilement que le noyau fermé au sens de 
M. Hilbcrt a un nombre inlini de constantes caractéristiques, en nous 
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servant du fait que tout noyau symétrique a au moins une constante 
caractéristique (' ). En effet, si Κ (.?, /) avait un nombre fini de con-
stantes caractéristiques, on pourrait écrire 

K" / c ι\ ?ΐ(·0?«ίη , 92(·ν)?2θ , , Ç>n{s)yn(t) . „ / „ ,\ 

où les quantités λ,, λ
2

, .λ
Λ
 ne sont pas nécessairement distinctes. 

La fonction o0(-s-, l) sera un noyau sans constante caractéristique et, 
par conséquent, on a identiquement 

oa(s,l) = o. 

Il est évident maintenant que le noyau 

K(? 1 ?*<·*) 9«(Q | [ ?»(·<) ««(O 

n'est pas fermé. Donc la proposition est démontrée. 
Il faut remarquer que nous avons considéré seulement le cas réel; 

lorsqu'un noyau symétrique n'est pas réel, les propositions précé-
dentes ne sont plus exactes. 

12. Les noyaux de la forme Κ.(s, t) p(l)
}
 où K(s, /) est symé-

trique, ont une très grande importance en Physique mathématique. 
M. Schmidt démontre qu'on peut les ramener au cas symétrique réel 
lorsque la fonction p(l) garde toujours le môme signe. Si nous 
écrivons 

κ/(.ν, t) = KO, /) \ip(.s-)p(l), ?'0) = o(s) vHÔ, 

l'équation de Fredholm 

?(*) - λ/ K0> 0K0 ?(0 dl=/(*) 
devient 

?(*) - λ/ K0> 0K0 ?(0 dl=/(*) 

(') ERHARD SCHMIDT, loc. cit.— A.DOLF KNESER, Rend. Cire. Malem. Palermo, 
juillet 1906. 
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et nous avons à considérer le noyau K/(«, l) seulement. Lorsque la fonc-
tion p(s) change de signe, le noyau K'(.v, /) est complexe et la trans-
formation n'est pas utile. Il sera intéressant d'illustrer ces faits par 
un exemple. Cet exemple démontrera, en particulier, qu'un noyau de 
la forme K(.v, t)p(l) peut avoir une résolvante avec des poles mul-
tiples lorsque p(l) ne garde pas le même signe. 

Nous allons prendre le noyau 

K(.v, /) = ?,(β)ψ,(/) + ?2(.·.·)|2(') 

+ 4?.(*)- Ρ Ο)11 β Ψ.(') + Ψ.(')l· 

dont la résolvante a un pole double λ, = ι; nous nous demandons si ce 
noyau peut avoir la forme 

K/(.*,n/j(o, 

ou K/(.ç, /) est symétrique. Pour cela, il faut que la fonction 

( /Ό5)K0S>') = (> + «β)?.(·*)/>(■')ψ.ο 
(7) +('"40 ?·■.(*, )/>(*)·}.(') 

( +« ?ι (*)/'(*)-IsC) - aB2 q2(s)p(s)Y,(l) 

soil symétrique. Il existe donc deux relations comme 

1 o,(*)/)(.*) = a ψ,(.ν) + h $,(*·), 
^ j ?«(»)/'(*> = '''!.<*> + '"}.(*)· 

On obtient les valeurs des coefficients α, A, //, r en considérant les 
propriétés biorthogonales de cp, (α·), ψ·(0> 0^(Λ>)» ψ·Λθΐ 011 a 

a = f\ ?.(*)]*/»(«) du — 

a = f\ ?.(*)]*/»(«) q2(s)p(s)ds=K, 

c = f\h(s)Y Pi*)'1'1 = ''■*> 
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et nous sommes conduit aux relations 

I ψ. >.*) = ρ/Ό) ΓΑ» ?·(*) - k' ?»(*)!> 
(»> 

( ψ.(») = ρ/Ό) Γ*' ?.(*) - k, ?»(*)!> 
où 

J = 4- v^2— kjx '1. 

Knlin, pour que (7) soit symétrique, il faut, en substituant (tS) 
dans (7), que les coefficients de ψ,($)ψ2(7) et de ψ

2
($)ψ,(ί) soient 

égaux. 
C'est-à-dire 

(τ — αβ )// 4- α a = (14- αβ)Λ — αβ2(\ 

a — ί$Ι> -h β2ο = ο, 

( ι ο ) Λ\, β2 — 2 /r β 4- /r, = ο. 

Donc β doit être une racine d'une équation quadratique si l'on sup-
pose que α φ ο. Ona 

fi r— {r U'± sF^T,) - jO'* ·! >· 

Donc il est toujours possible d'avoir une valeur réelle de β, pourvu 
([lie 

A'2 Μ,· 

Mais, dans le cas ou p(l)~o, il sera impossible d'avoir 1111e valeur 
réelle de β ; car considérons l'intégrale 

j| / 7, ( .9) 4- m çp
a

( .v)|2 p(s) ds > o. 

On a, quel que soit /, m, 

t'1 k
t 4- 2/////»·' 4- M2/i2 > o. 

Donc 
A*'2 A*, A\>. 

Journ. de Math, (<i* série), l«me IV. — Kasc. III, iyoS. '|d 
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§ 3. — Développements en séries de fonctions fondamentales. 

15. Nous avons vu que les fonctions fondamentales d'un noyau 
quelconque formaient un système biorthogonal 

, , (?.(«)> ?»(»)> ···. ?«(·')> ···. 

" !ψ,(ο. Ψ.0), ···> Ψ.(θ. ···· 

Il est facile de démontrer que les fonctions de la première ligne 
d'un système biorthogonal quelconque sont linéairement indépen-
dantes. Admettons qu'il existe pour le système (J I) une relation 

A
I (*) +

 A
I 0) -H... H- A* 9A(.V) = o. 

Nous multiplions par ψ,(s) et nous intégrons. Nous aurons ainsi, à 
cause des relations 

J ?mO) ψ«(«) ds = ι si m = n, 

= o si m φ η, 
le résultat 

a, = ο 
et, de même, 

CIL| -— — €L<^ — ■ · · * —— Gtfc —- O· 

Donc les fonctions 

?.(*)» îs(·5). ···. ?*(*) 

sont indépendantes. Les fonctions 

Ψ<(0> '^(OJ ···; ψ*(θ 

sont également indépendantes. 

14. A la lin du premier Chapitre, nous avons indiqué plusieurs 
développements qui sont valables dans le cas de convergence uni-
forme. Si nous savons qu'une fonction est dévoloppable suivant une 
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série uniformément convergente de fonctions continues indépendantes 

?<(*)> ?a(,ç)» ···» · · ·» 

nous pouvons déterminer les coefficients. Soit 

(12) /(s) = a
s
 9,(.ç) H- a

%
 9

2
(.ç) H-...-H a

n
?„(λ) -h... 

le développenient, et soit 

ψι(0> ΨίίΟ» ···» Ψ«(0> 

une suite de fonctions continues biorthogonales à la suite de 9. On 
aura 

an = ff(0'h(*)d*. 

Dans le cas où le système biorthogonal est fermé par rapport à /, 
c'est-à-dire dans le cas où il n'existe aucune fonction continue g(s) 
telle que 

fg(s)Yn(«)<*» = O 

pour toute valeur de /1, nous voyons facilement que la série ^12; 
représentera une fonction continue arbitraire /(.s), pourvu qu'elle 
soit uniformément convergente. 

Ecrivons 
30 

?o(«) = f(s) — ̂ a„z,„(s). 
1 

Nous avons 

j ψ«(*)?θ(*)<& = j ̂ m(s)/(s)ds - ψι»0)<& = am ~ — Ο 
1 

pour toute valeur de m. Donc 

?.(*) = O. 

Nous ne pouvons pas déterminer dans le cas général si la con ver-
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gence uniforme a lieu; niais MM. Hilbert (') et Erhard Schmidt (a ) 
ont pu approfondir la question dans le cas symétrique. 

Ils ont démontré que toute fonction if (s) qui a pour expression 

«•(.ï)= f K(>, t)/i(l)dl, 

lt(l) étant une fonction continue, se développe en série absolument et 
uniformément convergente de fonctions fondamentales de K.(.s, /). 
Si Κ (.y, t) est un noyau tel qu'on peut faire tendre vers zéro l'ex-
pression 

I [θ <·ν) ~~ f k(,v5 l)h(t)dt I ds = ε, 

en choisissant convenablement la fonction continue h(où g(s) est 
une fonction continue quelconque, il sera toujours possible de déve-
lopper g(s) en série absolument et uniformément convergente de 
fonctions fondamentales de Κ (.y, /). 

M. Poincaré a démontré la convergence uniforme dans beaucoup 
de cas qui interviennent en Physique mathématique. 

Vô. De ce qui précède, il est évident que la question du développe-
ment en série de fonctions fondamentales est étroitement liée avec la 
question de la solution de l'équation intégrale de première espèce 

<I'Î> £<*) = f K(s,l)<ï(l)dl, 

où g (s) est une fonction connue, et il s'agit de déterminer %{/). 
M. Balcnian (3) a démontré un théorème qui est l'inverse de celui de 
M. Hilbert : St g (.y) est dèveloppable en série absolument et unifor-
niément convergente de fondions fondamentales de Κ (.y, /), V équa-
tion Ci3) aura la solution 

ο (/ ) = 2y F( /, χ ) d.c, 

(' j Loc. cit. 
(2) Loc. cit. 
(:J) II. Hatkman, l'eue. Lo/ici. Math. Soc., igoO. 
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oà V(f
y
 χ) est la fonction entière de χ, représentée par la série 

F(') = j;J κ. '· )'l-

~7j// / Κ(/,-:
1

)Κ.(τ,,τ
1

)Κ.(,τ
ί
,τ

3
)/(τ

!1

)ί/τ
ι

</τ
ΐ

ί<τ
ϊ 

+ £//'/ /
Κ(/,τ,)Κ(-Γ,,τ

;1

)Κ(ι
2

,τ,)Κ(·τ,,':,>Κ(τ,,-Γ
ί

) 

χ /(τ
5
)ί/τ, ί/τ

2
 </τ

3
 eh, dz

;>
 —h — 

Lorsque le noyau K.(s, t) n'est pas symétrique, M. Bateman trouve 
line solution de l'équation (i3) dans le cas où «"(^esl développa hic en 
série de fonctions fondamentales du noyau symétrique 

P (s
y
t)= f K.(.V,7)k(/, Τ)^Τ. 

Mais la méthode de M. Bateman pour le noyau symétrique s'ap-
plique directement au noyau asymétrique lorsque les constantes carac-
téristiques sont réelles et qu'elles sont des pôles simples de la résol-
vante. 

La solution de (Ù3) est unique seulement lorsque K.(s, /) est fermé 
par rapport à t. Dans les autres cas, nous pouvons ajoutera la solution 
particulière h

0
(s), trouvée parla méthode de M. Bateman ou autre-

ment, une fonction continue quelconque h{(s) qui satisfait à 

j K(s, f)h
{
(l)dt= o. 

Ainsi nous aurons 

h(s) = h
0
(s)-b Ji

t
(s). 

On peut en donner des exemples : 
Soit 

?i('9)' ?a(,v)j ···» ···> 

Ψ.('). Ψ»(0. ···, Μ<)> ··· 

un sy stème biorthogonal fermé par rapport à t. 
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Considérons le noyau 
i=x i=ip 

Κ (s, /) = 2 Σ "■·>?'(·') Ψ; (0. 
' = 1 /=*' ι 

série que nous supposons aussi uniformément convergente. 
Soit 

g(*>=Σ/'/?/«. 

série que nous supposons aussi uniformément convergente. 
Dans l'équation 

«·(*)= JΚ(.ç, l) Zi(t) dl, 

nous égalons les coefficients de φ/(^) dans les deux membres 

(14) 4, = 2«,7 

Supposons qu'une solution continue o(/) existe; mettons 

z>(l) = α,·+ a/s ̂ (0 -h.. .h- a,·, ̂ (Z) H- o
f
'(7), 

où ?,·(/) est orthogonale à ψ,·,(/), ψι„(0» ···» ψ/ (/>; c'est-à-dire 
qu'on a 

*<.=/?(')'K0)rf'. 

a,', = /?(') ψ,.χ/)'Λ, 

«.·,■=y ?(ΟΨΊ,,Ο')
Λ

· 

Donc, en écrivant l'équation (i.f) pour i — i
n

 £
a

, ..., nous au-
rons les équations 

h = + «04«/« ·+-... + «/ /,«/,,> 
b1,= ^Mt«4 ^*1,, · · · +" at ,» 
............... 

/><,, — ai,,iiCti, «/,.4«/·· +···-+" αί(,· 
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Or, nous sa\ s que le déterminant (Chap. I, § 3) 

[[aipip]]=1 

Par conséquent, 1 s coefficients a/(, a^, ..., af sont déterminés. 
Nous pouvons déterminer les autres coefficients analogues 

oc,, aa, ..., oc;{, ..., 
et nous aurons 

φ(0 = α, 9, (/) H- ou <p
a
(l) -h ... + α

Λ
 <p

n
(/) -h ... -h ?'(/), 

où φ'(/) est orthogonale à ψ, (2), ψ2(0» ···» ψ«(0> par consé-
quent, 

?'<')=°» 

pourvu que cette série soit uniformément convergente. Nous aurons 
déterminé une solution de l'équation (i3), et cette solution sera 
unique. 

16. Dans le cas où les constantes caractéristiques de K(.s, t) sont 
des poles simples de la résolvante, nous pourrons écrire 

/ = 00 

K-(«, 0=2 £?<(·«) Ψ<0)> 
i -1 

et la solution sera 

<p(/) = /ν,λ, 0, (t) H- b2\2 o >(t) +... -h 9„(i) -h .... 

Prenons maintenant le noyau 

K(s, <) = οφ,(ί)ψ,(/) +Α9,(ί)ψ,(/) + οφ,(β)ψ,(/), 

dont les fonctions fondamentales sont 

?■(»)> ?.(*)> 

ψ.(0> ψ.(0· 
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Il y aura une solution de (VI) pourvu que ai la forme 

g(s) = a' 9, ( a ) -H // 9,,(.v) -f- r'q3(s) 

et dans ce cas seulement. La solution sera 

/ \ a> χ h / \ C> 1 

Klle ne sera pas unique, puisque nous pouvons ajouter à celte 
expression une fonction linéaire quelconque de 

?>(«), ···> ?»(«)> ···* 

qui sont les solutions de 

yK(^, /)y(/)dt=O. 

17 Remarquons enfin que Γ équation intégrale de première espèce 

^K(.ç, l)y(t)dl == «($) 

peut être regardée comme le cas limite de l'équation de Fred holm 

o(s) -+- \j*K(s, /)5(j)d/ = Agi S), 

lorsque λ tend vers l'infini. Si la solution de la dernière équation tend 
vers une fonction intégrable lorsque λ tend vers l'infini d'une manière 
convenable, la limite de 9(5) sera une solution de la première équa-
tion. Les solutions de l'équation 

fK(.v, t) 9(0 dl = ο 

seront les solutions fondamentales relatives à λ = χ. 


