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SUR L’EQUATION FONCTIONNELLE DE FREDIOLM. 283

Sur Uéquation fonctionnelle de Fredholm;

Par M. BRYON HEYWOOD.

CHAPITRE 1.

THEORIR DES FONCTIONS FONDAMENTALES RELATIVES A UNE EQUATION DE FrepuoLn,

§ 1. — Théorie de M. Fredholm ().

4. On appelle les deux équations suivantes :
; N
| (e [ K(s,0)2(0)de=f(s),

() b

| 4= K i) ds = 10,

les équations fonctionnelles associées de Fredholm relatives au
noyau K(s,t).

Dans ces équations les fonctions K (s, 1), £(s) sont connucs, et 'on
cherche & déterminer o(s), $(¢).

Les limites d'intégration sont fixes : elles ne scront plus désignées
explicitement. 11 est supposé d’abord que les fonctions K(s,¢), f(s)
sont finies ct intégrables.

M. Fredholm démontre que les solutions des équations (1) dépendent
d’une certaine fonction résolvante, K (s, (,)), qui satisfait aux équa-

(*) lvar Frepnoww, Ofversigt af Kongl. Vetenskaps-Akademiens Forhand-
lingar, Stockholm, 1goo. — Acta mathematica, 1. XXVII, 1903.
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284 BRYON HEYWOOD.

tions
s —K(s,0)+ K(s,t, \)= fo (s,7)K (7,1, 1) dx,

) | =fo(s,¢,x)K(¢,t)d~c.

Il est facile de vérifier, par substitution directe et tout en supposant
P’existence pour une valeur donnée de A d’une fonction K (s, ¢, 1), finie
ct intégrable, que les deux expressions

| #(0) =)+ 1 [Ks, 6 W) f(0) dt

(3) )
l ¢(l)=f(t)+‘AfK(s, 6,0\ f(s)ds

sont des solutions des équations (1). On vérifie de méme qu’elles sont
les scules solutions, en substituant dans (3) les valeurs de f(s) ticées

de (1).
2. M. Fredholm trouve pour la résolvante une fonction unique,

l)(/)

b

K(s,(,A)=

ouD (t X), D()\) désignent respectivement les fonctions enticres

(1) =B ) () o

DA = (—n)‘\) fj /l\/‘l o eeen S ) )ds ds, ...ds,,

s‘“ Say o0 s

Syy Sy e vy Sn\ , 3
K ( o ") ¢tant le déterminant

K@y t,) K(s,,t) ... K(si,t)
K(ssnt,) K(sytn) ..o K(sat) |,

..............................

K(simt,) KGnt) .. Kis,l,



SUR L’EQUATION FONCTIONNELLE DE FREDHOLM. 285

On appelle D(X) le déterminant relatif au noyau K(s,t). Tous
les poles de K (s, 4, 1), considérée comme fonction de A, sont des zéros
de D(X); ils sont par conséquent indépendants de s, 7. On démontre
facilement que tous les zéros de D(X) sont des poles de K(s,¢, Q).
On a '

(4) st(; )\) d-5‘=./'K(s,.s-)ds_)\ff[((::: Z) ds,dsy+. ..
' d -

—— JD(A).

Donc A, étant un zéro d’ordre p de D(%), et un zéro d'ordre p,
de D(; 7\), il faut qu’on ait
pZp.+1.

D’out il résulte que A, est un pole de K(s, ¢, X).

Les zéros de D(A) ont la plus grande importance : on les appelle
constanles caractéristiques du noyau K(s,t). Nous les désignons
par les symboles

('),) )‘H 7\2 A:n AR )\n, e
Lorsque A est inférieur en module & la premicre constante caracté-
risticque A,, K(s,¢, %) s'exprime par la série

) | K(s, 6, 1) =K (5. 0) +AK,(5,0)
) N . N -
‘ + K80+ o+ NK (s, 0+

Lies coefficients sont les noyawe réitérés. lls sont déterminés par
les formules

Ki(s, 1) =K(s,0),
Ka(s, 1) = [Kis, ) K(= 0) b5,

Ky(5,0) = [K(s, 1)K, (1,0)dx

::f... /.I\(.s‘,:.)K(—..,'-:z'_)...K(:,, whds dz, . dz, |
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Si la longueur du chemin d’intégration est I'unité, et que M désigne
la limite supéricure de | K (s,¢)|, on aura

| K. (s, 0)| S M
Le rayon de convergencede la série (G) est|A,|. On a, par conséquent,

S |
My

3. De ce qui précéde il résulte que, dans le cas ol A w'est pas ¢gal
i unc constante caractéristique, chacune des deux équations (1) a une
solution finie, unique, et bien déterminée. Cette solulion s’évanouit
lorsque f(s) = o identiquement.

Lorsque % est ¢gal 4 une conslante caractéristique Ay, il 0’y a pas en
général de solutions linies des équations avee second membre. Pour
qu’il y ait des solutions, il faut que la fonction f(s) satisfasse i cor-
taines conditions, comme nous le verrons plus tard. Mais, pour A = 4,,
il y aura toujours des solutions des ¢quations sans second membre

\ w(s) - 7\,‘/.&(3,()?(/) dt = o,
) b(t) — X.fl\;(s, HY(s)ds =o.
M. Fredholm déerit
V)
Y| - R L AN LTS
La fonction Dy est enticee en 2, les variables s,y s,y o0y 543 ¢,

ly, ..., U ¢lant arbitraires.
Il démontre alors que si Pon a identiquement

. s . S0y Say uny Syq -
D(A,):(), D(l A,):(), ey D,, .( o ” ' A ) =0,
=1 ’

l'y l,. “een

(8)

nals (ue

(S1e Say vy Sy oo
("™ "7 )
/ tl! 121 ey l:/ N % ’
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il y a ¢ solutions indépendantes de chacune des équations (8). Pour
la premiére ¢quation on a les ¢ solutions

Sy 829 cooy Shy Sy Shagy o0y S'l
D'/

weees bpyy by S coey b,
(]’I(('s.):(— l)k“‘ tlwlz ¢ 1 Loy Skt 9 ]) (k=l’2,...,q>.

Sty Say ooy Sk o1y Sy Lperay o e ey Sy
D,

biy oy e ooy Loy iy Lpery o o ey tq

(A‘l, Say oo on ST She Siane o000 Sy

W (£) = (= 1) bioly i bpins by bgrrs ooy l,,> (k=1,2,...,q).
(I(

S1y Say o0 oy Sh 1y Shy Shaty oo 0y .\',,)

Uy sy e ooy b 1o bies bhrts <oy by

Il n’y a pas d’autres solutions indépendantes des équations (8). On
appelle les 24 fonctions

D,(5), Dy(s), ..., @(s)
U0, VL), ... W,(0)

les solutions fondamentales relatives a X, .
Il y aura une solution de la premiére des équations avec second
membre (1) pour A = A, pourvu (ue les ¢ conditions

f.‘/'(.s')\l",(.s')d.vzo, /_/’(.s')‘l"z(.s')ds:o, T ey
" fOHW(sHds=o0
soient remplies. Cette solution aura pour expression

(94) p(s) = fls)+ A .".,"(s, N f(1)dt +Z(1k(Dk(.s),

ol

Sy Spe Say o euy Sg
al )
A (,, N

Spy Sae vuay 8,
()T ’)

\llv t‘!a ey tq
Les coeflicients @, ¢tantarbitraives, cotle solution a le degré g dindé-
lermination. g o

/
.

g8, t) =
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Il y aura une solution pareille de la seconde équation dans les con-
ditions correspondantcs.

Il a été supposé que le noyau K(s, ) était fini. Des travaux de
MM. Fredholm, Hilbert et Plemelj il résulte qu'on peuat appliquer
toute la théorie précédente lorsque K (s, ¢) devient infini, pourvu que
ses singularités soient d’un ordre plus petit que 'unité,

‘nfin on peut supposer que K (s, ¢) ou que le chemin d’intégration
soient complexes.

§ 2. — Combinaison de deux noyaux orthogonaux (!).

4. Deux noyaux K, (s, ?), K.(s, ) sontdits orthogonaux lorsqu'ils
satisfont aux relations

(10) fK,(s, ©)K,(7,t)d=~ ..—_fK._,(s, K, (7, )dr=o0.
Nous allons démontrer que la résolvante de
K(s,0) =K,(s,¢)+ K,(s,¢)
est la somme des résolvantes de W (s, ¢) et de K,(s, 1) :
KRG N =K (s, 6R0)+ K,(s, 4, 1),

<crivons les deux formules

’

| — K, (5,0 4+ K, (s, /,‘A):‘/\f K,(s, YK, (=, 71, My~
(11) -
-_:)\[l\.(-.,l)K‘(.s-,-:,"A)r/-.,

S K, O+ Ky(s M) =1 ['k2<.s»,¢>|<2(~g,r,x),/—.

S ——

) y
(12 ' ‘ :K‘IKZ(T,/)KE(A-,?J\)([:.

(") M. Goursat a trouvé plusieurs des résultats démontrés dans cet article et
dans le suivant, 1l les a publiés dans les Comptes rendus. octobre et no-
vemhre 1907. ['avais. de mon coté. fait cette Communication & M. Picard i la
fin du mois de juin 1907. (Foir la Note de M. Picard dans les Comptes renduns.
au sujet de ma Commaunication, le 25 novembre. p. gog.)
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De (11)et (12) dérivent les éqﬁations
sz(s, DK, (t, 4, \)dx =fK,(c, HK,(s,7,\)dr =0,
[Ki(sm)Ka(z, 4, 2) =fK.(c, 1)Ky (s,7,2) dr = o,
d’ou1 I'on obtient, en les combinant avec (11) et (12),
—K,(5,0) + K, (5,4, ) = lfK(s,':)K.(':, t,\)dr
= [K(%, )K, (5,7, M)k,

‘ — Ky (s, ) + Ky (5,4, 0) = lfK(s, 2K, (1, 4, ) dr
(l[;) <
(

(13) |

=)\fK(1:, DK, (4, 7,2) dr.

I.’addition de (13) et (14) nous donne
—[K,(s,0) + K,(s, )]+ [K,(s, 8, N) + K, (s, 4, 0)]
a5y . = KfK(S,T)[K.(’L', t,\) + K, (1,4, 0)]dv
= ZfK(*c, ) |Ki(s, 7, A) + K, (5,7, 0)] dr,

¢quations qui déterminent la somme K, (s,¢, 1) + K, (s,¢,1).
Or, K(s,1, 1) est déterminé par les équations

—K(s,0) +K(s,4,0) = fo(s, DK (7, 4,0 dz

=2 j K (z,2) K(s,z,2)dr,
qui sont identiques a (15).
Puisque ces ¢quations ont une solution unique, il faut que nous
ayons

K(s,4,20) =K, (s,,1) + K, (s, 2, 0).

8. Le délerminant de K (s,t) est le produit des déterminants
de K,(s,¢) et de K,(s,¢).
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Pour le démontrer, revenons a I’équation (4); elle nous donne

(16)  [K(sys,0)ds =— o ZD(A) = — 2 [logD(N)].

Donc
£ [logD(})) =— [K(s,5,2)dA
= _f| K, (5,5, 2) + K,(s, 8, 1)] /A
d N
= 5 [log D,(A) +log D, ()]

d .
=5 tlog[D, (M) < D,A|l,
c’est-a-dire

D)= C x D,(}) x D,(}).

Pour achever, il faut démontrer que la constante C est égale &
'unité. 11 suffit de faire A =o0:

D(o)=1=D,(0) x D,0).
Donc

(17) D(A) = D,(X) < D,(R).

6. De la derniére proposition il résulte que, si A, cst une constante
caractéristique de K (s, 7),lle sera aussi une constante caractéristique
oudeK,(s,t) oude K,(s,0), ou de K,(s,7) et de K, (s, ). Prenons
la derni¢re hypothése qui renferme les autres comme cas particuliers.

Nous pouvons maintenant ¢noncer la proposition suivante :

Les solutions de Uéquation
(18) ()= h K (5,009, ()dt=o0
et les solutions de l'équation

(19) 72(s) =\ [Ku(s, ) ga(0)dt =0
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son! aussi des solutions de

(20) 9(3)—7\,[1((8, t)e(t)dt=o.

Les solutions de (20) sont des fonctions linéaires des solutions

de (18) et de (19).
Nous multiplions I'¢quation (18) par K, (7, s) et nous intégrons:

sz(r, $)9,(s)ds = x,ffK,(r, $)K (s, 1) 9, (¢)dsdt = o.
Donc
w1 ()= 2 [K(s, )5, (1)t

= g(s) — “A,fK.(s, D(Ddt=2 [Ki(s,0)p.(ydt =o.

Il en résulte que 9,(s) est une solution de I'équation (20). De
méme ¢,(s) est aussi une solution de (20).

Maintenanl, soit ¢(s) une solution quelconque de (20).

Mettons
(a1) Y ANCUHOEESHO!
[ 5(s)=¢.(s) + (5.

Je vais démontrer que 9|(s), %,(s) sont des solutions de (18) et
de (19) respectivement.
Des équations (20) et (21) on tire

(22) () =\ [Ki(s, 090,
d’ou il résulte

fK.(s, 1) 9, (1) dt = 1,][1(.(3, K, (4,7)9(3)dldz = o,

Journ. de Math. (6* série), tome IV. — Fasc. 111, 1go8. - 39
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et, d’aprés (21),
#(s) = (K (s, ), (dt=2 [K,(s,0) u()dt =0,

c’est-a-dire que ¢/ (s) est une solution de (18).

De la méme maniére, en nous servant de (22), nous pouvons
démontrer que ¢,(s) est une solution de (19).

Il est facile de voir que les solutions des équations avec seconds
membres

#(s) —h [K(st) 9(2) dt = f(s),
2(5) =2 [Ki(s, g (t)dt = £(s),
22(5)— A [ Ka(s, ) 9u(8) dt = £(s)

satisfont & la relation

¢(s) + f(s) =, (s) + a(s).

§ 8. — Partie du noyau relative 4 une constante caractéristique.

7. Nous allons d’abord étudier la continuité de la résolvante
K(s, ¢, ). Supposons que K(s, ¢) soit une fonction finie ¢t continue
de s, t; K(s, ¢, }) sera aussi une fonction finic et continue de s, ¢ pour
toute valeur régulicre de A.

Nous remarquons que, si K(s, ¢, A) a des discontinuités autres que
ses poles en A, ces discontinuités sont indépendantes de A. Donc il

suffira de démontrer que K (s, ¢, A) est continu en s, ¢ lorsque |A| < ﬁ,

M étant la limite supérieure.de |K(s, ¢)|. Nous avons vu (§ 1) queﬁ

était au plus égal au module de la premiére constante caractéristique.
Donc la série

(23) K(s,t, )=K,(s,8)+ AK,(5,8) +...4 N K, (s, 0) + (5,4, })

est uniformément convergente. Nous pouvons toujours trouver le
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nombre entier n,, tel que lorsque n 2 r, nous aurons
| 7a(sy 8y N)|Se,

ou ¢ est un nombre positif aussi petit qu'on veut, et indépendant
des, t.

Le noyau K (s, ¢) étant continu, nous pouvons trouver 4 tel que
|K(s+h,t) —K(s, )| <.
Lec noyau réitéré K, (s, ¢) est continu aussi, et satisfait 4 I'inégalité
|Kas+ b, ) = Ka(5, 0]
= | f [K(s + h, 0)—K(s, )] K-, (7, t)d':l_f_ M,

puisque |K;|SM", d’aprés le § 1

Donc nous avons

IK(s+ A, t,\)— K(s,4,0)]

<

h=1

27\"'-' ‘-Klr(s -+ ,'1 l)— Kk(s, [)]|+ lrll(s -+ k? l? )\) - I‘n<3, t’ )\)I

n
< WM MF te o

k=1t
<o !
e(2+ =)
puisque |A|M <1.

1l en résulte que K(s, ¢, 1) est une fongtion continue de s quelle que
soit la valeur de £. On démontre de la méme maniére que K(s,¢, 1)
est une fonclion continue de ¢ quelle que soit la valeur de s.

Les noyaux discontinus auxquels on a jusqu'ici appliqué la théorie
de Fredholm sont tels qu'a partir d'un certain noyau réitéré K(s,¢)
tous les noyaux réitérés sont finis. Dans ces conditions I'¢tude préce-
dente nous permet d'aflirmer que la résolvante K (s, ¢, %) ne peut
avoir de discontinuités que pour les valeurs de s, t qui rendent
K(s, t) discontinu, oi1]'on suppose toujours que A ait une valeur régu-
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liére. Ceci résulte de ce que les noyaux réitérés sont discontinus seu-
lement pour les valeurs de s, ¢ qui rendent K (s, ¢) discontinu.

8. Soit A, une constante caractéristique quelconque dunoyau K (s, ¢).
Si les letires p, g, r représentent respectivement la multiplicité du
zéro A, du déterminant D(A), le nombre de solutions fondamentales
relatives 4 A, et la multiplicité du pole A, de la résolvante K(s, ¢, 1),
je peux démontrer I'indgalité suivante:

(24) r+qsp-+1.

Les conditions du § 1 nous donnent

D (an)=er Da(ih)=or o P (M) =0,

tl: t” tecy tq-l

84y S vegSy—15 98
D ( 1) 92y + ¢ o9 Vy—1>» q)\ ) o.
tnta,-- #

tq 1 t'l

Soient py, Pay ++vy Pa-iy Po(=0) les degrés de multiplicité du ziéro A,
pour ces fonctions Dy, Dy, ...y Dy, Dy vespectivement.

Nous avonsr =p — p,.

On obtient facilement les formules sutvantes analogues 4 (4) :

fn. (jx) ds =— 2 D,(0),
fl) :j:A)ds—~—|)( Ay

\ "lv'- 0‘4[ 2 —_— /".lﬂs'_'v~--t",/ 2"
/Dq .( - ‘l)(ls ’.l " A)

Sy by . ‘u Ly,
De ces formules résultent les inégalités
P > b
P—1ZPn P — 1% Pay sy pq—z’_'-.pq»u
c'est-a-dire

P PV pa+2 s Puat+qg—2.p, g 1.
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Doncona

Pi+129,
et, par conséquent,
r+qsp+u.

9. Dans le voisinage du pole A, nous pouvons écrire K (s, £, ) sous
la forme

B0 wan L wln
(26) S K(A’ L= (M —2) + (hy— Ayt +eet (h—1) + r‘o('s'a L, A)

= 2.(8, {4 A) + 36 (8,4, A).

Nous appelons y (s, ¢, A) la partie de la résolvante relative a la
conslante caractéristique A, ; nous appelons la fonction

r{8 ¢ r—t( 8y ¢ b
(37) (s 0=x(st0)= "2l 4 tolpt) o 4 B0

la partic du noyau K (s, ) relative a X,.

Si K(s,7) est continu, les fonctions g, (s,2), 9.(s, ), ..., 9.(s,¢)
seront également continues. Pour le démontrer tragons dans le plan
des A un contour G, qquirenferme A, mais qui nerenferme pas d’autres
constantes caractéristiques. Nous aurons

(28) (5 0= =% [ =2)" 'K (s, 6, 1) dh.

La vésolvante K(s, ¢, A) étant contlinue sur le contour, il faut
que gy (s, 1) soit continn, Kn général, loesque K (s, 0) a des disconti-
nuLes, 2,08, ) ne peat avoir de discontinuités que pour les meémes
vitleurs de s, 1.

10. Rappelons wmaintenant la formule (16) :
(16) [Risos,hyds = — 5 [logD(2)].

Puisque A, est un zévo de D) d'ordre p, nous avons

D(A) = (h,— )P D'(%),
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ou

D'(A) #o.

Done

2 [logD (W) =— 125 + Z(logD (V).

L’expression a%— [logD’(A)] reste finie lorsque A tend vers A,, et nous
tirons de (16) I'équation
(29) }Lrg(x4-x)fK(s, $,\)ds =+ p.

De (26) et (29) il résulte que
fcp,('s,s)ds:o, f:p,_.(s,s)ds:o, ceey
f%(s,s)ds:o, fq;,(s,s)ds:p.

11. Nous écrivons maintenant les équations (2) sous la forme sui-
vante :

(30)

| — K(s,2) +K(s, 1, )
=(h— l,)[K(s,T) K (7,6, \)dz + *A,fk(s, 2)K(z,0,0) dx
=(\- k,)fK(s,':,X)K('c,1)dw+)\.fK(s,':,7\)K(*:,{)d‘:.

(31)

Si nous substitnons ensuite I'expression de K (s, ¢, 1) tirée de (26)
dans les ¢quations (31), nous aurons le droit d'égaler les coefficients
de (A,—A)™", (A, —=2)2 .y, (A,—A)" dans les trois membres.

Ceci nous donne
32) 9.(s,0) = l.fK(s, -:') o, (T, 1)dr = 7\.[]\'(‘:, N3 (8,7)d7,

‘ T (8y1) = 'A,fK(s, ) fr (32 1) d7 —fK(s, )9 (T 1) dT
(33) ( =7\.fl'\(‘:,t)?,_.(s,':)d~. —-'/‘K('.,()?,(s,':)dt,
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et

| 9.(s,0) =1, f K(s,7)9, (s, ) dr— f K (s, 7)9a(1, £) dr
= fK(1,0)9,(s,7) ds —fK(m-, £)9.(s,7) dr,
?o(8, 2, A) —K(s,2)
(35) =7\fK(s, %) 90(7, 4, \) dr -fK(s,'c):p,('r,t)dr
=M K (5, 1) go(s, 7, N dr — f K (7, ) 9, (s, 7) dr.

(34)

On transforme ces équations aux formes suivantes :
(36) fK(s ©)o.(t,2)dx "fK(" £)@.(s, 1) drv = q),.(s, 6,

s fK(s,'r) %1 (7, e)dr-_—fx(»r, 1) 9 (s,7) dr
(37) ? — q,_.x(s, t) ., or(s, t)

‘ fK(s,*.)q),(fv, t)dr =fK('r:, 1)e(s,t)dr

(38) ( %(;:t)_,_%(;}, H +(Pr(;; t)
= x(s 2),

| A K (s m)9u(s, 6 0) ds = ' MK (5,0 908, 1, V) dn
= — K(s,0)+ 9,(5,2, X)
OI(AS, 9.4 qu(s t)

= 9,(8, 4, A)— 9o(s, ¢, 0).

(39)

-+

On multiplie ensuite I’équation (2) du § 1 par cp,(t r) et on I'in-
tégre par rapport & ¢. En se servant de (36) on a, aprés un léger chan-
gement de notation,

(40) fK-(sa Ty l) ?I‘( ) t) drt —fK(‘C,l )\) ?r(s’ fc)d,t__ ?(-5—’;\)
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Et de la méme maniére on obticnt les autres équations

s‘.fK(s, %N e (1, t)dr:fK(r,t N) %o (5, 7) do

q’r— (s, ¢) 9r(5,¢)
—% T =

(41)

ng(s', ,l)?,(c,t)dw_fl((c,t A),(s,7)dx

42 _pu(s, ) | au(s,t) (s, t)
( ) e , = S—7 -+ (7\ ) +.oot ()“_)‘)r
= %(s, 4, ).

On se sert de nouveau de I’équation (2(5) pour séparer dans les
1 )
équations (40), (41), (42)les coefficients de 11—7\ o= T
et 'on obtient ainsi une séried’ équalions qui se résument sous la forme
suivante :

(43) fcp,,,(s, T)gu(T, 1) dr = [?,,(s, ) om(T, ) dr =0
sim—+n>r+1,

= Q),,,.,.,,.,.(S, l)?

sim-+n_r-4u,

(/'4) f?m(s’ T)?O(T’ {’ )\)d‘: =f?o(s, 1, )\) ?m(ﬁ:, l) d‘: = (),

pour toute valeur de m.

11. ATaide de (11) on peu.t démontrer que les deux parties de
K(s, 1) =1y,(8,1) + 9s(s,0,0)
sont orthogonales. On a, pour toute valeur régulicre de 4, w,
(G4) [2(870) 90(5 tym) de = [qu(s, 5, 0) x(7, 1, ) ds =o.
Faisant A = o, . = A, nous avons, d’aprés (39),
X s — 96(8,4,0)+ @4(8, 4, A) = )\f?o(s,f:, 0) 9,(%, 2, A)dt
) ' = lf?o('v,l, 0)9o(sy 1, A) dr,
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et, d’apres (2),
— (8 )+ 7(5:,,\) = ‘Af-/.(s, 7)7(T, 4, Ny d=
= ‘A'f*/‘('., 0)7.(s,%,0) dr.

On peut donc dire que les fonctions 4, (s, ¢, 0) et 7.(s, ¢) sont ortho-
gonales et ont respectivement pour résolvantes des fonctions 94(s, 7, 1),
y(s‘,l A). Il résulte que nous pouvons appliquer les considérations
du § 2, ct que nous pougons considérer a part la partie y(s,0) du
noyau l\(.s' t) relative a \,.

L.e déterminant de 7 (s, ¢) est donné par

;(17|logl)'(7\)|=__'/./_(S’S,)\)db.:);p__:- r_.

(46)

— bk L=
Par conséquent,

D'(A) = (A — X,)? x const.

D'(0) =1,

Mais

etl'on a

(47) D'(A) = (I - .}_>

Cest le facteur du déterminant D(N) de K(s,t) relatif a la
partie 4 (s, ).

On peat démontrer (que lex parties du noyau relatives & deax con-
stantes caractéristiques sont orthogonales. -

Soient 7,($, £), 7.2(s,¢) les partics du noyau K(s, ) relatives & A,,
A,; soient 7, (s, £, X), 7.(s, {, &) les parties correspondantes de la ré-

solvante. On a
K (56 8) = 705 60+ 7a(0e 10 0) + %0 (3,5 ),
et, en appliquant les formules (44, ),
J 70D 125 61) + 75, W) |
=[0G O [72(5, 7 0) + 50(5, 5, )] di = 0.

Journ. de Math, (6° sévic), tome IV. — Fase. IIl, 1gos. 40
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La fonction ¢, (s, ¢, A) reste finie lorsque A s'approche de A, ; donc,
en se souvenant de la forme de y, (s, ¢, 1), on aura

| 7a(3, ) 7205 N da = [ 7,(5, ) 7a(5 7, Wy dz = o0
Faisant A = o,
(170 1w a(z 0 = 1,5, 07405, 7) dz = o

Nous avons donc démontré que v, (5. 1), 7., (s, ¢) sont orthogonales.

§ 4. — Fonctions fondamentales.

12. Envisageons mainlenant la fonction 3,(s, ¢). L’¢quation (32)
indique qu’clle est une solution de chacune des dquations associces de
Fredholm sans second membre pour A = %,. Done, considérée comme
une fonction de s, 2,(s, ¢) est lu somme de ¢ fonctions indépendantes
au plus. De méme, considérée comme une fonction de 7, %,(s, ) est la
sommc de ¢ fonctions indépendantes au plus. Nous pouvons éerire

(s, ?) sous la forme
q

0 (8, 1) = E & () ().

k=1

D’apres l%quation (33) on voit que g, ,(s,¢) est une solution de
chacune de deux équations associées de Fredholm, avee second
membre, pour A = A,. Les conditions du § | pour I'existence des solu-
tions sont nécessairement remplies, d'apres (48). La forme des équa-
tions (9,) démontre que 3,.,(s,¢) est aussi la somme d'un nombre

fini de produits :
2¢

S (84 1) :::}:E,(s\; 0 (1.

A=t

Nous examinons de proche en proche toutes les fonctions g,_,(s, ¢),
%3 (8,0)y -y 2,(8, 1), et nous trouvons enlin que 2, (s, ) est aussi la
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somme d'un nombre fini de produits :

n
2:(s,0) =2 or () Yi(2).
k=1
Nous substituons cette expression dans une des équations (43) :

‘/‘?i(s"c) ?l('~'5 t) dr = P4 (8y0).

11 en résulte
P XROL O BIOIAOLED XACIAGE

\ous supposons que les fonctions 2,(s), ..., 9,(s) sont indépendantes,
ct que les fonctions ¢, (¢), ..., §,(?) sont aussi indépendantes. Dans
ces conditions nous égalons les coefficients de 94(s) J;(¢) dansles deux
membres. Ceci nous donne les relations

SJQGWAﬂ@=o i k),
(/'8) ' =1 Si A:J,

f:p,(.s‘, $)ds = n.

Rappelons une des équations (30),

f;a‘(s, s)ds = p,

ot p est le degré du zéro A, de D().

Nous avons # = p,

P
(48,) 205 0) = D) 03

i

nous appelons les 2 p fonctions

) 918D 2208 ovey 9u(S),
(40 4, o (D)

Jonctions fondamentales relatives a 1,.

(49)
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Si un zéro de degré p de D(R) est considéré comme p zéros dis-
tincts, on peul dire qu'une paire de fonctions fondamentales corres-
pond & chaque séro de D(N).

Les fonctions fondamentales relatives 4 A, satisfont aux écqua-
tions (48). Llles constituent un systéme biorthogonal.

43. Considérons maintenant la fonction 3,(s, 1); d’aprés(43), ona
(50) f?,(s. D)z ) ds= f?,(s, 7)%.(7, O 7 = 5,(s, 1),
Il est clair que 3, (s, ¢) est unc fonction linéaire homogcue de 9,(s), ...,

0,(8) et aussi de 4, (1), ..., 4,(4). On peut écrire

I'
(51) ?g(s\ {) = (.lj/.- 91(5\)'4//_(1).

ik

Les équations (50) sont ainsi vériliées. ISt puisque, d’aprés (30), ona

f?u(s, s)ds = o,

il faut que P'on ait

(51)) 2(@,,.:0.

Les autres fonctions o,(s,7), ..., 2,(s, {) s'exprimenl maintenant a
Paide des équations (43) en fonctions de 2,(s), .... 4,(0), ...,
Uygy Uygy «o.. Ona

Lp

W)= X @;apz) ),

1,p

(52) ) 9a(8, () = 2 aij gt 9i($) 6, (1),

1,p

. ?’(S’ [) = 2 aili:aisim M ‘u’r vip ?j‘(:o?) "Pil'(l)'

Pyige. dp yiy

Mais il faut en méme temps, & cause des équations (30), que les coefli-
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cients «,,, &,,, . . - satisfassent & certaines conditions, a savoir :

2 Qi Uy; = 0,
ik

p . 2 Qjj Uk = O,
(53) { “

s eae v e LI X}

2 a,-‘,.,a,.,:ix. . .a,.,_',-, = 0.
ir

iyis.

On aura aussi, dans les cas ol r < p, 4 admettre que tous les coeffi-
cients de g,,,(s, ¢) sont nuls.

14. D’autre part, si nous choisissons 2p fonctions ¢,(s), ..., 3,(s),
$o(l)y - vy Pp(2) et p? coefficients a,, ..., @, qui satisfont aux condi-
Lions précédentes, nous pouvons construire un noyau auquel toute la
théorie s’appliquera. Les coefficients ont un haut degré d’indétermi-
nation ; en particulier, nous pouvons associer 4 chaque «;;, un méme
facteur indéterminé .

Ecrivons ¥ (s, ¢) sous la forme

1p
(50 = Alj X2k 9;(8) a(0)-
jk

Je dis que les coefficients de g,(s), 3.(8), ..., 3,(s) sont des fonc-
tions de / lin¢airement indépendantes. S'iln’en était pas ainsi, il serait
possible d’¢éerire

p—1

(54) 7480 = 27 (8) i(0)

k=1

en somme de p — 1 produits. Il est facile de voir que le déterminant
du rioyau (54) est de degré p — 1 au plus. En eftet, le coefficient de A»
dans D () est I'intégrale du déterminant

X(S,,s,) X(S1y82) .. X('sl!sp)
s,,s,,...,.s-,,)= 1(52,8) %(8282) ... x(sy8,)

* Ve S3y 000y S,,

se s e cever s 0 oo ee s s a0

./,(s/n Si ) 7,(8/" sﬂ) e 7.(' 141 s/:)
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qui est identiquement nul. De méme, les coefficients de A7+', A2, ...
s’évanouissent. Mais nous savons que le déterminant du noyau (s, ¢)
A\~ . . . .
est (1 ~ 7) - Donc I’équation (54) est impossible.
. ‘

Nous voyons donc que les fonctions

t (1) % o0 YD) oty (1),
(55) @y Yo () + gy P () 4+ oo+ &y, §, (1),

oy Yy (O + s Yo () +. .-+ @,y 4, (1)
sont linéairement indépendantes. Par conséquent, le déterminant

“ @inn ”
ne peut pas s’évanouir.

Or, chacun des coefficients a,,, est un polynome de degré »» — 1 au
plus en ., qui est le facteur indéterminé. Donc le déterminant ||z, |
est un polynome en . de degré p(r — 1) au plus, et dont le terme ab-
solu est I'unité. Puisque le déterminant ne s'évanouit pas ct que le
polynome ne peut pas avoir de zéros, il faut que ce polynome se ré-
duise a son terme absolu, c’est-a-dire

(56) llojull =t
Si 'on développe || &, || en fonction homogéne des a4,

||oz,k|| =1+ A. +A2 +...+ AI'(”‘”’
on aura

(57) A, =o, A,=o, ceny Aypy=o0.

Les conditions (57) (qui ne sont pas indépendantes) équivalent aux
conditions (51,) et (53).

13. Nous avons vu dans le § 1 que la fonction g, (s, /) ne peut avoir
que des discontinuités de la méme nature que celles de K (s, /). Si
(s, ) a une discontinuité au point (s,, ¢,), il faudra soit que I'une
des fonctions 9,(s), ..., §,(s) ait une discontinuité a s =s,, soit

.
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(ue T'une des fonctions ¢,(¢), ..., §,(¢) ait une discontinuité a
[ =1,, i cause de I'équation (48,). Mais, si 9,(s) est discontinue
pour s = s,, la fonction ¢, (s, ), et par conséquent le noyau K (s, ¢),
sera discontinue pour s = s,, (uel que soit ¢ I] en résulte le théoréme
suivant :

Toutes les fonctions fondamentales 3,(s) seront continues au
point s = s$,, & moins que le noyau K (s, t) ne soit discontinu pour
s =s, indépendamment de 1.

En particulier, 'ensemble des noyaux qui deviennent infinis de la
méme facon que (s — )%, olt « <1, lorsque s tend vers ¢, mais qui sont
ailleurs continus, ont toutes leurs fonctions fondamentales finies et
conlinues.

16. Dans le cas oit K(s, ¢) et 4, sont réels, nous pouvons toujours
supposer «jue les fonctions fondamentales sont réelles. En effet, si nous
avions la paire complexe

2,(s) =9'(s) + ig"(s),

V(O =¥ () + iy (4),

nous aurions la paire conjuguée

22(8) = 9'(s) — i5"(s),
P2(0) =P(0) — iy (1),

et il est facile de voir que nous pourrions remplacer le syst¢tme com-
plexe

$:(5);  92(8),
(0, $:(0)
2?,(’?)3 - 2'{'"(3)a

$(0s $(0)

qui remplit les conditions suffisantes.

par le systéme réel



306 BRYON HEYWOOD.

17. Nous avons vu que les fonctions fondamentales relatives & une
constante caractéristique formaient un systéme biorthogonal. Nous
allons démontrer maintenant que les fonctions fondamentales rela-
tives @ I’ensemble des constantes caractéristiques forment un méme
systéme biorthogonal.

Soient A,, A, deux constantes caractéristiques du noyau K(s,?);
i(858), 7.2(8,y 1), les parties de K (s, 7) relatives a A, A,, sont ortho-
gonales. 1l en résulte que

/"/‘. (‘.S', l, ‘A\)'/‘._,(‘:, {, :}.)Il’. =i,
Séparons le coefticient de (A, — A)~* (A, — )" qui est identique-

ment nul :
. M’ - l’:-‘ . ‘ ) \-
f [2?2"(-9)%"(-)” o (= )4/,-(/)J d=.
k=1 _

j=1

A cause de P'indépendance des fonctions 9/V(s) et des fonctions $*'(/),
on a

f&];‘,‘”(':) ¢ ()dr =0 (h=1y2, ., p)s(J=1002y 000y po)e

De méme on a
‘n 20 - ) - —-—
J4i()p(rd= =
Donc les fonctions fondamentales relatives aux deux constantes carac-
téristiques A, A, forment un méme systéme biorthogonal, et la génd-

ralisation énoncée ci-dessus en résulte immédiatement.

18. Nous considérons maintenant les solutions des équations sans
seconds membres

#(s)— 2, [Ks, 1)2(1) de =,
"l'(t) —")‘4/‘1((3, 1) 2[1(6‘) ds =o.

D’aprés ce qui a été démontré dans le § 2, on voit que les solutions
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seront les mémes que celles de
#(s) =& [7(s, )5y dt =0,
$(t) - 11]“/,(& NY(s)ds=o.

Elles seront donc des fonctions linéaires homogénes des fonctions fon-
damentales

3(s) = DB gu(s)

k-t

$(0) = Znch(0).

k=1

Ces fonclions seronl, en général, en plus petit nombre que les fone-
tions fondamentales; dans le cas seulement ot =1, il y a coinci-
dence entre les fonctions fondamentales ct les solutions fondamentales ;
cette catégorie renferme les noyaux symeétriques (voir Chap. 11, § 2).

19. Remarquons enfin que nous aurons plusicurs développements
en serie intéressants, dans le cas o ces séries sont uniformément
convergentes.

Le noyau K(s,?) et la résolvante se développent suivant leurs
parties :

K(s,0) =K,(8,0) +7,(80) +pa(50) +.uuy
K(s, ,0) =Ko(s, ,0) +7,(85 4, M) +72(8y 4, \) +...,

ot K,(s,¢) est un noyau sans constante fondamentale et Ky(s,¢, 1)
est sa résolvante.

Les solutions des deux équations assocides se développent suivant
les fonctions fondamentales

e(s)=f(s)+a,9,(s)+ a,g.(s) +...,
() = f(O) + b Py (1) + by du () +....

20. Pour compléter ce Chapitre nous allons donner un exemple
- Journ. de Math. (6* série), tome IV. — Fasc. III, 1908, - :’ll
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d’un noyau dont la résolvante a un péle double. Un noyau avec lc
systéme biorthogonal
2i(5), 9:(5),

$(0s (0

et la seule constante caractéristique A, aura la forme

X($ D= 5880+ 539a(s, )
= ;Tl‘[?v("')"f’c(l;)"'?2("")"!’2(0,1
+;\%l @y 51 ()Y () + a4, 9,(s) (0
+aza?2(3\"~!’c(’)+ana?2("')4’z(,)|

(00 nous avons omis un terme qui représenterait une partic du noyau
sans constante caractérislique). Pourvu que le second terme ne s’éva-
nouisse pas identiquement, il y aura une seule solution de chacunc des
¢quations sans scconds membres, a cause de la relation
r+g¢gsp+1.
Les coefficients ¢ doivent salisfaire aux conditions
Ay + Ugy =0,

a;l'l +24y,a; + a;';;, = 0.

Faisons
au:“pa Uyp=— 10,
on trouve
— — ylh2.
Q3= — “@, azc—-“r‘ ’
donce

0:(5,0) = B 9()P()—a 9,(s)$a(0)
B o, ()9 (1) — aBou(s) $a(0)
=alo,(s)+f 93(6‘)] |8d.(2) — %(I)J,

les constantes «, § ayant des valeurs queleconques.
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[

Nous pouvons dire maintenant que le noyau

7.(s,0)= {;I?c("')"l’i(l) + a(8) $.(0)]
+ %[?4(3) + Ba (B (D) — (1)

a la résolvante

1(8L0) = il‘l_—_‘il?l("')“"(t) + 9,(8) 42 (1)]
+ ol 9 () + BB (1) — (D)
ct les solutions fondamentales

?4(‘9)"’3?2(3)7 B"]/l(t) - %(l)-

Sia = o0, il y aura deux paires de solutions fondamentales coincidant
avec les fonctions fondamentales.
Nous donnons les deux exemples particuliers :

(0,27), 7(8¢)= ;;— (sinssinZ + coss cos!)
1
-+ %(sins + B coss) (P sin? — cos?),
1

(0,1), 7(s,0)= ;“." — (65 — 5)(61 — )| + %(33 —2)(3t —2).

CHAPITRE II.

APPLICATIONS DE LA THEORIE PRECEDENTE.

§ 1. — Nombre de constantes caractéristiques.

1. 1l est facile de construire des exemples a I'aide de la théorie
exposée dans le Chapitre I. Etant donné un systéme biorthogonal
quelconque, nous pouvons le diviser en groupes de fonctions et, avec
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chaque groupe, nous pouvons construire une partic fondamentale &
laquelle nous attachons la constante caractéristique que nous voulons.
La somme de ces parties, supposce uniformément convergente, est un
noyau dont nous connaissons les constantes caractéristiques, les fonc-
lions fondamentales el les solutions fondamentales.

Le probléme inverse, consistant & déterminer le systtme biortho-
gonal d’'un noyau donné, est résolu par la méthode de M. Fredholm.
Si nous pouvons séparer le noyau en plusieurs parties orthogonales,
chacune de ces parties peut étre considérée i part et le probléme sera
simplifi¢. Si nous pouvons trouver toutes les parties fondamentales, le
probléme sera résolu sans avoir recours & la méthode de M. Fredholm.

2. 11 y a des noyaux sans constante caracléristique, par exemple la

. . sinscost y ‘e -
fonction ——— pour Pintervalle (o, 27), ou encore la stric supposée
1

convergente

al .
z Q,,, cosmssinnl,

[J

Les noyaux des équations de Volterra apparticnnent aussi a celte
classe, car ils satisfont & la relation

K(s,t)=0  pour 1.5

Lorsque nous avons scparé¢ les parlies relalives a loutes les con-
stantes caractéristiques, il peul rester une partie qui n’a pas de con-
slante caractéristique que nous pouvons appeler la partie relative a
Vinfini.

Donc la forme la plus générale du noyau & # constantes caractéris-
tiques distinctes est

(1) K5 )= 0 (81 0) 75050 0 752 ) o 7a (55 ) 7008 1y
OU Y1y Zas -+ fn SODL les parties relatives & A,, A,y ..., Ay

Nous allons examiner maintenant quelques cas ou le nombre de
conslantes caractéristiques est infini.
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3. M. Hilbert (') définit le noyau fermé au cas symétrique par la
condition (u'il n’existe pas unc fonction continue f(s) telle que

(2) fk(s, 0 f(t)di = o.

Nous pouvons prendre la méme condition pour définir le noyau
asymétrique fermé par rapport a (.
Nous dirons que le systéme biorthogonal
(3) t ?1(8)7 92(8)y  eeoy a(8)y .eey
@)y b0y ey (0,

est fermé par rapport a ( lorsqu’il n'existe pas de fonction con-
tinue f(s) telle que

J4u(s) f(s)ds=o

pour toute valeur de .

Dans ces conditions, nous pouvons démonlrer que, si le systéme
biorthogonal d’'un noyau est fermé par rapport a t, le noyau est
aussi fermé par rapport a .

Supposons, si c'est possible, qu’il existe une fonction f(s) telle
que

fK(.s-,z)f(t)dt= 0.

‘nvisageons la constanle caractéristique A, a laquelle correspond la
partie fondamentale

Il
(4) 135 0) = 5 B 9u(8) 4 (1)-
Nous écrivons

Bi= YOOt (=120, p);

(') Davio Hiisert, Nach, su Géttingen. 19o4, Hefu 1.
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or on a ’équation

fK< s () 4i(9)ds = - B buL);
. A

donc
(5) X';zﬁjkgk-:ffl((&l)'\llj(-s‘)f(l)dqs‘dl=O (F=1,2,.00rp).

Ainsi les quantités § satisfont aux p équations linéaires sans seconds
membres (5). Mais nous savons (Chap. I, § 3) que le détermi-

nant | | jk|| de ces équations est égal a 'unité (en omettant le facteur

commun )‘i) Donc il faut qu’on ait
1

Bi=o (j=1.2y...,p).

De méme on démontre que

[t findi=o

pour toutes les fonctions fondamentales du noyau, ce qui cst contre
I'’hypothése exprimant que le systéme biorthogonal est fermé.

Avec cette définition il n’est possible de démontrer I'inverse de celte
proposition que pour certains cas particuliers. M. Hilbert I'a fait pour
le cas symétrique; nous y reviendrons dans le § 2.

4. Nous prenons maintenant une définition différente du royau
fermé.

Nous supposons que le noyau K (s, t) et la fonction continue f(s)
sont telles que les quantités,

1K(s, )y [£()]s
K+ 0 =K, 0l, 57l +) = f(3)],
| [Kes 0 0y
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ont respectivement les limiles supérieures finies
n 1, K, J, &

Le noyau K (s, t) est fermé par rapport a t lorsqu’on a Uinégalité
suivanle :

(6) (J+K)i">n>o,
ol 1), m sont deux nombres positifs indépendants de f(s).

Avec cette définition je peux énoncer le théoréme suivant :

Lorsque K (s,t) est un noyau fermé, ou que U'un de scs noyaux
réitérés est fermé, K(s,t) aura un nombre infini de constantes
caractéristiques.

#. Lemue 1. — La condition nécessaire ct suffisante pour qu'un
noyau 1’ail pas de constante caractéristique est la suicante : N étant
un nombre posilif aussi grand quon veut, on peul lroucer un
nombre entier v tel que, lorsque n2v, on a

IK,,(S, l)l —i 'NETZ'

Jin cffet, c’est la condition nécessaire et suffisante pour que la
résolvante

K(s, 6, M) =K(s,0) + MK (5, 0) +...+ MK, (s, 8) +...
soit une fonction entiére de A.
Lenne Il — Si la suite de nombres positifs
[ TR

représente la suile des modules des constantes caractéristiques du
noyau K (s, t), la suite

gL La...<La...
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représentera la suite des modules des constanies caractéristiques
du noyau réitéré K,(s, t).

Envisageons les deux résolvantes

K(s,t,\) =K (s,¢0) + 2K, (s,¢
(7)=(s ) (3,0) + AKy(s,0)

+ MK,(s,0) +...+ MK, (s,0) +...,
{ Ky(s, 1, ) =K, (8,0) + MK, (s, 0)
? + MKy(s, )+ .+~ MK, (s, 0) +. ..

(8)

La condition pour que la fonction (7) ait un pdle dont le module
soit plus petit qu'un nombre positif « est la suivante : #, étant un

nombre entier aussi grand qu’on veut, on peut toujours trouver n
tel que

. v 1
lKu(‘?? I)I > (‘;,'

La condition pour que Ky(s, ¢, A) ait un pole dont le module soit
plus pelit que «” est qu’on peut trouver # tel que

| K, (s, )] > ( ;:T,

Ces deux conditions sont identiques.

Par conséquent, si K(s,7) a une constante caractéristique dont le
module est plus petil que z, K,(s,¢) en a une dont le module est plus
petit que «".

Soil maintenant y (s, ¢) la partie du noyau K(s, 7) relative aux con-
stantes caractéristiques dont les modules sont plus petits que a. 7.,(s, 1)
sera la partie du noyau K,(s, ) relative aux constantes caracléris-
tiques dont les modules sont plus petits (que «”.

Nous appliquons maintenant le raisonnement précédent au noyau

K'(s,t) =K(s,0) — y(s,0)
et a sa réitération

K. (s, 0) = K,(s,7) — A (Sy 1),
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ct nous trouvous que, si K’(s, #) a une constante caractéristique plus
petite en module que > «, le noyau K| (s, ¢) en aura une plus pctite
en module que ",

Ainsi, si K(s, ) a unc constante caractéristique A, telle que

xS A < (‘7
le noyau réitéré K, (s, ¢) aura une constante caractéristique A, telle que
SN | < B

Le lemme en résulte immédiatement.

6. En tenant compte du second lemme, il suffit, pour la proposition
¢noncée plus haut, de considérer le noyau K(s, ) qui est lui-méme
ferme.

Nous supposons donc que K (s, 7) est fermé, et nous désignons par
M, (), My(1), ..., M,(2), ... les limites supérieures de |K (s, ¢)],
|K,(s,0)]y «ovy |Ky(s,0)], ... lorsque s varie, ¢ étant fixe. Je vais
démontrer d’abord les inégalités

1M (OZM, (D7 2M(D) > o,

ot il est supposé que / a une valeur telle que K(s,7) ne soit pas nul
identiquement. On a

Ku(s, 1) = f K(s,7) Ko, (%) 1) .
Puisque |K(s,0){<1 ('), ona
M. (O EM,—, (0).
‘n nous rapportant & la définition du noyau fermé, il est clair ue
Kii(s,0)

M- (¢)
que M, (¢) ne peut pas s’¢vanouir, &4 moins que M,_,(?) ne s’évanouisse

nous pouvons prendre pour f(s) la fonction - 1l en résulte

(") Voir définition du n° k.
Journ. de Math. (6* série), tome 1V, — Fasc. III. rgu8. /l‘—’
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aussi. [.’application successive de ces considérations démontre les iné-
galités énoncées,

7. Nous prenons maintenant pour £(s) la fonction hals, ) On a

M, (¢)
STl G+ — /()]

N1 [4 < M, (8)
JTK G +6,7) = K(s, ) 2t |2 K

ls'
Donc la limite supéricurc J de T:‘Tl'/<s+£) — f(=)] satisfait a
Iinégalité
<K MIJ—I(‘)
VRS

La limite supérieure de

!fK("" ’).f(l)dtl - 15%_.‘_((%21

Mn—t-l(t) —
M.()

est

<n nous servant de I'inégalité (), nous avons

h I o\
(]\ + K “\'I, ') (%—') (= K)o

ou nous avons omis P'argument fixe 7 des fonctions M.
La dernicre inégalilé nous donne

1 —1
M., = fm L+ M, K
v (%))
1 1 . -1 1 I
_(m =n, M, \"h/ M, ‘——’f m M, \i+7%
—(R‘> (\l) (m.*‘) <T> <M,,-.> ’
M, -
puisque PR

Par I'application successive de cette formule, nous avons

My oy o (o \TF8 TR AR g, \ T
w22 (5%) (w) '
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Or faisons
1

LM, M \TERET
o<r= 5 (w)

\

I.

1

On peut ensuite supposcr que m est choisi de maniére que

”I«- <

— S
aK ™!
pour gu'on ait
1 1

1 1 [ T+n 1 1

|- ———

m m+rl+—’(]|“+”'+m‘ m 1+ ne \%
2K ‘ zk) —\2K

Donc

el, par consequent
) ]

M,.,> h%‘\.)’ic] M,.

/

1
n

Or la quantité (;&)I‘c est plus grande que zéro.

Donc par le premier lemme il est impossible que K (s, ¢) n’ait pas
de constante caractéristique. Cest-a-dive que K(s, ) a au moins une
constanle caructéristiquc .

Pour compléter le théoréme, il faut démontrer (ue, si 'on admet
que K(s,?) a un nombre fini de conslantes caractéristiques A,y Ay, ...y
Ay, 1l faut que K(s, ¢) en ait aussi une autre A,,,.

.S:oit 7.(s, 1) la partic de K (s, 7) relative & Ay, Ay 0.0y A

Ecrivons

K'(s,0) =K(s, ) —5(5,0).

I faut démontrer que K'(s, ¢) a une constante caractéristique.
Le noyau K’(s, ¢) n’est pas fermé, mais toute fonction f(s), telle que

j.'/'(s, () f)dt = o,

satisfait & la relation (6).
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Les fonctions

K',(s,t)’ Ki(s, ) . K/ (s, ¢)
Mo M T ML)

M, (), M, (), ..., M, (1), ... Ctant les limites supéricures de K/, (s, 1),
K,(s,0)y «ovs K, (5,0), ..., sont des fonctions appartenant i celle
catégorie. Donc, cn nous servant du procédé déja employ¢, nous pou-
vons démontrer que

M (H)ZM(NDH7...2M (D70
[4 moins que M, (¢) = o|. Nous ne pouvons pas écrive 12 M/ (/).
K, (5. 0)

‘n prenant pour f(s) maintenant la fonction M)
n

» NoUs pou-

vons démontrer, comme auparavant, qu'on a

1) »
M, (/) [c’ (—k)] M (7).

Il en résulte que K'(ss, ¢) a au moins une constante caractéristique.
Le théoréme est maintenant établi.

8. Nous remarquons que, si ¢'(), ¢"(2), (), «vvy V(1) ... TC-
' M, (¢ . , .
présentent les valeurs de \12—5(2 relatives aux noyaux qu'on obtient en
M s
retranchant successivemnent de K (s, ¢) les parties relatives i 4, A, ...,

Ayy «e0y 0N A

P | P | !
?)\‘l\:z‘,—aﬂ |)\glz‘ma sy |)\~,|(_i

o’

. m\" . 19 . B
ol &= (=) »et ol Pon peut toujours prendre la valeur maximum

de ¢(t). Puisque A, tend vers Uinfini, il faut que ¢* Lende vers zéro.

§ 2. — Cas symétrique.

9. Lec noyau symétrique a ét¢ étudié d’une maniére trés compléte
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par MM. Hilbert (') et Erhard Schmidt (*). Ils ont démontré¢ qu’un
tel noyau avait toujours une constante caractéristique ct que toutes
ses constantes caractiristiques étaient des poles simples de la résol-
vante. Le systéme bhiorthogonal devient un systéme orthogonal.
M. Hilbert démontre qu'un noyau fermé d’aprés sa définition a un sys-
téme orthogonal fermé et par conséquent infini.

Au moyen de la théorie développée dans le Chapitre I, nous pouvons
retrouver plusieurs résultats de MM. Hilbert et Schmidt. Nous don-
nons quelques démonstrations & titre d’exemples.

10. Il est évident d’abord que toutes les constantes caractéris-
tiques d’un noyau symétrique réel K(s, ¢) sont réelles. Si
A=A+
¢tait une constanle caracléristique complexe de K (s, 7), et si
31(s) =%'(s) +19"(s),
7)) =¢'() +i5°(0)

étaient unc paire de fonctions fondamentales correspondantes, nous
aurions aussi la constante conjuguée

A=A — i)\
avec sia paire de fonctions
0:(8) =9'(s) — 19°(s),
2. (D) =9(t) —i7"(0).

La condition d'orthogonalité est maintenant impossible, car
f?,(s) ?'“’(S)ds:/; [#' () + 3" ()] ds > o.

Donc toutes les constantes caractéristiques sont réelles.

(') Davio Hiwsenr, Nach. su Géttingen, Heft. 1, 1go].
(2) Enruarp Scnmior, 77 ése. Gittingen, 19o5,
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Les constantes cavacléristicques sont des poles simples de la résol-
vante. Soit

. st C?Q(S,l) ?:&(Sal) Yu(8, 1)
Wt M) = 5=+ Gy T oy T T

la partie de K(s, ¢, 2) relative & A,. Je vais démontrer qu’on a iden-
tiquement
?2(3, l)=no,
Il en résultera qu’on a également

Z3(S ) =...=g,(85 ) =0

La fonction g,(s, /) aura la forme

l’
?2("’3 ’) :Zal’j ?i(s)?/'([:)
1

avec les conditions

Or, nous avons par svmeétrie
9 )
@ij = dji
Donc la seconde condition donne
/)
z a;j =0
. 1
et, par conscquent,
w;;=0 (L=0,2 000y PS=1,2,..0,p).

11. Nous pouvons voir facilement que le noyau fermé au sens de
M. Hilbert a un nombre infini de constantes caractéristiques, en nous
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servant du fait que tout noyau symétrique a au moins une constante
caractéristique (*). En cffet, si K(s,/) avait un nombre fini de con-
stantes caractéristiques, on pourrait écrire

, Gy (8)01(8) | ©a(s)Gall) on(s) Qult) | :
K(s,/)=12 ;.1-‘ + » +...+——(—)‘f—-1-?0(s,l),

ou les quantités A,, A,, ..., A, nc sonl pas nécessairement distinctes.
La fonction 9,(s,/) sera un noyau sans constante caractéristique et,
par conséquent. on a identiquement

20(8, ()= 0.

Il est évident maintenant que le noyau

+.-o+ *

__oi(s)o.(¢) 22(8) 9a(¢) 0n(5) 2.(8)
K(s,t)= & 7-11 + » S

n’est pas fermé. Donc la proposition est démontrée.

Il faut remarquer que nous avons considéré seulement le cas réel;
lorsqu’un noyau symétrique n’est pas réel, les propositions préceé-
dentes ne sont plus exactes.

12. Les noyaux de la forme K(s,?) p(¢), ou K(s,?) est symé-
trique, ont unc trés grande importance en Physique mathématique.
M. Schmidt démontre qu'on peut les ramener au cas symétrique réel
lorsque la fonction p(¢) garde toujours le méme signe. Si nous
¢crivons

K(s, ) =R(s, ) vp(s)p(t),  2(s)=23(s)Vp(s),
I'équation de Fredholm

?(s) = 1 [K (s, )p(D p(D) dt = £ (5)

devient

7 (s) = MK (5,09’ (1) di = (s)Vp(s),

(') Eruarp Scumint, loc. cit. — Aporr Kneser, Rend. Circ. Matem. Palermeo,
juillet 1go6.
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et nous avons & considérer le noyau K’ (s, ) seulement. Lorscue la fone-
tion p(s) change de signe, le noyau K'(s, ¢) est complexe ct la trans-
formation n'est pas utile. Tl sera intéressant d’illustrer ces faits par
un cxemple. Cet exemple démontrera, en particulier, qu'un noyau de
la forme K (s, ) p(¢) peut avoir une résolvante avec des poles mul-
tiples lorsque p(¢) ne garde pas le méme signe.
Nous allons prendre le noyau
K(s, ) =5.(5) 4 (1) + 7.(5) $2(0)
+alpi(s) = Be ()l BV () + 3.0
dont la résolvante a un pole double A, = 1; nous nous demandons si ce
noyau peut avoir la forme

K'(s,0)p(1),
ol K'(s,?) est symétrique. Pour cela, il faut que la fonetion

s PEKR(s, ) =1+ “g)?ﬂ(”)l’(‘)%(’)
) 1+ (1 = 28) 2.(5) p(s) ba(1)
! a3, (5) ) Yl 1) — 287 22(8) p(5) 4 (1)

soil symétrique. Il existe donc deux relations comme

2 (I p(s) =a P, (s) + bu(s),
(8) 3

22($) () =04 (5) + L (5).

On obtient les valeurs des cocflicients a, b, I/, ¢ cn considérant les
proprié¢tés biorthogonales de ¢, (), ¥,(¢), 2.(8), $.(/); ona

a::f|?,(.s')]31)(s)ds=/.‘,,
b=l = f 9.(5)5.(8) p(s)ds = I,
c =f| 2.()Pp(s)ds=1,,
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et nous somnies conduit aux relations

RO OINNOREXO!

(9)
| 4u(5)= 5P ()TH ou(8) = I 2]
o

) RNy

Enfin, pour que (7)soit symctrique, il faut, en substituant (8)
dans (7), que les coefficients de ,(s) . (¢) et de $,(s) Y, (2) soient
‘gaux.

C’est-a-dire

(r—=2B)b + 2a = (14 af )b — afi*e,
a—28b+Bc=o,
(10) kg — 2k'B+k,=o.

Donc § doit étre une racine d’une équation quadraticque si I'on sup-
pose que a == 0. Ona

B (W= FTZRR) = (K =),

___"'7;:)

Donc il est toujours possible d’avoir une valeur réelle de 3, pourvu
(que

12 ke k.

Mais, dans le cas ot p(¢)Zo, il sera impossible d'avoir une valeur
réelle de §3; car considérons l'intégrale

j| L2 (8)+ ma,s)|*p(s)ds>o.
On &, quel que soit {, m,

Bk, 4+ 2lmhk 4+ m*k, > o,
Donc
k*<Zk k.

Journ. de Math. (G* sévie), tome IV. — Fasc. 11, 1gox. 13
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§ 8. — Développements en séries de fonctions fondamentales.

135. Nous avons vu que les fonctions fondamentales d’un noyau
quelconque formaient un systéme biorthogonal

(11) 20(8)y  9a(s)y -oey (%), ..
- D)y Ba(Ds ey POy e

Il est facile de démontrer que les fonctions de la premicre ligne
d’un systéme biorthogonal quelconque sont linéairement indépen-
dantes. Admettons qu'il existe pour le systéme (71) une relation

a, 7 (8) +a, ?J(s) ..ot ay ?k(é‘) = Q.

Nous multiplions par {,(s) et nous intégrons. Nous aurons ainsi, i
cause des relations

/?m(s) *::(S)dé' =1 s1 m=n,
=0 sl m = n,
le résultat

et, de méme,

Donc les fonctions

91(8) 2:(8)y o @u(s)

sont indépendantes. Les fonctions

(0, o (0)y s (0
sont ¢galement indépendantes.
14. A la fin du premier Chapitre, nous avons indiqué plusicurs

développements qui sont valables dans le cas de convergence uni-
forme. Si nous savons qu’une fonction est développable suivant une
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séric uniformément convergente de fonctions continues indépendantes
9:(8), ?2(9)9 vy 9r(S) ey

nous pouvons déterminer les coefficients. Soit

(12) S(8)=a,9,(8) + a39,(5) +...+ a9 (8) +...

le développement, et soit

TG NP A () P

une suite de fonctions continues biorthogonales & la suite de 3. On
aura

a,,='/:f(l):!;,,(s)d9.

Dans le cas ou le systéme biorthogonal est fermé par rapport a ¢,
c'est-a-dirc dans le cas ot il n’existe aucune fonction continue g(s)
telle que

[e) puls)ds=o0

pour toute valeur de n, nous voyons facilement que la série (12)

représentera une fonction continue arbitraire f(s), pourvu qu’elle
soit uniform¢ment convergente.
Ecrivons

?0(8) - f(S) —2 0,,?,,(8).

Nous avons

J4u0)2)ds = [ 4u5) f(5) s ~ Baa [[74(5) $u5) ls = s~ t—o
1
pour toute valeur de m. Donc
2a(s) =o.

Nous ne pouvons pas déterminer dans le cas général si la conver-



320 BRYON HEYWOOD.

gence uniforme a licu; mais MM. Hilbert (') et Lichard Schmidt (*)
ont pu approfondir la question dans le cas symétrique.
lIs ont démontré que toute fonction g(s) (ui a pour expression

()= [‘K(‘s, tyh(e)di,

r(£) étant une fonction continue, se développe en série absolument et
uniformément convergente de fonctions fondamentales de K(s, ¢).
Si K(s, ?) est un noyau tel qu'on peut faire tendre vers zéro I'ex-
pression

[ e = [Kis0a@ya|'as =,

en choisissant convenablement la fonction continue £(7), ot g(s) est
une fonclion continue quelconque, il sera toujours possible de déve-
lopper g(s) en séric absolument et uniformément convergente de
fonctions fondamentales de K (s, ¢).

M. Poincaré a démontré¢ la convergence uniforme dans beaucoup
de cas qui interviennent en Physique mathématique.

18. De ce qui précide, il est ¢vident que la question du développe-
ment en séric de fonclions fondamentales est étroitement lice avece la
(question de la solution de P'équation intégrale de premicre espéce

(13) g(s)= fK(s,/);,u)d/,

ot g(s) esl unc fonction connue, et il sagit de déterminer 3(/).
M. Bateman (*) a démontré un théoréme qui est Iinverse de celui de
M. Hilbert: St g(s) est développable en série absolument et unifor-
mément convergente de fonctions foudamentales de K (s, ¢), U'équa-
tion (13) aura la solution '

9() = 2/11“(\1, w)de,

V) Loc. cil,

(')
(®) Loc. cit.
() H. Baremax, Proc. Lond. Math. Soc., 1gob.
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0t K (¢, ) est la fonction enticre de x, représentée par la série

F(tyy=s K(4,7) f(7) d=
- :—; ../.,,/1K<‘, 7)) K (715 72) K(T2y 70) f(73) d7 dy diy

+ 5 ([ [ [K@m)KE ) K m)KEm)K L)
X f(z)dz dzydvydz dm,— +. ...

Lorsque le noyau K(s, £) n'est pas symétrique, M. Bateman trouve
une solution de I'¢quation (13) dans le cas ot g(s) est développable en
série de fonctions fondamentales du noyau symétrique

2G5, 0= [Kis, 5 R(1,7) .

v

Mais la méthode de M. Bateman pour le noyau symétrique s'ap-
plique directement au noyau asymétrique lorsque les constantes carac-
téristiques sont réelles et qu’elles sont des poles simples de la résol-
vante.

La solution de (13) est unique sculement lorsque K (s, ¢) est fermé
par rapport a £, Dans les autres cas, nous pouvons ajouter a la solution
particulicre 2y(s), trouvée par la méthode de M. Bateman ou autre-
ment, une fonction continue quelconque /., (s) qui satisfait &

]‘K (s, ) b (Ddt = 0.

Ainsi nous aurons
h(s)=h,(s)+ I, (.

On peul en donner des exemples :

Soil
90(s)y 2:(8)y ooy 2u(s)y oo

V(s (s o (0,

un systtme biorthogonal fermé par rapport a ¢.
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Considérons le noyau

N /'_':i‘.

K(s, )= X a;9:(5)%;(0),

i=1 j=4§,

série que nous supposons aussi uniformément convergente.
Soit

g(s)= 2 bi5i(s),

série que nous supposons aussi uniformément convergente.
Dans I'équation

2(s) =f1<(s, 1) o (1) dl,

nous égalons les coefficients de g;(s) dans les deux membres

=iy

(14) b= Y ay [4:(Dz(0dr.

j=iy
Supposons qu’une solution continue 3(?) existe; metlons
(1) = o;9,(8) + &, 5:,(O) +. o o2 5 (1) + 9,(1),
olt 3;(2) cst orthogonale & ,(¢), 4, (¢), ..., P;,(1); c'est-d-dire

gu'on a

2, = [[5(0) $aO)lt,
a;, =f;(t) P (O di,

@;, =./':g(t)4:,-r(l) dt.

Donc, en écrivant I’équation (14) pour £ =1, i,, ..., £,, Nous au-
rons les équations

bi, = ;% + ;0,4 .+ @ 0,

I),-’ = ;i %, ~+= a,-,,-_:a,-‘+ vee a,-z,-',cci,‘,

LR I R R I R I I R I I Y K )

/'il' = a[,_,~'ai1 —+ (li’,,;:a,-ﬁ “+ ...+ a"l'il‘“il'.
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Or, nous sax s que le déterminant (Chap. I, § 3)

|
e ll = 5

)

Par conséquent, | s cocfficients a;, ;, ..., 2;, sont détermin¢s.,
Nous pouvons déterminer les autres coefficients analogues

Ryy Gy ceey Gy eeey

el nous aurons

=05 () +ap()+ ..+ ea(l) +... + (L),

o1 ¢'(¢) est orthogonale a ¢, (¢), $,(¢), ..., $u(?), ..., et, par consé-

(uent,

4 —
¥'(1)=o,
pourvu que cette série soit uniformément convergente. Nous aurons

déterminé une solution de I'équation (13), et cette solution sera
unique.

16. Dans le cas ou les constantes caractéristiques de K (s, ¢) sont
des poles simples de la résolvante, nous pourrons écrire

K(s, )= 3 100 41,

et la solution sera

(=0 X g, () + b, 0,(O)+...+ 0,0, 5,()+....
P’renons maintenant le noyau

K(s,0)=a,(s) 4 (1) + b3.(8) 42 () + c33(s) §5(0),

dont les fonctions fondamentales sont

2,(s), ?2(3)7

$i()y  $a(0)



330 BRYON HEYWOOD.

11 y aura une solution de (13) pourvu que g(s)ai laforme
g(8)=a g,(3)+ U 9,(5)+ ' g,(8)
S

et dans ce cas seulement. La solution sera

R
N a b : ¢
) =38 + T 5.(8) + = 8)

Elle ne sera pas unique, puisque nous pouvons ajouler i celle
expression une fonction linéaire quelconque de

2a(s) 2 ey 28 .,

qui sont les solutions de
fK(s, NHy(l)di=o,
17 Remarquons enfin que 'équation intégrale de premicre espece
fK(\.s‘. Neo(Hdl = g(s)
peut étre regardée comme le cas limite de I'équation de Fredholm
o(s) + )\fK(s, No(Ndi =ng(s),

lorsque A tend vers I'infini. Si la solution de la derniére équation tend
vers une fonction intégrable lorsque A tend vers I'infini d’une maniére

convenable, la limite de ¢(s) sera une solution de la premic¢re équa-
tion. Les solutions de I'équation

fK('s, NHattydi=o

seront les solutions fondamentales relatives a A = =.



