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JOURNAL 
DE 

MATHÉMATIQUES 
PURES ET APPLIQUÉES. 

Sur certaines surfaces algébriques 

Liées aux fonctions abéliennes de genre trois; 

PAR M. L. KEMY 

1. Les surfaces hyperelliptiques pour lesquelles les coordonnées 
d'un point sont des fonctions quadruplement périodiques de deux 
variables représentent les couples de points d'une courbe de genre 
deux en ce sens qu'à un couple de points de la courbe correspond un 
point de la surface et réciproquement. D'une manière plus générale, 
on peut considérer les surfaces algébriques qui représentent les couples 
de points d'une courbe C de genre p. 

De même que pour les surfaces hyperelliptiques, il convient de faire 
une distinction fondamentale entre le cas où un point de la surface 
répond à un seul couple de points sur la courbe C (surfaces générales 
d'après M. Picard) et le cas où un point de la surface correspond à 
deux ou plusieurs couples (la surface de Kummer en est un exemple 
classique). 
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Dans ce Mémoire, nous nous bornerons au cas de ρ — 3 ; la courbe G 
est alors, si Ton veut et sans que la généralité en soit diminuée, une 
courbe plane du quatrième ordre. Nous considérerons les surfaces S 
telles qu'à un point do S correspondent deux couples de points de C 
situés en ligne droite. 

Nous établirons quelques théorèmes généraux relativement aux 
surfaces S et nous en ferons l'application à une surface particulière 
du sixième ordre. 

Correspondance entre les surfaces S et la courbe plane 
d'ordre quatre. 

2. Il convient tout d'abord de rappeler comment on peut repré-
senter les coordonnées d'un point d'une telle surface S au moyen de 
fonctions abéliennes à six systèmes de périodes. 

Soit /(#, y) = ο l'équation de la courbe C du quatrième ordre et 
désignons par 

g
K
(x)dx, gfx)dx, gfx)dx 

trois différentielles abéliennes distinctes de première espèce attachées 
à cette courbe. Posons 

g
K
 (x

t
 ) dx, -h g

{
 (x

2
 ) dx2 «·, (χ'λ ) dx,

t
 = du, 

g3(x<) dx, -t- g2 {χt ) dx2 + g2 (arg ) dx2 = dv, 

g3(x<) dx, -t- g2 {χt ) dx2 + g2 (arg ) dx2 = dv, 

Toute fonction rationnelle symétrique par rapport à (xiy y(), 
(χ2ΐΧ·2)ι (xny*) est une fonction abélienne de w, c, «·; il en est de 
même si l'on suppose que le point (a?„ y3) est fixe, mais alors w, c, \r 
sont liés par la relation 

$(u — λ, ç — p., w — v) = o, 

S(w,p, w>) désignant une fonction thêta normale du premier ordre 
(qu'on peut choisir arbitrairement d'ailleurs) et λ, p., ν des constantes. 

Si l'on désigne par G
t
(a?) l'intégrale J*gi(x)dx, on peut, en aug-
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mentant M, P, PP de constantes et en choisissant convenablement les 
limites inférieures des intégrales, ramener les relations précédentes à 
la forme 

^<(#1) "+" Gr, (#2) = U 
) Ι" ^3(^2) — w 

) Ι" ^3(^2) — w 

Les surfaces S peuvent dès lors être représentées paramétrique ment 
par les équations 

Χ(=[Φί(°. ">«') («= 1.2,3) 

où les Φ
{
· sont des fonctions abéliennes à six systèmes de périodes des 

trois paramètres M, P, PP liés eux-mêmes par la relation 

S(K, p, PP) = O. 

3. Nous nous bornerons au cas où les fonctions Φ,(Μ, P, PP) sont des 
fonctions paires de M, P, PP. Dans ce cas, à un couple de points (xiyy,), 
(a?

2
,jy

3
) correspond un point de la surface S, mais à un point de S 

répondent deux systèmes de valeurs des arguments (a, p, PP) et 
(—M, — p, — PP) et, par suite, deux couples de points (a?,, y,), 
(ar

2
,y

2
) et (a?'

4
, j

4
), (^j/a)· ^es deux couples satisfont manifeste-

ment aux relations 

g
{
 (x,)dx

K 4- g,(χ^) dx
2
 4- g

K
(x\ ) dx\ 4- g

K
 (x

2
)dx'

2
 = o, 

g3(xt)dxt-h... =0, 

g3(xt)dxt-h... =0, 

qui établissent que les deux couples de points sont en ligne droite. 
Ce sont les surfaces S de ce type qui font l'objet de ce Mémoire. 

Sur le système canonique des surfaoes S. 

4. Sur la surface S les trois intégrales doubles 

JJdudv, JJdvdw, j*dw du 
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restent finies à l'intérieur d'un prismatoïde des périodes et, comme 
elles ne changent pas quand on y remplace respectivement u, e, w par 
— M, — p, — «>, ce sont des intégrales abélicnnes de première espèce. 
On démontre d'ailleurs qu'une surface représentant les couples de 
points d'une courbe C de genre trois ne saurait avoir plus de trois 
intégrales doubles de première espèce (1 ). 

Les surfaces S sont donc de genre trois. 

Nous nous proposons d'étudier sur la surface S le système linéaire 
doublement infini dès courbes L découpées par les surfaces adjointes 
d'ordre m — 4 (m étant le degré de la surface S) ou système cano-
nique. 

5. Il est aisé d'obtenir leur équation en «, c, tv. Toute intégrale 
double de première espèce d'une surface algébrique d'ordre m 

S(X,Y, Ζ) = ο 

est nécessairement de la forme 

//tt Q(*'v'z)' 
Q(X, Y, Z) désignant un polynome adjoint d'ordre m — l\. 

Or 

dXd\ = ^^dudv, 

u et ν étant regardés comme variables indépendantes et «· comme 
une fonction de M et Ρ définie par l'équation fondamentale 

f (u, P, w) = o. 

(') Voir un Mémoire Je M. HUMBERT. Sur une surface de sixième ordre liée 
auœ fonctions abéliennes de genre trois {Journalde Mathématiques, 5e série, 
t. II, 1896). 
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On trouve par un calcul simple 

D(X,Y) H(u, ν,νν) 
D(M, «') àfc * 

dw 
en posant 

dX dX dX 
du dv dw 

u/ ν dY dY dY 
H(«,",«<) = Tu Τ T· ■ 

cft àS d2r 
du dv dw 

L'intégrale double générale de première espèce prend donc la 
forme 

/y*\dvdw 4- \kdwdu 4- vdudv —ff Q(X,Y, Z) 

r rdXdY Λ <0 d5 d&\ 

de là résulte que la courbe générale du système canonique a pour 
équation 

ι?./ ν ^ os σ3 «0 
l-(«,

f
P,w) = X

3S
 + |t3?+v

35;
 = o. 

Il convient de remarquer que cette fonction F(A, P, w) n'est pas 
une fonction thêta de trois variables indépendantes M, P, PP; mais, 
lorsque p, w vérifient l'équation 

P, tr) = o, 

F(H, P, w) satisfait aux mêmes relations fonctionnelles que la fonc-
tion £(M, P, w), puisque ces relations sont de la forme 

4- pér., p 4- pér., w 4- pér.) = et{"'i,'w)^(u
i
 p, <*>). 

Les fonctions S(a, p, W) et F(M, P, PP) sont d'ailleurs de parité 
contraire. 

(>. La famille des courbes L présente un intérêt particulier dans 
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l'étude des surfaces S en raison de son caractère d'invariance, car deux 
surfaces S admettent manifestement une correspondance birationnellc. 

En particulier, le genre p(i) des courbes C est un invariant (Curven-
geschlecht d'après M. Nôther). Cet invariant se détermine de suite 
grâce au théorème suivant de M. Nôther : 

Si l'on désigne par p{2) le degré du système canonique, c'est-
à-dire le nombre de points d'intersection variables de deux 
courbes L du système, on a 

p{K)= p{i)-μ r. 

Dans le cas actuel p{2) se déduit du nombre des solutions non fixes 
communes aux trois équations 

. , dS d2r 
[&(«, Vf (v) ™ oj. 

, » , <» , » 

Or, ces fonctions satisfaisant sur la surface aux équations fonction-
nelles d'une fonction S du premier ordre, le théorème de M. Poincaré 
sur le nombre des solutions communes à trois fonctions thêta leur est 
applicable ; d'après ce théorème, trois fonctions thêta de genre trois, 
d'ordre m, η, ρ, ont 6 χ m χ η χ ρ solutions communes ; soit, dims 
le cas actuel, six solutions. Celles-ci sont, deux à deux, égales et de 
signe contraire et, par suite, il leur correspond trois points de la sur-
face. Ces équations n'ont, d'ailleurs, pas de solution commune fixe, 
car une telle solution annulerait à la fois 

α/ ν d& r <0 
*(«- ».«0. Tu' 3?' 35· 

Donc le degré du système canonique p{2) est égal à 3 et le 
genre p{i) de la courbe générale L est égal à 4 (')· 

7. Les surfaces adjointes d'ordre m — 4 dépendant de deux para-

(*) Le théorème de M. Nôther suppose que les surfaces adjointes ne passent 
pas toutes par certains points ou lignes simples de la surface. C'est ce que nous 
vérifierons un peu plus loin pour les surfaces S par UQ exemple particulier. 
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metres, il en existe une infinité qui sont tangentes à la surface en un 
point; celles-ci découpent une famille simplement infinie de courbes 
de genre trois. Nous nous proposons d'établir que cette famille joue 
un rôle essentiel au point de vue du lien qui rattache la surface S à la 
courbe plane du quatrième ordre C dont dérivent les fonctions abé-
liennes Φ(«, c, w). 

A cet effet, considérons les équations fondamentales 

Supposons que le point (x, y) décrive la courbe C, alors que le 
point (x', y') reste fixe, (χ' = x'

0
, y' — y'

0
); dans ce cas, w, e, w repré-

sentent, à une constante près,, les intégrales de première espèce G,(x), 
G

a
(&·), G

3
(x) attachées à C. 

D'ailleurs, la courbe G étant du quatrième ordre, on peut prendre 
pour G, (χ), G

a
(x), G

3
(x) les intégrales 

Dans cette hypothèse, «, c, w sont liés par une deuxième relation 
qu'il est aisé d'expliciter; si l'on pose, en effet, 

G,(x) -KG^x') = a, 
G3(X) -L· G3(.X·') = W 

G3(X) -L· G3(.X·') = W 

qui entraînent entre m, e, w la relation. 

£(«, r, w) = o. 

jf g
t
(x)=£ jdx, 

jf g*(x)= jf jydx-

jf g*(x)= jf jydx-

5 
u'=u-hf g

{
(x)dx = G

4
(X)H-G,(Ç), 

T/ ■*>* •«o 

w' = w-hj g3(x)dx = G3(x)-hG3(£), 

w' = w-hj g3(x)dx = G3(x)-hG3(£), 
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u% v\ w' vérifient manifestement l'équation 

r', «'') = o. 

On a donc, quel que soit ξ, 

^ \
U

 ~*~f, ^
 V

 "*"/.· #*(*0 iV / é's ('v ) dx\ = ο ; 
L ·*$ ·*'

0
 J 

d'où, en dérivant cette équation par rapport à ξ, 

+ +ji g,(.x)<te, .. .J = ο 

+ +ji g,(.x)<te, .. .J = ο 

+ +ji g,(.x)<te, .. .J = ο 

et, en faisant ξ = x'
oi 

'·>«') + />£,*("> >·,«·) + £*("> <·» «') = °-

Telle est la relation cherchée entre «, e, tv. 
Cette équation définit sur la surface S une courbe £ dont les points 

répondent aux couples de C formés du point fixe Α
0
(#„,^) et d'un 

point variable (x, y). De cette définition il résulte que les courbes 4^ 
et C se correspondent point par point. 

La courbe £ est une courbe particulière du système canonique, car 
son équation est de la forme 

^ d2r <93 <93 λ-3—h u. — -4- ν — = o, 
au ' Os' Osv 7 

λ, ρ, ν vérifiant l'équation homogène de la courbe C, 

/(λ, ρ, ν) = ο. 

Lorsque le point (.χ·, y) décrit la courbe C, le point (u, p, wp) décrit 
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la courbe ^sur la surface S. Considérons la tangente au point A„ à la 
courbe C qui coupe de nouveau cette courbe en deux points A,, A

a
; 

aux couples (A0, A,) et (A0, Aa) répond un seul et même point α de 
la surface; mais en ce point passent deux branches de la courbe £qui 
correspondent respectivement aux positions de (x,y) voisines de A, 
et à celles voisines de As. Les courbes £ sont donc les courbes du 
système canonique qui possèdent un point double. 

Nous parvenons ainsi au théorème suivant : 

La condition /(λ, p., ν) = ο qui exprime que la surface adjointe 
d'ordre m — 4 

X Q, ( X
T
, .Z'J ) 4- [A QA ( Λ'Ο ' · · J ^ Q:I ( Ι · · - )

 J
'\^) — 

est tangente à S, est une équation algébrique de genre trois, et 
c'est précisément de la courbe /(λ, it, ν) = ο que dérivent les fonc-
tions abéliennes Φ ( M, Ρ, w) qui définissent la représentation para-
métrique de la surface S(*/, r, tv). 

Les surfaces adjointes d'ordre m — t\ qui sont tangentes à S 
découpent sur cette surface une famille simplement infinie de 
courbes de genre trois et de mêmes modules; ces modules sont ceux 
de la courbe fondamentale /(λ, p., ν) = ο ('). 

8. Ces théorèmes permettent de préciser la correspondance géo-
métrique entre la surface S (Μ, Γ, «·) et le plan de la courbe C. 

A toute courbe £ tracée sur la surface correspond un point de la 
courbe C. 

Plus généralement, à l'adjointe générale L ayant pour équation 

■v 05 d'à Ùà 
λ -y- -h [A -y h V -y— = Ο OU r 0\' UW 

(') M. Humbert a établi les propriétés précédentes pour une surface parti-
culière S(M, C, <v) (Comptes rendus, icrsemeslre 1890). Dès lors, elles s'étendent 
à toute surface analogue en raison de leur caractère d'invariance. Sa démonstra-
tion est fondée sur d'élégantes propriétés géométriques de celte surface; mais, 
en raison même de la généralité de ces théorèmes, il n'était peut-être pas sans 
intérêt d'en donner une démonstration analytique. 

Journ. de Math, (fi* série), tome IV. — Fuse. I, 1908. 2 
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correspond, dans le plan de la courbe C, le point de coordonnées 
homogènes λ, p., v, en ce sens que les points de la surface situés sur 
la courbe L sont définis par les couples de points (M, M') de G situes 
sur une sécante variable passant par le point (λ, μι, v). En effet, la 
droite qui joint les couples de points (M, M') enveloppe une courbe 
algébrique; soit ρ la classe de cette courbe. Évaluons, en fonction 
de p, le nombre de points d'intersection de L avec une autre 
courbe L' du système canonique; nous avons à prendre les tangentes 
communes à deux courbes de classe p, au nombre de p% et chacune 
d'elles coupe C en quatre points que l'on peut répartir de trois 
manières en deux couples (M, M'). Dès lors, les courbes L, L' de la 
surface se coupent en 3pa points et, comme le degré du système cano-
nique est égal à 3, on a nécessairement ρ = ι. Les points de la courbe L 
répondent donc aux couples de points C découpés par une sécante qui 
tourne autour d'un point fixe. 

Si la courbe L décrit sur la surface S un faisceau linéaire, son point 
représentatif (λ, p., v) décrit dans le plan une droite Δ : aux trois 
points-bases du faisceau correspondent les trois répartitions en deux 
couples des quatre points d'intersection de Δ et de C. Si Ton désigne 
par M

0
, r0, w0 les arguments de l'un quelconque des trois points-bases, 

les coordonnées a, b, c de la droite Δ 

αλ -h by. -h ev = ο 

sont proportionnelles à 

sfs sU. (Uo, Vo, Wo) 

De cette correspondance découle le théorème suivant : 

Tout faisceau linéaire de surfaces adjointes à la surface S 
comprend quatre surfaces tangentes à S; à chacune des trois 
répartitions en deux couples de ces quatre surfaces correspond 
un point bien déterminé m parmi, les trois points bases du fais-
ceau. 
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9. Nous considérerons enfin deux courbes de la surface S qui sont 
liées à la famille des courbes l'une, L

e
, est le lieu de leur point 

double a; l'autre, L4, est le lieu du point b commun à toutes les 
adjointes passant par le point a. 

Ces courbes ont une représentation simple sur le plan (λ, ρ, v); 
considérons une tangente variable de la courbe C et désignons par ο 
le point de contact et par i, a les autres points d'intersection; d'après 
les considérations précédentes, aux couples (0,1), (0,2) correspond 
le point double a et aux couples (0,0), (1,2) correspond le point b. 
La courbe LA est donc définie par les relations 

u = 2 G j (χ·), 

w = 2G3(#); 

w = 2G3(#); 

d'où l'on déduit de suite : 

£(«, P, W) Ο, 

\2 2 2 J 

Quant à l'équation de la courbe L
a

, elle peut s'obtenir directement de 
la manière suivante : soit 

,d& , dS , <0A -7 h [X -z h V -r— — O/ili L Hit /hvt 

l'équation d'une courbe £ à point double; les arguments de ce point 
double Uj p, w vérifient les équations suivantes : 

S(u, P, w) = υ, 

"5F ~ ~ ~5F 

"5F ~ ~ ~5F 
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ou, cil développant les trois dernières équations, 

0% . <B (is 
A -J— -+- IX -7— V — = O, du ' dv (hr 

λ -j j— -+- (X -r ; h V -,—J -f- p -y— o. 

λ -j j— -+- (X -r ; h V -,—J -f- p -y— o. 

λ -j j— -+- (X -r ; h V -,—J -f- p -y— o. 

Ces relations entraînent, puisque λ, ιχ, ν, ρ ne sont pas tous nuls, 

<Y 5 <Y5 à*5 <B 
du* du dv dudw du 

du dw dv dw dw- Ow 
= 0. 

du dw dv dw dw- Ow 

du dw dv dw dw- Ow 

Telle est l'équation de la courbe C. On vérilie aisément, en vertu 
de la relation S(w, v, <v) = o, que cette fonction satisfait aux équations 
fonctionnelles d'une fonction llièta paire, d'ordre quatre, de caracté-
ristique nulle et qu'elle admet pour zéros doubles les 2S demi-périodes 
qui annulent Sr. 

Définition analytique d'une surface S d'ordre six. 

10. Avant de définir la surface particulière S (M, C, IV) qui fait l'ob-
jet de la seconde Partie de ce travail, il convient de rappeler quelques 
propriétés des fonctions tlièla de ^enre trois. Soit un Tableau normal 
de périodes : 

2ûî, ο, ο, a, //, c, 

o, o, 27: /, c, c, Λ; 

o, o, 27: /, c, c, Λ; 
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on appelle fonction thêta normale, d'ordre m, une fonction uniforme, 
entière, de u, P, w, vérifiant les relations 

&{u -H 2IC«, v, HP) = e6'1ti6(u
f
 E, HT), 

θ( W, Ρ, HP 4- 2Π Ί) = E?*%IQ(U, Ρ, HP), 

θ( W, Ρ, HP 4- 2Π Ί) = E?*%IQ(U, Ρ, HP), 

Θ(Μ 4- c, P 4- C, W 4-A) = ΒΗ»Π' 0(W, Ρ, Φ), 

Θ(Μ 4- c, P 4- C, W 4-A) = ΒΗ»Π' 0(W, Ρ, Φ), 

Θ(Μ 4- c, P 4- C, W 4-A) = ΒΗ»Π' 0(W, Ρ, Φ), 

ε,, ε2, ε
3

, ηη yj
a

, η3 désignant ο ou ι. L'ensemble des six nombres 

εη ε2ΐ ε3ΐ 
η«, η3> η3 

est dit la caractéristique de la fonction thêta; la caractéristique est 
dite nulle si les six nombres sont nuls. 

D'après cela, pour tout ordre m, il y a 64 caractéristiques diffé-
rentes, c'est-à-dire 64 systèmes de fonctions thêta normales; en parti-
culier, il y a 64 fonctions thêta normales d'ordre un, %(u, p, HP). Parmi 
ces fonctions, 36 sont paires et 28 sont impaires; chacune s'annule 
pour 28 demi-périodes, c'est-à-dire pour 28 systèmes de valeurs de u, 
p, HP compris dans les formules 

». a . b c 
U — IT.L 4-0 —h ci —h/'-j r 2 2 2 2 

w = 117:1 4-jD- 4- q - 4- r-

w = 117:1 4-jD- 4- q - 4- r-

(/, m, n, p, q, /· = ο ou 1). 

M. Humbert a fait connaître un algorithme qui établit un lien entre 
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les 64 fonctions Sr et les demi-périodes qui annulent chacune d'elles. 
Nous en ferons un fréquent usage dans la suite. 

Soient α, β, γ, δ; a', β', γ', δ'; α", β", γ", δ" trois séries de quatre 
caractères; les 64 symboles αα'α" représenteront les64 fonctions thêta 
normales d'ordre un et les 64 symboles (αα'α") représenteront les 
64 demi-périodes, de telle sorte : 

i° Que les 28 demi-périodes annulant la fonction αα'α"soient repré-
sentées par les symboles (pp'p"), ou les caractères α, a', a" figurent 
au total un nombre impair de fois; 

20 Que les 28 fonctions qui s'annulent pour la demi-période (αα'α") 
soient également représentées par les symboles pp'p", où les carac-
tères α, a', a" figurent, au total, un nombre impair de fois. 

L'algorithme jouit des propriétés suivantes : 
Considérons le produit de fonctions thêta normales, d'ordre un, en 

nombre pair, telles que αα'α", β β'β", .·.; écrivons à la suite les uns 
des autres les caractères qui entrent dans les symboles de ces fonctions 
et traitons cette expression comme un produit algébrique; elle sera de 
la forme 

αΑ βΑγ/δηια'Α/... α"Α"... δ'""". 

Si les exposants A, k, l, m sont entre eux de même parité, ainsi que les 
exposants A', k', /', m' et les exposants h", k", m", le produit des 
fonctions thêta considérées (produit qui est évidemment une fonction 
thêta normale) aura sa caractéristique nulle. 

De plus, si la somme h h' -+- h" est paire, ce produit sera une fonc-
tion paire de u, p, w. 

11. Pour définir la surface S, on considère les fonctions Θ(Μ,Ρ, W) 

normales, de caractéristique nulle, du second ordre et paires; elles sont 
au nombre de huit linéairement indépendantes, parmi lesquelles 3ra, en 
désignant par S(M, P, w) — ο la relation fondamentale que u, p, sv sont 
toujours supposés vérifier. On peut donc déterminer quatre fonc-
tions Θ(Μ, Ρ, UP) non identiquement nulles, linéairement indépendantes 
et s'annulant [nécessairement à l'ordre deux (')] pour trois demi-
périodes ρ arbitrairement choisies. 

(') Supposons, en eflet, que cette demi-période ρ soit u — ο, ν = o, w = 0; 
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C.eci pose, la surface S (M, P, w) est définie paramétriquement par 
les équations 

a?/= 0/(M, v, w) (i = I, 2,3, /»). 

Les trois demi-périodes ρ seront choisies parmi celles qui annulent 5 ; 
mais on reconnaît par l'algorithme qu'il existe deux types distincts de 
groupes de trois demi-périodes : dans le premier cas, elles annulent 
toutes trois six fonctions thêta du premier ordre; dans le second cas, 
elles en annulent quatre. Nous examinerons exclusivement le premier 
cas qui conduit à des résultats beaucoup plus symétriques. Pour fixer 
les idées, les trois demi-périodes seront désignées par les symboles 

(α α'a") ou />
a

, 

(a a'γ") ou 

(a a'γ") ou 

et l'équation fondamentale S (M, Γ, w) sera notée α β'δ" ou pour abréger 
simplement par S. 

12. Le degré de la surface est égal au nombre des solutions non 
fixes communes aux trois équations 

S(M, «■',«?) = o, 

b( Θ, H- b202 03 4- bs Θλ = ο, 

b( Θ, H- b202 03 4- bs Θλ = ο, 

les a et b étant des constantes arbitraires. D'après le théorème de 
M. Poincaré, ces trois équations ont 6x2x2x1 = 24 solutions 
communes, parmi lesquelles figurent les trois demi-périodes ρ

Λ
, p^ ργ 

qui comptent chacune pour quatre solutions. Les autres solutions, au 
nombre de 24 — 12 = 12, sont deux à deux égales et de signe contraire, 
en sorte qu'il ne leur correspond que £12 = 6 points sur la surface S. 

La surface S est donc du sixième ordre. 

les fondions étant paires, si le point ρ est un zéro, il est nécessairement un 
zéro double. 



16 L. REM Y. 

15. Aux 28 demi-périodes qui annulent S correspondent sur la sur-
face des lignes et des points remarquables. 

Aux trois demi-périodes annulant à la fois & et les quatre fonctions Θ,· 
correspondent trois unicursales singulières, lesquelles sont des co-
niques, puisque /?

a
, />p, py sont des zéros doubles pour les fonctions 0/. 

Aux 25 autres demi-périodes annulant S et non les Θ, répondent sur 
la surface S vingt-cinq points doubles : supposons, en effet, que l'une 
des demi-périodes soit u = r = vr = o; les fonctions Θ,· ne s'annulant 
pas pour M = V = IV = O et étant paires, on aura, aux environs de 
u = ο, ν — o, iv = o, 

0
f
. = ai H- (A,· u2 -t- B/P2 -h Cpv2 -f- D, uv -h Ε,ην -h Fpv//) 

d'où l'on conclut aisément qu'une droite menée par le point u = o, 
ç = o, u == o de la surface S a, avec celle-ci, deux intersections con-
fondues au point considéré. 

Courbe double de la surface S. 

14. Les surfaces adjointes à S sont des quadriques dépendant de 
deux paramètres : la surface possède donc nécessairement une courbe 
ou des points multiples. Ce sont ces courbes que nous étudierons tout 
d'abord. 

Il a été établi que la courbe mobile d'intersection de la surface S 
par une adjointe a pour équation 

1P / . f)5 ί)ί Ù*3 
I ("> ·'» = A57, + + ν 5Γ,, = "· 

La fonction F ne s'annule, en général, pour aucune demi-période, 

mais on peut disposer des paramètres de manière qu'elle s'an-

nule pour deux demi-périodes ph pj choisies par exemple parmi 
celles qui annulent &. Dans ce cas, chacune d'elles est pour la fonc-
tion F un zéro double. Supposons, en effet, pour fixer les idées, que ρ,· 
désigne la période 11 = o, ç = o, vr = o, ce qui implique que la fonc-
tion & est impaire : il résulte de là (pie F est une fonction paire et ne 
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peut s'annuler pour pi qu'à l'ordre deux. Mous désignerons 

Par F
a
 la fonction F qui s'annule pour p$ et pY, 

» Fp » » pY et p„ 

» Fy » » p
%
 et pp. 

Ceci posé, les produits F
a
Fp, FpFr, FyF

a
 satisfont [lorsqu'on suppose 

u, r, w liés par la relation £(&, v, «·) = o] aux mêmes relations fonc-
tionnelles que les fonctions Θ, et nous pouvons dès lors prendre pour 
fonctions coordonnées 

x1 f pl· γ, 

®s=FaFp, 

®s=FaFp, 

b( Θ, H- b202 03 4- bs Θλ = ο, 

15. Considérons le pian variable x
3
 -+- px

2
 = ο : il coupe la surface 

suivant la courbe lixe F
a
= ο et suivant la courbe variable Fp-h pFy==o. 

Or, cette dernière fonction est, sur la surface S, une fonction thêta 
d'ordre un s'annulant au second ordre pour la demi-période />

a
, d'où 

l'on déduit que le degré de la courbe est égal à 

■(6x2x1x1-2x2) = ^. 

Il en résulte nécessairement que la droite D
a

, commune aux plans 
z\ -+- px., = o, est une droite double de la surface. Il en serait de même 
pour les droites x

3
 = 0, Λ?, = o et x

t
 = 0, x

2
 = o; ces trois droites 

doubles passent toutes trois par le sommet x
x
 = x3 = x

z
 = o du té-

traèdre de référence. 
Donc, la surface S possède trois droites doubles D

a
, Dp, Dy con-

courantes; leur point de concours est un point triple de la surface. 
Les coniques singulières répondant aux demi-périodes p

e
, jop, 

sont situées respectivement dans les faces du trièdre formé par les 
droites doubles. En effet, l'équation du plan de la coniquç 

a
t
x

t
 -h a

3
x

2
 4- a

3
x

3
 -h a

h
x\ — Θ

α
(«, u,w) = o 

Journ. de Math. (6* série), lome IV. — Ease. I, 190S. -J 
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s'obtient en determinant les constantes — > —, de manière ciue la ak
 1 

fonction Θ
β
 admette p

a
 comme zéro d'ordre de multiplicité supérieur à 

deux. Dès lors 
Θ

α
=ΓρΡγ=χ·

ι
. 

16. Il est intéressant de préciser la représentation analytique des 
points multiples de la surface. Considérons un plan arbitraire 

b
t
 x'j l)■>x-j, -t~ -j— ô, ·Χ*| — Θ^Μ, r, vv) — ο 

et cherchons son point d'intersection avec la droite double D
a

. Les 
fonctions £, F

a
, Θ ont, en dehors des demi-périodes pv 

(6X1X1X2 — 2X2X2 ) = 4 

solutions communes, deux à deux égales et de signe contraire. Ces 
deux systèmes de valeurs des arguments 

(±: u'f ± e', ± w>'), ( ± u", dtz ν", ± tr") 

définissent le même point de la droite double, considéré comme 
appartenant à l'une ou à l'autre nappe de la surface. 

On obtient le point triple en considérant les solutions communes 
aux équations & = o, Fp = o, F

T
 == ο ; en dehors de la demi-période ρ

α
, 

elles ont (6 χ ι χ ι χ ι — 2x2) = 2 solutions communes; désignons-
les par (dtw

x
, dt e

a
, ±ir

a
); soient de même (±«p, ± cp, ±ivp) 

et (±ί/γ, ± Γγ, ± *νγ) les solutions communes respectivement aux 
équations £r = o, Fy=o, F

a
=o et aux équations £ = o, Fa=o, 

Fp=o. Ces trois systèmes de valeurs des paramètres définissent les 
trois nappes de la surface qui se coupent au point triple. 

17. Les quadriques adjointes à la surface S sont nécessairement 
des cônes du second ordre ayant pour sommet le point triple et con-
tenant les trois droites doubles. Effectivement la fonction 

¿SXV ÔÏV ) 

est, sur la surface, une fonction thêta d'ordre quatre, de caractéristique 
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nulle, paire et s'annulantà l'ordre quatre pour les trois demi-périodes 
P*i Pv> ce φ" prouve qu'elle représente l'intersection complète de 
la surface S par une quadrique. 

En effet, il existe — = 36 fonctions thêta paires, d'ordre quatre, 

de caractéristique nulle, linéairement distinctes; il faut en déduire 

les 1 = i4 produits de S par une fonction thêta, d'ordre trois, de 

même parité et de même caractéristique que 3. Parmi ces fonctions 
on peut donc en former 36 — ι f\ — 3 χ ί\ = ίο qui s'annulent à l'ordre 
quatre pour les trois demi-périodes. C'est précisément le nombre des 
termes du polynome homogène du second degré en x

n
 x

2
, x

;J
, x

v 

Donc une telle fonction peut s'exprimer par un polynome homogène 
du second degré en χ,, x2

, x
3
, x,. 

18. Deux cônes adjoints quelconques se coupent, en dehors des 
droites doubles, suivant une droite D passant par le point triple; et 
ceci précise la correspondance entre la courbe plane C du quatrième 
ordre et la surface considérée S. Aux trois répartitions en deux 
couples des quatre points d'intersection de C avec une droite Δ 
répondent trois points de la surface en ligne droite avec le point 
triple. Λ toute droite Δ du plan de la courbe C correspond ainsi une 
droite 1 ) de l'espace menée par le point triple et réciproquement. 

La courbe L„, lieu géométrique des points de contact des surfaces 
adjointes tangentes à S (u° 9), est, dans le cas actuel, la courbe de con-
tact du cone circonscrit à S et ayant le point triple pour sommet. La 
eourbe LA est l'intersection résiduelle de ce cône par la surface. 

Ce cône circonscrit est, comme le montre aisément la Géométrie 
analytique, un cône d'ordre dix-huit admettant les droites D comme 
droites multiples d'ordre huit. Il existe une correspondance univoque 
entre les génératrices de ce cône et les tangentes à la courbe fonda-
mentale C. 

Sur les courbes définies par les fonctions thêta du premier ordre. 

19. Les 63 fonctions thêta du premier ordre autres que 3 = ο 
définissent sur S des courbes intéressantes; leur étude se fait aisément 
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au moyen de l'algorithme du n° 10 et elle nous conduira à une défini-
tion et à une génération géométriques de la surface S. 

Chacune de ces courbes est de genre un; en effet, toute fonction 
normale du premier ordre se déduit de 2r (à un facteur exponentiel 
près) en augmentant m, e, w d'une demi-période et, par suite, aux 
points de la courbe SA= ο sur la surface correspondent sur la courbe 
plane C les couples (χ·,, ÎC

2
), (x'0 x'

2
) vérifiant les relations 

G, (.r,) -h G, (./*a) = G, (.r, ) H- G, (x'
9
) +x1, 

G:,(.ct) + Gj(x'a) — G3(J:,1) G3(.^) H- -J· 

G:,(.ct) + Gj(x'a) — G3(J:,1) G3(.^) H- -J· 

Désignons par .χ·
3

, r, les deux points de C en ligne droite avec 
a?',, a?

3
; les équations précédentes s'écrivent : 

Σ; G, (*,)=! 

2yG,(^y)= ^ f, "J, >i, 1), 

S>G,(*y)=T 

li\, (i\,, if, étant une période; ces relations établissent que les quatre 
points .r

n
 ./;a, x

3
, xv, sont les points de contact de la courbe C avec 

une conique quadritangente. Chacune des courbes = ο correspond 
donc, point par tangente, à l'enveloppe des droites joignant deux à 
deux, sur C, les quatre points de contact des coniques inscrites d'un 
même système. Or ces droites enveloppent, ainsi qu'il est connu, une 
courbe générale de troisième classe et de genre un. Les courbes ^Λ = ° 
de la surface S sonl donc de genre un (1 ). 

Il convient de distinguer les (33 fonctions Sr en quatre groupes, 

(') Celle démonstration, due à M. Humbert (Journal de Mathématiques, 
1896), a été reproduite ici pour la clarlé de l'exposition. 
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suivant qu'elles s'annulent pour 3, a, ι ou ο des trois demi-périodes 
p

%
. pp, pr Nous examinerons successivement ces différents cas. 

Plans tangents singuliers de la surface S. 

20. D'après le choix des périodes p
x

, jOp, ρ
γ
, il existe, en dehors 

de à, cinq fonctions thêta du premier ordre s'annulant pour ces trois 
demi-périodes. Elles répondent aux symboles suivants : 

αγ'δ" ou S,, 

S^ S^ ou S,, 

S^ S^ ou S,, 

S^ S^ ou S,, 

S^ S^ ou S,, 

T I r. .1 1 ,6X1X1X2 — 3X1X5 0 ,
 a La courbe ;r,· = ο est de degre = o ; c est une 

courbe plane, car la fonction (S,)2 peut s'exprimer par une com-
binaison linéaire et homogène de a?,, .r

2
, r

;l
, x\, ; et le plan de celte 

cubique est langent à la surface tout le long de cette courbe. Enfin la 
cubique n'a pas de point double, puisqu'elle est de genre un. 

La surface S admet doue cinq plans tangents singuliers le long 
d'une cubique. 

21. L'algorithme permet d'étudier simplement la répartition des 
vingt-cinq points doubles par rapport aux cinq plans tangents singu-
liers P,, P

a
, ..., P

}
. Les vingt-cinq points doubles comprennent les 

dix sommets du pentaèdre formé par les cinq plans. En outre, 
chaque plan langent singulier contient trois points doubles. Ainsi, le 
plan P, noté αγ'δ" contient les trois points doubles 

(αό'α"), (αΐ'β"), (αδγ). 

Ces points seront dénommés A
a
 ,, Ap,,, Ay>,, l'un des indices se rappor-

tant aux plans P,, l'autre aux demi-périodes p
x1

 p$, pr ou encore aux 
droites doubles D

a
, Dp, Dr Il en serait de même pour les autres plans P,. 
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Enfin, en dehors de ces points singuliers pour lesquels les tangentes 
à S forment un cône proprement dit, chaque plan P, contient trois 
autres points doubles qui sont les traces des droites doubles. Ces 
points sont nécessairement des points-pince. 

Quadriques oirconscrites à la surface S. 

22. A toute fonction S qui s'annule pour deux des demi-périodes 
Pv Pt correspond une courbe gauche, d'ordre 

6x1x1x2—2x2 . 
5 =/i 

et de genre un, c'est-à-dire une biquadratique. 
Le long de celle courbe on peut circonscrire à la surface S une 

quadrique qui la coupe en outre suivant deux des droites douilles; 
car, si la fonction s'annule pour et /;γ, on établit, d'après un 
raisonnement déjà employé, que l'équation 

(r)n'pFr=o 

représente l'intersection complète de S par une quadrique. 
En vertu de l'algorithme, il existe dix-huit fonctions de ce type; 

parmi elles les trois fonctions 

οφ'α" ou <
v
)„ 

αβγ ou Qy 

αβγ ou Qy 

jouent un rôle particulier. 
La biquadratique Qa— ο ne contient aucun des sommets du pen-

taèdre, et elle passe par les dix points doubles 

A β,/, ···> Cl Λγ
ι4

·, ..., (i I , 2, d, 4, ·>_). 

On peut en déduire une conséquence géométrique intéressante : la 
biquadratique Q

a
= ο perce le plan P

t
 aux deux points doubles Ajy, 

Αγ<·; d'ailleurs, elle ne saurait passer parla trace des droiles doubles 1) 
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sur le plan P,·, car, en raison du rôle symétrique joué par les plans P, 
elle passerait de même par les traces de D sur les quatre autres 
plans P. Elle est donc nécessairement tangenLe au plan Ρ en un point 
simple de la surface, et la quadrique Q

a
, circonscrite à la surface S le 

long de la biquadratique, est tangente au plan P,· en ce point. 
En résumé, la quadrique Q

a
 contient les droites Dp, Dy et elle est 

tangente aux cinq plans Ρ,·. Il existe donc trois quadriques Q
e

, Qp, Qy 
(n'appartenant pas à un même faisceau) tangentes aux cinq plans P, 
et aux plans du trièdre formé par les droites doubles; en d'autres 
termes : 

Les cinq plans langeais singuliers for me ni avec les plans du 
Irièdre des droites doubles un groupe de huit plans de Lamé. 

D'ailleurs, ces huit plans ne sont soumis à aucune autre condition; 
ils déterminent, en effet, sans ambiguïté, la surface S ('). Or un 
groupe de Lamé dépend de vingt et un paramètres, soit, au point de 
vue projectif, six paramètres; c'est précisément le nombre des modules 
dont dépend la représentation paramétrique par les fonctions abé-
liennes. 

Définition géométrique de la surface S. 

25. La surface du sixième ordre S(#, c, ce) qui a été définie analy-
tiqueinent possède trois droites doubles concourantes et cinq plans 
tangents singuliers : ces propriétés sont caractéristiques. 

Soit, en effet, une surface du sixième ordre Σ jouissant de ces pro-
priétés; désignons par P

n
 ..., P

5 ses plans tangents singuliers et par 
Π

α
, Hp, 1Ιγ les faces du trièdre des droites doubles, et considérons le 

plan IIy qui forme, avec les sept plans P
n
 P2, ..., P„ Π

β
 et Πβ un 

groupe de Lamé. 
Les huit plans P

n
 P

2
, ..., P

s
, 1Ι

α
, Πβ, 1Ι'γ déterminent sans ambi-

(') Les cubiques de contact de chaque plan singulier doivent passer, en effet, 
par les six sommets du quadrilatère complet découpé dans ce plan par les 
quatre autres plans singuliers, par les traces des droites doubles et par les 
points de contact des quadriques Qa, Qp, Qy. 
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guïté une surface S (M, P, w) définie au moyen des fondions abé-
liennes Φ(w, ρ, <v). Je dis que S coïncide avec Σ et, par suite, ΙΙγ 
avec Πγ. 

Les coniques C
a

, Γ
α
 suivant lesquelles le plan Π

α
 coupe les surfaces S 

et Σ, en dehors des droites doubles, coïncident, puisqu'elles sont tan-
gentes toutes deux aux traces des cinq plans P<, ..., P5, et il en est de 
même pour les coniques Cp, Γρ situées dans le plan 11p. D'autre part, 
chacun des plans P, coupe les surfaces S et Σ suivant deux cubiques c,·, 
γ,·, lesquelles ont neuf points communs, savoir : six sommets du pen-
taèdre, la trace de la droite double DY, intersection des plans Π

α
, lip, 

et les points de contact des coniques situes dans les plans 1I
X
 et Πρ. 

Admettons provisoirement que ces neuf points ne forment pas la base 
d'un faisceau de cubiques; dès lors, les cubiques ct

 et γ,· coïncident et 
l'on en déduit que les surfaces S et Σ sont confondues. 

Pour établir que les neuf points ne sont pas la base d'un faisceau de 
cubiques, il suffit de remarquer que, dans cette hypothèse, dès que 
les six plans P„ ..., P

3
, ïï

a
 seraient donnés, ainsi que la droite 

double Dr, le plan IIp serait parfaitement déterminé, devant passer 
par le neuvième point base du faisceau; or nous avons vu plus haut 
que les sept plans P

n
 P

2
, ..., P

3
, ΙΙ

α
, IIp peuvent être pris arbitrai-

rement. e. Q. r. D. 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

Toute surface du sixième ordre qui possède trois droites doubles 
concourantes et cinq plans tangents singuliers est une surface 
S (M, e, vv), c'est-à-dire quelle peut être associée à une courbe 
plane C d'ordre quatre de telle façon qu'à un point de la surface 
correspondent deux couples de points de C situés en ligne droite 
et réciproquement. 

Les cinq plans tangents singuliers et les plans du trièdre des 
trois droites doubles forment nécessairement un groupe de huit 
plans de Lamé. 

24. Nous présenterons une dernière remarque relative aux biqua-
dratiques Q

a
, Qp, QY et qui conduit à une forme simple de l'équation 

de la surface. Considérons le produit des quatre fonctions Q
a

, Qp, QY, S 
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dont les symboles sont respectivement 

αβ'α", αβ'β", αβ'γ", αβ'δ". 

En vertu de l'algorithme, c'est une fonction thêta impaire de carac-
téristique nulle; dès lors le produit Q*QpQY est une fonction thêta 
d'ordre trois, de même caractéristique que S, mais de parité contraire. 
D'après un théorème général qui sera établi plus loin, une telle fonc-
tion définit l'intersection de S par une surface adjointe d'ordre 
trois Σ„. 

De même que les quadriques Q
a

, Qp, QY, la surface cubique Σ
3
 est 

parfaitement déterminée dès que l'on se donne les huit plans Ρ et Π, 
car elle contient les droites doubles D et les quinze points de contact 
des quadriques Q

a
, Qp, QY avec les cinq plans P

t
·. Désignons par les 

mêmes lettres Q
a

, ... les premiers membres des équations carté-
siennes de ces surfaces. 

Il résulte des considérations précédentes que l'équation de la sur-
face S est de la forme 

Q
a
Q,Q,-SJ = o. 

Génération géométrique de la surface S. 

25. En dehors des trois quadriques Q
a

, Qp, QY, il en existe quinze 
autres également tangentes à la surface le long d'une biquadratique et 
passant par deux des droites doubles; leur étude conduit à une géné-
ration géométrique de la surface S. 

Ces quadriques peuvent être dénommées Q
a i

, Qp
>{
-, QY>t·, les indices 

α, β, γ correspondant aux droites doubles et les indices i (i= ι, 2,3,4,5) 
aux plans singuliers P,; si pp'c" est le symbole de la fonction £r qui 
définit le plan P/, la biquadratique Q

a>i
· est définie par l'équation 

Spp'ct" = °-

On reconnaît aisément au moyen de l'algorithme que la biquadra-
tique Q«,

n
 par exemple, passe par les quatre sommets du tétraèdre P2, 

P
s

, Ρ
Λ

, P
5

, rencontre en outre ces plans aux points doubles Αα>2, Αα,3, 
Jour η. de Math. (6° série), tome IV. — Fasc. I, 1908. 4 
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Α
α

,»> Α
α 5

 et qu'elle passe enfin par les deux points doubles Ap
(l

, Α
γι

, 
situés dans le plan P,. 

26. On peut considérer le plan P,· et la quadrique Q
a t

· comme 
formant une surface cubique dégénérée circonscrite à la surface S. 
Nous nous proposons de démontrer que les cinq surfaces 

(P|,Q«,«) (« = I,2,3,/|,5) 

appartiennent aune famille de surfaces cubiques inscrites à la surface S. 
A cet effet, remarquons que le produit des quatre fonctions 

P,, Q
a>1

, Pa, Q
aa dont les symboles sont respectivement 

αγ'δ", αγ'α", αδ'δ", αδ'α" 

est une fonction paire et de caractéristique nulle; de plus il admet 
les demi-périodes /?jj, ρΊ comme zéros d'ordre quatre et ρ

Λ
 comme 

zéro d'ordre deux. D'autre part, le produit ΕρΕγ est, sur la surface, 
une fonction tlièla, paire, d'ordre deux et de caractéristique nulle, 
admettant ρ

Λ
 comme zéro d'ordre quatre et ρΊ comme zéros 

d'ordre deux. On en déduit par un raisonnement employé déjà à 
plusieurs reprises que l'équation 

V iQa,|T>aQ«,
2
l^l7

r= <■> 

représente l'intersection complète de la surfac.e S par une surface 
cubique T

;
, et, par suite, que l'équation de la surface S est de la forme 

(E) S = (PlQcu)(PaQct,3) — T3 = 

en désignant par Ρ, = ο, ..., T
3
 = o les équations cartésiennes des 

surfaces correspondantes. 
Cette équation met en évidence que la surface S est Venveloppe 

de la famille de surfaces cubiques 

(a) S«=f2(l>iQ«,l) + 2?T.H- (l\Q„,3) = o, 

ρ désignant un paramètre variable. Il existe trois familles analogues 
·2βΐ Σγ. 
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La famille des surfaces cubiques inscrites Σ
α
 comprend comme 

dégénérescences les cinq surfaces formées respectivement du plan P, 
et de la quadrique Q

a>l
·. 

L'équation abélienne de la courbe de contact de la surface Σ
α
 est 

Ρ^αγ'δ'^αγ'α" ^αδ'δ*^αδ'α" — Ο· 

27. De l'équation (Ε) on peut déduire des conséquences géomé-
triques. La surface T, contient les droites doubles Dp, Dr mais non 
la droite D

a
; elle coupe donc celle-ci en deux points m et η en dehors 

du point triple de la surface S. D'après l'équation (K) ces points m, 
η coïncident avec les points d'intersection de D

a
 avec les plans P,, Pa 

et les quadriques Q
al

, Qata; d'après des considérations de symétrie, 
l'un de ces points appartient à P, et Q

a>4
 et l'autre à P2 et Q

a iS
. 

Ceci posé, soit Σ
α

υηο surface cubique quelconque de la famille (a); 
l'équation de la surface S peut se mettre sous la forme 

S = (P
l
Q«

t
,)ï.-r

a
» = o. 

La surface cubique T.', rencontre la droite D
a
 au point triple, au 

point m et en un troisième point s. Il résulte de l'identité précédente 
que la surface Σ

3
 a un point double en s. 

En résumé, la surface cubique variable Σ
α
 est définie par les condi-

tions suivantes : elle contient les droites Dp, Πγ, elle passe par les dix 
sommets du pentaèdre Ρ,Ρ2...ΡΓι

 (car chacune des surfaces décom-
posées P

t
Q

a><
 passe par ces dix sommets); enfin, elle possède un point 

double situé sur la droite D
a

. Bien qu'assujettie à dix-neuf conditions, 
elle dépend d'un paramètre, ce qui constitue un théorème : 

Etant donnés huit plans de Lamé P,,..., 1%, Π
χ

, Πρ, ΙΙγ, il existe 
une surface cubique, passant par les dix sommets du pentaèdre 
P,, ..., P., contenant deux des arêtes du trièdre Π

α
, IIp, ΙΙγ et 

admettant pour point double un point quelconque s de la troisième 
arête D ; quand le point s décrit cette arête, la surface cubique 
enveloppe la surface du sixième ordre S déterminée par le groupe 
de Lamé. Cette surface admet trois générations analogues. 

28. Ce théorème conduit à une forme élégante de l'équation de la 
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surface S. Remarquons que la donnée des huit plans P,, P
5

, Π
α

, 
Πρ, Πγ définit la quadrique i par des conditions linéaires (car elle 
doit passer par les sommets du tétraèdre des quatre plans Ρ autres 
que P

t
· et contenir les deux droites Dp, DY). Ceci posé, si l'on désigne 

par F(X,Y, Z) le polynome 

Xa-t- Υ2-μ Ζ2 — 2YZ - 2ZX - 2XY, 

l'équation de la surface peut se mettre sous la forme 

*[(P|Q*/). (PyQ«j). (p*Q»,*)l = o. 

11 existe trente formes analogues. 

29. Voici une dernière conséquence du théorème précédent. La 
surface inscrite variable Σ

α
 coupe le plan P, suivant une cubique qui 

passe par huit points fixes; à savoir les traces des droites Dp, DY et les 
six sommets du quadrilatère complet découpé par les quatre autres 
plans singuliers. Elle passe donc par un neuvième point qui n'est 
autre que le point double Α

α>ι
·; de là une définition simple des points 

doubles A : le point Α
α>ί

 forme avec les traces, sur le plan P,, des deux 
droites doubles Dp, DY et des six droites d'intersection des plans sin-
guliers autres que 1\ un groupe de neuf points bases d'un faisceau de 
cubiques. 

Surfaces adjointes d'ordre trois et d'ordre quatre circonscrites à S. 

50. On reconnaît au moyen de l'algorithme qu'il existe trente 
fonctions thêta du premier ordre s'annulant pour une des trois demi-
périodes p

a
, />p, ργ; elles définissent sur la surface S des courbes 

gauches de degré cinq et de genre un. Considérons l'une de ces fonc-
tions, par exemple, qui s'annule pour la demi-période (αα'α") 
ou n

a
. Le produit 

(WW>FT 

est une fonction thêta d'ordre six, de caractéristique nulle, paire, 
admettant les trois demi-périodes ρ

α
, />p, ρΊ pour zéros d'ordre six, 
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et l'on en conclut que l'on peut circonscrire k la surface S, le long de 
la quintique &Mv = o, une surface cubique adjointe admettant D« 
comme droite double. 

Ces trente surfaces cubiques font partie de trente familles de sur-
faces cubiques inscrites qui se déduisent très simplement des trois 
familles Σ

α
, Σρ, Σγ précédemment définies. D'après l'équation 

on peut considérer la surface S comme l'enveloppe de la famille de 
surfaces cubiques 

?2(Ρ«Q«,A) H- 2pT
3
 + (P

A
Q

a
,
/
) — o. 

On définit par cette voie trente familles analogues. Pour démontrer 
que les trente surfaces cubiques adjointes appartiennent respective-
ment à ces trente familles, il suffit de vérifier, par exemple, que le 
produit (£a<xvFa) a même caractéristique et même parité que les 
produits (P,Q«,2) et (P

2
Q

a)1
) et qu'il s'annule au même ordre de 

multiplicité pour les deini-périodes ρ
α

, p$, />γ; c'est ce qu'on vérifie 
aisément en vertu des symboles de ces fonctions 

Ρ, : αγ'δ", P
2
 : αδ'δ", 

Qou :αγ'κ", Qa>2: αδ'α"; 

d'autre part F
a
 est de même caractéristique que et de parité 

contraire. 

31. Enfin les dix fonctions thêta du premier ordre qu'il nous reste 
à considérer ne s'annulent pour aucune des trois demi-périodes p\ 
elles définissent sur la surface des courbes gauches de degré six et de 
genre un. Soit Ητ

ααδ
' l'une de ces fonctions, l'équation 

(S««r)2F2FjSF*=o 

représente l'intersection complète de S par une surface adjointe 
d'ordre quatre admettant les droites D

a
, Dp, DY pour droites doubles. 

Donc il existe dix surfaces de Sleiner adjointes à S et cir-
conscrites à S le long d'une courbe gauche du sixième ordre. 
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On reconnaît que ces dix surfaces correspondent aux combinaisons 
deux à deux des cinq plans tangents singuliers P,; la surface (*,./) 
contient douze points doubles de la surface : à savoir les traces sur les 
plans P,·, Pj des arêtes du trièdre formé par les trois autres plans sin-
guliers et les six points doubles A contenus dans les plans P,·, Py. 

Sections de la surface S par les surfaces adjointes. 

52. La représentation paramétrique au moyen des fonctions abé-
liennes permet d'étudier assez simplement les courbes découpées sur 
la surface S par les surfaces adjointes d'ordre ri. 

Nous admettrons désormais pour lixer les idées que la fonction 
désignée jusqu'ici par £(«, e, w) est la fonction thêta normale d'ordre 
un, de caractéristique nulle (cette fonction est paire). 

Soit Σ(.τ0 x'a, xSJ
 x

4
) — ο l'équation algébrique d'une surface 

adjointe d'ordre η et désignons par Σ(«, c, w) ce que devient 
Σ(χη ..., x

h
) lorsqu'on y remplace x

(
, ..., χ\, par leurs expressions 

en M, C, W 

x, = Fb F1, x2 = F1 F2 x2 = Fx Fb, x4 = O, 

Σ(Η, r, w) est [du moins lorsqu'on suppose r(w, c, w) = o] une fonc-
tion thêta paire d'ordre m, de caractéristique nulle et «'annulant à 
l'ordre m pour les trois demi-périodes ρ

Λ
, ρΊ. De plus, comme la 

surface Σ(χ,..., χ
λ
) = ο passe, par hypothèse, par les trois droites 

doubles D
a

, Dp, DY, Σ(ιι, Γ, W) contient en facteur le produit F
a
FpF

Y
, 

en sorte que · 
Σ (M, E, w) = F

a
FpFT

 Σ(//, R, VV). 

D'après cette relation même, σ(«, e, vv) est une fonction thêta 
impaire de caractéristique nulle, d'ordre m — 3, admettant yp

a
, p$, py 

pour zéros d'ordre in — i\. 
Réciproquement, toute équation σ(κ, c, iv) = 0 de ce type définit 

l'intersection de la surface S par une surface adjointe d'ordre n. En 
effet, le polynome général Σ(χ

π
 ..., x

4
) homogène d'ordre η dépend 

de £(/i + i)(n + 2)(n + 3) constantes; la condition de contenir les 
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trois droites doubles de la surface S impose 3/H-ι conditions 
linéaires; enfin, si l'on désigne par S(xn x

k
) = ο l'équation de 

la surface S, tout polynome de la forme 

Σ — , . . . , xf) 1&.(X\, .. . , A',), 

Κ désignant un polynome d'ordre η — 6, est identiquement nul sur la 
surface. En résumé, l'équation de la surface adjointe la plus générale 
d'ordre η dépend d'un nombre de paramètres homogènes égal à 

φ(
Λ

) — (rt + i)(J» + a)(/t + 3) _ (n — 5)(/i —4)(/t —3) _ ̂
 +

 ^ 

= 3/ι2 — qη -f- ίο. 

Évaluons, d'autre part, le nombre des fonctions σ(α, ρ, up) linéaire-
ment distinctes et non identiquement nulles sur la surface S. Les 
fonctions thcta d'ordre ι η — 3, de caractéristique nulle et impaire, 

sont au nombre de (xn-3 - 4) -t ; il faut en déduire les produits de 

par les fonctions d'ordre in — 4> de caractéristique nulle, impaires, 

au nombre de ^ ~~8· Enfin, les fonctions σ(κ, Ρ, UP) doivent 

s'annuler à l'ordre in — 4 pour ρ
Ά

, pp, ργ, ce qui impose 3(n — 2)* 
conditions linéaires. Le nombre des fonctions σ(κ, ρ, UP) est donc 

ψ(/ί) = - - -ς- - >(n — 2) = 6n' — 9/1 -f- 10. 

L'égalité de <p(/a) et de ψ(«) établit la réciproque annoncée. Donc : 

Les courbes découpées sur la surface S par ses adjointes 
d'ordre η ont pour équation générale σ(κ, ρ, up) = ο, en désignant 
par σ(«, Ρ, UP) une fonction normale d'ordre in — 3, de caracté-
ristique nulle, impaire et admettant les demi-périodes p

a
, pp, pr 

pour zéros d'ordre 2/1 — 4? réciproquement. 

55. lin particulier, on peut supposer que σ(α, ρ, w) est de la forme 
suivante : 

σ(«, ρ, UP) = F£FpF^T(«, Ρ, UP). 
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Dans ce cas, l'équation τ («, P, w) = ο définit l'intersection de S 
par une surface adjointe qui admet respectivement les droites D

a
, 

Db, D, comme droites multiples d'ordre h + 1, k + 1, l + 1. 
Nous considérerons spécialement les surfaces adjointes d'ordre 2η 

qui admettent les droites D
a

, Dp, DY comme droites multiples 
d'ordre n. Voici le résultat : 

Les courbes Cft
 découpées sur la surface S par les surfaces 

adjointes d'ordre 2η qui admettent les droites doubles de la sur-
face pour droites multiples d'ordre η ont pour équation générale 
f

n
(u, p, w) = ο en désignant par ç

n
(w, c, w) une fonction, normale 

quelconque d'ordre n, de caractéristique nulle et de même parité 
que le nombre η, et réciproquement. 

Sur le genre des courbes tracées sur la surface S. 

5i. Nous n'étudierons le genre des courbes tracées sur la surface 
que dans le cas particulier des courbes C

n
, cas qui conduit aux 

résultats les plus simples. 
Soit <p(u, P, WP) = ο l'équation d'une courbe C et désignons par X, 

Y, Ζ les coordonnées cartésiennes non homogènes d'un point de la 
courbe. 

Nous chercherons tout d'abord à former a priori une différentielle 
abélienne de première espèce attachée à la courbe C. Soit yfu, P, VV) 

une fonction normale de même ordre, de même caractéristique et de 
même parité que <p(w, P, PP) et considérons l'intégrale 

f *(«.'.«<>£ 

en posant 
d? dtp 

S(u, P, ER) = 

d? dtp 

Cette intégrale est une intégrale abélienne attachée à la courbe C; 
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en effet, on a sur cette courbe 

,v OX . âX , dX , ttA = — du -t- —r— dv H—;— dw, 
Ou Oc Ovc 7 

05 j 05 j 05 , ο = -r-à + r»p + r da de dte 7 

do » d© , do j ο — ·,'· du —(- τ1· de + —dvei Ou de Occ 
d'où 

ày Οψ dç 

j(«,ç,«)<a= χ χ ^ du. 

ày Οψ dç 

Dès lors, l'intégrale 1 peut s'écrire 

/ ϋ\άΆ 

dtp 0<f Οψ 

dtp 0<f Οψ 

Le dénominateur esl de la forme 

A£H-B£ + C£. 

A, H, C étant sur la courbe des fonctions abéliennes impaires de 
M, p, vv, et l'intégrale I peut se mettre sous la forme 

H = 

Journ. de Math. (6· série), tome IV. — Fasc. I, 1908. Ο 
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puisque ο(α, Ρ, tv) = ο sur la courbe G, ou enfui 

ì- c r/X J [*K"i(îW-(î) 

Cette forme met en évidence que le coefficient de dX est une 
fonction abélienne paire de w, p, «p, donc une fonction rationnelle 
de Χ,Υ, Z. 

L'intégrale I est donc une intégrale abélienne appartenant à la 
courbe G et il en serait de même plus généralement de l'intégrale 

ι·--, ni"' 

Ψ(Μ, Ρ, PP) désignant une fonction normale d'ordre n-b i, de caracté-
ristique nulle, mais de parité contraire à ψ (//, e, vv), car le quotient 

Ψ 
'ft 

^<)w 

est une fonction abélienne paire sur la surface S. 
L'intégrale Γ est de première espèce : en clfel, w, c, w restent liuis 

sur la courbe, dès lors l'intégrale ne saurait devenir inlinie que dans le 
cas où J(M, C,U ) s'annule. Or, en vertu des équations 

z (u, v, e, w) — o, 

r>( //, e. w ) ο. 

on a sur la courbe 
du dv _ du-

l)(5, ç>) DjSr, <?) !>(;?, φ ) 
D(e,»v) D(a·,//) 

On en déduit que rintégrale ne peut devenir inlinie que pour des va-
leurs M, P, vv annulant à la fois S", et les trois déterminants fonction-
nels : un tel système définit un point double sur la courbe. Or la 
courbe générale d'une série linéaire G ne peut avoir de point double 
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variable que sur la courbe double de la surface S, ce qui n'a pas lieu 
pour les courbes C

re
, et, d'autre part, elles ne passent par aucun 

point fixe. 

L'intégrale Γ est donc une intégrale ahèlienne de première 
espèce pour la courbe générale C

n
. 

Combien cette forme donne-t-elle d'intégrales linéairement dis-
tinctes? Pour fixer les idées, supposons η pair, la démonstration 
serait d'ailleurs analogue pour η impair. Dans ce cas, les fonctions 
Ψ(μ, ρ, w) d'ordre w-f-i, de caractéristique nulle et impaires, non 
identiquement nulles sur la surface, sont au nombre de 

< η i ι ):t ι // ' —-8 3 // ( // 4- ι ) , / . 

mais parmi ces fonctions il en est trois identiquement nulles le long de 
la courbe : à savoir 

05 <B ^ 05 

La formule donne donc 

Ν -= + , 
2 

intégrales distinctes de première espèce. 
On peut démontrer que ce sont bien là toutes les intégrales de pre-

mière espèce de la courbe. D'après un théorème connu de M. Nôther, 
si Ton désigne par ν le nombre des points d'intersection variables de la 
courbe avec une de ses surfaces adjointes et par ρ le genre de cette 
courbe : 

Ί = ·ι(ρ- ι). 

Au cas actuel, ce nombre ν est le nombre des points d'intersection 
variables des courbes φ = ο, χ = ο, ou encore la moitié du nombre 
des solutions communes aux équations 

? = °> /. = °> & = °J 

c'est-à-dire 0. ^'ailleurs ces équations n'ont aucune solution 
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commune fixe. Dès lors 

Ρ — — ' -H I = IN. c. Q. F. D. 

Nous parvenons donc au théorème suivant : 

La courbe générale C„, d'équation y„(u, p, w) = o, découpée sur 
la surface S par une surface adjointe d'ordre m, admettant les 
trois droites doubles de S comme droites multiples d'ordre η, est de 
genre 

3 η ( η H- ι ) , ρ = — -hi 

et ses intégrales abéliennes de première espèce sont de la forme 

/ D(&,ç) au> 

en désignant par ^Λ4-ι(Μ, Ρ, «') une fonction normale quelconque 
d'ordre η -h τ, de caractéristique nulle et de même parité que le 
nombre η -h ι. 

En d'autres termes, la courbe générale C
/w

_, découpe sur une 
courbe C„ quelconque le groupe canonique de points le plus 
général. 

Le cas oùn = i correspond aux courbes L du système canonique ; 

la formule ρ — 0 _j_ , donne alors ρ = 4, ce que nous avions 

déjà établi. De plus, le groupe canonique (i
a/

,
 a

 est découpé sur la 
courbe L générale par les surfaces de Steiner qui admettent les mêmes 
droites doubles que la surface S considérée. 

Le théorème précédent s'étend à toute surface S : 

Sur toute surface S, l'équation 9«(W, P, W) = o, où désigne la 
fonction thêta générale d'ordre n, de caractéristique nulle et de 
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même parité que le nombre η, définit un système linéaire de 
courbes C

n
 qui jouit des propriétés suivantes : 

Il dépend de _|_ 3 paramètres (■), son degré est égal 

à 3ri1 et le genre de la courbe générale est égal à 4. ,
 t 

Enfin, les courbes C
w+1

 découpent sur toute courbe C„ le groupe 
canonique de points b*plus général. 

(') Celte expression n'est pas valable pour η — ι. 


