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JOURNAL

DE

MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

Sur certaines surfaces algébrigues

lides aux fonctions abéliennes de genre trois;

Par M. L. REMY,

1. Les surfaces hyperelliptiques pour lesquelles les coordonnées
d'un point sont des fonctions quadruplement périodiques de deux
variables représentent les couples de points d'une courbe de genre
deux en ce sens qu’a un couple de points de la courbe correspond un
point de la surface et réciproquement. D'une maniére plus générale,
on peut considérer les surfaces algébriques qui représentent les couples
de points d'une courbe C de genre p.

De méme que pour les surfaces hyperelliptiques, il convient de faire
une distinction fondamentale entre le cas ot un point de la surface
répond & un seul couple de points sur la courbe C (surfaces générales
d’aprés M. Picard) et le cas ot un point de la surface correspond a
deux ou plusieurs couples (la surface de Kummer en est un exemple
classique).

Journ. de Math. (6 série), tome 1V, — Fasc. I, 1go8. I



2 L. REMY.

Dans ce Mémoire, nous nous bornerons au cas de p = 3; la courhe C
est alors, si I'on veut et sans que la généralité en soit diminuce, une
courbe plane du quatriéme ordre. Nous considérerons les surfaces S
telles qu’a un point de S correspondent deux couples de points de C
situes en ligne droite.

Nous établirons quelques théorémes généraux relativement aux
surfaces S et nous en ferons l'application & une surface particuli¢re
du sixiéme ordre.

Correspondance entre les surfaces S et la courbe plane
d’ordre quatre.

2. 1l convient tout d’abord de rappeler comment on peut repré-
senter les coordonnées d’un point d’une telle surface S au moyen de
fonctions abéliennes a six systémes de périodes.

Soit f(«, y) = o I'équation de la courbe C du qualri¢me ordre ct
désignons par

g(xe)de, g,(x)de, g,(x)dx

trois différentielles abéliennes distinctes de premiére espéce attachées
a cette courbe. Posons
g(z,)dx,+ g (&) du,+ g,(x,) de, = du,
g:(x)dx, + g, (x,) dw, + g,(x,) dxy= dr,
gy(@,)dw, + gy(x,)dx, + g,(x,) dx, = daw.
Toute fonction rationnelle symétrique par rapport a (z,, y,),
(22, ¥3)y (%5, ¥,) est une fonction abclienne de u, v, w; il en est de

méme si l'on suppose que le point (x,, y,) est fixe, mais alors #, ¢, o
sont liés par la relation

S(u—l,v—i:.,w——v):o,

3(u,v,w) désignant une fonction théta normale du premier ordre
(qu’on peut choisir arbitrairement d’ailleurs) et A, w, v des constantes.

Si 'on désigne par (x;(z) l'intégrale f gi(x)dx, on peut, en aug-
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mentant u, ¢, w de constantes et en choisissant convenablement les
limites inférieures des intégrales, ramener les relations précédentes &

la forme
Gi(z)+G,(2))=u

Gy(z)+ Gy(z)=v¢v  [3(u,9,w)=0].
Gy(z) + Gy(wy) =w

Les surfaces S peuvent dés lors étre représentées paramétriquement
par les équations

X, =®(u,0,w) (i=1,2,3)

ol les ®; sont des fonctions abéliennes & six systémes de périodes des
trois paramétres u, v, w liés eux-mémes par la relation

3(u,v,w)=o.

3. Nous nous bornerons au cas ot les fonctions ®,(u, ¢, w) sont des
fonctions paires de u, ¢, w. Dans ce cas, & un couple de points (z,, y,),
(%3, ¥,) correspond un point de la surface S, mais 4 un point de S
répondent deux systémes de valeurs des arguments (u, ¢, w) et
(—u, —v, —w) et, par suite, deux couples de points (z,, y,),
(%1, ¥2) €t (), 5,), (x3,¥,) Ces deux couples satisfont manifeste-
ment aux relations

gi(x)dz, + g (x))dx, + g () dx, + g, (w;)dx; = o,

g (z)de + ... =o,

ga(a’,',)d.’B"'}-... =O,
qui établissent que les deux couples de points sont en ligne droite.

Ce sont les surfaces S de ce type qui font I'objet de ce Mémoire.

Sur le systéme canonique des surfaces S.

4. Sur la surface S les trois intégrales doubles

f dudo, f do dw, f dw du
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restent finies 4 I'intérieur d’un prismatoide des périodes et, comme
elles ne changent pas quand on y remplace respectivement «, ¢, w par
— u, — v, — w, ce sont des intégrales abéliennes de premiere espéce.
On démontre d'ailleurs qu'une surface représentant les couples de
points d’une courbe C de genre trois ne saurait avoir plus de trois
intégrales doubles de premiére espéce (').

Les surfaces S sont donc de genre irois.

Nous nous proposons d’étudier sur la surface S le systéme linéaire
doublement infini des courbes L découpées par les surfaces adjointes
d’ordre m — 4 (m étant le degré de la surface 8) ou systéme cano-
nique.

8. 1l est aisé d’obtenir lcur équation en u, ¢, w. Toute intégrale
double de premicre espéce d'une surface algébrique d'ordre m

S(X,Y,Z)=o0

est nécessairement de la forme

[ [SEQxy, 2),

Q(X,Y, Z) désignant un polynome adjoint d'ordre m — 4.
Or

» D(X. Y
dX(/\ = mdudv,

u et ¢ étant regardés comme variables indépendantes et & comme
une fonction de u et ¢ définie par I'équation fondamentale

I(u,o,w)=o.

(') Voir un Mémoire de M. Husert. Sur une surface de sixciéme ordre liée
aux fonctions abéliennes de genre trois (Journal de Mathématiques, 3° série,
t. , 18¢6).
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On trouve par un calcul simple

D(X,Y) __ H(x, v, W)’

D(u,v) — (5]
ow
en posant
dX dX 9X
du 9v ow
Y oY oY
H(u,0,w) = 5% o 3wl

0 gz 0
du dv ow

L’intégrale double générale de premiére espéce prend donc la
forme

ffxdvdw+ wdw du + v du do =.-f d_"s.f_YQ(x,Y, Z)

axady [y o> 03 a9

de la résulte que la courbe générale du systéme canonique a pour

équation N
o 0z
l‘(u,o,w):?\o—u —

Il convient de remarquer que cette fonction F(u, ¢, w) n’est pas
une fonction théta de trois variables indépendantes u, ¢, w; mais,
lorsque u, v, w vérifient I'équation

I(u,¢yo0) =o,

F(u, ¢, w) satisfait aux mémes relations fonctionnelles que la fonc-
tion S(u, ¢, w), puisque ces relations sont de la forme

3(u + pér., v + pér., w + pér.) =e* """ 3(u, 0, w).

Les fonctions 3(u, ¢, w) et F(u, o, w) sont d’ailleurs de parité
contraire.

6. La famille des courbes L présente un intérét particulier dans
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’étude des surfaces S en raison de son caractére d'invariance, car deux
surfaces S admettent manifestement une correspondance birationnelle,

En particulier, le genre p® des courbes C est un invariant (Curven-
geschlecht d’aprés M. Nother). Cet invariant se détermine de suite
grice au théoréme suivant de M. Néther :

8¢ Uon désigne par p* le degré du systéme canonique, c'est-
a-dire le nombre de points d’intersection variables de deux
courbes L du systéme, on a

P(‘) ot P(’)+ f.

Dans le cas actuel p® se déduit du nombre des solutions non fixes
communes aux trois équations

> S 0%
)\.b‘;"'[’qs“; +V.3;=0

% (5 (5]
l,d'—u"i"["'g'd—v +v2'07’=0

[3(u, 0,w) = o].

Or, ces fonctions satisfaisant sur la surface aux équations fonction-
nelles d’une fonction & du premier ordre, le théoréme de M. Poincaré
sur le nombre des solutions communes & trois fonctions théta leur est
applicable; d’aprés ce théoréme, trois fonctions théta de genre trois,
d’ordre m, n, p, ont 6 X m X n X p solutions communes; soit, dans
le cas actuel, six solutions. Celles-ci sont, deux & deux, ¢égales et de
signe contraire et, par suite, il leur correspond trois points de la sur-
face. Ces équations n’ont, d’ailleurs, pas de solution commune fixe,
car une telle solution annulerait a la fois

o I i

du’ 0’ Gw

(u,v,w),

Donc le degré du systéme canonique p® est égal & 3 et le
genre p) de la courbe générale L est égal a 4 ().

7. Les surfaces adjointes d'ordre m — 4 dépendant de deux para-

(1) Le théoréme de M. Nother suppose que les surfaces adjointes ne passent
pas toutes par certains points ou lignes simples de la surface. C'est ce que nous
vérifierons un peu plus loin pour les surfaces S par ug exemple particulier,
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métres, il en existe une infinité qui sont tangentes a la surface en un
point; celles-ci découpent une famille simplement infinic de courbes
de genre trois. Nous nous proposons d’élablir que cette famille joue
un rdle essentiel au point de vue du lien qui rattache la surface S & la
courbe plane du quatri¢éme ordre C dont dérivent les fonctions abé-
liennes ®(u, v, w).
A cet effet, considérons les équations fondamentales

G,(z) +G,(z) = u,

Gy(z) + Gy () =¥,

G,(z) + Gy(2)=w

qui entrainent entre u, ¢, w la relation.
S(u,e,w)=o.

Supposons que le point («, y) décrive la courbe C, alors que le
point (2, y') reste fixe, («' = x,, y' = y,); dans ce cas, u, ¢, w repré-
senlent, 4 une constante pres, les intégrales de premiére espéce G, (),
G,(x), Gy(x) attachées & C.

D’ailleurs, la courbe C étant du quatriéme ordre, on peut prendre
pour G, (), G,(x), G4(x) les inlégrales

[.rg,(.c\ =[J“—}f‘,‘~.dm,

S o) = ,1 d,

[ a@=[ ;da

Dans cette hypothése, «, ¢, w sonl liés par une deuxiéme relation
qu’il est aisé d’expliciter; si I'on pose, en effet,

'=u +f:£g.(x)dw= G, () + G, (%),
05
o o= +[ Za(@)dx = G, (x) + G,(8),

§
W=w +f Zy(x) de = G,(x) + G4 (E),
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u'y o'y w' vérifient manifestement ’équation
(e 'yw')=o.

On a donc, quel que soit &,
§ 13 E
S[u +f g(x)dx, 0 +f &a(x)dw, w +j‘ g:,(.l;)d;c] =0}

d’ou, en dérivant cette équation par rapport a &,

N : T
g‘(E)ﬁs u‘*’Lé’l("’)“wn

J of ¢
+g,(5)3‘-, Sle+ f g.(r)de, ...

2 | ‘
+g1(5)d—”,s " +f g';,(.‘l;)d.l:, ..l =o0
et, en faisant £ = z,
"-’dﬁ- « one ,"’*' C o f)e DN
-Lomnf(u,"“)+}’0$J(ll,,(.,ﬂ)+ dTv;(u"’“)._'O'

Telle est la relation cherchée entre u, ¢, -

Cette équation définit sur la surface S une courbe { dont les points
répondent aux couples de C formés du point fixe A (z,, y,) et d’un
point variable («, y). De cetic définition il résulte que les courbes g
et C se correspondent point par point.

La courbe g est une courbe particuliére du systéme canonique, car
son équation est de la forme

y + ’L g5

AL
du T dv

A, @, v vérifiant I'équation homogéne de la courbe C,
S gy v)=o.

Lorsque le point (¢, y) décrit la courbe C, le point (, ¢, w) déerit
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la courbe ¢ sur la surface S. Considérons la tangente au point A, & la
courhe C qui coupe de nouveau cette courbe en deux points A,, A,;
aux couples (A, A ) et (A,, A,) répond un seul et méme point « de
la surface; mais cn ce point passent deux branches de la courbe ¢ qui
correspondent respectivement aux positions de (i, y) voisines de A,
et a cclles voisines dc A,. Les courbes ¢ sont donc les courbes du
systme canonique ui poss¢dent un point double.
Nous parvenons ainsi au th¢oréme suivant :

La condition f(A, u,v) = o qui cxprime que la surface adjointe
d’ordre m — 4

AQu(ryy @y 3y 2,) + L Qu( 24y oy ) +VQu( &y, e enyy) =0

est tangente a S, est une déquation algébrique de genre trots, ot
c’est précisément de la courbe f(\, u.,v) = o que dérivent les fonc-
tions abélicnnes ®(u, v, w) qui définissent la représentation para-
métrique de la surface S(u, ¢, w).

Les surfaces adjointes d’ordre m — 4 qui sont tangentes a S
découpent sur cette surface une famille simplement infinie de
courbes de genre trois et de mémes modules; ces modules sont ceur,

de la courbe fondamentale f(A, p,v) =0 (").

8. Ces théorémes permelttent de préciser la correspondance géo-
métrigue entre la surface S(u, ¢, o) et le plan de la courbe C.

A toute courbe ¢ tracée sur la surface correspond un point de la
courhe (.

Plus généralement, & 'adjointe générale L ayant pour équalion

99 ] 07
7\()—u+[l-'()—v'+\“—m;—()

-

(*) M. Humbert a établi les propriétés précédentes pour une surface parti-
culiére S(u, ¢, w) (Comptes rendus, 14 semestre 1895 ). Dés lors, elles s'étendent
a toute surface analoguc en raison de leur caractére d’invariance. Sa démonstra-
tion est fondée sur d’élégantes propriétés géométriques de cette surface; mais,
en raison méme de la généralité de ces théorémes, il n’était peut-étre pas sans
intérét d’en donner une démonstration analytique.

Journ. de Math. (6¢ série), tome IV. — Fasc. I, 1go8. 2
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correspond, dans le plan de la courbe C, le point de coordonnécs
homogénes &, ., v, en ce sens que les points de la surface situés sur
la courbe L sont définis par les couples de points (M, M) de C situés
sur une sécante variable passant par le point (A, &, v). En cffel, la
droite qui joint les couples de points (M, M) enveloppe unc courbe
algébrique; soit p la classe de cette courbe. Evaluons, en fonction
de p, le nombre de points d'intersection de L avec une autre
courbe L’ du systéme canonique ; nous avons & prendre les tangentes
communes & deux courbes de classc p, au nombre de g?, et chacune
d'elles coupe C en quatre points que l'on peut répartiv de trois
maniéres en deux couples (M, M’). Dés lors, les courbes L, L’ de Ia
surface se coupent en 3p? points et, comme le degré du systéme cano-
nique cst égal 4 3, on a nécessairement p=1. Les pointsde la courbe L
répondent donc aux couples de points C découpés par une sécante qui
tourne autour d’un point fixe.

Si la courbe L décrit sur la surface S un faisceau linéaire, son point
représentatif (A, p, v) décrit dans le plan une droite A : aux wois
points-bases du faisceau correspondent les trois répartitions en deux
couples des quatre points d’intersection de A et de C. Si 'on désigne
par u,, 4, W, les arguments de I'un quelconcque des trois points-bases,
les coordonnées a, b, ¢ de la droite A

ah+ by +cv=o0

sont proportionnelles a
d 0o, L 0.
'ﬁs(uoa Coy o)y D"'."(uo)vo, *% ), '0‘_‘."'(”0,"0""0)-

De cette correspondance découle le théoréme suivant :

Tout faisccau linéaire de surfaces adjointes a la surface S
comprend quatre surfaces langentes a S; @ chacune des trois
répartitions en deux couples de ces quatre surfaces correspond
un point bien déterminé m parmi les trois points bases du fais-
ceau.
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9. Nous considérerons enfin deux courbes de la surface S qui sont
lides i la famille des courbes ; I'une, L,, cst le lieu de leur point
double a; l'autre, Ly, est le lieu du point & commun a toutes les
adjointes passant par le poinl a.

Ces courbes ont une représentation simple sur le plan (A, w, v);
considérons une tangente variable de la courbe C et désignons par o
le point de contact et par 1, 2 les autres points d’intersection; d'aprés
les considérations précédentes, aux couples (o,1), (0,2) correspond
le point double @ ct aux couples (0,0), (1,2) correspond le point &.
La courbe L, cst donc définie par les relations

u=12G,(x),
v =2Gy,(x),
= 2G,(x);

d’oti 'on déduit de suite :

I(u,0,w) =o,
' S(s, -;-’-, %):0.

Quant & I'équation de la courbe L, elle peut s'obtenir directement de
la maniére suivante : soit

03 03

« 209 _
I‘(u,v,w)_'}\d—u—i-y.m- +Vg, =0

I’équation d’une courbe ¢ & point double; les arguments de ce point
double «, ¢, w vérifient les équations suivantes :

I(u,9,w)=o,
F(u,o,w)=o0,
03 93 03

d% o 5w

oF = OF = or
ou dv Jow
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ou, en développant les trois derniéres ¢quations,

A -3—?; + @ 3—? +v :—;’2— =o,
A %t—?' +z"v;::3c)+v0(t)tzzt'+p%§=0’
7\%'+p.§:—? +vo%z§;+pg—%=o,
A o:):;v“"*‘o‘c):;v'*'“ ZTT + 5 =0

Ces relations entrainent, puisque A, &, v, ¢

ne sont pas tous nuls,

ks ns 03 1)
dut  dudv Judw  du
023 ik N3 Q.'z
dude et dedw  de
= 0.
'3 NG 25 95
Juow dedw  dwEt  ow
o0 o
Ju Jdv ow ©

Telle est I'équation de la courbe C. On vérifie aisément, en vertu
de la relation S(u, ¢, &) = o, que cette fonction satisfait aux éqiwlions
fonctionnelles d’une fonction théta pairve, d’ordre quatre, de caracle-
ristique nulle et qu'elle admet pour zéros doubles les 28 demi-périodes

(ui annulent S,

Définition analytique d’une surface S d’ordre six.

10. Avant de définir la surface particuliére S(u, v, w) qui fait I'ob-
jet de la seconde Partic de ce travail, il convient de rappeler quelques
propriéiés des fonctions théta de genre trois. Soit un Tableau normal

de périodcs :

awl, 0, o, a b ¢
o, =2%ni, o, b, d, e
h;

0, 0o, 2w, ¢, e,
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on appelle fonction théta normale, d’ordre m, une fonction uniforme,
entiére, de u, v, w, vérifiant les relations

O(u + ami, o, w) =e"™0(u, ¢, w),
O(u, v + 2mi, w) = e4™0(u, v, w),
O(u, 0,w + 27i) = "™ 0O(u,v,w),
O(u+a,v+b,w+c)=er™e g O(u,v,w),

mey

d
O(u+b,v+dyw+e)y=ewie” *O(u,0,w),

k
O(u+c,v+e,w+hy=ewme  10(u,0,w),

€1y €9y €3y Ny Ny 7y désignant o ou 1. L’ensemble des six nombres

€y &gy Egy
Ty M2y s

est dit la caractéristique de la fonction théta; la caractéristique est
dite nulle si les six nombres sont nuls.

D’aprés cela, pour tout ordre m, il y a 64 caractéristiques diffé-
rentes, c’est-d-dire G4 systémes de fonctions théta normales; en parti-
culier, il y a 64 fonctions théta normales d'ordre un, S(u, v, w). Parmi
ces fonctions, 36 sont paires et 28 sont impaires; chacune s'annule
pour 28 demi-périodes, c’est-d-dire pour 28 systémes de valeurs de «,
¢, w compris dans les formules

. b
u=lzi +pS+q7+rs

. b d e
v=mm+p;+q;+r;,

. c e h
W =nxi +p—2- +q; +r;—
(lym, n,p, g, r=0 ou 1).

M. Humbert a fait connaitre un algorithme qui ¢tablit un lien entre
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les 64 fonctions & et les demi-périodes qui annulent chacune d'clles.
Nous en ferons un fréquent usage dans la suite.

Soient «, 8,v, &5 «/, §', ¥, &'; a’, B, ¥, & trois séries de quatre
caractéres; les 6/ symboles a o’ «” représenteront les 6/ fonctions théta
normales d’ordre un et les G4 symboles (xa'a”) représenteront les
64 demi-périodes, de telle sorte :

1° Que les 28 demi-périodes annulant la fonction a a’«” soient repré-
sentées par les symboles (pp'p”), ou les caractéres «, ', «” figurent
au total un nombre impair de fois;

2° Que les 28 fonctions qui s’annulent pour la demi-période (ax'a")
soient également représentées par les symboles pp'p”, ot les carac-
téres «, o', «” figurent, au total, un nombre impair de fois.

L’algorithme jouit des propriétés suivantes :

Considérons le produit de fonctions théta normales, d’ordre un, en
nombre pair, telles que aa’a”, B#'B”, ...; écrivons & la suite les uns
des autres les caractéres qui entrent dans les symboles de ces fonctions
et traitons cette expression comme un produit algébrique; elle sera de

la forme

Si les exposants k, k, [, m sont entre eux de méme parité, ainsi que les
exposants &', k', I, m’ et les exposants A", k", I, m", le produit des
fonctions théta considérées (produit qui est évidemment une fonction
théta normale) aura sa caractéristique nulle.

De plus, si la somme A+ A’ + A" est paire, ce produit sera une fonc-
tion paire de u, ¢, w.

11. Pour définir la surface S, on considére les fonctions @ (u, ¢, w)
normales, de caractéristique nulle, du second ordre et paires; elles sont
au nombre de huit linéairement indépendantes, parmi lesquelles 5%, en
désignant par 2 (u, ¢, w) = o la relation fondamentale que «, 0, w sont
toujours supposés vérifier. On peut donc déterminer quatre fonc-
tions ®(, ¢, w) non identiquement nulles, linéairement indépendantes
et s’annulant [nécessairement & 'ordre deux (')| pour trois demi-
peériodes p arbitrairement choisies.

(') Supposons, en effet, que celte demi-période p soit u —=o, v =0, w =0;
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Ceci posé, la surface S(u, ¢, w) est définie paramétriquement par
les équations
x;=0,(u,v,w) (t=1,2,3,4).

Les trois demi-périodes p seront choisies parmi celles qui annulent 2;
mais on reconnalt par I'algorithme qu'il existe deux types distincts de
groupes de trois demi-périodes : dans le premier cas, elles annulent
toutes trois six fonctions théta du premier ordre; dans le second cas,
clles en annulent quatre. Nous examinerons exclusivement le premier
cas (qui conduit & des résultats beaucoup plus symétriques. Pour fixer
les idées, les trois demi-périodes seront désignées par les symboles

(aa’a”) ou Pas
(o' ) ou  pg,
(ax'y) ou p,

et I'¢quation fondamentale = (z, ¢, ) sera notée « ¥’ ¢’ ou pour abréger
simplement par <.

12. Le degré de la surface est égal au nombre des solutions non
fixes communes aux trois ¢quations

J(u,¢,w) =0,
a,0,+a,0,+ a,0,+ a,0,=o,
00,4+ 0,0,+ 0,0,+b,0,= o,

les a ct b étant des constantes arbitraires. D’aprés le théoréme de
M. Poincare¢, ces trois équations ont 6 X 2 X 2 X 1 = 24 solutions
communes, parmi lesquelles figurent les trois demi-périodes p,, pgs, py
qui comptent chacune pour quatre solutions. Les autres solutions, au
nombre de 24 — 12 =12, sont deux a deux égales et de signe contraire,
en sorte u'il ne leur correspond que 312 = 6 points sur la surface S.

La surface S est donc du sixiéme ordre.

les fonctions étant paires, si le point p est un zéro, il est nécessairement un
zéro double.
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18. Aux 28 demi-périodes qui annulent $ correspondent sur la sur-
face des lignes et des points remarquables.

Aux trois demi-périodes annulant i la fois 2 et les quatre fonctions ©;
correspondent trois unicursales singuliéres, lesquelles sont des co-
niques, puisque p,, pg, py sont des zéros doubles pour les fonctions 0;.

Aux 25 autres demi-périodes annulant 5 et non les ©; répondent sur
la surface S vingt-cing points doubles : supposons, en effet, que I'une
des demi-périodes soit # = ¢ = & = 0} les fonctions @, ne s'annulant
pas pour u=¢=w =0 cl ¢lant paircs, on aura, aux cnvirons de
U=0,¢=0, v =0,

0;=a;+ (A;u*+ B;e* + Ci0? + Diuv + Ejeor + Fivu) +...

d’ott 'on conclut aisément qu'une droite menée par le point « = o,
v =0, w =0 dc la surface S a, avec celle-ci, deux intersections con-
fondues au point considéré.

Courbe double de la surface S.

14. Les surfaces adjointes & S sont des (uadriques dépendant de
deux paramétres : la surface possitde done nécessairement une courbe
ou des points multiples. Ce sont ces courbes que nous étudicrons tout
d’abord.

11 a été établi que la courbe mobile d’intersection de la surface S
par une adjointe a pour équation

< 03 0% 03

0 ) — a2 had Rk
l(u,t,w)../\d“-{—y. = Vs =o.

La fonction F ne s'annule, en général, pour aucune demi-période,
. . - Lo .
mais on peut disposer des paraimétres -, ,17’ de manicre qu’elle s'an-
nule pour deux demi-périodes p;, p, choisies par exemple parmi
celles qui annulent S, Dans ce cas, chacune d’elles est pour la fone-
tion I un zéro double. Supposons, en effet, pour fixer les idées, que p;
désigne la période u = o, v = 0, w = 0, ce qui implique que la fonc-
tion 3 est impaire : il résulte de la que I est une fonction paire et ne
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peut s’annuler pour p; qu’a I'ordre deux. Nous désignerons

Par I, la fonction k' qui s’annule pour pg et p,,
» F(i » » Py et P
» FY » » Px ct pg.

~ 3 ' . ~ A ) A AR . Y
Ceci posé, les produits F, I, Fyl'y, I, I, satisfont [ lorsqu’on suppose
u, ¢, w liés par la relation S(«, ¢, w) = o aux mémes relations fonc-
tionnelles que les fonctions ©; et nous pouvons dés lors prendre pour
fonctions coordonnées

.’L" - P Bl‘Y,

Al hl
Ly = I‘.{l‘ 3)
SL‘, == Faba,

z,=0,(u,o,w).

18. Considérons le plan variable «, + p2, =0 : il coupe la surface
suivant la courbe fixe F¥,= o et suivant la courbe variable Fg+ s F,=o.
Or, cette dernicre fonction est, sur la surface S, une fonction théta
d’ordre un s’annulant au second ordre pour la demi-période p,, d’on
I'on déduit que le degré de la courbe est égal 4

(X a2xXiX1—2X2)=A4.

Il en résulte nécessairement que la droite D,, commune aux plans
%y + g, = o, est une droite double de la surface. 1l en serait de méme
pour les droites ;= o0, £, =o0 et x,=o0, «x,=0; ces trois droites
doubles passent toutes trois par le sommel &, = x, = z,= o du té-
traédre de référence.

Donc, la surface S posséde trois droites doubles D,, Dy, D, con-
couranies; leur point de concours est un point triple de la surface.

Les coniques singuliéres répondant aux demi-périodes p,, pg, p,
sont situées respectivement dans les faces du triédre formé par les
droites doubles. En effet, 'équation du plan de la conique g, ;

T, + Qyiky+ Ay + axy =0, (u,0,w) =0

Journ. de Math. (G séric), tome IV. — Fasc. I, 1908, ’ : 3
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. ' . a a a 3
s'obticnt en déterminant les constantes s ~%, -2, de maniére ue la
4 L] 4

fonction @, admette p, comme zéro d’ordre de multiplicité supéricur &

deux. Deés lors
0,= Il =u«,.

16. 1] est intéressant de préciser la représentation analytique des
points multiples de la surface. Considérons un plan arbitraire

boey+ by + by, + by, =0(u,v,w) =0

et cherchons son point d’intersection avec la droite double D,. Les
fonctions 3, IY,, ® ont, en dehors des demi-périodes pg, py,

(bx1XI1X2—2X2X2)=}

solutions communes, deux &4 deux égales et de signe contraire. Ces
deux systémes de valeurs des arguments

(i u, =, = “’,)7 (I u', o' £ “"/,)

définissent le méme point de la droite double, considéré comme
appartenant & 'une ou & I'autre nappe de la surface.

On obtient le point triple en considérant les solutions communes
aux équations 3 = o, Fg= 0, F, = 0; cn dehors de la demi-période p,,
elles ont (6 X< 13X 1 X 1— 23X 2) = 2 solulions communes; désignons-
les par (F=u,, ey, ay); soient de méme (== up, =+ o5, £ wvp)
et (Euy, =y, = wy) les solutions communes respectivement aux
équations S=o0, F,=o0, F,=o0 et aux équations $=o, F,=0,
Fg= 0. Ces trois systémes de valeurs des paramétres définissent les
trois nappes de la surface qui se coupent au point triple.

17. Les quadriques adjointes & la surface S sonl nécessairement
des cones du second ordre ayant pour sommet le point triple et con-
tenant les trois droites doubles. Effectivement la fonction

S 05 J5 03
Fal*pl*.{(ld—u -+~ !Lﬁ -+ V'“)

est, sur la surface, une fonction théta d’ovdre quatre, de caractéristique
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nulle, paire et s'annulant i 'ordre (uatre pour les trois demi-périodes
Paxs Py Pys €€ qui prouve qu’clle représente I'intersection compléte de
la surface S par une quadrique.

A
In effet, il existe L3

= 36 fonctions théta paires, d’ordre quatre,

de caractéristique nulle, linéairement distinctes; il faut en déduire

PB4

les —— =14 produits de 3 par une fonction théta, d’ordre trois, de

méme parité et de méme caractéristique que 3. Parmi ces fonctions
on peut done en former 36 — 14 — 3 < 4 =10 qui s’annulent i Pordre
(quatre pour les trois demi-périodes. Cest précisément le nombre des
termes du polynome homogene du second degré en x,, x,, ,, £4.

Donc une telle fonction peut s’exprimer par un polynome homogene
du sccond degré en x,, x,, ©,, T,.

18. Deux cones adjoints (uelconques se coupent, en dehors des
droites doubles, suivant une droite D passant par le point triple; et
ceci précise la correspondance entre la courbe plane C du quatriéme
ordre ot la surface considérée S. Aux trois répartitions en deux
couples des quatre points d'intersection de C avec une droite A
répondent trois points de la surface en ligne droite avec le point
triple. A toute droite A du plan de la courbe G correspond ainsi unc
droite D) de I'espace mendée par le point triple et réciproquement.

La courbe L, licu géométrique des points de contact des surfaces
adjointes tangentes 4 S(n°9), est, dans le cas actuel, la courbe de con-
tact du cone circonscril & S ct ayant le point triple pour sommet. La
eourbe L, est l'intersection résiduelle de ce cdne par la surface.

Ce cone circonscrit est, comme le montre aisément la Géométrie
analytique, un cone d’ordre dix-huit admettant les droites D comme
droites multiples d’ordre huit. Il existe une correspondance univoque

entre les génératrices de ce cone et les tangentes a la courbe fonda-
mentale C.

Sur les courbes définies par les fonctions théta du premier ordre.

19. Les 63 fonctions théta du premier ordre autres que $=o
définissent sur S des courbes intéressantes; leur étude se fait aisément
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au moyen de I'algorithme du n° 10 et elle nous conduira & une défini-
tion et & une génération géométriques de la surface S.

Chacune de ces courbes est de genre un; en effet, toute fonction
normale du premier ordre 3 se déduit de & (&4 un facteur exponentiel
prés) cn augmentant «, v, & d’une demi-période ct, par suite, aux
points de la courbe $;= o sur la surface correspundent sur la courbe
plane C les couples (z,, z,), (2}, ;) vérifiant les rclations

2} ! Y ’ ‘f,
G,(J,',) + (l,(.l?z) = G‘(g;‘) -+ (.‘(J;g) “+ —
Ga(1) + Ga(i) = Gy (i) + Gal}) + 2

. . o C W
G, () + G,(y) = Gy(x) + Gy () + 5

Désignons par x,, r, les deux points de C en ligne droite avec
8 39 Ty
x,, ,3 les équations précédentes s’éerivent :

2] (j'“

2 Gy ()=
. a0, . .

Zj (Jg(-l/'j)= Y (]:'92) ‘/‘) /|)’
. ®,

LiGy(wj)= 7

®,, ¢,, 4, ¢tant une périnde; ces relations établissent que les quatre
points &, .4, 5, «, sont les points de contact de la courbe C avece
une conique (uadritangeate. Chacune des courbes 54 = o correspond
done, poinl par tangente, a I'enveloppe des droites joignant deux a
deux, sur C, les quatre points de -contact des coniques inscrites d’un
méme systéme. Or ces droites enveloppent, ainsi u'il est connu, une
courhe géndrale de troisicme classe ct de genre un. Les courbes 5,=o
de la surface S sont donc de genre un (').

Il convient de distinguer les 63 fonctions S en quatre groupes,

(') Cetle démonstration, due a M. lHumbert (Journal de Mathématiyues,
1896), a été reproduite ici pour la clarté de I'exposition,
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suivant qu'elles s’annulent pour 3, 2, 1 ou o des trois demi-périodes
Px- Pps Py- Nous examinerons successivement ces différents cas.

Plans tangents singuliers de la surface S.

20. D’apres le choix des périodes p,, pg, py, il existe, en dehors
de 9, cinq fonctions théta du premier ordre s’annulant pour ces trois
demi-périodes. Elles répondent aux symboles suivants :

ay'e” ou S
0’0" ou 9,
Ba' 0" ou Fay
va' 6" ou 2,
sx'8” ou 3

6 X1 X1xXx2—3X1X~"
2

courbe plane, car la fonction (%)’ peut s’exprimer par une com-
binaison lincaire et homogéne de x|, a5, ay, 3 ct le plan de cette
cubique est langent & la surface toul Ie long de cette courbe. Lnfin la
cubique n’a pas de point double, puisqu’clle est de genre un.

Lacourbe 3; = o cstde degré = 3;c'estunc

La surface S admet donc cing plans tangents singulicrs le long
d’une cubique.

21. L’algorithme permet d’étudier simplement la répartition des
vingt-cing poinls doubles par rapport aux cing plans tangents singu-
liers I,, P,, ..., P,. Les vingt-cinq points doubles comprennent les
dix sommets du pentaédre formé par les cing plans. En outre,
chaque plan tangent singulier contient ¢rois points doubles. Ainsi, le
plan I’, noté ay'e” contient les trois points doubles

(28'2"), (23'8"), (28'y").

(les points seront dénommés A, ,, Ag ,, A, ,, 'un des indices se rappor-
tant aux plans I;, I'autre aux demi-périodes p,, pg, p, ou encore aux
droites doubles D,, Dg, D,. Il en serait de méme pour les autres plans P;.
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Enfin, en dehors de ces points singuliers pour lesquels les tangentes
a S forment un cone proprement dit, chaque plan P; contient trois
autres points doubles qui sont les traces des droiles doubles. Ces
points sont nécessairement des points-pince.

Quadriques circonscrites 4 la surface S.

22. A toute fonction £ qui s’annule pour deux des demi-périodes
P Pgs Py correspond une courbe gauche, d'ordre

6XIxXI1XxX2—2%X12
2

=

et de genre un, c’est-i-dire une biquadratique.

Le long de cetle courbe on peut circonscrire & la surface S une
quadrique qui la coupe en outre suivant deux des droites doubles;
car, si la fonction S s’annule pour pg el py, on clablit, d’aprés un
-aisonnement déjia employé, que I'équation

(‘ %)QFB FY =0

représente inlersection compléte de S par une quadrique.
in vertu de Palgorithme, il existe diw-huit fonclions de ce type;
parmi clles les ¢rois fonctions

af’a”  ou Qss
238" ou Qg
af'y” ou Q,

jouent un réle particulier.

La biquadratique (Q,== 0 ne contient aucun des sommelts du pen-
tatdre, et clle passe par les dix points doubles

Agiy -ory ct Aviy ey (i=1,2,3,4,5).

On peut en déduire une conséquence géométrique intéressante : la
biquadratique (), = o perce le plan P; aux deux points doubles Ag;,
A, ;; d'ailleurs, elle ne saurait passer par la trace des droiles doubles D
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sur le plan I;, car, en raison du réle symétrique joué¢ par les plans P,
elle passcrait de méme par les traces de D sur les quatre autres
plans P. Elle est donc nécessairement tangenle au plan P en un point
simple de la surface, et la quadrique Q, circonscrite a la surface S le
long de la biguadratique, est tangente au plan P; en ce point.

En résumé, la quadrique Q, contient les droites Dg, D, et elle est
tangente aux cinq plans I;. Il existe donc trois quadriques Q,, Qg, Qy
(n’appartenant pas 4 un méme faisceau) tangentes aux cinq plans P;
et aux plans du tricdre formé par les droites doubles; en d’autres
termes :

Les cing plans tangents singuliers forment avec les plans du
tricdre des droites doubles un groupe de huit plans de Lamé.

D’ailleurs, ces huit plans ne sont soumis a aucune autre condition ;
ils déterminent, en effet, sans ambiguité, la surface S (). Or un
groupe de Lam¢ dépend de vingt et un paramétres, soit. au point de
vue projectif, six paramétres; c’est précisément le nombre des modules
dont dépend la représentation paramétrique par les fonctions abé-
liennes.

Définition géométrique de la surface S.

23. La surface du sixi¢me ordre S(u, ¢, «w) qui a été définie analy-
tiquement posside trois droites doubles concourantes et cinq plans
tangents singulicrs : ces propriétés sont caractéristiques.

Soit, en effet, unc surface du sixiéme ordre & jouissant de ces pro-
priélés; désignons par Py, ..., P; ses plans tangents singuliers et par
II,, Ig, II, les faces du tricdre des droites doubles, et considérons le
plan II, qui forme, avec les sept plans Py, Py, ..., Py, II, et IIg un
groupe de Lamé.

Les huit plans P,, P,, ..., P;, II,, IIg, I, déterminent sans ambi-

(*) Les cubiques de contact de chaque plan singulier doivent passer, en effet,
par les six sommets du quadrilatére complet découpé dans ce plan par les
quatre autres plans singuliers, par les traces des droites doubles et par les
points de contact des quadriques Qg, Qg, Qy.
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guité une surface S(u, v, &) définie au moyen des fonctions abé-
liennes ®(u, ¢, w). Je dis que S coincide avec E et, par suite, I
avec II,.

Les coniques C,, T', suivant lesquelles le plan II, coupe les surfaces S
et Z, en dehors des droites doubles, coincident, puisqu’elles sont tan-
gentes toutes deux aux traces des cing plans I, ..., P, et il en est de
méme pour les coniques Cg, T'g situées dans le plan IIg. D’autre part,
chacun des plans P; coupe les surfaces S et X suivant deux cubiques ¢;,
Y:, lesquelles ont neuf points communs, savoir : six sommets du pen-
taédre, la trace de la droite double D,, intersection des plans II,, 1lg,
et les points de contact des coniques situés dans les plans 11, et Tlg.
Admettons provisoirement que ces neuf points ne forment pas la base
d’un faisceau de cubiques; dés lors, les cubiques ¢; el y; coincident ¢t
I'on en déduit que les surfaces S el Z sont confondues.

Pour établir que les neuf points ne sont pas la base d’un faisccau de
cubiques, il suffit de remarquer que, dans cette hypothése, dés ue
les six plans P,, ..., P;, 1I, seraient donnés, ainsi que la droite
double Dy, le plan IIg serait parfaitement délerminé, devant passer
par le neuviéme point hase du faisceau; or nous avons vu plus haut
que les sept plans P, I, ..., Py, II,, Il peuvent élre pris arbitrai-
rement. €. Q. F.D.

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant : '

Toute surface du sixiéme ordre qui posséde trois droites doubles
concouranles et cing plans tangents singuliers est une surface
S(u,¢,w), Cest-a-dire qu’elle peut étre associce & une courbe
plane C d’ordre quatre de telle facon qu’a un point de la surface
correspondent deus couples de points de C situés en ligne droite
el reczproqu(’ment

Les cing plans tangents smoultcls et les plans du triédre des
trois droites doubles forment -nécessairement un groupe de huit
plans de Lamé.

24. Nous présenterons une derniére remavque relative aux biqua-
> M 3 S e L 4 ahl
dratiques Q,, Qg, Q, et qui condu1.l 4 unc forme simple de lequdtlon
de la surface. Considérons le produit des quatre fonctions Q,, Qg, Q,, &
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dont les symbholes sont respectivement
GB/ ﬁ”, 13’ l“/r, 1@/ .‘,ﬂ, aﬁ’a”.

En vertu de Palgorithme, c'est une fonction théta impaire de carac-
téristique nulle; deés lors le produit Q,QgQ)y est une fonction théta
d’ordre trois, de méme caractéristique que 2, mais de parité contraire.
D’aprés un théoréme général qui sera établi plus loin, une telle fonc-
tion définit l'intersection de S par une surface adjointe d’ordre
trois Z,.

De méme que les quadriques Q,, Qg, Qy, la surface cubique Z, est
parfaitement déterminée dés que I'on se donne les huit plans P et II,
car elle contient les droites doubles D et les quinze points de contact
des quadriques Q,, Qg, Q, avec les cinq plans P,. Désignons par les
mémes lettres Q,, ... les premiers membres des équations carté-
siennes de ces surfaces.

I1 résulte des considérations précédentes que I'équation de la sur-
face S est de la forme

QaQﬁQy’_ Zi=o.

Génération géométrique de la surface 8.

25. En dehors des trois quadriques Q,, Qg, Qy, il en existe guinze
autres également tangentes & la surface Ie long d’une biquadratique et
passant par deux des droites doubles; leur ¢tude conduit i unc géné-
ration géométrique de la surface S.

Ces quadriques peuvent étre dénommées Q,;, Qg;y Qy,iy les indices
a, B,y correspondant aux droites doubles et les indices { (i =1, 2, 3, 4, 5)
aux plans singulicrs P;; si pp'¢” est le symbole de la fonction & qui
définit le plan P;, la biquadratique Q,,; est définie par 1'équation

Sppa’ = 0.

On reconnait aisément au moyen de I'algorithme que la biquadra-
tique Q,,,, par exemple, passe par les quatre sommets du tétraédre P,,
P,, P,, P, rencontre en outre ces plans aux points doubles A, ,, A, ,,

Journ. de Math. (6° série), tome IV, — Fasc. I, 1908. 4
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Agyy Ay et quielle passe enfin par les deux points doubles Ag,, Ay,
situ¢s dans le plan P,.

26. On peut considérer le plan P; et la quadrique Q,,; comme
formant une surface cubique dégénérée circonscrite a la surface S.
Nous nous proposons de démontrer que les cing surfaces

(Pia Qu,c‘) (i=l’2’ 37 ~/|7 5)

appartiennent dunc famille de surfaces cubiquesinscrites a la surface S.
A cet cffet, remarquons que le produit des quatre fonctions
P, Q.. Py, Qq. dont les symboles sont respectivement

aY/ 8// , “’YI a//’ “8/ 8// , @ 8: o

est une fonction paire et de caractéristique nulle; de plus il admet
les demi-périodes pg, py comme zéros d'ordre quatre et p, comme
zéro d’ordre deux. D'autre part, le produit Fgly est, sur la surface,
une fonction théta, paire, d’ordre deux et de caractéristique nulle,
admettant p, comme zéro dordre quatre et pg, py comme zéros
d’ordre deux. On en déduit par un raisonnement cmployé déja a
plusieurs reprises que I'équation

P, Qd,l P.Q,. FBFY =0

représente l'intersection compléte de la surface S par une surface
cubique T, ct, par suite, que 'équation de la surface S est de la forme

(E) S = (P,Qu1) (P,Qus) — T =0,

en dé¢signant par P, =o, ..., T;=o0 les équations cartésiennes des
surfaces correspondantes.

Cetle équalion met en évidence que la surface S est I’enveloppe
de la famille de surfaces cubigues

(@) By=p*(P,Qu,) +2pT, + (P, Qa,:z) =0,

¢ désignant un paramétre variable. 1l existe trois familles analogues
Xy 2, Zy.
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La famille des surfaces cubiques inscrites £, comprend comme
dégénérescences les cinq surfaces formées respectivement du plan P,
ct de la quadrique Q, ;.

L’équation abélienne de la courbe de contact de la surface Z, est

Psay'ﬁ'say'a' + 3«6'6" 9«5'01" = 0.

27. De I'équation (E) on peut déduire des conséquences géomé-
triques. La surface T, contient les droites doubles Dg, D,, mais non
la droite D,; elle coupe donc celle-ci en deux points 72 ct n en dehors
du point triple de la surface S. D’aprés Péquation (1) ces points m,
n coincident avec les points d’interscction de D, avece les plans P, P,
ct les (uadriques Q,,, Q43 d'aprés des considérations de symétrie,
I'un de ces points appartient a P, et Q,,, et 'autre 4 P, et Q.

Ceci posé, soit X, une surface cubicue quelconque de la famille (a);
I'écquation de la surface S peut se mettre sous la forme

S=(P,Q4 )% — T?=o0.

La surface cubique T} rencontre la droite 1), au point triple, au
point 2 ¢t en un troisi¢éme point s. Il résulte de I'identité précédente
que la surface X, a un point double en s.

‘n résumé, la surface cubique variable X, est définie par les condi-
tions suivantes : clle contient les droites Dg, Dy, elle passe par les dix
sommets du pentacdre P, P,...P; (car chacune des surfaces décom-
posces P;Q,; passe par ces dix sommets); enfin, elle posscde un point
double situé sur la droite D,. Bien qu’assujettie a dix-neuf conditions,
clle dépend d'un paramétre, ce qui constitue un théoréme :

Etant donnés huit ptans de Lamé P, ..., P, 1L, ITg, 11, il existe
une surface cubique, passant par les dix sommets du pentaidre
P, ..., P, contenant deux des arétes du tricdre 11, g, 11, et
admettant pour point double un point quelconque s de la troisiéme
aréte D; quand le point s décrit cette aréte, la surface cubique
enveloppe la surface du sixiéme ordre S détermince par le groupe
de Lamé. Cette surface admet trois générations analogues.

28. Ce théoréme conduit & une forme élégante de 1'équation de la
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surface S. Remarquons que la donnée des huit plans Py, ..., Py, IT,,
IIg, I, définit la quadrique Q,; par des conditions linéaires (car elle
doit passer par les sommels du tétraédre des quatre plans P autres
que P; et contenir les deux droites Dg, D,). Ceci posé, si I'on désigne
par F(X,Y, Z) le polynome

X34+ Y24 72— 2YZ — 2ZX — 2XY,
Péquation de la surface peut se mettre sous la forme
F[(PiQa), (PjQa) (PiQui)] = o

11 existe trente formes analogues.

29. Voici unc derniére conséquence du théoréme précédent. La
surface inscrite variable X, coupe le plan P; suivant une cubique qui
passe par huit points fixes; & savoir les traces des droites Dg, D, ct les
six sommets du quadrilatére complet découpé par les quatre autres
plans singuliers. Elle passe donc par un neuviéme point qui n’est
autre que le point double A, ;; de 14 une définition simple des points
doubles A : le point A, ; forme avec les traces, sur le plan I’;, des deux
droites doubles Dg, D, et des six droites d'intersection des plans sin-
guliers autres que I’; un groupe de neuf points bases d'un faisceau de
cubiques.

Surfaces adjointes d’ordre trois et d’ordre quatre circonscrites a S.

30. On reconnait au moyen de l'algorithme qu'il existe trente
fonctions théta du premier ordve s’annulant pour une des trois demi-
périodes p,, ps, py; clles définissent sur la surface S des courbes
gauches de degr¢ cinq et de genre un. Considérons I'unc de ces fone-
tions, Suuer par exemple, qui s’annule pour la demi-période (ao'a”)
ou p,. Le produit

(Sawar)* 1o Vg Fy

est une fonction théta d’ordre six, de caractéristique nulle, paire,
admettant les trois demi-périodes p,, pg, py pour zéros d’ordre six,
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et 'on en conclut que I'on peut circonscrire a la surface S, le long de
la quintique 3,4, = 0, une surface cubique adjointe admettant D,
comme droite double.

Ces trente surfaces cubiques font partie de trente familles de sur-
faces cubiques inscrites qui se déduisent trés simplement des trois
familles Z,, Zg, X, précédemment définies. D’aprés I'équation

(E) SE(PiQa,i)(PkQa.k) -~ Ti=o,

on peut considérer la surface S comme I'enveloppe de la famille de
surfaces cubiques

2*(PiQqk) + 20 Ty + (PxQqy) = 0.

On définit par cette voie trente familles analogues. Pour démontrer
que les trente surfaces cubiques adjointes appartiennent respective-
ment i ces trente familles, il suffit de vérifier, par exemple, que le
produil (Z,,,F,) a méme caractéristique et méme parité que les
produits (I’,Q,,) et (P,Q,,) et qu’il s’annule au méme ordre de
multiplicité pour les demi-périodes py, pg, py; c'est ce qu'on vérifie
aistment en vertu des symboles de ces fonctions

P, ray?d, P, :x0¢,
Qu ay'a’, Qu,z 2 ad '3

d’autre part F, est de méme caractéristique que 3,95 et de parité
contraire.

31. Enfin les di.c fonctions théta du premier ordre qu'il nous reste
a considérer ne s'annulent pour aucune des trois demi-périodes p;
clles définissent sur la surface des courbes gauches de degré six et de
genre un. Soit J,,s- I'une de ces fonctions, I'¢équation

(Suarr)'FIF3F2 =0

représente 'intersection compléte de S par une surface adjointe

d’ordre quatre admettant les droites D,, Dg, D, pour droites doubles.
Donc il existe dix surfaces de Steiner adjointes ¢ S et cir-

conscrites a S le long d’une courbe gauche du sixiéme ordre.
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On reconnait que ces dix surfaces correspondent aux combinaisons
deux & deux des cinq plans tangents singuliers P;; la surface (4, )
contient douze points doubles de la surface : a savoir les traces sur les
plans P;, P; des arétes du tricdre formé par les trois autres plans sin-
guliers et les six points doubles A contenus dans les plans P;, P;.

Sections de la surface S8 par les surfaces adjointes.

32. La représentation paramétrique au moyen des fonctions abé-
liennes permet d'¢tudier assez simplement les courbes découpées sur
la surface S par les surfaces adjointes d’ordre 7.

Nous admettrons désormais pour lixer les idées que la fonction
désignée jusqu'ici par S(z, ¢, w) est la fonction théta normale d’ordre
un, de caractéristique nulle (cette fonction est paire).

Soit X(i¢,, xy, @,, @,) =0 l'équalion algébrique d'une surface
adjointe d’ordre n et désignons par I(u, v, w) ce (ue devient
Z(z,, ..., x,) lorsqu’on y remplace «, ..., x, par leurs expressions
en u, v, w

x, = FgF,, xz,= I, I, vy = F,Fg, x, =0,.

=(u, ¢, w) est [du moins lorsqu’on suppose (&, ¢, &) = o] une fonc-
tion théta paire d’ordre 2n, de caractéristique nulle et s"annulant
'ordre 27 pour les trois demi-périodes p,, pg, py. De plus, comme la
surface (&, ..., x;) = o passe, par hypothése, par les Irois droites
doubles D,, Dg, D, Z(u, ¢, &) contient en facteur le produit F,FgF,,
en sorte que -

Z(u,0,0) = F, Kl 7(u, ¢, w).

D’aprés cette relation méme, o(u, ¢, w) cst une fonction théta
impaire de caractéristique nulle, d’ordre 2 — 3, admettant p,, pg, py
pour zéros d’ordre 22 — 4.

Réciproquement, toute équation o(z, ¢, w) = o de cc type définit
intersection de la surface S par une surface adjointe d’ordve 7. En
effet, le polynome général EZ(x,, ..., x,) homogtne d’ordre » dépend
de 3(n +1)(n+ 2)(n + 3) constantes; la condition de contenir les



SUR CERTAINES SURFACES ALGEBRIQUES. 3¢

trois droites doubles de la surface S impose 3n + 1 conditions
linéaires; enfin, si 'on désigne par S(z,, ..., #,) = o I'équation de
la surface S, tout polynome de la forme

Z=S(x,..., 2 ) Kz ..., zy),

K désignant un polynome d’ordre » — 6, est identiquement nul sur la
surface. En résumé, I'équation de la surface adjointe la plus générale
d’ordre » dépend d'un nombre de paramétres homogénes égal a

p(n) = BENEENELY (=B DE=3) _ (3, )

= 3n*— gn + 10.

Evaluons, d’autre part, le nombre des fonctions o(u, ¢, w) linéaire-
ment distinctes et non identiquement nulles sur la surface S. Les

fonctions théta d’ordre 22 — 3, de caractéristique nulle et impaire,

(2n —3)P—1

sont au nombre de ; il faut en déduire les produits de $

par les fonctions d’ordre 2n — 4, de caractéristique nulle, impaires,

(2n — 4)*—8
2

au nombre de - Enfin, les fonctions o(u, ¢, w) doivent

s'annuler & 'ordre 2n — 4 pour p,, pg, py, ce qui impose 3(n — 2)?
conditions linéaires. Le nombre des fonctions a(u, v, w) est donc

4‘(”)= (2n —3)—1 _ (2n — () — 8

2 2

—3(n —2)*=3n*~ gn -+ 10.

L'égalité de ¢(n) et de {(z) établit la réciproque annoncée. Donc :

Les courbes découpées sur la surface S par ses adjointes
d’ordre n ont pour équation générale o(u, v, w) = o, en désignant
par s(u, v, w) une fonction normale d’ordre 2n — 3, de caracte-
ristique nulle, impaire et admett'ant les demi-périodes p,, ps, py
pour zéros d’ordre an — 4, et réciproquement.

33. En particulier, on peut supposer que o(u, v, w) est de la forme
suivante :

a(u, 0, w) = FeFEF v (u, 0, %),



3a L. REMY.

Dans ce cas, I'équation 7 (&, ¢, w) = o définit l'intersection de S
* par une surface adjointe qui admet respectivement les droites D,
Dg, D, comme droites multiples d’'ordre 2o +1, k41, I+ 1.
Nous considérerons spécialement les surfaces adjointes d’ordre 2n
qui admettent les droites D,, Dg, Dy comme droites multiples
d’ordre n. Voici le résultat :

Les courbes C, découpées sur la surface S par les surfaces
adjointes d’ordre 2n qui admettent les droites doubles de la sur-
face pour droites multiples d’ordre n ont pour équation générale
ea(%, v, w) = 0 en désignant par ¢,(u,v,w) une fonction normale
quelcongue d’ordre n, de caractéristique nulle et de méme parité
que le nombre n, et réciproguement.

Sur le genre des courbes tracées sur la surface S.

34%. Nous n'étudicrons le genrce des courbes tracées sur la surface
que dans le cas particulier des courbes C,, cas qui conduit aux
résultats les plus simples.

Soit ¢(u, ¢, w) = o I'équation d’une courbe C et désignons par X,
Y, Z les coordonnées cartésiennes non homogénes d’un point de la
courbe.

Nous chercherons tout d’abord & former a priori une différenticlle
abélienne de premiére espéce attachée i la courbe (. Soit v (u, 9, w)
une fonction normale de méme ordre, de méme caractéristique et de
méme parité que ¢(u, ¢, w) et considérons l'intégrale

0>
X(ua v, ) 5"",

J(u,v,w) u’

en posant
02 o
dv  dw
J(uyo,0) = .
9 9%
Jdv  ow

Cette intégrale est une intégrale abélienne attachée & la courbe C;
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en effet, on a sur cette courbe

(1)_(
Jw

dX = 2 du + X do + dw,
Ju dv

0% 0% 0z
0 —(—);du+07do+5;dw,

o =% du+ P do+ i’zalw;
du av

ow
d’ou
X X X
du dv  ow
93 0F 03
J(u,(’,“)dx= % 9  ow du.
dg de dp
du  dv  Ow
Dés lors, Iintégrale 1 peul s’écrive
[ = 7y, e w)dX
= [ TA X X
. du o Idw
J95 I3
da dv
I3 03
v ow
de  Jg dp
du  J¢  Jw
Le dénominateur est de la forme
99 & 9%

A, B, C ¢tant sur la courbe des fonctions abcéliennes impaires de
u, v, w, ct lintégrale I peut se mettre sous la forme

dX

do__ Iy ’
Ty— ko)
A(‘ﬂ_ Ju >+
‘ N

x!

I=

Cr

Journ., de Math. (6* série), tome IV. — Fasc. I, 19o8.
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puisque %(u, v, %) = o sur la courbe C, ou enfin

| = dX )
- Jd (¢ J < d (9
J (3o E) rem )

Cette forme met en évidence que le cocefficient de dX est une
fonction abélicnne paire de u, ¢, w, donc une fonction rationnelle
de X,Y, Z.

L’intégrale I est donc unc intégrale abélienne appartenant a la
courbe C et il en serait de méme plus généralement de intégrale

I ‘Y, v, w)
J(u, eyn)

du,
Y(u, v, w) désignant une fonction normale d’ordre 2 + 1, de caracte-
ristique nulle, mais de parité¢ contraire & 3(u, ¢, &), car le quoticent

)
05
/

o
est une fonction abdlienne p.urc sur la surface S
L'intégrale 1 est de premiére espéce : en cchl Uy vy W vestent finis
sur la courbe, dés lors Pintégrale ne saurait devenir infinic que dans le
cas ou J(u, ¢, w) s'annule. Or, en vertu des équations

.':(Il, vy \\‘) =0,
’."a( Hov W) o0

on a sur la courbe

du dv v
Di(F,0) DT, ?) b3, 9)
D(e,w) D(w, u) D(u. v

On en déduit que Uintégrale ne peut devenir infinie que pour des va-
leurs u, ¢, w annulant & la fois £, 9 ct les Lrois délerminants fonction-
nels : un el systéme définit un point double sur la courbe. Or la
courbe générale d’une série lincaire G ne peut avoir de point double
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variable que sur la courbe double de la surface S, ce qui n’a pas lieu

pour les courbes C,, et, d’autre part, elles ne passent par aucun
point fixe.

Lintégrale U est donc une intégrale abélienne de premiére
espéce pour la courbe générale C,.

38. Combien cette forme donne-t-clle d’intégrales lin¢airement dis-
tinctes? Pour fixer les idées, supposons n pair, la démonstration
serait d'ailleurs analogue pour n impair. Dans ce cas, les fonctions
Y(u,v,w) d’ordre 7 + 1, de caractéristique nulle ct impaires, non
identiquement nulles sur la surface, sont au nombre de

(n-i 1)* "8 3/I(Il+l)+4’
LS S Lo ;

2 2 2

2

mais parimi ces fonctions il en est trois identiquement nulles le long de
la courbe : a savoir

- - B
o 3 e - T
4 u f d“ i (14

La formule donne done

N — quu;-}-l) +

1

intcégrales distineles de premiére espéce.

On peat démontrer que ce sont bien la foutes les intégrales de pre-
miére espéee de la courbe. )’aprés un théoréme connu de M. Néther,
si I'on désigne par v le nombre des points d’intersection variables de la
courbe avec une de ses surfaces adjointes et par p le genre de cette
courbe :

‘I:‘.’.([)—l).

Au cas actuel, ce nombre v est le nombre des points d’intersection
variables des courbes 9 = o, 3 = 0, ou encore la moitié du nombre
des solutions communes aux ¢quations

% =0, Y =0, S=o,

.oy On(n 41
c’est-a-dire —-(—2———)-; d

ailleurs ces équations n’ont aucune solution



36 L. REMY.

commune fixe. Dés lors

_3n(n+1) +

- 1=N. C. Q. F. D.

Nous parvenons donc au théoréme suivant :

La courbe générale C,, d’équation g,(u, v, w) = o, découpée sur
la surface S par une surface adjointe d’ordre 2n, admettant les
trois droites doubles de S comme droites multiples d’ordre n, est de
genre

p= Sn(i;-i-l) +1

et ses inlégrales abéliennes de premiére espéce sont de la forme

n‘f‘n+1(u~ Cy “')
/ D(2, %) du,
[ 9% D ( ‘,7 W)
en désignant par ¢,.,(u,v,w) une fonction normale quelconque
d’ordre n + 1, de caractéristique nulle et de méme parité que le
nombre n + 1.

En d’autres termes, la courbe générale C,,, découpe sur une
courbe C, quelconque le groupe canonique de points Gy, , le plus
geénéral. :

Le cas o n = 1 correspond aux courbes I. du systéme canonique;

3n(n+1)
2

la formule p = + 1 donne alors p = 4, ce que nous avions
. P ’

déja établi. De plus, le groupe canonique G, , est découpé sur la
courbe L générale par les surfaces de Steiner qui admettent les mémes
droites doubles que la surface S considérce.

Le théoréme précédent s’étend & toute surface S :

Sur toute surface S, I’équation ,(u,0,w) = 0, 0l 9, désigne la
fonction théta générale d’ordre n, de caractéristique nulle et de
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méme parilé que le nombre n, définit un systéme linéaire de
courbes C, qui jouit des propriétés suivantes :
3n(n—1) . \, ;
1l dépend de ——— + 3 paramétres ('), son degré cst égal
a 3n* et le genre de la courbe générale est égal a SL('—l—-—;H—) + 1.

Enfin, les courbes C.,., découpent sur toute courbe C, le groupe
canonique de points Gy, le plus général.

1} Celte expression n’est pas valable pour n =1.
I P p



