
TRAJAN LALESCO
Sur l’équation de Volterra
Journal de mathématiques pures et appliquées 6e série, tome 4 (1908), p. 125-202.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1908_6_4__125_0>

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliothèque nationale de France

http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pôle associé BnF/Mathdoc

http:// www.numdam.org/ journals/ JMPA

http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1908_6_4__125_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA


SUR L'RQUATIOX DE VOLTERRA. 120 

Sur L'équation de Volterra; 

PAH M. TRAJAN LALESCO. 
Licencié ès sciences. 

INTRODUCTION. 

Le présent travail a pour l>ul de développer et compléter en certains 
points les belles recherches de M. Volterra (') sur l'équation fonc-
tionnelle 

(ι) / /(.£,*)9(«)df = ¥(.v) 
ν a 

et sur des équations analogues où Tune au moins des limites de l'in-
tégrale est variable; cp(s) désigne la fonction inconnue. 

Os recherches ont été le point de départ de la grande extension 
qu'a prise dans les derniers temps le calcul fonctionnel surtout avec 
l'introduction de l'équation fonctionnelle de Fredholin. Les beaux 
résultats de M. J. Fredholni ont été obtenus par un passage à la limite 
d'un problème d'Algèbre; or, cette idée fondamentale est exactement 

(*) V. VOLTERRA, Sulla inversione degli integrali definiti ( Atti délia reale 
Accademia delle Scienze di Torino, 12 janvier, 8 mars, 26 avril 1896, p. 3II, 
4oo, 567, 693). 

Voir aussi Rendiconti délia reale Accademia dei Lineei (rr semestre 189^, 
p. 177, 289). 

Journ. de Math. (6e série), tome IV. - Fasc. II, 1908. 18 
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celle qui a conduit M. V. Volterra à ses résultats et elle se trouve indi-
quée dans la première de ses quatre Notes publiées dans les Atli délia 
reale Accademia del Torino. C'est un point qu'il était utile de 
signaler. 

L'équation (i) a une importance incontestable, grAce à ses nom-
breuses applications dans la théorie des équations linéaires aux déri-
vées partielles et partant dans la Physique mathématique; d'autre 
part, c'est un instrument analytique nouveau, irréductible à ceux dont 
l'Analyse était déjà douée. Kn effet, si le noyauf(x, v) est un poly-
nôme en χ de degré /*, il est facile de montrer que la résolution de 
l'équation fonctionnelle (i) revient à l'intégration d'une équation 
différentielle linéaire d'ordre η avec des conditions initiales données; 
si l'on restait donc dans cette hypothèse, l'introduction de l'équation ( i) 
ne serait justifiée que par certaines considérations de commodité. 
Mais on sait que M. V. Yolterra a étudié le cas général où /(·*',·y) 
est une fonction de deux variables réelles très générale; en prenant 
seulement le cas où la fonction est une fonction analytique 
entière en ./; d'ordre plus petit que i, nous montrerons que la réso-
lution de l'équation (i) revient à l'intégration d'une équation diffé-
rentielle linéaire d'ordre infini, avec des conditions initiales données, 
et cette circonstance nous rend compte en quelque sorle de « l'équi-
valence », dans le domaine actuel de l'Analyse, de cette équation fonc-
tionnelle. 

C'est en raison de cette importance et des profondes recherches que 
M. V. Yolterra a publiées à ce sujet que nous désignerons, dans ce 
travail (à l'exemple de notre maître, M. K. Picard), l'équation fonc-
tionnelle (i) sous le nom de V equation de Volterra. 

La méthode suivie par M. Y. Yolterra a obligé l'auteur, une fois 
les résultats trouvés, de se contenter simplement d'une vérification, ce 
qui est d'ailleurs aussi le cas de M. J. Fredholm, et pour la même 
raison; en posant a priori les solutions et les conditions de possibilité 
du problème dans les divers cas qu'il examine, M. Y. Yolterra dé-
montre qu'elles satisfont bien à l'équation fonctionnelle considérée. 
Cette méthode de vérification ne permet pas de voir dans la nature 
intime de la question el conduit parfois à des calculs fastidieux, sur-
tout dans le cas général où le noyau f(x, .v) s'annule pour χ = -s — o. 
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En examinant de plus près la solution de M. V. Vol terra, on reconnaît 
qu'elle dépend d'un mécanisme d'approximations successives; c'est 
ce mécanisme que M. E. Picard a mis en évidence en montrant avec 
quelle élégante simplicité on retrouve les résultats de M. V. Volterra, 
si l'on applique franchement les approximations successives. M. E. 
Picard ( * ) a ainsi traité le cas où le noyau étant fini dans un intervalle 
réel donné ne s'annule pas identiquement pour s — χ et celui où le 
noyau pouvant devenir infini est de la forme 

f (x, s) = G (x, s) (0<L<I), 

la fonction G(.xr,*) n'étant pas identiquement nulle pour χ = ο. 
Dans ce travail nous appliquons directement la méthode des ap-

proximations successives au cas général où l'on a 

/(·'·, *) = A„.rrt -h Α
λ
 ', χ"-' « + ... + A/ + /, (x, s), 

/, (.·/;, .v) étant une fonction dont tous les termes sont de degré supé-
rieur à // en χ et a. Par notre méthode, la solution de ce problème 
dépend de l'intégration d'une équation différentielle linéaire d'ordre η 
et d'un mécanisme d'approximations successives. Si l'on fait l'hypo-
thèse de A0-h A

4
 + ...-ι-Α

λ
=£ ο qui est implicitement admise dans les 

recherches de M. V. Volterra, cette équation différentielle linéaire 
d'ordre η est du type de Fuchs par rapport à χ = ο, et c'est l'équation 
déterminante de l'origine qui joue naturellement le rôle essentiel dans 
le développement de la solution et qui s'introduit ainsi d'une façon 
toute naturelle; nous démontrons facilement qu'elle se réduit d'ailleurs 
à l'équation 

\ h ... -H τ — ο, 

qui a été donnée par M. Volterra. 
Un théorème important, qui complète celui de M. V. Volterra, a été 

(') E. PICARD, Sur une équation fonctionnelle (Comptes rendus, t. CXXXIX. 

1904, p. 240). 
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obtenu par M. E. Holmgren (*), par des calculs laborieux; nous ré-
tablissons sans peine, en approfondissant davantage les conditions du 
problème et étudiant aussi le cas des racines nulles. 

L'hypothèse de A
0
 H- A, -h ... 4- A„ = ο n'a pas été examinée par 

M. Y. Yolterra; dans ce cas le problème devient beaucoup plus diffi-
cile, car il dépend de l'intégration d'une équation différentielle linéaire 
qui peut admettre des intégrales irrégulières. En examinant d'une 
façon complète le cas de η = ι, nous trouvons un résultat qui conduit, 
dans une hypothèse particulière, à un énoncé dù également à M. K. 
Holmgren. 

Pour le cas d'un noyau de la forme nous avons conservé le G(r,s)/(x-s) nous avons conservé le 

fameux artifice d'Abel employé par VI. V. Yolterra et nous avons 
examiné le cas général. Nous avons traité aussi les divers autres cas 
considérés par M. Y. Yolterra. 

Ainsi l'équation 

S ps F (x, s) ? (s) ds = F (x), 

où ρ et q sont des constantes données telles que ^ φ ι, est résolue en 

appliquant une méthode due à M. E. Picard (2), pour une équation 
fonctionnelle rencontrée dans la théorie des équations aux dérivées 
partielles du second ordre et avec laquelle elle a beaucoup d'analogie. 
Il est vrai qu'on peut réduire cette équation à l'équation (1), par un 
artifice souvent employé dans ce genre de questions, en prenant un 
noyau égal à f{x,s) pour s compris entre px et qx (p^>q) et à ο 
pour ο<^s<^qx. Mais l'équation (1) sur laquelle nous tombons 
n'entre dans aucune des catégories étudiées par M. Volierra cl c'esl 
pour cela qu'on doit l'étudier directement. 

Les systèmes de η équations de Yolterra simultanées à // fonctions 
inconnues et les équations de Yolterra à η variables indépendantes 
peuvent être aussi traités avec une grande simplicité par la méthode 

(') E. HOLJKÎRKN, Sur un théorème (le M. V. Yolterra sur l'inversion des 
intégrales définies (extrait d'une lettre adressée à M. V. Volterra) (Àtti délia 
reale Accademia del Torino, t. XXXV, 1900, p. 570). 

(') E. PICARD, Comptes rendus, i3 mai 1907, p. 1009. 
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des approximations successives, et nous l'avons indiqué en examinant 
avec quelque détail le cas de η — ί. NOUS avons pris comme application 

l'étude du cas £ = — 1 qui n'avait pas été étudié et qui nous a conduit à 

un résultat intéressant. 
Nous nous sommes aussi occupé d'une généralisation de l'équation 

de Volterra, due à M. E. Burgatti (' ). Il s'agit de l'équation 

jf | /. (*, *)?(·')+/. Ο. ·») +···+/.(·*.«) ̂ 3^] λ=F(*) 

et nous avons montré qu'elle peut se réduire facilement à une équa-
tion de Volterra proprement dite, en donnant un résultat général à ce 
sujet. 

Enfin, l'étude de l'équation de Volterra non linéaire est de beaucoup 
plus compliquée dans le cas général. Pour le type d'équations 

φ(x') -l· jf Φ[#, .9, φ(.9)]da = F(a?), 

qui contient linéairement la fonction inconnue en dehors du signe 
d'intégration, la méthode des approximations réussit complètement et 
nous donne un résultat général contenant celui obtenu par M. E. Picard 

pour l'équation = /(a?, y), qui en est un cas particulier. 

Dans la seconde Partie, nous démontrerons qu'une équation de Vol-
terra, à noyau fonction entière de χ d'ordre plus petit que 1, équivaut 
à une équation différentielle linéaire d'ordre infini d'un type spécial, 
correspondant à un système déterminé d'équations différentielles 
linéaires d'ordre infini à une infinité de fonctions inconnues. Ce 
système a effectivement une infinité de solutions linéairement indé-
pendantes et l'intégration d'une équation déterminée de Volterra 
revient à l'intégration d'un pareil système avec des conditions initiales 
qui déterminent complètement la solution ; celle-ci sera donc, en gé-
néral, une fonction multiforme à une infinité de branches. Nous avons 
vérifié ce résultat directement sur la solution donnée par M. Volterra, 

(') E. BURGATTI, Rendiconti délia reale Accademia dei Lincei, 2e semestre 
1903, p. 443, 5g6. 
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en passant dans le domaine des variables complexes. La solution dé 
l'équation de Volterra est dans ce cas une fonction multiforme, ayant 
en général une infinité de branches et dont les points critiques, en 
général transcendants et de première espèce (1 ), sont les racines d'une 
certaine fonction entière. Cette fonction entière est justement le coef-
ficient de la dérivée dont l'indice augmente indéfiniment dans l'équation 
différentielle linéaire d'ordre infini équivalente, ce qui nous semble 
être une circonstance remarquable mettant en évidence une analogie, 
au point de vue des singularités, entre les cas des ordres fini et infini. 

Comme cas particulier du précédent, les équations différentielles 
linéaires d'ordre fini pourront être toujours transformées dans des 
équations de Volterra appartenant au type simple, de sorte que nous 
obtenons, par la méthode des approximations successives, un dévelop-
pement pour leurs intégrales, qui sera valable dans tout leur domaine 
d'existence. Cette méthode se rattache à celle dont l'origine est due 
à Cauchy et qui a été développée par MM. E. Picard, L. Fuchs, 
H. Poincaré, etc. 

L'hypothèse que nous avons faite sur le noyau de l'équation de 
Volterra revient à une hypothèse analogue sur ce que nous avons 
appelé la fonction génératrice de l'équation différentielle linéaire 
d'ordre infini. Nous avons montré, en terminant, le rôle que semble 
devoir jouer cette hypothèse dans la théorie des équations différentielles 
linéaires d'ordre infini; lorsqu'elle n'est pas remplie, ces équations 
peuvent admettre des solutions analytiques qui ne satisfont pas 
aux équations dans tout leur domaine d'existence. I n exemple bien 
simple de pareilles intégrales que nous avons appelées impropres est 
donné par la fonction Γ(#) qui vérifie l'équation 

, . dy ι d" y 3£+···+π^+—ο· 

Cette équation est du type de Laplace ; en lui appliquant la transfor-
mation de Laplace, on obtient directement ses solutions propres sous 
forme d'intégrales définies et aussi l'expression de la solution im-
propre T(x) par l'intégrale définie bien connue. 

(() Suivant une classification due à M. P. Boutroux. 
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PREMIÈRE PARTIE. 

1. (Considérons l'équation de Vol terra 

(I ) j /(.X·, s) z(s)cls — F(#), 

où z(s) désigne la fonction inconnue. Nous appellerons dans ce qui 
suit la fonction de deux variables /(./;, s) le noyau de l'équation (t), 
et nous supposerons pour fixer les idées les fonctions et F(#) 
analytiques de leurs arguments; nous montrerons ensuite que les 
résultats obtenus restent vrais si les variables sont réelles, dans des 
conditions beaucoup plus larges qu'il sera facile de déterminer; α dé-
signe une constante arbitraire. 

Le type simple : /(υ,υ)^ο. 

2. Supposons d'abord la fonction analytique/'(#, s) régulière dans 
le domaine du point# = α et s = a, et proposons-nous de déterminer 
une solution de (i) qui soit aussi régulière dans le domaine du 
point s = a. Pour que le problème soit possible, il est évident que 
nous devons avoir F (α) = o; la fonction F (#) doit donc être régulière 
et s'annuler au point./: = α. M. Volterra la met parfois sous la forme 

F(#)~F(a). 
Soit 

(2) /(xVy) — ao(s) -+- "ι(·9) —; H..a
n
{s) -—-h... 

le développement du noyau, où l'on a mis en évidence les faclorielles 
dans chaque terme, seulement pour faciliter l'écriture dans ce qui 
va suivre. 
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Cola posé, dérivons une fois (i); nous obtenons l'équation 

3) a,(x)f(x) -hjf f
l
(x,s)o(s)ds = F(x) 

en posant 
f, (x,) = df (x,s)/dx 

Celte forme est très favorable pour l'application de la méthode des 
approximations successives; en effet, introduisons un paramètre λ 
devant le signe d'intégrale et cherchons à satisfaire à ( 2) par un déve-
loppement de la forme 

( 0 ?1l) — + ^-+-···-*- λ"®«(·''*.) +.... 

les fonctions y0(x)f γ,(χ), .. 2»(x')f · · · étant les diverses approxi-
mations qu'il s'agit de déterminer. Si l'on introduit le développe-
ment (3) en (2) et si l'on égale à zéro les coefficients des diverses 
puissances de λ, nous obtenons les équations suivantes : 

il0(x) O0(x) — (·'"), 

</.<»?«(*) = -J /,(>, #) φο (#){/£, 

(5) ................. 

a0(x)y„(x) = — f f,U,s) yn^(s)ds, 

qui servent à déterminer d'une façon successive les approximations 
cherchées. 

C'est ici que s'introduit tout naturellement la condition que 

«οΟ^/Οια)^0· 

Si cette condition est remplie, les diverses approximations φ
0
(#), 

. seront données d'une façon unique par les relations (4), et elles 
seront parfaitement déterminées dans le cercle C ayant pour centre le 
point α cl comme rayon la plus petite des distances du point α au zéro 



SUll l/ÉQUATION DE YOLTKHItA. I 33 

de a
0
(x) et aux points singuliers de F( /·) el f

t
{x,s) les plus rappro-

chés du point a. 
Tous les termes de la série (3) ont ainsi un sens parfaitement déter-

miné pour toute valeur de χ située à l'intérieur du cercle C, et l'on peut 
démontrer avec facilité que, pour tout point χ situé à l'intérieur du 
cercle C, la série (3) est une fonction entière de λ et qui, par consé-
quent, convergera absolument et uniformément dans tout intervalle 
fini de λ. 

En effet, soit m le minimum de αβ(.ι;) à l'intérieur du cercle C; on 
a sûrement m φ ο, d'après la définition même du cercle C. Soient, 
d'autre part, k et μ les modules maxima de F'(.x ) et fK{x, s) dans le 
même domaine C ; on a évidemment les inégalités 

If'WK? 

ι .ν , /. u" (χ — α)Λ 1 4 J 1 m mn ι . . .n 

ι .ν , /. u" (χ — α)Λ 1 4 J 1 m mn ι . . .n 

..................... 

ι .ν , /. u" (χ — α)Λ 1 4 J 1 m mn ι . . .n 

ce qui nous montre bien que la série (3) est une série entière en λ 
d'ordre au plus égal à i, pour toute valeur de χ située à l'intérieur du 
cercle C. Nous avons ainsi obtenu une fonction de χ parfaitement 
déterminée à l'intérieur du cercle C et qui satisfait formellement 
l'équation (2); mais d'autre part le développement (3) y est abso-
lument convergent en λ, d'où il résulte que la fonction <p(#) définie 
par le développement (3) est bieu une solution de l'équation (2). 

On peut montrer que cette solution est unique si χ est compris à 
Vintérieur du cercle C. En effet, donnons-nous d'abord un chemin 
d'intégration bien déterminé, par exemple un rayon du cercle G; s'il 
y avait une seconde solution régulière au point a différente de φ 
l'équation (2), sans second membre, 

(G) a
0
(.x-)®(*)-hjf f

h
{x,s)y(s)ds = o, 

Journ. de Math. (6* série), lome IV. — Ease. II, Ï<>O8. If) 
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aurait une solution non identiquement nulle et il est facile de voir que 
cela est impossible. Pour cela, remarquons que des relations (5) et (6) 
on déduit 

«·(*)[?(*) - ?«<»i -~ff< (*> *) f? w ~
 Λ

· 

On obtient donc des relations identiques aux formules (4), où l'on 
doit seulement remplacer par 

?(*)-?.(*)· 

En vertu du raisonnement précédent, il en résulte que l'expression 

λ"[?0')- ?»(*)] 

est le terme général d'une série, fonction entière de λ, et par consé-
quent on a 

lim[ç(ar)-9
w

(a?)] = o, 
Ft rr « 

d'où 
9(A') = lim®

rt
(.x-) = o. 

η =: ee 

L'équation (2), sans second membre, n'admet donc aucune autre 
solution régulière en a que la solution identiquement nulle. Prenons 
maintenant un autre chemin situé tout à l'intérieur du cercle C et 
aboutissant au point a?; il est évident que la solution donnée par la 
formule (3) n'a pas changé, car chacun de ses termes est une inté-
grale dont la valeur est restée inaltérée par la déformation du chemin 
d'intégration. La solution est bien unique (') dans le cercle C. 

On remonte ensuite de l'équation (2) à (1) par une intégration qui 
n'introduit pas de constante arbitraire, car F(a) = o. Nous avons 
ainsi démontré le premier théorème de M. Vol terra : 

Si /(a, a)=|to, Vequation de Vollerra (1) admet une solution, et 
une seule, régulière au point a. 

(f) Pour le cas des variables réelles la première partie est suffisante, car le 
chemin d'intégration reste toujours le même; dans le domaine complexe cela 
n'est pas suffisant, et nous verrons la portée de cette remarque dans la seconde 
Partie de notre travail. 
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Elle sera sûrement régulière dans le cercle de centre α ayant pour 
rayon la plus petite des distances du point α aux zéros de a

0
(x) et aux 

singularités de F(x 

5. On peut retrouver sans aucune difficulté la formule même 
donnée par M. V. Volterra; il suffit de remplacer les approximations 
tirées tout au long des formules (4). Nous obtenons ainsi, en ayant 
soin d'appliquer la formule de Dirichlet où il y a lieu et posant, pour 
abréger, 

f1 (x,s) /a0 (x) = r1 (x,s) 

0,(./Λ = — / π,(.ζ·,σ)90(σ)ί/σ, 

φ2( χ ) = ( — ι )2 / π, (.ν, .ν) ils ί π, (s, σ ) 5„(σ ) άσ 

φ2( χ ) = ( — ι )2 / π, (.ν, .ν) ils ί π, (s, σ ) 5„(σ ) άσ 

0,(./Λ = — / π,(.ζ·,σ)90(σ)ί/σ, 

et, en général, 

0„(x ) = ( — i)n / -, {x, s) ils I σ) O0( σ) άσ 

= {—ι Y Ι ζ>0(σ)άσί .ν)π„ σ)ί& 

= (— i)" / τ:„(χ, σ) 9#(σ) άσ, 

ou l'on a d'une façon générale 

"«(•'V) = jf π, (χ, .ç )-„ (.s»,7) </.ç. 

Donc, en posant 

7τ(χ, s) — (x, s) -+- lt
2
(x, s) -f- . . . -f- ^— ιV' τζ

η
(χ, -h. «. y 

on voit que la solution de l'équation (ι) est donnée par la formule 

(7) Q(x) = 1/a0 (x) [F(x)+fm(x,s) F'(s)ds/ao(s)] 
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qui, aux notations près, est justement la formule de M. Volterra. 

4. Un cas particulier présentant un intérêt à la fois pratique et 
historique est celui où le noyau est de la forme f(x — s). Dans ce cas, 
a

0
(s) se réduit à une constante qu'on peut supposer être égale à 

l'unité. On aura donc, dans ce cas, 

π, (;*-*) = /, (a?-*)» 

π
2
(χ - s) =j /,Ο - σ)/(σ - s)ch 

et, en général, 

mn (x-A*) —J"\(^X ff ) Tïn ,(σ s)dc. 

Si l'on fait la transformation de coordonnées η - s -- l, on obtient 

ί ) = / f \ i^x ~™" s l ) '*«—1 (O til, 

on a donc 

tzJU) = /,(// — /) / ) <// 

et, par conséquent, 

tzJU) = /,(// — /) / ) <// 

et l'on a, par conséquent, dans ce cas, la formule plus simple 

(8) =

 F'(
x

) ■+" / ^ix —
 s
)K'(«')ûb. 

Ce calcul s'applique évidemment si, plus généralement, ou avait un 
noyau fonction de la combinaison λ(χ·) — X(.s·) 

Le cas de /(o, o) = o. 

o. Jusqu'ici, l'hypothèse α„(χ) φ o, pour χ = α, a été essentielle. 
Il faut maintenant nous affranchir de cette hypothèse et examiner le 

(1 ) Voir V. YOI.TKRHA, Annali (il Mcilcmativa. 1897, p. I5 '|. 
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cas général. Le noyau étant analytique en χ et s et régulier au point 
χ = s = a, développons-le suivant les puissances de χ — α et s — a; 
pour simplifier, nous supposerons dorénavant que le point α a été 
transporté à l'origine, de sorte que α = o. 

Le développement de f(x,s) aura nécessairement, dans le cas 
général, la forme suivante : 

/(a·, s) = A
n
xH-h A„_, xn~1 s H-...H- A0s° -h ψ(#, s), 

ψ(.τ, *) contenant des termes dont le degré total en χ et s est supérieur 
à n. Avant d'étudier ce cas général, nous allons d'abord considérer le 
cas particulier où la fonction/(V, *) est un polynome en χ de degré n. 
C'est une manière d'agir qui s'impose pour ceux qui sont un peu 
habitués au mécanisme des approximations successives; ce cas parti-
culier nous sera d'ailleurs très utile et pour d'autres développements 
ultérieurs. 

ïNous pouvons, dans ce cas, écrire 

et, par n dérivations successives, 

|o0(.r)5(x-)|'— |tf,U-)i;( Λ·)| 

+jf [«»W +· •· + α«1*)((,,-Τ)ΐ~] = FV), 

........................................ 

(10) |o0(.r)5(x-)|'— |tf,U-)i;( Λ·)| 

|o0(.r)5(x-)|'— |tf,U-)i;( Λ·)| 

+jf [«»W +· •· + α«1*)((,,-Τ)ΐ~] = FV), 

/(.*·, s ) = <i0(s) -h at {.s) s—^ +... 

<9> 
"·" ah{S) yjTj h. . . -f- aH{S) —y > 

les fonctions dk(s) étant régalières pour s = o. 
Kn dérivant une fois l'équation (i) par rapport à x

t
 nous obtenons 

a
n
(x) φ (a?) - j (s) + ... -h

 rt
/>0) ] *(s)ds = F'(x ) 
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el 

do') 
| a

0
(x) ?(.#.·)|(w) — I α, (./; ) φύ-ψ'*0 -h... 

-h ( - i)n[a
n
(j;)o{j; )\ = K''+,)(.r). 

Nous avons ainsi déduit do (ι), par η -+- ι dérivations successives, 
une équalion différentielle linéaire d'ordre η qui est l'équation adjointe 
de 

(10") 
!'«{·'')ΐΡ +α'(-·'')3Ρ^ +'·· 

■+· &n- \ {'V ^
 ./' ). 

Réciproquement, supposons que z>(x) soil une solution de l'équa-
tion (îo')et qu'elle satisfasse aux η relations ( 10) où l'on fait χ = ο; 
on pourra, par λ intégrations successives, remonter de (io') à (Ό et, 
par conséquent, la fonction sera bien, dans ces conditions, une 
solution de l'équation fonctionnelle (i). Or les relations ( io\ où l'on 
fait χ = o, sont η relations linéaires entre la valeur rie o{x) et de ses 
n — ι premières dérivées, pour .#; = o. Si nous désignons par )'„, 
y,, ..., y„ i ces valeurs, les relations ( ι ο ) deviennent, pour = o, 

(n) 

«ο7ο = 1"(ο), 

"«.y. + («„- «,)/„ —P(o), 

<i-«yk + (ka'
a
 —a

x
}yk(24) K V Λ (-"-O'-Vo 

-h ( α
0
Α' — a*"1 ;H-... +- a

k
 )/„ = I 'A+ '>< o '), 

ι 

«0 y η I 4- \{n - ι )a
n
 — a

{
 | y„

 3
 +·... 

4- Ο'Γ " ~ < 3>4- .. .4- ).)'„= K" (o), 

en posant 
af] = af'( o). 

Supposons a
0
 = ff0(

o) φ ο ; dans ce cas, les relations (ii) nous 
déterminent successivement y

0
, y

n
 y

tt
..

%
 et d'une façon unique. 

La fonction s(.x), solution de (i), doit donc satisfaire à l'équation riif-
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férentiellc d'ordre η (ιο') et sa valeur ainsi que celles de ses η — ι dé-
rivées sont parfaitement déterminées pour χ = ο ; d'ailleurs, le coeffi-

cient de ^ cn (I0 ) est αο(·*')· tl de là que l'équation de 

Volterra a dans ce cas une seule solution, régulière à l'origine; nous 
retrouvons ainsi, d'une autre manière, le premier théorème de Vol-
terra pour l'équation particulière que nous avons considérée. 

Soit, maintenant, a
9
(o) =/(o, ο) = ο et considérons le cas où l'en-

semble des termes de degré minimum de f(x, s) en χ et s est de 
degré η ; ceci nous sera suffisant pour arriver au théorème général de 
M. Volterra. 

Si nous nous reportons au développement (9), nous voyons que dans 
ce cas les fonctions a

0
(s·), a

K
 (s), ..., <z„_, (s) devront admettre l'ori-

gine comme zéro au moins d'ordre /«, η — ι, ..., 1 respectivement. 
Nous aurons donc 

(12) Oi(ft) = s" '(a,·$tx +...), 

toutes les quantités α
0

, α,, ..., a
/t
 ne pouvant pas être nulles à la fois. 

Supposons avec M. Volterra que α
0
 φ ο. Les premiers membres des 

relations (11) sont identiquement nuls, en supposantyn ..., γ
η

 , 
finis ; il en résulte 

F'(o) = F"(o) =... = F(w)(o) = o. 

Par conséquent, pour que la solution de (1) soit finie à l'origine, ainsi 
que ses η — ι premières dérivées, il faut que 

FO')^·"^ F,(x). 

Cela posé, toute solution de l'équation différentielle ( 1 o') régulière 
à l'origine sera une solution de l'équation fonctionnelle et inverse-
ment. Or, l'équation (io') est une équation du type de Fuchs pour 
l'origine, comme on le voit directement en tenant compte de (12) ou, 
encore plus facilement, en remarquant que son adjointe (10") est visi-
blement de ce type. Pour trouver l'équation déterminante de l'origine, 
il suffit d'observer que celle de son adjointe est évidemment 

α.?(ρ-')···(ρ- " + >)+ «,ρ(ρ-ι)...(ρ-η + 2) + ... + α„ = ο. 
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Or, on passe de l'équation déterminante d'une équalion pour un 
point à celle de son adjointe par la substitution (') 

r=-p-1. 

L'équation déterminante cherchée est donc 

aft(r-hi)(rn-2).. .(R-h/i) — α,(/·-+-ι).. .(r-+-n — I)h-. .. 
(i3) 

■+■ (- l)"a« = o. 

Soient r,, /*a, /*„ ses racines, supposées différentes entre elles et 
telles que leurs différences mutuelles ne soient pas des nombres en-
tiers; dans ce cas, l'intégrale générale de (10') est de la forme 

(ι4) Ο,λΛp,(a?) -h ... H- C
n
xr*V„(x) H- Ρ(&·)> 

Ρ(#) étant une solution particulière de l'équation (ro') et P/(#) 
(i= 1,2, ..., n) des fonctions holomorphes de χ et non nulles pour 
x = o. 

Or, la condition essentielle que s'impose M. Volterra par la consi-
dération des variables réelles est que la solution de (i) soit finie pour 
x = o. Cela explique pourquoi intervient dans ce problème la ques-
tion du signe de la partie réelle des racines de l'équation (i3) qui, 
nous le montrerons tout de suite, se réduit à l'équation qu'on trouve 
dans l'énoncé de M. Volterra. 

Déterminons d'abord une solution particulière P(x). La méthode 
de la variation des constantes nous donne immédiatement une solu-
tion de la forme 

*"· P.OOjf^r* + ·*·'■ <h^L + · · · 

(ID) 

·*·'■ <h^L + · · · 

où QI(a?), Q2(a·), ···» Q«(x') sont des fonctions de χ·, régulières à 
l'origine. 

(') L. FUCHS, Journal de Crelie, t. 76, 1875, p. 180, et THOMÉ, même Tome, 
p. a84· 
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Si donc nous voulons qu'elle ait une seule solution finie à l'origine, 
il faudra nécessairement que toutes les racines r

n
 .r

n
 aient leurs 

parties réelles négatives pour qu'on ait nécessairement 

C, — c, —. · — C
y/
 — ο. 

Dans ce cas, puisque 
R(r,)<o, 

on aura 
R(o)+ 1<C 

en désignant par le symbole R(r
4
) la partie réelle de r,·; par consé-

quent, la solution particulière (i5) sera finie à l'origine et ce sera, 
d'ailleurs, la seule jouissant de cette propriété. 

C'est le résultat général de M. Volterra pour l'équation particulière 
que nous avons considérée. Pour retrouver l'équation algébrique de 
l'énoncé de M. Volterra changeons le signe de r en (i3), ce qui nous 
donne 

a0(r— i)(>— 2).. .(r - //.) +a, (/· —1)...(/· — .. 
(.3') 

-h αJt(r — 1) (/· — -jl). . .(/· — η -h ρ)-h., .-h a/t= o. 

M. Volterra désigne, comme nous l'avons fait dans le n° 5, par 

n 

/ : Ο 

l'ensemble des termes de degré η de /(.r, s) ; il est facile d'obtenir les 
relations entre A, et α,· (/ = 1, ..n) en faisant s = χ dans l'expres-
sion ({)) du noyau et dans celles de ses η premières dérivées succes-
sives. Nous obtenons 

α0 — A„-h A
w

_, n- ... 4- A, 4- A0, 
(— — V/;_, 2Αλ_2 /*A0, 

X {u 2)! - I ' 2 

(-">-(^7)T = A' + »A.· 

V- ")"?,= Α.. 

Journ. de Math. (6* série), tome IV. -- Kasc. II, 1908. 20 
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Remplaçant ces valeurs en ( i3') nous obtenons l'équation 

(A„-+- A„_, 4-...4-A0)(r —1)(/*- 2)...(/·— n) 

— (A„_, 4- 2 An_a4-...4- nA0)(r - 1 )(r— a)...(r -Λ + Ι) 

+ (-1)7![A^+^A^l+...+ (i±^fA,] 

X (R — L)...(R — Λ+Ρ) 4-...4- (— L)NA0= Ο 

qui, ordonnée par rapport aux A,·, s'écrit 

A„(r— 1)...(r—Λ)4- A1)...(/·-«+i)(r-n-i)4-... 

4- A„_p(r — 1).. .(r - λ 4-p)(r — η 4- ρ — 2).. .(r -/2 — 1)4-... 

-h A0 (/· — 2).. .(r — λ) (r — // — ι) = ο 

ou, en divisant par le produit (r — 1).. .(/· — η — ι), 

(i3") -A_ + -^- + ...+—=0, 

qui est justement l'équation qui figure dans l'énoncé de M. Voltcrra. 
Nous avons changé le signe de r en (i3); l'équation (i3") doit donc 

avoir toutes ses racines à parties réelles positives ; dans ce cas, l'équa-
tion (1) aura une seule solution. 

Pour arriver à ce résultat nous avons dû supposer 

αο — A„ 4- A, 4- ... 4- A
w
 φ ο, 

condition qui est fondamentale et implicitement supposée satisfaite 
dans la solution de M. Voltcrra. En outre, nous avons supposé que les 
racines r,, /*

2
, ..., r

n
 sont telles que leurs différences 11e soient ni 

nulles ni entières; or, il est facile de voir que celte condition n'est 
qu'accessoire et que le théorème reste vrai même si elle n'est pas 
satisfaite. En effet, les termes logarithmiques qui s'introduisent dans 
l'intégrale particulière conduisent à des expressions de la forme 

Γ1 Q(j") logA .r d.r 
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qui, pour être finies, conduisent aux mêmes conditions pour les 
racines /·,· 

6. Nous sommes maintenant en état d'appliquer avec une grande 
facilité la méthode des approximations successives pour étudier le cas 
général. Soit 

f x of(x,s)?(s)ds = V(x) 

l'équation de Volterra ou le noyau est égal à 

f(x, s) — α0(.ν) 4- α,(ί) —— -h.. .4- an(s) -—^ + ...., 

le développement précédent étant convergent si |s| < a et |s — x\<^ R. 
Soit η le degré minimum de l'ensemble des termes homogènes en χ 
et s de f(x

}
s). Si nous dérivons l'équation de Volterra η -h ι fois de 

suite, nous sommes conduits à l'équation 

D[?o(x')] = [°»(x)?«(-c)]!"i 

(16) / —KO)?oO)]!"~"+···+(— i)"K0)?0)] 

ι)"+< I s)y(s)ds = F(,H"0O), 

où f
n
(x,s) désigne la Λ''mc dérivée de f(x}

 s) par rapport à s — χ. 
Introduisons un paramètre λ devant l'intégrale et appliquons la 
méthode des approximations successives; nous aurons d'abord à 
résoudre l'équation différentielle 

D [?oO)J = KO) ?oO)H - Κ Ο) ?oW](e~0+. · · 
(■7) 

h-(- i)"KO)?oO)J = F(n+,>o) 

étudiée dans le numéro précédent, et nous avons vu que, si l'équa-
tion (i3") correspondante a toutes ses racines à parties réelles posi-
tives, l'équation (17) aura une seule solution finie à l'origine de la forme 

*(*)= «-.Ρ Mf^
x)F

^:
(x)dx

 +
... 

+
 ̂

Pi(a
.
)J

f'<M£a£W£, 



144 TRAJAN LALESCO. 

où les fonctions Q, (#),..Q„(#), Pj(#), ...,P„(a?) sont des fonctions 
holomorphes à l'origine ne dépendant que de l'équation différen-
tielle (17) sans second membre. 

Les autres approximations successives sont données par des équa-
tions différentielles linéaires absolument analogues : 

])|?,(χ·)| = (-i)" I )?„ (s)ds, 

(17) ................................. 

1)1?»(Λ')Ι = (-/ ΛΟν) ?„-.(*)<&» 

.................................... 

Rien n'est plus aisé maintenant que de démontrer la convergence 
uniforme et absolue de la série des approximations 

(18) 9«(
,x

') ^9*(
x

) ■+*· · ·■+■ ■+*· · ·) 

quel que soit λ, dans un cercle décrit de l'origine comme centre et 
dont le rayon sera tout de suite déterminé. 

En effet, soit q le module maximum des fonctions Q, (.r), Q2(^), ..., 
Q„(.x·) dans le cercle ayant pour rayon la distance de l'origine au pre-
mier zéro de a0(x) le plus rapproché de l'origine; soient de même ρ 
celui des fonctions Ρ,(α;), ..., P«(x), et enfin M et Ν ceux de F(w+,)(.r) 
et/«( x, s) dans leurs cercles de convergence. Le rayon du cercle où 
la série des approximations converge sera le plus petit de ces trois 
rayons. 

Nous aurons d'abord 

. / , , ^ M η/Η/ a M 

σ désignant la plus petite des quantités |/·, | (f = 1, ..., //.), et de même 
successivement 

|φ,(ζ)|<α2ΜΝ 

........................, 

|φ,(ζ)|<α2ΜΝ < aM (aNx)" / o (o + 1)...(o+n)n!, 
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ce qui démontre bien la convergence absolue et uniforme du dé-
veloppement (18), quel que soit 7, dans le cercle précédemment 
défini. 

Il est inutile de vérifier la solution ainsi obtenue; en effet, la série 
des approximations étant absolument convergente, nous sommes sûrs 
qu'elle est solution de l'équation (17), puisqu'elle la satisfait formel-
lement. 

On passe ensuite de (17) à l'équation de Volterra par τι 4-1 inté-
grations successives qui n'introduisent pas des constantes arbitraires, 
car 

F(.x·) = V\(.v). 

La solution est unique; d'abord, pour un chemin déterminé d'inté-
gration, car l'équation (17) sans second membre ne peut avoir aucune 
solution autre que la solution identiquement nulle, en vertu d'un rai-
sonnement identique à celui qui a été fait au n° 1 ; comme les inté-
grales qui donnent les diverses approximations sont ensuite uniformes 
dans le cercle précédemment défini, on déduit que la solution est 
unique, quel que soit le chemin d'intégration situé à l'intérieur du 
cercle. Le problème est ainsi complètement résolu. 

7. Qu'est-ce qu'il arrive si toutes les racines /·, n'ont pas leurs 
parties réelles négatives? 

C'est une question qui a été traitée, dans le cas d'une seule racine 
négative, par M. V. Volterra (*) et, dans le cas général, par M. E. 
Holmgren (2); ces deux savants se sont occupés des fonctions finies à 
l'origine, les seules qui intéressent dans le champ des variables réelles. 
La méthode précédente nous permet de retrouver et compléter le 
résultat général obtenu par M. E. Holmgren. 

Supposons que l'équation (i3") a k racines à parties réelles néga-
tives (£< #t); l'équation (i3) ayant alors k racines à parties réelles 
positives, soient /·,, /\>, ..., rk ces racines, et considérons la solution 

Ο V. VOLTERRA, loc. cit., 4E note, p. 707. 
C) E. HOLMGREN, loc. cit., p. 570. 
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particulière 

ρω» ρ, +... 

+ *-. P„ (χ) ^''λ,(·ΌΙ·'"^(·^^ι 

(19) 
+ *-. P„ (χ) ^''λ,(·ΌΙ·'"^(·^^ι 

+ *-. P„ (χ) ^''λ,(·ΌΙ·'"^(·^^ι 

où ù désigne une constante arbitraire, différente de zéro. 11 est inutile 
de faire la remarque que 

Q<(O) Φ Ο (F — 1 »'-'}·· ·> ")Î 

car ce sont les déterminants wronskiens des différents groupes de η — ι 
des η intégrales linéairement indépendantes ΛΛΡ,(Λ?). 

La solution (19) est une fonction finie à l'origine à cause du choix 
convenable des limites inférieures dans les intégrales qui la composent ; 
il n'y a qu'une exception quand une des racines r

f
- est nulle. Dans ce 

cas, si Ftrt+0(o) φ ο, la fonction P(A·) a une singularité logarithmique 
à l'origine et par conséquent toute solution de (17) y devient iniinie. 
Il faut donc que F("+,)(o) — o; celle condition est nécessaire et suffi-
sante. 

Puisque ο pour ilk
%
 la solution finie à l'origine la plus gé-

nérale de (17) sera 

C, χΡ, (x) -H ... -H Ckxrk Ρ
α
(Α·) -+- Ρ (A·). 

Par conséquent, l'équation (17) a une solution finie à l'origine 
indéterminée, dépendant linéairement de k constantes arbitraires, 
car les fonctions ΛΛΡ,(A·)(i = k) sont évidemment linéairement indé-
pendantes. 

S'il y a une racine nulle, pour qu'il existe des solutions finies il faut 
et il suffit qu'on ait 

F(x)=x1+2Fn-2(x) 
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Si cette condition est remplie il y aura la même indétermination. 
Le passage par les approximations successives à l'équation géné-

rale (16) exige quelques précautions sur lesquelles il est nécessaire 
d'attirer l'attention. Puisque y0(

x) est fini» on aura 

l?oO)|< A 

pour tout système de valeurs déterminées d'ailleurs quelconques des 
constantes Cu C2, ..., C*. On aura donc, en conservant les notations 
précédentes, 

|Φι(#)| = Μ^/»(*»*) ?<.(*)<& < ANar. 

Pour déterminer γ,(&), nous nous servirons uniquement de la 
formule (19); remarquons que l'ordre d'infinitude au voisinage de 
l'origine des intégrales 

f r Q, (x) O (x) dx /xr (p=I, ..., k), 

qui était rp quand Φ(Χ) = F(w+,)(o?), en supposant F(n+,,(o) φ ο, est 
à présent réduit d'une uiiilé à cause de l'inégalité à laquelle satis-
fait Φ, (χ·) ; par conséquent les termes 

·' "l —~— 

seront donc de l'ordre de χ dans le voisinage de l'origine et par con-
séquent on aura, pour tout chemin d'intégration où les données F(x) 
et f(.v, s) ont un sens, 

I ? · 1 ^ Λ.ι·χ*> 
d'où l'on déduit 

O2 (x) < A, N xr 

A chaque approximation, l'ordre d'infinitude de l'élément diffé-
rentiel diminue d'une unité; par conséquent, au bout d'un nombre 
fini d'approximations dans tous les cas, on pourra réduire les ordres 
d'infinitude de façon qu'ils soient plus petits que l'unité dans toutes les 
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intégrales (19). A partir de ce moment, on n'a plus besoin d'intro-
duire la constante b-φ. ο; on n'a qu'à mettre partout zéro comme 
limite inférieure, et alors nous tombons exactement sur le même cas 
que le précédent. 

Nous avons ainsi obtenu une solution qui, en mettant les con-
stantes Cn Ca, ..., CA en évidence, est de la forme 

Puisque χ (a?) satisfait à l'équation de Volterra (elle corres-
pond au cas de C

4
 ~ C2 = ... = C* = o), il résulte que les fonc-

tions χ, (a?), ..., y^k(x) seront les solutions de l'équation de Volterra 
sans second membre 

Ces k fonctions sont linéairement indépendantes, car elles dérivent 
de k fonctions #r«P, (a?), ..., #r*PA(.r) qui sont linéairement indépen-
dantes en appliquant le même mécanisme des approximations succes-

sives. 
Nous trouvons ainsi le résultat de \1. E. Holmgren, en y faisant 

entrer le cas des racines nulles. Si E"+,)(o) 7^0, 011 devra les consi-
dérer comme racines négatives; au contraire, si Fie+,,(o) = o, elles 
compteront comme racines positives de l'équation (i3 ). 

Il est clair que le raisonnement, précédent s'applique aussi aux inté-
grales qui deviennent infinies à l'origine; il y aura un certain nombre 
d'approximations qui sont infinies à l'origine, mais ce nombre sera 
fini. 

Nous lirons donc d'ici celte conséquence que dans tous les cas, si 
l'ensemble des termes du plus petit degré d'un noyau en χ et .ν est //, 
il y a une indétermination précisément égale à //, c'est-à-dire, d'une 
façon plus précise, la solution de l'équation de Volterra dépendra dans 
ce cas de η constantes arbitraires. Dans le cas général, il y aura tou-
jours des solutions qui deviendront infinies à l'origine; il n'y a qu'un 
seul cas où il n'existe qu'une seule solution finie : c'est le cas étudié 
par M. V. Volterra. Ces résultats généraux s'appliquent à l'équation 
fonctionnelle (16). 

C1X.« 0*0 +· C"*yAJ0 -+-···■+- H- χΟ). 

( ψ(·>·, s) o(s)ds = o. 
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8. L'hypothèse de 
Αβ -H A, H- ... H- A,, Ο 

a été aussi essentielle dans notre méthode, car c'est grâce à elle que 
l'équation différentielle linéaire 

D(9) = « 

a été du type de Fuchs, circonstance qui a dominé toute l'analyse 
précédente. Si a

0
= A

0
-h A, H- ... -h A

rt
 = o, l'équation D(Ç) = o 

n'est plus sûrement du type de Fuchs; elle aura donc des intégrales 
avec des singularités en général essentielles à l'origine et, comme on 
n'a pas encore de résultat général à ce sujet, il faudra analyser chaque 
cas séparément. 

Nous examinerons le cas de // = i, c'est-à-dire de l'équation fonc-
tionnelle 

(20) f f A ,χ -h Λ
0

.ν 4- ψ(χ·, .ν)I ?(*) d* = F(./:), 
• Ο 

où ψ(«c, .y) est une fonction s'annulant pour χ = s = ο et qui ne con-
tient pas de ternies linéaires en et .y. On a A„4- A, == o, d'où l'on 
tire nécessairement A, φ ο. 

Appliquons directement la méthode du n° 6 en dérivant deux fois 
successivement l'équation (20), ce qui nous donne 

ψ(.χ·, χ) φ'(χ") Η- [A, -h ψ'(χ, x) -4- a?)] ?(·*') 
(21) 

4-/ ψ*.,(Λ·,β)φ(β)Λ = F"(x), 

ψ'(.χ, χ) désignant la dérivée par rapport à a; de ψ(χ, χ) et ψ*(.χ, χ) la 
dérivée par rapport à χ de ψ (a?, s), où l'on a fait après s = x. Soit 

ΨΟ, x) = a?·*-' ψ,(χ), ψ,(ο) = Β φ ο; 

nous savons que p.^i. Remarquons que les fonctions ψ(χ·,x) et 
ψ!·(ίΡ,x) s'annulent pour a? = o; il en résulte que le coefficient de 
φ(.χ·) en (21) ne s'annule pas pour x — o, y étant égal à A,. L'équa-

Joum. de Math. (6· scrie), tome IV. — Kasc. II, 1908. 21 
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tion D(ç) = ο est donc dans ce cas de la forme 

x1+µ(B1-f- B
a

x· -+- .. ·)^ (Α·« 4-.. .)^ — Κ'(Λ·). 

Son intégrale générale est donc de la forme 

(22) r=Cc - + £* .·* / F» * 

où l'on a posé pour abréger 

λ - A« 

α désigne une constante déterminée φ ο d'ailleurs quelconque et C une 
constante arbitraire; on a de plus 

p( o) = l. 

Pour discuter l'intégrale (22) au voisinage de l'origine dans le do-
maine complexe, remarquons d'abord que l'exponentielle 

e·'"1 

tend vers zéro ou vers l'iniini suivant que./· s'approche de l'origine par 
un chemin compris à l'intérieur des 2 u. angles formés par les droites pas-
sant par l'origine et faisant avec l'axe 0,r des angles égaux à 

(2k+1)m/2µ (/. =<>,···,3|IX- L). 

Plus précisément : 

I° Si ρ > ο, er2/p tendra vers zéro si le chemin sur lequel x tend vers 

zéro est compris dans les angles d'indice impair (en assignant à l'angle 
qui contient le demi-axe positif l'indice 1) et vers ao dans les angles 
d'indice pair. 

20 Si ρ < ο, l'inverse aura lieu. 
On déduit de là que la seule intégrale qui aura un sens quel que soit 

le chemin sur lequel χ tend vers zéro, sauf 21*. chemins exceptionnels, 
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est l'intégrale 

x* jf F"(x)<? ** dx. 

On passera au cas général en appliquant la méthode des approxima-
tions successives d'une façon identique à celle développée au n° 7. 

Considérons le cas plus intéressant des variables réelles positives; 
on voit directement que si ρ > ο, pour avoir une solution finie, il faut 
nécessairement prendre C = o, de sorte que dans ce cas, en utilisant 
les approximations successives, nous obtenons une solution unique. 

Si ρ < ο, on pourra prendre C arbitraire et nous voyons ainsi appa-
raître une solution dépendant linéairement d'une constante arbitraire. 

Prenons le cas d'un noyau de la forme 

/(*·, s) = A, χ -4- A
0
s -h α.τ9 -h $x$ H- γ#* -4- ψ3(χ, s), 

où A, H- A„ = ο, et supposons que 

α -h β -4- γ φ ο. 

Dans ce cas il est évident que p. = ι, Β, = α -h β H- γ et, par consé-
quent, 

" (α+β-4-γ) 

Par consequent, si 

^2 *> ο 

il y aura une seule solution réelle, tandis que, si 

α+β+y^0' 

on en aura une infinité, dépendant d'une constante arbitraire. 
Ce dernier résultat a été énoncé par M. E. Holmgren à la fin de sa 

Note précédemment citée. 
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Le cas du noyau de la forme G^'r' · 

9. Dans les numéros précédents, nous avons supposé le noyau régu-
lier pour x = s = a. Nous allons maintenant examiner un cas où il 
n'en est pas ainsi qui se présente souvent dans les applications et ayant 
un intérêt historique, car il généralise le fameux problème d'Abel qui 
a été l'origine de toutes ces recherches. C'est le cas d'un noyau de la 
forme 

''(.y['v = +-( β-α 3νπ 4-(°<λ<') 

qui est infini sur toute la droite ./· — 5 = 0. On peut réduire ce cas au 
précédent de la manière suivante : 

Multiplions les deux termes de l'équation donnée 

(23) jf ^4·
?
(«)ί/ί-ψ(;) = ο 

par *—j-r et intégrons de zéro à .r, ce qui nous donne 

(24) K V Λ (-"-O'-Vo (5-Ολ X {*-:zy-''(.y['v = +-( β-α 3νπ 4- ψ)(E Γ dZ rG(Z,s)0(s) 

et, appliquant la formule de Dirichlet, 

X Χ (.α-ζγ>·(ζ-*γ· X (z-.ry->, 

Si nous posons 

<a5> S. =s(*,s) 

et 

<>G) =*'<*>' 

nous obtenons l'équation 

(27) f f(x,.i)e(s)d.i=V(x) 
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et nous disons que cette équation est justement du type simple de Vol-
terra. Pour le voir simplement, faisons en (25) la transformation 

ν - S t ( 'X s ), 
nous obtenons 

f(.r c\_ flG[s-ht(x — s),s]dt 

qui montre que /(#, s) est fini et analytique dans tout le domaine où 
G(.r, s) jouit des mêmes propriétés. En effet, si M désigne une quan-
tité plus grande que le module de G(.x·, s) dans le domaine considéré, 
nous avons 

\f{x, «) | <
 M

 jf (ΤγτΝϊ: < M ïrê· 

D'autre part, la propriété d'être analytique est évidente. Le procédé 
particulier employé pour passer de (23) à (27)nous oblige de démon-
trer que réciproquement toute solution de (27) satisfait aussi à (23); 
cela se fait très simplement en remarquant qu'on peut remonter de 
(27) à (a/j), qui peut s'écrire, en appelant χ(ζ) le premier membre, 

J0 (x-zy-'· 

et il suffit de démon trer que cette équation n'est possible que si y (z)~o. 
Pour cela, substituons ζ = xl, ce qui nous donne 

.,Λ f' 7J·*Ο'" = 0. 

Quant l varie de zéro à &·, yj^xl) varie de */,(o) à χ(#); si donc on 
prend χ suffisamment petit, y^(xt) conservera un même signe dans 
tout l'intervalle d'intégration, et, par conséquent, pour que l'intégrale 
soit nulle, il est nécessaire que %(z) soit nul de zéro à χ, ce qui suffit 
pour démontrer que χ(^) est identiquement nul ('). 

(') Cette dernière conséquence suppose essentiellement la fonction χ(ΰ) ana-
lytique, mais il est bon de remarquer que, dans le cas des variables réelles, le rai-
sonnement précédent peut aussi s'appliquer, en montrant que χ(ζ) s'annule de 
proche en proche pour toutes les valeurs d es comprises dans l'intervalle consi-
déré dans le problème. 
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Remarquons enfin que 

«»>-/ E(z) dz = f e (xt) dt 

F(.x·) s'annule donc à l'origine comme ./;λ si ψ(ο ) φ ο; comme λ < ι, 
F'(a?) n'y serait plus régulier et, par conséquent, la formule (7) du cas 
simple ne serait pas applicable. Mais il est facile de voir qu'en repre-
nant les approximations (5), dans le cas de G(o, ο) φ ο, elles ont un 
sens parfaitement déterminé aussi dans ce cas et que la série des approxi-
mations converge dans les mêmes conditions. La seule différence sera 
que la solution devient infinie à l'origine avec une partie principale de 
la forme 

k/x1-Y 

Si ψ(ο) = ο, on a F(a?) = .r'^F^.x·) et, par conséquent, on est 
absolument dans le cas du premier numéro. On n'a aucune difficulté 
essentielle, en appliquant les formules (7) et (8) des n"8 5 et 4, de re-
trouver celles qui ont été données par M. V. Yolterra dans la seconde 
de ses Notes et d'en déduire les formules d'Abel et de Sonine. Nous 
montrerons ici seulement comment on peut obtenir la formule d'Abel. 

Abel avait considéré l'équation 

f o(s)ds =Y(z) (o<yw1), 

qui est du type (a3), dans le cas particulier de Ci(x, .9) = τ. On a donc 

*<*> -[m-

*<*> -[m-

et par conséquent, puisque /, ( r, .9) — ο, π(.·/;, ·ν) = ο, 

o (x)=sinAm F (x)= sin Y m[Y (o)+JF ÎSf.]' 

qui résout le problème d'Abel. Cette formule confirme une remarque 
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précédente pour le cas de ψ(ο) φ ο. Si ψ(ο) = ο, on a 

Ψ(χ·) = Γ" Ψ'ω* , 

qui est la formule même qu'a donnée Abel. 
Nous avons supposé dans tout ce qui précède, avec M. Volterra, 

que G(x, χ) ne s'annule pas pour χ = ο ; dans le cas général où l'on 
a G(x,x) = ο pour χ = ο, on peut énoncer un résultat analogue à 
celui indiqué au n° 5. 

Soit η le degré de l'ensemble des termes de degré minimum en χ 
el .Ν par qui commence G(X, A) et écrivons 

G(-, A·) — #„(.Y) -+- eiW"—;—" H- ©«(·*)"—H-

On a donc 

( ι | A* -+- /(χ — A* ), s J 

= g
0
{x) -h l(x - S)gtix) 4-... g

n
{*) -1 h . . . 

et, par conséquent, 

J{' ' } J0 î'{\ — ty-'· 

= a»)Jt + -r- *'< (')J, + · · · 

+ {x-s)ng«(s) rx tn dt 

Happelons-nous maintenant les formules bien connues 

f ί"~λ(ι — ty-^dt 

_ Β(η — A + ι, A) — Γ(„ + 1) 

= (i-T)(,-ïï)--(,-9ûïïis' 
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et nous avons ainsi 

/(».·)- jfe[*·<*> + (' - τ)*■■■ 

/(».·)- jfe[*·<*> + (' - τ)*■■■ 

11 résulte de là que nous nous trouvons exactement dans les mêmes 
conditions que dans le cas général du n° S. 

La nature de la solution dépend du signe de la partie réelle d'une 
.équation algébrique de degré //, dont la formation est immédiate : 

Si 
e'A (,v ) — k ( #Λ -H A ·* + · · · ) (° = /»' H ) j 

on obtient celte équation de Véquation (i'i) en y remplaçant pai' 

*»(' - τ) (■-;)-(' -z> 

Le cas des deux limites variables. 

10. Un troisième type d'équation fonctionnelle étudié par M. Vol-
terra ( ' ) est le type 

0«) f /(*',*)?(>)'/* = F(x), 

qui se rencontre aussi dans la théorie des équations aux dérivées par-
tielles (-). 

Dans le cas de γ φ ι, nous appliquerons une méthode à peu près 

identique à celle donnée par M. K. Picard pour une équation fonc-

(*) Sopra aie une </uestioni di incersioni di integrali definiti (Annali di 
Matematica, 2e série, t. XXV, 1896, p. 165). 

(') E. GODRSAT, Sur un problème relatif à l'intégration des équations aux 
dérivées partielles du second ordre {Annales de la Faculté de Toulouse, 1904, 
p. i44). 
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tionnelle rencontrée dans l'étude des équations aux dérivées partielles 
du second ordre (' ); nous supposerons /(ο, ο) φ ο. 

On peut se borner, dans ce cas, à l'étude de l'équation (3) 

(29) f f(x,.v)f(s)ds = V(x), 

où β < ι. Pour qu'il existe une solution f(x) finie, il est nécessaire 
que K(o) _ o. Dérivant, nous obtenons 

/(./·,χ·)®(χ·)- β/(.β,β*)φ(β.β) + j '
>A

dl'
S)

9(
li
)

djl

-=
V

'(
X

)· 

Nous poserons 

l» Au; χ) -rW' 
Cl 

jzf(x>s) 

Ρ'(*) _ φ (χ) 

Nous prendrons alors les équations des approximations successives : 

?»(·<··) - !'(·'-·)?.(Ν) = φο> 

<?>(·'··)- 1>(χ·)?ι(ί|χ·) = - /* ψ(«» *)?«(*) <&ι 

........................................ 

?«<» - Ρ(.χ·)φβ(β.χ·) = - Γ ψ(.χ·,*)?„_,(*)<&. 

L'équation type qu'il faut étudier est donc 

o(x-) — l'(x-) ?(flx·) = Φ(χ·ν 

(x) E. PICARD, Comptes rendus, 13 mai 1907, p. 1009. 
(*) En effet, il suffit de faire la substitution fj.v=zz

}
 où </ est plus gruud 

que p. 
Journ. </e Math. (<>' série), hune l\. — Kase. Il, ι.,υ.χ. --
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Pour trouver sa solution, nous remplacerons χ par fix, fi*x, ..., 
finx, ce qui nous donne 

9(βχ·) -!'(?·£) Ηβ"*) = Φ(βχ), 
............................... 

φ(βη U·) - PO" >x)o{fi'lx) = Φ(β"~1 

φ (finx) — Ρ(β".χ·) φ(β'1+,χ·)=φ(β'<χ')· 

Multiplions-les respectivement par 

ι, 1>(χ), ..., 1'(χ)Ρ(Ρ*)...1'(Ρ"-'χ) 

et ajoutons; nous obtenons ainsi la relation 
/.r 

?(x) - l'(x') 1»(β·'.·)· ·· V{ψ= ΣΦ< β'·'·)· 
I>- 0 

Faisons maintenant croître // indéfiniment ; puisque fi < ι, on a 

Uni y(fi"x) — Φ(Ο). 
Wn et 

D'autre part, le produit 

fi l'( ?"·'·) 
I 

est nul; en elîct, son facteur général a pour expression 

β/(β"-'.*·,β'<Λ·) /(β"->./·,β« «.*)' 

dont la limite, pour η — oo, est donc égale à fi < ι, ce qui montre que 
le produit précédent tend uniformément vers o, dans tout le domaine 
lini de x, où f(x, x) garde un sens. On a donc ainsi 

©(.·#■) = Φ(./') H- PU·) Φ( β·*\) 4-... 
H- P(.r) ...\'(fi" *χ) Φ(β"./·) + ..... 

On aura donc pour toute approximation 

9*0) = Φ;.(·Γ) + 1>(.Γ)Φ»(βχ·) +... 
-+- Ι'(χγ). .. l'ift"" 'x')4>t(fl"x·) + ..., 
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si l'on pose 

Ok (x)= - f ΨΟ*,») ?*->(*) 

La série du second membre converge absolument et uniformément 
dans un cercle décrit de l'origine comme centre et ne contenant aucun 
zéro de /O, x) et aucune singularité de F'(#), même pour ©0O)> 
pour laquelle on a 

Φ
0
(ο )φο. 

En effet, pour η suffisamment grand, on a 

PO)... P(P" 1 χ)Φ(Ρ'χ) < ΜγΛ, 

où β < γ < ι, ce qui démontre la convergence absolue et uniforme de 
la première approximation. Pour les autres, on a un résultat plus 
précis; en effet, on a 

|Φ,(.χ·)|<αΑτ(ι - $)x 
en posant 

l?«0')IO el !ΨΟι*)|<λ'· 

On aura donc 

|?,0')l< ΑαΛ(ι — PO(! -t- β -H £P-h...) < Aakx, 

en prenant pour A une quantité plus grande que les modules de tous 
η 

les produits ΓΙ Ρ(β'ίρ). Cette inégalité assure la convergence absolue 
1 

et uniforme de la somme des approximations successives dans le 
domaine précédemment défini. 

On aura 

|Φ,(χ)|<Α
β
*··^(,-ρ·) 

et, par conséquent, 

|φ,(χ)|< Α»βΑ'γ(ι - + + + B2k + ...) 

<aAsA·2—. 
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et la loi est évidemment générale, 

lî»0)l <α ΓΪ7Γη' 

ce qui démontre notre proposition. 
Nous examinerons plus loin le cas ^ = — ι, en le rattachant, sui-

vant une remarque de M. V. Yolterra, à la résolution d'un système de 
deux équations simultanées de Yolterra. 

La généralisation de M. Burgatti. 

11. Nous allons nous occuper maintenant d'une généralisation de 
l'équation de Volterra, due à M. E. Burgatti. Dans deux Notes com-
muniquées à l'Académie de Rome, M. Burgatti (*) a considéré l'équa-
tion fonctionnelle suivante, 

<*>) jf [/.(·'·.*>?<·>+/.(*.*>£ +··.+/.&·,«)£?]Λ = ]·(χ·). 

où figurent aussi les dérivées jusqu'à l'ordre // de la fonction inconnue; 
si η = ο, on retombe sur l'équation de Yolterra. M. Burgatti examine 
d'une façon détaillée seulement le cas de l'équation plus simple 

< 3| ) X +/.(*·.*)?(*>]'& = F(·'··), 

où l'on a /,(.x',.ç) = i. On peut remarquer que dans ce cas l'équa-
tion (3i) se transforme immédiatement en une équation de Yolterra, 
car elle peut s'écrire 

?(*) - ?(°) + f /»(·»·> *) ?(·*)11,1 =F(x), 

et on lit ainsi, d'une façon évidente, le résultat de M. Burgatti suivant 
lequel l'équation (3i), dans l'hypothèse/,(r, .ν) = i, admet une solu-
tion et une seule prenant à l'origine une valeur donnée quelconque. 

(1 ) Atti délia reale Accademia dei Lincei. t. XII, igo3, p. 5g6. 
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Nous allons montrer que dans le cas général de l'équation (3o), si 
fn (x,x) n'est pas identiquement nul, il y aura une solution et une 
seule prenant à l'origine, ainsi que ses η — ι premières dérivées, des 
valeurs données à l'avance. Il y a une donnée de plus d'arbitraire de 
ce qu'on pourrait s'y attendre; cela tient à la forme particulière de 
l'équation différentielle linéaire d'ordre η — ι dont dépend la solution 
du problème. 

Nous transformerons d'abord l'équation (3o) en éliminant de sous 
le signe d'intégration toutes les dérivées de la fonction inconnue.-Pour 
cela il suffit d'appliquer la formule d'intégration par parties généra-
lisées; posons 

ft(*, ·') =/*»(A) +/*, 0)^ + · · · + + ·· · 
= X*o(®> + r/.*l (®) H- . .. + ~î'/jn(x) + ..., 

nous obtenons ainsi l'équation 

«o (·'') φ (a? ) -H · · · ««-, (x) fl {1 - f>» (·*) ? (o) -... 

(32) — -i (·'·*) Φ(""0(ο) H- f ψ„ (χ, s) γ (s) ds = F (x), 

où l'on a 

(t/,( '%') —,fp+ HI () ,//H-2 t (*'· ) ( ' ) P ,fnn /ι ι (*^) 
bp (x) — /,#►+.«ο(Λ")H- · · · Η" ( — l)" P '/,«« />- ι(x*) (/> = 0, ..., Λ-ΐ) 

et 

•M*,.) =/„(·*, «) - ·)"^±>· 

L'équation (^2) est du même type que l'équation (16) du n° 6, sauf 
la présence des termes qui contiennent les expressions 

φ(Α)(ο) (A* = o, ..., η — ι). 

Nous l'étudierons donc aussi par la méthode des approximations suc-
cessives, en prenant, pour fixer les idées, le cas de η = 2; on a donc à 
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étudier l'équation 

(32') 
0ο(*)<ρ(Ο ~ ύ0(·*)φ(ο) 4-α, (#)?'(>) - h

t
{x)Y(o) 

4- λ f '\>
3
{x,s)f(s)ds = F{x). 

«/<, 

Si l'on pose 

φ(α?) — φ,(a?) 4- \yt
(x) 4- ·.. 4- λΛφ

η
(Λ·) 4-..., 

on obtient les équations des approximations successives : 

α0(χ)γ0(χ) - b0(x)?0(o) 4- «,(*?) ^.(a?) - A,(®) ?'.(«>) = F(x), 
........................... 

(33a) «·(«)?»»(») - ^θ(^)?η(θ) + «l(^) ?«(*) ~ ^ι(·*)?«(°) 

= - Γ Ψί(^β)?»··ι(·*)^· 

Soit y, une intégrale de l'équation linéaire homogène 

«oOOr + = °· 

L'intégrale générale de la première équation du groupe (33) sera 
donc de la forme 

Cj, -h P
e
(a?)9o(o) 4- Ρ,(Λ·)9;,(Ο) 4-7, f Q

t
(x)F{x)dx, 

0 

où les fonctions P0(a?), P|(#) et Q(#) sont des fonctions régulières à 
l'origine et ne dépendant que du premier membre de l'équation (33e), 
qui est le même pour les équations de toutes les approximations. 

Remarquons que, si l'on fait χ — ο, le premier membre de (33") se 
réduit à zéro, car α0(ο) = ^o(°) et αι(°) = ^<(°)î ^ donc, pour 
que le problème soit possible, que F(o) = o. S'il en est ainsi, les 
valeurs φ0(°) et ?o(°) restent complètement arbitraires. On peut donc 
déterminer 9

e
(#) de façon qu'elle prenne, ainsi que sa dérivée pre-

mière, des valeurs tout à fait arbitraires; nous déterminons φ
0
(#) de 
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cette façon. Pour déterminer ç«(a?) on se servira de l'équation 

a
0
(x) ψ, (χ) — b,(x) Φ, (ο) H- a, (χ) ψ\ (χ) ~ Α, (χ) φ', (ο) 

= -Γ ψ2(^«)?ο(·γ)^ = Φ«(Λ?)ΐ 

et l'on prendra l'intégrale qui s*annule ainsi que sa première dérivée 
à l'origine ; on aura donc 

?.(o) = ?'.(0) = C = O 

et, par conséquent, 

ntjr" -

Toutes les autres approximations seront déterminées par les mêmes 
conditions initiales; par conséquent, 

On(x)=y1 f Q(*)$n(x)dx, 

et la convergence uniforme et absolue de la série d'approximations en 
résulte sans peine. Soient M le module maximum de φ

0
(#) dans son 

domaine de convergence; Ν celui de ψ2(#,s) dans la même région, 
par rapport aux deux variables χ et s\ Q et Κ ceux de Q(#) et dey

i
. 

Des inégalités évidentes 

I ?•(*)!< «MíI (fl / ir» \ I n \ 

et 

I ®t(œ) I < ÎNM.r 

et 

ΐΦ,^ΚαΝΜγ^ 

............... 

ΐΦ,^ΚαΝΜγ^ 
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oua = /cQN, on déduit la convergence absolue et uniforme dans tout 
domaine fini de λ, et cette circonstance rend la vérification inutile en 
vertu d'une remarque déjà faite. 

La solution ainsi obtenue prend bien à l'origine, ainsi que sa dérivée 
première, les valeurs arbitraires qu'on a imposées à φ0(.£), car les 
autres approximations et leurs dérivées s'annulent d'après la manière 
même dont elles ont été formées. 

Il n'y a aucune difficulté à étendre le raisonnement précédent au 
cas général. La première approximation sera donnée par l'équation 

«»-.(') <pr(*) - b„->(x) ΐΓ"(°) + · · · 
(34) 

4- a,(jc)if,(x) — ίι0(χ·)φ0(ο> = F(x). 

On doit avoir F(o) = o, de sorte qu'on peut se donner arbitraire-
ment φ(χ') et ses η — ι premières dérivées à l'origine. Nous prendrons 
pour une pareille solution, tandis que pour les autres, celles qui 
s'annulent ainsi que leurs η — ι premières dérivées pour χ = ο. On 
obtient ainsi pour une expression de la forme 

(35) ?„(i)=y, / Q,(χ)Φ„(χ)dxy
n

 , / Q„
 Ί

(χ)Φ
η
(χ)άχ, 

Xu Y** ···> y η étant un système de solutions fondamental de l'équa-
tion différentielle 

a> > (*) d,5^ + ··· + «.( *)y= o, 

de sorte que la démonstration de la convergence des approximations 
est identique à celle donnée pour le cas de η = a. 

Nous avons supposé, dans ce qui précède, f
a
(x, x) non nul pour 

χ = o. Des circonstances analogues à celles qui se sont présentées 
dans le cas général de l'équation de. Vol terra vont diminuer le degré 
d'arbitraire de la solution, et même des conditions auxiliaires peuvent 
survenir. Toute la question se réduit à l'étude d'une équation différen-
tielle linéaire d'ordre η avec second membre et à un mécanisme d'ap-
proximations successives; elle peut être traitée par les méthodes pré-
cédentes suivant les différents cas qui peuvent se présenter dans les 
applications. 
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Les équations de Volterra non linéaires. 

12. Une généralisation de l'équation de Volterra est de ne plus la 
supposer linéaire par rapport à la fonction inconnue. 

Le type 

(36) ?(.r) +- f [/„(■>', *)?(*)-(-/,(χ,«)»*(*) +... 

-hs)zn(s) I ds = F(;/·), 

ou même le type plus général 

(37) φ(«)+Γ =(.«)] rf.î = F(x), 
*- (I 

où Φ(χ, 5, l ) désigne une fonction bien déterminée des trois va-
riables sr, s et /, peut être traité par une méthode analogue à celle suivie 
par M. E. Picard dans sa démonstration classique du théorème d'exis-
tence relatif à l'équation différentielle 

(38) % =/(*, y). 

Remarquons d'ailleurs que cette dernière équation n'est qu'un cas 
particulier de l'équation (^7); en effet, elle peut encore s'écrire sous 
la forme 

y (■·-■) - I /I *>,n*)Jd" = <C, 

où C désigne une constante arbitraire. Elle est donc du type (37), 
mais son noyau est indépendant de χ et la fonction du second membre 
se réduit à une constante. 

Montrons comment on peut étudier l'équation générale (37). Nous 
prenons comme première approximation 

?0 (·'-') = F<X) 
Jovrn. de Math. (6* série), tome IV. — l'asc. Ιί. 190S. 23 
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et comme equation de récurrence pour les approximations 

y
n
(x) = F(x')— f Φ\χ, s, φ

Λ
_,(*)| ds. 

Les conditions d'existence de la fonction Φ [a?, .s, φη-ι(
5)] νοη* ιη' 

troduire un raisonnement analogue à celui qu'on fait pour l'équa-
tion (38). Supposons que la fonction Φ(.£, s, /) est continue et parfai-
tement déterminée (') lorsque χ est en valeur absolue < a et lorsque 
| /1 < b\ nous aurons aussi, lorsque | χ ΙΟ, 

F(x) —|F(.v) | < kx. 

La seconde approximation étant donnée par la relation 

o,(x)=F0*0—jf F
(
s
)]

rfs
J 

il faut nécessairement que 
|F(o)|<6. 

L'expression précédente doit avoir un sens; soit a' un nombre 
tel que 

Ι*(Λ')Ι< V, 

lorsque 
μ|<α'. 

Dans l'intervalle égal au plus petit des nombres a et a\ l'expression 
de Q\(x) aura un sens parfaitement déterminé et l'on aura 

|<piO)l <(k + m)x, 

en désignant par m le module maximum de Φ (a?, s, t) lorsque χ est 
compris dans cet intervalle et lorsque 111 < ΰ. 

(') Nous considérons le cas des variables réelles où les hypothèses à faire sont 
plus larges ; le raisonnement s'applique a fortiori pour le cas des variables 
complexes et des fonctions analytiques. 
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Si nous désignons maintenant par h le plus petit des nombres a
y
 a' 

et » toutes les approximations auront un sens, pour | χ |< A. 

Comme dans le cas de l'équation (38) c'est la limite vers laquelle 
tend φη(χ) pour η infini qui donne ici la solution cherchée. Pour 
le voir, utilisons la relation 

on(x)-on-1(ar) == — Γ |Φ[Λ?, β, ?,_,(«)] - φ(«, S, ?„-,(*)] ! ds. 

Un raisonnement absolument identique à celui relatif à l'équa-
tion (38) nous montre que la série 

?0 +(?« ~ 9o) h- ... -l· (<Jn — ?n-«) "+■ · · · 

converge uniformément et absolument dans l'intervalle Ο Λ, ce qui 
démontre, comme c'est bien connu, à la fois l'existence d'une solution 
et d'une seule. 

Pour le cas de l'équation (38) on a k = o, a' = oc, puisque 

F(#)~F(o) = c; 

donc h est le plus petit des deux nombres α et^> et nous retrouvons 
ainsi le résultat obtenu par M. E. Picard. 

Pour l'équation (36) on a b = oc, donc aussi a' = oc; la solution 
sera donc valable dans tout l'intervalle où les fonctions //(.£, s) 
(i = ι, ..., n) et F(a?) existent. 

Le succès de la méthode des approximations successives pour ce 
type d'équations de Volterra non linéaires tient uniquement à la pré-
sence de γ(χ) en dehors du signe d'intégration. 

Des difficultés d'une nature toute nouvelle se présentent lorsque 
cette circonstance n'a plus lieu. Prenons l'équation 

f [/o(#> s)-t-/iO>*)?0) 4s)^n(s)\ds = ¥(x). 
•'o 

Si nous la dérivons par rapport à χ pour obtenir des termes conte-
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mint en dehors du signe d'intégration, nous obtenons 

f0(x,x)+/, (.r, ./·) î.(.r) +/„(>.',.«')o"(x) 

(3») 
+X |^"ι"···+^?"^Ιώ=1,ν^·)· 

Dans ce cas, les approximations seront données par des équations 
algébriques de degré //, dont les termes contenant la fonction inconnue 
sont les mômes pour toutes les approximations. Par conséquent, 
chaque approximation sera, en général, une fonction multiforme de ./·, 
la relation de récurrence est 

/„(.£,./;) ·/·, ν) -+-Jn(''·) ·'') Y,, {<'') 

=F'(x)--f\È+■■■+£'<:Λ*)\'Ι° 

avec 

•/·') h~ f \ f "Λ*' ' Ό ?.. (Ό ^ (·' ) 

comme équation initial·*. 
La ramification de ces approximations n'est pas la môme, quoique 

le premier membre des équations algébriques dont ou les déduit est le 
même pour toutes les approximations, delà tient au second membre, 
différant avec chaque approximation, ce qui, contrairement au cas des 
équations différentielles linéaires, a son inlluence sur la ramification 
de la solution. 

Par conséquent, en général, on ne peuL pas môme trouver une sur-
face de Hiemann sur laquelle toutes les approximations soient des 
fonctions uniformes, ce qui nous rend bien compte de la nature du 
problème. 

Les équations de Volterra à plusieurs inconnues ou à plusieurs 
variables indépendantes. 

15. Il nous reste maintenant à traiter des systèmes d'équations de 
Volterra (') et de l'équation de Volterra à plusieurs variables indé-
pendantes. 

(') \ . VOLTI.UIÎA, tilt dcllu /·. /1 ce. dei Lia ad, loc. cil. 
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Montrons rapidement comment la méthode des approximations suc-
cessives permet de démontrer simplement l'existence unique d'une 
solution dans ce dernier cas. Nous prendrons deux variables réelles 
indépendantes et soit 

/ f /(«»/» *')?(>» Ddsdt = F(ar, y) 

l'équation à étudier. Dérivons-la par rapport à χ et y successivement, 
ce qui nous donne 

/(xO'ix<y)f(x>y)+f f'Àx>y<s,y)o(s,y)ds 

+ f Ζ/·''»/;c.Ή(χ>0) dt 

+ f ( ; »>'0?(·'.0dsdi = K;r(^,y)· 

Divisant par f(x,y\ x,y) que nous supposerons différent de zéro 
pour x=y — o, nous pourrons écrire cette dernière équation sous la 
forme 

?u·,y) + jf A(*,y, s)?<>,y)ds 

■+■ / f*(x'iyiS)y(x,s)ds 

+ f f /ι(Λ·,/,5,/)φ(ί,/)Λ = Φ(ΛΤ,7). 

Les équations des approximations sont 

®.Oi /) = ♦<>·, r) 
et 

?»(*>y) = -f fii>n-i(-hy)ds 

— f f*9n^i(x,s)ds— f f /39H_t(s,l)dsdt. 

Soit (ΟΛ, OA") le rectangle ou les fonctions/, (&·, y, s), f^(x,y, s) 
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et f2 (y y s, t) sont finies et continues par rapport aux quatre va-
riables χ, y, s, /, et soient A, Β et G les maxima respectifs de leurs 
valeurs absolues dans ce rectangle. Il est évident que, dans le rec-
tangle (Οα, Ο β), où a < Λ, β 2 A, on a 

o0 (x,y) < k, 

I ?> (*> y) I < *(Aa ■+·B ? + c«p), 
....................., 

I ?«.(»»y)I < k(A*-h Ββ-f- Οαβ)\ 

Si donc on prend α et β suffisamment petits de manière que 

A α -h Β β -h Οαβ < ι, 

on est assuré de la convergence absolue et uniforme de la série des 
approximations. La solution est unique dans ce rectangle en vertu 
d'un raisonnement répété déjà plusieurs fois. 

Si l'on veut étendre cette démonstration au rectangle (OA, Ok) 
tout entier, on n'a qu'à considérer l'équation majorante 

<f(
3
:,y)+AÎ 1f(s,y)ds 

+ Β f ç(a,',i)<fe4-CÎ f φ(«, t)dsdt = Φ(χ·,y), 

qui revient évidemment à l'intégration de l'équation hyperbolique 

d2z+Adz+Bdz+Cz=On(x,y) 

avec des valeurs données sur les caractéristiques Oa? et Ο y, ce qui 
rentre dans une catégorie de problèmes d'existence étudiés depuis 
longtemps par M. E. Picard (') et dont la solution est extrêmement 
simple à l'aide de la méthode des approximations successives. 

(*) Voir, par exemple, G. DARBOUX, Théorie générale des surfaces, t. IV; 
dans l'Appendice, la Note de M. E. Picard. 
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14. Le principe de la méthode que nous avons employée jusqu'ici 
s'étend sans aucune difficulté aux systèmes linéaires d'équations de 
Volterra. Prenons toujours, pour fixer les idées, le cas de deux équa-
tions à deux fonctions inconnues 

f A, (a?, «)?,(»<& 4-f k
2
{x,s)y

3
(s)ds = ¥(x\ 

fB , (a?, s) φ, (s) ds 4- jf B
a

 (χ, s) y
3

{s) ds = Φ(#). 

Si nous dérivons une fois les deux équations, nous obtenons 

A, (χ, χ) φ, (χ) 4- Aa(ar, x) <p3(x) 

A, (χ, χ) φ, (χ) 4- Aa(ar, x) <p3(x) 

(40) A, (χ, χ) φ, (χ) 4- Aa(ar, x) <p3(x) 

+Γ^(χ's) (ί) ΛΛ=*<*>· 

Si le déterminant 
A, (χ, χ) A,(χ, χ) 

D(x) = 
Β, (a?, a?) Ba(a?, a?) 

est différent de zéro pour χ = ο, il n'y a aucune difficulté à traiter le 
problème; on peut alors résoudre le système (4o) par rapport à φ4(#) 
et ®

2
(a?), ce qui nous donne 

?♦(#)+* f H,(a?,i)9
4
(s)efe-f- Γ H

a
(a?,s)<p

a
(s)cfe = M(a?), 

?.(*)■+■ Λ ,(a?,i)<pl(s)ifi 4-jf Ka(a7,«)9a(5)c&= N(a:), 

et l'application de la méthode des approximations successives est dès 
lors intuitive. 

Si D(o) = o, le raisonnement précédent n'est plus applicable; il 
faut alors pousser la dérivation du système (4o) jusqu'à ce que nous 
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obtenions, en dehors du signe d'intégration, un système de deux 
équations différentielles du type de Fuchs. Esquissons la marche à 
suivre : 

Si η est l'ordre du zéro χ = ο pour D(#), il y a deux cas à distin-
guer suivant que η est pair ou impair : 

i° Si η = 2 A -f-1, il faudra différentier A fois l'une des équations 
du système (4o) et A H- 1 fois l'autre; 

20 Si η = 2 A, il faudra différentier A fois les deux équations. 
On obtient ainsi dans les deux cas un système de deux équations à 

deux fonctions inconnues, qui peut se transformer dans un système de 
deux équations différentielles de Fuchs à une seule fonction inconnue 
d'ordre n. Nous aurons deux équations algébriques déterminantes qui 
s'introduisent dans la discussion du problème et la nature de la solu-
tion dépendra toujours du signe de la partie réelle de leurs racines; 

• η 

nous aurons aussi deux conditions analogues à o. 
i - I 

Nous allons appliquer cette méthode à l'étude d'un cas particulier 
que nous avons laissé de coté parce qu'il nécessitait un étude à part et 
qui, suivant une remarque de M. V. Yolterra, peut se réduire à 
l'étude d'un système de deux équations de Volterra. Il s'agit de 
l'équation 

(4i) f f(x,s)y(.s)ds = F(x), 

qui est du type traité dans le n° 10, dans le cas ̂  = — 1. 
Soit 

(4Γ) f(x,s) = a-t- bx es + αχ'+ -+- γ.ν2 -Η /·
Λ
{χ,*)] {abc φ ο) 

le développement du noyau et posons 

?(*') = ?«(·'*) et ?{-·*-') = ?*{*)-

On peut alors écrire l'équation précédente sous la forme 

f f(x,s)®
i
(s)ds-+- f f(x,-s)y

2
(s)ds = F(x), 
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et en changeant χ en — χ 

f f(—x,s)<?
(
(s)ds+f f(-x,-s)o

2

(s)ds = -F(-x). 

Nous obtenons ainsi deux équations qui, dans notre hypothèse, sont 
distinctes; on en déduit par dérivation 

f(x, χ) φ, (a?) -h f(x, - χ) ?2<» 

-/" f f'A-x, —s)ft(.i)ds = F'(- x). 

(4a) 
f(x, χ) φ, (a?) -h f(x, - χ) ?2<» 

-/" f f'A-x, —s)ft(.i)ds = F'(- x). 

Dans notre ras on a 

]>(*) = JK ' } Jy ' ; = -4/>c*2-K... 

Par conséquent D(o) = ο et // = 2; il faut donc différentier encore 
une fois les équations (42), ce qui nous donne 

/(*>*)?'.(*) +/(*> -*)&(*)+ι/χ«.«)+Λ(*>*)]?<(*) 

+ 1/'(■*··, - c) +f'Jx, - χ)\ψζ(.ν)+ί fl,(x,s)z>,U)d.<t 

-+-jf /!·>(*> - s) ?>(«)<*» = FV) 

et 

/(— »>*)?',0)+/(- c> - *)?'»(*) 
+ !/'(- *» «0 - /«·(- », »)] Çi (®) 

+ !/'(- *» «0 - /«·(- », »)] Çi (®) 

+X *1«)?.(*)<&+/ f'A-x*-»)<f,(*)di=—F'(-x). 

Journ. de Math. (6* série), tome IV. — Fasc. II, 1908. ' 24 
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Dans ces formules f'
x
{u,v) et f ].*(u, ν) désignent pour abréger les 

deux premières dérivées partielles de /par rapport à u. 
Si donc nous nous reportons au développement (41) de f(x,s), 

nous voyons que les équations des approximations successives sont 
de la forme 

B(~ x)i\(x)+- A(—X)9ÀX) 
Η-0(#)φ,(.Γ) -f- D(a?)<p2(#) =Η(χ·), 

(43) 
B-0(#)φ,(.Γ) -f- D(a?)<p2(#) =Η(χ·), 

D(~ x)i\(x)+- A(—X)9ÀX) 

où l'on a 
A(x) = a-\- (b-h c)a?-4-(a -4- β -4-γ)#8-h..., 

B(#) = a + (b — c)x -4- (α — β -h γ)#--4-..., 

C«(;2?) — 2 ύ -4- c -H (4ot H- 3β -+- 2 yyx -+-..., 

D«(;2?) — 2 ύ -4- c -H (4ot H- 3β -+- 2 yyx -+-..., 

Si nous considérons d'abord les équations (43) sans second membre, 
on en déduit par l'élimination de <p, (λ*) , l'équation du second 
ordre 

(44) M (a?) φ* (a?) -+- N(a?)9i(ar) -4- P(.r )?·>(#) = o; 

où l'on a 

Wx)= W W W W =I6«C/>V-K.., 

A(a?) A'(#)-h C(a?) £'(-*0 B'(ar)-H D(ar) 
B(— x) — B'(— x) — D(— x) D'(— x) — A'(— x) — G(— χ ) 

N<» = 
ο Α(&·) g(^') B(ÎC) 

ο Α(&·) g(^') B(ÎC) 

= iGab(3bc—5«β)#4-... 
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et 

P(®) = 

A(x) A'(x) -+- C(x) C'(a?) D'(a?) 
B(— x) - B'(- r) - D(- χ) D'(-a?) G'(-a?) 

ο Α(χ·) G(a?) B(a?) 
ο B(— x) — D(—x) A(— x) 

= tfiab(bc — αβ) ·+■ 

L1 équation (44) est donc bien du type de Fuchs par rapport à l'ori-
gine et l'équation déterminante correspondante est 

(45) p(p — i)c^ -h pÇïcb — 5αβ) -h 3bc — 3αβ = ο. 

L'équation à laquelle satisfait 9,(x) s'en déduit immédiatement; 
elle est 

(46) M(—χ)φ,(χ) - N(— .f)φ',(A·)-h P(— x)ç,(x) = o; 

d'où il résulte que l'équation déterminante coïncide avec (45). Dans 
ce problème particulier, il arrive donc que les deux équations algé-
briques qui doivent jouer le role essentiel se réduisent à une seule. 

Passons maintenant aux équations (43) avec second membre, c'est-
à-dire aux équations des approximations proprement dites; pour cela 
remarquons d'abord que si^y^x) et z,(x) sont deux solutions linéaire-
ment indépendantes pour l'équation (44 )» L's fonctions — y,(—x), 
- 5,( — x) en seront deux remplissant la même condition pour (46)· 
Il en résulte que nous pouvons appliquer la méthode de la variation 
des constantes en partant des solutions 

^,(λ·)= myh(x) +ft5,(x·), 
ç.,(x) — my, ( χ) uz,( x) 

et nous obtenons immédiatement 

(4:) 
m=fl1H+µ,Kdx 

n=f2H+µ2Kdx 
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011 λ, et (A, sont des fonctions qui en général ne s'annulent pas pour 
a? = o; elles ne s'annulent que si et i\ sont des nombres entiers 
impairs. Il faudra donc, en général, pour que le problème admette une 
solution finie, que F (a?) = x* F, (a?), car alors, à partir de la première, 
toutes les approximations où m et η ont les valeurs (47) seront finies. 
Le raisonnement est absolument analogue à celui déjà fait pour le cas 
d'une seule équation de Volterra, et nous arrivons donc à cette con-
clusion : 

Si l'équation (/p) a ses deux racines à parties réelles négatives et 
si F(aD = a?3 F,(a?), l'équation fonctionnelle (41) admet une seule 
solution finie dans un cercle où D(.x) n'a aucun autre zéro que l'ori-
gine et où toutes les autres données sont finies et continues. 

La méthode que nous avons employée nous a donné à la fois o(x) 
οΙφ(- a?); si l'on se borne au domaine des variables réelles on a ainsi 
les valeurs de notre fonction inconnue sur l'axe positif et sur l'axe 
négatif et le problème est ainsi complètement résolu. Dans le cas des 
variables complexes, il faut encore voir que nous avons la même fonc-
tion; or cela résulte simplement des expressions (47) et ayant égard 
aux seconds membres des équations (4i)· 
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DEUXIÈME PARTIE. 

1. Dans le n° ο de la première Partie nous avons montré que, si le 
noyau est un polynome en χ de degré //, la résolution de l'équation de 
Volterra revient à l'intégration d'une équation différentielle linéaire 
d'ordre η avec certaines conditions initiales données. Nous voulons 
maintenant montrer que le mécanisme des approximations successives 
n'a fait qu'éviter l'intégration d'une équation différentielle linéaire 
d'ordre infini, en examinant le cas d'un noyau/(&', s) fonction entière 
en χ d'ordre au plus égal à 1 pour toute valeur finie de s. Il existe 
un intime lien entre la théorie de l'intégration des équations différen-
tielles linéaires d'ordre fini et infini et celle de la résolution d'une équa-
tion de Volterra. On peut facilement mettre toute équation différen-
tielle linéaire d'ordre fini sous la forme d'une équation de Volterra, et 
cette transformation permet de trouver, pour les intégrales d'une équa-
tion différentielle linéaire d'ordre fini, un développement donné par 
les approximations successives qui est valable dans tout le domaine 
d'existence de ces intégrales. 

Ces résultats ont été déjà obtenus en appliquant directement la mé-
thode des approximations successives; les développements obtenus 
sont valables autour de chaque point du plan, même s'il est une singu-
larité essentielle pour les intégrales, ce qui, théoriquement, rend pos-
sible l'étude de la partie caractéristique de cette singularité à l'aide du 
développement même. Un développement valable dans toute l'étoile 
d'une intégrale nous est d'ailleurs donné aussi par la méthode de 
Cauchy-Lipschitz (1 ). 

On peut donc dire que l'équation de Volterra constitue une forme 
très avantageuse pour résoudre commodément un problème qui, dans 

(l) Voir, pour ces questions, le Cours d'Analyse de M. E. Picard, 1.11, 20 édi-
tion, p. 34o et 351. 
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le cas général et dans le domaine actuel de l'Analyse, correspondrait à 
quelque chose de très compliqué. 11 nous reste donc maintenant à mon-
trer effectivement cette équivalence. 

Cette équivalence ne se laisse pas voir intimement si l'on se borne 
anx variables réelles ; c'est l'introduction de la variable complexe qui 
jette une vive lumière sur la question en montrant que la solution de 
l'équation de Volterra est dans le cas général une fonction multiforme 
à une infinité de branches. Ses singularités sont fixes en dehors de 
celles du second membre V(x) et si le noyau est une fonction en-
tière en χ et s, ce sont les zéros de la fonction f(x, r) qui sont les 
points critiques transcendants de la solution; ils forment ainsi un en-
semble dénombrable. On peut encore énoncer ce résultat en disant 
que l'équation de Volterra a une infinité de solutions dans le domaine 
complexe et cela nous explique pourquoi nous devions trouver der-
rière elle une équation différentielle linéaire d'ordre infini. 

2. Plaçons-nous dans le cas simple de 

"·(«) φ ° 

et dérivons η -+- ι fois l'équation 

(1) f f(x,s) z>(s)ds = F (./;). 

Nous obtenons les relations 

(?) 

«.0)?0)—/ [«.(*) + ..· 

+ a"(gS> ((«-0!* + · · ·] ?(*)«& = FO)> 

|α„0) »(#)]'- [«■ (*)?(·<)] + f |a,(«) -K..J ? (x)dx = F" 
•Λι 

...................................., 

KO) ?0).L'"! -1«. 0)?0)F""'+· ··+(- ·)"Κ( ·*) ?(«)] 

+f[0w·'(*)+···+n«*p(s)( (p_!) 1 '+··· ?(*K=Fi"+"0)> 

en conservant les notations du n° a ( lw' Partie). 
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Posons 

Η„(.χ·) = (-I)"-'j^ | o„
+
,(«)+...+ «„*,.(«) (>

(/,^l)i + ···] ?(»)<*». 

Nous cherchons les solutions de (12) finies et continues à l'origine; 
soient m le module maximum de ψ(χ) dans un cercle suffisamment petit 
de rayon R autour de l'origine et mk le module maximum de a

k
(s) 

dans le même domaine. 
On aura donc dans tout ce cercle 

| R
n
(^r) | < Λτ/wm n-vi) 

ou l'on a 
k — c" — 1. 

Or, nous supposons le noyau f(x, s) être, pour toute valeur finie 
de s, une fonction entière en χ d'ordre plus petit que 1 (*); elle sera du 
même ordre en χ — s — t, pour toute valeur finie de s, car la crois-
sance de la fonction f(x> s) en χ et celle de/(s -l· /, s) en l sont évi-
demment les mêmes si 5 a une valeur finie quelconque. 

11 en résulte 

(3) limR„(x) = km limm
w+<

 = o. 

Remarquons d'autre part que 

(4) limF(n_H)(#) = Φ(#); 
M= » 

cette limite existant sûrement dans nos hypothèses, elle sera nulle si 
l'ordre de F(#) est plus petit que 1. 

Nous pouvons maintenant démontrer que toute solution de l'équa-
tion fonctionnelle (1) finie et continue à l'origine satisfait à l'équation 

(*) Cet ordre ainsi que celui de F(J?) peuvent aussi être égaux à 1; mais dans 
ce cas la croissance de ces fonctions doit être au plus égale à celle de ex. 
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différentielle linéaire d'ordre infini 

(5) 
!K(«0 9(®)]"" - Κ Ο) ? (a;)]1"-" +. · · 

+ (- ι)"Κ(·ϊ;) ?0)IL « = 'KO. 

obtenue en faisant, dans la dernière des relations (2), croître ri indéfi-
niment. L'équation (5) est d'une forme tout à fait spéciale : l'indice 
du rang de ses termes augmente indéfiniment dans les deux sens, et 
nous verrons qu'elle correspond à un système d'équations différen-
tielles linéaires du premier ordre en nombre infini, ce qui n'est pas 
identique, comme dans le cas de l'ordre fini, avec une équation diffé-
rentielle linéaire d'ordre infini proprement dite, c'est-à-dire avec une 
relation de la forme 

«oO)/h- -+-··· + -+-··· =0 

entre toutes les dérivées d'une fonction et où l'indice du rang de ses 
termes augmente indéfiniment dans un seul sens. 

Pour démontrer notre proposition, remarquons qu'en vertu des for-
mules (3) et (4) on peut déterminer un nombre ÎN suffisamment 
grand, de façon qu'on ait 

IK,WI<-; 
et 

|Κ'-"(..;)-Φ(χ)|<; 

dans le cercle de rayon lt pour toutes les valeurs de //> \ , ε étant ar-
bitrairement petit; nous aurons donc 

||α„(χ·)9(χ·)Γ— |«, Ο) ?(x)l"" ' H- · · · 
+ (- Ι)"|«„(Λ') ?0')L - Φ(Χ·) I < 5 

pour toutes les valeurs de η plus grandes qu'un nombre N; mais ε est 
arbitrairement petit. Par conséquent le premier membre de l'équation 
tend vers 4>(<r) pour η = χ, ce qu'il fallait démontrer. 

Inversement, faisons dans les relations (2) χ = ο; si η croît indé-
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finiment nous obtenons une infinité de relations linéaires entre les 
valeurs à l'origine de φ et de ses dérivées successives. Si nous désignons 
Paryo> y ν y 21 ... ces valeurs, ces relations seront : 

(6) 

o«r
0
=F'(o), 

a. y. + 00 - «I Xr. = F°0), 
» « . 

«0y
n
-t + [Ο — ι)α

Λ
 - a

t
 \y

n
._

3 

+[ i — «,+«.] y«->-+·..· 
+ " - a'r :" +...+ a

s
_,)y, = Ρ""(ο), 

-
 4 

en posant aik)=a\k)(o). Puisque a
0
(o)^o, ces relations vont nous 

déterminer successivement les valeurs dey9, y
{
, ... .... 

Le fait de se donner seulement la valeur d'une fonction et de toutes 
ses dérivées successives à l'origine ne détermine nullement la fonction, 
de sorte que l'équation (i) n'équivaut pas aux relations (6) seulement; 
nous devons adjoindre l'équation différentielle (5), et il nous reste à 
démontrer qu'une solution finie et continue de (5) satisfaisant aux 
relations (6) vérifie l'équation fonctionnelle (i). 

Pour cela nous partirons de l'équation différentielle 

(7) [a0(x)o(x)](n)+....(-ian(x)O(x)]+Sn(x)=f 

Si l'on prend η suffisamment grand et si φ(&·) désigne une solution 
de l'équation différentielle (5), la fonction S

w
(#) sera, en tenant compte 

de (3) et (4), aussi petite que nous le voulons dans un cercle autour de 
l'origine où la solution est finie et continue. En intégrant η -+-1 
ois di suite nous obtenons, eu égard aux η-h ι premières rela-
tions (6), 

(8) 
jf [<*.(*) + o.(

s
)--r" +· · ·+ "»(*)'* ?(*) 

+
 ra^ç]:&n{s)ds=F(x)t 

Journ, de Math. (6* série), tome IV. — Fasc. II, 1908. 25 



182 TRAJAN LALESCO. 

ou en mettant /(a?, s) en évidence et posant 

Τ„(»,s) - aw,+·· ·+ a
n+p

(s) {η+\\ ^Η+ρ) +■■; 

fy(x,
s
)t(s)ds+f(^^[S„(

s
)--T„(

x
,s)\~

i
(s)ds = F(x). 

Or cela est vrai quelque soit Λ, car toutes les relations (6) sont sup-
posées satisfaites ; d'autre part la seconde intégrale du premier membre 
est évidemment infiniment petite avec Si donc η croît indéfiniment 
nous aurons 

P<- s)y(s)ds = F(a?), 

c'est-à-dire justement l'équation fonctionnelle cherchée. 

3. L'équation différentielle linéaire d'ordre infini (5) ainsi obtenue 
peut être considérée comme l'adjointe de l'équation 

(9) [a0(x)dny+a1(x)dn-+...+an(x)y]n-x=O(x) 

qui est évidemment du même type qu'elle, car les indices de ses termes 
augmentent aussi indéfiniment dans les deux sens. Or l'équation (ç>) 
est celle qu'on obtient lorsqu'on veut remplacer par une seule équation 
différentielle linéaire d'ordre infini le système d'équations différen-
tielles linéaires du premier ordre en nombre infini : 

x0(x)dy1+a1(x)y,+ + ■■■ + an(x)yn+··· =o, 

(io) 

& -y 

dyj _ v. 

^» = v 

y 
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qui est exactement celui qui se rencontre dans la théorie des équations 
différentielles linéaires d'ordre fini, lorsqu'on veut transformer une 
pareille équation en un système d'équations différentielles du premier 
ordre. 

Dans le cas de l'ordre infini il y a une certaine différence entre une 
équation différentielle linéaire d'ordre infini proprement dite et un 
système d'équations différentielles linéaires du premier ordre en 
nombre infini. Appelons système normal, par analogie avec le cas de 
l'ordre fini, un système tel qu'il peut être résolu et d'une façon unique 
par rapport aux dérivées des fonctions inconnues. Prenons maintenant 
l'équation 

(ι i) a,(x)y + a,(x) g -+-... -+- +... = ο 

et le système (10) qui, par un choix convenable des notations, sont, 
dans le cas de l'ordre fini, réductibles l'une à l'autre. Si nous cherchons 
à transformer l'équation (n) dans un système tel que (10), nous ob-
tenons un système de la forme 

dx y * 

4£ = v. 

* 1 

dyn = yn+1 

............. 

et en plus une relation de la forme 

floO)y + 0.(07«-+- a,(a?)y
a
+... =o. 

On peut, il est vrai, transformer cette dernière relation aussi dans une 
équation différentielle en remplaçant l'une quelconque des fonctions 
inconnues par sa valeur; mais, de quelque manière qu'on procède, 
nous n'obtiendrons jamais ainsi un système normal, car il y aura tou-
jours deux équations donnant la dérivée d'une même fonction. 

Le système (10) est donc un système normal, tandis que le système 
équivalent à (ι i) ne l'est pas. 
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4. L'équation de Volterra nous donne aussi le moyen de signaler 
une autre différence. Nous avons en effet démontré que si la fonction 

(12) α„(χ·) H- H~ · · · ■+■··· 

est une fonction entière de t, d'ordre plus petit que 1, pour toute 
valeur finie de a?, l'intégration de l'équation dont (9) est l'adjointe se 
réduit à la résolution d'une équation de Volterra. 

Dans la démonstration que nous avons donnée au n° 5 nous devions 
tenir compte des relations (11), ce qui nous a ainsi conduit à une 
équation de Volterra, avec un second membre bien déterminé ; mainte-
nant on n'a plus à tenir compte d'aucune relation, ce qui nous conduira 
à un second membre représenté par une fonction arbitraire. Par con-
séquent, puisque nous ne voulons pas arriver à une équation de Vol-
terra déterminée, la fonction F(x) sera dans ce cas une fonction de la 
forme 

b
0

-\- b^x -+- b%χ2 -H...-H b
H
x"-+-..., 

les coefficients b{ étant arbitraires, de sorte que la solution de l'équa-
tion de Volterra donne ainsi la solution générale de l'équation (9) avec 
une infinité dénombrable de constantes arbitraires. 

Si l'on applique la même méthode à une équation différentielle (11) 
proprement dite, il arrive que le noyau de l'équation de Volterra qu'on 
obtient dans une formule analogue à (8) est nul, car il est la limite 
vers laquelle tend le terme général d'une série qui résulte de la multi-
plication de deux séries uniformément et absolument convergentes dans 
tout le plan; on a fait toujours la même hypothèse sur la fonction (12). 
On n'obtient pas ainsi dans ce cas une équation de Volterra. Voici 
comment on peut développer les calculs : 

Soit 

(i3) a,(x)y + <*· (*) % + ■■ ■ ■ + a
«(

x
) + · · · =

 0 

l'équation considérée. Par hypothèse la fonction 

(}(x, /) = a0(x) -h at(x)l -κ . .-h an(x) l" -κ .. 
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est une fonction entière en t d'ordre pluspetitque ι pour toute valeur 
finie de #('). 

Soit m
n
 le maximum 'de \ a

n
(x) \ sur la circonférence C décrite de 

l'origine comme centre et avec un rayon r de longueur arbitraire. La 
série 

Z mn tn 

est aussi une fonction entière de t d'ordre plus petit que ι ; en effet, on 
a par hypothèse 

1ίηΐΛβ^|αΛ(α?)| = ν (α>0 

où α est une constante nécessairement et ν une fonction de χ, indé-
pendante de Λ, qui est partout finie à distance finie; on aura donc sur 
toute la circonférence C, quel que soit Λ, 

Λα\/| 0„<»|<Μ, 

M étant une constante, ce qui démontre la proposition. 
Si nous considérons donc l'équation (i3) et une de ses solutions 

analytiques, elle pourra être intégrée terme à terme. Faisons cela et 
par l'application de la formule d'intégration par parties généralisée, 
ordonnons par rapport aux dérivées de^; nous obtenons ainsi 

f F«K(S)Jr 0) ds 4- F, [a,(x)]y 
0 
+ F

1
(e,)^+...+ F

1
(
e
.)0+...= °, 

où l'on a posé 

r.[= a„(x)- a'
uM

(x)-h a'
M

(x) + ιya'^(x)+.... 

On a bien le droit d'ordonner les termes ainsi obtenus à volonté, car 

(f) Cette hypothèse que nous faisons constamment sur la nature du noyau ou 
sur la fonction G(J?, t) paraît être intimement liée à I etude des équations diffé-
rentielles linéaires d'ordre infini au point de vue de leurs solutions analytiques, 
comme nous le ferons voir un peu plus loin. 
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la série double de leurs modules est convergente. En effet, on a 

M*)I + K
+
,(*)!-k..H-|«£a(*>I+··· 

<mn , mn+1 , , m„+k ( 

et, pour η suffisamment grand, 

|a„(a:)| + |e'„
+l

(:r)|-K.. 

-Η I-I) "(-Î) J 

ε étant arbitrairement petit. 
Il en résulte 

|«a(^)|-H-.- -H «*+*(#)!H-...<
 r(

^
r
_^_

ε)
· 

On a donc en même temps a fortiori 

IF,[«.(«OIKmn 

La scrie double formée par les modules des termes qui ont résulté 
de la première intégration converge donc comme 

«O 

Zmn tn 

ce qui justifie notre remarque et nous montre en même temps que 
nous nous trouvons exactement dans les mêmes conditions qu'au com-
mencement ; par suite, nous pourrons continuer cette opération indéfi-
niment. Une seconde intégration nous donne 

f i KO)] Ο — s) + Fa[«.(«)] ! ds -f- F
2
{a

2
)y(x) -+-... 

A 
+ Fi(<W0 + = ft,® H-h 
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en posant 

FJ(«») = F.F,(A„)=F, (A„) —F'(O„.,) + F;(A
M
.,)4-... 

+ (-i)*F + 

et ainsi de suite. Après η ■+■ ι intégrations, nous obtenons 

f | F, Κ («)] + F, [a, +... + F„K_,(s)] j y(s)ds 

+ F
u
(a.)y(

X
) + ...+ F+

 ' · " = ̂
 +

 S"
 +

 · · · +
 ΰ

» 

en posant, d'une manière générale, 

F
n
(aA) = F«F»-«(a*)' 

Il est maintenant facile de voir que le noyau de Tintégrale du pre-
mier membre tend uniformément vers zéro dans le cercle C lorsque η 
augmente indéfiniment; en effet, il est le terme général du produit des 
deux séries 

I H h -—r-^ J—— ·+-... 

et 
F. [«·(*)] -+- F

2
[a,(s)] + !?,,[«#»-«(*)] -h... 

qui sont toutes les deux uniformément et absolument convergentes 
si s se trouve à l'intérieur du cercle C; sa limite pour η = ce est donc 
bien zéro. Nous n'obtenons donc pas par ce procédé une équation de 
Volterra, mais simplement une infinité de relations linéaires entre les 
valeurs initiales de toutes les dérivées d'une solution analytique quel-
conque que l'on peut démontrer aisément être de la forme 

tù 

Σι>«^«~° (« = «.···.»)> 
/1 = 1 

les constantes bia étant telles que les séries 

Σ bin tn 

sont des fonctions entières de t d'ordre plus petit que un. 
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5. La solution de l'équation de Volterra avec un second membre 
bien déterminé est donc une fonction qui peut aussi être obtenue par 
l'intégration d'une équation différentielle linéaire d'ordre infini avec 
des conditions initiales qui la déterminent complètement. Une pareille 
fonction est évidemment une fonction multiforme à une infinité de 
branches dans le cas général, comme cela résulte d'une généralisation 
de la théorie des équations différentielles linéaires d'ordre fini pour 
une équation différentielle linéaire d'ordre infini qui a effectivement 
une infinité de solutions linéairement indépendantes. On peut retrou-
ver ce caractère par l'étude directe de l'équation de Volterra, mais pour 
cela il faut introduire les variables complexes et considérer dès lors le 
chemin d'intégration qui figure dans l'expression (7) de la solution 
comme absolument quelconque. En effet le raisonnement fait au n° 1 
de la première Partie peut s'étendre à tout chemin d'intégration 
qui ne passe par aucun des zéros de la fonction /(#,,#), sup-
posée pour simplifier différente de zéro à l'origine, et par aucune des 
singularités de F(a?). Car sur un pareil chemin, toutes les approxima-
tions (5) sont bien déterminées et la formule (7) donne donc d'une 
façon précise la valeur de la solution pour tout point de ce chemin. 
Pour chaque chemin ainsi choisi, nous aurons une solution parfaite-
ment déterminée en chacun de ses points par la formule (7) où le 
chemin d'intégration des intégrales est justement le chemin considéré; 
la fonction Π(#, s) dépend aussi d'une manière évidente de ce chemin 
d'intégration. 

La solution ainsi obtenue est attachée au chemin d'intégration con-
sidéré; pour un chemin donné à l'avance, comme par exemple l'axe 
positif Oa?, elle est unique et bien déterminée. Mais faisons varier ce 
chemin en ayant soin d'éviter les zéros de f(x, x) et les singularités 
de F(a?); si nous considérons deux chemins allant de l'origine à un 
point χ et ne contenant à leur intérieur aucun zéro de f(x, x) et 
aucune singularité de F (a?), la formule (7) montre clairement que la 
valeur de φ (a?) au point χ sera la même si l'on y parvient par un che-
min ou par l'autre ('). 

(*) Si/(ο, o) = 0, nous avons vu qu'il y a une indétermination à un nombre 
fini de constantes linéaires, ce qui ne change évidemment rien aux résultats que 
nous avons en vue. 
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Mais prenons maintenant deux chemins entourant, par exemple, un 
seul zéro r, de/(a?, χ) ; la différence des valeurs de φ(#) qu'on obtient 

pour un point de AP suivant qu'on y parvient par le chemin ΟΜΑΡ 
ou ONAP est égale à 

O, (x)=n(x,s)F'(s)ds, 

C, étant un contour suffisamment petit pour entourer le seul zéro r{. 
Nous pouvons, sans restreindre la portée du raisonnement, sup-

poser la fonction F(a?) entière, car les singularités de F(a?) ne se rat-
tachent pas intimement à l'équation fonctionnelle ; elles sont analogues 
aux singularités du second membre d'une équation différentielle 
linéaire d'ordre fini et elles peuvent d'ailleurs être traitées de la même 
manière que les zéros de /(a?, a?). 

Pour arriver à un point χ, nous suivrons d'abord un chemin déter-
miné que nous désignerons par Ο a?; tout autre chemin pouvant se 
réduire à Ο a; suivi d'un nombre de lacets décrits autour des points r4, 
/·,, r

Ht
 dans un ordre bien déterminé dépendant du chemin 

considéré, il résulte que la valeur de φ (a?) la plus générale sera égale 
à une valeur déterminée φ(χ') augmentée d'un nombre quelconque de 
fonctions telles que 

(■3')
 *«(*)= £

A(

*'S

S)DS

> 

ou C
ft désigne un contour entourant le seul zéro rn. 

Il est à remarquer que, si l'on tourne autour du point r
n
 deux fois 

de suite, le résultat n'est pas égal à 2Φ„(α;); cela tient à ce que la 
Journ. de Math. (6* série), tome IV. — Faso. II. njoK. 2U 
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fonction Π(#, s) est elle-même une fonction multiforme admettant 
l'infinité dénombrable des zéros de f(x, x) = a0(x) comme points 
critiques -transcendants, qui ne sont pas, par conséquent, de nature 
logarithmique. 

Les fonctions (i 3' ) sont évidemment les solutions de Γ équation fonc-
tionnelle 

(■4) jf/( x, s)v(s)ds = o, 

où C désigne un contour quelconque indépendant de x. 
Dans ses études sur les opérations distributives, M. Pincherle (') 

désigne ces fonctions sous le nom de racines de Vopération distribu-
tive (i4). Elles correspondent à ce que Liouville (a), dans son calcul 
des dérivées à indices fonctionnaires, appelait les fonctions complé-
mentaires. 

6. La théorie des équations différentielles linéaires d'ordre fini 
fournit une application intéressante de ces considérations. Prenons 
l'équation différentielle linéaire d'ordre η écrite, en divisant par le 
coefficient de la dérivée d'ordre //, sous la forme 

~dx» + dxn 1 + * · *+ a/l(x)y = υ· 

Elle peut aussi s'écrire, en désignant par b, (χ), .b„(.e) les coef-
ficients de l'équation adjointe, de la façon suivante : 

35* ~ +···+(- - »· 

Appliquons à cette dernière équation la marche suivie au n" ( 11); 
nous obtenons immédiatement l'équation de Volterra équivalente 

(16) o(x)-hjf f(x,s)f(s)ds = Ρ
Λ

_,(Λ·), 

(') S. PINCHERLE et O. AMALDI, Le operations distributive e te loro applica-
zioni alt analisi, Bologna, 1901. 

(*) J. LIOUVILLE, Sur les fonctions complémentaires (Journal de C relie, 
t. 11, i834, p. 0. 
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Pn-1(iC) désignant un polynome arbitraire de degré η — ι, et (' ) 

/(*, «) = ft,(Ç) - 0"-'Μ5)^ΕΓΤ^· 

Remarquons qu'on peut écrire le noyau aussi sous la forme 

(// - i)!/(.r, s) — [»,(!;) (a? — £)»-■](">— [aa(?)(.r-E)n-1](n-1)+... 

+ (— ι)η~* α.
η
(ξ)(χ - ξ)η-«, 

les dérivations étant faites par rapport à la variable ξ. 
Nous avons ainsi une équation de Volterra d'un type bien déter-

miné, dont le noyau est un polynome de degré 11 — 1 par rapport à la 
variable χ et dont le second membre est un polynome de degré η — ι 
avec // coefficients arbitraires. 

L'origine a été choisie comme limite inférieure d'intégration, mais 
il est clair que tout autre point peut être choisi à sa place. La for-
mule [(7), I] donne la solution générale et nous avons ainsi un déve-
loppement donné par les approximations successives qui est valable 
dans tout le domaine d'existence de la solution. Cette propriété 
remarquable de la méthode des approximations successives de fournir 
pour les équations différentielles linéaires un développement valable 
dans tout le plan a été donnée par Cauchy (2); une étude plus détaillée 
à ce point de vue, mais par une méthode différente à celle que nous 
venons d'indiquer, a été faite par MM. Picard (8), Fuchs (4) et 
Poincaré (;i). 

La formule (7) est un instrument commode pour l'étude théorique 
des équations différentielles linéaires. On peut retrouver les résultats 
classiques de la théorie des équations différentielles linéaires en se 
plaçant systématiquement à ce point de vue. 

(') On a,comme c'est bien connu, 

9k=ak+1— c}
t
-Wic + - · · + (— OM-itf1/'1· 

(2) Œuvres complètes, i'° série, t. V, p. 894. 
(3) E. PICARD, Cours d'Analyse, t. 11. 
Ο FUCHS, Journal de Cretle, t. 66, P. I?.5, 131, I4O. 

(3) POINCARÉ, Acta mathematica, t. IV, 1884, p. a 14-
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Remarquons d'ailleurs que le cercle vicieux qui résulterait du fait 
que nous nous sommes servi dans ce travail justement de la théorie 
des équations différentielles linéaires pour établir certains résultats sur 
l'équation de Volterra n'est qu'apparent; l'équation de Volterra (16), 
à laquelle nous avons réduit l'étude d'une équation différentielle 
linéaire, est en effet du type simple qui peut être traité directement, 
sans aucun artifice, par la méthode des approximations successives. 

7. Dans tout ce qui précède, nous avons considéré seulement le cas 
des fonctions analytiques, à cause des variables complexes. Mais il est 
évident que, dans un domaine plus restreint, par exemple surtaxe des 
variables réelles, l'hypothèse sur l'analycité des données n'est pas 
indispensable ; il suffit d'admettre la continuité des données ( noyau et 
second membre) seulement sur la portion d'axe qui est à considérer. 
Dans le cas traité au n° 5, l'existence d'un certain nombre des déri-
vées est nécessaire; or cette hypothèse est identique à celle que 
M. Volterra fait en se donnant a priori la forme nécessaire du noyau 
et du second membre dans ce cas. Il résulte de là que la méthode que 
nous avons donnée a le même degré de généralité que celle de M. Vol-
terra et qu'en général, dans le cas des variables réelles, pour tous les 
problèmes traités dans ce travail, on peut remplacer l'hypothèse de 
l'analycité des fonctions données par celle de leur continuité cl l'exis-
tence des dérivées qui interviennent dans les démonstrations. 

8. L'hypothèse que nous avons faite relativement à l'ordre du noyau 
de l'équation de Volterra, et qui nous a permis d'arriver facilement à 
un type spécial d'équations différentielles linéaires d'ordre infini, 
paraît être intimement liée à ces questions et devoir jouer un rôle im-
portant dans la théorie des équations différentielles linéaires d'ordre 
infini. 

C'est ce que nous voulons montrer dans ce numéro. 
Prenons en effet une équation différentielle linéaire d'ordre infini 

proprement dite 

^i) F(/) = 8,(1)/ + a,(a;) è +... + s,(i·) g +.. . = O. 
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Nous appellerons la fonction 

G(Λ·, s) = H- cl
k (&')«? -+-··· -t- a

n
(^x) s11 -f-... 

la fonction génératrice de l'équation différentielle précédente. 
Cherchons les solutions analytiques de F(y) = o; par hypothèse, 

les coefficients at{x) sont des fonctions analytiques uniformes. Soit #
0 

un point où une solution analytique de (1) est régulière et supposons 
que le rayon r

Xo
 du cercle de convergence en ce point est fini. La 

série (1) étant convergente, nous aurons 

νΊ «.(*·)! ly'OOK* (*>0 

pour η suffisamment grand ; on en tire 

(2) ny\a„{x
a
)\\^^—^à <he. 

Si la limite de y/ ~—\ ° pour n— 00 est unique et bien déter-

minée, on sait qu'on a 

lim .yir""<*«>l = _L. 

Dans les autres cas — est la plus grande des limites de l'expression 

précédente ; par conséquent, il existe une infinité de valeurs de η pour 
lesquelles 

(3) (Vy(n)(x0)-1]<e, 

ε étant arbitrairement petit et η suffisamment grand. 
Dans le premier cas, on déduit de (2) 

(4) «V| «,(»,)!< A (A > ker
Si

), 

c'est-à-dire la fonction génératrice G(s, l) est une fonction entière 
de t d'ordre < 1 pour toutes les valeurs de χ pour lesquelles^ est holo-
morphe. Dans le second, l'inégalité (4) est vraie pour toutes les 
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valeurs de η telles que 

ψ\ΐ!ψ1\>
α {αφο)

, 

a étant une constante positive. Dans ce cas la fonction G(x, l) aura 
une infinité de termes dont la décroissance est analogue à ceux d'une 
fonction entière d'ordre plus petit ou égal à un, pour toutes les valeurs 
de χ pour lesquelles y est holomorphe. Si donc nous considérons l'en-
semble Ε des points où cette condition n'est pas satisfaite, il sera formé 
en général par les singularités des solutions analytiques; mais si, en 
prenant une solution analytique déterminée, l'ensemble de ses singu-
larités est une partie de Ε seulement, il faudra conclure que le reste 
constitue un ensemble de points où la solution analytique considérée 
ne satisfait plus à l'équation (i). dette circonstance peut bien se pré-
senter, comme le montre l'exemple suivant. 

Prenons l'équation différentielle 

(5) (
I
_«

)y +
 ̂

+
...

+
 i

T
^

+
...

= 0
. 

La fonction Γ(Λ·) satisfait bien à cette équation dans toute la région 
du plan située à l'extérieur des cercles de rayon ι décrits des points o, 
— ι, — 2, ..., — //, ... comme centres. En effet, pour un pareil point, 
on a, en posant y = /(;/·), 

y —— -+-.. H—— -h.. — f(Λ -|—l), 

et par conséquent l'équation différentielle (2) revient à l'équation 
fonctionnelle 

/(χ· + ι) = xf(x). 

Mais, dans un point situé à l'intérieur d'un des cercles précédents, 

le développement2 ^7 est évidemment divergent, tandis que le 

produit x/{x) est partout iini sauf aux centres. L'équation différen-
tielle n'y est donc plus satisfaite. 
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Cette circonstance est nouvelle et caractéristique aux équations 
différentielles linéaires d'ordre infini. Il n'est donc pas suffisant de 
s'assurer qu'une fonction analytique non entière satisfait à une équation 
différentielle linéaire d'ordre infini dans un point pour en conclure 
qu'elle y satisfait dans tout son domaine d'existence. Il faudra analyser 
à part les points χ du plan pour lesquels la fonction génératrice est une 
fonction entière d'ordre ]> i. S'il existe des pareils points qui soient 
réguliers pour une solution analytique, celle-ci n'y satisfera certai-
nement plus à l'équation considérée. 

Nous appellerons une pareille solution une solution impropre, car 
elle ne présente pas le caractère essentiel d'une solution analytique de 
satisfaire à l'équation différentielle dans tout son domaine d'existence. 

Nous pouvons alors énoncer le résultat précédent sous la forme sui-
vante : 

Pour qu' une solution analytique non entière de Véquation (ι) ne 
soit pas impropre, il faut que chaque point χ pour lequel la fonc-
tion génératrice n'est pas une fonction entière de s d'ordre <1 soit 
nécessairement un point singulier de y. 

Cette condition nécessaire n'est pas suffisante. En effet, supposons 
que la fonction G(x,s) est, quelque soit x, une fonction entière de s 
d'ordre < i. Dans ce cas, les solutions analytiques de (i) ne sont pas 
nécessairement propres; dans l'exemple précédent, par exemple, on a 

qui est bien d'ordre ι en .s· pour toute valeur finie de x, et pourtant 
l'équation différentielle (2) a une solution impropre Γ(*). Il est facile 
d'analyser cet exemple. En effet, la condition de convergence peut 
s'écrire 

pour η suffisamment grand, k étant un nombre positif plus grand mais 
aussi près qu'on veut de l'unité. 

Or le premier membre de cette inégalité s'approche autant que nous 
le voulons du rayon de convergence au point .r0. Si donc l'équation (5) 
a une solution non entière, elle ne pourra plus satisfaire à cette équation 

G(x, s) = e'—x, 

Vn!>/ 
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pour les points dont la distance au point régulier est plus petite que 1 ; 
c'est ce qui arrive pour la fonction Γ (a?) et de même pour toute solution 
de (5) ayant au moins un point singulier. Les solutions propres de (2) 

sont donc seulement les fonctions entières. 
Passons au cas général ; nous avons trouvé 

iim 2 < k 

qui peut s'écrire (1 ) 
ker>lim n nVany(n)x0)>k 

00 

Si l'ordre de la fonction G(#
0
,s) est plus petit que 1, le second 

membre sera nul et la condition précédente est certainement satisfaite 
dans tout point non singulier. Nous pouvons donc dire : 

Si une équation différentielle linéaire d'ordre infini a une fonc-
tion génératrice entière d'ordre plus petit que \ en s pour toute 
valeur finie de x, toutes ses solutions analytiques seront propres. 

Supposons maintenant l'ordre de G(a?
0

, s) plus grand que l'unité. 
Dans ces conditions, le second membre de l'inégalité précédente sera 
infini ; il est donc nécessaire que r

Xa
 = 00. Par conséquent : 

Si la fonction génératrice est une fonction entière de t d'ordre plus 
grand que 1 au moins pour une valeur x

0
 de x, l'équation différentielle 

considérée ne peut avoir comme solutions analytiques propres que 
des fonctions entières. 

Supposons enfin l'ordre égal à 1. Si l'ordre n'est pas bien défini, 
lim ν^|αΛ(χ0)| sera égale à ο ou à ao; nous aurons donc l'un des deux 

cas précédemment étudiés. Supposons donc l'ordre bien défini; 011 

aura alors 
r,„>A. 

La solution analytique est impropre si elle a commejpoint singulier 
le point χ

0
. Donc : 

(') Au moins pour les valeurs de η pour lesquelles l'inégalité (3) a lieu. 
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Si l'ordre de la fonction génératrice est égal à 1 pour toute valeur 
de les seules solutions propres sont aussi les fonctions entières. 

Analysons de plus près le cas où l'ordre est plus grand que l'unité ; 
soitv cet ordre bien défini. Nous aurons 

lim ηΊ '\l\an(x) \ = k. 

En général ν et k sont des fonctions analytiques de a?; prenons par 
exemple 

/ \ /(«27)rt 

nous avons 
1 = χ et k = f(cc). 

Si ν ou c restent finies, aussi grand que soit χ, elles se réduiront à 
des constantes; si elles sont donc réellement variables avec a?, elles 
croîtront indéfiniment autour d'un point au moins du plan x. 

On a d'autre part 

lim η s'\an(x)\— < ke 

et, par conséquent, 

— nj. e 

Nous devons donc avoir 

μ 5 > 

(A désignant l'ordre de la solution analytique y{x) qui, nous le savons, 
doit être une fonction entière. On en déduit 

ν<~ϋ-. ~μ —ι 

Or μ est un nombre fixe. La dernière inégalité ne peut être satis-
faite que dans une partie du plan si ν n'est pas constant; le reste 
devrait donc contenir les singularités de la solution ou constituer une 
région dans laquelle la solution ne satisfait plus à l'équation, Comme 

Journ. de Math. (6* série), tome IV. — Fasc. II, 1908. 27 
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y est une fonction entière, la dernière hypothèse est la seule vraie. Il 
résulte de là que, si ν dépend de xy toutes les solutions analytiques de 
l'équation différentielle sont impropres. 

Enfin, si ν est constant, l'équation différentielle n'admet pour solu-
tions analytiques (si elles existent) que des fonctions entières d'un 

ordre déterminé, au plus égal à Ces solutions sont propres. 

En résumé, le seul cas où la condition de convergence n'impose 
nulle condition aux solutions analytiques d'une équation diffé-
rentielle linéaire d'ordre infini est celui où l'ordre de sa fonction 
génératrice est plus petit que 1 ; dans ce cas l'ordre est constant. 

Si l'ordre est constant et plus grand ou égal à l'unité, pour qu'une 
solution analytique soit solution de l'équation, il faut qu'elle soit une 
fonction entière d'ordre déterminé. 

Si l'ordre dépend de x, toutes les solutions analytiques seront im-
propres. 

Ce résultat nous montre clairement le rôle important que joue 
l'ordre de la fonction génératrice, qui, dans le cas de Véquation de 
Volterra, correspond à l'ordre du noyau. 

Relativement aux solutions impropres, nous ferons encore la 
remarque suivante : 

Elles admettent, en général, des singularités mobiles qui ne peuven l 
pas être lues sur l'équation différentielle elle-même. Par exemple, la 
fonction Γ(χ) solution impropre de (2) admet comme singularités les 
pôles du premier ordre ο, —1, —2, ..., — Λ, .... D'ailleurs, la so-
lution générale de l'équation fonctionnelle 

f(x + 1) = xf(x) 

est évidemment 
Γ(χ)Ρ(χ), 

P( x) désignant une fonction quelconque admettant la période 1. Si 
donc nous prenons pour P(x) une fonction analytique de période 1 
étant singulière dans un point quelconque a, nous obtiendrons en 
Γ(χ)Ρ(χ) une solution impropre de l'équation (2) admettant la 
singularité arbitraire a. 
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Les solutions impropres s'éloignent donc complètement par leurs 
propriétés de celles des équations différentielles linéaires d'ordre fini. 

9. On peut retrouver les résultats concernant l'équation (5) par 
une méthode directe, car l'équation (2) peut s'intégrer directement 
en lui appliquant la transformation bien connue de Laplace 

y — fert=(l)dt 

Prenons l'équation plus générale 

(3) ν^ + ν
>%

+
···

+ν
"ΐ0

+ o, 

où 1\ désignent des polynômes de x· dont le degré est < ρ. 
En posant 

y= f c"s(t)dl, 

où C est un contour indépendant de la variable χ, nous avons 

££=f
e
e"r*(l)dl. 

Donc, si y est une solution, nous devons avoir 

(4) §
 0

 ^ ^ · ·)
 z

(0 — u. 

Soil 
Ρ/Ί(·'*■') — a

H0 "+" an\
 v · · .·+■ α,ψ ΐ'Ρ 

cl ordonnons la parenthèse suivant les puissances de x; nous obtenons 

(0) Qo 4- Q<X -h Qa#2 ■+■· · ·"+- QpX'1'·) 

en posant 
Q/ = aQi "+" a\i t *+■··· ■+" αηίl" + 

Supposons que les séries Q,· représentent des fonctions entières de /; 
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on peut alors remplacer la parenthèse de (4) par le polynome (5), ce 
qui nous donne 

J* ̂ '(Qo + Q ι .x' +. ·. + Q
p
xp)z(t) dt — o. 

Mais 

j*xiQ
i
extz(t)dt = J Q iz{l)^cxtdt 

=[E(-1)kdkQ1=di-k-1ex1]+(-I)fext dlQl=dt 

Par conséquent 

(6) 

f eXt(Q.o ~t~ Qi·^ + · · ·■+■ Qpx*') di 
L'=l AÎ/-1 J 

+1/' [q.=-Ψ+·■■+<■- V'·τ]di=■«»· 

Pour que l'intégrale £eJC z(l)dl soil une solution de l'équation, il 

faut donc et il suffit que la fonction inconnue z(l) satisfasse à l'équa-
tion différentielle 

d''Qltz dt' 'Q,,-,; < ,\β<Λ 

et que le contour C soit choisi de manière que la parenthèse du second 
membre de (6) soitnullc quelle que soit x. Cette question demande un 
théorème relatif à la croissance des solutions d'une équation différen-
tielle linéaire d'ordre fini dont les coefficients sont des fonctions entières 
de x, analogue à celui qui domine les travaux de M. Poincaré dans le 
cas où les coefficients sont seulement des polynômes en x. 

Darts le cas particulier de l'équation (2) on a immédiatement 

Qo=ef> Q, = -1.· 
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Pour que l'expression 

f extz(t)dt 

satisfasse à (2) il faut donc d'abord que ζ soit une solution de l'équa-
tion 

w + e"z = o, 

ce qui nous donne 
z = Ce~e. 

En faisant le changement de variables e(— u, nous avons la solution 

y — J ux-Ke-*du, 

avec la condition 

(7)(ux e-u)c=o 

La condition (7) nous montre immédiatement que le contour C ne 
peut être situé tout entier à distance finie. La seule racine en u indé-
pendante de χ de l'équation transcendante 

(8) uxe~tl=o 

est AM = H-X. Nous prendrons le contour C, partant du point -+- 00, 
retournant plusieurs fois autour de l'origine et revenant au point -+- ao. 

Nous obtenons ainsi, dans le cas d'un seul tour autour de l'origine, 
la solution 

Γux-\ — ι)Γ(χ·), 

et, en général, si l'on fait η tours autour de l'origine, 

e(2Minx-Ϊ)
Γ

(ΛΓ). 

Ce sont toutes des fonctions entières, ce qui concorde avec les 
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recherches précédentes. Nous obtenons ainsi une iniinité dénombrable 
de solutions linéairement indépendantes et qui sont toutes propres. 

En limitant le domaine de a?, au domaine réel et positif, par 
exemple, u = ο est une nouvelle racine de (8) et nous obtenons ainsi 
l'expression bien connue de Γ(./·) 

Γ ux ic "(Îu, 

solution qui sera impropre. 


