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NOTE SUR LES AXFES PRINCIPAUX DU TEMPS DE PARCOURS, 107

Note sur les axes principaux du temps de parcours;

Pan M HXRON oe 14 GOUPILLIERE,

d ‘_h; bre de PInstitut.

1. Jai donn¢ dans les Annaes scicntificos da Academia poly-.
technica do Porto(19o0) une ¢tude sur le centre de gravité du temps
de parcours, c'est-i-dire du systéme matériel form¢ par I'émanation
qu’abandonnc un mobile sur les divers ¢léments de sa trajectoire pro-
portionnellement au temps employ¢ 4 les franchir.

J’ai su depuis lors que cette notion de dissémination (si naturelle-
ment suggérée aujourd’hui par les automobiles) s’¢tait déja, a P'occa-
sion de la théorie de Pallas, présentée a Gauss et ultérieurement & Bour,
pour I'évaluation du potentiel de la masse d’une planéte répartie par la
pensée le long de son orbite en raison du temps de la marche.

Je n’ai d'ailleurs pas connaissance qu’aucun géométre ait envisagé
sur ce terrain la recherche du centre de gravité, L’autonomie de mon
Mémoire subsiste donc intégralement, d’autant plus que 'y ai, en
outre, abordé la substitution au temps, pour conslituer la densité¢ de
la trajectoire, de divers autres él¢ments de la Dynamique générale,
tels que I'¢nergic, la force centrifuge, etc.

Le centre de gravité et le potentiel se trouvant ainsi introduits dans
cet ordre de considérations, il m’a semblé qu’il y avait lieu d’y ratta-
cher encore la troisiétme des théories fondamentales de la Géométrie
des masses, & savoir celle des moments et des axes principaux d’inertie;
et tel est 'objet de cette Note. Je m’occuperai en premier lieu de la.
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108 HATON DE LA GOUPILLIERE.

recherche de ce systéme d’axes, et tout d’abord pour un mouvement
plan.

2. Je le rapporte & deux axes rectangulaires Oz, Oy. Pour cher-
cher en un point quelconque Q, de coordonnées a, b, les axes princi-
paux du temps réparti le long d’'un arc M,M dc la trajectoire, je trace
en ce point deux autres axes rectangulaires QX, QY respectivement
inclinés sur les précédents sous un angle i. Il nous suffira de former

relativement & ce systéme I'intégrale / XY de. La valeur de ¢ qui
lo

sera capable de annuler fournira les axes cherchés.
Les formules de transformation des coordonnées nous donnent & cet
¢gard
X = (« — a) cosi+ (y — b)sini,

Y =(y—b)cosi — (x — a)sini.
On en déduit
XY =(z — a)(y — b)(cos*i —sin*i) — [(x — a)* — (¥ ~ b?)] sini cosi
et, par suite,
aXY =2(e —a)(y — b)coszi —[(x — a)*— (y — D)*|sin2i,

d’ot, en intégrant le long de Parc M, M, c'est-a-dire entre .y, ¥,, ¢,
etzx, vy,

2 [XY({! = :zcos:zif(::: —a)(y—b)dt
- sin'.)if[(:c —a) —(y — b)]dL
Il vient d’aprds cela, en égalant cette valear a zéro,

af(x—a)(y—b)dt
f[(.c——a)’—-(y—-b)’]dt

(1) tang2i =

Telle est la formule générale qui résoudra la question pour un
point (@, 0) du plan, aprés qu'on aura, au moyen des deux équa-
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tions du mouvement, exprimé les trois variables z, y, ¢ en fonction
d’unc scule d’entre elles et effectué les intégrations.

On sait d'ailleurs que la série des valeurs de @ que fournil unc rela-
tion de cette forme se réduil & quatre distinctes, correspondant aux
diverses branches de I'angle droit XQY. Nous pourrons, par consé-
quent, nous cn tenir i la plus petite d'entre elles en valeur ahsolue,

3. Considérons, comme exemple trés simple, le mouvement para-
bolique des graves représente par les équations

"12 .

x=Vt, y=

o] -

Nous aurons, cn comptant les arcs 4 partir du sommet O,

of e—a (- o)a
j"[(Vz —a)— (5:_’ . ),-Jdta

ou, en cffectuant les intégrations et supprimant un facteur ¢ aux deux
termes de la fraction,

tang 2/ =

3Vgtt—bagt*—120Vet + 24ab
— 353+ 20(Vi+ bg)tt—6oaVi + 6o(a?— b?)

langai=7>, ,

ce qui peut s’éerire, en fonction des coordonnées de 'extrémité de
I'arc OM,

tang 21 =

] 3zy —6bx — hay +12ab
2 52— 3y*—1dax +10by +15(at— b?)

Telle st la valeur cherchée.
Placons en particulicr le point Q cn cette méme extrémité M. Si
nous faisons, & cet effel, a = x, b =y, il reste simplement

e

Wy 2)
10£—16)* ~ 10cota — 16 tango’

tangai =

en divisant les deux termes du rapport par xy ct appelant « I’angle
que fait la corde OM avec I'axe Ow.
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Choisissons, en particulier, I'arc de parahole dont la corde est éga-
lement inclinée sur ’axe ct sur la tangente au sommet ; il vient défini-
tivement, pour tange = cota =1,

. 23 . . . -
tang 21 = — -33, i=—(38158") = — 0,425 (g0°).

Si nous placons cn second licu le point Q au centre de gravité du
temps de parcours (*) cn faisant ¢ = ;: b= %, de maniére & obtenir

les axes principaux centraux du lemps, nous aurons

3o
< < ’
1ocotae — 16 tang e

lang 2¢ =
et pour la corde de 45°

tang2i= — 3o, (= —(411"2"44") = — 0,489 (gu®).

4. Envisageons comme scconde application le mouvement ellip-
tigue que fournit la projection sous I'inclinaison & d'un mouvement
circulaire uniforme. Si nous prenons sa vitesse angulaive pour unité,
nous aurons comme équations du mouvement elliptique

£ = cosl!, )’ == cosasin/.

La formule (1) devient d’aprés cela, en complant les ares a partiv du
sommet du grand axe,
o
2] (cosl—a)(cosasint—b)dt
tang2i = ——

[(cost — a)*— (cosasint — b)) dt
o .
a(cosasin?f -+ 2 cosa cosé — 2 b sint 4~ 2abl — 20 cosx)

T (14 costa)sintcost + jbcosxcosl —~2asint +(2at—20* +sin*a)l—2hcosa

2(¥*+ax cos’a — by + abcosxarc cos.r — a cos*a)
T (1+costa)ry+fbrcosta—eay + (2a* —2 bt +sin*a)cosaarccos.y — 2 beosta

(') dnnaes, 1906, p. 202,
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Placons par exemple au centre le point , nous aurons plus simple-
merit
ay?

r o — v ¢
tang21: (1+ costa)zy + Sin*a COS X ALC COS.L

Attachons-nous enfin au quart d'cllipse, en faisanl « = o, y = cosa,

. cos¢a
tang2? 4 —,
T sin~&

et pour une inclinaison de 43¢ sur le plan de projection

tangai =42, i =30°28'38"= 0,339 (g0°).

5. Si le probléme, au lieu d’embrasser la ‘totalit¢ du plan, n’est
posé que pour un point spécial, on pourra toujours adopter cc der-
nier comme origine. Kn supposant dis lors @ = b = o dans 'équa-
tion générale (1), on la réduit & la forme plus simple

'.z/..vy dt
2 = ———

(2) lang .
j (x— y*)dt

On peut également, en passant aux coordonnées polaires

x=rcosh,  y=rsind,

fr’ sin2fdt

(3) tang2i = ———.

jr’ cosa’dt

6. La question précédente (n® 4) constilue un cas particulier de la
force centrale, laquelle est ici proportionnelle & la distance. 1l est ais¢
d’aborder la méme recherche pour unc courbe (uelconque parconrue
suivant la loi des aires; la loi d’attraction capable d’un tel mouvement
étant alors fournie par la formule de Binet.

Pécrirve de la maniére suivante :
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L’élément du temps se déduira du théoréme des aires
~r*df = Cdu.

La relation (3) devient par la

fl" sina 9

/r" cos20d?

L%

’

(4) tang 2l =

et I'on n’aura qu'a y remplacer dans chaque cas » cn fonction de 0
d’apreés I'équation de la trajectoire.

7. Considérons comme cxemple la spirale logarithmique, pour
laquelle la force centrale s’exerce en raison inverse du cube de la dis-
tance. Je prendrai son équation sous la forme

r= e’ A = cota,

en appelant & I'angle constant de Ia courbe avec ses divers rayons vec-
teurs.
La formule (}) nous donne pour P'are compté a partir du péle

0
e AV sinaldh
—o

tangai = ——— .

M cosa0dd

—®

Ces deux intégrales ont pour valeurs

2Asi|120—-00520(,u(, aA cosnﬁ-&-sinz@(MO
SAZ 2 ’ BAZT 42 '

L’exponentielle disparait donc et il resle

I
. tangad — ~langx
2Asima2l— cosa0 ° 2 0

3A cosal +sinald

tang2! = -
1+ - tanga tang2
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Déterminons un angle auxiliaire (§ par la condition

]
tangf = - tanga,
nous pourrons écrire
tang2{ = tang(20 — B),
g

i=0-=0- %arctang(%tanga)-

On voit par la que I'axe principal fait avec le rayon extréme I'angle
. N . 1 1
constant, facile 4 construire, S arc tang(; tanga), en tournant de con-

serve avec ce dernier si on lui fait décrire la courbe.
Il vient en particulier pour la spirale de 45°, comme valeur de cet
angle, |

(3) %arc tang ~ = 13°16'58” = 0,146 (yo°).

1
2

8. Soit comme seconde application I'équation (*)

r = cos"0.

(') L’attraction pour cette famille de courbes est proportionnelle a la fonc-
tion de la distance
t—n n
5 +
,- n

Le premier terme disparait dans le cas du cercle (2 = 1), et la force s’exerce
alors simplement en raison inverse de la cinquiéme puissance de la distance.

Pour les autres valeurs, on sait, d’aprés un théoréme de Newton, dont j'ai
donné une démonstration rattachée a la théorie des mouvements relatifs (Mallet-
Bachelier, 1857, page 3 de ma seconde thése), que 'influence de I'addition d'un

terme inverse au cube du rayon vecteur a une fonction quelconque (qui est
3n+12

icinr” ® ) n'a d’autre effet que de déterminer autour du pdle une rotation de
la trajectoire qu'on obtiendrait sous l'influence isolée de la force exprimée
par le second terme seul, avec une vitesse angulaire proportionnelle a celle de
ce dernier mouvement. '
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Elle nous donne

0
2| cost"+'fsinfdl __l_(, — costr+t()
0 _ an—+1
L] - 9 ]
cos*?f(acostl—u)df zf costn+2hdf — / cos*" Hdf
/o

tangai =

Mais la premiére de ces intégrales peut sc ramener a la seconde a
I'aide de I'intégration par parties, ce qui permet d’écrire plus sim-

plement N
. — bn -2
(6) tang 2l = 1 COS 6 .
cos**+tifsing -+ 2n /. cos**h df
o

Toutes les fois que 4 sera un nombre entier positif ou négatif, le:
méme mode de réductions successives permettra d'effectuer le résultat
au moyen de deux suites terminées hicn connues, sclon le signe de cet
cxposant (*).

9. Envisageons de méme la famille de courbes qui dérive de la pre-
ctdente en réduisant tous ses azimuts & moitié sans changer ses rayons

vecteurs (?) vb
r=cos"20.

(') On réussirait de méme les intégrations par les procédés classiques pour
les équations de la forme

r =2 csin”fcosn b,
avec des exposants entiers de signes quelconques, ainsi que pour les courbes
r =2c 6 eP? cosq 0,

avec des valeurs de » entiéres et positives; notamment pour la familie des -spi-

rales algébriques
r—An,

(*) ‘Haron pE LA GovupiLLikg, Note sur la transformation la plus générale
des engrenages de roulement (Annales des Mines, 6° série, t. V, p. 333).
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Nous aurons dans ce cas

n
cost*2fsinad(29)

. 1 — costtlaf
tang2/ = = =

m =
[ cos*#+120 (20)

4

’

: [
(hn+ n)f cos***+125d(25)
L)

et cette intégrale s'obtient dans les mémes conditions que pour la
recherche pricédente.

< 1 . . .
Si 'on prend, par exemple, # = —, c'est-d-dire la lemniscate de Ber-
noulli, il vient
1— cos*af

tang2t = sin20(cos’2f +2)

Pour la demi-boucle de cette courbe, on obtient

0=

i

. 1
’ tang’zl =-2'~

d'out la valeur de £ déja rencontrée (5).

§ 1L

10. Ainsi que je I'ai indiqué en commencant, on peut ¢galement
matérialiser la trajectoire & I'aide de w’importe quel ¢lément de la
Dynamique générale autre que le temps. 11 suffit, pour en trouver les
axes principaux, de substituer a la différentielle d¢ dans les formules
géndrales (1), (2), (3) 'élément en question quel qu’il soit. Je me
bornerai d’ailleurs & un scul pour ne pas trop ¢tendre cette Note, i
savoir I'énergic recueillie ou perdue le long de la route.

Son accroissement infiniment petit est ¢ de, si 'on adopte comme
unité de masse celle du mobile. La rvelation (2) se trouve donc rem-
placcée par la suivante :

2j‘wyc-' dy
/.( zt— yHode

Journ. de Math. (6 sévie), tome IV, — Fasc, IL. 1goN. 16

(7) lang2i =
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On déduira dans chaque cas de Péquation des forces vives la valeur
de vdp en fonction des coordonnies, on exprimera 'une d'elles en
fonction de Vautre & Vaide des ("quations du mouvement ou de celle de
la trajectoire, et 'on n’aura plus qu’i effectuer les intégrations.

41. Supposons comme application qu'une ligne donnde soit par-
couruc sous I'influence de la gravité. Le travail ¢lémentaire ¢ de aura
pour valeur gdy (en employml des ordonnées plongeantes), et la
formule (7) nous donnera

y
2 f Ly dy
.

Lo
(x*—y*)dy

tang2i =

b
Yo

en remplacant « en fonction de y d’apreés 'équation de la trajectoire.
Je prendrai comme exemple le pendule simple, c'est-a-dire I'équa-
tion du cercle

',l":\/l_)/“’
y
f V"‘J”?yd)’ 3 3
langar = == =R =)
2 =T = ¢
[o=amar (Gr=r)=(r-n)
Yo

Si 'on fait partir Poscillation du niveau du centre (y,=o0), en
I’étendant jusqu’au point le plus bas (y =1), on obticnt la valeur

tangaei = 2, 1=31°43'3"= 0,352 (go").
12. Supposons en sccond licu qu'une courbe avbitraire soit par-
courue suivant la loi des aires, sous 'empire d'unc force centrale que

nous désignerons par F pour I'unité de masse. Le travail ¢lémentaire
est — Fdr, et 'équation (3) devient

fl‘l sina20dr
fl‘r’ cosa’uh

(8) lang2i =
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ou d’aprés la formule de Binet

T, o)
= 4 —=_2 Lsin2fdr

. r dsr |
(9) tang 2z = ¥— d,(n)‘r '
; +——d—9’;—'— cosafdr

On n’aura plus qu'a remplacer dans chaque cas § en fonction de r
d’apros I'équation de la trajectoire et 4 cffectuer les intégrations.

13. Reprenonsdans ces nouvelles conditions 'exemple de la spirale

logarithmique (n° 7)
s f 1
*(3)

d5

r=eb,  dr=AcMd), -+ = (14 A?) e

L’exponenticlle disparait du produit de ces deux quantités, et la for-
mule (9) se réduit a
[ sina0.as

~[coss 0 df

Quel que soit Parc envisagé, 'on peut toujours faire passer par une
de ses extrémités P'axe polaire ('), ce qui revient A intégrer & partir de
zéro. Nous oblenons done

(10) tang2i =

1 — cos2af

tangor = —
b sina9

=tangh, = g-

L’axe principal est, par conséquent, toujours la bissectrice des rayons
extrémes.

(*) Il faut toutefois faire exception pour le cas ou l'on s'attacherait & I'arc
fini qui s’étend jusqu’au pole, en intégrant & partir de — oo, Le résultat devien-
drait alors indéterminé ; et c'est tout naturel, car le mobile recueille alors une
quantité infinie d’énergie, en tournayant dans tous les sens d’une maniére qui
échappe i toute détermination.



18 HATON DE LA GOUPILLIERE,

14. Considérons comme seconde application la spirale sinusoide
r = cosnl,

d’ordre quclconque 7, pour laquelle I'attraction s’exerce en raison
inverse de la puissance 22+ 3 de la distance. On trouve & 'aide de
calculs dont je supprime le détail

1
1 m(;) 72"*—1
;+—76—=—=(IA+I)<‘OS " nl,
. ‘ M

dr = — cos”  nbsinnddb.

En substituant ces valeurs dans l'expression (g), nous pouvons
supprimer aux deux termes de la fraction le facteur — (# +1), etil
reste simplement

fcos—"nOsin nf sin20db
(11) ltangai = * .
fcov%z@sinn(icosa@d’/

Nous devons toutefois exeepter formellement i cel égard Phypo-
thése n = — 1 qui annulerait ce facteur commun. Mais ce cas est sans
intérét, car il correspond a la ligne droite avee une foree nulle.

On remarquera que Pexpression (11) estindépendante du signe de .
Les diverses solutions particuli¢res du probléme conviennent donce a
des couples de spirales sinusoides transformées 'une de Tautre par
rayons vecteurs réciproques.

18. Enumdrons quelques cas spéciaux. On a pour le cercle passant
au pole (n = 1) (*), avec attraction en raison inverse de la cinquieme
puissance de la distance,

0

cos—3§sinafsinfdf .
) __ Ahfcos*f —2sinaf

” ni— — .
(12) langai 5 1 -+ % costf Log cosh
f cos—9 cos29 a9 ‘

0

(') Mais non la solution réciproque # = —1, qui vient d'étre expressément
exclue de celle analyse.



NOTE SUR LES AXES PRINCIPAUX DU TEMPS DE PARCOURS, 119

Pour I'hyperhole équilatére rapportée a son centre (n =—2) ('),
avec attraction en raison directe de la distance,

o
cos—*2fsin*26d6  sinafh — cos?2/ Log tang(@ + /Z)
. ¥ 4
tangas = =2 — . 4
ang 20 4 sin?6 cosz20
j cos 22fsin26 df
0
1 .

Pour la parabole (n = — ;) (?), avec attraction vers le foyer en

raison inverse du carré de la distance, ce qui constitue le mouvement
cométaire,
0
i 6 .86 . 5
cos—2 — sin-- sin 26 d| e
A 2 5 9 89-—4sm9—8tang;

tang 21 = — = .

f cos—? 8 s;ngcoszgdg 3 — 4 cosh + cos-? 9 -+ 16 Log cos g
A 213 2 2

16. Envisageonsde méme le mouvement planétaire, et déterminons
pour le foyer les axes principaux de P'énergie recueillie le long d’un
arc d’cllipse veprésenté par I'équation

i
1—ecosl

p O

D’aprés la loi de gravitation, le produit Fr* est constant, sort des
intégrales de I'expression (8) et disparait de leur rapport. 11 resle seu-
lement

[sinzO dr 2/‘cos9\/1~—cos3‘/dr
/.00529 dr f(acos’@—l)dr

tang 2/ =" )

[%

(*) Ou la lemniscats (2 = 2), avec atlraction en raison inverse de la septiéme
puissance de la distance.

. ' 1 . .
(*) Ou la cardioide (n = ;), avec une force en raison inverse de la qua-

triéme puissance de la distance.
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et comme on a, d’aprés I'équation de I'orbite,

r—iI
COSO=—T9

il vient

2/‘("—l)\/[(fv’+l)"—t][(e’—t)r-q— r]ﬂ
[lvi=e)r =vall(i + )r -3l 5

tang2i =

On voit que le dénominaleurgious présente i intégrer une fonction
rationnclle, et le numdérateur un radical carré affectant un trinome du
sccond degré. Nous rentrons donce dans les prociédés classiques, mais
je ne m’arréterai pas a en développer les caleuls.

17. Supposons enfin que la trajectoire soit représenlée par une
équation de la forme
J— n
r=[AOI,

avec un exposant n enti¢rement quelconque, entier, fractionnaire ou
incommensurable, positif ou négatif, et une fonetion arbitrairve f, qui
dépend de f mais nullement de #. Il s’ensuit

dr=nf"' ' db,

d })

+ —m- ="+ a(n+ 1) 0 [ —nf S

N -

et, par conséquent,
d*(i)] : ,
1 =al L i
(13) I:r+ o | 9r= uf[ y + n(n+1) ,]dO.

Le facteur n sorl des signes d’intégration et disparait de la frac-
tion (9) qui devient

fsmaﬁd@—n/.ff snn26d0+n(n+1)f—s|n39d9

jf,cOSQGdG n ff{ cos20df + n(n+1) f’ c0526d0

tang2i =




NOTE SUR LES AXES PRINCIPAUX DU TEMPS DE PARCOURS. 121

On voit que 7 a cessé de figurer en exposant, et que tang2: n’en dé-
pend plus que sous la forme

@+ bn + cn?
A+Bnr+ Gnat’

avec des coefficients uniquement fonctions de . Si donc on fait varier
cet exposant d’une maniére continue, en déformant ainsi progressi-
vement |’arc de trajectoire compris entre deux azimuts détermindés, la
rolation des axes principaux de I'énergie autour du pdle sera régléc
par cctte fraction rationnelle du second degré.

18. 1l s'opére méme encore une simplification lorsque I'on prend
pour la fonction arbitraire cosf ('). On a dans ce cas "= — f, et
I'expression (13) peut s’écrire

*(;)

— | dr=n(n+ 1)-fj—.' (1 + n£> do.

]
; 7
Le facteur n(n + 1) disparait (*) de la fraction (9) qui se réduit a

la forme
a+ bn

Il nous est d’ailleurs facile d’achever alors le calcul.
Prenons, a cet effet, I’équation

(14) r = cos"0.

(') La forme Mcos (8 + m) présente la méme propriété, mais n’apporte pas
au fond plus de généralité, puisque la constante m n'a d’autre effet que de dé-
placer I'axe polaire et M de modifier l'unité de longueur.

(*) A la condition d’exclure les deux hypothéses n —=—1 (ligne droite) et
n=o (cercle décrit autour de 'origine), pour lesquelles il n’y a plus aucune
variation d’énergie,
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Il nous vient (')

,*G)

~+ — |dr=—n(n+ l)smO( 9 + cos”> D,

/('_"+ r )smOsm'zOdO

. cosf cos3y

tang2i =
(13) f(%;:——l— ‘9) sinf cos28 df

_ (20 -—sin20)cos?8 4+ n[(2 + cos?f)sinaf — 64 cos?f]
\ " a(cos20sin*f+-cos?h Log cos ) — n (1 +2cos26sin?5 + 6cos? Logcos )

$ IIL

19. Jusqu'ici nous ne nous sommes occupés que de la recherche des
axes principaux. Celle des moments d'inertie est aussi facile, et I'on y
pourrait trouver quelques e\emplcs mn¢ritant d’étre remarqués pour
leur simplicité. Mais je ne i’y attarderai pas, et me bornerai, pour ne
pas trop m’'étendre, a fermuler pour des conditions quelconques I'ex-
pression du moment d’inertie I d’un ¢lément ¢ de Dynamique générale,
quelle qu’en soit la nature. Il nous suffit, & cet égard, d’envisager un
axe mené par 'origine sous des angles a, §, v, puisque la théorie clas-
sique permet d’y rattacher toutes les droites paralléles.

Quant a la recherche des axes principaux dans I'espace a trois di-
mensions, elle se réduit & lapplication de la méthode de I'équationen’S
a D'ellipsoide que l'on obtient en remplacant dans I'expression sui-
vante cosx, cosf3, cosy par X, Y, Z.

On sait que le moment d’inertic a pour valeur dans ces conditions

’ . o~
= cos“af(y" + 3*)e + cos* l(.:.:’ + 5 )e+ cos*vj (€ +y*)e
—2 cospcow/)'" — 2082 C(wa 7e - 2 cowcos{.’./ LYE.

“ (') On peut rapprocher I'une de I'autre les formules (6) et (15) qui repré-
sentent, pour la méme famille de courbes (14), les axes principaux du temps ou
de I'énergie.

- On peut également vérifier, dans Phypothése » =1, la concordance de cette
dernicére (15) avee (12).
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20. Continuons, pour fixer les idées, & prendre, comme élément
fondamental ¢, ’énergie recueillie en cours de route.

Imaginons spécialement que le mouvement soit effectué sur une
courbe quelconque, sous l'action de la gravité, par l'unité de poids.
On aura alors, en employant des coordonnées plongeantes,

£ =as.
Déterminons enfin cette trajectoire par les équations paraboliques
z=Ms:s" y=Nz",

avee des exposants complétement arbitraires ().
Pour diminuer les écritures, je me bornerai a compter les arcs &
partir de Porigine, cn supposant, a cet effet, les exposants positifs;

mais ils reprendraient toute leur généralité si nous inteégrions entre
des limites quelconques 3, et 5.

Il vient dans ces conditions

= COS’mf“(N"'z“—l— :Q)d:—i—cos*ﬁf:(M”:*”‘—}-zz)dz

3 z
+ cos"y[ (M3 4 N252%)ds — 2N cosﬁcosyf ' ds
o

[

—aMcosz cos*l'/ 3™+ ds — 2MN cosz cosﬁf s ds,
0 : 0

c’est-a-dire

4 N";?'I—FI t M2 s2m+l -

—_ o2 . 2 =~ il
I= cos gt<3/l-+—| + 3>_""CO5 g(2m-+—1 + 3,

’M-.' Flm+1 N2 z2u+l - a\
-

+ COS"'" . = -l f4 S
‘(2m+x 2n+1) n+42" cos g cosy

2M 2 2MN
_ :Ill+- cos 9 cosu{ —_— —— ;m+”+{ COosS@ Cos g,
m-2 m -1 —+1

(*) En excluant seulement les valeurs qui conduiraient a des logarithmes dans
intégration.
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ce qui peut s’écrire

1 y: 3! 2 z? z* a
-z-—(-——m_H +-§>cos “+<———am+| +—3—)cos B

z? y? 2 2y3
v 2
+(2m+1 +2n+l>cos Y ,H_gcos[icosy

© azs 2zy
- COs & COsYy — ———=— cosa cosf3.
m-+ 2 m—n -1

Telle est la valeur du moment d'inertie (). Nous en déduisons
d’autre part cette équation en S pour servir de point de départ a la
méthode classique de détermination des axes principaux de I'énergie :

(n+2)x?
_ B3 y? (n+4+2)z*
§ z__§+2n+l+(m+2)(m+n+l)]
(m+2)%?
NES x* (m+2)y?
S—”_—3'+am+n+(n+z)(m+n+|)]
(m+n-+1)2s2 +(m+a)(n+2)(m+n+|)_’
= - y? (m—+n+1)3? 3 =
Lam 4+ Tan41 " (m+2)(n+2)

(!) Sil'on emploie par exemple la droite également inclinée sur les trois axes,
en faisant
'
cosa==cosf=cosy = \/—3—:

on aura simplement

2 y3 x5 Ty

31 x* y? 3
3 n—+2 m+42 m-+n—+1

== +
23 am-—1 an—+1

—D b i ————



