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Réduction d’un réseau de formes quadratiques

ou bilinéaires ;

Par M. Camire JORDAN.

DEUXIEME PARTIE. '
RESEAUX DE FORMES BlLiNE.AIREIS.

37. Soit
Tlmn - Eaaﬁy)\‘a ey

‘une forme trilinéaire par rapport aux / variables A, aux m variables y,
aux n variables . ' :
Prqposons-nous de la ramener & une forme canonique par des subs-
titutions linéaires opérées sur chacun de ces systémes de variables.
Cette question est analogue a celle que nous venons de traiter dans
la_premic¢re Partie de ce Mémoire; mais, quoique la méthode soit la
méme, les résultats qu'elle donne seront plus variés,
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On peut écrire
T[m,; == ZIJﬁY HeZyy .

les L étant des fonctions linéaires des A. S'il en existe seulement [’ qui
soient indépendantes, on pourra les prendre pour variables indépen-
dantes a la place d’une partie des A et réduire ainsi le nombre des
variables du premier systéme qui figurent dans la forme trilinéaire.

On réduira de méme, s'il y a lieu, le nombre des variables w et
celui des variables z. ’ :

Nous supposerons qu’aucune simplification de-ce genre n’est pos-
sible. Nous dirons dans ce cas que T,,,m est irréductible.

On aura alors nécessairement /= mn. Car, les fonctions Lg, étant en
nombre mn, il ne peut y avoir plus de mn de distinctes; maisil y en a
au moins /, par hypothése.

On aura de méme m Zin, nZlm. : :

*Si donc 1'un des nombres /, m, n, par exemple l, se redult a 'unité,
on aura m = n, et '

Al _ v ’ 'q . P
r‘lllln_)\‘uapyp*ﬁxy ka,@,——I, 2.7 ey n).
Cette expression peut s’écrire

Ty = AEMy

1%y

les M, étant des fonctions dlstmctes des w. En les prenant pour va-
riables indépendantes, on obtiendra I'expression canonique

Typn = AEpyzy.

La solution du probléme est beaucoup moins simple si {, m, n sont
tous >> 1. Nous nous bornerons a I'étude des deux cas suivants :

1° [ = 2;
20 [ = =n=23.

§ I. -- Réduction de T,,,.
38. Ona *

m
1271112 )\0?0 -+ )\2?27

91, @, etant bilinéaires par rapport aux (et aux z.
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La réduction de ce faisceau est un probléme semblable & celui de la
réduction d’un faisceau de formes quadratiques (premicre Partie, §I).
Mais, les Mémoires auxquels nous avons renvoyé (n° 3) ne contenant
pas la solution de cette nouvelle question sous une forme absolument

explicite, il conviendra d’entrer ici dans plus de détails qu 'au para-
graphe 1.

Nous établirons que P'on peut par ‘des substitutions opérées unique-

ment sur les i1 et les #, ramener sunultanement o, et ¢, aux formes
suivantes ;

! " 1 #
?':qgi_'—?;_‘_"" ?2:@2_'.—’\02—!’
lés systemes simples (@), ©,), (9% 93)s -- . n'ayant aucune variable

commune, et les deux fonctions ¢}, 9, qui composent I'un de ces sys-
témes ayant l'une des quatre expressions suivantes :

o ‘qa’,:p,w,lr-p.gw2+...+ [T,
| Py Ma &y b [y Ly e v g Ly
(¢, = Rl e R
?;:Hiwz‘*‘Pﬁxa"*;-"'*“}*rxrﬂ’
?::f"lxi"‘f*zxa“*'“-‘*‘ W .r;
Qo= Moy + gy .ot U T, —f—S(}J-,J) -+—p.2z Ao e Zy)s
cp'.:pg‘x‘—i—p._.,w_;—e—...—i—p, i
o, = 2, —i—'.y.2x2 +o o T

(3)

(%)

(Le coefficient s qui figure dans le systéme (3) est un invariant. Le
systétme (4) peut étre considéré comme une dégénérescence de (3)
correspondant au cas ol s = .)

L - a -4 - . -1 s - B R o) o evEy Nt

39. Démonstration. — Supposons d’abord que I'une au moins de=
deux fonctions ¢,, g,, par exemple s, puisse étre ramenée 4 ne con-
tenir qu une parne des variables ., z; 1l en sera ainsi : 1° 'si mzn;
2° si,"m, n étant egaux ‘e determmant de 9, est nul. ’

On peut en effet écrire .

.;?
I
=
&
i
.}.
=
S
&
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M,,..., M, étant des fonctions linéaires des . Soient M,, ..., My
_celles de ces fonctions qui sont linéairement distinctes : k sera au plus
égal au plus petit des nombres m, n; il sera moindre, si, m, n étant
égaux, le déterminant est nul. Remplacant d’ailleurs M., ..., par
leurs valeurs en M,, ..., My, 1l viendra

e, = M, X, +...+ M, Xj,

les X étant des fonctions des x, linéairement distinctes.

Prenons pour variables indépendantes les M et les X & la place
d’un nombre égal des variables w. et . On pourra, sans altérer la
forme acquise par g, :

1° Opérer une substitution linéaire quelconque sur I'un des deux
systémes de variables M, X, pourvu qu’elle soit accompagnée de la
substitution inverse, effectuée sur les variables de I'autre systéme;

2° Altérer arbitrairement les autres variables qui par hypothése ne
figurent plus dans ¢,, et que nous désignerons par xz,, x,, ...; m,,
m, . A .

Il n’existe pas nécessairement des variables de chacune des deux
espéces x,, m, ; mais il y en aura de I'une d’elles au moins. Supposons,
pour fixer les idées, qu'il y en ait de espéce z,. .

R, d . .

40. Les dérivées 5%, 5:% » --- sont des fonctions linéaires des va-
1 1

riables M et m,. Elles sont distinctes, car, si elles étaient liées par une

relation ' . '

’ d?l — .

+a d—xT s = 0,

L 9%

une substitution linéaire qui remplace z,, |, ... par az, +...,
@'z +..., ... ferait disparaitre x, de la fonction g,; le fais-
ceau A, 9, + A,0; ne serait donc pas irréductible.

41. Supposons d’abord que parmi ces dérivées il y en ait une, dg%

. ) Ty

par exemple, qui contienne les variables m,, m/, . ... Prenons-la pour
variable indépendante 4 la place de 'une de celles-ci et appelons-la p.,;

les termes de 9, qui contiennent x, et (., seront de la forme ., (@, +...);

!
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par le changement de la variable %,, ils se réduiront & un seul, g, z,;
on aura alors 9, = @, x, + 9|, @, ne contenant plus w, ni z,.

Nous avons ainsi ramené le systéme proposé (¢,, 9,) a la somme
d’un systéme simple (u,x,, o) [c’est un systéme de 'espéce (3), ou
"=1,s5=o0] et d’'un autre systéme (¢}, ©,) qui restera & réduire.

 42. Supposons au contraire que les dérivées S2L, ... ne contiennent
. dx,

que les variables M. Prenons-les pour variables indépendantes & la
place d’unnombre égal de celles-ci, et appelons-les p,, 1!, ..., en con-
tinnant d’appeler M,, M,, ... les autres variables de I'espéce M, s'il
en reste. ‘ ' :

On aura & ce moment

T e e T
¢, ne contenant plus x,, x|, .... Si elle contient encore des termes
en g, ,, ..., on les fera disparaitre en changeant les varwibles z,,
Quant a g@;, elle est bilin¢aire par rapport aux variables X d’une
part, w, et M d’autre part. Son déterminant n’étant pas nul, les
dérivées '
09, Qﬁﬂ_ . 9%,

e

de o T oMy

seront distinctes. Prenons-les pour variables indépendantes au lien
des X et appelons-les x,, «,, ...; X,, ...; I'expression de ¢, sera
devenue ‘

Dy Xy o Ty MX Ao =g+ 2+ g,
celle de ¢, étant conservée.

43. On peut, sans altérer la forme des expressions obtenues :

1® Opérer sur'les M une substitution quelconque accompagnée de
la substitution inverse faite sur les X; v

2° Opérer de méme une substitution quelconque sur les «,, 2, - . .,

Journ. de Math. (6° série), tome UI. — Fasc. I, 1gog. 2



10 - . C. JORDAN.

pourvu qu’on soumette les z,, 2, ... & laméme substitution et les p,,
(4, ... & la substitution.inverse; '
3° Enfin accroitre les x; de fonctions linéaires des X, a condition
d’opérer des changements correspondants convenables sur les
variables M, u,, z,. '
En effet, changeons par exemple, z, en z,+ aX, +BX,+....
Nous aurons introduit dans g, les nouveaux termes

(e X, +BX,+...).

Mais on pourra les détruire en changeant M,, M,, ... en
M, —ap,, My,—fu, ....

Cette nouvelle opération introduira dans @, des termes de la forme
()@1 . d‘?l )
- + ces
e ( o, B o

qu’on détruira & leur tour en changeant @, en

do, dg,
@+ agy + B +

Ces opérations vont nous permettre de réduire le systéme des deux
fonctions partielles o, o;.

99’ ) .
44. Les dérivées gz‘ d;i » -+ sont des fonctions des variables m
2 2

et M. Supposons d’abord qu’elles ne soient pas distinctes. On pourra,
par une substitution linéaire opérée sur les x, (et accompagnée de
changements convenables opérés sur les , et les , ), faire disparaitre
une de ces variables, telle que «,, de la fonction ;. Si donc nous
posons pour abréger

P 0 =0,,  wz. 4+ 0, =Dy,

le systéme (¢,, @,) aura été réduit & la somme du systéme simple
(g0, 1y @,) et du systéme (®,, @,) qui restera a réduire.
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43. Supposons en second lieu que, ces dérivées étant distinctes, 'une
d’elles, la premiére par exemple, contienne les variables m. Prenons-la
comme variable indépendante & la place de I'une de celles-ci et dési-
gnons-la par w,. On aura pour ¢, une expression de la forme

pra(@+ 4y o+ BX, ) + 9

¢, étant indépendant de ., et de z,. Mais, en combinant les opéra-
tions (2°) et (3°), on peut changer

Tyt am,+...+ BX, 4+ ... en @,

de sorte que les variables x,, x,, ,, 4, ne paraitront plus dans ¢, et @,

que dans les termes w, z, + @, 2, et , x,. Nous aurons donc ici encore
1sole un systéme simple

(P12 oy 2)

46. Enfin, si ces dérivées sont distinctes et ne contiennent que
les M, prenons-les pour variables indépendantes & la place d’une
partie de celles-ci; désignons-les par w,, w,, ..., en continuant d’ap—
peler M, M,, ... les antres variables M, s'il en reste. La fonction go A
aura la forme

(@ + aX, .. ) + py(o, + o X +.0) + 97,

¢) étant indépendant de x,, @, ..., Wy, Wy, .... Par des substitutions
de l'espéce (3°), on la réduira a

e @2+ oy o9l
de telle sorte qu'on aura

0= (P4 @y + Poe) + (P, @) + U, 7,) +. . .+ ¢,
Po= WXy + p.:m'z—i-.—i— M‘X,—}—....

47. Par une suite de raisonnements toute semblable a la préceé-
dente, on pourra soit isoler un systéme simple de I'une des deux

(3
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formes
() + Pa®sy P T+ By ),

(4% @y 4 g Ly, 1 By + P*zxs),
soit mettre @, et o, sous la forme
CP,=(fL.iI},—i-}Lng—i—y.:,.’l;_.,)—i—(IJ.l’L +P‘ L +U‘ ‘LJ>+ + Q0
?2:“"*‘7’.24—{1‘2‘%3) +(y.'x,_,+y.2a,3) .
+M, X, +M,X,+...

Cette suite d’ opu‘atlons ne pouvant se prolonger indéfiniment, on
finira nécessairement par isoler un systéme simple.

48. Nous avons supposé, dans la démonstration qui précede, que
I'une au moins des deux fonctions ¢,, ©, ne contienne pas toutes les
variables. Cette hypothése ne sera pas rmlmcc s1, m étant égal & n,
¢, et @, ont des détermmants différents de zéro.

Considérons dans ce cas, au lieu de o,, la fonction 4, =0, — s3,,
la constante s étant choisie de telle sorte que le déterminant de J, soit
nul. Cette condition fournit pour s une équation de degré n. Ayant
pris pour s une racine de cetle équation; on pourra, én appliquant a o,
el Y, la méthode précédente, extraire du systéme (9,, ;) un ou plu-
sieurs systémes simples. Puisque @, contient par hypothése toutes les
variables, chacun de ces systémes devra étre de la forme

Q)= P @y e 2, _ U, = oy +. v+ y.,su,_,'{
On pourra donc, du systéme
((?H‘ 9:) = (91, Y2+ 59,),
extraire le systétme simple |
20 Pu+59)), - ¢
lequel est de I'espéce (3).

) a laquelle nous

-3
W

49. L’expression réduite du systéme. (o
Y1)
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sommcs arrivés en modifiant les seules variables p. et x, ‘contient
autant d’invariants que ’équation en s a de racines dlstmctes Mais, si
Pon soumet aussi les variables A 4 des substitutions linéaires, on
pourra donner des valeurs arbitrairement choisies & trois de ces inva-
riants.

Soit en effet (¢, 9,) un de nos systémes simples. Le changement
de Ay, A, en ad; + BA,, YA, -+ CA, changera X, 9, + A, 9, en

A (a9, +v9s) + Mﬁ@'. + 89, ).

Supposons d’abord que le- systeme simple considéré soit de Tes-

pece (1)
Q=T T, D= Py e Uy B

L'effet de la substitution opérée sur les A pourra étre contrebalancé
par d’autres substitutions operees sur les p et les a. ,

En effet, les substitutions qu’on peut faire subir aux A dérivent des
trois opérations élémentaires suivantes : '

1° Multiplicationde A,, A, par une méme constante. Divisons les »
-par.cette méme constante; A, ', + 7\2@ resterd inaltéré.

2° Echange de 4, et de A,. On n’aura qu’a remplacer g, fhy, -
Prraiy Tyy oovy Lp PAT oy Moy wv vy By, & 17 ceey Wy

3° Changement de A, en A, + £4,; ¢, ne sera pas altéré, et o, sera
changé en

e

o 19, = (o + 1) &y + (P + L) Ba koot (P + L)
Cette expression est un cas particulier de la suivante :
(potap)z, + (s +bpy + cp ) o+ (P + b+ L)) 2,

qu’on raméne aisément & ¢, par des substitutions qui n'altérent pas ¢/.
En effet, on fera disparaitre d’abord le terme a p., z, en changeant p,, z,
en g, — ay,, ¥, + ax,; puls, sans rétablir ce terme supprimé, on
. fera évanouir les termes (b, + cp., ), en changeant w,, z,, z, en
Uy—bu, — cpy, o+ by, x, + cx,; ete. Enfin, en modifiant ,,,,
on fera disparaitre les derniers termes (kp, ...+ lu, ) z,.
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- Les mémes: considérations s’appliquent aux systémes simples de la
forme (2) qui ne différent des précédents que par I'échange des
avec les &

" B0. Supposons enfin que le systéme simple considéré soit de la
forme (3) ' : :
' 9, =A, 9 =B +sA,

en posant pour abréger
A=p 2+ + @12, B=me +. +pz,.

Soient @, &, ¢ des constantes quelconques (a, ¢ n’étant pas nuls). Il
est aisé de vérifier que aA + 6B, ¢B peuvent étre transformés simul-
tanément en A, B.

. Posons en effet @ = ac, b == fB¢. Par le changement de y,, z, en
a* 'y, ¢ 'afxy, on transformera tout d’abord @A + 6B, ¢B en
A + @B, B. On peut ensuite, sans altérer B, transformer en A I'ex-
pression A + BB, ou plus généralement I'expression

&y (T + am,)
+ Uy(y+ by +cxy) +. o+ g+ ko + . L)

dont elle est un cas particulier.

En effet, on fera disparaitre le terme az, par le changement de x,,
[ty €0 &y — ATy, ke + G hg; puis les termes bz, + cx, en changeant z,,
ko, by €N 2y — bxy, — Ccy,y ) 4 Dy, ) + cry,-elc. 5 et enfin les termes
kz,_, +...+ lz, par le changement de =,.

De ce résultat, semblable a celui trouvé au n° 5 (pour les fonc-
tions A%, B’), on peut tirer la méme conséquence, a savoir qu'un
changement de variables A,, A, (combiné a des substitutions conve-
nables opérées sur les p et sur les ) a pour effet d’opérer sur les
invariants s une méme transformation homographique, ce qui per-
mettra d’assigner & trois d’entre eux des valeurs déterminées, telles
que 0, %, T.

En dressant, d’aprés ce qui précéde, le Tableau des types cano-
niques pour chaque systéme de valeurs de m, n, on devra, pour éviter
les doubles emplois, assigner, par des considérations toutes semblables
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a celles du n° 9, un ordre de succession bien défini aux invariants s,
s, ..., et réduire le premier & zéro, le second & oo, le troisiéme a
Iunité.

B84. On obtient ainsi e Tableau suivant :
. Pour m = 2, n =1, un type

(A) Aoy @y + Ay .
Pour m =1, n =2, un type
(B IR W N
Pour m = 2,'nv= 2, deux types : -
(C) JNRTHES + Ay Py Ty
(D) Ay (P @y P @) + Mg ey
Pour m = 3, n = 2, deux types: |
(E) A, A R (2, + ),
(F) M (P Py ) 4 Ay (a @y + [y X ).

Pour m =2, n=23, deux types (déduits des précédents par
I'échange des w avec les x):

(G> )\if*ﬁi’fq +?\2(P~|‘%‘2+ }"zwfx)a
(H) (@, o) + M (B o+ P ®y).
Pour m =3, n =3, six lyjes: -

(D A (@ Py ) + A2y + py1y),
(J) M @y @+ Yo @y ) + AP, + Uy 7,),
(K) N (P @y Py = P @) + AP 4

(L) M(p )+ pay) + Ay (2 + phy %),
(M) : )H(P-ax{. 4 (e y) + Ay Uy Ty,

(N) A (P @y + g ) + Ao (Pay + Py y),

etc.



16  C. JORDAN.

§ II. — Réduction de T;;;.

52. Lexpressmn
Ty = Zasg happry= A, 0, + )\2@ + Ay 05

représente un réseau de formes bilinéaires des variables p. et z, dérivé
des trois formes génératrices ¢, 9,, ;. Une substitution linéaire effec-
tuée sur les paramétres A revient a changer le choix de ces formes
génératrices. |

A chaque point P = (A, A,2,) du plan des A correspond une forme
~du résean (définie & un facteur prés). Son déterminant A est homo-
géne et du troisiéme degré en A,, A,, A;. Les formes de déterminant
" nul correspondent donc aux points d’une cubique, A = o. L’une quel-
conque d’entre elles pourra, par un choix convenable des vauables 3
et z, s’exprimer par une somme de deux termes

P 2y ‘().2{[‘:2.

Si non seulement A, mais tous ses mineurs sont nuls, elle sera réduc-

tible & un monome
T

Mais le réseau ne contiendra de telles formes que dans certains.cas
exceptionnels.

Soient P, P, deux points quelconques; ¢,, ¢, les formes corres-
pondantes. Aux divers points de la droite ® = P, P, correspondront
les formes du faisceau

’ Lo+ Lo,

que nous appellerons le fazsceau de la droite ®.

ol
Si parmi les six dérivées I, 9 g yenap lmeau ement distinctes;
0z ()

. . . e, O gy, .
si, d’autre part, parmi les six dérivées =2t, 272
’ P » Pa 0&%,' O

pourra choisir les variables de telle sorte que dans les expressions de §,
et de ¢, figurent seulement p des variables g, et ¢ des variables x.
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Si p = g = 3, le faisceau sera irréductible, et pourra étre ramené &
P'une des six formes canoniques 1, J, .. .5 N du n° 81. Dans le cas con-
“traire, il pourra se ramener 4 'une des huit formes A, B, ..., H du
méme numero.
Nous dirons que la droite considérée est de espéce (A), (B), ete.,
suivant que son faisceau a pour expression réduite A ou B, ete. It
" nous considérerons 'espéce (A) comme plus simple que espéce (B);
celle-ci sera plus simple que 'espece (C), ete.
Aux points d'intersection de la droite ® avec la cubique A corres-
pondent celles des formes du faiscean

Ly, + LY,

dont le déterminant est nul. Ce déterminant est homogéne et du troi-
sitme degré en I,, [,.

Si ® est de Uespéce (N), ce déterminant se réduit & £,1,({, + 4,). lI
y a trois points d’intersection distincts, et les formes correspondantes
sont Yy, ¥, 4y — ..

Si® est I'une des especes (L) ou (M), ce determmdnt se 1edu1t a
21,. Deux intersections sont réunies au point dont la forme est ¢, ; 1
dernier point d’intersection a pour forme {,.

Si ® est de P'une des espéces (J), (K), le déterminant étant égal
a 2, les trois interseclions se confondent en un seul point.

Enfin, si ® est de 'une des espéces (A), (B), ..., (1), le détermi-
nant étant identiquement nul, la droite ® appartiendra tout entiére &
la cubique A.

Ces prehmlmnrcs posés, pour opérer la réduction du réseau a sa
forme canonique, nous choisirons les cotés Kis gy Ay du triangle de
référence de la méme maniére qu’au n® 13, et nous aurons plusmurs
_cas & discuter successivement.

83. Premier cas : A indécomposable, sans rebroussement.

La droite A, rencontrant A en trois points d’inflexion distincts, son
faisceau F sera du type (N). ) "

Changeons, pour plus de symétrie, les signes de x; et de )\q, nous
pourrons écrire

F=A(p 2z '—‘V(J'sx:;) + 7\2({*35’9‘3“;}*2@'2> =ANg, + Ay @a.

Journ. de Math. (6* série), tome IIl — Fasc. 1, 1goq. 3
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Ce faisceau. contient trois formes de déterminant nul
Py Pas _‘(?44‘@2):()‘2%'2"}’%934
correspondant aux trois points d’inflexion situés sur A,.
Soit ’ .
@3 = Q[ T

la troisiéme forme génératrice du réseau. On aura

an)\s"")\« Agy Ay ' d3,7\3
A= |a,h Qo hy— Ay 5ol
@iz hy . Qg3 Ay @yahy — A+ Ay

Mais, A,, A, étant des tangentes d’inflexion, A doit se redulre ala
forme

AN+ A, 2 (Br, +CA,+ Dhy);
d’oli les équations de condition

a, = 0, Ay = 0O,

Aoy = QagAga = A3, Ay 5.

Les deux produits @, @,;d,, €t a,,a;, @,, ne peuvent étre nuls a la
fois; car on aurait, en achevant I'identification, A = o; A ne serait
donc pas 1ndecomposable

Dailleurs, ces deux produits s ‘échangent entre eux, si 'on permute
les indices 1 et 2 en changeant en méme temps le sngne de A, A, (ce
qui n’altére pas Uexpression de F). Il est donc permis de supposer que
@,y Gy, @y, Nest pas nul.

On peut encore, sans altérer I, mu]tiplier Wiy Phay Mgy Loy Lay Tgy Ayy
A, par des facteurs de proporhonnahte Lyy Loy Uy, Uy, Uy, Uy, 0, O Salis-
faisant aux relations

I
L, =tu,=lu, = S

et du reste arbitraires. Par cette opération, a, sera multiplié par z; 1 ;

’
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les produits a,,,,, Gyyay, @y a,, par "fi’ @y, par —:;, ‘et 'on pourra
réduire @,,, @y, a@,, & 'unité. Nous devrons poser a cet effet les
équations ‘

Aol Uy = oy by Uy = Gy, Ly Uy = 1

ou, en tirant les « des équations précédentes,
Ayl = Oly, g3ty = 0y, gy b3 = 0Ly

Ces équations détermineront les rapports ¢, : ¢, : ¢,, si ¢ satisfait 4 la
relation
03 =@, 30y Ay,

Posons, pour abréger,

Q2Qgy A3z
P o T 9

¢
les coefficients a.,, @,,, @,, seront réduits a petay,aa.
" Nous obtenons ainsi pour ¢, une expression canonique

Q3= Ef-c(xz“‘ an) —+ P-‘_’(ch "‘95':1) -+ P':z(xi’*‘ Px, + 0'.%‘3)

aux deux invariants p, a.

Remarquons, toutefois, que, ¢ étant donné par une équation cu-
bique, p et o ne sont pas rigoureusement déterminés. On pourrait les
remplacer par 0p, 6°s, 0 ¢tant une racine cubique de 'unité.

Il existe, d’ailleurs, autant de maniéres distinctes de réduire le
réseau 4 une forme canonique de Uespéce précédente que A posséde de
couples de points d'inflexion, soit 36 dans le cas général et 3 sida un
point double. Ces divers modes de réduction donneront en général
des valeurs différentes pour p et o. '

B4. Voyons en particulier comment se modifient ces invariants
lorsqu’on permute les trois points d’inflexion situés sur une méme
droite A, et les tangentes correspondantes.

1° Echangeons d’abord %, et A,. Le réseau -

.

A, P "*‘\)\2 Dq + Ay @3
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sera changé en . .
A, s+ Ay O, +)\s‘?3-

Or, si nous changeons

. . [
By Poy Byy Xy Tyy Ay O e [y, — Ly, Ty Ty — ;Aﬁ

o, s'échange avec ¢, et A, 9, se transforme en A,9,, o, étant la fonc-
. . , . 1 ¢
tion qui se déduit de g, par le changement de p, o en i

2° On arrive an méme résultat si on remplace la droite A, par la
tangenle au troisiéme point d’inflexion. -
Le déterminant A étant ici égal a

(87— go+ DA + L (A — A — o),
cette dermiére tangente aura pour équation
)\, — )\_2 — 6)\3 = 0.

A Tancien triangl'e de référence (X,, A,, A,) nous substituons celui
formé par les trois droites

()\1 - )\2 - 0'7\37 >\2, )‘3>
Les formes correspondantes a ses sommets serc;nt :
?; =& =Ty Ry @y,
?; =Pk Q=X — Xy,
Py = Qs+ 00, = 1 (08, + @y 4+ p &) + Pa (PB4 Ty) + o (4 + 0T, )-

Si nous changeons x,, @., ,, i, by €N — Xy, — Ty, — Ty, Wy, b

les deux premiéres se transforment respectivement en ¢,, — @, et la
" derniére devient le produit de la constante — p par

1 i 1 s\
ol (“"2‘*‘ P‘“ls) + U <;xl "‘5”3) + Py (334 + %y + Ew3>'
. t
C’est une expression analogue & ¢,, mais ol p, ¢ sont remplacés

1l ¢
ar -, --
P g e
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55. Quelques cas particuliers méritent d’étre signalés :
1° Si¢ = o, les trois tangentes d’inflexion sont concourantes; -
2° A aura un point double, sil'on a

37(p% — oo+ 1) + o* =03

3° Le réseau contiendra une forme monome si I'on peut déterminer _
les A de telle sorte que tous les mineurs du déterminant
) )\! )\:l P)\'l
A= |phy, — Xy A
)\:1 97\'; G)\:; - >\a -+ )\2

soient nuls. :
Cela donne, entre aulres équations de condition, celles-ci :

A (A + o) =0, A(p*hs+A,) =o.
- Si A, était nul, les autres équati'ons donneraient
Ma=o, AL+A)=o0, M(h+N)=o;

- d’olt A, =%, = o, ce qui est inadmissible.
On doit donc avoir

)\3"*‘9)\2:01 P A+ Ay = 0;
d’otr .

Il viendra ensuite
o=2ANA+ ph}= )\,)\2+?\§ =N(h + X)),

Mais A, = o donnerait A, = o, solution rejetée. Donc A, = — A,.
Enfin, I'équation
ha(ohy— A+ X)) +pAl =0
deviendra '
o=1A;(—po+241);
d’ou
c=23¢"
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On vérifie aisément que ces valeurs de ¢ et de o et des rap-
ports A, : A, : A; annulent bien tous les mineurs de A. '

56. 4° Pour que A soit indécomposable, ainsi que nous I'avons sup-
posé, il faut que le coefficient de A}

p*—pa+1
soit Z o. 8’1l était nul, A serait le produit des trois droites
My Ay A— Ry — ol
Les faisceaux de ces droites

)\2?2"+ A D3, A, o+ 7\3‘?3, )\2<?2 + ?|) =+ 7‘3(?3 -+ c‘?i)

sont irréductibles. Considérons, en effet, le premier. Les dérivées

9%, ___ dps d9; _
2t CUNE il ST Fola o

sont linéairement distinctes. De méme pour les dérivées

092 : dP~3 e dx,”

La méme vérification peut se faire pour les deux autves faisceaux.

Réciproquement, tout réseau ot A se décompose en trois droites D,
D., Dy, dont les faisceaux soient irréductibles, pourra d’une infinité
de maniéres étre ramené a la forme réduite ci-dessus, les invariants
étant liés par la relation p* — po + 1= 0.

Soit, en effet, & une droite arbitraire coupant D,, D,, D, en trois
points distincts, qu’on peut considérer comme des points d’inflexion,
ou D,, D,, D, seront les tangentes." Si donc nous prenons Dy, D, ¢
pour les cotés A, X,, A, du triangle de référence, on pourra donner
aux formes génératrices du réseau les expressions suivantes :

GI T L fa Ty QoI %y — Paly, o Gy = Dap i
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et, A devant se réduire a la forme
A (BR + G, +DRy),
on aura les relations - ‘
A= A= 0, awau:azaas.‘zza:suam;

et 'on pourra achever la réduction de g, comme nous P'avons fait, &
moins que les produits a,,a.,a,,, @y, @,,@,, ne soient nuls tous les
deux. Mais ce cas ne peut se présenter si les faisceaux

7‘2,@2‘}'?\3‘?97 7\0%'_'*“)\3?:}
des droites A, A, sont irréductibles, ainsi que nous le supposons. 11
faudra, en effet, que 9, contienne les variables w,, , qui ne figurent
pas dans @, et aussi ¢, %,, qui ne figurent pas dans ¢,. On ne pourra
donc avoir a la foisni a,, = a,, = o, ni a,, = a,; =o, ni a,, =a,, =o,
D@, = @y, ==0. :

Mais d’autre part, si 'un des produits @,, @, @y, @y, @;,a,, est nul,
les produits égaux a,, @y, @yy @y, @, @, le seront aussi, et, comme on
peut permuter les indices 1 et 2, il est permis d’admettre que a,, = o.

Mais alors les conditions précédentes donneront successivement

3320, @y, 20, PUIS @y, =0, @,; =0 et cnfin a,,20, dol a,,a,,a,, Zo.

Il ne convient pas toutefois d’adopter comme type canonique des
réseaux ol A est formé de trois droites dont les faisceaux soient irré-
ductibles I'expression réduite que nous venons de trouver. Car, la
réduction pouvant se faire d’une infinité de maniéres, on ne saurait
pas décider si deux réseaux sont équivalents ou non par la comparai-
son de leurs réduites (lesquelles contiennent une indéterminée). Il
sera préférable dlemployer un autre procédé de réduction exempt
d’ambiguité. Nous le donnerons plus loin, et il nous conduira & des
expressions beaucoup plus simples que la précédente.

Nous maintiendrons donc 'inégalité

p'—po+1Z0
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comme partie intégrante de la définition du premier type canonique

(I) A, (‘U‘ixl — Py %y )+ }\2<H3x3 - f"zx2)
e[ (B @) A+ (@ @) - (T py + 08,
4
87. DeuxiiME cas : A est indécomposable, mais posséde un point
de rebroussement P et-un point d’inflexion Q.
Prenons pour A,, A, les tangentes a A aux points Q et P, pour A, la
droite PQ; A sera de la forme

AN +BX, - (AetB2o).

D’autre pact, A, rencontrant A en deux points confondus en
P = (X, },), et au point Q = (A, A,), son faisceau F appartiendra a
I'un des deux types (L), (M), ou, en changeant z,, z, en z,, — ,,
a 'un des deux types

(L)I F= Ki(}“'lx.‘l_ Pa®y) + Ay (s =+ P':s_xa)a
(MY F=2 (o — @) + Ay 75 '

Discutons successivement ces deux hypothéses.’

58. 1° Supposons F de la forme (L)'
- Soit )
93 = Zaik Wi g _

la troisitme forme génératrice correspondant au sommet (A,2,) du
triangle de référence : on aura

au)\a azc)\s‘_ )\1 a:n)\:)
A= -a‘|2)\3+)\l NNV ‘ )

@yzhq Q23)\3 @y hy+ g

expression a identifier avec AA] + BATA,.
On en déduit d’abord

Ay = Q33 =0, Aqy = Qy5,
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puis, en tenant compte de ces premiéres relations,

@y Qg + A3y Gy = 0,
Ay0Qy3 T3 Aoy = O,

Ay Q3o+ Qg Ay Ay — Ay B3 Q2= Azo-

Donc a,,, @, @4,a,, seront Zo. Car, si I'une de ces quantités était
nulle, les deux autres le seraient aussi; donc A serait nul, et A décom-
posable.

Mais on peut supposer a,;=o. Changeons en effet p,, z, en
W, + Iy, @, + iz, ce qui n'altére pas F; a,, sera changé en
@ys + U@, + @, ), expression qui s’annulera pour une valeur conve-
nable de la constante £,

Changeons enfin ., W, @y, Ty, Za, Ty, Ay, Ay €0 4, gy Lo phay Lty

Oy

UgTyy UgByy sy 7oms 3o les indéterminées ¢, u étant liées par les
b) 2 Y 33 t u -

Ay
bu
relations -

Lty =11, byUly ==Ly Uy

F restera inaltéré, et a,,, @,;, a,, seront multipliés par les facteurs
arbilraires ' .
bty

t,u,, Liuy,= "z;‘uz,

Lu,.

On pourra donc les choisir de maniére & réduire a 'unité a,,, a,,
et aussi a,,, s'il n’est pas nul. Les équations de condition donneront
les valeurs des autrés coefficients.

Aoy == Ay =1, Qyy=— &3 = — 1, Aoy = Az =1 0OU O,
Nous obtenons ainsi les deux types réduits :

an gl (p.,xn-— x,) + A (pa®s + p.xx3)
+ A [51-4(% + %) + (B + 25) + g (— 2, + 1'2)],
)\4(}"11"2 - P-zx|> -+ 7\2(6’*2332’*‘ E‘-:st)
(11 , ,
+7\3I_P~0(5B2+‘7"3>+ P &y = 3 @4 |-
Journ. de Math. (6* série), teme III. — Fasc. 1, 1907, 4
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Ces deux types sont bien distincts : on peut d’ailleurs-le conﬁrmc_r
comme il suit :

Changeons le role des k et des p. en con51derant Mo+ A+ Ay
comme une forme bilinéairg des variables A, z, dépendant des para-
métres p.; son déterminant sera une cubique A (y.,,y.”pa) analogue

A A. Or on aura pour le type (1I)
N = — (o ) + (i ),

cublque aun seul point double et pour le type (III)

‘= MH + 3

systéme de trois droites.

59. 2° Supposons F de la forme (M),

Son expression ne changera pas si I'on opére sur ., ., et sur &,, &,
une méme substitution lmeau‘e, en divisant A, par le déterminant de
cette substitution. Par cette opération on pourra, dans I'expression de
la troisiéme forme génératrice

Py = By (i T,y

rendre nul le coefficient @,,. En effet, par le changement de @, z, en
o+ hy, T+ Lz, on le changeen a,, + (@, + dy,) + * @y, €xpres-
sion qu’on pourra rendre nulle si a,,2 0. Si a,, était nul, on I'échange-
rait avec a,, en permutant p., x, avec y, T,.

Soit donc a,, = 0. On aura

o Gy hy — N g Ay
A=|a,ds+k apnhy Ayshy .
@ihy, o Ayh @y hy + Ay

Identifiant cette expression avec AL} -+ BA}A,, il viendra
1 ; :
Ay =0, . Q3= 0y, @138y, = 0, d'ou Q= Ay, = O,

Q3 Qyy — Gy Oys = 0, awa,,as,__A o..

Multiplions w,, U, ys, a;,, ,‘, s Aoy Ao par /,, iy, Ly u., Uy, Uy,
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[
R 7‘“’ les facteurs ¢, u étant liés par I'unique relation bty = by,
12 3 %3
On pourra les déterminer de maniére 4 réduire a l’umte a,s, Ggay Ty,
et aussi a,,, si ce dernier coefficient n’est pas nul. Les relations précé-
dentes donneront enfin @,, = a,,.

Assignant succcsswement A a,, les valeurs 1 et 0, nous obtiendrons
les deux types réduits :

(IV) xl(("‘le_EJ‘2wl>+}\2 F"axﬂl;*")\s[y'lxa“" {"*2(532‘*'333)4" f"':](xl +x2)]7 .
(V) M@y — 10, ) 4 Ky g By 4+ Ay( By + (o Ty -+ 1y Ty )

Chacun d’eux contient une droite monome X,; les réseaux des
types (II) et (III) n’en contenaient aucune.

Formons, d’autre part, comme au numéro précédent, la cu-
bique A'((,, frs, ;) analogue 4 A; on aura pour le type (IV)

A=y, (4} + p)+ popy)  (droite et conique),
et pour le type (V)
A'=p;(pi+ )  (trois droites).

Ce caractére invariant distingue nettement ces deux types l’un de
l'autre. '

60. Passons a I'examen des cas ot A est décomposable ou identi-
quement nul.

‘TroisikME cas : A admet en facteur une droite d’espéce (A).

Prenons-la pour A,. Son faisceau F aura pour expression

F=2, P&y + )\25}'25(’“ =X Pt )\2?2'
Soit
' @5 = T i Ty

la troisiéme forme generatmce Nous pourrons la simplifier par les
opérations suivantes qui n’altérent pas F : .

1° On peut remplacer 9s par une autre forme Ps — L, — UPy;

2° Changer arbitrairement les variables p,, z,, z, que F ne con-
tient pas;
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3° Opérer sur ., @, une substitution linéaire arbitraire (accompa-
gnée de la substitution inverse effectuée sur A, et A,).

61. Supposons d’abord a,,2 o. Par les opérations (2) on réduira a,,
by 3 h i) z *
alunité, a,,, a,y, a,,, a,, 4 zéro.

Par l'opération (1) on détruira ensuite @,,, a,,; on aura alors

P = (aw}‘-i + Qga Hz)xa -+ 3 X5,

N

a,, et a,, ne peuvent étre nuls a la fois, car o, doit contenir x,. Par
une opération (3) on le réduira & p;x, + 2.
Nous obtenons ainsi le type

(VI) M@+ Mg e @, Ay (s + o T, )
ou .
A, A, O
A=|o0o A, o =i}
0 0 A

est formé d’une droite double A, d’espéce (A) et d’une droite sunple A
d’espéce ().

Soit @43 =0, mais a;,Z0. Ce cas se raméne au précédent par’
Péchange des variables x,, x,.

62. Soit enfin a,,=a;,=o0. Comme ¢, doit contenir u,, a,,
sera Zo; et, par le changement de y, on pourra réduire a,,, a,,, a,
ao,o,r1.

D’autre part, ¢, contiendra x,, x,, respectivement multipliés par
Gyolhy + Qg lhgy Gyl + Gyythy. Ces deux fonctions sont linéairement
distinctes; car, si elles ne I'étaient pas, soit ¢ leur rapport, z, et =, ne
figureraient dans ¢, que par la combinaison z, + {z,, et le réseau nc
serait pas irréductible. :

On pourra donc par une substitution linéaire opérée sur w,, .,
(opération 3) réduire les termes en x,, «, & la forme plus simple
2%y~ by .
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Nous obtenons ainsi le type

(VH) )\4{"-45‘?44‘7\2}"25"!’*‘7\3({-‘-1@'3"' fro Xy + }L;,.’IJ,)-

Ici
oA A
A=|o A o |=—1A]
A, o o

représente une droite triple, d’espéce (A).

Dans chacun des deux types (VI) et (VII) les mineurs de A s’annu-
lent tous pour A, = o. Il existe donc dans le réseau une infinité de
formes monomes.

63. QuartmiME cas : A admet en facteur une droite d’espéce (B).
Ce cas ne différe du précédent que par I'échange des deux systémes
de variables w et . Cet échange nous fournira deux nouveaux types :

(VIII) M@y Ry By Ay (2 + 113 T5),
(IX) LM+ A+ 7\3(}5;1"34’#2(’324‘?‘31‘0)-

Dans le premier, A sera formé d’une droite double d’espéce (B) et
d’une droite simple d’espéce (E). Dans le dernier, A sera une droite
triple. .

Chacun de ces deux réseaux contiendra d’ailleurs une infinité de
formes monomes. '

64. CinouikMe cas : A est décomposable; son facteur linéaire le
plus simple est d’espéce (C). '
La droite A; aura ici pour faisceau

o F:)\lﬁixnf*')\zf"zwz:)‘-a?l"‘x:}?e'
Soit C -
0y = BTy
la troisitme forme génératrice du réseau. Pour la simplifier, nous dis-

posons des opérations suivantes qui laissent I inaltéré :
1° Changement de @, en ¢, — 19, —ug,;
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2° Changement arbitraire des variables z;, p;;
3° Echange des indices 1 et 2;

VW

—_— 3 ;U
4 lu, o, !

“4° Remplacement de w;, x;, A,, A, par 4;p;, u;x;

étant des facteurs de proportionnalité arbitraires.

65. Supposons en premier lieu @,;2 0. On réduira a,, & I'unité,
@ygy Qogy Qyy, @y A zéro (opération 2), puis a@,,, @,; & zéro (opéra-
tion 1).

Enfin, par I operatlon (4), on réduira & 'unité ceux des coefficients
restants, @,,, @,,, qui ne sont pas nuls, Comme on peut d’ailleurs
échanger a,, avec a,, (opération 3), on n’aura que trois cas 2
distinguer : '

1° @,; = a,, =1, d’'ou le type

(X) xaf*ixl‘*‘)\‘efhwz‘l")\a(}‘wxz'*‘ P'awi'*"}"axn)-

Ici ,
A=21M0—=123)

est formé d’une droite et d’une conique qui se coupent; A,, A, sont les
tangentes en leurs points d’intersection.

Le réseau contient deux formes monomes.

2° a,,=1, a,; = 0. On a le type

(‘XI) )\4(’-4“'4‘*‘7\2!-*2-7"2'*‘47\3(}‘-15”2""%"3‘773)7'
A=A A A,

est formé de trois droites non concourantes Ay Agy Ay, despéces ( E),

(G), (C) respectivement.

Il y a deux formes monomes.
3° a,,=a,, = 0. On ale type

»

(XII) N fei Ty g ey Ag hy T,
A=2AM0,.

Les droites A,, A,, A, sont toutes les trois de 'espéce (C)
11 y a trois formes monomes,
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66. Supposons maintenant @;, = 0; @, devant contenir ua et z,,
i @,, et @y, Ni a,, et a,, ne peuvent &tre nuls a la fois. Donc I'un au
moins des quatre produits a,;a,,; a“gagg,aé,d”, (13, @a, S€TA 2 0; et
comme on peut permuter les indices 1 et 2, il est permis d’admettrc
qu ‘on ait ] . .
alaaalzo ou - diéamzoa

d’ol @,,Z o dans tous les cas, et a,, ou a,,f,zo

Si a,, et a,, sont tous deux 2o, on les réduira a I’ umte, eta,,, a,,,
a,, a4 zéro (operatlon 2); on annulera également a,, (OPLI’&HOI’I 1).
Enfin on réduira ‘A Vunité ceux des deux coefficients restants'a,;, as‘,
qui ne sont pas nuls (opération 4).

On obtient ainsi quatre types, représentés par la formule

(XIIIaXVI) A y,.a:,—ﬁ-)\zp,mg—{—?x [y 25+ anp.qxa—i— p.:,(a; +a,,x, )]

et correspondant aux quatre systémes de valeuPs U2 == 0,1, Gy = 0, 1.

)\|__ Y ' 7\3 B .- -
A=1o Ay Agahy = ?‘i()\e“_l"azsan)\i)
Ky @y, o | o '

sera le prodmt de la dr01te double 7\3, & espece (C), et d’une dr01te
simple. Celle-ci sera : : C s

D'espéce (1), si...... e Ayy == @ge =1
» (G), slevevnnnn... . Q3T 0, Azp=1
» o (B)y sl a0, Ay =0

o DY sl eaooaa L 3T Q3o == O o

Chacun de ces quatt‘e reseaux contient deux formes monomes.
Le cas ol a,,a,, serait nul, mais a,,@,,> 0, se raménerait au précé-
dent par 'échange des indices 1 et 2. S
'67. Reste a discuter le cas ot @,;@y, = @, @,y = 0. L’un an moins
des produils @,;as,, @y tty, S€ra Z0; et, comme on peut echanger les
indices 1 et 2, il est permls de supposer a,, adqz 0..
On aura des lors @y, = @;, = o. On pourra réduire a,, a22 4 7616
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par Popération 1, a@,,également par le changement de la variable y.,.

Enfin, par 'opération 4, on réduira a I'unité les coefficients a,;, a;,,

et aussi le coefficient a,,, si ce dernjier n’est pas nul. o
Sia,, =1, on aura obtenu le type

(XVII) M &y Ay oy + Ay (Py Ty 4+ e @y + g Ty),

ol A = A] est une droite triple d’espéce (C).
Ce réseau contient deux formes monomes.
Si a@,, = o, on aura le type

(X VIIT) AN, + Aoy + Ay (1 g + g 25

- Ici A est identiquement nul.

68. SixiiMe cas : A est décomposable; son facteur linéaire le
plus simple est de Uespéce (D). '
Le faisceau de A, sera

F=Xpx 4+ poz)+ Az,

On dispose, pour simplifier I'expression de
®a = Zauir,

des opérations suivantes, qui laissent I inaltéré :
1° Changement de ¢, en ¢, — 19, — uo,;
2° Changement arbitraire des variables p,, z;;
3° Changement de p,, A, en @, — Ly, Ay + L5
4° Changement de z,, A, en z, — L@, Ay + LA}
5° Changement de p;, @k, A, Ay en &;;, Uy, ?1%’ -tﬁi—‘, les fac-
teurs ¢;, u; étant liés par la relation ¢, u, = ¢, u,. .

69. Supposons d'abord a,,2 0.

Par 'opération 2 on réduira a,;, @.,, @4, t;4, @33 40, 0, 0,0, 1}
puis on annulera a,,, a@,, par I'opération 1.

Cela posé, si a,, n'est pas nul, on pourra le rendre égal 4 1 (opé-
ration 4), puis annuler a,, par I'opération 3. On aura ainsi le type
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réduit - ‘ | ~
(XIX) >\|(P~4x«+P‘&xe)‘*‘)\ﬂ‘-zxk"“)\s(}’ﬂx‘z‘i‘ K%y ),

ou la cubique

A=y (R —M0)

est formée de la droite A, et d’une conique tangente.
Si @,, = 0, mais a,,Z 0, on pourra le rendre égal & I'unité, et 'on
obtiendra le type

(XX) A (1 By + Pa®a) + Ay @y + Ay (e @y +.P'3$3)~

Tci la cubique
A=NA (A+A)

est formée de trois droites concourantes

Ay, despéce (D),
A, d’espéce (G),
A+ A,, d’espeéce (E).

Resterait 'hypothése @,, = @,, = 0; mais elle doit étre rejetée ; car
le réseau contiendrait la droite A,, dont le faisceau, se réduisant &
A, y.gcb, + Ay 13 @, serait d’espéce (C); A, ne serait donc pas le facteur
le plus simple de A. ‘

70. Passons-au cas ol a;, = o. ,

Si a,,20, on pourra annuler a,, (opération 3); puis rendre a,,
égal d 1, a,, égal d o, et a,, ¢gal & a,, (opération 2); faire disparaitre
“ensuile @, ,, @,,, @s, (Opération 1). -

Cela posé, si a,, n’est pas nul, ‘on pourra le rendre égal & 1, puis
annuler a,, (opérations 2 et 4). On obtient ainsi le type

(XXI) 7“‘(}1¢$| +%’~2x2)1*‘7‘2{"-2x| +)":1(P'ix3+ P‘-‘tmﬁ)’

ou
A=12A3A,

Journ. de Math. (6* série), tome IIL. — Fase. I, 1go7. 5
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est formé d'une droite double A, d’espéce (D) et d’une droite simple A,
d’espéce (I). ' _

St a,, est nul, a,, nele sera pas, car o, doit contenir w,. Par’opé-
ration 5 on le rendra égal & 1, ce qui donne le type

(XXID) A (g2, 4+ pom,) + Aoty + A (g, + 2y

Ici

A=—LA,

3

est formé de la droite double Ay, d’espéce (D), et dela droite simple A,
d’espéce (E).

71. Reste le cas ot ayy = a,, = o.

Comme g, doit contenir x,, a,, ne sera pas nul.

Sil'on a également @y, 2 0, on pourra annuler a,, par 'opération 4;
puis par le changement de u, réduire a,, & zéro; par celui de x, ré-
duire a,,, a,, & o, a,,; puis par l'opération 1 faire disparaitre les
termes multipliés par a,,. Enfin, par I'opération 5 on réduira & 1'unité
les seuls coefficients restants a,,, a,,.

On aura ainsi le type

(XXIIL) A (i g ®y) + Ay @y + Ay (P Ty + Py Ty )
A=— A,
représentera ici une droite double, d’espéce (D), et une droite simple,
d’espeéce (G). .
Enfin, si a,, est nul, a,, ne le sera pas, car ¢, doit contenir p,. Par
le changement de p, et de «, on pourra annuler @, ,, @,,, @,,. Par'opé-
ration 5 on rendra a,,, @;, égaux & 1, ainsi que @,,, si ce dernier coef-

ficient n’est pas nul.
On aura, pour @,, =1, le type

(XXIV) A (@) 4 oy ) + My @y + Ay (1 To + Po @y + (132, ).

ICi " ]

A=

représente une droite triple, d’espéce D,
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Enfin, pour a,, = 0, on a le type '
(XXV) .Al(f"ixi’*"f"2$2>+)\2f*2x1+)\:}<}*2x3+ %"axt)a

ol A est identiquement nul.

72. Remarque. — On vérifie aisément que, pour les réseaux (XIX)
a (XXV) que fournit 'étude du sixi¢me cas, les mineurs de A ne
peuvent s’annuler & la fois que pour A, = A, = o. 1lls ne ‘contiennent
donc qu'une forme monome. Ce caractére invariant les sépare des
réseaux (V1) a (XVIII), qui en contiennent au moins deux.

73. SepriiME cas @ A est décomposable; son facteur lindaire le

plus simple est de ’espéce (E). — On a ici
F=Xp 2, +N(mz, + px,).

On peut simplifier @, par les opérations suivantes, qui n’altérent
pas F : - 4 -
" 1° Changement de ¢, en ¢, — {9, — ©0,;
2° Changement de la variable z, ;
3° Changement de p.,, @, en g, — g, @y + (3,
4° Changement de p,, A, en p, — {p,, A, + {A,;
5° Changement de .,y @;, Ay, Ay en 4, u;z;, %, Zj—i—‘z
les ¢, u étant liés par la seule relation 2, u, = ¢, u,. ‘
Soit

CPa :Zaik}"ixlv

Toutes les opérations précédentes laissent le coefficient a,, inva-
riable ou le multiplient par un facteur arbitraire autre que zéro. Nous
aurons donc a discuter les deux hypothéses distinctes

Ay =1, gy = 0.

74. Premiére hypothése : a,; = 1. — On pourra annuler a,, et a,,
(opérations 3 et 4); puis annuler a,, et rendre a,, égal & a,, (opéra-



36 , - €. JORDAN.

tion 2); cela fait, 'opération 1 pourra faire disparaitre @,,, @,,, @;.;
enfin, par l’opération 5 on rendra égaux a 1 ceux des coefficients res-
tants a,,, @,, qui ne sont pas nuls.

Ils ne peuvent étre nuls & la fois; car, ¢, se ‘réduisant 4 p, z,,
A contiendrait en facteur la droite },, dont le faiscean

A, Wz, + A P-zd"s

est de I’espéce D elle serait donc plus sunple que 4.
Restent les trois solutions

Q= a3, =13} Q3= 0, A5, =13 Qi =1, Gy, = 0.
La premiére donne le réseau
(XXVI) A, M, + )\2(}‘-2371 -+ }’-3x2> + )\a(Pﬂw;"‘*‘ Yo 2y + y.:,.%',),

ou ‘
A=2A00—N0,)
. A}
représente une droite et une conique qui se coupent.
La deuxi¢me, le réseau

(XXVH) A, iz, + )\2<P’2x4 + e Ty) + >\3(‘U«_,$3+ BT, )-

A= — AN,
y représente trois droites non concourantes A, A,, A,, respectivement
d’espéces (H), (E), (E).
La derniére, le réseau

(XXVHI) Az, + A (pozy + PaZa) + Ay ([, Xy + Py %),

Ici encore B
=— AR A, o

sera le produit de trois droites non concourantes; mais elles seront

des espéces (I), (G), (E).
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78. Deuwmi¢me hypothése : a,y = o. — 1. Supposons d’abord
a.szo,, ({3,320.

On annulera a,, et 'on rendra a,, égal & a,, par le changement de
la variable z, ; puis par 'opération 1 on fera disparaitre a,,, ., @;..

1° Si maintenant a,,20, on fera disparaitre a,, par U'opération 4;
enfin 'on rendra a,,, @y, @y, égaux a 1 (opération 5). Et I'on aura
le type réduit '

(XXIX) @+ A (U@, + 1y @,) + Ay (4 @y + pha®y + *3%3),

ou

A=2(0hy—1A3)

représente une droite et une conique tangentes.
2° Si a,, est nul, a,, ne pourra 1'étre; car la droite A, aurait pour
faisceau ‘
A, Py = 7\3(‘143 Py g T Qyy P'sws)

qui est évidemment réductible & I'espéce (C). Ce serait donc un divi-
seur de A, plus simple que %,.
Cela posé, on pourra réduire @,;, dg;, @,, & I'unité, ce qui donne le

. type
(XXX) Ao+ Moy + oy @) + Ay (py T 4 1, Ty + 13 %),

ou
A=M0L—2)

représente trois droites concourantes, d’espéces (E), (G), (E).
(En effet, considérons la droite A, — A, par exemple. Son faisceau
sera '

M@y A ey + (o + o) (22 + 7))

et se raméne immédiatement 4 E en changeant p,, , en g, — u,,
Ty — X3 ). ' ' '

76. 11I. Supposons en second lieu a,, 20, as; = 0. On pourra, en
changeant la variable z,, véduire a,,, a,., a,, 4 0, 0, I.
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1° Cela posé, si @y, 2 0, on rendra a,, égal & a,, (opération 3); puis
on fera disparaitre ces coefficients (opération 1). Enfin, par P'opéra-
tion 5, on réduira a4 P'unité aog, et ausst a,,, sice dcmler coefficient
n’est pas nul.’ :

Si ay, =1, on aurale type

(XXXL) A,k Moy 1y @) A Ry (8 + o T+ 15 2,).

A =2%,(A] — 1}) représente encore trois droites concourantes.
La premiére cst de espéce (E) et les deux autres de espéce (G).
Considérons, en effet, 'une des deux autres, A, == X,. Son faiscean

A, P&+ Ay [}"2“;4 @y T (U By P @y 4+ Uy T, )J
dépend seulement des cinq variables
gy Mo Mgy, Xy, Xy Xy

D'ailleurs, il contient une forme monome i, z,. Il est donc de V'es-
pece (G).

Si a;, = 0, on a le type
(XXXIT) Az, + A(pa 4+ 252, + Ay (0, Ty + Lo 2y).

A = A}, est le produit de la droite simple A, d’espéce (E) par la droite
double A,. Celle-ci est d’espéce (), car son faisceau dépend des cing
variables w,, p,, z,, #,, , et contient la forme monome u, z,.

2° Si ay, est nul (a,y, @, a,,, @y, a,, étant déja réduits a 1, o,
0, 0,v), on pourra, par 'opération 1, annuler a,,; puis, sia,, n’est pas
nul annuler a,, (opération 3); enﬁn reduu e dy, a I'umté (opéra-
tion 5). On aurait alors le réseau

Mpaz, + Ma(Pa®, + p @) + N (0, 75 + )
A=2X%0"+1y).
Mais ce cas est a vejeter, car la droite A, + A, d,on‘t le faisceau
- M@y + A (@, — oy 2y)

ne dépend que de quatre variables, serait plus simple que la droite A,.
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S a,, etalt nul, ¢, se réduisant a- iy 'y, gqx,, le.faisceau de A,
A s [ Ty +7\ (f‘*ixs’!‘anf‘w |)

ne dépendant que de quatre variables au plus, A adm‘ettrait un facteur
linéaire A, plus simple que 7\3.« Ce cas ést dqnc encorfe. & rejeter. =
77 III Supposons enﬁn a” —0 (avec a23 = o) La formc 24 de—;
‘vant contenir @y, @y, sera Z o. En changeant la variable z,, on pourra
le ramener & 'unité, annuler a,, et .rendre a,, eﬂal aa,,; pms, par
'opération 1, f"ure dlsparall;re Gyyy @y, Gys5 B, SEra ainsi ramené a la
forme : v :
aw{-"im -+ anzf‘- .CL‘, ‘*— P“)*L;

Les coefﬁcwnts @y, @, me peuvent éire nuls tous deux car la
dr01te Ay, dont le faisceau se’ réduirait-a

Nz, +)\ }La:}c;

ét he contiendrait que quatre varlables, 'seralt un facteur de A plus
s1mple que A,. i .

D’autre part si ;) 20, 1’operat10n 4 permct d’annuler a,a Donc,
un seul des deux coefficients a,,, @,, différera de zéro.: L’opération 5
permettra de le rendre égal & l'unité. Faisant donc successivement
a,,= 0, a,, =1 et a,, = I, a,, = 0, nous obtiendrons les deux types

(XXXHI)‘ A Py @y + )‘-2(H'2x1 -+ P‘:’.xz) + A (}"2‘7"2 -+ }Laxs), o
(XXXIV) l‘y.,:c + A, (51.227, +p.3w2)+~l (4 Zy + 3@y ).

" Dans le premler A __—7\ A;. Le facteur double A, est de Pes-
péce (E) et le facteur simple 7& de I’espéce (H). '
Dans le second, A = — A, A]; A, sera encore de l'espéce (E); mais

le facteur simple.}, sera de I espece (G)- ,

'
.

'78. Hurmine oas : A est decomposable, son facleur linéaire
le plus simple est de l’espece (F). — Le faisceau F de A, estici dela
forme

N2+ ) + (s + )
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Il reste inaltéré par les opérations suivantes, dont on pourra se
servir pour simplifier I'expression de ¢, :

1° Changement de 9, en ¢, — 10, -- ©0,;

2° Changement de la variable x,;

3° Echange de A, w,, z, et de Ay, gy &

4° Changement de A, g, @,, gy €0 A, 4 LRy, oy — Ly, T, + 1Ty,
Po — 28+ Ly

5° Changement de.;, z;, Ay, A, €n Ly, u;x; b s

— les fac-
£ tlttl, t,lll, N

teurs £;, u, étant liés par les relations
Liuy= lyUy, Lyu =1u,.

Les opérations 3 et 4, combinées entre elles, permettent d’effectuer
sur A,, A, une substitution linéaire quelconque (4 condition d’en
détruire I'effet par des substitutions correspondantes effectuées sur les
variables . et ). Cela revient a déplacer a volonté sur la droite A,
les sommets (A, A;) et (A, A;) du triangle de référence. Au lieu d’exé-
cuter sur @, ces substitutions assez complexes, il sera préférable de se
donner a priori autant que possible la position de ces deux sommets,
et de voir, d’aprés leur situation relativement 4 la cubique A, les con-
ditions qui en résultent pour la fonction

¢ = Zaik}‘-iwk-

Ona
ay hy+ A, ay A+ Ay @y
@y A azz}\a‘*f)w Qgo kg4 Ay 27\3(433}\?"'“23)"'7\2’*‘ aaa)\:"‘---)-
ashy Ay Ay Qg3 hy

Le facteur entre parenthéses représente une conique cut peut étre
décomposable, mais n’est pasidentiquement nulle, et ne contient pas A,
en facteur; car, x, devant figurer dans @,, @5, @,3, @5 ne sont pas
tous nuls. ‘

Cette conique rencontre A, en deux points : s’ils sont séparés, on
les choisira comme sommets du triangle de référence; on aura, dans
ce cas, @,; = dy, = 0, et I'on pourra supposer a,; =1.



o

REDUCTION D'UN RESEAU DE FORMES QUADRATIQUES. 41

S’ils se réunissent en un seul, on le prendra pour le sommet (X, 2,),
laissant 'autre sommet indéterminé provisoirement. On aura, dans
CC CaS, @)y == Byy = 0, Ay = 1.
Discutons successivement ces deux hypothéses. .

79. Premiére hypothése S @ 3= @,;,=0, @y; = 1. — Par le chan-
gement de x,, on rendra a,, et a,, respectivement égaux a a,,, @;,;
puis, par le changement de ¢,, on fera disparaitre ces quatre coef-
ficients. Enfin, par 'opération 5, on rendra a,,, @,, égaux 2 o ou a 1.

Pour a,, =a,,=1, on aura le\type '

(XXXV) 7\4(.%374*'f‘-zxa)‘*‘)\a(lxzx;‘*'(-’-axz)
| + Ry (4 @y + Wy 5 + @, )-
A= XA

représentera une droite et une conique qui se coupent.
Pour a,, = 0; a,, =1, on aura le réseau

(XXXVI) 2 (@) + ha2) -+ Ra(pa@, -+ o) -+ Ay (11 @0+ ).
A=— A0,

repr%sgntera trois droites non concourantes, d’espéces (1), ( H), (F)
respectivement.

Le cas ou a,,=1, a,,= o0 se raméne au précédent par l'opé-
ration 3. .

Enfin, pour a,, = a,, = o, on aura le type

(XXXVH) SN @y A P @)+ Ay (a®y + Py Ty ) o+ Ay 1y Ty,

ou

A=—2A AR
représente trois droites non concourantes et d’espéces (G, (G), (F).

80. Deuxiéme hypothése : a,, = a,;= o, a,,=1. — Par le chan-
13 23 ? 33

gement de xy, on annulera a,, et I'on rendra a,, égal & a,,; puis, par

le changement de ¢,, on fera disparaitre a,, d@,,, @y.,.

Journ, de Math. (6* série), tome III. — Fasc. I, 1907, ] 6
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Si maintenant a,, nest pas nul; on fera:disparaitre.a,, par1’opéra-
tion 4; enfin, on rendra a,; égal a1 par l'opération 5, et I'on aura
ainsi le réseau

wrs [ (T ) e (s
ooxxviiny | o ) e R (o z.)

-+ )\9<P~2-?("2 +P‘3$3>’

ol

A=A, .(7\,‘—+- Ay)
représénte trois droites.concoiirantes; d’espéces (F), (H), (1) ‘Tespec-
tivement. : .

Si @,, = o, mais @,,Z 0, on pourra le rendre égal & 1 par lfopéra—
tion 5, et I'on aura

xl(f"i‘xl + P‘2x2) + 7\2(1"'21’1 -+ P'axz)
+7\3(E"*4$2+P'3x3>- -

A= (A= A,A,)

(XXXIX)

représente une droite et une conique tangentes entre elles.
Enfin, st a,, = @,, = 0, on aura le type

(XL)  N(pa®, + po2,) + M (@ + (s 8) + Agha @y
A= N,
La droite double &, est'd’espéce (G); A, est d’espéce (F).

81. Neuvikme cas : A est décomposable; son facteur linéaire
le plus simple est de Uespéce (G) ou de Uespéce (H). — Les fais-
ceaux G, H ne différent des faisceaux E, F que par-I’échange des
deux systémes de variables w et z. Les types cherchés se déduiront
donc immédiatement des types XXVI & XL par cette méme opé-
ration,

On doit toutefois rejeter, parmi les nouveaux: types obtenus, tous
ceux ou A contiendrait un facteur linéaire de I'une des espéces (k),
(F) plus simples que (G) et (H). Ce sont ceux que I'on pourrait
déduire de ceux des types XXVI a XL.ott A contient un. facteur de
I'une des espéces (G), (H).
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Il ne'restera- ainsi que quaire ‘Lypes .nouveaux, déduits respccti-
vement des types XX VI, XXIX, XXXV, XXXIX. Ce sont les. sui-
vants i
(XLI) . iy + A (U @yt P )—1—7\ (o, —;—y.._,J, —i—p,xs‘)
(XLII) A @y Ay (g By + o Ty )+7\ (s Tyt oy o fhy Tg)y
(XLIIL) A @y @)+ Ry (g By + Py

- ( —{—7\3(51-21',—{—{}«3.’1’}2-‘{— .ulxz)v»

C(XLIV) A (i poa) + Ry (pa @2+ pa@y)
| +)\3(H2x“*&f"3x3)t'

La cubique A s’y décompose en une droite A, et une conique.

La droite &, est de V'espéce (G) dans les types XLI et XLII; de - '

Uespéce (H ) dans les deux autres.
- Elle coupe,la conique en-deux points distincts_dans, les types XLI
et XLIII; elle la touche dans les deux autres.

82. DixiiMe cas : A est décomposable; mats tous ses facteurs
linéaires sont de Uespéce (1). — Soit A, 'un de_ces factears; son
faisceau sera réductible a la forme

F=A(p 2+ pyxy) + Ay(pow, + By &g ).

Mais la discussion sera-plus claire si, en changeant x,, x,, x, en — x,,
%y, &y, pous lui. donnens la forme équivalente .

. . IF = )\4(1‘1‘3-’”4 - \U'I'L‘f) +7\2(P"L’- y.z.?}.,),

Cette explessmn reste inaltérée :

1° Si I'on opére une méme substitution lmealre sur les deux sys-
témes de variables {15 (k2 €L T, o, €L sur A, A, la substitution inverse
de celle-la;

2° Si P'on change p” fay Zyy Ty €N [y Lfkg, o -+ Uy, Ty + L2,
XLy + U,

Cela posé; considérons: la foncnon @5 Ellerpeut se.mettre sous la
forme

Q3 =8 + o,
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8 étant symétrique et A alternée par\rapport aux deux systémes de
variables u et . .

8 sera la polaire par rapport aux y d'une forme Q quadratique
€N Xy, Ly, Ty-

Les substitutions 1 et 2 permettent, comme I'on sait, de reduu‘e 2Q
a I'une des huit expressions suivantes :

2L\ Xy + Tyy 2T, Ty, T+ 20,T,, X+ X,
2 . 22 .
Ly 2%y, Ly 03
dont les polaires, divisées par 2, seront les expressions réduites de s.
Quant a &, elle sera de la forme

a(y'cxz— P"le) -+ ])‘(‘J'le - f"-iwa) -+ C(P'axﬁ - .U-zxa')

et le changement de ¢, en ¢, — bq), — ¢@, la réduira a son premler
terme , .
a(ih, &5 — U2, ).

Soient respectivement $’, &' I’ensemble des termes de $ et de £ qui
contiennent les produits de @, @, par x,, x,; si le déterminant de s’
n’est pas nul, a® représentera le rapport des déterminants de &' et
de 8'. Clest donc un invariant du réseau. On pourra seulement
changer le signe de @ en permutant les indices 1 et 2.

Dans tous les autres cas, en multipliant.les variables A, u, z par des
facteurs de proportionnalité convenables, on pourra réduire aal’ umte,
s’il n’est pas nul. Si, par exemple,

2Q =z} + 2,7y,
d’on
§ = Uy, + Pﬂxs‘f‘ }Laxc 3

il sufﬁra de changer ., ps, @y, %5, Ayy Ay, A, €0 apy, @y, ax,, oz,

Mol N
i it Si 2Q ne contient pas x, on changera w,, z,, A, en

A
ﬂ; —l, a7\|.
a a
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83. Discutons les solutions trouvées ci-dessus :
Soit 2Q = 22, z, + x} : on obtiendra le type

X4(‘{1-:;-'3’;- - P"st)._k)\ﬂ(f“axﬂ - }1.2x,)
+ M[(1+ @)z, + (1 — a) pox, + P2y .

A= N[(a*—1) — 2]

se composera en général d'une droite A,, d’espéce (I) et d’une conique
qui la coupe. ‘

Si @ = =1 (ces deux cas se raménent 'un & P'autre), A dégénére
dans le produit de trois droites non concourantes A, A,, A,. La droite A,
est d’espéce (1), les deux autres d’espéces (F) et (H). Le réseau (XLV)
doit donc, pour cette valeur de a*, pouvoir se transformer dans le ré-
seau (XXXVI) qui est le seul, parmi ceux précédemment trouvés, ol
A se décompose en trois droites non concourantes des espéces précitées.

Effectivement, soit, pour fixer les idées, @ = + 1. Le réseau XLV
deviendra o '

(XLV)

)\«(P'axc - Pﬁxa) + ‘Az(f"'ax2 - P'z_xs) + 7\3(2H«-7;2+ sts‘)v
expression qui se transforme en XXXVI, si I'on change
) ) Ay Ay Ay, Byy Mo Py &gy Xy Xy
en .
— A5 20y, Ay iy “'%P':n _P‘zv — Ty, -‘Exn Ty

Il faudra donc, pour éviter un double emploi, soit introduire la con-
‘dition @*21 dans la définition du type XLV, soit supprimer, cette
- condition, mais en rayant du Tableau le type XXXVI, qui ne serait
plus qu’un cas particulier de XLV. '

84. Soit 2Q = 2x,z,. On aura le résean

)\4<Ps$c - f-’*qxs) -+ 7\2(5’-3-7;2 - .P-zxa)

(XLVI) |
- M1+ @) oy + (1 — 8) s, ).

o (1—a)k, X, |
A={(+a)k, o A |=—2XN0

—A, —X, ©



46 . C. JORDAN.

représentera Lrois droites non concourantes. Leurs faisceaux dépeiidant
en général de toutes les variables seront de I'espéce (I).

It y aura toutefois dégénérescence si @*=1. Soit, pour ﬁxer les
idées, @ = + 1. Le réseau deviendra

A (@) — @) + Mo (o &y — g%y )+ Ay 20, T

Le faisceau de A,, ne dépendant que des cinq variables w,, @,, ts,
Z,, Ty, et contenant une forme monome 2, z,, sera de I'espéce (E).

Celui de A,, ne dépendant que de w,, g, z,, %,, x, et contenant
cette méme forme monome, sera de J'espéce (G ). Celui de A, sera tou-
jours de I'espéce (I). :

Le réseau partlcuher que nous con51derons doit donc étre équivalent
au type XXVIII qui, seul parmi les precedents, jouit des propriétés
ci-dessus. Effectivement, si nous remplacons.

)\19 )\w )\39 P'n P'29 y‘!’ Ly Loy Ty *

par ’ : .
4
Ay Ay, ;)\n Wiy 3 oy X3y Ty, — Xy

I'expression précédente se-transforme dans l’expression XXVIII.

11 faudra donc introduire encore la condition @*2 1 dans la définition
du type XL'VI, ou, si 'on veut supprimer cette 'restl iction, rayerdu Ta-
bleau le type XX VIII, quineserait plus qu'un cas particulier de XL VL.

85. Revenons au cas général, ol a*21. La cubique A se'décompo—
sant en trois droites de méme espéce, on pourra choisir arbitrairement
parmi elles celle que 'on prendra pour 2,.

Dans quelle mesure la valeur de I'invariant dépend-elle de ce choix ?

1° Nous avons vu que I'expression XL VI ne change pas si 'on per-
mute les indices 1 et 2, en changeant le signe de a. Cet invariant ne
fait donc que changer de signe si I'on permute les droites A,, A,.

2° Permutons maintenant X, et A,. Le réseau deviendra

A (e — %) + K| (14 @)y + (1 — a)wl-]

+ Ay (P @y — pas)-
Changeons

gy Fay oy Ly Ly Xy Ay
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en ' _ '

B2 Ty 2
Pao 70 T e - Te T —~z, (a —I))\a-

Cette expression sera charigée en ‘

7‘1({*3“;1 - .was) -+ )\_,(EJ.«,.’L.,-—— P-zw:;)
+ M1 —a)wz,+ (1 +a)uw, s, |

" et 'on voit que I'invariant, ici encore, a simplement changé de signe.

86. Soit
2Q =z} + 22,243
.on aura ‘

1?3 = YTy Ty Ry Xy a(f“’ax‘z— P‘zz'c)a

a étant égal 3 1 on do.
L’hypothése a = o doit étre rejetée, car la droite A, — )\3, ayant
pour faisceau

A, P+ )\4(?4 +‘P3) = )\2<f1~a$2— Pay) + )\A(P:zxz‘*“ 2,7,

qui ne contient pas la variable ,, serait un facteur de A, d’ espece
plus simple que (1).
Posons donc @ = 1; nous aurons le type

(XLVII) ! )\i('y':‘w‘ - !J"x:’)‘—'— )\2({"1'3'.1;2._' P"-’xff)
-+ 7“3[{*‘4((52 + "”3)-"‘“ P‘2<$2 - xl) + P‘axa]'
0 — Ay A+ A, _
A, A A | =AM — A2 —alh,)
[ %=X —A o

A

I

représente une droite et une conique tangentes entre elles.

87. Dans les cas qui nous restent 4 examiner, ) ne contient plus la
variable z,, et a doit étre supposé égal a o ou 4 1. Mais ’hypothése
a = o doit étre rejetée.

En effet, les variables w,, x, ne ﬁgureralent pas dans la fonction ¢,
non plus que dans la fonct_lon Gy == Py y — Py %;. Le faiscean de la
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droite A, contenant au plus quatre variables, cette droite serait un
facteur de A, d’espéce plus simple que (I).

88. Soit 2Q = ] + ], et @ = 1. Nous aurons le type

(XLVHI) )\a(sti“Hlx_s)‘F)\e(.}"am_'z-f"z-xs) o
-+ R (o @y + (g Ty + By Ty — @)

o —A A
A=| A - A A =R+
—h —A A

représente trois droites concourantes. Toutes trois sont de I'espéce (I).
89. Soit 2Q = «}, a = 1. Nous aurons le type
(XLIX) A (s, — Py ®s)+ Ao (s @y — (o 5 )
: +)\3(P'2w2+{~"4x2—f1-2x1)-
A=A AL
se décompose en une droite double et une droite simple, toutes deux
d’espéce (I).
90. Soit 2QQ = z,x,, a = 1. Nous aurons le réseau
A (@ — 1y @y ) -+ Mg (23 Bp — (2 @)
-+ Rs(f”zxa + Py Ty [l Ty — {J.,.T}?).
o — A, A,
A=] A, 0 A+ Ay |=2h,2
l — A, Ap— A, o '
est encore le produit d’une droite-double par une droite simple, toutes
deux d’ espece (I. ,
Mais un réseau de ce genre est susceptible de deux. formes réduites
"distinctes suivant qu’on prend pour A, la droite simple, comme. au
. numéro précédent, ou la droite double, comme ici. Une de ces expres-

sions doit étre rejetée, si I'on veut éviter un double emploi. Nous
pouvons donc laisser de coté ce dernier type.
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91. Soit 2Q =}, a = 1. Nous aurons le type

(L) )\1(@3@‘ "‘l-‘-nxs)"}')\'z(f‘-ax:“ f-‘*a”fa)‘*_)\n(%"swn“*" Py @y — P"Zwi)'

o — Ay A,
A= A, o A=A
— A=A A

représentera une droite triple.

92. Soit enfin Q =0, @ = 1. On obtiendra un dernier type

(LI) 7‘4({*3“"1 - P‘lxif) +.)\2(P~3xz‘—‘ E*:zx:;) -+ )\3(51'1 Ly — E’;zxq)y

qui, par le changement de A,, A, en A,, —A,, pourra s’écrire sous
forme de déterminant
Ao =
. Ay B Ty
) - Ay By @

" A sera identiquement nul et contiendra toutes les droites du plan.
Mais elles seront toutes de I'espéce (I). Car, si 'une d’elles ¢était d’une
espéce plus simple, le réseau actuel devrait étre equwalent a l'un des
types précédemment trouvés pour lesquels A est nul. Ce sont les
types XVIII et XXV,

Mais le réseau XVIII contient deux formes monomes, le résean XXV
une seule, le réseau L1 aucune. Ces trois types sont donc nettement
dxstlncts

93. Nous donnons ci-aprés comme résumé le Tableau des 51 types
que nous avons formés et des caractéres invariants qui les distinguent.
- La colonne intitulée : Facteurs de A demande quelqués explica-
tions. Le symbole A représente une cubique-indécomposable : Q dé-
signe une conique indécomposable; A B, ..., I des facteurs linéaires
correspondant a des droites d’espéce A, B, ..., L.
~Ainsi A*G, mis dans cette colonne, signifie que A se décompose en
une droite double d’espéce A: et une droite simple d'espéce G
IIT que A est formé de trois droites distinctes d’espéce I; etc.’
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FORMES GENERATRICES

NUMEROS |
des types.

: D P
Lol W, Z = W 2 | My 2y — W 2,
o @ — 02 | gy 2,4 pa
HI....... id. - Id.
v........ 1d. Yy &y
Voociao.. * Id. Id-

AV TCH By &y
ViL....... Id; Id.
VIIL...... Id. W, 2z,
IX....... Id, Id.
X Id. M2,
Xhoooooo Id. Id.
XIL...... 1d. id.
XIIL...... Id. Id.
Xiv...... Id. Id.
XV...... Id. Id.
XVI....:. Id. Id.
XVIIL..... Wz, w2,
XVIUL.... Id. Id.
XIX...... LT+ P, T, [T A
XX....... Id. Id.
XXI...... Id. Id.
XXII..... 1d. 1d.
XXur.. .. Id. Id.
AR A L. Id

FACTEURS
de .

PROPRIETES INVARIANTES

de ces facteurs.

NOMBRE
des
formes monomes.

B T3 W g+ Py,
Wy Zy+ P&y

W &yt Py Zy+ 2y
P Ty Py Ty

B Tyt P Ty 1y @,
By Tyt W &)+ 1y T,
P Lyt Py Ty

3%

2y &5+ (2, + )
By Ty~ Py T3+ 13 T
Py Ty 43 Ty
B Xy Py Ty = Py &y
B T3+ Py Ty
By Ly B, Ty
Wy 2y ‘P:sz':t‘ .
W T3+ Yy Ty
AU'J$'+ Plxﬂ
By Ty~ g By
Wy Tyt Py Ty -1 B3 T,

f (24 pwy) + 1y (p 2+ )
+ B (Z1Hp Bt 523), (PP pa+ 120) (1))

P&y 2y )+ Py (T4 2y ) + g (— 2, +2,)

Wi Byt 23 )+ o Ty — Yy 7,

W Ty (&, -+ 3y) + (@) + 2,)

W Ty Wy Ty + o (2 + X,)

{

A

A
A
A
A
AG
A3
B:E
B?
cQ
CEG
Cccc
C2I
G
aD
CE
C3
A=o0
DQ
DEG
D21
D*E
DG
D?

Cubique générale
(un point double si
127(p%—ps + 1)+ c'=0)
Cubique drebroussement

1d.
1d.
Id.

Tangentes.
Concourantes.

eo en général

——-w‘nouwnwwwwgggg-—oe

{1sip= =3¢
1sipi=1,0=23;

(1) Observations, — §i £ — &0 -+ 1 était nul, ce réseau serait équivalent & XLVI {ou & XLVUI si Pon avait aussi 6 = o), : .
& un point double pour le type If ; ¢ile se décompose en une droite et une conique pour le type IV ; en trois droiles pour les types Il et V,

't2) A’ est une cubique

B

0

_NYauor



FORMES GENERATRICES

NumERos | PACTEURS | PROPRIETES. INVARIANTES NOMBRE
des types. - - . ‘ de A, de ces facteurs. des
o . 2 formes monomes.
XAV . Wy &y g &y By Ty Yo By + Y3 T A=o T
XXVL.... L B Ty Py Ty [y Ty By Ty Py Ty EQ t
XXVIIL.... Id. Id. W Ty Py Ty EEH 1
XXVIIL. .. Id. Id. Uy Ty Py Ty EGI . '
XXIX..... 1d. 1d. Py oy Py Ty Py Ty EQ Tangentes. '
XXX..... Id. 1d. B &y T3 )+ Ty EEG Concourantes. 1
XXXI 1d. Id. Py Ty Py Ua T EGG Concourantes. |
XXXIL... Id. Id. U Ly g Ty EG? L
XXXHI... 1d. td. Wy Ty B3 Ty E?H 1
XXXIV, .. Id. Id. BTy Wy Ty - E*G 1
XXXV @ %, | 2o )~ 13 @y |1, Ty + o B+ $0% FQ !
XXXVI... id. - Id. By Tyt P Ty FHI 0
XXXVIIL.. 1d. 1d, TR FGG 1
XXXVIIIL. 1d. 1d. Poo Ty + Py T3 FHI Concourantes. 0
XXXIX. .. 1d. Id. P Ty ~F By 2 FQ Tangentes. o,
XLooooon 1d. Id. B3 Ty . FG? 1
XLL...... By &y W Tyt Yy Ty [Py By —+ Py Ty~ 1 Ty GQ 1
XLH..... Id. d. Uy Ty~ Py Ty - 13 Ty GQ Tangentes. I
XLUL .oy 2+ 1y &y Id. Wy Ty Py Ty Py Ty HQ o
XLiV..... 1d. 1d. Yoy~ Uy Ty Ho) Tangentes. 0
XLV ... B3y — Py Ty | Mg Ty Ba Ty (14 Q)Y Py Ly (1 — Q) 1y T |+ Py Ty, a’il " 1Q . o
XLVL.... Id. Id. (+a)p &+ (1 —a)p,z, 111 o
XLVIH....] 1d. 1d. w{ @y 2y) + (T —3,) + P32, 1Q Tangeates. o
XLVIEL... Id. 1d. Ty Uy (Zy— &) + P75, 111 Concourantes. 0
XLIX..... Id. 1d. W Tyt oy (T — T, ) ’1 0
Le........ Id. Id. Uy By~ Py Ty — BT f3 0
LL...... . Id. Id. By By — 1T, A=o0 0

(%) Observations, — Pour a? =1, le type XLV serait équivalent & XXXV1 et le type XLVI a XXVHE.

.
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