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Sur la croissance des fonctions multiformes,

Par M. Georces REMOUNDOS.

Préface.

1. Ce travail est la suite d’un autre travail (') publi¢ dans le méme
Recueil : Sur les fonctions ayant un nombre fini de branches
(Journal de Mathématiques, fasc. 1, 1906), dans lequel j’ai fait une
étude systématique de la croissance des fonctions algébroides (ayant
un nombre fini de branches); j’y ai démontré qu’elle jouit de la plupart
des propriétés fondamentales des algébroides uniformes (dites fonc-
tions entiéres ou méromorphes). Je me propose d’exposer ici quelques
nouveaux résultats concernant la croissance des. algébroides multi-
formes et se rattachant & la recherche de la forme la plus générale,
sous laquelle le théoréme de M. Picard et ses généralisations s’étendent
‘aux algébroides multiformes avec un cas d’exception unique; ce qui
est intéressant, dans cette extension, c’est que la densité des zéros et
des infinis n’est pas suffisante pour les algébroides multiformes : il
nous faut aussi tenir compte d’autres éléments qui interviennent et
jouent un role essentiel.

Mon but principal est de montrer la différence profonde qui existe

(') Dont la connaissance est nécessaire pour P'intelligence du présent Mé-
_moire; il sera mentionné, au cours de ce travail, par I'expression : Mémoire
précédent.
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entre la croissance des fonctions algébroides et celle des autres trans-
cendantes multiformes; je présente des transcendantes non algébroides,
qui jouissent de propriétés de croissance trés singuliéres par rapport a
celles auxquelles nous sommes habitués jusqu’ici. Pour y arriver, il
m’a fallu étendre -aux fonctions multiformes le théoréme bien connu de
Weierstrass sur Pexistence d’une fonction entiére admettant des zéros
donnés; ici les ordres de multiplicité peuvent étre aussi fractionnaires.
Ce travail est le développement d’une. Note insérée dans less Comptes
rendus de I’ Académie des Sciences, 3 septembre 1906.

L’extension du théoréme de Weierstrass.

2. Je commencerai par établir 'extension précitée du théoréme de
Weierstrass : Il est bien connu que, étant donnée une série de nombres
oy Uy, %y, ..., on peut former une fonction entiére (plus précisément,

“une algébroide uniforme entiére) admettant ces zéros; voyons main-
tenant s’il est possible de former -une. algébroide multiforme admet- .
tant comme zéros les nombres a,, o,, ay, ..., &, .., avec des degrés
de multiplicité respectivement égaux a k,, k..., ks, ..., qui peuvent
étre des nombres entiers ou fractionnaires. On dit que.«; est un zéro
de la fonction f(z) de degré de multiplicité égal a k;, lorsque I'on a

f(z) = (s —a)ifi(z), . fe(e)Fo.  etfini.

A ceteffet, remarquons que, si Uon veut former une fonction multi-

forme & n branches, tous les dénominateurs des nombres K, supposés

irréductibles, devront étre inférieurs a n, et, par conséquent, le
nombre 1.2.3...n = n! sera certainement un multiple commun de
" tous les dénominateurs. Les produits k, n!; k,n!, ..., k,n! étant des
nombres entiers, posons k;n! = A, et formons la fonction entiére G(z)
admettant comme zéros les mémes nombres «; avec. des degrés de

multiplicité égaux aux nombres entiers A;; il est alors clair. que la

1
fonction multiforme f(z) = G(z)" admet les zéros a; avec des degrés ..

o i ser g Y Ry c 1
de multiplicité égaux a -5 =k, et notre probléme se trouve résolu.
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Il est bien entendu que I'on pourrait employer le plus petit commun
multiple des dénominateurs des nombres-%; au lieu de n!.
_ L’algébroide multiforme ainsi obtenue correspond au produit cano-
nique de Weierstrass relatif aux algébroides-uniformes; il en résulte
que toute algébroide F'(z) peut se mettre sous la forme

(1) F(z)= f(z)ew.

Si nous appelons algébroide entiére toute algébroide n’ayant pas
d’infini & distance finie, nous avons aussi le corollaire suivant :

Toute algébroide non entiére peut se mettre sous la forme du
quotient de deux algébroides entiéres.

La propriété exprimée par 1’égalité (1) est fondamentale pour les
considérations qui vont suivre.

Sur gquelques transcendantes non algébroides.

Classe 1.

3. Dans mon travail cité plus haut, j’ai démontré que les transcen-
dantes algébroides jouissent, en particulier, de la propriété suivante :
Une fonction algébroide n’a jamais son ordre de grandeur'infé-
rieur a celui de sa dérivée. ,

Nous allons démontrer que c’est Ja une propriété essentielle, sinon
caractéristique, des fonctions algébroides, en présentant des transcen-
dantesnon algébroides croissant beaucoup moins viteque leursdérivées.
Dans des travaux antérieurs (voir mon Mémoire précité), j’ai donné et
justifié la définition de l'ordre de grandeur des transcendantes algé-
broides; celui des algébroides non entiéres est défini, ou bien directe-
ment, ou bien a 'aide du corollaire cité dans le numéro précédent par
la forme du quotient de deux algébroides entiéres.

Fy(s)
grand des ordres de grandeur de I, (z) et F,(z).
Cela posé, considérons une algébroide F(z) c{uelconque et une
Journ. de Math. (6 série}, tome . — Fasc. 111, 1g07. 35

Si, par exemple, F(z) = » Pordre de F(z) est égal au plus
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valeur exceptionnelle o, au sens ordinaire du mot, relatif 4 la densité
des zéros et des infinis de I'(z) — «; j’entends par la que 'on a

(2) F(z)—a=f(3) e%wz),

f(z) étant une algébroide d’ordre de grandeur inférieur a celui de F(z)
et ®(z) une fonction finie 4 distance finie; dans cette décomposition,
le facteur f(z) est, en général, un quotient de deux produits cano-
niques de facteurs primaires. Dans mon Mémoire précédent, j’ai dé-
montré que le cas ou I'exposant ¢(z) est aussi algébroide est d’un
caractére exceptionnel, puisqu’il est impossible que cette circonstance
se présente pour deux valeurs de a; si F(z) est une algébroide uni-
forme, ce nouvean cas d’exception unique (double exception) coincide
avec le premier, parce que l'exposant ¢(z) est aussi uniforme pour
tout nombre «, exceptionnel ou non. i

Je veux actuellement établir que le résultat précité n’est qu'une
circonstance particuliére d’un autre résultat plus précis, et ce qui carac-
térise le cas d’exception unique tient & un fait général concernant la
croissance de la dérivée ¢’'(z), ou bien celle de la partie réelle et de la
partie imaginaire de ¢(3).

4. Supposons que F(z) croisse comme e*”; jentends par la que
I'on a les relations

|F(s)|<ern™,  max.|F(z)|>ew™,  pour|s|=r,

« étant un nombre positif quelconque, la premiére & partir d’une
valeur de 7 et la seconde pour une infinité de valeurs de r croissantes
indéfiniment. La fonction ¢(z) croissant comme @(7) ('), je veux
démontrer que cette fonction () jouit, sauf pour une valeur de e, au
plus, de deux propriétés suivantes : 1° elle n’est pas algébroide; 2° sa
dérivée croit comme e*?, c’est-a-dire beaucoup plus vite que la fonc-
tion. '

- La premiére propriété est une conséquence de la seconde. La démon-

(*) Voir plus bas la preuve de cette assertion (n° 5); elle suppose une res-
Lriction que nous citons aussi dans le numéro suivant.



SUR LA CROISSANCE DES FONCTIONS MULTIFORMES. 271

stration de ce théoréme se fait par un procédé devenu classique depuis
les travaux de M. Borel sur le théoréme de M. Picard. Soient «, et a,
deux valeurs de «; I'élimination de IF(z) entre les identités

F(Z)—— &, =fl<:> 6?'(3)’ F<Z>~—ot2 _-:fu(z) %

nous conduit a I'identité

o, — o, :f‘(z) eP® f-’(z)e?,(z).

Cette identité n’appartient pas tout a fait a la classe de celles que
nous avons étudiées dans notre Mémoire précédent (Journal de Ma-
thématiques, fasc. I, 1906), puisque les exposants ¢,(z) et §,(z) ne
sont pas, en général, algébroides; mais, les dérivées de ces exposants
étank algébroides, Pon pourrait établir impossibilité de cette identité
par la méme méthode que celle du Mémoire précédent, si les déri-
vées ¢ (z) et ¢,(z) croissaient moins vite que ¢*”, c’est-a-dire s'il y a
un nombre positif 3 tel-que 'on ait, 4 partir d’une certaine valeur de r,

1—3

lo ()< e ™ lel(a)| < e, |z =1
En effet, la dérivation nous conduit a l'identité suivante
[f1(2) + £i(3) 9, ()] PO — [ f1(2) + fu(3) 9u(3) ] ¥ = o, .

dans laquelle les coefficients des exponentielles sont aussi algébroides
d’ordre de grandeur inférieur a e*"; dés lors, 'impossibilité se mani-
feste par des raisonnements bien connus | Voir les travaux de M. Borel,
Mémotire sur les zéros des fonctions entiéres (Acta Mathematica,
t. XX); aussi la thése de M. Kraft : Ueber ganze transcendante
Functionen von unendlicher Ordnung, et la mienne], grice aux
propriétés des fonctions algébroides, établies dans notre Mémoire pré-
" cédent, qui assurent Pexistence d’une suite indéfinie d’intervalles,
dans lesquels le module maximum de P’exponentielle est supérieur

Tt

s Y € . p - . . N L

a e tandis que le module des coeflicients est supérieur a ="

avec g, > ¢. _ ‘ ‘
Comme il existe des algébroides admettant plusieurs valeurs excep-
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tionnelles ordinaires, le résultat auquel nous sommes arrivé (') nous
fait connaitre des fonctions non algébroides présentant la différence de
croissance avec leurs dérivées ci-dessus signalée. D’une fagon précise,
nous avons établi le théoréme suivant :

Tuiorine 1. — La dérivée ¢'(z) de Vexposant ¢(s) ne saurait
croitre moins vite que e*") pour plus d’une valeur de o.

1l est clair que ce théoréme s’étend de lul-meme aux différences
F(z) — W(z), W(z) désignant une algébroide quelconque d’ordre
de grandeur inférieur & celui de F(z); il n’y a rien & changer dans nos
procédés.

3. Nous avons plus haut émis P'assertion que 1'exposant o(z) croit
comme p(r); j'entends par la que 'on a

C) p(r) > max. [ 9(3)| > w(r)' %,

avec quelques intervalles d’exclusion neghgeables (9 étant arbitrai-
rement petit). Or, cela n’est pas du tout évident, puisque la seule
conséquence immédiate des inégalités

|er@| < i+ max. [€%® | > o',

consiste dans les inégalités
(4) (D] > o (r) > e},

w(r) désignant le maximum des valeurs positives de la partie réelle
de ¢(z), satisfaites dans les mémes conditions que les premiéres; il est
donc nécessaire de prouver que les inégalités (3) peuvent se déduire
des inégalités (4) avec quelques intervalles d’exclusion négligeables..
M. Borel y est arrivé pour les algébroides uniformes entigres [ Voir
Sur les zéros des fonctions entiéres (Acta Mallzemanca, t. XX) et .
Legons sur les foncttons entiéres, p. 63-69, Gauthier- -Villars]; nous

() Combiné avec le fait qu'un choix convenable de I'algébroide F(s) nous
permet d’affirmer que le module de I'exposant ¢(z) croit comme p(r).
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allons étendre ce résultat aux fonctions ¢(z), que nous considérons
dans ce travail, en faisant une certaine hypothése sur I'algébroide pri-
mitive F(z), dont nous sommes partis.
F(z)—«
Sf(=)

Supposons que V'algéhroide u = soit définie par 'équation
~SUupp q g P q

(5) u* + elh(sl u! + e"d:)\un~2 - C“"“(s)u, -+ e"u'.:'): o,

les exposants H, (z), H,(z), ..., H,(5) désignant des fonctions en-
tieres (algébroides uniformes entiéres); cette algébroide

. F(z)—a
=55

est visiblement du méme ordre de grandeur ¢*” que 'algébroide F(z).
Posons
H,(z) =o,(z) +i,(2),
H2(z) = 052(5) -+ L'02(z\,

........................

Hy(5) = 0(2) + i0(3),

les m; désignant les parties réelles et les ¢f), les parties imaginaires des.
fonctions entiéres H;(z); posons aussi

u=F,(3) =R(r,$) e,

R(r, 6) désignant le module de «, w(r, 0), son argument, et r, & les
coordonnées polaires du point 5 et remarquons que 'équation (5)
prend ainsi la forme :

Ru eium + Rn-—a em,ei[(n—c)w-rﬁ,]

+ R empiln=2onbly | RePmie@Hn) 4 ¢Faeit = o,

(9)

Or, on a

19, < || < [p(r)]*,

d’aprés le résultat plus haut cité de M. Borel, établi pour les algé-
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broides uniformes entiéres; on a, en effet, -
| H [ < (max. |w; )P (r) ().

On s'en rend aisément compte en remarquant que le maximum
de e”i n’est pas d’ordre de grandeur supérieur a ¢*”, conformément a
la définition de 'ordre de grandeur d’une algébroide multiforme,
donnée dans mon Mémoire précédent, et les résultats établis dans le
méme Mémoire. Nous y avons démontré que, si e*” est le plus grand
des ordres de grandeur des coefficients de ’équation, qui définit une
algébroide multiforme ¥ = M(z), nous avons les inégalités -

IM(2)| < ™" max.|M(z)| > e, [M(2)]|> e,
B étant arbitrairement petit, la premiére et la troisiéme pour loutes .
les branches et la deuxi¢éme pour une, au moins, des branches; il y a,
bien entendu, des intervalles d’exclusion, pour lesquels je renvoie le
lecteur au Mémoire précédent.
Supposons maintenant qu’il existe un nombre positif p tel que I'iné-
galité :

(6) | max. () > p(r)*?
soit satisfaite pour une infinité de valeurs de r croissant indéfiniment.
Les inégalités

[0, <[w(M]™? et (n=D]0]<p() (B>B),
“étant satisvfaites quelque petits ;[ue soient les nombres positifs {S.et B,

avec quelques intervalles d’exclusion d'étendue négligeable (woir les
travaux plus haut cités de M. Borel), nous aurons I'inégalité

(1 Dot ] > (P [T

satisfaite pour des points d’une infinité de cercles de rayon r croissant
indéfiniment; il suffit, pour cela, que I'inégalité (6) soit satisfaite sur

(') b et B étant des nombres positifs arbitrairement pelits.
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des intervalles d’'une étendue supérieure a celle des intervalles d’ex-
clusion, que comportent les identités | 6;| < [w(7)]'*#. Nous avons

[ (]2 = [p(r)] > [p(r) ]

p. étant un nombre quelconque inférieur & p, parce que 8, est arbi-
trairement petit; il en résulte que, pour les points ot » a sa valeur
maximum, les arguments de tous les termes de I'équation (5'), sauf
le dernier, sont supérieurs a [p.(r)]'*", p, étant un nombre quel-
conque inférieur a p. '

Pour aller maintenant plus loin, il faut avoir recours i une pro-
priété de l'argument d’une somme de nombres : Etant donnés les
arguments vy, Ya, - .., Y, des nombres ayant comme affixes les points
M,(eis Y00 Mu(pay Ya)y +-v5 Myu(pny Ya), Vargument de la somme de
ces nombres séra de la forme

Yy + 2kmi,

k étant un entier quelconque et y un argument (angle) supérieur au
plus petit des arguments y,, Yay ..., Ya; il est, en effet, clair que
I'affixe de la somme sera un point M tel que le vecteur OM se trouve
entre les vecteurs OM,, OM,, ..., OM,. Si nous appelons a(r) l'ar-
gument de la somme des n premiers termes de 'équation (5") et R,
son module, nous aurons '

R‘ eai: _ ew"eieu )
et

(7) a(‘r) =a,(r) + 27D (r),

a,(r) étant une fonction continue de r supéricure toujours a I'argu-
ment w + 0,_,, qui est le plus petit parmi cenx des n premiers termes,
de I’équation (5); on aura donc

ao(r) > [ (r)] 7.

D’autre part, D(7) ne saurait prendre que des valeurs qui soient

’ |
des nombres entiers; nous en concluons que D(7) sera une constante,
puisque c’est la différence de deux fonctions a(7) et a,(r) continues
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de r. On en déduit immédiatement
la(r)| > [u(r)]'*P,

p. étant un nombre quelconque inférieur a p,.
Dés lors, I'égalité
: R‘ et — % ei(0"+‘n)

entraine la suivante
[6,] > [w(r)]'rs (ps < P, mais quelconque),

ce qui est en contradiction avec le résultat plus haut cité de M. Borel
exprimé par Vinégalité

10, < [(r)]#,

B étant arbitrairement petit. ,

11 est donc impossible qu’il y ait un nombre p tel que l'inégalité (6)
soit satisfaite pour des intervalles d’étendue plus grande que celle qui
a été donnée par M. Borel pour les intervalles d’exclusion que com-
porte son théoréme, dont nous avons obtenu 'extension & la classe
considérée d’algébroides multiformes. Nous avons le théoréme suivant :

St M(z) =Re* est une algébroide multiforme définie par une
équation de la forme (5), Uinégalité

lo] <p(r)'+t

sera satisfaite pour tout nombre positif 8 avec quelques intervalles
d’exclusion négligeables. M(z) est supposée d’ordre de gran-
deur ¢*". '

Ce théoréme entraine comme corollaire le fait que la fonction
A(z)=logM(z)=1ogR + iw
satisfait aussi & 'inégalité

A ()] <[ ()]
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Amnsi le théorémé démontré par M. Borel. pour le logarithmie des
fonctions de la forme ¢"*, H(z) étant une algébroide uniforme en- -
tiére, a été étendu ici au logarithme des algébroides multiformes M(z)
définies par une équation de la forme (5) qui n’admettent aussi aucun
zéro et aucun infini et qui peuvent se mettre sous la forme

M(z) = &%,

¢(z) étant une fonction finie a distance finie.

Le fait que ce théoréme ne saurait étre étendu a toutes les alge—
broides apparait immédiatement sur les algébroides les plus élémen-
taires, qui n’appartiennent pas a la classe particuliére plus haut consi-
dérée; considérons, en effet, la fonction logz=logr + i3 ('); le
module de la partie imaginaire {3 ne dépend pas de r et prend des
valeurs indéfiniment grandes pendant que 7 reste constant.

Les propriétés des fonctions de classe I.

6. Si nous faisons la substitution u = % sur Iéquation (5),

S
S désignant une algébroide d'ordre de grandeur inférieur & celui de
F(z), 'équation transformée ne sera plus de la forme (5); ses coeffi-

cients seront de-la forme d’une somme de termes tels que f;(z)e"",
H,(z) étant une fonction (algébroide uniforme) entiére et f;(z) une -
algébroide d'ordre de grandeur inférieur & celui de H;(z). Si I'algé-
broide primitive F(z), envisagée dans les paragraphes précédents, est.
de la forme de la transformée de (5), I'algébroide ¢?* est de la classe

définie par les équations de forme (5), et, par conséquent, le module

de 9(z) croit comme p(r), satisfaisant aux inégalités

(7) eI, max|g(z)|>[p(r)]'*.
Si Palgébroide F (z) est définie par I'équation

(8) W(zu)=u'+ B ()" +...+B,_(5)u-+B,(3) = o,

(') Log 5 est le logarithme de I'algébroide u = 5= re%.

Journ. de Math, (6% série), tome IHL. — Fasc. IH, 1g07. . . 3()
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dont les ¢oefficients sont dctermmcs Pd’(‘ les cquauons

U(za,) =", (“, 2,) = ™,

elle admet n valeurs exceptionnelles «,, «,, ..., «, et les coeffi-
cients B;(z) sont de la forme

‘B',-(Z) — 7\,[ e 7\5 g )\inen_,.(a) o '(,: =1,2,3,.., n%‘),

les %, ; désignant des constantes, il est clair que la fonction F(z) — a( ),
qm n admet aucun zéro et aucun infini, satisfait & une tquatlon ana-
logue & (8).

Or, il est aisé de prouver que cette classe d’ algébroides entigres et
dépourvues de zéros jouit de la méme propriéié que la classe définie
par des équations de la forme (5). Cela tient & ce que I'argument de
la somme

(9> : )\. ell,(z) -+ )\2 ell,(z) “+ )\ne“m(z),

- les A; désignant des constantes, est donné encore par la formule
a(r)=a,(r) + 2kxi,

a,(7) étant une quantité (variant d’une facon continue par rapport
& r) comprise entre le plus grand et le plus petit argument des
termes A;¢". Si donc I'algébroide considérée est de Pordre de gran-
deur ¢*), les arguments de tous les termes de la somme (g) étant
inférieurs & [p(7)]'*%, il en sera de méme de largument de la
somme (9) et, par conséquent, de tous les coefficients de I’ équation
“qui définit I’ algebrmdc en question M(z).

Dés lors, les raisonnements, exposés dans le numéro précédent,
montrent bien que I'argument w de cette algébroide M(z) satisfait a
I'inégalité

o] <[w(r)]"*® (B, arbitrairement petit)

(') a est supposé égal & un des nombres exceptionnels 2, 2,, ..., a,.
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et le théoréme du numéro précédent se trouve généralisé et- établi
pour toutes les algébroides définies par une équation dont les coeffi-
cients sont de-la forme (9g), quel que soit U'entier m. Pour abréger le
langage, nous dppellerons exponenuellc cette classe de fonctions -
algébroides. :

.Notons que, dans la somme (q), les exposants H,(= ) peuvent bien
étre des constantes. ~

'

7. Si donc l'algébroide primitive F(z) est de la classe exponen-
uelle il en est de méme de F(z) — a, « étant un nombre quclconque,
sl « est une valeur exceplionnelle telle que

(IO) F(Z )-—-— o — e‘?a(z)’

f‘oa( ) croitra comme H(") avec le sens plusieurs fois répété; or, nous.
avons vu, d’aprés le théoréme I du paragraphe 4, que la dérivée 9, (z)
ne saurait croitre moins vite que ¢*" pour plus d'une valeur-de a; il
y adonc la ine source de fonctions croissant comme p.(1), dont la
- dérivée croil comme €', Cest-a-dire beaucoup plus vite que la
fonctzon leur existence est assurée par le fait qu'il y a des algébroides
de la classe exponentielle admettant plusieurs valeurs exceptionnelles
du caractére indiqué par l’equauon (10) et consistant en I'absence
totale de zéros et d’infinis; cela, qui est d’ailleurs visible, a été mis en
évidence dans le numéro preccdent

Si I'algébroide primitive F(z) n’est pas de la classe exponentielle,
Pordre de grandeur de 'exposant ¢, (z) est-inconnU' dans ce cas, les
conséquences du théoréme I donnent naissance & des fonctions 9,(z)
présentant une autre propriété aussi singuliére que celle qui corres-
pond au cas ot F(z) est de la classe exponentlelle En effet, lexpcw
sant 9,(z) ou bien sera d’ordrc de grandeur p.(z) et alors nous aurons
la méme différence entre son ordre de grandeur et celui de sa dérivée
que dans le cas précédent, on hien il présentera la propriété suivante :

St nous posons

, ?d(z>zmu(z)+iwa(3)7

@, (3) étant la partie réelle de ,(z), la foriction w,(3) croitra plus
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. vite que la partie réelle ©,(z); jentends par la que Uon aura
[ e ()| > [ (r)]'** (') (p étant un nombre positif ).
Nous avons donc le théoréme géﬁéral suivant :

Tutorime II. — Si F(z) est une algébroide quelconque et « une
valeur exceptionnelle telle que

F(z) — a = %,

0.(3) €tant toujours finie & distance finie, cette derniére. fonction
présente (sauf pour une valeur au plus de «) une des propriétés
suivantes : «! ou bien, ¢,(z) croissant comme p.(r), la dérivée ¢.(z)
croit comme e*"; B! ou bien sa partie imaginaire croit plus vite
.que sa partie réelle dans le sens plus haut indiqué.

Nous pouvons méme, en précisant, exprimer ces propriétés sous la
forme suivante : ou bien g,(z) croit plus vite que 9,(z), ou bien la
partie imaginaire w,(z) de g, () croit plus vite que '™, ¢ étant un .
nombre positif arbitrairement petit. Si, en effet, la seconde propriété
existe, 'ordre de grandeur de ¢,(z) ne sera pas inférieur a e*”, ainsi
que celui de la dérivée ¢, (z) () et, alors, nous n’avons plus les condi-
tions de l'impossibilité de I'identité a laguelle nous conduit 1'élimi-
nation (voirle n® 4) de F(z) entre les équations

F(z) — a = % et F(z) —a, = )

Remarquons encore que, lorsque F(z) est de la classe exponen--
tielle, il n’y a que le premier cas du théoréme II qui se présente; dans
ce cas, nous faisons 'hypothése restrictive que la différence F(z) — «
n’ait aucun zéro et aucun infini. Nous sommes affranchis de cette
restriction dans le cas ou F(z) n’est pas de la classe exponentielle; la
conclusion subsiste évidemment pour toute valeur exceptionnelle ,

(1) Satisfaite pour une infinité de valeurs de r de module croissant indéfini-
ment templissant des intervalles d’étendue assez grande.
(*) Nous ne pourrions rien conelure pour la croissance de la dérivée ¢g(3).
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mais on a moins de preCISlon, puisque le $econd cas du thcorcme Il
peut se présenter aussi bien que le premier.
~ L’énoncé du théoréme 11 s'applique au cas général exprimé par
I'égalité _

F(z) — a = fu(z)e%?

F(s) - a(3) = f(3)e7%,

a( z) et f,(3z) désignant des algébroides d’ordre de grandeur inférieur
a e*" et g,(z) et ¢(z) des fonctions tmgours finies a distance.finie. La
chose se manifeste d’elle-méme.

ou bien

8. On comprend bien l’importance de ces résultats en remarquant
que ce sont la des propriétés de croissance auxquelles nous ne sommes
pas habitués; l'ordre de grandeur d’une fonction algébroide n’est
jamais ‘inférieur a celui de sa dérivée et la partie réelle (sa valeur
maximum.) est du méme ordre de grandeur que le module pour une
algébroide uniforme entiére, d’aprés les résultats plus haut cités de
M. Borel. Nous pouvons prouver ici qu'il en est de méme pour toute
algébroide multiforme (' ); considérons I'algébroide u = M(z) définie
par ’équation .

w+ A (e + o+ AL (e +A(s)=0

et supposons qu’elle soit d’ordre de grandeur ¢*”; w,(r, 6) désignant
la partie réelle de la branche u; et W;(r,0): la partie imaginaire.
Nous remarquons tout d’abord que les parties réelles des coeffi-
clents A; (z) sont des fonctions algébriques entiéres des w(r, 0) et
W;(r, 0); si donc on avait pour toutes les branches les inégalités

Imi | < M(r)"_Py I W,I < M(r)‘—!’, M(r) — eil(")’

‘il en serait de méme de la partie réelle de tous les coefficients, pourvu

que l'on remplace p par un nombre p, < p et quelconque. On aurait
donc

partie réelle de A, (z) < [M(r)]‘—l’« (t=1,2,3,...,n),

') Appartenant 4 une classe trés étendue, d’ailleurs.
prp )
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ce qui'est impossible d’aprés les résultats de M. Borel sur les.fonctions
entiéres (algébroides uniformes), puisque les coefficients A;(z) ne sont
pas tous d’ordre de grandeur inférieur 2 M(7:) = ¢¥”. On ne compte
pas ici, bien entendu, quelques intervalles d’exclusion négligeables:
Nous en concluons qu'il y aura une des mégalités

max.w; > [M(7r)]'"*

; e (i=1,2,...,n)
max. W, > [M(r)]

(11)
‘qui sera satisfaite, sauf les intervalles d’exclusion négligeables.

Ce résultat n’est pas visiblement complet, parce qu’il y a I'ambi-
guité suivante : c’est la partie réelle ou bien la partie imaginaire d’une
branche au moins qui satisfera & une inégalité de la forme (11)? Pour
le moment, nous ne possédons pas le résultat complet que nous avons
en vue. Il en est autrement, si nous faisons une légere restriction, en
supposant que l'ordre de grandeur du coefficient A,(z) ne soit pas
inférieur a e*?; dans ce cas, notre but sera atteint. Si, en effet, on
avait pour toutes les branches

o <[ME) [M(r) = o)
sauf des intervalles d’exclusion négligeables, on aurait aussi
max.P(r, 0) < [M(P)]7 (p,<p),
puisque 'on a A
P, 8) = w5, (ry 0) 4 @a(r, ) -+ ot a(ry 0.

Or, cette derniére inégalité est absurde, parce que, conformément
au résultat plus haut cité de M. Borel, nous avons l'inégalité

max. P (r, 0) > [M(r)]',
quelque petit que soit ¢, a partir d’une valeur de r, sauf des.intervalles
d’exclusion négligeables. Nous sommes donc conduits a la conclusion

que I'inégalité

max.w; > | M(r)]'~*

(') P(r6) désignant la partie réelle du coefficient A (z).



i

SUR LA CROISSANCE DES: FONCTIONS MULTIFORMES. 283
sera satisfaite pour une, au moins, des branches, ¢-étant arbitrai-
rement petit., Nous avons donc obtenu le résultat .voulu. Si nous
faisons la subsututlon u= zy, nous dcmontrons que la p’lmc imagi-
naire 'd’une hranche au moins _]OUIt aussi de la ‘mémé’ propuete 1l
n’est pas douteux {u’une nouvelle tche pourra lever la peme restric-
tion que nous venons de fau*e.

1
(AN

y . 'L’extension d’un théoréme de M. Had‘am‘ard. '

9 D.mq lc cours des cons1d<,raL10ns precedentes nous avons fait de
nombreuses apphcatlons du théoréme bien connu de M. Hadaniard
~surla relation’ qui existe entre 'ordre de glandeur d'une algébroide
entiére (dont une limite supéricure est donnée) et la densité des zéros,
en supposant qu'il soit étendu aux: algéhroides multiformes. Je me
propose d’exposer dans ce Chapitre la preuve de cette extension; pour
faire la démonstration voulue, il faut ‘d’abord remarquer que, si la
fonction multiforme u = M(z) est deﬁme par l’equatlon

(12) A(z)u"+A< ) Au () Au(3) = o,

les zéros de M(z) comc1dent avec ceux de A,(z), qui est une fonction
(uniforme) entiére, et les infinis de M(z) coincident avec les zéros
de A,(3s); mais cela ne suffit pas pour faire une comparaison de
lordre dé grandeur du produit canonique des zéros et infinis de M(z)
avec celui du produit canonique des zéros de A, (z) et A,(z); il fandra
encore tenir compte de la différence des degrés de multiplicité. Pour
nous en rendre compte, nous devons nous reporter au mode de for-
mation du produit canonique des zéros et des infinis de M(z), consi-
dérons, & cet effet, un zéro z = b, de M(z) et supposons que son degré
de multlphclte par rapport a M(z) soit égal a

+42+ + (9 <n;9 <n;"‘79k<n)1

P
q

=f=

Pi P2 . Pk
_9: g T Ik
divers systémes circulaives, dans lesquels se décompose;Pensemble des

étant les degrés de mulliplicité correspondant aux
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branches de u = M(z) qui s’annulent en z = b;; la fonction uni-
forme %ﬁ(?:')) étant égale (au signe prés) au produit des diverses
branches de M(z), 'ordre de multiplicité du point z = b; par rapport
a cette fonction, désigné par A, satlsfalt a la relation

)"_P|+P2+ +Pk1

si 'on suppose que les nombres ¢, 4., ..., ¢ désignent exactement
les nombres de branches qui constituent les divers systémes circu-
laires correspondants, ce qui est bien légitime. D’autre part, confor-

mément & ce que nous avons dit dans le n° 2 de ce travail, le produit
1

canonique des zéros de M(z) est égal a [G(z)])", G(z) désignant le
produit canonique entier formé avec les mémes zéros b; ayant un
degré de multiplicité égal (pour le zéro z = b;) a

Prli+ Pora+. oo+ Prfhr,

les p; donnés par les égalités suivantes :

n! nl nt

== —y = — seey - —
M= BT M= g
Les entiers y, étant supérieurs & I'unité, on a 'inégalité

Pitit Papa oot Prps > Pot Pate o Pio

laquelle montre que la densité des zéros de G(z) n’est pas inférieure a

ﬂ()
A(z)

inférieurs a n!, nous aurons I'inégalité

celle des zéros de De méme, les entiers ,, u,, ..., ux étant

(12) P«'!*a‘*‘PzPa“"----""Pk}’-k<n1(p.+p2+...+pk)

qui montre que la densité des zéros de la fonction entiére G(z) n’est

pas supérieure a celle des zéros de la fonction [i"((z)) JM dont P'ordre

de grandeur n’est pas supérieur a e*” [qui est Pordre de grandeur ‘de
I'algébroide M(z) donnée par I'équation (12)}, puisqu'il en est airsi
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-de la fonction ‘A:é )) "Or, il est bien connu que M. Borel a montré
que, si I'on prend les produits canoniques de genre fini ou znfini d’une -
facon convenable, on a l'avantage que la densité des zéros atteint
_précisément la limite supérieure donnée par M. Hadamard comme
conséquence de 'ordre de grandeur..

C’est 1a une propriété trés importante des produits canoniques de
facteurs primaires qui ne contiennent pas de facteurs exponentiels
superflus; ce sont ces produils canoniques que j’envisage ici. Il en
résulic que la densité des zéros de G(z) n’est pas supérienre i celle
que fournit, pour un ordre de grandeur égal i ¢, le théoréme
classique de M. Hadamard précisé, de la fagon précitée, par M. Borel
[voir E. Borer, Mémoire sur les zéros des fonctions entiéres (Acla
mathematica, t. XX, p. 399, 380 et 381)] (*). Les raisonnements ci-
dessus exposés nous condmsent a la conclusion que 'algébroide uni-
forme G(z) ne saurait croitre plus vite que ¢*”; il en sera donc de

X , :

méme de la fonction [G(z)]™, c’est-a-dire du produit canonique des

. zéros de Palgébroide M(z).: Le produit canonique des infinis de la
méme algébroide jouit de la méme propriété et nous sommes ainsi
arrives a établir le théoréme suivant :

Tutorime I1I. — Le produit canonique des zéros et des infinis
d’une algébroide multiforme (ou uniforme) n’a jamais son ordre
de grandeur supérieur a celui de la fonction.

Nous avons ainsi acquis l'extension aux algébroides multiformes
“du théoréme précité deMM. Hadamard et Borel; il en résulte que la
‘décomposition’ de cesifonctions indiquée dans ce travail jouit aussi
bien que celle des algébroides uniformes de la propriété avantageuse
- qui consiste en ce-que les deux facteurs de la décomposition  ne -
croissent pas.plus vite que la fonction elle-méme.

(*) Ce n’est pas surtout la densité des zéros qui nous occupe ici, parce qu’elle
est étudiée et déterminée en détail dans ma thése (Sur les séros d’une classe de
fonctions transcendantes, Paris, Gauthier-Villars) et d’autres travaux. 1l s’agit
ici de l'ordre de grandeur du produit canonique multiforme, que nous présentons
dans ce travail.

Journ. de Math. (6* série), tome 1L — Fasc. I1I, 1907. 37
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Dans ces recherches, pour fixer les idées, je me suis attaché & la
définition de 'ordre de grandeur usuelle de MM. Hadamard et Borel,
en mettant de coté les précisions de cette notion données par MM. Bou-
troux et Lindelof pour le cas d’ordre fini et par M. Maillet pour le cas
d’ordre infini. La généralisation de ces résultats serait, je pense, trés
aisée [voir mon travail Sur le cas d’exception de M. Picard et les
fonctions multiformes (Bulletin de la Soc. math. de France,
fasc. 11, 1905)]. .

Je termine ce Chapitre par la remarque que les développements et
les progres de la théorie des algébroides multiformes, accomplis d’une
facon conforme & la théorie des fonctions dites entiéres ou méro-
morphes, demandent une dénomination plus précise de ces derniéres
fonctions que je me propose d’appeler algébroides uniformes en-
tiéres ou non. l'ancienne dénomination est, évidemment, insaf- -
fisante. :

Classe I1.

10. Nous allons maintenant faire connaitre la génération d’autres
fonctions jouissant d’autres propriétés de croissance d’un caractére
encore plus éloigné de celui qui caractérise les fonctions élémentaires.

Posons

9(z) = €%,
c’est-a-dire

(13)- . F(z)—« :f(z)e"r(')

et remarquons que la fonction {(z) peut avoir des infinis, qui seraient
des zéros de ¢(z), mais cela ne nous empéche pas de considérer I'ordre
de grandeur de {(z) pour r croissant indéfiniment; il n'y a qu’a faire:
une exclusion du voisinage immédiat de ces points analogue a celle qui
a été employée par MM. Borel et Boutroux, dans des circonstances
analogues ('), pour nous borner & la croissance relative a la singularité
essentielle de laquelle on s’approche. La dérivation de 'équation (13)

(') E. Borev, Legons sur les fonctions entiéres et méromorphes (Gauthier-
. Villars). — Boutroux, Sur quelques propriétés des fonctions entiéres (Thése
de doctorat, 1903).
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nous donne '
F'(z): [f,(Z) —!—f(g)eC(z) C’(Z)]e?("‘)
(14) ou bien o |
[ sy = F)e#®— fi(s)
Z (‘) ‘ f(3)ehs

ce qui nous montre que la dérivée {'(z) nest pas, en général, algé-
broide, puisque, parmi les fonctions figurant dans le second membre
de (14), il y en a une, €9, qui ne saurait étre algébroide que dans le
cas d’exception unique relatif & la classe précédente (classe 1); 'ordre
de grandeur de {'(3)a cependant un sens bien déterminé, parce qu’elle
est une fonction rationnelle de fonctions d'ordre de grandeur bien
déterminé; les fonctions F'(z), =%, f(z) et f'(z) sont, en effet,
algébroides et 'autre ¢(z) = ¢¥® (') a un ordre de grandeur déterminé
égal & w(r) si I'algébroide primitive est de la classe exponentielle,
hypothése que nous ferons pour ce qui va suivre. ‘

Des raisonnements identiques & ceux qui nous ont servi a la classe I
montrent que la fonction

F1(3) + f()e(5)U(z)

ne saurait croitre moins vite que e*” pour plus d’une valeur de «; il

en résulte qu’il en sera de méme de {'(z), parce que toutes les autres .
fonctions f(z), f'(z) et p(z) croissent, par hypothése, moins vite

que e*". Remarquons seulement que f(z) doit étre supposée égale a

une constante si I'on veut que 'ordre de grandeur de ¢(z) soit égal

a u(r); posons donc f(z) =1y (y étant une constante) et distinguons

les deux cas suivants : ,

. a! La fonction {(3) peut avoir son ordre de grandeur égal a log.(r)

(') Le module'minimum de ¢(z) correspond au module minimum de F(z) — v,
qui est une fonction algébroide; c’est pour cela que ¢() obéit aussi authéoréme
classique du module minimum de M. Hadamard, Nous voyons, d’ailleurs, que la
. partie réelle de ¢(35) est plus grande que [p(r)]'~¢, lorsque I'on a

]F(s)—a
Y

1-s,
B

> el
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avec le sens indiqué par les inégalités suivantes :

(15) [ = B oge(r) < max.|(2)] < (1 + B login (1)

(B étant arbitrairement petit)

que I'on déduit des inégalités (') (voirle n° 6) en prenant les loga-
rithmes des deux membres; le maximum des valeurs positives de la
. partie réelle de {(r) satisfera, évidemment, aux inégalités (15), mais
nous ne pouvons rien savoir, a priori, pour le maximum du module -
(valeur absolue) de la partie réelle, ni pour -la croissance du module
de la partie imaginaire de {(z). Si donc nous supposons que {(r)
croisse comme logw(r) et que nous excluions le cas d’exception

unique ot {'(z) est d’ordre de grandeur inférieur & e*”, nous obténons
des fonctions {(z) d’ordre de grandeur m(r) =logp(r) dont la

dérivée croit comme . 1l y a la une différence d’ordre de grandeur

entre une fonction et sa dérivée qui est plis grande que dans la
classe 1. X :

B! La fonction {{z) peut avoir un ordre de grandeur supérieur
alogu(7); si cet ordre de grandeur est inférieur a'e*” (plus précisé-
ment & ™' p étant un certain nombre), il y aura encore une

différence d’ordre de grandeur, entre les fonctions {(z) et {'(z), qui

peut étre plus faible que dans le cas précédent, mais toujours remar--
quable. Si-Tordre de grandeur du module de-{(z) est égal ou supérieur:
a e*"), nous aurons alors une différence d’ordre de grandeur qui
peut, a priori, étre arbitrairement grande entre le masimum des
valeurs positives de la partie réelle de {(z) et celui du module de-
la partie imaginaire, ou bien entre le mazimum des valeurs posi-
tives de la partie réelle de {(z) et la méme quantité pour la partie

réelle de —{(z). D’une fagon plus précise, dans cette hypothése,

st je pose {(z) ={,+ i(,, {, désignant la partie réelle de {(z), ou
bien le maximum du |(,| ou bien le maximum (algébrique) de —{,

aura unordre de grandeur qui n’est pas inférieur ¢ e™",

m(r) = logu(r)

désignant Uordre de grandeur du maximum algébrique de (.
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Nous. pouvensméme remarquer .que, @.priori, le maximum de-} ¢, |
et-dle maximumsalgébrique :dé —- {, peuvent avoir un.ordre.de.gran- -
deurtindéfiniment: élevé: Tous ces résultats supposent. ’exelusion. .du..”
castd’exception:unique queicomporte le théovémeisuivant : .

Tutorime IV. — La dérivée ('(3) ne saurait croitre moins vile
que ¢, dans le sens plusicurs fois indiqué, pour plus d’une
valeur de o.

De ce théoréme résultent comme conséquences les résultats ci-dessus
développés sur la croissance des diverses parties de {(3).

11: Nous terminérons ce Chapitre par lés remarquessuivantes : En’
. . m(r) . :
disant que {'(z) croit comme ¢ dans le cas «!, nous entendons que
{'(z) satisfait aux inégalités suivantes :

é,,(l—§7m(r)> max. I C'(e’) ] < ee<'+9>"'(’>’ '

@ étant arbitrairement petit.- IEn sacrifiant une certdiie-précision; on
pourrait remplacer ces inégalités par les suivantes :

T L . B
T max|{(5)] < gl

pour avoir une analogie plis parfaité avec les propriétés dés fonctions
deé la classe I. '

Il y a lieu de poursuivre cetté recherche de-transcendantes non
algébroides présentant ‘dés proprictés de plus en plus €ldignées de
celles auxquelles nous sommes habitués par les transcendantes élémen-
taires, mais ’avancement 'a dés clisses supérieures démanderait des
développements compliqués que je laisse pour un autre travail. .

Autres transcendanteés de 1a cldsse II.
12. Les fonctions {(z), que nous avons envisagées plus haut, ont

Pinconvénient de n’étre pas finies & distance finie; or, nous pouvons
les remplacer.par d’autres dépourvues de ce défaut et ayant des pro-
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priétés analogues de croissance. A cet effet, remarquons que les zéros
de ¢(z), qui coincident avec les infinis de {(z), ne peuvent étre que des
points algébriques de 9(z), puisque cette fonction, étant le logarithme
d’une algébroide n'admettant aucun zéro et aucun infini, n’a pas des
singularités transcendantes; nous pouvons donc, d’aprés le résultat
dun° 2, former une algébroide a(z) admettant comme zéros ces points
avec les mémes degrés de multiplicité que 9(z) et mettre ¢(z) sous la
forme '

9(2) = a(z) e

Or, les zéros de ¢(z) satisfont a 'équation F(z) —a =1, puisque
nous maintenons I'hypothése que F(z) soit de la classe exponen-
tielle ('), hypothése qui entraine les relations

f(z)=r1, F(z) —a = e¥.

Si donc 'algébroide primitive F(z) est choisie de fagon que la densité
des zéros de I'équation :
F(z)=a+1

. soit convenablement exceptionnelle, nous pouvons toujours nous
arranger de sorte que l'algébroide a(z) ne croisse pas plus vite
que w(r); il en sera alors de méme de ¢, ce que nous poursuivons.
Mais laissons ces généralités et rappelons-nous que I'algébroide F(z)
doitappartenir a la classe exponentielle, si Pon veut que la fonction ¢ (3)
crotsse comme w(r) d’'une facon certaine; cette propriété de F(z),
d’appartenir 4 la classe exponentielle, sera réalisée, si F(z) admet
n valeurs exceptionnelles «;, telles que les fonctions

F(z) —a,” F(zg)~a,, F(z)—a, ..., F(3)—a,,

n'admettent aucun zéro; la résolution, en effet, des équations corres-
pondantes par rapport aux coefficients B;(z) (voirles formules dun° 6)

(") Et nous voulons qu’il en soit de méme de Palgébroide F(:’\’— z

7z
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montre qu'ils auraient la forme qui caractérise la classe exponen-
tielle. : '

Ici notre but exige que la valeur exceptionnelle a, soit égale & o0 + 1.
Cela posé, la fonction ¢(z)n’admettra aucun séroetonaura a(s)=1;
dés lors, o(z) sera toujours finie & distance finie et, si nous posons

a(z)=0,(3) + ig,(3),

sa partie réelle o,(z) croitra comme m(r) =log(r) avec le sens
indiqué dans le Chapitre précédent. Ainsi, en spécifiant davantage
I'algébroide primitive F(z) en ce qui concéerne ses valeurs exception-
nelles, nous obtenons le résultat désiré : la fonction {(z) du Cha-
pitre précédent devient une fonction s(z) toujours finie a distance
finie. La fonction o(z) jouit absolument des mémes propriétés de
croissance que {(2), ayant, en outre, 'avantage d’étre toujours finie &
" distance finie; les raisonnements seront identiques 4 ceux du n° 10.

13. Tous ces résultats peuvent, dans une certaine mesure, étre
étendus & des fonctions F(z) — *®, h(z) étant une fonction entiére;
si, en effet, F(z) est de la classe exceptionnelle, il en est de méme
- de F(z) — .
~ On peut méme les étendre aux fonctions F(z) — E(z), E(z) dési-.

gnant une algébroide de la classe exponentielle d’ordre de grandeur
inférieur 4 e*”. La différence F(z) — E(z) sera, en effet, elle-méme
de la classe exponentiellg; supposons, en éffet, que u = F(z) satisfasse
a I’équation : '

(16)  ¥Ew=o

et que E(z) satisfasse a 'équation
(17) . %(z,E)=o,

et faisons dans la premiére la substitution #=E +F,, ou bien
u = E + «,, qui nous conduira 4 I'équation

(IS} ' W«(Z’Ey “4):0>
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tdont les coefficients seront-de la forme qui caractérise la-classet expo-
nentielle.

L’équation (18) ne définissant pas u, comme fonction -de z:seule-
ment; nous éliminons la variable E entre les équations (17) et (18) et
nous sommes conduits a une équation

&(z,u,)=o,

-rdont les coefficients sont, eux aussi, de la forme caractévisant la.classe

~exponentielle.! Laidifférencesu, =u — E(z) seraidonc aussi'de:la classe
exponentielle; .on se- rend -aisément compte:de tout:cela-en: sei repor-
:tant au mode de Félimination: On arrive, d’ailleurs, au; méme vésaltat
»par Papplication~denla. propriété. des-arguments, utilisée dans T'étnde
des propriétés;des:-fonctions. de.la classe. I. directement: sur la. rela-

stion u= E 2,51l nly:a qu’a.remarquer que 'argument.de..u,me
saurait: avoir; un.ordre. de:grandeur: supérieurd: celui: des; arguments
des fonctions u = F(z) et E(z) qui satisfont aux inégalités

arg. F(2) <[e(n)*  argiB(3) < [(n)]™,

B étant arbitrairement pétit, parce qué les fonctions'F(z) et E(z) sont,
‘toutes les deux, de la classe exponentielle et d’ordre non supé-
rieur 4 e*; nous entendons par la qu'il n’y a pas’de .nombre p, tel
que I'on ait

L4p

max. | F(z)| > en'r, max. | B(z)| > ™"

Cela posé, s'il y a deux algébroides E, et E;(z) de la classe exponen-
tielle et d’ordre de grandeur inférieur a e*” telles que, en posant

F(3)—E((z)=¢e*, F(z)—Ey(z)=e?,
P (5)=¢"0), q%_.(:) = ¢%),

les ¢,(z) et ¢,(z)wu bien lesa(z) et g,(z) croissent -moins vite
que ¢, une éliminationinous conduirait a I'identité ’

E,(3) — E,(3) = %@ — %),
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qui rémplit-toutes les conditions nccessalres (') pour assurer son
1mpossab1hte. S :

Il wesiste done pas plus d une fonclwn alaebrozde E(z)de la
nature ci-dessus indiquée, telle que les fonctzons o'(z)et o'(z)[ou
bien ('(z)] correspondantes croissent moins vite .que e, Nous
avons donc encore un cas d’exception unique.

.

De ce théoréme découlent, par des raisonnements identiques a
ceux des numéros précédents, les propmetes de croissance donl jouis:
sent la partie réelle et la partie imaginaire dés fonctions o(z) et {(z);
lorsque I'on ne se trouve pas dans le-cas d’exception unique.

Uniformité des résultats précédents. — Un théoréme général
et simple.

14. Tous les théorémes de ce travail et du Mémoire précédent
mettent en lamiére Iorigine profonde du cas d’exception unique de
M. Picard, i laquelle nous devons nous reporter quand nous voulons
en faire Pextension aux algébroides multiformes. Ce cas d’exception
unigue, qui est, au fond, une propriété de croissance des fonctions

0(z); {(z) et a(z), ¢tudiées dans ce travail, se réduit, quand on se
borne aux algébroides uniformes, & un abaissement de Ja densité des
zéros et des infinis. Dans des travaux antérieurs [voir, par exemple,

notre Theése (*) plus haut citée], en étudiant les algébroides multi-
formes, nous ne nous sommes attaché qu’a cette densité des zéros et des
infinis, et cela n’a pu nous fournir un cas d’exception unique; nous en
avons ‘eu plusieurs, en général, ct leur nombre manmum dépend du
nombre des branches de 'algébroide.

() Elle remplit -toutes les conditions nécessaires, puisque sa dérivation la
raméne 2 une autre de la méme forme avec des coefficients. aloebrondes d’ordre
de grandeur inférieur & e*t"),

(%) Sur les zéros d’une classe de fonctions transcendantes (Paris, Gauthier-
Villars, 1905 et Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse).

Journ. de Math. (6¢ série), tome 11I. — Fasc. I1I, 1goj. 38
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Remarquons encore que les théorémes, établis dans ce travail et le
précédent, qui comprennent comme cas particulier le théoréme clas-
sique de M. Picard et ses généralisations concernant les algébroides
uniformes, peuvent étre énoncés sous une forme sommaire et simple
comme une propri¢té de la dérivée logarithmique de la fonction F(z)—a
ou bien F(z)—E(z), E(z) désignant une algébroide d’ordre de
grandeur inférieur a celui de " : il n’est pas, en effet, difficile de
voir que le cas d’exception unique que comportent les théorémes en
question se caractérise toujours: par la croissance de la dérivée loga-
rithmique de F(z) — « ou F(z) — E(z), dont I'ordre de grandeur
est inférieur & celui de F'(z).lorsque I'on se trouve dans le cas d’excep-
tion unique; on s'en rend aisément compte en remarquant que, dans -
le cas d’exception, nous avons

F(z)—a= f(z)e?® ou bien F(s) —E(z) = F,(z)et,

les fonctions f(z) et I' (z) étant des algébroides d’ordre de grandeur
inférieur & e*") et ©(z) et A(z) toujours finies & distance finie. Nous
avons encore, grice i notre hypothése,

F/(s)=[/(2) + /()9 (3)] &,
’ F'(z) —E(3) =[F,(z) + F,(3) N (3)] 2,

les coefficients des exponentielles étant aussi des algébroides d'ordre
de grandeur inférieur & ¢*. Il en résulte que les dérivées logarith-
.miques ‘
F'(2) F/(z)— E'(5)
F(zy—a’ F(z)— E(s)

sont ausst d’ordre de grandeur inférieur & e*”), d’aprés la définition et
les propriétés de l'ordre de grandeur des algébroides non entiéres.
Inversement, nous pouvons démontrer que, si la dérivée logarith-
mique de I'(5) — a jouit de cette propriété, nous nous trouvons bien
dans le cas d’exception unique.
Supposons, en effet, que 'on ait
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w(z) étant une algébroide d’ordre de grandeur inférieur a ¢#; l'in-
tégration nous donnera

log[F(2) — a] = ¢ + f w(s) d=
F(z) — o = Kefo@ds [K = ¢,

ou

K étant une constante. Les zéros et les infinis du second membre
coincident avec les infinis de 'exposant [ w(z) ds et, par conséquent,
‘avec les infinis de Palgébroide w(s), dont la densité est exceptionnelle
pour un ordre de grandeur égal & ¢*” (cest-d-dire, elle est nférieure
a celle que le théoréme de M. Hadamard, précisé par M. Borel, fait
correspondre a un ordre dé grandeur égal & ¢, puisque cette fonc-
tion est supposée d'ordre de grandeur inférieur & e, :

La densité, donc, des zéros et des infinis de F(3) — « est bien exoep-
tionnelle et nous aurons

F(z) — o= f(z)e?),

f(z) étant une algébroide d'ordre de grandeur inféricur a e*”
[ f(3) n’est qu’un produit canonique (multiforme, voir le n° 2) de
facteurs primaires analogue & celui qui est formé par les infinis de w (3),
qui sont nécessairement simples] et ¢(3) toujours finie a distance finie.
Il en résulte

Fi(5) _ J'E) s NN (L I A )
Fo— = o T¥E ot YO =5~

Les deux dérivées logarithmiques du second membre ayant, par hypo-
Lhesc, leur ordre de grandeur inférieur & ¢*, il en sera de méme
de ©'(=); nous obtenons donc ainsi toutes les condltlons qui caracté-
risent le cas d’exception unique et entrainent les propriétés de crois-

sance des fonctions ¢ (z), {(3) et o(3z) qlgnalees dans ce travail. Nous
avons donc le théoréme général suivant :

Tutortme V. — La dérivée logarithmigue de ¥ (z) — « ne sau-
“rait croitre moins vite que F(z) pour plus d’une valeur de «.

Il en est bien de méme de la fonction T (3) — E(3).
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Je crois utile de répéter ici que j'emploie Pordre de grandeur de
M. Borel, d'aprés lequel une fonction croissante m(r) est d’ordre de
grandeur inférieur a ¢*”, lorsque 'on a 'inégalité

m(r) < e

p étant un nombre positif quelconque.
Pour fixer les idées, je n'utilise pas dans ce travail les précisions
d’ordre données récemment par quelques auteurs ( Lindeléf, Bou-

troux, Maillét). :
On obtient le sens de l'ordre de grandeur d'une algébroide

non entiére a l'aide de l'exclusion du voisinage immédiat de ses

infinis. ; . :
La démonstration de ce théoréme peut se faire aussi directement de

la facon suivante : supposons que, pour deux valeurs «, et «,, I'on ait
F(s)— e, =F(2)q.(s), F(s)—a,=F(s)qu(s),

les algébroides ¢,(z) et ¢,(z) étant d’ordre de grandeur inférieur &
celui de F(z); 'élimination de F’(z) entre ces deux relations nous
fournirait I'identité suivante :

% — o, =F(2)[q.(5) — q.(2)],

ce qui entraine immédiatement
%) = oy et 7.(2) =q.(3).
grice aux propriétés générales des algébroides établies dans notre

Mémoire précédent.
Il en est de méme de la fonction F(z) — E(z), E(z) étant une
algébroide croissant moins vite que ¢*" dans le sens plusieurs fois

indiqué. -

13. Remarquons maintenant que ce dernier mode de démonstra-
tion du théoreme ci-dessus énoncé suggére plusieurs généralisations
intéressantes pour la théorie des équations différentielles. Considérons
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A0

une équation différenticlle
(19) 2(z, ),y a) ;':.0)

la fonction X(z, y, y/,2) étant algébrique en y, ¥ et « et transcen- -
dante algébroide par rapport & z d’ordre de grandeur égal & e# (j’en-
tends.par la que le plus grand des ordres de grandeur des divers coef-
ficients est égal a4 e*"). Envisageons deux valeurs o, et a, de la .
variable o, qui est cousidérée ici comme un paramétre, et cherchons
Vintégrale commune des équations différentielles

2y, y,50)=0, Z(y, ¥ 5, %) =o0.
L’¢limination de y entre ces équations nous conduit & une équation
L(%Z, Gy a'.') =0,

algébrique en y, a, et a,, qui exprime que Uintégrale commune est
une fonction "dfrcbrmdc d’ordre de grandeur égal, en général, & e*";
elle peut &tre aussi d’ordre de grandeur inférieur & e*” pour des valeurs
de «, et «, satisfaisant & des équations algebriques en o, et a,.
Appelons E; I'¢quation différentielle de la famille dchme par I'équa-
tion (19) correspondante 4 la valeur «; de « et remarquons que les

considérations précédentes nous conduisent 2 la conclusion suivante :

Etant donnée une équation différentielle E, de la- famille consi-
dérée (19), il n’y a qu’un nombre fini d’autres équations de la
méme famille admetlant une intégrale commune avec I’équation E,
d’ordre de. grandeur inférieur a e,

Nous citons ce résultat comme un exemple de problémes basés sur
les mémes principes que celui qui se rattache au théoréme de M. Pi-
card, dont toutes les généralisations et extensions aux algébroides
multiformes (avec un cas d’exception unique) ont été résumées par
le théoréme du numéro précédent. Il est vrai que ce théoréme se
raméne & ['équation

F(z)—a=F(3)g.(s) ou y—a=yg.s)

%
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écrite plus haut, qui.n’est pas, en général, algébrique en «, puisque le
facteur ¢,(z) dépend aussi de « d’une fagon dont la complication est
tout & fait imprévue; mais il arrive ici que les conditions exigées par
. le cas d’exception se décomposent en deux équations, dont 'une est
algébrigue en «, et o, ne contenant pas la variable 5. Le théoréeme
général que nous venons d’énoncer dans ce numéro comporte, en
général, plusieurs cas d’exception, mais toujours en nombre fini.

It y aurait une foule de probléemes analogues a celui que nous avons
traité dans ce numéro, dont I'étude nous entrainerait trés loinj c'est
pour cela que je n’y insiste pas.



