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GROUPES ABELIENS GENERAUX. : ‘213

Groupes abéliens généraux contenus dans les groupes

linéatres & moins de sept warvables;

Par M. Camiie JORDAN.

§ I. — Préliminaires.

1. On nomme groupes abéliens ceux dont les substitutions sont
échangeables entre elles. '

Soient G,,, G, deux groupes abellens, 1'esppct1vement contenus
dans les groupes linéaires & m et & n variables. La réunion de leurs
substitutions donnera un nouveau groupe abélien contenu dans le
groupe linéaire a m + n variables. Un groupe ainsi formé sera dit
réductible.

Nous nous bornerons & I'étude des groupes irréductibles et géné-
raux, c'est-a-dire qui ne sont contenus comme sous-groupes dans
aucun autre groupe de méme nature.

2. Soit

l=1,2,...,n,

k

S =

Zy Zaikwk
k

une substitution quelconque de I'un de ces groupes; son déterminant
caractéristique

I

1,2, ..,

a“—'S a“;
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214 : C. JORDAN,

égalé a zéro, n’aura qu’une seule racine s,, de 'ordre n de multiplicité.
Supposons, en effet, pour fixer les idées, qu'il ait deux racines diffe-

rentes s,, s,; par un choix convenable de variables indépendantes, on

pourra ramener S a une forme canonique, telle que la suivante :

! 1]
XTyy Ty e STy, s, @,
! - tl ¢
Zyy Xy .. Sy +2,), s(x,+x)), ...
R P ,
'] !
Yoo Yo Sa Y4 $2 Yy .
y ey e e , ,

Une substitution quelconque S, du groupe G que nous considérons,
devant étre échangeable a S, devra permuter les unes dans les autres
les fonctions linéaires des variables z,, z}, ...; car ces fonctions sont
les seules que S multiplie par s,. Elle permutera de méme entre elles
les fonctions linéaires de x,, =, :.., z,, |, ... qui sont les seules
que S multiplie par s, et accroisse en outre de fonctions liné¢aires de x,,
xi, ..., et ainsi de suite.

Donc S, remplace chacune des variables  par une fonction linéaire
de ces seules variables. De méme pour les variables y; de sorte que G
sera réductible, contrairement a notre hypothése.

Remarquons d’ailleurs qu'une substitution s,, qui multiplie toutes les
variables par un méme facteur arbitraire s,, est échangeable a toute
substitution linéaire. Elle fera donc partie du groupe G supposé géné-
ral. Et la substitution S sera le produit de la substitution s, par une
nouvelle substitution S’ dont le déterminant caractéristique n’a d’autre
racine que l'unité. ’

Le probléme est donc ramené & la construction des groupes abeé-
liens G dont toutes les substitutions ont pour déterminant caractéris-
tique une puissance de s — 1.

3. Soit S une substitution d’un pareil groupe. En la ramenant 4 sa
forme canonique, on voit qu’il existe certaines variables z, «', ..
qu’elle n’altére pas. Soient y, y, ... les autres variables.

Soit S, une seconde substitution du groupe. Elle devra permuter
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entre elles les fonctions linéaires de z, «', ...; elle sera donc de la
forme

rd

xy . flz, 2, L), flw, ', ...),
L0 2T 1 €2 U VAL VAR T N - AR, Y [T TD [

Considérons la substitution partielle opérée sur les z, 2, .... Son
déterminant caractéristique, entrant en facteur dans celui de S,, sera
une puissance de s — 1. Parmi les fonctions linéaires de =, «/, ..., il
en existe donc que S, n’altére pas.

Soit S, une nouvelle substitution de G. Elle devra permuter les
unes dans les autres ces fonctions que ni S, ni S, n’altérent, et parmi
elles il y en aura que S, laisse également invariables.

Il existe donc certaines fonctions inaltérées par toutes les substitu-
tions de G. Prenons-les pour variables indépendantes et désignons-les
par x, 7, ...; nous les appellerons variables de rang 1; soit m, leur
nombre. Désignons par ¥, ¥/, ... les variables restantes.

Les substitutions de G seront de la forme générale

! ”* ) ? ”
T,T, ... @, ',

Y ¥ f(y’y"r“'>+?(wnw:"“))A f'(y,)”,---)-*—?'(xnx'.,---).,

Pour qu'elles soient échangeables entre elles, il faut évidemment
que les substitutions réduites

|y:_’)’l; f()’,}",---), f.(}’,}",--"), |7

obtenues en effacant les variables z, &, ..., solent échangeables entre
elles. Elles laisseront donc invariables certaines fonctions des y, 5/, .
Soient z., x, ... celles de ces fonctions qui sont linéairement dis-
tinctes; m, leur nombre. Ce sont les variables de rang 2, et toute
substitution de G (si elle les altére) les accroitra d’une fonction linéaire
des variables de rang 1.

Poursuivant ce raisonnement, on arrive au résultat suivant :

Tutorime. — Les variables indépendantes étant convenablement
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choisies, se répartiront ainsi :

L ? U .
m, wvariables x,, x|, ... derang 1,
* 1 " : oy
m, wvariables x,, xz,, ... derang 2,
.......... Cey s e e,
* ’ 7 .
m, wvariables ., x!, ... derangr,.

Toute substitution de G laissera inaltérées les variables de rang 1
el accroitra, en général, chaque variable de rang k d’une fonction
linéaire des variables de rang < k.

L’ensemble des nombres m,, m,, ... constituera pour nous la signa-
ture
[mn Mgy o v ey m,]
du groupe G.

La question & traiter peut donc étre formulée ainsi :

Construire les divers groupes correspondant & une signature
donnée. )

4. La marche qui se présente naturellement a I'esprit pour la
résoudre est la suivante :

On connait déja par le théoréme précédent la forme générale des
substitutions du groupe cherché G. Soit T' le groupe constitué par
I’ensemble de toutes les substitutions de cette forme.

Choisissons arbitrairement 1'une d’elles, S, que nous supposerons
apparteniv & G. Déterminons le sous-groupe T, formé par celles des
substitutions de I" qui sont échangeables a Sj; il contiendra G.

Choisissons arbitrairement dans I', une substitution S, qui ne- soit
pas échangeable a toutes les autres. Supposons qu’elle appartienne
a G; ce groupe sera contenu dans le sous-groupe I', formé par celles
des substitutions de T, qui sont échangeables a S,.

Choisissons dans I', une nouvelle substitution S,, qui ne soit pas
échangeable a loutes les autres, et ainsi de suite. Nous arriverons a un
dernier sous-groupe I'; .qui soit abélien. Ce sera I'un des groupes
cherchés.
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Ce procédé de tatonnement donnera bien tous les groupes G, mais
au prix de calculs fort longs; de plus, un méme groupe pourra se
reproduire sous p]usieurs formes différentes, dont une seule devra
étre conservée, si l'on veut éviter les doubles emplms dans I’énuméra-
tion des groupes G.
~ Deux des groupes obtenus ne peuvent, en effet, étre conalderes

comme vraiment distincts, s'ils sont identiques, ou peuvent étre ren-
dus tels par le changement des variables indépendantes.

Or, si nous convenons de dire qu'une fonction linéaire des va-
riables «% est de rang k, lorsque les variables de rang le plus élevé qui
y figurent sont de rang £k, il est évident que le groupe I sera trans-
formé en lui-méme, si I'on remplace chacune des variables = par une
nouvelle variable indépendante du méme rang (a la seule condition
que les nouvelles variables soient linéairement distinctes).

Soient G I'un des groupes abéliens contenus dans T'; G, G, ... ses
divers transformés par les changements de variables ci-dessus; ces
groupes ne seront pas distincts et ne devront compter que pour un seul
dans I’énumération des groupes cherchés.

Les considérations suivantes permettent d’abréger les opérations
que nous venons d’indiquer et d’obtenir la solution effective du pro-
bléme dans les cas les plus simples.

§ IL. — Considérations générales.

3. Une substitution S du groupe T est complétement définie lorsque
l’on connait I'accroissement Az} = f;; qu’elle fait subir 4 chacune des
variables #,. On pourra donc la représenter commodément par la
notation

S=|Az\=fi(, - Az = firy ---|-

On pourra méme, pour abréger 1'écriture, supprimer l'indication
des variables que S laisserait inaltérées.
Soit
= E)\ikl‘é

une fonction linéaire des = & coefficients indéterminés; S lui donnera
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Paccroissement _
A? = Z)\ik Aa;’ff ’

et 'on pourra écrire, sous une forme plus condensée,
S=|A5‘D=Z)\,k i"l'

Soit S, une autre substitution de T, qut accroisse ¢ de A, 9. La sub-
stitution S8, transforme ¢ en

@+ A9+ A, (9 +A<?)~_—q:—’+—A?+A,qJ + A, Ag.
De méme S,S la changera en
¢+ Ao+ A, 0+ AA 0.

La condition pour que S et S, soient échangeables est donc exprimée

par la relation -
A‘ACP = AA* ?

qui doit avoir lieu identiquement, quelle que soit la fonction linéaire ¢.
En égalant séparément les coefficients de chacune des arbitraires A,
dans la relation précédente, on obtiendra celles-ci

; ; 1==1,2,...,My
AAx, = AA, x,, )

k=1,2,...,r

dont elle est le résumé.

6. Si deux opérations A et A, peuvent éire interverties, comme
Pexprime cette égalité, il en sera de méme des opérations

D=a A+ a,A>+a,A°+... et A,

@,, s, ... étant des constantes arbitraires. Donc tout groupe abé-
lien G qui contient la substitution S contiendra (s'il est général, comme
on le suppose) la substitution X qui accroit 9 de Dg. En effet, soit S,
une substitution quelconque de G; étant échangeable a S, elle le sera
a X. Si donc I n’appartenait pas 4 G, on pourrait la lui adjoindre
pour former un groupe abélien plus général.
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Nous appellerons ces substitutions X les dérivdes de S. En particu-
lier, nous appellerons multiples de S celles pour lesquelles I'opéra-
tion D se réduit a a,A.

De méme, si G contient plusieurs substitutions S, S,, ... accrois-
sant respectivement o de A9, 4,9, ..., il contiendra toutes les substi-
tutions ¥ qui I’accroissent de Dy, D désignant un polynome symbolique
arbitraire en A, A,, ... (sans terme constant). Ces substitutions seront
dites les dérivées de S, S,, .... En particulier, nous appellerons
combinaisons linéaires de S, S,, ... et nous représenterons par

(aS+a,S,+...)
celles ot le polynome D se réduit 4 la forme linéaire

D=aA+a A +....
.

7. Supposons, pour fixer les idées, qu’on connaisse déja deux sub-
stitutions S, S, du groupe G. Soit z 1'une des variables. Parmi les
fonctions linéaires Az, A, z, Ax, AA, «, ..., soient y, ¥/, ... celles qui
sont linéairement distinctes. Prenons-les, ainsi que z, pour variables
indépendantes; soient z, z', ... les variables restantes. Une substitu-
tion quelconque S, du groupe G donnera & « un accroissement de la

~forme :
AMr=ay+ay +...+bz+b'z+....

Mais, parmi les substitutions dérivées de S, S,, que l'on sait déja
y y O Al
appartenir 4 G, il en est une ¢ qui lui donne 'accroissement

dx=ay+dy +...
On peut substituer & S, comme génératrice du groupe la combi-

naison linéaire A ‘
?
(S2 - G) =y

pour laquelle 'accroissement de x se réduit &
A =bz+ bz +....

Cest donc uniquement parmi les substitutions ainsi réduites qu’il
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conviendra de choisir une substitution échangeable 4 S, S, qu'on
puisse leur adjoindre pour continuer la construction progressive de Gr.

8. Cette condition d’échangeabilité restreindra d’ailleurs beaucoup
le champ des hypothéses possibles sur la nature de la nouvelle subsu—
tution S,.

Supposons, pour en donner un exemple qui sera utile plus tard, que
I'on ait b=4'=...= o0, de telle sorte que A,z soitnul; A}y, A, v/, ... le
seront également. En effet, S, étant échangeable 4 s, on aura néces-
sairement
' A Sz =8A,x = o,

car A, x est nul.
Mais, d’autre part,

A, Sx_aA2y+a Ay +..

et, pour que cette e\pressmn s'annule, quelles que soient les con-
stantes @, @', .. ., 1l faudra qu’on ait

A,y =o, A,y '=o,

9. Comme cas particulier du précédent, considérons celui ol les
variablesx, y, y’, ... épuisent le nombre des variables indépendantes ;
il n’y aura pas de variables z, et S| n’altérant aucune variable se réduira
& P'unité. I1 n’existera donc aucune substitution nouvelle qu’on puisse
adjoindre au groupe dérivé des substitutions S, 3, déja connues et ce
groupe sera général.

. 10. Il existe dans le groupe I' certaines substitutions ¢ échangeables
a toutes les autres et qui, par suite, appartiendront a tous les groupes G
contenus dans I'. Ce sont celles qui n’altérent aucune variable, sauf
celles de rang maximum «/, «,, ..., qu’elles accroissent de fonctions
arbitraires 8, 8z, ..., des vamables derang 1. Elles accroitront, en
effet, la fonctlon arbltralre

de la quantité



GROUPES ABELIENS GENERAUX. 221

Soit S une autre substitution de I'; elle accroitra ¢ d’une fonction Ag
qui ne contient que des variables de rang <C 7. On aura donc

SA? =o.
Mais, d’autre part, ¢o étant de rang 1, on aura
Adp=o.

La condition d’échangeabilité est donc remplie.

On remarquera que le succés de ce raisonnement tient a cette cir-
constance que x,, x,, ... ne figurent pas dans Ag. Ces variables de
rang maximum sont les seules qui jouissent de cette propriété, quelle
que soit la fonction ¢ et de quelque maniére que S soit choisie dans le
groupe I'. .

Mais si la substitution S doit étre choisie, non plus dans toute
Pétendue du groupe I', mais dans un de ses sous-groupes I',, il peut
arriver que certaines variables, de rang < r, ne figurent pourtant
pas dans les Ag. Les substitutions ¢’, qui n’altérent que ces variables, en
les accroissant de fonctions arbitraires des variables de rang 1, seront
échangeables & toutes celles de T, ; elles appartiendront donc a tout
groupe abélien Gr contenu dans T',, et supposé général.

11. Soit x; 'une des variables de rang k. Les diverses substitu-
tions S, S,, ... du groupe G lui donneront des accroissements Az,
A,xy, ... de rang k — 1 au plus. Mais I'un au moins d’entre eux sera
effectivement de rang k& — 1. Autrement ce serait a tort qu’on aurait
inscrit x; comme variable de rang k; elle serait, en réalité, de rang
inférieur. ‘ -

Nous allons établir que G contient une substitution S pour la-
quelle Azy, A%z, ..., A* '« solent respectivement de rangs k — 1,
k—2,...,1.

Supposons, en effet, qu'on ait trouvé déja une substitution S pour
laquelle Az, ..., A*'x, soient respectivement de rangs k —1, ...,
k — I+ 1, mais ou A’z soit de rang <k — L

Puisque A’~'x, est de rang k — [ +1, G contiendra une substitu-
tion S, qui I'accroit d’une fonction de rang k — '— 1.

Journ. de Math. (6 séric), tome ILI. — Fasc. i1, 1go7. 20



29292 C. JORDAN.

Soient Ao, A, o les accroissements que S, S, donnent & la fonction
arbitraire ¢; G contiendra la combinaison linéaire

Z:(S -+ ES,),

e étant un infiniment petit. Cette substitution’accroit ¢ de

Do =(A+¢A)e. \

Répétant cette opération, on aura

Dio =(A + ¢A,)g
et, en particulier,

D[.'L'k:(A -+ eA,)‘xk:(Al-i— lE A‘A[~' 4. .-)(L‘k.

Or, par hypothése, Alx, est de rang <k —1 et A, A"z, de
rang k — /; les termes non écrits peuvent étre du méme rang; mais,
étant infiniment petits par rapport aux précédents, ils ne peuvent les
détruire. Donc D‘x; aura le rang &k — let Dixy, D'y, .. ., x; étant
de rangs croissants, dont le dernier est k, lears rangs respectifs seront
bienk — U, k—1+1,..., k.

Soit S la substitution dont nous venons d’établir I'existence. Dési-
gnons par Ty, Lx—i, - .., &, les fonctions z, Az, ..., A*'x;. Etant de
rangs décroissants, elles seront linéairement distinctes. Prenons-les
pour variables indépendantes. La substitution S prendra, en ce qui
concerne ces variables, la forme suivante : '

Az = wy_y, ATy, = Tp_y, ceny Ax, = o.

42. Soient S, S, deux substitutions d'un groupe G de signa-
ture {m, m,, ..., m,]. Nous avons trouvé pour exprimer leur échan-
geabilité les conditions suivantes (n° 5) :

. A 1=1,2,...,/
A, Azl = AA, &, (k Py ").

—_. -
=1,2,...,T

Si nous nous bornons & considérer celles de ces identités on AZp,
elles exprimeront que les substitutions effectuées sur les variables
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des p premiers rangs seulement sont échangeables. L’ensemble de ces
substitutions partielles (correspondant aux diverses substitutions S,
Siy.... du groupe G) formera donc un groupe abélien de signa-
ture [m,, ..., m,]; mais ce groupe pourra ne pas étre général dans
son espéce. :

On peut méme négliger, parmi celles des identités ot k = p, toutes
celles ot £ > ., p étant un entier moindre que m,; les identités restantes
exprimeront I'échangeabilité des substitutions partielles opérées sur
les variables de rang <C g et les p. premiéres variables de rang p. L’en-
semble de ces substitutions partielles formera donc un groupe abélien
de signature [m,, ..., m,,, ], mais qui pourra ne pas &tre
général. :

Parmi les conditions conservées jusqu’a présent, effagons encore
toutes celles ot k < o et, dans celles qui subsistent, supprimons dans
les deux membres les termes qui contiennent les variables de rang <o.
Les conditions ainsi restreintes expriment que les altérations produites
parS, S,, ... sur les variables des rangs o, ..., p —1 et les p pre-
miéres variables de rang p seraient échangeables si 'on y biffait les
termes qui contiennent les variables de rang < o. Les substitutions
restreintes ainsi obtenues formeront encore un groupe abélien, de
signature [, ..., n,_, .

On voit par la que la détermination des groupes abéliens généraux
de signatures simples, telles que [m,, m,]|, [m‘,mg,m,j, ... et de
leurs divers sous-groupes constituerait un premier pas assez impor-
tant vers la solution du probléme général relatif 4 une signature quel-
conque [ 72, My, ...]. ' '

13. Avant de passer aux applications particuliéres des principes
ci-dessus, il convient encore de remarquer qu’il existe certaines signa-
tures auxquelles ne correspond aucun groupe G. Nous allons montrer,
par exemple, I'impossibilité de la signature [m,, 1, 2].

Supposons, en effet, qu'il existe'un groupe G ayant cetle signature;
soient , la variable de rang 2, z,, , celles de rang 3. Une substitu-
tion quelconque S du groupe G donnera & z,, x, des accroissements
de la forme ‘

Awy = ax, + R,, Av,=a'w;+ R,,
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en désignant, d’une facon générale, par R, une fonction des variables
de rang 1, qu’il est inutile de préciser et qui ne sera pas partout la
méme.

La variable z, étant de rang 3, G contient au moins une substitu-
tion S ou @ n’est pas nul et, si nous changeons de variables, én posant

7t

z; = aX,, a'xr,— ax,= X,
nous aurons plus simplement
AX, ==z, + R,, AX, =R,.

Les substitutions de G seront des combinaisons linéaires de celle-la
avec d’autres substitutions S,, ... donnant a4 X,, X des accroisse-
ments de la forme

AaX::Rn Alx;:bx2+Rl‘

Mais, X, étant une variable de rang 3, il existe au moins une substi-
tution S, pour laquelle b n’est pas nul, et, comme on peut remplacer la
substitution S, par un de ses multiples, il est permis de supposer b =1.

Les substitutions de G seront évidemment des combinaisons linéaires
de S, S, avec d’autres substitutions X pour lesquelles les accroisse-
ments de X;, X; se réduiront a la forme

DX,=R,, DX,=R,.

Cela posé, aucune des substitutions S, S,, X ne pourra altérer z,.
Soit, en effet, Az, 'accroissement que lui donne S; on aura

AAX; =A(z,+ R)=A,x,
et, d’autre part, '
AA X, = AR, =o.
Donc Az, =.0. .
On trouvera de méme

A AX, =AR, =0, AA X = Az, + R)) = Ax,, |
A,DX, =AR,=o, DA, X, = D(z,+ R,) = Da,,
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d’on )

Az, = o, Dz, = o.

Donc x,, n'étant altérée par aucune des substitutions dont G est
dérivé, est une variable de rang 1 et non de rang 2, comme on Pavait
suppose de sorte que la signature du groupe n’est pas [m,, 1, 2],
mais [m, +1, 2]

14. De l’impossibilite’ de la signature [m,, 1, 2], qui vient d’étre
établie, résulte évidemment (n® 12) celle de toute signature de la
forme [m,, ..., m4_,, 1, My, ..., m,], o0 'un des nombres my,,, ...,
m, serait plus grand que 'unité. '

§ III. — Applications.
1° Groupe de signature [m, n).

15. Les substitutions de I" ne sont autres que les substitutions ¢ du

numéro 10. Le groupe G, qui doit les contenir toutes, n’est autre
que I' lui-méme.
" Ses substitutions sont des combinaisons linéaires de mn substitu-
tions distinctes dont chacune laisse inaltérées toutes les variables, sauf
Pune de celles de rang 2, ., ..., ¥, qu'clle accroit de I'une des va-
riables de rang 1, @, ..., «7.

16. Un sous-groupe g contenu dans G sera dit d'espéce p, si toutes
ses substitutions sont des combinaisons linéaires de p substitutions
distinctes S, ..., S,. ' .

Une quelconque S; de ces subsntuuons accroitra une quelconque
des variables de rang 2, telle que ¥, d’une certaine fonction linéaire Qi
des variables z, de rang 1.

La substitution générale de g, (A,S,+...+1,8,), donnéra donc
a la fonction générale de rang 2

. By Ty o X,
Vaccroissement
. L=1,2,... P
, o y < s
D(w 2 -+ o+ ppxy) = ZX Do,

=1,2,...,171,
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Le second membre ést une fonction trilinéaire par rapport aux trois
séries de variables A, u, z. On dispose pour la réduire & une forme
canonique des opérations suivantes :

1° Une substitution linéaire arbitraire opérée sur les z,;

2° Une substitution linéaire opérée sur les w.; )

3° Une substitution linéaire opérée sur les A.

Ces deux derniéres opérations altéreraient les expressions

. 7 12
Bo &y o T,

MS, .+ 1S,

Mais on les raménera & leur forme initiale en exécutant les substitu-
tions inverses des précédentes sur les z, et sur les S; opérations per-
mises, car on peut changer, d'une part, les variables indépendantes, et,
d’autre part, remplacer S, ..., S, comme génératrices du groupe g
par p de leurs combinaisons linéaires. ‘

On aura donc autant de sous-groupes g de P'espéce p qu’il existe de
formes réduites distinctes pour la fonction trilinéaire

X }\: Mk Pike

" La construction de ces réduites est un probléme assez complexe;
nous l'avons abordé dans un précédent Mémoire (Journal de Liou-
vtlle, 1906, p. 403 et 1907, p. 5) et nous en avons donné la solution :

- 1° dans le cas ou I'un des nombres m, n, p est égal & 1 ou & 2; 2° dans
celui ou '

m=n=p=3.
2° Groupe de signature [m, 1, 1,1, ...,1].

17. Soit w, la variable unique de rang maximum r. Le groupe
cherché G contient (n° 11) une substitution S pour laquelle on a

Agp =, Ax, = x,_y, veey Az, = o,

Zy_yy ..., ©, étant des variables de rangs r —1, ..., 1. ,
Soient x}, «7, ... les m —1 autres variables de rang 1; G contien-
dra, en outre (n* 10), les substitutions ¢ qui accroissent z, d’une fone-
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tion hnéaire de z, 2, ..., sans altérer aucune des aulrves variables.
Les substitutions dérvivées de S et des o donneront aux dlverses va- .
riables des accrmssemcnts de la forme suivante®

Dx, =az,_+ ayx, s+, _3+...+a,_,x+ b,x,+ by’ +...,

=
§
|

R S Y I

o)
‘8
!

I

A Ly e Qg T

D.L,“—D’L =Du\=...=o,

ol les coefficients a, b peuvent prendre toutes les valeurs possibles.
Ces substitutions, permettant d’accroitre z, d'une fonction linéaire
quelconque des autres variables, épuiseront toutes celles du groupe
cherché (n°9). '
On n’a donc ici encore qu’un seul groupe G de la signature deman-
dée.

3o Groupes de signature [m, n,1).

18. Scnent , la variable unique de rang 3; «,, ..., x} celles de
rang 2; @, ..., z, celles de rang 1.

G contient les subsututlons ¢ du numéro 10 et résulte (n" 7) de
leur combinaison avec des substitutions S,, S,, ... pour lesquelles on
a simplement

A xy=9, A,:‘L‘.’_f:f,k,

k
A,y =9,, A,z = f,,

les ¢ étant des fonctions de z, ..., ) (qui ne sont pas toutes nulles)
et les f des fonctions de ', . . ., 27"

Supposons que parmti les fonctions ¢ il y en ait { linéairement dis-
tinctes. En les prenant pour variables indépendantes, nous aurons
[- substitutions 3,, ..., §,, telles que, pour 'une quelconque d’entre

elles S;, on ait les accroissements

Cr=1,2,...,10"
. i ‘Ir H ¥ )
Ai‘£3:xz’ ) Ai‘L‘:':fik ( >
(3

k=1,2,..,n



228 " C. JORDAN.

- G résultera de la combinaison de 4, S,, ..., S, avec d’autres substi+
tutions ¢’ qui laissent invariable z, et, par suile, ), ..., ", @,, ...,
x! (8). Si donc { était égal & n, les substitutions ¢’ se réduiraient 4 la
seule substitution 1, et la construction de G s’arréterait la.

Supposons, au contraire, [ < n pour rester dans I'hypothése la plus
générale. Les substitutions o’ accroitront z%, ..., #} de fonctions
linéaires {,,,, ..., {, des variables de rang 1. D’ailleurs, quelles que
soient ces fonctions ¥, ..., o’ sera échangeable aux substitutions-g,
S.,...,S,(10). Donc G sera dérivé des substitutions g, S,, ey Sy, 0

Mais, en combinant les ¢’ avec S,, ..., S,, on pourra simplifier
l’expi'ession de ces derniéres substitutions en les remplacant par
d’autres substitutions génératrices S, ..., S;, pour lesquelles toutes
celles des fonctions fi ot k > [ soient nulles.

Le groupe G sera ainsi dérivé des substitutions ¢’ et d'un groupe G’
de substitutions d’ott les variables %', ..., #? ont disparu. Ce dernier
groupe, de signature [m, /, 1], sera dérivé des substitutions o, jointes

a des substitutions S, ..., S, de la forme suivante :
, . . i:I,Z,..'.,l.
S, =lAwy =}, Aiwy = ful (k— l)
=1,2,...,

19. Nous n’avons pas encore exprimé que ces substitutions S’ sont
échangeables deux a deux. Cette condition donne les relations

AiAkms - AkAix:n
d’on .
fik = fhi°

Py : Ll . .
Les f se réduiront donc a —(—:_—'—) fonctions distinctes, contenant

chacune m coefficients arbitraires. Mais le nombre de ces parameétres

* peut étre réduit par un choix convenable des variables indépendantes

et des substitutions génératrices. '
Considérons, en effet, la substitution®

(7\1 S¢ +.t llsl)s
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ol X, ..., A, sont des indéterminées. Elle accroitra x, de la quantité

Day=\z,+...+ \z!
et z; de la quantité
: . Py
Daf =%, fix+-o -+ N fu= a”;;’

{ désignant la forme quadratique
g
- 22 Sihiee
i k
Drailleurs, les fi étant des fonctions linéaires des m variables &', ...,
Z}', on aura, en les mettant en évidence, '
’
Y=o $,+...+ 2]y,

$yy ...y Yn étant des fonctions quadratiques des A.
Soient enfin p,, ..., u, de nouvelles indéterminées; on aura

+ ) ¢ ol 9
D (g @+ ) = ) a5 = 3, @ 2“*«3—%'
k i k

Le second membre de cette égalité est un covariant de la forme ¢
(une polaire), lorsqu’on y soumet les deux séries de variables X et . &
la méme substitution. On peut le faire sans altérer les expressions

/
M, 4. N, By &y oo R T,
)\.4S| ...+ .}\IS[,

pourvu qu’on opére la substitution inverse sur les z, et sur les S.
On aura donc aprés cette transformation

Dz, =\, ...+ Nz,

(1) : ! L v,
D(px,+...+ p.,xi):; H"cm‘:zx‘ kZp.k v

W, W, désignant les transformées de §, {, par la substitution opérée

sur les A. D’ailleurs, on peut soumettre également les @, & une substi-
Journ. de Math. (6¢ série), tome 111, — Fasc. 111, 1907, 30
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tution linéaire quelconque. On voit donc que le probléme de construire
les groupes G’ revient & déterminer les formes canoniques distinctes &
'une desquelles peut étre ramené le réseau

y=2a ¢, +....+w’,"q¢m

dérivé de m formes quadratiques a [ variables.

En effet, si la forme réduite W est connue, on n’aura qu’a remplacer
D par sa valear A,A, +...+ X,A, dans les relations (1) et & égaler
les coefficients des indéterminées A et p dans les deux membres pour
obtenir explicitement toutes les quantités A;x,, A;z5 et connaitre, par
suite, les substitutious S,.

20. Parmi les types réduits ¥, il en existe dans lesquels quelques-
unes des variables 2, ou des variables A ont disparu.

Soit N, le nombre des réduites restantes qui contiennent toutes les
variables. Le nombre total des réduites possibles sera évidemment

N\,

N, L=1,2,...,M
ZxN )

k=1,2,..,1

et celui des réduites ou figurent tous les A, avec tout ou partie des z,,
sera '

IN.  (i=1,2,...,m).
i

Ces derniéres réduites sont, d’ailleurs, les seules auxquelles corres-
pondent des groupes G’ ayant la signature demandée. En effet, si 'on -

. suppose que l'une des variables A, telle que A4, ne figure pas dans W,
av

[} ) . [(___ . P !
on aura, d’aprés les relations (1), Dz, = = O d'ot

et la variable «}, inaltérée par toute substitution de G’, ne serait pas

de rang 2, mais de rang 1.
" Le nombre des groupes ' correspondant a une valeur donnée de /
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Y N,

Chacun d’eux concourt & la formation d’un groupe G. D’ailleurs,

{ peut prendre successivement toutes les valeurs de 1 & n.
Le nombre total des groupes G de signature | m, n, 1] sera donc

, fi=1,2,...,m
8 IEN )
[ i l=1,2,..,n
21. Pour la détermination de ces nombres N, nous renverrons au
Mémoire déja cité (Journal de Liouville, 19go6, p. 403), auquel nous

empruntons les résultats suivants :

. . )
Ny=o0, si > ),

sera donc

2
. . {1
N,’[: I, S1 = -—(—::L)'?
NM:A I,

Nyy=o0, - Ny=2, Ny, =6, Na =14,

Ny, =13, Ny, =38, Ny =5, Ng;=1.
On en déduit aisément, par la formule (2), le Tableau suivant du
nombre des groupes G pour toutes les valeurs de n qui ne surpassent

pas 3 :

m == 1 2 3 4 5 m>bH

=11 1 3 ¢t {1 |1 1’[

5

(444

n=2| 2| 4 |55

) n=3| 3 |1t |25]33)38]3g

4° Groupes de signature [1,n,1,1,...,1].
22. Soit , la variable de rang maximum; G contiendra (§1), outre
les substitutions ¢ du n® 10, une substitution S, pour laquelle on aura

Az, = @,_,, CAL_y = Lpegy AR Az, = o,
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Lyy Tyeyy - -, %, étant derang r, r—1, ..., 1 et pouvant étre choisies
comme variables indépendantes.

Soient &, ..., ;"' les variables de rang 2, autres que z,; S leur
donnera des accroissements de la forme '

/ [ A ", .
Az, =dw,, Az, = a"x,,
Mais on annulera ces accroissements si I'on prend pour variables

J ’ s " ”
X, — &'z, T, — "%y,

Nous pouvons donc supposer qu’on ait
P

Cela posé, G résultera (7) de la combinaison des substitutions o, S
avec d’autres substitutions S, S,, ... qui donnent respectivement a z,
des accroissements

Alxr:?n Azxr:?zv ey

s o étant des fonctions des seules variables ), x, ..., en nombre n — 1.
les 9 étant des fonctions des seules variables x,, x;, ..,
upposons que, parmi ces fonctions, il y en ait / linéairement dis-
Supp que, p fonctions, il t { linéairement di
tinctes (! pourra étre égal a I'un des nombres o, 1, ..., n—1). En les
prenant pour variables indépendantes, on aura simplement, pour les
substitutions S, ..., S,

/ '_/' 13
Az, =x,, Ay, =z, ceny Az, =z,

Ces substitutions n’altéreront d’ailleurs aucune des variables z,_,, ...,
Z,, ©,. On a, en effet, par exemple,

Az, = A A w, = AA x, = A, = o.

Quant aux variables z,, . . , z7 elles leur donneront des accroissements’
de la forme
k
A,-x2 = Q;u Xy,

Cela posé, le groupe G sera dérivé de la combinaison des substitu-
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tions ¢, S, S,, .. , S, avec d’autres substitutions o’ qui laissent inal-
¥t - L4 ¥ .l . 4

téré z, et, par suite, T,_,, ..., T,, Ly, ..., L3 (8). Quanta zy'’, . ., 2},

elles les accroitront de multiples de z,. Quels que soient ces multiples,

la substitution ¢’ appartiendra & G (10). ,

Le groupe G sera donc dérivé des substitutions g, o', S, S, ..., S,.
En combinant ces derniéres substitutions avec les o', on obtiendra des
" substitutions génératrices plus simples S, ..., S}, ot ceux des Ay,
pour lesquels & > I seront tous nuls.

Aprés cette simplification, les substitutions ¢, S/, ..., S; ne contien-
dront plus les variables a:‘*' ..., w" et formeront un groupe abélien G',
de signature [1,{+1,71,1,...], dont la combinaison, avec les substl-

tutions o', donnera G.

23. Les substitutions S}, ..., S, sont de la forme
. ; . L=1,2,. .,1
S;=| Az, =z}, Az, = apx,| - .

Elles sont échangeables deux & deux, ce qui donne les relations
aik == akl‘.

La réduction a la forme canomque du groupe G’ peut s’effectuer
comme au n® 19,
La substitution .
(NS 4.0+ NS))

donne, en effet, a z, 'accroissement
Dz, = Az, +...+hz!

et a la fonction linéaire

‘ i
. } &L‘xz—f—-..—f— }L[.’I)g
I'accroissement
%
arj

’

D{pz,+...+ ‘u,x;):w‘zp.k
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¢ désignant la forme quadratique

4’ = ‘;‘2 @i My
ik

En opérant sur les indéterminées A et p une méme substitution
linéaire et la substitution inverse sur les «, et sur les ', on n’altérera -

pas les expressions
)\, S ...+ )\152,

M, 4.+ Nzl

- Z
U.,J/2+. -.+[J-[SC2,

mais on transformera ¢ en une somme de carrés
1 2 2
¢=§,<}\4+"'+)\l)

contenant nécessairement toutes les variables A (voir le n° 20) et sa

polaire
2 f*’f oxk

2 Wk M-

"Cette forme canonique étant unique, on voit qu’a chaque valeur de ¢
correspond un seul groupe G’ et partant un seul groupe G. Mais on
peut assigner successivement a [ les valeurs o, 1, ..., n —1.

Il existe donc n groupes G ayant pour signature [1, 7, 1,1, ...].

en

5° Groupes de signature [1, m, n].

24. 1l faut supposer ici m et n plus grands que I'unité; car,
pour n =1, on retomberait sur des cas déja traités, et, pour m =1,
n>r,le groupe G ne saurait exister (14).

Soient %3 x,, ..., 3 ; ,, ..., ; les variables.

Le groupe G sera dérivé des substitutions &, combinées a d’autres
substitutions que, d’aprés le n® 7, on peut supposer réduites a la
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forme

k=r1,2,...,m
S:lefa:CPh Ax(;:ak~7)4, Ax4=0I ( [t ) ))

A=1,2,...,n
les ¢ étant des fonctions des seules variables z,, .., 7.

Parmi les substitutions de cette forme que G doit contenir, il en est
une au moins S, ol a, n'est pas nul. Autrement &, ne serait pas de
rang 2. '

En prenant, d’ailleurs, pour variables indépendantes,

_I ’ U e

Ty mT,— A @,
au lieu de z,, «}, ..., on rendra a, égal al'unité et 'on fera disparaitre
Ayy iy By de sorte que S, aura la forme

8, =|Az{=¢., A&, ==,, Axi=o (pour k >1), A,z,=o|,

et G résultera de la combinaison des substitutions o, S, avec de nou-
velles substitutions de P'espéce S, mais dans lesquelles on pourra sup-
posera,=o0. : ' . ,

Parmi ces nouvelles substitutions, il en est au moins une S, ou a,
n’est pas nul, et, par un changement de variables analogue au précé-
dent, on la raménera 4 la forme

S, = A2l = oy, Avxy, =2, Azt =0 (si kiz), Az, =0

Continuant ainsi, on voit que G contiendra, outre les o, m substitu-
tions S,, ..., S, ayant les formes suivantes :

Si= |l = g4, Azt ==, Ak =0 (sik31), Aw, = o,

les @, étant des fonctions des x,, telles que

il ’ l m.
it == @ Lyt O, Ty
-Le groupe cherché G sera, d’ailleurs, dérivé des seules substitu-
b b2

tions o, S,, ..., S,,, car les substitutions qu’on aurait 4 lui adjoindre
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. pour le compléter pourraient étre supposées de la forme
S = |Az} = 9, Az, = o, Az, = ol.

Mais les fonctions g, devraient étre toutes nulles.
Soit, en effet, "
‘ o=az, ...+ a,zt;

S étant échangeable 4 3;, on aura
) ! y
AA,'Q% = AiA$3.
Mais le premier membre est égal a
A?il = 0,
car ¢, ne contient que les variables de rang 2; quant au second membre,
il est égal a :

l, . L m {
Ai(a' x, +...+a,x)) = a;x,.

Donc a! = o, quels que soient f, I. Les substitutions S se réduiront
donc & la seule substitution 1 qui appartient déja a G.

25. Les substitutions S,, ..., S,, doivent étre échangeables deux &
deux; d’ou les conditions '
'3 '3
o A,‘Akxa:AkA"xa-
Mais '

“Donc

On-pourra écrire en conséquence

Az Wi(zh, ...,z
[Ty = . ,
dy,

{, désignant la forme quadratique

o ik I=1,2,...,Mm
4’""" ;Zaikaxz »
N

k=1,2,...,m
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La substitution
(NS, +...+1,5,)

donnera 4 chacune des variables z% un accroissement

. D"I"g = A&y,
et 4 la fonction
_’ n
Py Ty e P T
I’accroissement

, " ()S PR
D(pr, &, .. .4 o) =3, 9127»'—%2{2,7;7—“&—)
] i 2

— i dq‘l()‘h <y >‘Ill)
“2 WE% o, :
{ i .

Cette derniére expression est la polaire par rapport aux z, de la fonc-
tion

FOu oo h) =2 T el oy ).

L’expression du groupe Gr élant ainsi trouvée, il est aisé de la réduire
4 une forme canonique, en changeant les variables indépendantes et
les substitutions génératrices.

Opérons, en effet, sur les A une substitution linéaire quelconque, en
soumettant les z, & la méme substitution et les S a la substitution
inverse. Opérons, d’autre part, sur les w une substitution linéaire
quelconque et sur les , la substitution inverse. Ni A, S, +...+ A,,5,,
ni @, & ...+ th, 2 ne seront changés, et les relations

Yk — N
Daf, = i,

subsisteront; mais la fonction fsera changée en une autre fonction

F = -;-‘z ‘J-[IFI()\', . .,7\,")
. !

et I’on aura
i ()‘VI

D(_y.,x;—i-...—i— g,,:cjj):}: WZ{L‘
. i

Journ. de Math. (6° série), tome IH. — Fasc. I, 14907, 31
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Nous sommes ainsi ramenés au probléme déja rencontré au n° 49 :
Déterminer les types canoniques distincts a I'un desquels doit se
ramener un réseau

9441,+---+ T

dérivé de n formes quadratiques des m variables A,, ..., A, lorsqu’on
opére des substitutions linéaires sur les variables A et sur les para-
métres .

26. Le nombre de ces types est

i=1,2,...,m
2N :
ik

k=1,2,...,n

les nombres N étant les mémes qu'aux n° 20-24. Mais ceux de ces
types ou k< n doivent é&tre rejetés, les groupes G correspondants
n’ayant pas la signature requise.

En effet, si k était < n, I'une au moins des variables w, telle que w,,
ne figurerait plus dans 'expression de F, ni par suite dans sa polaire.
Celle-ci étant égale &

D(pa, +...4+ p,2}),

on aurait identiquement
Dxf‘ = 0.
Donc toute substitution de G laisserait «’ invariable, sauf les substi-
tutions o, qui lui donnent un accroissement de rang 1. Donc « serait
de rang 2 et non de rang 3, comme cela doit étre.
Le nombre des groupes G, de signature |1, m, n], sera donc

'ZN"" l=1,2,...,m.
i

D’aprés les valeurs des nombres N, données au n° 21, on pourra for-
mer ais¢ment le Tableau suivant du nombre des groupes G pour les
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valeurs de n qui ne surpassent pas 3 :

m= 1 2 3 4 5 m>5

n—1 1 1 [} 1 1 t

n=ai 1 .3 4141414

n:3 1 7 2012813334

6° Groupes de signature [2,2,1,1,...].

27. Soient x, la variable de rang maximum; &,_,, ...; &y, &, &,
x, cellesderang r — 1, ..., 2, 1. ,
Le groupe G doit contenir, outre les substitutions o, une autre sub-

stitution S de la forme

S =|Az,= %,y AT, =%y, ..., Am,=o0, Ar,=ax, + bx,, Ar =o]

Pour achever de le construire on devra combiner avec les substitu-
tions précédentes de nouvelles substitutions S, pour lesquelles A, x, se
réduise 4 la forme ¢, (7). Comme S, est échangeable 4 S, on aura
ensuite : :

Az, =AMz, = AN @, =Acx, =c(ax,+ b)),
Az, = A ANz, = ANz, = Acx, = o, '

.........................................

Enfin A, z,, A, « seront de la forme

Az, =ax, + pz, Az, =0,
La forme générale des substitutions S, sera donc
(3) S,=|Az, = cx,, A\ x,_, = c(ax,+ bx,), Az, = ax, + B |,

les autres A, étant tous nuls,

" Celles des substitutions de cette forme ot ¢ = o sont toutes échan-
geables entre elles. In les adjoignant simultanément aux substitu-
tions ¢ et S, on obtiendra donc un premier groupe abélien. Ce sera
I'un des groupes G que nous voulons construire, car il est général.
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Cherchons, en eflet, & le compléter par une nouvelle substitution S,.
Celle-ci devrait étre de la forme (3), el, comme on peut la remplacer
par une de ses combinaisons avec les substitutions déja contenues -
dans G, on peut supposer que les coefficients % B, y sont nuls. Donc S,
se réduira a la forme

S,=|Ax,=c),, Az, = c(ax, + bx'), Ag‘x; =ol.
Elle est, d’ailleurs, échangeable a la substitqtiori
S, =|Az,=0, Az, , =0, Az, = az,+ B,
laquelle est contenue dans G, quels que soient « et 3. On aura done
AA,x,=A, A. x,.

Mais le premier membre est égal a ¢(ax, + Ba’), le second 4 o; donc.
¢ = o et S, se réduit & I'unité.

28. Nous obtiendrons d’autres groupes G en adjoignant & 5, S une
substitution S, o1 ¢ ne soit pas nul. On peut le supposer égal a 1, car

it remplacer S, par - snératrice du gr D’ail
on pourrait remplacer ,pamESl comme generatrice du groupe. D ail-

leurs, la construction du groupe sera achevée aprés l'adjonction de S,;
car les nouvelles substitutions qu'on pourrait essayer de lui ajouter
devraient laisser invariable z, et, par suite, z,_,, ..., &), z,, ,. Elles
se reduiraient donc a 'unité. _

Le nouveau groupe que nous venons d’obtenir contient qnatre para-
métres a, b, «, B; mais un changement de variables va nous en débar-
rasser : _

1° Supposons d’abord b = o. En prenant pour variable z, — ax, au
lieu de #, on fera disparaitre a. Si § n’est pas nul, on prendra pour va-
riable ez, + B« au lieu de &,. On obtiendra ainsi un second groupe G,
dérivé des o, joint aux deux substitutions

=|Am, = z,_,, Au,_ = Xp_y, ..., Az, = Ax, = Az, = 0},

s — v yr — . ,J — ! ’-—
S,:IA.JJ,—-%, A,y =0, ..., Ajx,=o0, A &,=x,, Az, =o0]



GROUPES ABELIENS GENERAUX. 241

Si B était nul, A, 2, ne serait pas égal & 2, mais i ax,; « n’est pas nul,
h [} P 19 k]

car z,, élant de rang 2, ne peut pas rester invariable par toute substi-

tution du groupe. On le réduira & 'unité en changeant

.- S
@, S, en T, Jar 2 -

Vo

On a ainsi un froisiéme groupe, o la substitution S, a la forme

-

I ! ’
S‘=|A,x,=a;2, A,.’L‘,-,,,::O, Sy A,(B,:(), A,x2=x., Aix.:o|.

29. 2° Soit, au contraire, b2 0. Prenons pour variable ez, + bz,
au lieu de 2; S et S, seront respectivement réduits aux formes sui-
vantes :

. . 7 I3
S =|Ax,=x,_,, ..., Az, =0, Az, = x|, Ax, = o,

’ ’ ’ ; !
S,=|Az,=x, Az, =%, ..., AT, =azx, + Bz, Az, =o]
Il est permis de supposer § = o, car, s'il en était autrement, on pour-
rait, par un changement de variables et de substitulions génératrices,

ramener ce cas a ceux déja traités.
Considérons, en effet, la substitution

(AS+5S,))=95.
Elle donne aux variables les accroissements suivants :

Dz, = \e,_, +x,, Da,,=rz,,+«,, Dw,_,=02rx,_,,

_ Dz, =az,+(B + M)z,
On en déduit : :

Dz, = N(Az,_,+z))+ oz, +(P+ N, =Nz, +az,+(B+20)x,,

Dy, = Na,_,, ceey D-tze,=N"'a,.
Prenant donc pour variables nouvelles

X, =z, X,-.=DX,, X,=D"'X,
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au lieu de z,, z,_,, ..., z,, la substitution §' préndra la forme

S DX,=X,_, DX, =X, 4,.. DX,=o0
| Da=oadTX,+(B+N)z, Dzj=o |

semblable & celle qu’avait tout &4 'heure la substitution S; mais le
- coefficient analogue a b estici B + A et I'indétermination de A permet
de I'annuler. , ' .

Soit donc § = o; si « n’est pas nul, on pourra le rendre égal & 1 en
S,
7
" Nous obtenons ainsi deux nouveaux groupes en supposant successi-
vement a =1 et « == o dans les formules précédentes.

Il'y a donc en tout cing groupes G de signature [2,2,1, 1, 1,...].

changeant ', «, S, en Vaz,, Jaz!,

i
7° Groupes de signature [1,2,2,1].
30. Soient z,; x, x}; @, x4 ; %, les variables.
On voit, comme au n° 24, que G contient nécessairement, outre
les o, deux autres substitutions 5,, S, donnant respectivement a ', x;
les accroissements suivants :

Sy, A.iwt_l:xl? A,z =o,

S,, " Az,=o, Azl =z,

~Quant a x}, «;, leurs accroissements seront de la forme

. ;o no
. Aowa—?n"}_“nxn ong——?iz‘*"auzxn

7 n
B, xy = @y, + @y, 2, A, = Pyy + 0y, Ty,

les ¢ étant des fonctions linéaires de z), «}, telles que

’ I " "
Pik= Ay Ty + Qy T,
Les substitutions S,, S, devront étre échangeables; on en déduit,
comme au n° 23, - ‘
! ! " L
Qi == Ay = Qe
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Si donc on négligeait les termes en «,, on pourrait écrire, comme au
1 P ’
n° 23,
9 l=1,2
Ai.’I)g = '—g);l' ( ’
. oz,

les J étant des formes quadratiques en wq, @,.

Par un changement convenable des variables et des substitutions
génératrices, on pourra transformer les deux fonctions ¢, de telle sorte
que

By 4‘« =+ Y %
représente I'un des deux types réduits

‘(f-"ax —+ g “)
oun

1 Ty (]
Ty X, T,

dont est susceptible un faisceau de deux formes binaires. Nous aurons
donc a discuter successivement deux hypothéses distinctes :

31. Premiére hypothése : §, =iz, , = ta"?. — Rétablissant
dans les expressions A2 les termes en z, que nous avions négligés, il
viendra

Alx’a:w;"*‘“n_fvn Az = a2y,

Ayxy = %y Ly Az, =X, + g7,
Mais on pent faire disparaitre ces termes en x, en prenant pour va-
riables, au lieu de z;, «, les suivantes : -

3

+ 1 # t fr
Ty — 0 Ty — 0y, Ly, Ty — Oy Ty — Uy .

On aura donc simplement

' W
Axy=ux,,

Az, = o, A, x, = ).
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Passons & 'examen de A, «,, A,z,. Ils sont de la forme

Axy=a,x,+ b,x, +c,x, +d,x,+ e x,

8oz, = b, %, + a, o + d,x, + ¢,z + ey,

Mais on peut supposer c,, ¢,, e,, €, nuls; car on les ferait disparaitre
en prenant pour variable :

#

Ty €, Xy — Cr&y— e, &, — e,%,
au lieu de «,.
Soit done

Az, =a,x,+ bx,+ d,x,, Ay, = b, + a,x; + d, .

On doit avoir I'identité
AAz,=AAx,
ou
bz, +d,x,=b,x,+d, x,.

Donc b, =b,=o0,etd,=d,;et A, z,, A,x, se réduisent 4
_’ " 'll I
Az, = a,x,+ dx), Ay, = a,x, + dx).
Posons enfin, u, A,, A, étant des indéterminées,

x, = pX,, @, = uh, X}, xy = wh, X},
=X, 2= phiXS,
S, =A,S8, S,=2%,8,.

Les substitutions 8, S, donneront aux nouvelles variables les accrois-
sements suivants :

EX=X, &Xi=o, AX;=X), &Xi=o, A, =a,ukX,+dph )X,
A X =0, A X=X, AXi=o, A X(=X], Awi=a,pAiX|+dpd, A, X,
On voit que ces A’ ont la méme forme que les A précédents, sauf

que a,, @,, d y sont multipliés par les facteurs indéterminés ul?, p?,
@A, A, (qui toutefois ne peuvent pas étre nuls). Grice i cette transfor-
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‘mation, on peut admettre que chacun des coeflicients a,, @,, d se réduit
adoounar.

On peut d’ailleurs rejeter ’hypothése @, =o. En effet, sia, =a,=o,
A, z, et A,x, seraient de rang 2 au plus. Mais x, est de rang 4. Donc
G devrait contenir, outre S,, S, et les o, une autre substitution %
qui-accroisse z, d’une fonction de rang 3, telle que

I' 1
Dz, = ax + Bz, +...,

« et § ne pouvant étre nuls A la fois. Mais une semblable substitution
ne peut étre échangeable & S, et 4 S,. On aura, en effet,

ADz,=oaz,+..., A, Dz, = B2, +...,

et 'une au moins de ces expréssions est de rang 2, puisque « ou f3
N est 2o0. Mais elles devraient étre égales respectivement & DA, z,, DA, %,
qui sont de rang < 2, puisque A,x,, 4,z, sont de rang < 3.1l ya
donc contradiction.
Si, d’autre part, on avait @, = 0, mais a,Z o, il suffirait de permu-
ter cv’,, x, S, avec &, &, S, pour échanger a, et a, et ramener ainsi
ce cas & celui ot @,Z 0, mais a, = o.
Admettant donc que @, est égal a I'unité, il reste les quatre hypo-
théses suivantes ;

(4]
a,=I, d= L’ A, = 0, d=
Chacune d’elles nous fournit un groupe abélien. Mais ils ne seront
généraux que s'il est impossible de les compléter par 'adjonction de
nouvelles substitutions qui soient échangeables & o, S,, S, sans ¢n étre
dérivées.

32. Cette impossibilité est manifeste, d'aprés le n° 9, sl a,=1, car
les A, z,, A,z,, A, Az, ... forment un systéme de fonctions distinctes
en nombre égal  celui des variables o), @}, ), «}, «,.

On arrivera au méme résultat si @, = o, d = o. On a, dans ce cas,

! / ! 1 ! # 1
S, =AMz, =z, Auz,=z, Ax,=o, Axy,=x\, Ax,=o, Az, ,=ol,

1 L /
S,=| Az, =0, A,z =o, A X, =z, A,x,=o0, A=z, Ayz,=o0].
Journ, de Math. (6* série), tome IH. — Fasc. III, rgo7. 32

’
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Toute substitution X échangeable & S, et a S,, devant permuter
exclusivement entre elles les fonctions que S, n’altére pas, devra don-
ner & z, un accroissement de la forme

Dz, = ax,+ bx, + cx,.

En la combinant avec les dérivées de S,, on en déduit une nouvelle
substitution &' qui laisse inaltéré z, et, par suite, z, «}, =,. D’ailleurs
elle doit permuter exclusivement entre elles les fonctions que S, n’al-
tére pas. L’accroissement qu'elle donne & «, sera donc de la forme -

D'z, =ax,+ b'x,.

En la combinant avec les dérivées de S,, on obtient une derniére
substitution S” qui n’altére plus aucune variable et se réduit a 'unité.
Donc X n’est pas une substitution nouvelle, mais est dérivée de S,, S,.

33. Reste & examiner le dernier cas, ol @, = 0, d =1. Les substi-
tutions S,, S, auront les formes suivantes :

7 o - ,'I ——-‘I"’ / — U _— Ul —_ —_—
Si=|Az, =7, +7,, Av,=wx, Az,=z, Adz,=A2,=Ax=o0]
" 1]
S, =| Ay, =, A =a, AT, =2z, Ar,=50c,=Az,=o0].
Cherchons & leur adjoindre une troisiéme substitution X qui leur
soit échangeable. Elle donnera & z, un accroissement Dz,, dont on
_ pourra faire disparaitre les termes en x, ), «, en remplacant, s'il est
nécessaire, I par une de ses combinaisons avec les dérivées de S,, S,.

Soit donc
Dz, = ax’,+ b,

Les conditions d’échangeabilité donnent

A} Dz, = DA x,, A, Dz, = D42 z,.
Mais
A? Dz, = o, - DAYz, = Dz,

A, Dz, = ax,+ bx,, DA, %, = D,
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On en déduit @ = 0, b = o, d’ott D, = o et, par suite (n® 8),
D, = o, D(z,+ ) =o, Dz, = o, Dz, =o.

Mais Dz, est de la forme cw, ; D) 'sera égal & — cx,; : enfin D', sera
de la forme ‘

D, = o + By + ver

et, comme parmi les dérivées de S, figure une substitation qui aceroit
«, de ya, sans altérer les autres variables, on peut supposer y = o,

Les conditions d’échangeabilité de la substitution ¥ ainsi définie
seront satisfaites d’elles-mémes, sauf celles-ci :

A, Dz’ =DA, 2, A, Dz, = DA, %,

qui donneront respectivement o = o et § = ¢. SR
Les substitutions cherchées X seront donc des multiples de la seule
substitution

S3=le4=07 Dxl:—z., D.’L";‘—:x';, Dx;:()’ Dx’;:.z-“ Dx1=o|

qui devra étre adjointe & 3,, S, pour obtenir le groupe generdl G
relatif a ce cas.

34. Deuxiéme hypothése : ¢, = 1x}, b,=«,2,. — On aura,
dans ce cas,
Axy=a&,+a,,x,, A, =2, + oy,
Ax, = 0y Ty A& =&, + oy .

Mais on peut supposer nuls les termes en x,; car, s'ils existaient, on les
ferait disparaitre en prenant pour nouvelles variables

X, =&, — o, &, — a,, &), X =@y — a,,&, — a2,
11 est donc permis d’admettre qu’on ait plus simplement

! H + / 1
A x,=o, Ax,=uwz,, Az, =o, _ Az, =u, Az, =u
@

N . 4 o .
A,y=o0, A,x,=o0, Aw, =z, Aux,=o0, A=
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quant a A, z,, A,x,, s seront de la forme
A zy=a,7, + b, &, + ¢, %, +d,x, + e,z
Ay = a,x, + by, + ¢, @, + d, x, + e,z

Mais on pourra faire disparaitre de ces expressions les termes en x, et
en x, en prenant, s’il y a lieu, pour nouvelle variable

7

. f L U
Xi=z, — ¢, &, — ¢, @, — e,x, — e,Z,.

Soit donc ¢, = ¢, = e, = e, = 0. On aura, en oulre, S, et S, devant

étre échangeables, '
A, Agx, = A2 A| Z,

ou
a,x,+ b,x, = b,x,+d,x,.

Donc b, = a,, b,=o0, d,=o, desorte que A,z,, A,x, se réduiront

aux formes suivantes :

7 1 ’ 17
Az, =ax,+ bx,, Ax,=bx,+dz,.

35. Dlailleurs a et b ne peuvent étre nuls & la fois. En effet, on
aurait dans cette hypothése A,z, = o. Soit alors X une substitution
quelconque de G,

. Dz, = ax’ + B, +...,
I'accroissement qu’elle donne a z, ; on aura
DAjz,=0, A Dz,=ax,+ Bz, +...,

d’oti « = 3 = o. Donc &, ne serait pas une variable de rang 4.
Mais, d’autre part, on peut admettre que 'un des deux coefficients a,
b est nul. Supposons, en effet, qu’ancun des deux ne le soit. Prenons

pour variables, au lieu de ',, &', celles-ci
. X, =z, — Az, X, =, — 2Ax),
il viendra
Al " ¥ . "
A X, =—hz,, A X, =2, — 2z, = X, — Az,
Az, =(a+ 20h)z, + bX],
A, X, = x,, A X =, Az, = bxy + d(X,+ Ax)).
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Prenons pour substitution génératrice, au lieu de'S,, la suivante :
S, =(S,+2A5,).

Elle donnera aux variables les accroissements suivants :
Az, =o, Ax,=w,, A x, = ),
Az,=(a+ 300z, + bX, + Ad(X, + kz),

A X! =o, AX; =X

+

X, =z, — N dt, — N dX,

Posons encore

on aura '
AX,=(a+3b0N)a,+bX,,  AX,=ba,+ dX..

Les subsututlons S,, S, auront donc, par rapport aux nouvelles
variables «,, «, J:,, X5, X",, «» la ménre forme qu’avaient S,, 8, par
rapport i x,, x,, x;, &), &}, %,, sauf que le coefficient & est remplacé
par @ + 30A. On peut disposer de I'indétermination de A pour I’an-
nuler. -

36. Il est d’ailleurs aisé de rendre égaux i 'unité ceux des coeffi-
cients a, b, d qui ne sont pas nuls. Posons, en effet, :

x, = uwX, o, = prX,, z,=prX], z, = X,,
w’; = E‘L)\XI;’ $3 = !"')\ZX:H |
S, =AS,, S,=2S,.

Les nouvelles substitutions génératrices S, S, auront, par rapport
aux nouvelles variables X, la méme forme que S,, S, par rapport
aux x, sauf que d sera multiplié par wA? et celui des coefficients «, b
qui n’est pas nul par A%, facteurs non nuls, mais d’ailleurs arbltralres.

Nous aurons donc finalement guatre combinaisons possibles :

d=o,
ag=1, b:O,
d=r;
d=o,
a=o, b=1, ,
: d=1,
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auxquelles correspondent autant de groupes abéliens, qu’on devra
toutefois compléter par I’'adjonction de nouvelles substitutions, s'il en
existe qui soient échangeables a S, et S, sans en étre dérivées.

37. 1° Les deux groupes pour lesquels b =1 sont déja complets
(n° 9); car les fonctions x,, A, x;, A, @, ..., A Alx, reproduisent par
leur combinaison une fonction quelconque des variables.

2° Passons au casott a =1, b =d = o.

Toute substitution X échangeable & S, et 4 S, doit permuter exclu-
sivement entre elles les fonctions que S, n'altére pas. Elle donnera
donc a x, un accroissement de la forme

Dz, = ax,+ bx, + cx,.

Mais tout accroissement de cette forme peut étre donné a z, par une
substitution dérivée de S,, nous pouvons donc supposer '

Dz, =0
et, par suite (n° 6),
' Dz, =Dz, =Dz, =o.

Quant a z’,, ', leurs accroissements seront de la forme
7 ' " " I
Dz = ax, + B, + yz,, Dz, = oz,.

Les conditions d’échangeabilité de X avec S, donneront « = &; celles
d’échangeabilité avec S, donnent B = o. Les substitutions Z ont donc-
pour forme générale

| Dz, = ax, +yz,, Dz, =ax, |
Ce sont les dérivées de la substitution unique
S; = | Doy = x,, Dz’ ==, |

qu'il faudra adjoindre 4 S,, S, pour obtenir le groupe G.

3° Soit enfin a =1, b=0, d=1; d'ot Az, =a,. Les dérivées
de S,, S, permettent d’accroitre x, d’une auatre variable quelconque,
sauf ;. On peut donc admettre que les nouvelles substitutions X a
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adjoindre &4 S,, S, lui donnent un accroissement
- 1
_ Dz, = ax;.
On aura, d’ailleurs,
Dz, = DAz, =A, Dz, =« A, &, = ax),

S 2 ATV e A2
Da, = DAz, = A} Dz, = Alx, =o;

Dz, sera de la forme .

' D« = Bz, + v, + Cx,
et 'on en dédut .
' Dz, = DAz, = A, Dz, = B=,.
On a, en outre,

DA,x,= Dz, = B«,, A, Dz, = ax), d’ou a=f3=o,
DA, (L"; = D.ﬁL’; =0, - A, Dx'; = Y‘(%:i d’ot Y= o.
Les substitutions I laisseront donc toutes les variables inaltérées,

sauf 2y, qu’elles accroitront de 8z,. Elles se réduisent donc aux mul-
tiples de la seule substitution

53:'| Dz, = =, Iy

dont Padjonction &4 S,, S, donnera le groupe G.
En résumé, notre analyse nous a fourni Auit groupes de signa-
ture [1, 2, 2, 1].

8° Groupes de signature [1,2,2, 1,1, ...].

38. Ces groupes contiennent, outre les substitutions o, une. autre
substitution S, pour laquelle on a

Az, =x,_,, Ao, = Xp_y; cey
A,y =,, Az, =x,, Az, =o,

’ r . . . o .
Az, =ax,+ bz, + cx,, Ax,=dux,.

\
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D’ailleurs, en prenant pour nouvelles variables
X, =ux,— bx,— cx,, = X,=x,—dx,,

on fera disparaitre b, ¢, d; puis, si @ n’est pas nul, on le réduira &
I'unité en prenant ¢ X, pour variable. On aura donc finalement, soit

, .
A, =o, Az, = o,
soit
, .

. , -
A, =z, Az, =o.
Discutons successivement ces deux cas.

39. Premiére hypothése : Az, = A,a’,=o. — Le groupe cher-
ché résulte de la combinaison de S, avec d’autres substitutions X pour
lesquelles on a ‘

Dz, = az,+ bz,
et, par suite,

Dz,_,= DA, z,= A, Dz, = o, Dz,_,=o, ceny Dz, =o.
Enfin D, Dz, seront de la forme

Dz, = ax,+ Bz, + yz,, Dz, = dz,.

La condition
A, Dz, = DA,z

montre que 8 est nul. D’autre part, z, étant une variable de rang 3,
G contient au moins une substitution S, de Pespéce X otl a ne soit pas
nul..

Soit, pour cette substitution,

+ N
Ay = 0, &, -+, %4, Az, = o, x,.

On peut admettre que ¢, n’est pas nul, car, s'il 'était, =’ étant de
rang 2, G devrait contenir une nouvelle substitution S; d’espéce X et
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pour laquelle on aurait

Al“’v,s:a:%w;_*"(nxn Aaa;;:gaxa (312(:))

Il contiendrait donc la substitution (S,+ AS;)= 7Y/, pbur laquelle
ona

AT, = (oty+ Aoty ) @y + (Yo Apa) @, A@l=(S,+ A8z,

Or on peut choisir A de telle sorte que ni a,~+ Aay, ni 8, + A3, ne
soit nul.

Supposons donc «,2 0, &,2 0. Posant

Uy Ty Yo Ty = 0y 8y Xy, @ = a,8, X,
on aura
A, X, =X], A X, =x,.
Par ce changement de variables, v, aura été réduit a zéro, a, et &, a
¥ 2 ) 2
Punité; S, sera done de la forme

: = . . = A — —
S A z,=a, %)+ b, x,, M, =.. =0z, = Az, =0
,=

tl _— ){ /I, — .
A,y =, Ay, =,

On fera, d’ailleurs, disparaitre b, en prenant pour variable z, — b, .
Enfin, si @, n’est pas nul, on peut le rendre égal & I'unité en prenant

. ’ . . . . I ’
pour variables p.z,, w*’; et pour substitution génératrice ;Sg, w dé-

signant la racine cubique de a;. :

On aura donc deux cas possibles, @, = o ou @, =1. Dans chacun de
ces deux cas, la combinaison des substitutions o, S,, S, donnera un
groupe abélien. : - ‘

Chacun d’eux sera général. Voyons, en eftet, parmi les substitutions
de 'espéce X celles qu'on pourrait lui adjoindre pour le compléter :

1 Si a,=1, ces substitutions devraient laisser invariables z,,
Lypeyy « ooy &y, Xy, @5 elles se réduiraient donc a I'unité.

2° Si a, = o, ces substitutions, simplifiées au besoin par leur com-
binaison avec les dérivées de S,, laisseront invariables z/, «,. Elles

Journ. de Math. (6* série), tome 111 —-Fasc. TII, 1407. 33
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ne pourraient donc plus altérer que la seule variable x, qu’elles accrot-
traient d’une quantité :

/ M
Dz, = az,+ bx,.
Mais on aurait

DAz, = o, A, Dz, = ax,+ bx,.

Donc a = b = o et les substitutions cherchées se réduisent a 'unité.

40. Deuxiéme hypothése : A\« = ', A @, = 0. — On aura .
S,;=lAw,=x,_,, ..., Az,=ux, A,x’,‘::x’:_,, Az,=o0]|
et pour les substitutions X

Dz, = ax,+ bx,,

Dz,_, = DAz, = A, Dz, = ax;’

Dz,_,

Dz, =ax,+ Bx,+ yz,,
=DA,z,= A, Dz, = fz,.

...:D:L\::O,

It

2

Divers cas seront a distinguer ici :

1° Supposons d’abord que G contienne une substitution S, de P'es-
péce T et dans laquelle @ ne soit pas nul. Les dérivées des substitu-
tions S,, S, permettant d’accroitre x, d’autant de fonctions linéaire-
ment distinctes qu'il y a de variables, G ne contiendra pas -d’autres
substitutions (n° 9).

Il reste a réduire ce groupe a une forme canonique en changeant de
variables indépendantes et de substitutions génératrices.

On peut tout d’abord prendre pour nouvelles variables

P ! o I J
X, =ax) + bz, X, =ax,

au lieu de z), z,; les substitutions S,, S, conserveront leur forme;
mais @ sera réduit & 'unité et b a zéro. Soit done

S2 = l Az, = 5013, Agw,_,,!z ‘”;a RS Az'lf';: O!.w'; -+ sz“" Y%, A2x,2 = Bx¢ I-
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Le coefficient § sera Z o, car, s'il était nul, z, n’étant altérée par an-
cune substitution de G, serait de rang 1 et non de rang 2.
Si a est également 2 o, nous poserons

X, =z, + Az,, X, =, + Az,.

Ce changement de variable n’altére pas I’éxpression de S, ; mais 'on
aura pour 3, :

Az, =X, — A, : Az, =X, — Az,
A X, =aX,+ B, +(y —ad)x,, Az, =pfx,.
On peut déterminer A de telle sorte que y — aA soit nul.,

Cela fait, il existe parmi les dérivées de S, une substitution s qui
donne aux variables z,, %,_,, Z,_,, ..., X., ... les accroissements res-
pectifs ‘

S, = AAT *m, = Aw,, Ox,_, = AN *m,_, = Aw,, O%,.,=o0,

SX,= A" X =0, ...

ey

On pourra prendre pour substitution génératrice de G, au lieude S,,
Ja substitution (S, + s) qui ala méme forme que S,, sauf que le coef-
ficient y a été annulé. '

Il est donc permis de supposer que dans I'expression de S, 'un au
moins des deux coefficients , y est nul.

Posons maintenant

cely X, = A"z, oo X, = uN i, X, =uN—'a),

et prenons S, = A—S,, S, = uS, pour substitutions génératrices au
lieu de S,, S,. Les coefficients «, 8, y se reproduiront multipliés res-
pectivement par wh, u*A"%, u*A"~'. On pourra profiter de I'indéter-
mination de A, « pour réduire a I'unité le coefficient $, et celui des
coefficients «, y qui pourrait étre dilférent de zéro.

On obtient ainsi trois types réduits correspondant aux trois hypo-
théses :

I

o i, Y:O,
0, Y="-1I,

-a:O’ Y—:O.

ﬁ:l
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41. 2° Supposons maintenant que, parmi les substitutions de I'es-
péce £ que G peut contenir, il n’en existe aucune ol a soit différcnt de
zéro; G contiendra nécessairement (n® 10) la substitution &, qui ac-
croit z;, de «, sans altérer les autres variables; et il sera dérivé de la
combinaison des substitutions o,, S, avec d’autres substitutions X'
pour lesquelles

Dz, =bz,, Dux_ =bx, Dz,=oax,+px,, Dao,=px,

les autres variables restant inaltérées.

Supposons que parmi ces substitutions ¥ (contenues dans G) il en’
existe une S, ol b ne soit pas nul. On peut le supposer égal a 'uniteé;
et I'on aura

S, =Mz, =2, Ao, =2, Ayx, = ax, + Bx,, Az, = =, |

Le groupe G sera dérivé des seules substitutions ¢/, S|, S,. Car, §'il
contenait une autre substitution S; non dérivée de celle-la, on pour-
’

rait admetire qu’elle laisse invariable z, et, par suite, z,_,, ..., z,, z,.
Quant a & son accroissement serait de la forme

Az, =o'z, + Bz,

Mais on a
AAdyoy, =0z, - A Az, = o, d’ou B =o,
A A2, =o' Bz, A A,z = o, d’ou a'f=o!

D’ailleurs § ne peut étre nul (car «, ne serait pas de rang 2). Donc
o' = fB'=o, et S; se réduit a l'unité.
Posons enfin

oy Xa=Mm,, ., Xi=pWa,  X,=ph'a,

1 .
¢, = 50, S =A~'S,, 8,=uS,.

Les coefficients b, a, 3 seront par ce changement multipliés respec-
tivement par

wh 5
?: u)\, M‘U-)\r_',
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ce qui permettra de réduire b et B & P'unité, et o & I'une des deux
valeurs o ou 1 : on obtient ainsi deux types réduits.

42. 3° Supposons enfin que toutes celles des substitutions £ que G
contient laissent invariable z, (et, parsuite, z,_,, ..., z,). Le groupe G
résultera de la combinaison des substitutions o,, 3, avec de nouvelles
substitutions de la forme

L= |Dx, = ax, + Bx,, Da, = Pz, |

Or deux substitutions de cette forme ne sont échangeables que st
leurs coefficients sont proportionnels. On ne pourra donc adjoindre
aa,, S, pour former le groupe G qu’une seule substitution nouvelle

S, =A%, = ax, + Bx,, Ayx, = Bz, |

et ses multiples.

Le coefficient § ne peut étre nul (car z, ne serait pas de rang 2);
mais on peut le ramener al'unité, et le coefficient o i unité ou a zéro;
car on peut comme tout a I’heure les multiplier par les deux indéter-
minées uwh, wuh"2 ‘ ’

On obtient ainsi deux types réduits nouveaux, correspondant aux
deux valeurs de o.

Conclusion. — 11 existe neuf groupes réduits de signature
[1,2, 2, 1,1,...], quel que soit d’ailleurs le nombre des unités qui
terminent cetle signature (s'il y en a plus d’une).

9° Groupes de signature [2,2,n].

43. Soient ', x5z, o3 @) (i =1, 2, ..., n) les variables.

Les groupes cherchés. s’obtiennent par la combinaison des o avec
d’autres substitutions S, dans lesquelles chacune des variables 2’ de
rang 3 recoit un accroissement de la forme

i J A n
Az, = a;x, + b;x),.

. Premiére hypothése. — Le groupe contient deux substitutions S,,
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S,, telles que les deux fonctions’

Az, A,
soient distinctes. . '
Prenons-les pour variables indépendantes; on aura ~

Az, =z, Aoy = %,

et le groupe sera dérivé de o, S,, S, et d’autres substitutions X qui
n’altérent plus ), o, @, 2, ;. Cés substitations £ donneroni a I'une
quelconque des variables restantes un accroissement

. 'i —_— t 'I‘
N Aw, == a;xz, + b;x,.
On aura d’ailleurs

A (ax,+ bz)) = A Azt = AA, o, = o,

car A, z; ne dépend que de ), &, que les X n’altérent pas. On trou-
vera de méme '
A, (a;x,+ bx,)=o.

La fonction a;z, + b;«’, ne serait donc altérée par aucune substitution
de G, quoiqu’elle soit de rang 2. Celte contradiction ne peut étre
levée que si @, = b;= o. '

Les substitutions X n’altéreront donc aucune des variables et se
réduiront & 'unité. Le groupe G sera donc dérivé des seules substitu-
tions o, S,, S,.

L’analyse du n°® 18 nous a montré que la substitution

S= (XS, +1A,5,),
qui donne a z, Paccroissement

Dz, =k, x),+ A, x,,
donne a p., x, + }1.2’1}2 un accroissement de la forme

,7 it ()d{ dL‘{
D (p, + o) = o 5= 4+ 50

o
{

4):xli¢‘+xl 29
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¢, et §, étant quadratiques en A,, A,. En choisissant convenablement
les variables et les substitutions génératrices, on pourra faire en sorte
que ¢ soit réduit 4 'un des trois types suivants :

HEN AN, A A, (1 +A)
d’oti autant de cas distincts & étudier séparément.

44. Premier cas : ¢ =+ (&, A + % A2).— Les substitutions S,, S,
donneront a ', &, 2, les accroissements

I o 1 ! r
Az, =7u,, Ax,=x,,  Axz,=o,

2

?

‘ 7 - 4 ) " —_ L
Az, = ), Az, =o, Aaa{;z.—xi,

et & une autre variable de rang 3 (s'il en existe plusieurs), telle que %y,
des accroissements de la forme

" ‘ ‘/ 1 p ] / . ]
A%, = ax,+ bx), Az, = cx, +dx),.

On a d’ailleurs
”‘ 7 U 1}
A‘A2x3= C(L", A2A|m‘:‘=:.bl‘”

donc b =0, ¢=o0. On peut enfin rendre a égal a zéro en prenant
pour variable 2 — a, au lien de «. Cela fait, d ne pourra étre nul,
car, &, étant de rang 3, G doit contemr au moins une substitution qui
lui donne un accroissement de rang 2. On rendra d égal a 1, en pre-

. | oa
nant pour variable ~ ;. Soit donc
Az, =o, A, =x,.

II ne peut exister une troisiéme variable «; de rang 3, car S, S, lui
donneraient des accroissements de la forme

A= ax, A, = ddd,
elles n altercralent donc - pas la fOHCtIOH

xy—ax, —(d—a)x)



260 C. JORDAN.
qu’on pourrait prendre pour variable indépendante au lieu de «; et
qui serait de rang < 3. )

La discussion de ce premier cas nous fournit donc un groupe de
signature [2, 2, 1] et un autre de signature [2, 2, 2]; aucun de signa- -
ture [2, 2, 1], sin > 2. '

45. Deuxiéme cas : ¢ =12\ + 2\ A, X,. — Onaici

1 12 ’ 2 P "
Az, =ux,, Az, =z, Az,=x,,

’ X ’ L ”
Av,=ux,, Ax,=x, A, z, = o.

S’il y a une autre variable #, de rang 3, elle subira des accroissements

A zly= ax, + bz, A,z = cx, + dx,.
Mais

A A, 7 = ca! + do,, A A 7, = ax,
d’oli ¢ = 0, a = d. Par les mémes changements de variables que dans
le cas précédent, on rendra.a = d nul et b égal a .

On voit de méme qu'il ne peut exister de troisitme variable de

rang 3. On obtient donc, comme dans le cas précédent, deux groupes,
de signature [2, 2, 1] et [2, 2, 2] respectivement.

46. Troisiéme cas : ¢ =12, (A} + A2). — On aura

7 4

Ao =), A, =, Az, =o,
7 i’ r

A, x = ), Az, = o, A, = x|

S’il n’y a qu’une variable de rang 3, la construction du groupe sera
terminée. S'il en existe une seconde, «’;, elle recevra des accroissements

A2, = ax,+ bz, A&, = e, + du,
mats )
. [ r.l /'Ii - /,.I
A A%, = cx|, A A & = ba,
donc b = c. :

D’ailleurs, en prenant pour variable 2, — ax), on annulera a; il
restera donc
: Az ="ba), A2y = ba, + do’y. -
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b ) J
Sil existe une troisi¢me variable de rang 3, telle que «;, on aura de -
méme

Az, =02, A =B, + ox,.
: ¢

En remplagant o, «; par des fonctions linéaires convenables, il vien-
- dra plus simplement

Az, =, Az, = o,

I

Ao, =), Ay, =,

On’a ainsi formé un groupe G de signature |2, 2, 3].

On ne peut ajouter une quatriéme variable #};:car en la combinant
avec les précédentes on la remplacerait par une nouvelle variable pour
laquelle A, et'A,iseraient nuls et qui, par suite, serait de rang’'< 3.

Revenons au cas ot il n’y a que deux varviables x}, « de rang 3.
Nous avons, dans les expressions de A, «7;, A, ', deux paramétres b, d.
Ils ne peuvent étre nuls & la fois, car «) ne serait pas de rang 3. Si-l'un
d’eux est nul, on pourra rendre l'autre égal i Punité, en remplagant
par un de ses multiples. Si tous deux sont différents de zéro, on peut
rendre encore 'un d’eux égal & I'unité, mais on ne pourr a modmer
leur rapport, qui subsiste comme paramétre invariant.

La discussion de ce cas donne donc trois groupes, de signature

[2, 2, 2]:
Dans le premier. ... ...l b=o, d—1,
Dans le second.......... e e b=, d=o,
Dans le troisiéme............... «v.... b=r1, d=e,
e étant un invariant non nul. )
47. Deuxiéme. hypothése. — Supposons, au contraire, que toutes

les substitutions S accroissent &, des multiples d’'une méme fonction.

Il existe (n° 411) une substitution S,, telle que A, =, A« soient de
rang 2, 1 1(\specl;1vement En les prenant pour variablus mdepeudantes,
on pourra écrire

A,w;:‘—-".’l/'{_,', Al‘%;:él’lﬂ A,Z‘,| =0.’ "

Journ. de Math. (6¢ série), tome 1L — Fasc. LI, rgo7. 54
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Les accroissements des autres variables seront de la forme
i J " A
Az, = a,x,+ b, (1=2,...,n),
1t ! " CON
Az, =ax, + Bz, Az, =o.

Mais on peut supposer les coefficients @;, « nuls, car on les ferait dis-
paraitre au besoin par le changement de variables

X” (L -—OC.SU,, X‘;.;:xfl-(ai—’_abi)x;’
Soit done plus simplement
Az, = bz, A, =B,

Si f8 n’est pas nul, on le réduira ensuite & Punité en prenant pour

. I " . .
nouvelle variable 7 27, ; enfin, si 'un des coefficients b, par exemple b.,

B

est différent de zéro, on le rendra égal a 1 et 'on annulera b,, ... par
un dernier chdnuement de variables

7o 1 U [) U
X:‘z-b—?x:,, X, =4a! bzx“

S, sera ainsi ramené & la forme

' o (W g
Aey=x,, Az,=z, Az =

. Ll 7 " " S
S,=|Ax;=0bx,, Auw,=pz, A

i . .
Az,=o, s1 1> 2,

b=o0 ou

il
°

=o0 ou 1

48. Nous allons établir que I'hypothése de 'existence de plus:eurs
variables de rang 3 doit étre rejetée.

Le groupe G doit, en effel, dériver de la combinaison des substitu-
tions o, S, avec de nouvelles substitutions X qui n’altérent plus =}, z,,
'), «,, et qui donneront aux autres variables des accroissements

D) =y, + ¢, Dal=cua,+da!, (i>1).

Supposons tout d’abord qu’on ait aa moins trois variables de rang 3,

Xy, Ty Xy . Les substitutions ¢ donnent a @, un accroissement de rang 1;
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S, le laisse invariable. Mais G doit contenir une substitution au moins
qui lui donne un accroissement de rang 2 (n° 11). Cette substitu-
tion X, sera de I'espéce X et différente de I'unité. Elle donnera 4 ), un
accroissement
m i U
D,z = cx, + dx,.

.

Mais, étant échangeable 4 S,, elle doit permuter exclusivement entre
elles les fonctions que S, n’altére pas; donc ¢ sera nulet, comme D, %,
ne peut étre identiquement nul, d sera Z o.

Considérons maintenant la fonction

X, =+ .

Les substitutions S, et Z, 'accroissent respectivement de Az, et de da’;
ces deux fonctions sont linéairement distinctes. Donc, en prenant X
comme variable indépendante, nous retomberions sur la premiére
hypothése, déja complétement discutée (n® 42-435).

La méme démonsiration s’appliquerait au cas ot I'on n’aurait que
deux variables de rang 3; x}, =, mais o b serait nul.

Si b était égal a 1, on aurait

Awy=m,, Az,=x,, Az =o

A, =a,, Axz,=0z, Az, =0

et le groupe abélien dérivé de o, S, n’est pas général, car la substitu-
tion
Ax, = Az, = Az, =0

Az, =&, Az, =fa,, Az, =o0

est évidemment échangeable & ses substitutions. On devra donc le
compléter par I'adjonction d’une substitution au moins de 'espéce X,
autre que l'unité. Cette substitution E, laissera x) invariable et accroi-
tra 2, d’une expression de la forme

D,z = cx, + dx,.

Mais, si ¢ n’était pas nul, les accroissements D, 2, A, &, seraient deux
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fonctions-linéairement distinctes et I’on retomberait-ainsi sur la pre-
miére hypothése.

Sic=o0 et d2o,la fonction X)= o, + A« aurait des-accroisse-
ments dz’,, ), + Az, linéairement distincts. On retomberait encore
sur la premlere hypothese

Enfin, si ¢ et d étaient nuls, X, laissant ‘%), invariable, n altereralt
pas z, = A,z (n° 8). Elle se ‘réduirait donc & l'unité, résultat inad-
missible.

49. Considérons enfin lecas ot il n’existe gqu’une variable de rang 3;
on aura

S, _l Az,=z, Az,=z,, Az ,=o, Az,=0z, Az =o0].

Les substitutions £:n alterent que z, et.lui donnent un..accroissement
de la forme
D!, = vz, + 8.

Toutes ces substitutions sont évidemment échangeables entre elles,

et le groupe cherché sobtiendra en les adjoignant aux substitu-
“tions @, S,. D’ailleurs, les deux substitutions S}, S|, que I'on obtient

en faisant successivement 3 = o, 8 =1 dans I’expression de S, résultent
évidemment.de la combinaison de I'une d’elles avec une substitution X.
On aura donc un seul groupe G, dérivé des substitutions g, Sy, 2.

.En résumé, nous avons obtenu :

Quatre groupes de signature [2, 2, 1] (confirmation dlup, résultat
déja trouvé);

Cing de signature [2, 2, 2];

Un de signature [ 2, 2, 3];

Aucun de signature |2, 2, n], n>3.

IV. — Récapitulation.
50. Parmi les groupes G construits dans la section précédente

figurent tous ceux ol le nombre n des variables ne surpasse pas 6. Le
Tableau suivant indique leur nombre pour chaque signature donnée :
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»
1° Deux variables.
Nombre
Signature, . des groupes.
S S O 1
Total....... . 1
20 Trois variables.
Nombre
Signature, . des groupes.

3° Quatre variables. '

Nombre Nombre
Signature. des groupes. Signature. R des groupes.

IR P TR O R A 1
Total............ Vi

4° Cing variables.

Nombre : Nomnbre . Nombre
Signature. des groupes. Signature. des groupes. Signature. des groupes.
{1, 4]..... 1 [1,1,3'] ..... o [1.1,1,2)....0 o
[2,3]..... 1 {1,2,2]..... 2 [1,1,2,1]..... o
[3,2]..... 1 [1,3,1]..... 3 [t 2y 5, 0])0.... 2
{4, 1]. ... 1 {2, 1,2]..... 0 [2, 1,0, ¢]..... 1
[2,2,1]..... 4 [, 0,0]00 0
[3, 6, 1] .. 1
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5° Six variables.

Nombre Nombre Nombre ‘
Signature. des groupes. Signa.ture. des groupes. Signature. des groupes.
[1,5]..... 1 [3, 1,2]...... o [2, 0, 0,2} ...... o
[2,4]..... 1 [3,2,1]...... 5 [2, 1,2, 1.0, o
[3,3}..... 1 TR B P {2,2,1,1]...... 5
(4, 2]..... 1 [1, 1,1,3] o [3, 1.1, 1].... ... I
[5,1]..... 1 [1, 1,2,2] o (1,1, ,1,2]).... o
[1,1,4]. ) [1,1,3,1].. 0 T, 1,2, 1], 0
[1,2,3] m [1,2,1,2] ) [1,5,2,1,1].... o
[1,3, 2] 4 [1,2,2,1] 8- [t52, 5,1, 0].... 2
[1,4,1] 4 [r,3,1,1] 3 f2, 1, 1,1, 1]. 1
f2, 1, 3] o ’ PR I PO TR I DA
[2, 2, 2] 5
[2, 3y 1] 11
Total............ 63



