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Composantes de la force magnétique d'un aimant 

ellipsoïdal uniforme; 

PAR M. Ε. MAT H Y. 

Ces composantes se déduisent de l'attraction d'un ellipsoïde homo-
gène sur un point extérieur, dont les formules sont ( ') : 

- as = [ζ(* + ω3)~η8 + e3"J' 

(') \ ~ 77" — 7 ~T7 :[[(« + ω])-»1«+βι4 

! ~ g = («, - «.χ», _ «.) ίζ("+-■)-1. -1-g, »]· 

Les quantités qui entrent dans ces expressions sont déterminées par 
les conditions suivantes : 

M représente la masse de l'ellipsoïde considéré; (x, y, z) désigne 
le point extérieur; 

Par ce point extérieur, on a fait passer un ellipsoïde homothétique 
au premier; ses axes principaux (a', b\ c') seront connus par 

^ > a' ~ b' ~~ c" 

(3) 7i + -I, 

(') Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. 11, 1896, fasc. 111. 
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quand le point (x, y, z) sera donné; 

( e
1
=^(a2-t-62—2c2), 

(4) | e
3
 = d(a

2
-i-c

2
 — 26

s
), 

j e
3
 = ^(b*-+-c2 — 2a2); 

l'argument M, pour satisfait à pu — e
3
 — a'2, pour^, kpu — e

3
 = b'2 

et, pour^-> a pu — e, — c'2; mais ces trois-valeurs de u sont égales, 

en vertu de (2) et de (4); elles permettent d'écrire (3) sous la forme 

(5) 1 ^ 1 - r = 1. 

La dérivée ̂  entrant dans les calculs suivants, il est préférable de 
la chercher sépai'ément; à cet effet, en dérivant (5) par rapport à x, 
on trouve 

(6) pu — e3 Ρ U dx[_(pu —e3y (pu — e^)1 (pu — e,)2J °' 

Or, si l'on représente par d la perpendiculaire abaissée de l'origine 
sur le plan tangent à l'ellipsoïde (5) au point (x^y, s), on a 

^ χ1 y-' - a2 

(ρυ — β3γ (pu — et)1 (pu-e^1 

Dès lors (6 Vdevient 

du 2 xd} 
' ' dx (pu — e3)p' u 

Mais on vient de voir que 
pu — e3— a"1 
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et que 

ρ' u — — 2 \i(pu — — e.
2
)(pu — e

3
) = — ia'b'c'\ 

il en résulte 

^ ' dx~~ anb'd ' 

On obtiendrait de même c-t~ et 4^· 
Ces opérations auxiliaires étant terminées, on peut résoudre la ques-

tion. On examine d'abord le cas de l'aimantation dirigée suivant le 
grand axe; on sait qu'alors les composantes de la force magnétique 
sont 

γ _ dip ν _ rf'P ν _ rf2p 

quand l'intensité est l'unité. Or, des formules (1), on déduit 

- x· = - a? = («,- «,)(..-«,) [^" ω·) -1· +e· Ό 

+ 7X3707^7)1-P(" + ■».)+ 0.] s 

OU 

- X, = 3Mζ(" + + 3Mxtp{u (—p\ 

Mais 
/>(«-T-'co3) —E

3
 I _ 1 

(e3 —e,)(e3—es) ~~ />« — e
3
 ~~ a'% 

En tenant compte de cette valeur, ainsi que de (8), on a 

_ γ _ 3M Γ+ <·Η)~ΆΪ+ gxdï 1 

. Pourles autres composantes, on trouve 

( _ γ — _ rfip _ iLV- ίίίΛ 

(9) ( _ γ — _ rfip _ iLV- ίίίΛ du 

J our η. de Math. (6e série')} tome III. — Fasc. II. 1907. 27 
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OU 

_ Υ, = 3 My ZÎiiiÏÏ!fc£L (_ ίϊ') = 3My —I— J?* ; 

— 1 1 — ~ΰ— an b,c, · 

De même 

y _ 3Ms xd2 

On sait que les signes rfc conviennent à la répulsion ou à l'attrac-
tion ; on peut réunir les formules et rétablir l'intensité 

I Χ, = 3Μΐ[ζ," + "·\-'··^'·" + 4· -Sg-d 

(10) I Χ, = 3Μΐ[ζ," 

·^'·" + 4· -Sg-d 

Ces formules pourront servir aux calculs numériques si l'argument, à 
est déterminé. Pour cela, on remarquera que pu — e, = c'2 donne 

pu>> <?,; comme k3 = = — est plus petit que i, u est réel 

et.sa plus petite valeur est 

(il) u = ± 2ω, ν. 

On sait que ν est donné, avec une très grande approximation, par 

(10) cos 2av= 3Μΐ[ζ," + "·\-'··^'·" + 4· -Sg-d 

'·" + 4· -Sg-d 
Comme 

wi = K = K 
ve1 - e3 va2 - c2 

Κ étant l'intégrale complète elliptique de première espèce calculée 
par Legendre, correspondant au module k- et au mo dule complémen-
taire 

k2 = e, — e2 b- — c-
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on peut obtenir 

03) · Κ ('- ^k'jO + A') 

ii a ('- ^k'jO + A') 

Il reste à étudier ζ(« + ω,)-η, : 
Par la formule d'addition 

ζ(«4-ω3)-η3=ζΜ + ζω:ι-η,Η- - pu_p^ 

ou 

(.4) ζ(« + ω3)-η3=ζ«+- _- = ζ«- -

Enfin, on développe ζ M suivant les puissances de « et, retenant les 
deux premiers termes, on a 

( 10 } Qu — -5- = - -+- F(e, 6o -+- e,e3 -I- e,e3) -3-· 

Les égalités (i3), (Ci), (i5) permettent donc d'obtenir les valeurs 
numériques de (io). 

Lorsque l'aimantation a lieu suivant l'un des deux autres axes prin-
cipaux de l'ellipsoïde, on remarquera que, pour écrire les formules 
correspondantes, les termes en ζ se rapportent à l'axe de glissement et 
que les autres termes sont symétriques en x, y, z {a'b'c'). 

Dans le cas le plus général, celui où l'aimantation a lieu suivant la 
direction s, à cosinus directeurs (λ, μ, ν), on fera le raisonnement sui-
vant : Ρ étant le potentiel d'un ellipsoïde de densité ι au point exté-

rieur, — sera le potentiel de la double couche de glissement au 

même point; or 

dP (dP-, dP dP \ r. 

Com me 

' dx dx'1 ^ dx dy V dx d.z ' 
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on a 

( Χ, = 3Μΐ[λ;(;, + "·)-η·+<;," + 44τ(^+^ + ^')1· 

De même 

(16) i γ _ οΜΤΓ yd* (\x ,^y, ^V 

z, = 3mi Γ >7 + -i£-, (*£ + κ + ν:)1· 

U est facile de reconnaître que le facteur 

a'1 ^ b'* ^ d'-

est le cosinus que la normale η à l'ellipsoïde (3) au point (a?, γ, :s) fait 
avec la direction s de l'aimantation, ce cosinus étant divisé par d. 

La méthode des calculs numériques est applicable aux formules (16). 
Quand les ellipsoïdes sont de révolution, les termes en ζ dégénèrent 
en fonctions circulaires ou logarithmiques; ces expressions sont d'ail-
leurs obtenues directement dans les auteurs classiques. Cependant un 
calcul immédiat montre que dans le cas de la sphère, lorsque 

a'= b' — c' = d = r, 
όή a 

γ 3 MI y χ ^ J sîn ca^cos ω 

ce qui est bien la formule connue. 


