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INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 357

Sur Uintégration des équations aux dérivies partielles
< du second ordre du type hyperbolique

»

i: ' (Second Mémoire ) ;

/

“frar M. R. ADHEMAR.

Je me propose de simplifier notablement les résultats obtenus dans
mon premier Mémoire, inséré dans ce Journal en 1904, et de les com-
pléter par un certain nombre de résultats nouveaux.

Il s’agira exclusivement de I'équation que j'appellerai équation des
ondes :

(1) A(u)=F(z,y, 3),

A représentant 'opération

02 oz 02
(«Iﬁ M «F“EZ*>’

et de l'intégrale réelle déterminée par des données sur une frontiére
réelle. ‘

Cette intégrale se présente sous la forme intéressante de la diffé-
rence finie de deux termes infinis. '

L’on peut, cependant, arriver & manier trés facilement ces expres-
sions et & prouver :

1° Que l'intégrale prend la valeur donnée, a la frontiére;
Journ. de Math. (6* séric), tome II. — Fasc. 1V, 1906. 47
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2° Que si, a I'intégrale, on applique 1'opération A, I'équation (1)
est vérifiée.

Alors on peut dire que I'intégration de (1) est achevée.

Je vais résoudre complétement ce double probléme, aprés une
remarque préliminaire qui n’avait pas ¢té faite dans mon premier
Mémoire.

Remarques sur les données du probléme.

Pour I'¢quation des ondes

J? o2 PE
A(ll):—(m +5.—L'E -— d.rg)u:()’

'on peut intégrer si, sur une frontiére S, I'on connait les valeurs de u
ct de sa dérivée conormale.

« La donnée u cst scule nécessaire et suffisante si S est un cone
formé de droites 4 45° sur 'axe vertical : nous dirons droites 3. »

J’ai, le premier, donné ce théoréme en introduisant la conormale
dans les formules de M. Volterra.

Il me parait intéressant de démontrer & nouveau mon théoréme sans
me servir de la conormale, au point de vue qui est celui du théoréme
général d’existence de Cauchy et M de Kowaleska.

Je reprends pour ccla, en deux mots, la théorie générale des carac-
téristiques, de Beudon, d’'aprés I'expos¢ de M. Hadamard (').

Ecrivons

ou u

o Pis Ja,0%, = Pik>
la surface fronticre S scra
Ly =f(xo ’ "'z)

p,=dn,  p_dn.  p o
' o,y 27 o, "™ gzt

avec

Sur S l'on donne u = u(«,, x.) el p, = [_)—,(w., £,).

(') Legons sur la propagation des ondes. Hermann, 1903, p. 263.
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Comme I'on a
du N
Jz, =/ ‘*"[’31 T
'on voit que la donnée p; détermine p, et de méme p,.
Puis il est facile de voir que pj est déterminé par p,, et que cette
dérivée est fournie par I'équation

[lp—_.-,—i- K = o,

ou ’on a pos¢

H=P+D: -1,

2 2y — ). .
K=24 4+ 28 5 (D) + Pp)—al, %2 _ 5p, 922,

da? T Yt Youx, 2 o,
Lies surfaces caractéristiques sont données par
H=o.

Ce sont bien des assemblages de droites 8.
Mais, sil'ona H = o, on ne peut plus se donner arbitrairement p,,
car cette fonction p, devra ¢étre une solution de 'équation

K:O.

Si I'on prend une caractéristique quelconque, p, contient un cer-
tain arbitraire : c'est le cas général.

Mais ici nous prenons une caractéristique trés spéciale, un
cone 22 = 2° + x2. Au sommet Q du cone, il faut que p, ait la méme
valeur, quel que soit le chemin suivi.

C’est pourquoi p, ne contient aucun arbitraire, comme nous allons
le reconnaitre aisément. ‘

Sur le cdne caractéristique 'on a, en posant \* = &% + x} + x2,

xy &€y Ty A

: dx, dzx, dx, d\
(1) do, _ dzy _dey _ D

Dailleurs, les courbes caractéristiques (dans le sens primitif) de
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K = o sont, en posant ps=1,

(II) if_' — dx, — di .
Iy xy TN o_T_l + ‘L‘T
tht 5 o T o

Sur l'une de ces courbes caractéristiques, 'on a

de sorte que, tenant compte de (1), I'on peut écrire

2 2
¢ est connu.
Donc, sur la caractéristique fixée par la valeur de C, l'on a,
d’apres (1) et (II),
d\ di

YT I (G

Intégrons, en représentant par I une fonction arbitraire,

7 =\—/'§[II(C) +/0'7"'f'<3;;>~>].

Or, pour A = o, Z doit avoir la méme valeur, quel que svit C.
Ceci exige I=o.
Donc Z = p, ne renferme aucun arbitraire (*).

1l en serait de méme pour [fa, Psas» €lC.

Donc, on obtiendra une série formelle unique pour représenter
l'intégrale de A(u) = o.

Quant & la question de la convergence au voisinage du cone Q, elle

(') Comparer avec la recherche analogue de M. Hadamard, dans ses Legons
sur les ondes, p. 297.
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présente des difficultés et des particularités sur lesquelles je me
réserve de revenir.

Pour I'instant, j’abandonne le point de vue « analytique » pour
prendre le cas « général », ol aucune donnée n’est taylorienne et ou
P'instrument de recherche sera naturellement, non plus la série de
puissances, mais bien I'intégrale de contour.

Dérivation des intégrales simples & élément infini : Partie finie.

Soit I'intégrale définie
B
F(a) =fA f(x, a)da.

Si A ct B sont des fonctions de a continues ainsi que leurs dérivées
premicres, et si f(.r, 2) admet une dérivée par rapport a « continue,
il est bien connu que I'on a

dF ¥o dB dA
(1) m:[\ Y do+ (B, 2) 52 — f(A, ) 2.

Dans son Traité d’Analyse (t. 1, p. 43), M. Picard remarque
que cette formule (1) ne serait pas applicable & la fonction

o= [ s

Il se présenterait « une différence n’ayant aucun sens, de deux
termes infinis ».

Je voudrais présenter quelques réflexions au sujet de la dérivée
de .

Prenons plus généralement

(2) V(o) = @) 2
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_ oy .\ of 9
Nous supposons que f(z, «) admet des dérivées premiéres iz’ 0—{

déterminées et continues (').
V est une fonction bien déterminée et continue. On peut donc faire
le changement de variables

. a—x=oa(1—y),
et Vdevient V, :

, ! - dy
V,(‘a):jo‘ f(ay, ac)y/a\/—l-':?y.

Considérons d’ailleurs 'intégrale

W.(oz):_—u(l (%[f(ay, a)va) \/:Ii’y'

D’apres les hypothéses faites, les intégrales V, et WV, convergent
uniformément, d’ot

Wi=Z"
Mais 'on peut ¢crire
t—1h
. 0] —\ dy
W, =lim f — fo) —L_1.
= lim [ [ v A
Posons
=h - d
I ’—“—f f\/a—‘y“*
0 Vi—y
Ona

W, = lim (%J,,).

k=0

Cette limite exisle certainement, comme on le verrait en faisant

(') Cest M. de La Vallée-Poussin qui m’a fait observer que cette hypothése
suffisait. Je 'en remercie trés vivement. Voir, sur ces questions, son Mémoire
des Annales de la Société scientifique de Bruxelles, 1892, et son trés remar-
quable Cours d’Analyse, 1. 11, p. 95 et suivantes. Voir aussi le Cours d’Analyse
de M. Jordan et celui de M. Goursat. ‘
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dans W, le changement

1—y =3

Donc enfin

. 9 reh . dr
(3) & =lm [J&'( f(*’“)\/a_x]'

(est-a-dire que nous avons le droit d’intervertir I’ordre des deux
optrations de passage a la limite. Voila la remarque essentielle.

Mais, cn dérivant J,, intégrale ci-dessus, ot £ est fini pour U'instant,
nous pouvons employer la formule (1) :

2=y (e, ) f| (1—h),%) d
l) dehzf d’l\,z—.z,d \/,\/ [ (I h)]

Cette expression (4) renferme deux termes qui croissent indéfini-
ment lorsque & tend vers zéro, mais dont la somme est finie, quelque
petit que soit A. Nous le savons d’avance, par le changement de
variables; virifions-le :

d flr,2) _ df o /._(L 1
‘)"\/u—w = 0a /z-—.z, ’ ().lf\/;—::,

puisue
Qo ___ 9
Al 02 \Ja —z Vg
ors

Xi1— '”df(z d) N-38 I 3 0/. dr
j; 01 \/a__‘td ~/0 [da Vi—z fd.z: <\/a—x> dx:l

La premiéreintégrale sera finie, d’aprés nos hypothéses. La deuxiéme
intégrale donne

. flz, a) a1~h) au—h)g dr
=) [ =

Ici encore intégrale est finie. Donc

93 = partie finie + [l —4), a] al(l-—h) _Ji2(—h),a)

9 Viva Viva
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. I o .
1l est clair que les deux termes en = devenant chacun infini pour
(]

h =o0 ont une somme finie, quelque petit que soit h, puisque la
somme contient un facteur /.
Il est utile de se servir de ces parties finies, plutdt que de mettre

la dérivée sous forme immédiatement finte, ainsi qu'on va le recon-
A
naitre.

Equation des ondes. Synthése de la solution.

Etudede Uintégrale au voisinage d’une frontiére quelconque. —
La fronti¢re S est soumise, on le sait, & quelques restrictions. En par-
ticulier, elle n’est pas une surface formée de droites 3, cas qui sera
examiné ensuile.

Soit un point (1) sur S ou la valeur donnée de « est «,. Nous vou-

Fig. 1.

y

lons montrer que, si le point A tend & prendre la position (1), la valeur
de l'intégrale en A tend vers u,.

I’on a, 'intégration étant élendue a I'aire BC sur S:

Donc

27 U( Xy Yoy 50) =2+ J,
en Posant

ffzg\/(..—.,)—l’
J.=£o<ffumdc>=5%-lffu, dec-{-ff(u .)Z—;—Idc],
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on a immédiatement

2TU, = d—(:-o l—ff(u.) :%dc]-

Nous allons donc prouver que J, d'unc part, ct d’autre part

J3=()~‘i—o[ff(u—u,);%dcl )

tendent vers séro, lorsque A tend vers (1).
Pour J,, c'est extrémement facile.
2y

Posons, r étant, bien entendu, la distance polaire au point A n la
normale :

R=yGE o) =7,

53— 3,

I'=cos(n, 5) + =—=cos(n, r);
'on a
vV T
dN T R
Comme cos(n, 3) est ind¢pendant de 5, comme cos(r, r) et

(ze—u,) dailleurs, il nous suffit de montrer que J, ct J; sont finis :

= S5
V= k([ [ 5)

ces deux intégrales ¢tant étendues a 'aire B'C’, projection de BC sur
le plan (z, y).

Nous appliquons le théoréme de la moyenne, en conscervant, sous
le signe d'intégration, des éléments de signe constant, de sorte que J,
et J5 se présentent multipliés par un facteur :

Valeur moycnne de (v —u,),

lequel tend vers zéro quand A tend vers (1).

Pour étudier J, et J;, prenons des coordonnées polaires avec le
pole A, ret0.

Journ. de Math. (6 série), tome II, — Fasc. 1V, 140G, 43
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Nous avons & dériver une intégrale simple, puis a intégrer par rap-
port & 0 entre les limites fixes o, 2.

Soit I'équation du plan tangent en (1) 4 la fronti¢re

Z—Z,=mr+gq.
Le plan tangent ¢tant incliné sur Oy de moins de 45°, on a
|m <.
L’¢quation de la frontiére elle-méme sera
S—3,=mr+ q +c¢.

Si A tend vers (1), ¢ devient infiniment petit et ¢ devient infini-

ment pelit d’ordre supérieur, d’aprés la propriété du plan tangent.

Nous avons alors & dériver, par rapport a z,, une intégrale dela
forme

H 2‘/0‘ f(", ZO)C/E(I{_-—):.

B est la valeur limite de 7 qui annule R. (B, comme ¢, dépend
de z,.)

D’aprés ce qui précede, quelque petit que soit ¢, la dérivée, par
rapport a 3,, de H est finie.

La convergence est démontrée.

Etude de Uintégrale au voisinage d’une frontiére caractéris-
ligue. — L’on voit aussitét que la question est infiniment plus difficile.
La surface fronti¢cre S est devenue un cone Q, formé de droites .

Soit un point (1) de la surface du cone. Si A tend vers (1) I'aire
découpée par le cone de A, formé dedroites 8, I'aire analogue de BC
ne devient plus infiniment petite dans tous les sens.

L’on ne peut plus aller aussi vite que précédemment.

On ne peut plus prendre A pour origine des coordonnées polaires.
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I faut, non plus faire des applications rapides du théoréme de la
moyenne, mais faire certains calculs jusqu’au bout.
[In’y a aucun intérét & examiner I'expression

JI& ===+l [ in)

Mais, grice a la forme simple de la frontiére, en prenant pour ori-

Fig. 2.

cerccemcccosmprocacanaanan

gine des coordonnées polaires le point O intersection de I'axe du cone
avec le plan horizontal de A, I'on arrive & calculer u avec assez d’ap-

proximation pour montrer que u(x,, ¥,, 3,) tend vers «,,
valeur donnée au point (1),

lorsque A s’approche de (1).

Il se présente des parties finies d’intégrales simples tout a fait
pareilles a celles que nous venons de rencontrer. Je me permettrai de
renvoyer le lecteur 4 un Mémoire inséré dans les Rendiconti del
Circolo matematico di Palermo (février 19o3), ol la discussion est
complétement achevée.
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Dérivation des intégrales triples 4 élément infini : partie finie.

Soit a dériver 'intégrale

(1) szffg(.r,y,:)dxdyd:;

Wik

le champ d’intégration W, comme 3, dépend d’un paramétre A.

I’on a, K ¢tant fini et ¢ une quantilé infiniment petite par rapport
a Al

(2) al=[ [ [5G0+ 5555 + 5y(sm) + 5,(50)|dXdY dZ + K.
th

J~
(W) ————

[§1 1)

L’on verra, dans le Mémoire précédent, comment cette formule est
¢tablie et pourquol un point (x, ), ) de W est devenu ici (X, Y, Z).
Nous rétablirons la notation (i, y, 5) dans Al et nous allons micux
utiliser la formule (2) en la prenant sous deux formes différentes.

Dans lintégrale figurent les termes (1) et (II). Pour ces derniers
I'intégrale ¢riple peut étre changée en intégrale de surface. 11 faut
tantot faire la transformation et tantot garder l'intégrale triple, si 'on
veut user facilement de la formule.

C’est 14 une remarque essentielle.

Précisons la question.

Soit W le volume ABC,

9= F("-"v Y :) G(JU,)’, Sy Loy Vs 30);
A est 'un des paramélres z,, ¥y, 3.
Deérivée par rapport a s,. -- Le volume W est ABC.
Le volume W + AW est A’B'C'.

Intégrons par parties le terme (II). Décomposons 'aire du cone
g
ABC cn deux parties par un cylindre vertical de base B'C'.
Pour Vaire AB”C” les formules de transformation sont :

{=As,, t=o, n=o.
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Pour P'aire B’ qui fait partie de BC
(=o=t= 1.

Enfin, les atres BB”CC” du cone et BB’CC’ de la frontiére, a la

Fig. 3.

limite, lorsque Az, tend vers zéro, donneront des termes nuls. Il est
inutile de calculer les %, 7, C.
Donc

(3) A[=A:0</ffj—:d1 +ff'pdxdy+s).
vol. ABC

cone ABC

Ceci ne souffre aucunc difficulté, si 3 et sa dérivée sont finis. Mais

nous avons, précisément, a cmployer des fonctions ¢ qui sont infinies
sur le cone ABC.
Conservons donc la forme primitive

(4) A1=fff[£%A:.,+:—:(:pZ)Jd~.+Ks.

vol. ABC

{ reste indéterminé dans le volume, mais sur le contour 'on a,
sur le cone ABC :

{=Az,;
sur I'aire BC :

g

o.

Prenons I'expression de $. I reste fini, G sera supposée finie, ainsi
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que sa dérivée ct telle que I'on ait
96 _ _ G
EN
- (FG)= G2 — 2 (FG);
JfLma= ][0 [] o

Cette formule est correcte, les intégrales ayant un sens bien dé-
terminé.
D’autre part

= [ [[5G0d= [ [FGdzady;

vol. ABC UIII( ARG
d’ou
(5) E —/I[A[u um[cl« du dy.

. . . . . 1
Supposons maintenant que G devienne infini comme jp sur le

cone ABC, les deux intégrales ci-dessus ont un sens. Elles convergent
uniformément lorsque I'on remplace ABC par une surface voisine et
que, d’'une maniére quelconque, cetie surface tend vers la position
limite fixe ABC.

Donc les intégrales (1), d’une part, (4) et (5), d’autre part, conver-
gent uniformément.

Donc (35) représente encore la dérivée de (1) quand G est infini

1 ) sy , .
comme g I ct ses dérivees étant finis.
A cause de la convergence uniforme, comme dans le cas des inté-
grales simples, nous pouvons intercertir les deux opérations de pas-

sage a la limite et dire : w étant un volume intérieur 3 W et tendant
vers W, ou : abc tendant vers ABC, l'on a

0%(11mf[f>=hm(a2-f;[f)
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Mais cette dérivée de I'intégrale du second membre, nous la pren-
drons sous la forme (3).

Nous pouvons donc écrire, en toule rigucur, puisque nous avons
montré que la limite existe,

(6) S =lim ([ [ [$2ds+ [ [gdody).

sol. abe aire abc

La dérivée est la limite de la somme de deux termes infinis.
Je 'appelais, dans ma These, la partie finie de I'intégrale infinie.
L’on pourrait écrire

partie finie ( f f f d%?; dfc).

vol. ABC

M. Hadamard emploie la méme expression.

Indépendamment I'un de I'autre, nous avons reconnu le réle de ces
parties finies ().

De méme les dérivées de (1) par rapport & xr, ou y, prennent soit
la forme (5), soit la forme (6) a volonté.

Le raisonnement est identique.

Equation des ondes. Vérification de la solution.

Rappelons les résultats obtenus :
Soit A : (4, ¥o, 5,), soicnt

'

5 =35—30 Z'=T — Ly, Y=Y —=Yo

’-2=x’2+y'2;
. -7 TaIN:
V=tog[Ty/(5) -1

(') J. Hapamaro, Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, décembre 1903,
et R. p'Apngwar, T/ése déposée a la Sorbonne en décembre 1903, soutenue en
avril 1gof; ensuite: J. HavaMarD, Verhandlungen der Mathematiker Kongresses,
Teubner, 1go5, et R. v'Apukwar, Circolo matematico di Palermo, 1905.
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V est bien nulle sur le cone A, qui a pour équation

!

=1

ﬁ'l’l

V est infini sur la verticale du point A et indéterminé au voisinage
de ce point.

. L'intégrale est donnée par la formule

J
20U(Lyy Yoy Tp) = 3

si I’on convient d'écrire

JA=fffF(x,y, 3)V,dx.

{ABC)

J'affecte la lettre V de I'indice A pour biecn montrer que la fonction
auxiliaire V varie avec le point A (&, y,, 5,)-

L'on a aussitét la valeur de u, mais les difficultés se présentent
pour ses dérivées.

Ezxpression de u(x,, y,, 5,). — Posons 5 =IV,, o étant nul sur
le cone, nous avons de suite

nnu(xo,yo,zo)zf/frdv‘d

(ABC)

_—‘_.G ———‘——=__—_'.
) \/(o-——..o-—-l‘ R

0

<

|

Y
L

Comme, en A, V devient indéterminé, infini dans une direction
ct G aussi infini sur les génératrices du cone, nous devons ici séparer
le volume d’intégration en deux partics par un plan horizontal MN.

Appelant W le volume AMN ou le volume BCMN, nous appelons
toujours w le volume amn ou bemn qui a W pour limite. Nous appe-
lons S la frontiére donnée, X le plan MN et A la surface du cone de
sommet A.

Suivant les cas, A représentera 'aire MBNC ou I'aire AMN.
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On représentera par A les aires relatives & la surface (pointillée)
voisine du cone.

A (20,york0 )

On représentera par s et ¢ les aires qui ont S et X pour limites, par
[s] et o] les contours des aires s ct o.

Dérivées relatives au volume BCMN. — D’aprés ce qui précéde
'on a, en appelant ' la portion de u(z,, y,, 3,) qui correspond a ce
volume,

am [f[ M(b d%)d +fde~°]d,cdy

(n

ou, sous forme immédiatement finie,

=J[[Eme-[[Fri
w

S+ 3

(avec une convention relative au signe de d dy),
= J‘ + Ja.

Ces deux nouvelles intégrales sont dérivables, de méme
aJ, dF d*V oF dV
() o«o"‘m(ff f 7 7,20 dy),
0*F 0V JdF oV
) f[fdz’ PRt f 7 95, 4y,

o) gjz:_hm( ffF dx dy fF )

[s+0)

Journ. de Math. (6* série), tome II. — Fasc. IV, 1go6. /19
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On peut encore I'écrire sous forme immédiatement finie (3).

. . F .
Mais la présence, dans la formule (a), de %—. nous embarrasse, ct il

faut grouper les termes de () ct (y). Nous en avons le droit, puisque
nous avons les expressions bien déterminées équivalentes (8) et (2).
Remarquons que

JF 0G () JG 0:°G
% n=5(Fa) +Fo

En intégrant dans «, l'on a :

v SIS ¥

2° Une intégrale appliquée & S + X qui détruit la premiére inteé-
grale de (v);

3° Une intégrale appliquée i A & élément partout infini.

Ce dernier terme s’ajoute a la deuxitme intégrale de («) et a la
deuxiéme intégrale de (y), qui sont de méme nature.

Nous avons donc le droit d’¢erire

d(J,+J2) «0G >
N = partic finic fj Wl e

Ceci, sous forme immddialement finie, ¢tant donné par (3) et (8).

Deérivées relatices au volume AMN. — A cause des particularités
de V et G au point A, nous ne pouvons ici parler de « partie finie ».
Nous prendrons les dérivées, sous la forme immédiatement finie,
d’apres (B) et (8).

Elles sont parfaitement déterminées, cela est immédiat.

Bien entendu, 'on obtient de la méme facon les dérivées

oxy’ dyy 0s3

Nous pouvons maintenant, cn établissant deux théorémes, vérifier
que 'on a bien A(u«) = F, les données étant nulles, & la frontiére.
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Appelons toujours &’ et'u” les parties de u(x,, y,, 3,) correspon-
dant aux deux volumes BCMN, AMN.

Tutorine I. — Quel que soit le plan MN au-dessus de A, Uon a
A(u)=o.

En effet, nous avons, pour A ('), lrois partics correspondant aux
trois variables : 2 A(w) =X+ Y —Z.
v d.(‘d":
o}

ou, sous forme immédiatement finie, d’aprés (B) et (),

X = partie Iinie(

X =B,

Y = partie ﬁme ffdeG )

et, sous forme immédiatement finie, d’apreés (B) et (),

Y=D,
7 = parllcﬁme(fjfl* P T)a

7 =DB".

ct de méme

Donc 2x A(«') = B + B’ — B” sous forme immédiatement finie.
Cette quantité ¢tant parfaitement déterminée, nous pouvons I'écrire

27 A(u') = partic finie [ff FA(G)d{J.
Commne dans tout volume bemn, ct méme dans BCMN, 'on a

A(G)=o,

nous pouvons en conclure

a2t A(u)=o0
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par le raisonnement suivant :

ffwa%‘E(ﬁid"= B) + L;,

BY devenant B, la partie finie, quand w devient W et, dans ces con-
ditions, L croissant indéfiniment, puisque pour le volume W l'inté-
grale n’a pas de sens.

22_11

D’autre part, la dérivée a= 353 s'obtient en ajoutant a lintégrale
~o

triple une intégrale de contour dont I'¢élément croit indéfiniment
(uand w devient W, mais qui reste constamment égale &

- L +¢),

e, tendant vers zéro quand w devient W.

Donc
g’ . L 0tG
2% a2 =11m(fffwl‘md':—L,+a‘)

=lim(B; +¢))=DB",

et Pon a les ¢quations analogues pour les autres dérivées sccondes
de u'.
D’on

27:A(u’)=lim[ff FA(G)d=
—(L|+ng—LI:)+<51+£’0_EI;)>‘

Maintenant l’intégraie'lriple n’augmente plus quand w devient W
clle reste identiquement nulle.

Le terme (L, + L, — L), qui détruit toujours laccroissement de
I'intégrale dans ces conditions, est donc ici identiquement nul.

Donc

2n A(w) =lim(e,+¢, —¢))=o0.

L’avantage de la considération des parties finies est donc clair, car
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la démonstration directe de I'¢galité
B+B—B"=o

serait trés difficile. Précisons davantage :
La surface A a pour équation R =.
Les dérivées immédiatement finies B, B', B” sont les limiltes,
R ' ] . . .
pour ¢ = o, des dérivées B,, B,, B relatives & bcmn. Les parties

infinies de nos intégrales sont, d’aprés les formules («) et (v), de la
forme

C’est-a-dire que 'on doit avoir

f[ FA(G)gr:(B‘+B:_B';)+P|£(E) +_Q|s§8)_

Or, le premier membre est nul, quel que soit e. Donc, quel que
soit ¢ ¢t méme pour ¢ = o, l'on a

Pi=0=Q,=(B,+ B, —DB)).
C’est-a-dire I'on a
B4+B —-B"=o
ou
A(u')y=o.
Etudions maintenant la seconde partie ©” de u (4, ¥, 34)-

Tukoreme lI. — Quel que soit le volume AMN, Uon a

2T AU (24, ¥oy 30)] = 27 F(xy, ¥, 2o)-

Nous ne devons plus parler de parties finies des intégrales triples.
Mais ici, & cause de la forme du champ, 'on a, sous forme immé-

diatement finie,
d’ 4 fff d’F
()‘Do AMN
2,,”
9— =(f f 2L G dn.
AMN
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Ces deux intégrales tendent vers zéro avec le volume AMN.
Dc méme

2‘__()’u” {‘/‘f 0 F
LEH wis 9

f' “\()l“(“ vdedy — )% <f MFG dx (1)’)-

Les denx premiers termes tendent vers zéro avec le volume AMN.
Nous savons ¢tudier le dernier, grice aux parties finies des intc-
grales simples. Ce lerme sera

f d"(o‘f 1“;_"’ )

B =H—z,, Hétant la cote du plan MN,
Formons
0 .

oB T s

B
OBf _rdr dar = p'uue finie (f F— 7B \W??I—:E'r d;.)
Br— 2 Ty

= — parlic ﬁmc< / FB d: \/Bz—'—dr>

= — partic finie l( :‘B )n f“B.. 28‘)l i]
VBE— 2 r

A8

A 1 JF
= - (l‘ )n.\ +v/0 -V—B:;—:-:’-: BE— dar.

L.e second terme tend vers séro avee B.
Le premier doit étre intégre avec son signce, car on doit prendre

A
oB

et puis 'on a

- l)oj dans le symbole A.
~o0
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11 donne donc
’ 2% (I gy

(F)uy ¢tant la valeur de F au centre de 'aire MN.
Passant a la limite, en faisant tendre B vers zéro, I'on a

2 Afu" (45 Yoy 50)] = 27 F (w0, Yo 50)s

ce qui donne la vérification cherchéc.
1l était, d’ailleurs, & prévoir que le seul volume infiniment voisin du

point A devait entrer en jeu dans cette étude.

Conclusion. -~ Je nc saurais omettre de renvoyer le lecteur & un
remarquable Mémoire de M. Hadamard, inséré dans les Annales de
UEcole Normale (mars 19o3).

Non sculement M. Hadamard a remarquablement rapproché, d’une
cerlaine manicre, les ¢quations des types elliptique et hyperbolique,
mais encorc il a asscz sensiblement modifi¢ la belle méthode de
M. Volterra pour I'étendre a des équations a coeflicients variables,

dansle domaine analytique.

La principale conclusion que je tirerais des travaux actuels concer-
nant les équations hyperboliques, c'est que I'on est naturellement
amenc¢, par des dérivations, & ces parties finies d’intégrales infinies.

L’on devra parler de ces partics finies tant que I'on n’aura pas
obtenu un mode d’intégration radicalement différent de celui de
M. Volterra. Etil sera prudent d’avoir constamment sous les yeux les
expressions immédialement finies correspondantes.



