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SUR LES FONCTIONS ABEL1ENNES SINGULIÈRES. 320 

Sur les fon ctions abéliennes singulières 

d'invariants HUIT, DOUZE et CINQ; 

PAR M. G. HUMBERT. 

1. J'ai donné autrefois les équations modulaires pour les fonctions 
abéliennes singulières de deux variables, dont les invariants sont res-
pectivement huit, douze et cinq : dans le présent travail, je voudrais 
introduire, au lieu des modules ordinaires de Kichelot, les valeurs des 
dix thêtas normaux du premier ordre, d'arguments nuls. On arriverait 
évidemment au but en remplaçant les modules, dans les équations 
modulaires, par leurs valeurs en fonction des dix thêtas, mais les rela-
tions ainsi obtenues seraient décomposables en facteurs difficiles à 
mettre en évidence : c'est donc par d'autres méthodes que nous for-
merons les équations cherchées. 

Elles conduisent, comme les relations classiques entre les thêtas 
elliptiques, à des conséquences arithmétiques : pour les invariants 
huit ou douze ces conséquences, à peu près évidentes a priori, concer-
nent les décompositions des nombres du corps quadratique \]·2. ou fi 
en sommes de carrés de deux nombres appartenant au même corps ; 
pour l'invariant cinq, j'arrive à des propositions, un peu plus cachées 
peut-être, sur les décompositions en sommes de trois carrés des 
nombres du type M -t- (i -h \/5), où M et Ν sont des entiers ordi-
naires. 
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Enfin, dans le cas de l'invariant douze, je comble une lacune de 
mes travaux précédents. Si l'on part de périodes vérifiant la relation 
g — 3g', la transformation singulière de degré un, dont toutes les 
autres sont des puissances, change les fonctions abéliennes initiales en 
des fonctions de modules différents, et douze est le plus petit inva-
riant donnant lieu à ce fait remarquable. Le problème se posait, dès 
lors, d'exprimer les modules nouveaux en fonction des anciens, ou, 
ce qui est identique, de traiter le même problème pour les dix thêtas 
d'arguments nuls : c'est la question qu'on trouvera résolue ici, et par 
des formules très simples. 

Cas de l'invariant HUIT. 

2. Les paires de périodes d'un système de fonctions abéliennes étant 
ι, ο; ο, i; g, //; h, g', nous emploierons, pour les thètas du pre-
mier ordre, les notations de "Weierstrass : comme il ne s'agira, jusqu'à 
nouvel avis, que des valeurs de ces llièlas pour les arguments nuls, 
nous écrirons £

5
{g, h, g'), ou Sr

5
 pour la valeur de .r

5
( //, e) au point 

u = e = o. 
Cherchons maintenant les relations qui lient les dix thètas pairs 

lorsqu'on a, entre les périodes, la condition g' = '2g, à laquelle peut 
se ramener toute équation singulière d'invariant huit. 

Soit posé 
Θ

5
= z>(2g,2h,2 g'); 

on a, d'une manière générale ('), 

(i) ~h + "34 ~û* 

Or, si g' — 2g, on peut écrire, par définition, 

(2) 0
5
 = 2

 gK i (2 + 4 hum -+- 4 μ/ι*< 

la somme portant sur les valeurs entières de m, n, de - xà + x; de 

(■ Ι KKAISE, Transformation des fonctions hyperelliptiques (Teulmer, 18S6), 
p. 160. 
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même 
^ pTZi [gm* + ïhmn-*-ign'i\-\-TZiin 
^ pTZi^ pTZi [gm* + ïhmn-*-ign'i\-\-TZiin 

Dans la somme ~
5
 4-5tin

 les termes qui correspondent aux mêmes 
valeurs de m et de η se détruisent si m est impair, et s'ajoutent si m 
est pair ; on a donc 

^ pTZi [gm* + ïhmn-*-ign'i\-\-TZiin 

c'est-à-dire, par comparaison avec (2), 

a.-t-2^=205. 

En remplaçant 20
3
 par cette valeur dans (i), on trouve 

^ pTZi [gm* + ïhmn-*-ign'i\-\-TZiin 

On obtient, d'une manière analogue, cinq autres relations du même 
type entre les dix thélas; voici le Tableau complet de ces six équations : 

^ pTZi [gm* + ïhmn-*-ign'i\-\-TZiin^ pTZi [gm* + ïhmn-*-ign'i\-\-TZiin 

Enfin, si l'on tire de ces relations les quantités S®, S;;
3

, en 
fonction des seconds membres, et si l'on porte leurs valeurs dans 
l'équation -f- jj;,, qui est une des équations biqua-
dratiques générales entre les thêtas d'arguments nuls, on obtient, 
après suppression du facteur 2r,r

5
, évidemment différent de zéro, la 

relation nouvelle 

(i) £r: = SJ -h H- $ô3. 

On constate ensuite aisément que les équations biquadratiques 
ordinaires entre les di\ thêtas sont, dans le cas de g' = 2g, des consé-
quences de (3) et de (4); on verrait également qu'une seule des rela-
tions (3) et (4), jointe aux équations biquadratiques ordinaires, 
entraine les autres conditions (3) et ( 4) ; on déduirait, enfin, de tout 
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cela la relation entre les modules qui caractérise les fonctions abé-
liennes singulières d'invariant huit. 

5. Corollaire I. — Posons 

^ pTZi [gm* + ïhmn-*-ign'i\-\-TZiin^ pTZi [gm* + ïhmn-*-ign'i\-\-TZiin 

on a, par (4), x1 -+- y- -h ζ* = ι, et, par (3), 

^ pTZi [gm* + ïhmn-*-ign'i\-\-TZiin^ pTZi [gm* + ïhmn-*-ign'i\-\-TZiin 

d'où cette conclusion : étant donnée la sphère x'2-h)yi-h z* = i, on 
peut exprimer en fonction uniforme ( hvperabélienne) de deux va-
riables g et h, les coordonnées χ« y, ζ d'un point quelconque de la 
surface, ainsi que les six radicaux \'xy ± ζ, y/ y ζ ± ./·, yjxz ± r, et 
cela par les équations (o) et ((>). 

4. Corollaire II. — En remplaçant dans (3) et (4) les thêtas par 
leurs développements en séries d'exponentielles et faisant g ■=. ig, on 
arriverait aisément, par des procédés qui seront appliqués plus tard 
au cas de l'invariant cinq, à des conséquences arithmétiques. Par 
exemple, l'équation (4) conduit à ce théorème : si M et Ν sont deux 
entiers quelconques, le nombre des décompositions de 

4 ( 2 M 4- I 4- 2 Ν γ' 2 ) 

en deux carrés selon la formule 

(7) (im
K
 4- '2/i, V2) ·+■ +- 2/4,^2)", 

(où les m,·, fii sont entiers) est égal au nombre des décompositions de 
la même quantité en deux carrés selon la formule 

(8) [ 2{JL, -f- (2V, 4- I)V2]2 -+- [ 2 -t- (2V
2

H- l) V 2 |2. 
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Mais cette proposition se démontre directement sans difficulté; car, 
à une décomposition (8) correspond une décomposition (7), et inver-
sement, par les formules 

w. = v,-hv
a
H-i, n

t
 = r

 a
 r , m

2
 = v,—v

2
, λ

2
=5—^-£?. 

Les équations (3) ne donneraient de même que des conclusions à 
peu près évidentes a priori. 

Cas de l'invariant DOUZE. 

o. Nous supposerons que la relation singulière entre les périodes 
est g = λ g' ; une méthode analogue à la précédente, et basée sur les 
formules de la transformation ordinaire du troisième ordre, conduit, 
sans grandes difficultés ('), aux relations quadratiques suivantes entre 
les dix thêtas : 

^ pTZi [gm* + ïhmn-*-ign'i\-\-TZiin^ pTZi [gm* + ïhmn-*-ign'i\-\-TZiin 

^ pTZi [gm* + ïhmn-*-ign'i\-\-TZiin^ pTZi [gm* + ïhmn-*-ign'i\-\-TZiin 

^ pTZi [gm* + ïhmn-*-ign'i\-\-TZiin^ pTZi [gm* + ïhmn-*-ign'i\-\-TZiin 

qu'il est aisé de vérifier a posteriori. 
Considérons, par exemple, l'équation (1), et remplaçons-y les £ par 

leurs développements en séries : pour simplifier, nous poserons, dans 
ces développements, 

A = ;(5 + 1>. ^=^(«-1). * = 3^=^(5-,); 

(l) La méthode la plus simple consiste à observer que, si g=z3g', les fonctions 
nbéliennes proposées admettent une transformation du troisième ordre en elles-
mêmes (ce Journal, 5e série, t. VI, p. 334, n° 194·) qui change respectivement, à 
un me me facteur pi es, ^33, 14, 2r<) > ^4> ^oi » ^03 5 ^ia> ^34 3^, ^23, ^,4, î 
5β1, 34; 3*03, 3r

2
; 2rlt, 3ris; dès lors, les relations classiques entre les thêtas ini-

tiaux et les thêtas transformés donnent de suite les équations (1), (2) et (3) : on 
prendra, par exemple, les relations indiquées par M. Krause [toc. cit., p. ig3, 
équations (1)]. 
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il vient ainsi : 

3·,= Σ e»7* 'ξ ^ ;^+^^"Λ' [ηΪ "(m+1)ν"] Vπ+"+11 

α _ y 1Λ-·-5"_("■-·-«)' 

3·,= Σ e»7* 'ξ ̂  ;^+^^"Λ' [ηΪ "(m+1)ν"] Vπ+"+11 

3·,= Σ e»7* 'ξ ^ ;^+^^"Λ' [ηΪ "(m+1)ν"] Vπ+"+113·,= Σ e»7* 'ξ ^ ;^+^^"Λ' [ηΪ "(m+1)ν"] Vπ+"+11 

Toutes les sommes portent sur les valeurs entières de m et de //, de 
— oo à -f- oc. 

On a de même 

3·,= Σ e»7* 'ξ ^ ;^+^^"Λ' [ηΪ "(m+1)ν"] Vπ+"+11 

£
0
 = Σ

β
ί75'ξ[" + ̂ ",4"^)ν:5],~γΐ[" (",-,-5^ν'ΐ|*ί 

Le premier membre de (i) est line somme de termes du type 

3·,= Σ e»7* 'ξ ^ ;^+^^"Λ' [ηΪ "(m+1)ν"] Vπ+"+11 

M et Ν étant entiers. Le coefficient dans ternie (4), pour 
lequel M et Ν sont donnés, s'obtient comme il suit. On pose 

( ο ) M -f- Ν v^3 — (AI j -+- ïfiy 3 ) -f- (AA
2 ~t~ AW

2
 \/3 ) , 

et l'on détermine toutes les solutions en nombres entiers rtih //,, de 
cette équation; dans HrJ, le coefficient du terme (4) est le nombre, <Dt>, 
de ces systèmes de solutions; dans c'est la somme Σ( —m2+n2+m2+n2 
étendue aux mêmes systèmes. 

De même, si l'on pose 

(G) Μ + λ y3 =[v, ■+■ J- Η-(ρ·( -+- I)y3J2-+- [v2
H-î -t-(p-

2
 -t- i)v^3j2, 

le coefficient du terme (4), dans Ξγ*
3

, est le nombre, X/, des systèmes 
de solutions en nombres entiers, p.,, v,, de cette équation; dansS214 
c'est la somme Σ( — i)tvv,+tv*-v:i. 
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Enfin, si l'on pose 

(η) M 4- Ν v^3 = [σ, -h(p, -h v/3]a -f- (σ
2

-+- ^ H- p
2
^)a> 

le coefficient, dans £
0I

, du terme ('|), sera le nombre X" des sys-
tèmes de solutions de l'équation (7) en nombres entiers p„ σ,. 

On a donc, en vertu mcme de la relation (1), 

( 8 ) χ -h x' h- Σ ( — i/.+v.-hv^ - Σ ( - I = 2 x". 

Or, l'équation (5) donne 

(obis) M = m, 4- n
{
 4- m

2
-f-/i

2
, N = o (mod 2). 

De même (6) et (7) donnent respectivement 

(6 bis) M ΞΕΞ ο, Ν==[χ, 4-v, 4- [A
2
4-V

2
4- I (mod 2), 

(mjbis) M = p
2
 4 σ, 4- 1, N^p

2
 + σ, (mod2). 

6. Il faut, dès lors, distinguer quatre cas, selon les parités de M 
et de N. 

ι0 M et Ν impairs. — Les congruences(5 bis) et (6bis) montrent 
que les décompositions (5) et (6) sont impossibles; la décomposi-
tion (7) l'est aussi, puisque, par (7 bis), M et Ν sont de parités con-
traires; donc, tous les termes de la relation (8) sont nuls, et celle-ci 
est vérifiée. 

20 M et Ν pairs. — La décomposition (7) est impossible, de sorte 
que X" est nul; par les congruences ( 5 bis) et (6 bis), Σ(— ι y», 
est égal à 2(4- 1), c'est-à-dire à Χ; Σ(— I^I+WJ+v« est égal à — X', 
et la relation (8) est encore vérifiée. 

3° M impair el Ν pair. — La décomposition (6) est impossible, 
X' et Σ( — sont donc nuls; mt 4- nt 4- m2 4- n2 étant im-
pair, par (5 bis), Σ( — ι )»,+«,+"*.+»* est égal à — X, et la relation (8) 
s'écrit X = x'. 

Or, cette égalité s'établit aisément a priori. Soit, en effet, pn ση 

p
2

, σ
2
 une solution quelconque de (7); ρ

2
4-σ, est pair en vertu de 

(7bis). D'ailleurs — ρ, — ι, σ,, ρ
2
, σ

2 est aussi une solution de (7), 
Jo'.c'n de M 1<h. (6* série), tome II — Fasc. III. 1906. 44 
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distincte de la première, de sorte que le nombre des solutions de (7) 
pour lesquelles p, -h σ.

2
 est impair est égal à ^ oC. 

Soit alors p,, σ2
 une de ces solutions; on a identiquement, par 

la formule de Lagrange, 

I j [σ, 4- (ρ, 4- j)\/d]*4- (
σ

2-Ι- {■ + ! ("(7) + Ογ ) 1 

3·,= Σ e»7* 'ξ ^ ;^+^^"Λ' [ηΪ "(m+1)ν"] Vπ+"+11v3·,= Σ e»7* 'ξ ^ ;^+^^"Λ' [ηΪ "(m+1)ν"] Vπ+"+11 

Si donc on pose 

3·,= Σ e»7* 'ξ ^ ;^+^^"Λ' [ηΪ "(m+1)ν"] Vπ+"+11 

3·,= Σ e»7* 'ξ ^ ;^+^^"Λ' [ηΪ "(m+1)ν"] Vπ+"+11 

les m, η sont entiers, et l'on voit (en faisant successivement /,7 = 1,2 
ou 2, 1), qu'à une solution de (7), pour laquelle p, 4- τ

Λ
 est impair, 

correspondent deux solutions de (5) et deux solutions distinctes, car, 
M étant impair, la congruence (.) bis) montre qu'on ne peut avoir à la 
fois m, = m2, n

{
 = n2. 

Inversement, si mif nh nij, n.j est une solution quelconque de (5), 
on tire de ( 1 o) 

3·,= Σ e»7* 'ξ ^ ;^+^^"Λ' [ηΪ "(m+1)ν"] Vπ+"+11 

3·,= Σ e»7* 'ξ ^ ;^+^^"Λ' [ηΪ "(m+1)ν"] Vπ+"+11 

Or, m
t Η- η{ 4- m.,-h η., étant impair, par (5 bis), l'une des quan-

tités /*, -+- nij et uj 4- nii est paire, la première par exemple, l'autre est 
impaire : les valeurs (11) des ρ, σ sont donc entières, et p, 4- σ., est 
évidemment impair. 

Donc enfin, en vertu de la correspondance ainsi établie entre les 
solutions des équations (.5) et (7), on a bien 0ô = 2 χ jX"= 3t>", et la 
relation (8) est encore vérifiée. 

4° M pair et Ν impair. — La relation (8) se réduit alors à l'éga-
lité 3fc>' — X", qu'on vérifie d'une manière analogue. 
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Donc enfin, la relation (8) est établie directement dans tous les cas; 
et, par là même, la relation (i) se trouve vérifiée par des raisonne-
ments élémentaires d'arithmétique. Des considérations semblables 
s'appliquent aux relations (2) et (3). 

Le système des formules ( 1 ), (2) et (3), ou l'une quelconque d'entre 
elles, caractérise le cas singulier où g = 3g\ et peut servir à former 
l'équation (dite modulaire) qui lie les modules de Richelot; on retrou-
verait ainsi la relation, de forme assez compliquée, que nous avons 
fait connaître précédemment 

Sans insister davantage sur ce point, nous aborderons une question 
intéressante, relative à la transformation singulière du premier 
degré des fonctions ahélienncs pour lesquelles g — 3g'. 

7. Formules relatives à la transformation singulière de degré 
un. — Soit f(u, v) une fonction abélienne aux périodes ι,ο; ο, 1 ; 
g, h; /*, g\ avec g —3g'; si l et k sont deux entiers liés par 
l2 — 3 Ar = 1, et si l'on pose 

(12) U = lu -h 3Are, Y = ku -h /e, 

f (1/, e) devient une fonction abélienne F(U, V), aux paires de périodes 
1, ο; ο, 1; (1, II; H, G', définies par 

(i3) G = Ig -h 3Ar//., H — Ut -h 3kg' = kg — Ih, G' — kg -+- lg' 

et l'on a encore G = 3G . Les deux fonctions f( u, v) et F (U, V ) sont 
dites liées par une transformation singulière de degré un, d'indices 
l et k ; d'ailleurs, toutes les transformations ainsi obtenues sont des 
puissances de l'une d'elles, T

n
 pour laquelle les indices / et Ar corres-

pondent à la plus petite solution positive de l'équation de Pell : 
l2-3k2 = 1 (2). 

J'ai montré de plus ( :l ) que, la forme l2 — 3Ar- pouvant représenter 
le nombre — 1, les fonctions abéliennes déduites des fonctions/(m, v) 

(') Comptes rendus, i* semestre 1899. 
(2) Ce Journal, 5e série, t. VI, p. 313-316. 
(s) Ibid., p. 324-



338 G. HUMBERT. 

par les transformations TJ7 ont les mêmes modules que celles-ci; les 
fonctions déduites des f(u, P) par les TJ7+I ont entre elles les mêmes 
modules, mais n'ont pas les mêmes modules que les /(M, P). L'inva-
riant douze est le plus petit invariant (non carré) pour lequel ce der-
nier fait se produise. 

Dès lors, se pose le problème suivant. La plus petite solution posi-
tive de /2 — 3ft2 = ι étant /= 2, k = 1, les formules (i3) deviennent, 
pour T

n 

(i4) G = 2g 3 g·, H = ih -+- 6 g' = g -h 2Λ, G' — h -h ig\ 

et l'on demande d'exprimer les fonctions abélicnnes aux périodes 
ι, ο; ο, 1 ; G, H ; H, G', à l'aide des modules des fonctions initiales, aux 
périodes 1, ο ; ο, 1 ; g, h \ Λ, g' ; on suppose toujours g = 3g'. Au lieu 
des modules, on peut, ce qui revient au même, introduire les dix 
thêtas pairs d'arguments nuls, et c'est ce que nous allons faire. 

Nous désignerons par £r les thêtas qui correspondent à g·, Λ, g'\ par 
5' ceux qui correspondent à G, H, G'. On a, en faisant g = 3g', 

S
l
=S

§
(g

1
h,g') = Ze«i**r+"-+*>w 

(ρ, σ entiers, de — 00 à 4-oc). 

So = S
0
(g, Κ g') = Σ2 GTTIG'LSIIM-I-NI'-F- lim -F-W 

Posons 
0

5
 = £5(2Gj 2H, 2G'), 

on a de même, par (i4), 
0 2 GTTIG'LSIIM-I-NI'-F- lim -F-W)'] -T-17. -T- n) 

et de là résulte immédiatement, en observant que dans £r
#

-+- S
0
 les 

termes pour lesquels ρ -h σ est impair se détruisent, tandis que ceux 
pour lesquels ρ -h σ est pair s'ajoutent, 

205= s5
 -+-à

0
. 

Nous avons vu plus haut (n° 2) que 

40s = S'i"4- %'
t
l -t- S

3
; -h 2r

0
", 
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donc, on a 

05) Y,'+ A.)·. 

On trouverait de même 

ί 4Θ;, = &;2 - a;? + a;; - s;3 = (&J5 + a,,)', 
(.G) 40; = 3;2+3;2-S;2-S;,2=(3!j-3,

)
)2, 

( 40;., = s;2 - s;2 - 3;; + s;2=(a, - 3. y. 

Partons maintenant des fonctions abéliennes aux paires de périodes 
1, o; <»,1; G, —H; — H, G', et efîectuons sur elles la transforma-
tion T, : nous trouvons, par (i4)« pour les périodes transformées, 

(ι = 2G — 3 H — g, = G — 2H = h, (/= — H 4- 2G' = g'. 

Le changement de H en — H laisse les y invariables, sauf $'
η

 qui 
est changé de signe; il résulte de là que les équations (i5) et (16) 
entraînent les suivantes 

I ^5 ^2 "+" ^34 "+" — (^'5 ^0 Yl 
2 GTTIG'LSIIM-I-NI'-F- lim -F-W)'] -T-17. -T- n) 

(17)2 GTTIG'LSIIM-I-NI'-F- lim -F-W)'] -T-17. -T- n) 

2 GTTIG'LSIIM-I-NI'-F- lim -F-W)'] -T-17. -T- n) 

Enfin, on a, par (1), (2) et (3), puisque g = 3g' et G = 3G', 

I &5 + &J3-I-—-4-^J —^2 = 2%'
A
 S^,,. 

(.8) a;-= 2a, r
03

, a;»=aa; a;,, 
2 GTTIG'LSIIM-I-NI'-F- lim -F-W)'] -T-17. -T- n) 

De toutes ces relations, et des relations biquadratiques générales 
entre les dix thêtas, on déduit sans difficulté les &' en fonction des a. 
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sous la forme : 

2 GTTIG'LSIIM-I-NI'-F- lim -F-W)'] 
2 GTTIG'LSIIM-I-NI'-F- lim -F-W)'] -T-17. -T- n) 

2 GTTIG'LSIIM-I-NI'-F- lim -F-W)'] -T-17. -T- n) 

2 GTTIG'LSIIM-I-NI'-F- lim -F-W)'] -T-17. -T- n) 

2 GTTIG'LSIIM-I-NI'-F- lim -F-W)'] -T-17. -T- n) 
2 GTTIG'LSIIM-I-NI'-F- lim 

Les expressions des S en fonction des ζ' seraient les mêmes ; il suf-
firait de permuter S, et , sauf qui serait changé en — S'M. 

8. Relations entre les modules de Borchardt. — Les quantités 

2 GTTIG'LSIIM-I-NI'-F- lim -F-W)'] 

forment un système de modules de Borchardt; elles sont liées par une 
équation qu'on obtient aisément. On a, d'une manière générale, entre 
les S, la relation ordinaire 

2 GTTIG'LSIIM-I-NI'-F- lim -F-W)'] -T-17. -

d'où, en substituant à :
0I

 sa valeur (i), 

2 GTTIG'LSIIM-I-NI'-F- lim -F-W)'] -T-17. -T- n) 

c'est-à-dire 
(ι -h σ24- τ2 - p2)2 = 4(σ2 —ρ2τ2), 

ce qu'on écrit aussi 

(20) (τ2 -h p2)aH- 2(1 -h σ2)(τ2 — pa) -h (ι — σ2)2 = o. 

Telle est la relation, entre les modules de Borcbardt considérés, qui 
caractérise le cas singulier où g = 3 g'. 

Pour les fonctions abéliennes liées aux précédentes par la transfor-
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matioa singulière (12), introduisons les modules analogues 

2 GTTIG'LSIIM-I-NI'-F- lim -F-W)'] -T-17. -T- n) 

nous aurons, en vertu de ( 19 ), 

2 GTTIG'LSIIM-I-NI'-F- lim -F-W)'] -T-17. -T- n)2 GTTIG'LSIIM-I-NI'-F- lim -F-W)'] -T-17. -T- n) 

et ρ', σ', τ' sont liées aussi par l'équation (20). 

Cas de l'invariant CINQ. 

9. La relation singulière entre les périodes peut être supposée de 
la forme 

2 GTTIG'L 

pour trouver les relations correspondantes, les plus simples possibles, 
entre les dix thètas pairs d'arguments nuls, considérons les deux pro-
duits 

(]) £„(w, P)£,4(M, Ρ)ΞΓ|4(«, C), £
2S

(W, ?)-*("> *0&o.(", *>)· 

Ce sont deux fonctions thêta du troisième ordre, paires et de 
caractéristique nulle; avec les notations que nous avons proposées 
pour les seize thètas d'ordre un et les seize demi-périodes, on recon-
naît immédiatement que chacune des deux fonctions (') s'annule sim-
plement pour les six demi-périodes 

(24'), (34'), (41 ")» (43'), (i4'), (42'), 

et doublement pour les trois demi-périodes 

(44'), (23'), (32'). 

D'un autre côté, puisque g'= h -+- g, il existe une fonction inter-

('I Ce Journal, 4e série, t. IX, p. 58; 5e série, t. V, p. 287-288. 
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médiaire singulière, d'indices l = i, k = i, de caractéristique nulle, 
et une seule (à un facteur constant près) ( ' ) ; le développement en série 
de cette fonction <p

M
 («, v) est (2) 

£2π/(ρ-*-σ)Η-4-2πι(ρ + ΐσΐι>·+-πί[Gnip + T^-^Hnip-t-Titp+aai-Mvp-t-KJ·}'] 

étant posé G
0
 = 2 g — h\ H

0
 = — g -+- h ; = g; et ρ, σ variant, par 

valeurs entières, de — 00 à -h QO. On peut écrire, en posant ρ -+- σ = Λ, 

σ = m, 

£2π/(ρ-*-σ)Η-4-2πι(ρ + ΐσΐι>·+-πί[Gnip + T^-^Hnip-t-Titp+aai-Mvp-t-KJ·}'] 

De même, il existe une et une seule fonction intermédiaire singulière 
d'indices 1= 2, k = — 1, et de caractéristique nulle, donnée par la 
formule 

£2π/(ρ-*-σ)Η-4-2πι(ρ + ΐσΐι>·+-πί[Gnip + T^-^Hnip-t-Titp+aai-Mvp-t-KJ·}'] 

D'ailleurs s'annule pour les six demi-périodes (3) 

(4) (24·), (34'), (44'), (23'), (32'); 

<p
2
,-j s'annule pour les six demi-périodes 

(43·), ( 14' ), (42'), (44'), (23'), (32'); 

et le produit φν)φ
ίψ

-,(ι/·, c) est une fonction thêta normale, 
d'ordre trois et de caractéristique nulle. 

Ce produit, par ce qui précède, s'annule simplement pour les six 
demi-périodes, et doublement pour les trois demi-périodes qui 
annulent simplement et doublement les deux fonctions (1); donc, 
ρ désignant une constante arbitraire, les deux thêtas d'ordre trois, 

(') Ce Journal, 5e série, t. V, p. 271-277 et p. 318-319. 
(*) ibid., p. 27/4· 

{3) Ibid., p. 293. 
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en M, r, 

l ?.·■("» 0?2,-l("» *0 

(5) 
( C «, '·)-»("> «··)-<(«>'')-0ΐ("> ") 

ont, pour ces demi-périodes, un nombre de zéros communs égal à 
6 -h 4 X 3 = 18, et Ton peut disposer de ρ de manière à leur donner 
un dix-neuvième zéro commun ; mais deux thètas d'ordre trois n'ayant 
que 2.3.3 = 18 zéros communs, il faut alors que les deux fonctions ( ·>) 
aient un facteur commun, et comme ç

2t
_, sont évidemment indé-

composables, les deux fonctions ( 3 ), pour une valeur convenable de p, 
sont identiques, à un facteur constant près. On a donc, λ et u. dési-
gnant des constantes convenables, 

(0) ί
 c)£r

ia

(«, P)+ Ρ) Sr., (H, P)ST

0I

(M, Ρ) 

£2π/(ρ-*-σ)Η-4-2πι(ρ + ΐσΐι>·+-πί[Gnip + T^-^Hnip-t-Titp+aai-

Pour déterminer λ, faisons, dans cette relation, u = ο, Ρ = 4 fee 
qui correspond à la deini-période (12'), annulant Sr

2a
(i/, p) etS4(«, p)| ; 

il reste ainsi 

(7) 4)~;M(O, 4)-,2(0, 4) = Sr
5
(o, ο) φ

Μ
 (ο, 4)?

2
,-i(<b 4)· 

Or, par les développements (2) et (3), on a, en tenant compte de 
g'=h + g, 

£2π/(ρ-*-σ)Η-4-2πι(ρ + ΐσΐι>·+-πί[Gnip + T^-^Hnip-t-Titp+aai-Mvp-t-KJ·}'] 

?
2t
-, (ο, 4) = 2 6'π'-""^2/""π+β'η,:+π"" = Sr

ts
(o, ο). 

D'ailleurs, 

^o(°> 4) = o); 4) = -5(0, o); 

~I
2
(

(
S4) = -O(O, O), 

de sorte que l'équation (7) donne λ = ι. On trouverait de même, en fai-
Journ. de Math. (6* série), tome II. — Kasc. III. 1906. 45 
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sant, dans (6), u = -> ρ = [ce qui répond à la demi-période (i3')], 

p. = j ; de sorte qu'on a l'identité 

£2π/(ρ-*-σ)Η-4-2πι(ρ + ΐσΐι>·+-πί[Gnip + T^-^Hnip-t-Titp+aai-Mvp-t-KJ·}'] 

£2π/(ρ-*-σ)Η-4-2πι(ρ + ΐσΐι>·+-πί[Gnip + T^-^Hnip-t-Titp+aai-Mvp-t-KJ·}'] 

Si l'on y suppose m = e = o, il vient, entre les ihêtas d'ordre un 
et d'arguments nuls, la relation 

£2π/(ρ-*-σ)Η-4-2πι(ρ + ΐσΐι>·+-πί[Gnip + T^-^Hnip-t-Titp+aai-Mvp-t-KJ·}'] 

car 9M(o, o) et 9^,(0, o) sont égaux à r
5
(o,o), en vertu même 

de ( 2 ) et (3 ), et de g = h -h g. 
En considérant les neuf caractéristiques paires, autres que 

(ο, o, o, o), on obtiendrait ηeuf relations du même type que (8). Par 
exemple, 

£2π/(ρ-*-σ)Η-4-2πι(ρ + ΐσΐι>·+-πί[Gnip + T^-^Hnip-t-Titp+aai-Mvp 
£2π/(ρ-*-σ)Η-4-2πι(ρ + ΐσΐι>·+-πί[Gnip + T^-^Hnip-t-Titp+aai-Mvp] 

Ici, les deux membres sont des thêtas de caractéristique ° 1 , qui 00 
est celle de £

4
(M, e); ψΜ est la fonction intermédiaire singulière d'in-

dices /= 1, k = 1, et de caractéristique ' 1 ; ψ
2

_, celle d'indices 

l = 2, k — — 1, de caractéristique ' ° . On a 

£2π/(ρ-*-σ)Η-4-2πι(ρ + ΐσΐι>·+-πί[Gnip + T^-^Hnip-t-Titp+aai-Mvp-t-KJ·}'] 

£2π/(ρ-*-σ)Η-4-2πι(ρ + ΐσΐι>·+-πί[Gnip + T^-^Hnip-t-Titp+aai-Mvp-t-KJ·}'] 

Si l'on fait u = v= 0 dans l'identité (10), on obtient, entre les 
thêtas d'arguments nuls, la relation 

Ο'Ό ~ 2 ~ t 2 ~ M ~ 3 ~ Oi 2 3 ~ \ ' 
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10. Voici le Tableau complet des dix relations de cette espèce que 
donne l'application de la méthode (') : 

! C-3 C. G, α _ι_ Cr C. G ~. 

! C-3 C. G, α _ι_ Cr C. G ~. 

! C-3 C. G, α _ι_ Cr C. G ~. 
! C-3 C. G, α _ι_ Cr C. G ~. 

! C-3 C. G, α _ι_ Cr C. G ~. 
! C-3 C. G, α _ι_ Cr C. G ~. 

! C-3 C. G, α _ι_ Cr C. G ~. 
! C-3 C. G, α _ι_ Cr C. G ~. 

! C-3 C. G, α _ι_ Cr C. G ~. 

! C-3 C. G, α _ι_ Cr C. G ~. 

11. Conséquences arithmétiques. — On déduit de ces equations 
quelques conséquences arithmétiques intéressantes. 

Dans la première équation (i3) on a, pour £r.,, après remplacement 
de g' par h H- g, la série 

! C-3 C. G, α _ι_ Cr C. G _ι_ Cr C. G ~. 

qu'on peut mettre sous une forme plus commode. Posons 

_ι_ Cr C. G_ι_ Cr C. G_ι_ Cr C. G_ι_ Cr C. G 

ω et ω' sont les racines de l'équation ω2 — ω — ι = ο, et sont des unités 
du corps quadratique y > ; si l'on fait ensuite 

_ι_ Cr C. G_ι_ Cr C. G_ι_ Cr C. G_ι_ Cr C. G_ι_ Cr 

(') Voir une autre démonstration dans les Comptes rendus de l'Académie 
des Sciences, 5 mars 1906. On pourrait aussi suivre une méthode analogue à 
celle indiquée en note au n° a. 
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il vient 

& jç,' 4- Σ( — — ο.& jç,' 4- Σ( — — ο.& jç,' 4- Σ( — — ο. 

Dès lors, SJ est une somme de termes du type 

(17) jç,' 4- Σ( — — ο.& jç,' 4- Σ( — — ο. 

M et Ν étant entiers ou fractionnaires; le coefficient, dans HrJ, du 
terme (17), pour lequel M et Ν sont donnés, s'obtiendra comme il 
suit. On posera 

& jç,' 4- Σ( — — ο.& jç,' 4- Σ( — — ο.& jç,' 4- Σ( — — ο. 

et l'on déterminera toutes les solutions en nombres entiers, mh nh de 
cette équation : le coefficient cherché sera le nombre de ces sys-
tèmes de solutions. 

De même, dans le produit -^i, 'e coefficient du terme (17) 

sera le nombre X' des systèmes de solutions entières p.,, vf, de 
l'équation 

(19) M h- Νω = (ρ, H- ν, ω)24-(p24- ^ 4- v2 ω
3) 4- [ps 4- 3 4- (v3

 -h £) ω]2 ; 

enfin, dans le produit ce sera la somme 

V( _ ,^.+ν,+μ,+ν,+ ι 

étendue aux mêmes systèmes de solutions. 
Ο11 a ainsi, en vertu même delà première équation (r3), la relation 

(20) & jç,' 4- Σ( — — ο. 

Or, les équations (18) et (19) donnent immédiatement 

M = m, +- m.j -h m3 4- j ( mod 2), 

Ν ~mt 4- m., 4- m3 -+- f (mod 2), 

\I= ρ, H- v, -f- v, + j (mod 2), 

Ν ΞΞΞ ν, 4- pa Η- v3 -h j (mod 2), 
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ce qui montre que M—f et Ν — j sont des entiers de même parité, 
et que dès lors [x, 4- v

2
 4- [x

3
 4- v

3
 est pair; la relation (20) s'écrit par 

suite 
Oô = 2 X/, 

d'où ce théorème, relatif aux décompositions d'un entier du corps 
quadratique \jo en sommes de carrés de trois entiers, appartenant 
au même corps : 

Si A et 13 désignent des entiers ordinaires, positifs, nuls ou néga-
tifs, de même, parité, le nombre des décompositions de 

4A 4- '5 -ι- ω(4Β -h 3) 

en somme de trois carrés selon la formule 

( [2m, -4- (2/1, 4- ι)ω]2 -f- [a/n
a
 4- (2/i

a
 -h ι)ω]5 

(21) 
I +[2^

3
 + (2«3+ι)ω]2 

est double du nombre des décompositions de la même quantité selon 
la formule 

(22) (2α, H- 2V|(o)2 -t- (2tx
2

-+- ι+2ν
2
ω)ΐ-ΐ-[2ρ.,+ ι 4-(2v34- ι)ω]2. 

Dans cet énoncé et dans les suivants, les m-n nh jx
4
-, v

{
· sont des 

entiers ordinaires, positifs, nuls ou négatifs; deux décompositions (21) 
telles que α- -H β2 4- γ2 et β2 -+- a2 -hγ2 sont regardées comme distinctes, 
à moins que β ne soit identique à a. 

La seconde équation (1 3) conduit au même résultat; la troisième et 
la quatrième donnent cette proposition : 

Si A et 1] sont des entiers ordinaires quelconques, le nombre des 
décompositions ^4Α + 3-(-8Βω selon la formule 

(%m
i 4- 1 4- 2/4«ω)2 4- (2/n

a
+ 1 -1- 2/ι

2
ω)2 4- (2m3 4-1 ■+■ 2η3ω)2 

est double de celui des décompositions de la même quantité selon 
la formule 

(2ix| 4- 2V, ω)2 4- [2tx
2
 4- (2v

2 4- ι)ω]2 4- [χα., 4- 1 4- (2V, 4- ι)ω]2. 
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Des deux dernières équations (13), on déduit que : 

Si A et Β sont des entiers ordinaires quelconques, le nombre des 
décompositions cfe8A-f-6-»-(o(4B-l·- i) selon la formule 

[im
i -h ι H- (2/1, -+- ι)ω|2 [2//2

a 4-1 -I- (42n2-+- ι)ω]2 

-h [2«i
s
 -+- ι -h (2n

3
 -h ι)ω]2 

est double de celui des décompositions de la même quantité selon la 
formule 

(2{λ, -h 2V< ω)2 H- [2 -}- ( 2v2 H- ι)ω]2 H-(2p.,-H 1 + 2ν3ω)2. 

12. Examinons maintenant, au point de vue des conséquences 
arithmétiques, les équations (i4)î ϋ suffira de considérer la première. 
Elle donne immédiatement le résultat suivant : 

Soient M et Ν deux entiers ordinaires quelconques; considérons les 
deux décompositions de Μ + Νω, 

(I) Μ + Νω = (m, -+- n
i
 ω)2 -+- (m.

2
 -+- η.

2
ω)2 -+- (m

3 4- η
3
ω)2, 

j M + No>= [p., -h (v< -+- ^ω)2-ι- (ρ.2·+-^ -l· ν2ω)2 
j M + No>= [p., -h (v< -+- ^ω)2-ι- (ρ.2·+-^ -l· ν2ω)2 

soient X, et χ
2
 les nombres respectifs de ces décompositions, on a, 

par la première équation (i4)> 

(23) X, — X
2
 — Σ (— I -H.,-H».

 = θ5 

la somme étant étendue à tous les systèmes entiers, mh nh qui satis-
font à (I). 

L'équation (23) donne un théorème facileà énoncer; mais on peut 
aller plus loin et obtenir une relation entre X, et x

2
. Supposons 

d'abord que, dans chacune des décompositions (I), les trois quantités 
mi-h Λ/ω soient distinctes deux à deux, et ne regardons pas comme 
différentes deux décompositions (I) qui diffèrent seulement par 
l'ordre des trois quantités élevées au carré. D'après cela, une décom-
position (I) compte pour six unités dans x, ; dans Σ(— ι)"1·-"'^"!·*-"1», 
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elle donne les six termes 

{•A) (- ')" + (- ')p-,-(-')T+(- 08-t-(- ')'·+■ (~ 0'. 

étant posé 

ί α = m% 4- «, -+- n2-\- m3, γ= m2 4- n> -f- /1, -+- w3, 

] ε = m9 4- ηΆ 4- η, 4- m ,, 
("2.)) < 

Ι β = //ι, -+- η, -h n3 4- m3
, δ = -h n2 4- w, -+- /w,, 

' θ = m3 4- -+- n2 4- //Î
4
 . 

Étudions maintenant la parité des six quantités α, β, ..θ. 
On déduit de (I) 

( i»(>) M~/w, -+- m2
-h ni

3
-h rit 11«-+- n

3
 N=/i,-h «24- n3

 (mod 2); 

et, par (2 )), 

M
t
 == M -f- i\ 4~ β -f— γ 4- û, /w

2
=M 4- Ν -H CL -f- β -f— δ, 

j M + No>= [p., -h (v< -+- ^ω)2-ι- (ρ.2·+-^ -l· ν2ω)2 

(•>.7) ' /*, = Ν + α + γ -h ο, «
2
ΞΝ 4- α Η- β Η-γ (mod 2), 

Ι η
Ά

== Γ\ π- β -Η δ (mod 2), 

ε = α -h δ, θ Ξ β -f- γ. 

De plus, l'équation (I) donne 

M = m'; h- /m* -H ni* 4- λ2 -Ι- η J 4- λ2, 

JN = 2/W, Λ, -H 2/η.,η2 -F- ·ιιη.Λη3 4- ri* 4- Λ2 4- /IJ, 

d'où, en utilisant (27), 

M==3(M -h N)a4- 3N2 4- 2(αγ 4- βδ) (mod 4), 
iN =3Ν2 4- ()N(M 4- Ν) 4- 2αβ 4- 2βδ 4- 2γδ (mod 4), 
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ce qu'on écrit 

(28) —ί-^î = N(M H- ι) H- αγ -ν- βο (mods), 

(29) ^ ^ == M Ν H- αβ π- βο h- γο (mod 2). 

15. Distinguons maintenant plusieurs cas. 

PREMIER CAS : le nombre -+- IS (M -+- 1) e.s7 impair. — La 

congruence (28) n'a alors, en α, β, γ, ο, que s/.r solutions, d'après un 
résultat bien connu dans la théorie des caractéristiques des thotas à 
deux variables; elles sont données par le Tableau suivant, complété 
par les valeurs de ε et 0, déduites de (27). 

a. γ. 0. î. 0. 

ι ο ι υ 1 ι 
ΙΟΙ ιοί 
ι ι ι υ ι ο 
οίοι ι ι 
ο ι ι ι ι ο 
I I Ο I Ο I 

Par suite, quatre des six quantités sont impaires et deux sont paires, 
dans tous les cas; donc, sans avoir besoin d'étudier la congruence (29), 
on est sûr que la somme des six unités (24) est égale à — 4 4- 2 = — 2, 

de sorte que, dans χ, — Σ(— [)'".+"·-"'^"^ chaque décomposition (1) 
donne (i -+- 2 = 8 unités et l'équation (23) montre que le nombre des 
décompositions (II) est huit fois celui des décompositions ( I). 

On a supposé, dans(I), les trois quantités /794- /9· ω distinctes deux 
à deux. Si deux d'entre elles sont égales, c'est-à-dire si m, = m.,, 
n1= Λ

2
, la troisième étant différente, la décomposition (I) considéréen1 

donne, dans 3^,, trois unités, et Tori reconnaît, par la méthode du cas 
général, qu'elle en donne une dans — Σ( — 1 ,mi+"t+nt+m

t
· on dira alors 

que le nombre des décompositions (II) est toujours égal à huit fois 
celui des décompositions (I). avec la restriction de compter seule-
ment pour £ une décomposition (I) dans laquelle deux des quantités 
/77,4- W/ω coïncident. 
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Enfin, les trois quantités h Λ, ω d'une même décomposition (I) 
ne peuvent être égales entre elles ; car on aurait alors, par (I), 

M = 3m2-4-3Λ2, Ν = 6mn -+- '3n2, . 

et le nombre — hN(M-hi) serait pair, contrairement à l'hypo-

thèse. 

DEUXIÈME CAS :
 M

 ^ 4- N(M -4- I) est pair, —+ MN est 

impair. — La congruence (28) a alors dix solutions en α, β, γ, δ, 
mais trois seulement vérifient la congruence (29), ce sont les sui-
vantes : 

α. β. γ. δ. ε. θ. 

i I ] i Ο Ο 
Ο Ο I I I ! 
1 I Ο Ο I I 

Dès lors, quatre des six quantités sont impaires, deux sont paires, 
et l'on retombe exactement sur les conclusions du premier cas. 

TROISIÈME CAS : — h N(M -4- 1) et —- μ Pft sont pairs. 

— Les congruences (28) et (29) admettent les sept solutions : 

α. β. γ. δ. ε. ft. 

000000 
Ο Ο ο I Ο I 
Ο Ο I Ο Ο I 
Ο I Ο Ο Ο I 
Ο ! I Ο Ο Ο 

1 Ο Ο Ο I ο 
I Ο Ο I ο ο 

Si on laisse de côté la première solution, on voit que, dans chacune 
des autres, quatre des six quantités α, ..., 0 sont paires et deux 
impaires, de sorte que la somme (24) est égale à 4 — 2 = 2. Donc 
une décomposition (I), dans laquelle les trois m, -h /ΐ,ω sont distincts 
et les six quantités α, β, ..., 6 non simultanément paires, donne, dans 
X, — 2 (— 1 )«.+»,+«,+«,, 6 — 2 = 4 unités. 

Journ. de Math. (6* série), tome II. — Fasc. III, 1906. 46 
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Si, au contraire, α, β, 0 sont tous pairs, ou, ce qui revient au 
même par ( 27 ), si Ton a 

m
K
 = m

2
 = //î

3 = M + N, η,=η
2
 = η

Ά
~ IN (mod 2), 

la décomposition considérée donne G —G = o unité, c'est-à-dire ne 
compte pas. 

Donc, en admettant que, dans chaque décomposition (1), les trois 
m,· H- η,· ω soient deux à deux distincts, on peut dire que, par (23), le 
nombre des décompositions (II) est quatre fois celui des décomposi-
tions (I), avec la restriction qu'une décomposition (1) dans laquelle 
les nii ont la parité de M -h Ν et les celles de N, compte pour zéro. 

14. Il est facile maintenant de traiter d'une manière analogue le cas 
où deux au moins des ηιΊ+ «,·ω d'une même décomposition seraient 
égaux, et voici le résultat linal : les trois dernières équations (t/j) 
conduisent à la même conclusion. 

Soient M et Ν des entiers ordinaires quelconques ; considérons 
les décompositions de \ M H- 4 λ ω en sommes de trois carrés selon 
les formules 

( I) (2/m, -+- '2n
t
 ω)2 h- (2m2 -+- 2n^bif -t- (2m.

t
 -h 2«,(u)', 

[2p., -h (2V, ■+· ι)ω|2π- (2α,+ ι -h av,w)! 

+ [2|Xj+l+ (2V
3
 -h ι)ω]2. 

i° Si l'un au moins des nombres 

i(M + i)(M + 2N) et ;N(.\-i+aMj 

est impair, le nombre des décompositions (II) c.sV huit fois celui des 
décompositions (I) : les décompositions (I) qui diffèrent seulement 
par l'ordre des trois quantités 2 ///,··+■ 2/^ ω ne comptent que pour 
une seule ; une décomposition (I) dans laquelle deux de ces trois 
quantités sont égales ne compte que pour 7 ; enfin les trois quan-
tités ne peuvent être égales entre elles. 

i° Si les deux nombres -, (M -t-1) (M -+- 2Ν) et 7, Ν (Ν — ι -h 2 M) 
sont pairs, le nombre des décompositions (II) est quatre fois celui 
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des décompositions (I) : les décompositions (I) qui diffèrent seule-
ment par l'ordre des trois quantités 2w

t
 H- 2 Λ/,· ω ne comptent que 

pour une ; celles où deux au moins de ces trois quantités sont égales 
comptent pour zéro; enfin une décomposition (I) où tous les m, 
ont la parité de M -h Ν et tous les n, celle de Ν compte cgaiement 
pour zéro. 

15. Extension des résultats arithmétiques. — Nous n'avons fait 
appel, jusqu'ici, qu'aux relations (i3) et (·4)> sans utiliser les iden-
tités plus générales, telles que (8) et (10), dont elles dérivent. 

Partons cette fois de l'identité (10), regardons-y g et Λ, c'est-
à-dire ξ et η [équations (16)], comme les variables indépendantes, 
M cl c comme des paramètres : en égalant, dans les deux membres 
de (10), les coefficients de l'exponentielle (17), on arrive au résultat 
qui suit. 

Reprenons les décompositions ( I) et (II) ci-dessus de 4M -t- 4Μω ; 
regardons cette fois comme distinctes deux décompositions (I) qui 
diffèrent par l'ordre des trois quantités élevées au carré; posons 

^ if" ι*" &η*+'" 3
 ^ΙΙΙΙ/Λ,+ Μ,+Ί'^Λ'ΐΛ,+ΙΙ,-Ηί,Ιΐ1 

0 _ V' iπ«(",+"π/(«ζ,-+-//·» 

les deux sommes Σ' s'étendant à toutes les décompositions (I) du 
nombre donné 4M -+- 4 Ν ω, 

,(ϊ> _ ^πί'ίμ,+μ,-ί μ,+ \ 1-1 )ν 

la somme Σ" s'étendant à toutes les décompositions (II) du même 
nombre; on a, quels que soient u etc, 

s = χ »u,. 

On en conclut, en développant les exponentielles suivant les puis-
sances croissantes de M, C, et identifiant les développements des deux 
membres, 

Σ"(α, + [x
2

-h [Α,Η- 1 )p (v
(
+v

a
 + v

3
+iy 

= Σ'(η, + /i2—-h nK h- m2)q 

- Σ'(- ι)"W+W(m, + m
2
 + m

s
y(n

t
 H- n2-h *3)', 
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ρ et q\désignant des entiers ordinaires quelconques, non négatifs; la 
somme Σ" s'étend à toutes les décompositions (II); les sommes Σ' à 
toutes les décompositions (I), deux de ces décompositions qui dif-
fèrent par l'ordre des trois quantités élevées au carré étant regardées 
comme distinctes. 

Supposons maintenant, pour fixer les idées, qu'une au moins des 
deux quantités ^M(M -h 2N) et |Λ(Ν — ι -4- 2M) soit impaire; nous 
avons vu que, parmi les six quantités /«,· -h ηέ 4- iij -h mk(i,j, A" = 1, 2,3 
et deux à deux distincts), quatre sont impaires et deux paires; dès 
lors, si Σ désigne une somme étendue aux décompositions (I), deux de 
ces décompositions qui ne diffèrent que par l'ordre des termes élevés 
au carré n'étant pas regardées comme distinctes (et c'est ce que 
nous admettrons dans les énoncés suivants), on a 

Σ"(ιχ, -h fx
a

4- tx3+ ι)*(ν, -h ν,-h v
s

4- \f 
— Σ'(«Ι 4- Λ

3
 — m

2
)p(m

t
 -H n

{
 4- m.2)q 

4- 2Σ(/η
ΐ
 4- m, 4- m

3
)p(n

t
 4- ri

2
 -+- n

3
)q. 

Par suite, évidemment, si, pour chaque décomposition (I) , on 
écrit les six quantités n

t
 -l- n

2
 — m.> ; n

i 4- n2
 — m, ; n

t
 -1- η3 — m3 ; 

+ m, ; n
2
 4- n

3
 — m

t
 ; n

2
 4- n

3
 — m

2
, et deux fois la quantité 

m
K
 -h m

2
4- m

3
, le Tableau ainsi obtenu est identique à celui que for-

ment les quantités IX, -T- JX
2
4- p.:l 4- 1, pour toutes les décomposi-

tions (II). Si deux des quantités 2/Λ,· H- in,ω d'une même décompo-
sition (I) sont égales, par exemple si /«, = z«

2
, n

K
 — //

2
, on écrira, 

pour cette décomposition, lesl/'οώ quantités 2//, -hm
n
 n

{
 —m3, 

n
t
 -h n

3
 — m

n
 et une fois la quantité 2//<

ι
-+-Μ·,, et la proposition 

subsistera. 
On a un théorème pareil en remplaçant n

K
 ■+- n., — //z

2
, ... par 

/rc, 4-Λ, -i-m2, ...; m% -hn2-hm3 par w, +«2 + w3, et tx, 4-(x24- [x34-1 
par v, 4- vs4- v34- I . 

Ces propositions, qui s'étendent aisément au cas où les deux quan-
tités jM(M 4-2N) et ^IST(N — 14- 2M) sont paires, mettent sur la 
voie d'une démonstration directe de nos résultats arithmétiques ; nous 
n'insisterons pas davantage sur ce point. 
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16. Remarque. — On peut observer que les relations biquadra-
tiques classiques entre les dix thêtas d'arguments nuls donnent des 
propositions simples sur les décompositions en sommes de quatre 
carrés des nombres du corps quadratique yD; par exemple, de l'équa-
tion on déduit que : 

Si M et Ν sont des entiers ordinaires quelconques, dont le second 
est impair, les nombres de décompositions de 4M -h 4Ν \/D en quatre 
carrés selon les deux formules 

ί2m, H- 1+2«, v/D)2
 4-(2/«

2
+ 1 + 2/ij ^D)

2
-+- (2m, 4- 1 -+-2Λ3 Y 

-h (2m, ■+■ 1 4-2Λ, vD)a 

et 
[2(X, -h ( 2 V, -+- i) \/l^]

2
 "·" [

2
^2-H(2V

a
H- OVD]

2 

H- [2p
3
-h(2V

3
H-l)vD]

2

-l· [2|X
4
4-(2V

4
-hl)\/D]

a 

sont égaux. 


