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Sur les fonctions abéliennes singulieres

d’invariants HUIT, DOUZE ¢t CINQ;

Par M. G. HUMBERT.

1. Jai donné autrefois les équations modulaires pour les fonctions
abéliennes singuliéres de deux variables, dont les invariants sont res-
pectivement huit, douze et cinq : dans le présent travail, je voudrais
introduire, au lieu des modules ordinaires de Richelot, les valeurs des
dix thétas normaux du premier ordre, d’arguments nuls. On arriverait
évidemment au but en remplacant les modules, dans les équations
modulaires, par leurs valeurs en fonction des dix thétas, mais les rela-
tions ainsi obtenues seraient décomposables en facteurs difficiles &
mettre en évidence : c’est donc par d’autres méthodes que nous for-
merons les équations cherchées.

Elles conduisent, comme les relations classiques entre les thétas
elliptiques, a des conséquences arithmétiques : pour les invariants
huit ou douze ces conséquences, a peu prés évidentes a priori, concer-
nent les décompositions des nombres du corps quadratique y2 ou y3
en sommes de carrés de deux nombres appartenant au méme corps;
pour Pinvariant cinq, j'arrive 4 des propositions, un peu plus cachées
peut-étre, sur les décompositions en sommes de trois carrés des

nombres du type M + : N (1 +y3), ot M et N sont des entiers ordi-
naires.
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infin, dans le cas de I'invariant douze, je comble une lacune de
mes travaux précédents. Sion part de périodes vérifiant la relation
g =34, la transformation singuli¢re de degré un, dont tloutes les
autres sont des puissances, change les fonctions abcéliennes initiales en
des fonctions de modules différents, ¢t douse est le plus petit inva-
riant donnant licu & ce fait remarquable. Le probléme se posait, dés
lors, d’exprimer les modules nouveaux en fonction des anciens, ou,
ce qui est identique, de traiter le méme probleme pour les dix thétas
d’arguments nuls : c’est la question qu'on trouvera résolue ici, et par
des formules tres simples.

Cas de l’invariant HUIT.

2. Les paires de périodes d’un systéme de fonctions abéliennes ¢tant
1, 05 0, 1; &, Iy h, g, nous emploicrons, pour les thétas du pre-
mier ordre, les notations de Weierstrass : comme il ne s’agira, jusqu’a
nouvel avis, que des valeurs de ces thétas pour les arguments nuls,
nous ¢erirons S5(g, Ay £7), ou S pour la valeur de Z;(u, ) au point
Uu=—=¢=ao.

Cherchons maintenant les relations qui lient les dix thétlas pairs
lorsqu’on a, entre les périodes, la condition g’ =2 ¢, 4 laquelle peut
se ramener toute équation singuliére d'invariant Awit.

Soit pose

~ X | .
0,= 55(2{-’, 2h, 28703
on a, d'une maniére générale ('),
2 __e2 2 ~2 c2
(1) 40 =2+ 97, + %5, + 3.

Or, si g'= 2g, on peut écrire, par définition,
(2) 95 — Z e‘ni',:!;:m’+bhum+5,-,,rn’v,

la somme portant sur les valeurs entiéres de m, n, de —» & +»; de

("1 Kuacsg, Transformation des fonctions hyperelliptiques (Teubner, 1856),
p. 160.
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méme

=3 (,nilgrll’+2/11nn +2gnh
= 2 y

Tilgmt+2hmn+2grh +Tim
S.=Xe™%® g+ mim

Dans la somme £; + 5,,, les termes qui correspondent aux mémes
valeurs de m et de n sc détruisent si m est impair, et s’ajoutent si m
est pair ; on a donc

[ Tihgut+shhn+28n™
95+~|3—2E(’ &t ' 3 y

c’est-a-dire, par comparaison avee (2),

On obtient, d'une manicre analogue, cing autres relations du méme
tvpe entre les dix thétas; voici le Tableau complet de ces six équations :

2 22,0 o 2 2 __,C & C.2 2 __, [
('{) SaE R T 29550 S T I T 295 <y "'2+Su—)'34“i2’
<
Slez 2 ,C o o o 2, o e g2 __ o
LT3y T R T 29Ty Yoy T g T 290 e Fy 3‘”—_25‘5303.

Enfin, si 'on tire de ces relations les quantités 33, 33, 32, 32 ' en
fonction des scconds membres, et si 'on porte leurs valeurs dans
Péquation 155, + 5,9, =9.5;,, qui est une des ¢quations biqua-
dratiques générales entre les thétas d’arguments nuls, on obtient,
apres suppression du facteur 3,55, évidemment différent de zéro, la
relation nouvelle
() S =R L+ S
On constate ensuite aisément que les équations biquadratiques
ordinaires entre les dix thétas sont, dans le cas de g'= 2g, des cons¢-
quences de (3) et de (4); on verrait également qu'une seule des rela-
tions (3) et (4), jointe aux équations biquadratiques ordinaires,
entraine les autres conditions (3) et () ; on déduirait, enfin, de tout
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cela la relation entre les modules qui caractérise les fonctions abé-
liennes singuliéres d'invariant Auit.

3. Corollaire I. — Posons

' _ 3‘(6’» h,2g) _ e - 303,
) TS Sighag) YT TTE

on a, par (}), x*+ y*+ 3*=1, ct, par (3),

1 — e 3 - [ 3

\\/;L'y+:=3—fs Vys+uo= 35  Yus+y= 3T
((;» ‘ '“ P" 5
4 lva—'—'b- \/72___—:'—_-,"3’_", ,'J_--_V_.,'s_o,
35 ’ 35 v % '35

d’ou cette conclusion : étant donnée la sphére &+ y*+ 3*=1, on
peut exprimer en fonction uniforme (hyperabélienne) de deux va-
riables g et /., les coordonnées «, ), 5 d'un point quelconque de la

surface, ainsi que les six radicaux y.zy == 5,V ys =, yrs £ y, et
cela par les équations () et (6).

4. Corollaire II. — En remplacant dans (3) et (4) les thétas par
leurs développements en séries d’exponenticlles et faisant g'=2g, on
arriverait aisément, par des procédés qui seront appliqués plus tard
au cas de l'invariant cinq, & des conséquences arithmétiques. Par
exemple, I’équation (4) conduit a ce théoréme : si M et N sont deux

entiers quelconques, le nombre des décompositions de
4(2M + 1+ 2Ny2)

en deux carrés selon la formule

(5) (2m,+2n,y2)" + (2m,+ 2n,2)",

(ou les m;, n;sont entiers) est égal au nombre des décompositions de
la méme quantité en deux carrés selon la formule

(8) [20+ (29, 4+ 1)V2 ] + | 2pa+ (22 + 1) y2 "
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Mais cette proposition se démontre dircctement sans difficulté; car,
a une décomposition (8) correspond une décomposition (7), et inver-
sement, par les formules '

+ —
My=v,+v,+ 1, ”«"—'li'__g_&’ My =Vy— Vg ”'2:&'_2—&2.

Les équations (3) ne donneraient de méme que des conclusions a
peu prés évidentes a priori.

Cas de l'invariant DOUZE.

8. Nous supposerons que la relation singuliére entre les périodes
est £ = 3g’; une méthode analogue a la précédente, et basée sur les
formules de la transformation ordinaire du troisieme ordre, conduit,
sans grandes difficultés ('), aux relations quadratiques suivantes entre
les dix thétas :

g c2 2 C: C2__ % G
(I‘) -J3+ d23+d“—~"—2~‘ ~oty
3 ) <2 c2 c2 2 __ ,C <
(_)) N:'—-J,_,;’—‘-J'.—a/o-— 2~2 ~03)

’ c2 c2 o2 e __ G
3) S =S+ T, S =125,

qu'il est aisé de vérifier a posteriori.

Considérons, par exemple, 'équation (1), et remplacons-y les & par
leurs développements en séries : pour simplifier, nous poscrons, dans
ces développements,

’

- Yz o' — ' (E _ —'o"_:_3_ r__ .
h = -z(”"'n)v 8 —2\/§(E ), g=3¢ 2\/3(‘ n);

(') Laméthode la plus simple consiste a observer que, si g=3g’, les fonctions
abéliennes proposées admettent une transformation du troisiéme ordre en elles-
mémes (ce Journal, 5¢série, t. VI, p. 334, n° 194) qui change respectivement, &
un méme facteur prés, 35, Ty5, 1y, Fo; A, Foy 1 Ty, Tog 5 Fyay Tye €0 Ty, Tpy, Iy, A
Sotr 245 Joar 25 ey Jpa; dés lors, les relations classiques entre les thétas ini-
tiaux et les thélas transformés donnent de suite les équations (1), (2) et (3): on
prendra, par exemple, les relations indiquées par M. Krause [loc. cit., p. 193,
équations (1)].
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il vient ainsi :

i -3 a
—[E(n-i-myl)'—‘n(n —am ‘/:-1)‘]
:5 — 2 e"/"; 9

Sy = 2e:—;:E["+%+('"+‘i)‘/v‘;]=‘“"'ln-*—%—(rn-ﬁ—;)v/i],(s

. T 1
T E[n +§+(m+§)y’:t] - [n-\\-; —(m+;)"§] :+T!i(lll+ll+ll

a7t

S, =Zeh ,
i =\2 2 .
——‘;[E(n—%m‘tl)—'I;(n—lu\a) ]+1rum+"\

So =Xenr .

Toutes les sommes portent sur les valeurs entiéres de m et de n, de
On a de méme

-ﬂ[E niemys ,-—'n ndmyE ‘I
S‘,;:.\:.(,’*\"* ( ] Vi) ( ? ‘)’

90! = 2(3-:72;:2["+(I,'+'12)'§J,‘n[’1 (1114-.;)"5]’: .

Le premier membre de (1) est une somme dc termes du type

-11;[5(.\!+N\3)—1;()|-».\‘\"3)]

(/I) 3 N

M ct N étant cntiers. Le coefficient dans $3 — =3, du terme (4), pour
lequel M et N sont donnés, s'obtient comme il suit. On pose

(5) M+ NY3 = (n,+m 3+ (ng+ myy3)*,

et I'on détermine toutes les solutions en nombres entiers m;, n;, de
cette équation; dans S, le coefficient du terme () est le nombre, o,
de ces systémes de solutions; dans 2, c’est lasomme Z( — 1 )™ #m+n,
étendue aux mémes systémes.

De méme, si I'on pose

(6) M+Ny3 =[Vc + 5+ (% + %)V’jjz‘*‘["a"‘%"‘(l’v "“’%)\/3]2*

le coefficient du terme (4), dans 53, est le nombre, 3, des systémes
de solutions en nombres entiers, w;, v;, de cette équation; dans 37,,
c’est la somme X (— 1)t vttty
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Enfin, si 'on pose
(7) M+ Ny3=[o,+ (o + DV + (G + 3 +p2¥3)",

le coefficient, dans 3, Z,,, du terme (}), sera le nombre 5" des sys-
témes de solutions de I'équation (7) en nombres entiers p;, o;.
On a donc, en vertu méme de la relation (r),

(8) N+ I + 2(_ I)p,-wl-q-p.ﬁv, -3 ( — l)m‘+n‘+m,+n, = 20",

Or, I'équation (5) donne
(5bis) M=m,+n,+m,+n,, N=o (mod 2).
De méme (6) et (7) donnent respectivement

(6bis)y M=o, N=p,+Vv,+ pp+v,+ 1 (mod 2),
(7bis) M=p,+ 0,+1, N=p,+o0 (mod 2).

6. 11 faut, dés lors, distinguer quatre cas, selon les parités de M
etde N.

1° M et N impairs. — Les congruences (5 bis) et (6 bis) montrent
que les décompositions (3) et (6) sont impossibles; la décomposi-
tion (%) l'est aussi, puisque, par (7 bis), M et N sont de parités con-
traires ; donc, tous les termes de la relation (8) sont nuls, et celle-ci
est vérilice.

2° M et N pairs. — La décomposition (7) est impossible, de sorte
que 3u” est nul; par les congruences (5 bis) et (6 bis), T (— 1)m+tmtn,
est égal & 2 (+ 1), c'est-d-dire & 965 X (— 1)»*"+¥* " est égal & — v,
et la relation (8) est encore vérifice.

3> M impair et N pair. — La décomposition (6) est impossible,
% et T(— 1)***®*% sont done nuls; m, + n, + m,+ n, étant im-
pair, par (5 bis), Z(— r)™*r+"+m est égal & — 5%, et la relation (8)
s’écrit 96 = .

Or, cette égalité s’établit aisément a priori. Soit, en effet, p,, o,
pa, 9, une solution quelconque de (7); p,+ @, est pair en vertu de
(7bis). Dailleurs — g, — 1, a,, ¢,, 7, est aussi une solution de (7),

Journ de Mrth, (6 série), tome II — Fasc. IIL. 1q06. /44
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distincte de la premiére, de sorte que le nombre des solutions de (7)
pour lesquelles ¢, + o, est impair est égal & § %".

Soit alors ¢,, ..., g, une de ces solutions; on a identiquement, par
la formule de Lagrange,

[Hz+ o+ VBT + (3 ey [ (1) (2)]

2 ’

___(°|+392 +Pl+°2+'\/§)2+(39l’—°2+1 + 71—?zvlg>’.

2 2 2 2

(9)

Si donc on pose

e, + 3o + 1
n;= P N m‘.=P'__i.,
2 9
10)
( 3pi—oy+1 O — P2
nj=————» n7j:'———)
2 . 2

les m, n sont entiers, et ['on voit (en faisant successivement £, j =1, 2
ou 2, 1), qu'a une solution de (7), pour laquelle z, + 5, est impair,
correspondent deux solutions de (5) et deux solutions distinctes, car,
M étant impair, la congruence (5 bis) montre qu’on ne peut avoir a la
fois m, = m,, n, = n,.

Inversement, si m;, n;, m;, n; est une solution quelconque de (5),
on tire de (10)
— Mtk 3my
2

nj+4m;— 1
| = "

2

O

A
!

(11

1) 3m;— n;—1

_—
2

_oni—my

R
Il

“O
X

3

Or, m,+ n,+ m,~+ n, étant impair, par (5 bis), I'une des quan-
tités n;+ m; et n;+ m; est paire, la premicre par exemple, I'autre est
impaire : les valeurs (11) des 2,  sont donc entiéres, et z, + g, est
évidemment impair.

Donc enfin, en vertu de la correspondance ainsi établie entre les
solutions des équations (5) et (7), on a bien = 2 X ;96" = %", et la
relation (8) est encore vérifice.

4° M pair et N impair. — La relation (8) se réduit alors a I'éga-
lité o' = 9”, qu'on vérifie d'une maniére analogue.
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Donc enfin, la relation (8) est ¢tablie directement dans tous les cas;
et, par la méme, la relation (1) se trouve vérifite par des raisonne-
ments ¢lémentaires d’arithmétique. Des considérations semblables
s'appliquent aux relations (2) ct (3).

Le systéme des formules (1), (2) et (3), ou I'une quelconque d’entre
elles, caractérise le cas singulier ou g = 3 ¢*, et peut servir a former
I'équation (dite modulaire) qui lie les modules de Richelot ; on retrou-
verait ainsi la relation, de forme assez compliquée, que nous avons
fait connaitre précédemment (').

Sans insister davantage sur ce point, nous aborderons une question
intéressante, rclative a la transformation singuliére du premier
degré des fonctions ah¢liennes pour lesquelles g = 3 g'.

7. Formules relatives a la transformation singuliére de degré
un. — Soit f(u,v) une fonction abélienne aux pcnodes 1,05 0,13
g hi b, g avec g=3g'; st [ et k sont deux entiers liés par
I* —3k*=1, etsi l'on pose

(12) U=lu+ 3ke, V =ku+ly,

S (u,¢)devient une fonction abélienne F(U, V), aux palres de périodes
1,030, 1; G, Hy H, G, définies par

(13) G=lg+3kh, H=Ih+3kg =kg —1Ilh, G =kg+lg
et I'on a encore G = 3(+". Les deux fonctions f( u, ) et F(1J, V) sont
dites lices par une transformation singuliére de degré un, d’indices
l et k; d’ailleurs, toutes les transformations ainsi obtenues sont des
puissances de I'unc d’elles, T,, pour laquelle les indices I et k corres-
pondent & la plus petile solution positive de I’équation de Pell :
B —3k*=1 ().

J'ai montré de plus (*) que, la forme {2 — 3k pouvant représenter
le nombre — 1, les fonctions abéliennes déduites des fonctions f{u,v)

'y Comptes renilus, 2 semestre 1899.

(')
(?) Ce Journal. 3¢ série, t. VI, p. 313-316.
(*) Ibid., p. 324.
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par les transformations T;” ont les mémes modules que celles-ci; les
fonctions déduites des f(u,¢) par les T?7*' ont entre elles les mémes
modules, mais #’ont pas les mémes modules que les f(u,¢). L'inva-
riant dousze est le plus petit invariant (non carré) pour lequel ce der-
nier fait se produise.

Dés lors, se pose le probléme suivant. La plus petite solution posi-
tive de * — 3k*=1 étant [ = 2, k =1, les formules (13) deviennent,

pour T,
14) G=2g8+3g, H=2h+3g =0 +2h, G =h+2g,
) 4 8 . S5 =8 8

et 'on demande d’exprimer les fonctions ab¢liennes aux périodes
1,050, 1; G, H; H, G', a I'aide des modules des fonctions initiales, aux
périodes 1,050, 15 &, k; h, g'; on suppose tonjours g = 3g’. Au lieu
des modules, on peut, ce qui revient au méme, introduire les dix
thétas pairs d’arguments nuls, et c’est ce que nous allons faire.

Nous désignerons par S les thétas qui correspondent & g, 4, g’; par
S ceux qui correspondent & G, H, G'. On a, en faisant g = 3¢,

3’5 = S;(g, lt) gl) = 3 TR T+ 2h )
(p, o entiers, de — o & +x).

So="0(g, by g') = DeriEsrrT R

Posons

0, = 5;(2G, 2H, 2G'),

on a de méme, par (14),

z Tig' [3:m—+n)2 43 m 0|+ 2R S m +nyon+n)
@5 = e

et de la résulte immédiatement, en obscrvant que dans =, + S, les
termes pour lesquels o + g est impair se détruisent, tandis que ceux
pour lesquels ¢ + o est pair s'ajoutent,

2@5 == %5 + 90-
Nous avons vu plus haut (n° 2) que

Z'@j = S;2+ 3’3 + %J-; + S:;;.,
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donc, on a

’2

(13) P 30 5 3 = (B 90

l(’

On trouverait de méme

\ @ S: _Sii %;: ;.'—(Sn'*‘gu) y
(16) C407 =3+ S — 9 == (%9, —3,0)%
[j00 =52 sisnoqs _a

Partons maintenant des fonctions abéliennes aux paires de périodes
1,05 o,1; G, —H; — H,G’, et effectuons sur elles la transforma-
tion T, : nous trouvons, par (14), pour les périodes transformées,

(|’:2G—3H::g, =G —2H=h, g”=~H+2G’=g’.

Le changement de H en — H laisse les 5’ invariables, sauf |, qui
est chang¢ de signe; il résulte de la que les équations (15) et (16)
entrainent les suivantes

52+92,,+92 + ¥ =(Y, + %),

(17) S"f +“'1'—'” _('% s,”)ﬁ,

1=

| (%§4—5" —9'.—93.:(%23-*-%:&)27
Gi_gh % (3 5 )

Enfin, on a, par (1), (2) et (3), puisque g =38’ et G = 3G,

\Sf—i—%j + 3, —-3=25%, %, 9',2+3"."'+3"2—3'2=25' o0
(18) ?93 S — I, —9=23, 54, 9. - N‘ 5’2—3'2—-28' 3’03,
\%ﬁ_“'x"'%?s‘*‘ '—2312334, 5';2 c.l'_'_srz 5“—25' 3'“.

De toutes ces relations, ct des relations biquadratiques générales
entre les dix thétas, on déduit sans difficulté les &’ en fonction des &,
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sous la forme :

T3i =590 + T23 T4y

237 =31+ 5; St S Sa=%% — 35S,

(1) 29'=9+5 -3, -9, =55+ % S
Plai= oS s, -, BI=5S.— 5 S,
2%;3=3j_%;'—séa+:fn :‘:7"2:%55‘”—%0 '%047

To1 = SsTa+ S0 T4y

Les expressions des S en fonction des 5’ seraient les mémes ; il suf-

firait de permuter ; et 3}, sauf $,, qui serait changéen — /..

8. Relations entre les modules de Borchardt. — Les quantités

b= o=, o_Tu
=N I Jg

forment un systéme de modules de Borchardt; elles sont liées par une

équation qu’on obtient aisément. On a, d’une maniére générale, entre
les 9, la relation ordinaire

d’on, en substituant a $,5,, sa valeur (1),
o

2 2 2, €2 \2__sle2c2 cre2
(55 + 523—' So"*'”lh ‘ _'[|<"’.s"‘23"' SISHOL

c’est-a-dire
(‘ +gip 7t — P2>2=4(52—92’:2)’

ce qu’on ¢crit aussi
(30) (B4 2(i4+ ) (F =)+ (1~ ) =o.
Telle est la relation, entre les modules de Borchardt considérés, qui

caractérise le cas singulier ot ¢ =3 g'.
Pour les fonctions abéliennes liées aux précédentes par la transfor-
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mation singuliére (12), introduisons les modules analogues

7 - o,

Al —— . 2
F == G_§—, T—-'g,s-a

W,

nous aurons, en vertu de (19),

2 2 2 — At 2 __ 2 -—n? 2 -2

’9 I+P g ‘L', 2 1 2 + ’C, et 1 fed G +\.’
= ——— = ————— 7 = —
|+9’+c’+72 l—|—‘32+62+".', l+92+3’+7’

et o/, ¢’, 7' sont liées aussi par 'équation ( 20).
y T {

Cas de Ylinvariant CINQ.

9. La relation singuliére entre les périodes peut étre supposée de
la forme
g=h+g;
pour trouver les relations correspondantes, les plus simples possibles,

entre les dix thétas pairs d’arguments nuls, considérons les deux pro-
duits

(1) =, ) (uy o)z (u, ), Sus(u, )3 (1, 0)S, (1, 0).

Ce sont deux fonctions théta du troisitme ordre, paires et de
caractéristique nulle; avec les notations que nous avons proposées
pour les seize thétas d'ordre un et les seize demi-périodes, on recon-
nait immédiatement que chacune des deux fonctions (') s’annule sim-
plement pour les six demi-périodes

(24), (%), (4') (43), (&), (42),
et doublement pour les trois demi-périodes
(44), (23), (32).

D’un autre cété, puisque g'= /% + g, il existe une fonction inter-

(") Ce Journal, 4° série, t. IX, p. 38; 3¢ série, t. V, p. 287-288.
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médiaire singuliére, d’indices ! =1, k =1, de caractéristique nulle,
et une seule (4 un facteur constant prés) (*); le développement en série
de cette fonction ¢, , (u,¢) est (*)

— QP4+ O\ 42T (D 42610+ T [Go(D+ 012 4+2Ho (0471 R +2T1 4115 (0 +26)?]
Q= ) €™ P P p+ap p ,
24
étantposé Go=2g—h; H,=— g + h: G, = g; et p, o variant, par

valeurs entiéres,de — o a + o0. On peut écrire, cn posant g + ¢ = n,
¢ = m,

. — 2 T0i [R1e+ (411 o]+ Rt [gm2 4+t =L @mn+nY) |
(2) Pi = E e .

m,n

De méme, il existe une et une seule fonction intermédiaire singuliére
d'indices [ =2, k =—1, et de caractéristique nulle, donnée par la
formule

(3) ? _— 2’ ezm’l|n—m)u+mu‘;+m‘{'(m’+n‘w+lnmmn+n’)]
' 2,~{ — .

D’ailleurs g, , s’annule pour les six demi-périodes (?*)
() (aF), () () GE), (33) (32);
¢s,— S'annule pour les six demi-périodes

43), (8), (42, (g, (23), (3x);

et le produit ¢, ,(u, ©) g, _,(u, ¢) est une fonction théta normale,
d’ordre trois et de caractéristique nulle.

Ce produit, par ce qui précéde, s'annule simplement pour les six
demi-périodes, et doublement pour les trois demi-périodes qui
annulent simplement et doublement les deux fonctions (1); donc,
p désignant une constante arbitraire, les deux thétas d’ordre trois,
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en u, ¢,

Zea(ty )22 (1 0)
(5) et

:-o(u, ) %:N(ua ‘.) %m(”, “)‘*‘F%-_-:;(ua V) S (u, ") %0,(11, V)

ont, pour ces demi-périodes, un nombre de zéros communs égal a
6 + 4 > 3 =18, ct 'on peut disposer de p de maniére a leur donner
un dix-neuviéme zéro commun ; mais deux thétas d'ordre trois n'ayant
que 2.3.3 = 18 zéros communs, 1l faut alors que les deux fonctions (3)
aicnt un facteur commun, et comme ¢, ,, @, sont évidemment indé-
composables, les deux fonctions (3), pour une valeur convenable de g,
sont identiques, & un facteur constant prés. On a donc, A et w dési-
gnant des conslantes convenables,

o1, 0) 2 (1 ©) Sy, (1, 0) + Ty (1, 0) I, (1, ©) So, (1,4 ©)
= 9,(0,0)9,,(u, )3, (1, ).

(6)

Pour déterminer A, faisons, dans cctte relation, u =o, ¢ =3 [ce
qui correspond it la demi-période (12'), annulant £, (u, ¢) et 3,(u,v)|;
il reste ainsi

(7) AS(0y3)%5(0,5)50:(0, 3) = Ss(o, 0) .. (o, %)?2,—'("’ )

Or, par les développements (2) et (3), on a, en tenant compte de
g=h+g,

N i amrr2hmn+g'nt - Titm+ny ___ 0 3
P (01 T_-)-—EC’ i i —.‘Jo<0, 0),

?2,_’ (0’ _:l?) — Z c‘nifgm’+2/:mn+g‘n’j+1rim = '%12(0’ ()).
D’ailleurs,
(0, 3) = %12(0, 0); S50, 1) = %;(0, 0);

3.2(0, %) — .%0(0, O),

de sorte que I'équation (7)doune A =1. On trouverait de méme, en fai-
Journ. de Math. (6* série), tome II. — Fasc. I, 19o6. 45
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sant, dans (6), u = g, 0= ‘%' [ce qui répond & la demi-période (13)],

i =1; de sorte qu’on a I'identité

So(Uy ©) 354(1y ©) 35Uy ©) + S03 (1, ©) 2, (1, 0) 34 (u, )

(8) = 55(0’ 0)?4.;("’ ) P2, 1 (U, ")-

Sil'on y suppose u = ¢ = o, il vient, entre les thétas d’ordre un
et d’arguments nuls, la relation

(9)

~
-

% [SR S
e Tag Ty = S’

0
w

0

car 9,,(0,0) et 9, ,(0, 0) sont égaux a Z;(0,0), en vertu méme
de(2)et(3),etdeg' =h + g.

En considérant les neuf caractéristiques paires, autres que
(o, 0, 0, 0), on obtiendrait neuf lelauom du méme type que (8). Par
exemple,

—2(u, ©) 3,,(u, ) 3, (u, ©) + T5(u, ©) 2,(1, ©) S35 (4, ©)
(10) = %4((),0)'*[‘“(“7")’-I»‘z.-a(‘% ).

Ici, les deux membres sont des thétas de caractéristique , qui

est celle de S,(u, ¢); ¥, est la fonction intermeédiaire singuliére d'in-

. e 1 .
dices I =1, k=1, et de caractéristique | o ol Y,y celle d'indices

l = 2, k = —1, de caractéristique

[0}
|. Ona
o

4" . (u ‘)) Eezm (n+Yur(man+i)e] @i | g[mrr(n+d) ] +h{2m(n+])+(n+] )’];v’

(11
) 4‘2 o (ll 0) ZZ ezm’[(n+m+%)u+mv]+1ri ‘g [mr+(n+4)2] +h[2m(n+~:)+(n+%)a];,.

m,.n

Si 'on fait # = ¢ = o dans l'identité (10), on obuent entre les
thétas d’arguments nuls, la relation

c
~

10
[E %

. - o PR
2~|2~n+ 50423 T Y

(12) —_
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~ 10. Voici le Tablcau complet des dix relations de cette espéce que
donne I'application de la méthode (*):

L8 S o S
~y + I ~425n_35 30,323—0,
3 S —_
903—""‘2 S’o D2 -i-S“S‘“So. =0,
a3 c c ¢ —
3 ~q —'So "‘23%03—"'4 "’msu—‘o’
(13) ¢ & & 5 8 & g __g
~oi ~is~Mos 3 5 Va4 ~azg — Uy
c3 o o [ —
S+ 2800 — 8% B, =0,
3 o — e
' %:3—"‘5 T 01+ 3, Yo Sps =05
3 o o [
B, =% 939 — Fu Ty S =0,
et _ & & & & & o o
/) ~3s ~2~s ~o ~o1~1a~vo3 — Yy
('4 ‘c.s_*_cc.c e ¢ & __
"“o <2 ~g3~a3 T ~2~asY; — U,
] [ S o
\ 9:2 —+ 3‘,,.4‘ 92 — 95 ~35 = 0.

11. Conséquences arithmétiques. — On déduit de ces équalions
quelques conséquences arithmétiques intéressantes.

Dans la premiére équation (13) on a, pour 3,, aprés remplacement
de g" par h + g, la série

S‘ — V l},’.‘:ig[m!+(n+‘f)!]+1':i/u[2m(n+;)_(n+;),]

|
=

qu’on peut mettre sous une forme plus commode: Posons

(l;) w:_'_‘*z_V*)_; w/:l‘—‘z\/oa

w et ®’ sont les racines de I'équation w* — w — 1 = o, et sont des unités
du corps quadratique y>; sil'on fait ensuite

v

r I,
. . 5E—T wi — wr,
(16) o= 21 h= '

(') Voir une autre démonstration dans les Comptes rendus de I’ Académie

des Sciences, 5 mars 19n6. On pourrait aussi suivre une méthode analogue a
celle indiquée en note au n° 3. '
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il vient

¢ [E[m+n+ o] —n[m -« (n+3) 0]

9,=2e-"” .

m.n
Dés lors, ${ est une somme de termes du type

Tl M 4N —1 M + N,

(r7) eVt ,

M et N étant entiers ou fractionnaires; le cocfficient, dans S}, du
terme (17), pour lequel M et N sont donnés, s'obtiendra comme il
suit. On posera

g ‘ M+No= |[m+(n +3)o)
(18) ! + [my + (s +§) 0 + [y + (1, + §) ©]*,
et I'on déterminera toutes les solutions en nombres entiers, m;, n;, de
cette ¢quation : le coefficient cherché sera le nombre ) de ces sys-
témes de solutions.

De méme, dans le produit Z;3,,%,,, le coeflicicnt du terme (17)

sera le nombre ot des systémes de solutions entiéres w;, v;, de
Péquation

(19) M+ No = (g, +v,0)* 4 (k4§ +v,0%) + [, +5+ (s +7) o]
enfin, dans le produit 3,3,,3,,, ce sera la somme

:( —_ |>P‘.+"z""ﬂa+“;+'

étendue aux mémes systémes de solutions.
On a ainsi, en vertu mnéme de la premicre équation (13), la relation

(20> N — I + v < L 1)!*."'":"‘(‘4*”:*’ = 0.

Or, les équations (18) et (19) donnent immeédiatement

M=m, +m,+m,+ 3} (mod 2),

N=m,+m,+ m, +3 (mod 2),

M=u, + v, +v,+3 (mod 2),
3

N=v, +u,+ v, + (mod 2),
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ce qui montre que M —3 et N—} sont des entiers de méme parité,
et que dés lors ., + v, + [, + v, est pair; la relation (20) s’écrit par
suite

)N =2,
d'ou ce théoréme, relatif aur décompositions d’un entier du corps

quadratique \5 en somines de carrés de (rois entiers, appartenant
au méme corps :

Si A et Bdésignent des entiers ordinaires, positifs, nuls ou néga-
tifs, de méme parité, le nombre des décompositions de

4A +3 +0(4B+3)
en somme de trois carrés selon la formule

( i [2m,+ (2n, + 1)+ [2m,+ (20, + 1)0]?
21) | + [2m,+ (20, +1)0]?

est double du nombre des décompositions de la méme quantité selon
la formule

(22) (2o +2v,0) +(2U,+ 1T +2v,0) +[2u, + t +(2v,+ 1o |
Dans cet énoncé ct dans les suivants, les m;, n;, w; v; sont des
enticers ordinaires, positifs, nuls ou négatifs; deux décompositions (21)
telles que 2* + 32 +-+* et B2+ a* +* sont regardées comme distinctes,
a moins que 3 ne soit identique a a.
La scconde ¢quation (13) conduit au méme résultat; la troisi¢me et

la quatricime donnent cette proposilion :

S/ A et B sont des enticrs ordinaires quelconques, le nombre des
décompositions de HA + 3 + 8Bw selon la formule

(3m, + 14200 4+ (2my+ 14+ 2n,0) + (2m; + 1 + 21,0)?

est double de celui des décompositions de la méme quantité selon
la formule

(2w, + 2v,0 ) + [20, + (2vy + Do P+ 20,4+ T+ (2v, + Do
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Des deux derniéres équations (13), on déduit que :

. St A et B sont des entiers ordinaires quelcongues, le nombre des
décompositions de § A + 6 + o (4B + 1) selon la formule

[2m,+ 1+ (2n, + D)o+ [2m,+ 1+ (20, + Do ]?
+ [2my+1+ (2n,+1)w]?

est double de celui des décompositions de la méme quantité selon la
Jormule

(2 +avio)+[2p,+ (2v, + D)o+ (28, + 1+ 2v,0)%

12. Examinons maintenant, au point de vue des conséquences
arithmétiques, les équations (14); il suffira de considérer la premiére.
Elle donne immédiatement le résultat suivant :

Soient M et N deux entiers ordinaires quelconques ; considérons les
deux décompositions de M + No,

(I) M+ No=(m+nw0)+(m,+ n,0)*+ (m, + n,0)?
ay (MFNO= [r+ Ot L)+ (e v
+[ps+1+ (v +3)w];

soient 3G, et 9%, les nombres respectifs de ces décompositions, on a,
par la premiére ¢quation (14 ),

2! Ny — oy — &(— 1)+ — o
( .‘) . 9 z( )m " +n,+m )

la somme étant étendue & tous les systémes entiers, m;, n;, qui satis-
font a (I). .

L’équation (23) donne un théoréme facile & énoncer; mais on peut
aller plus loin et obtenir une relation entre 3, et 3u,. Supposons
d’abord que, dans chacune des décompositions (1), les trois quantités
m;+ n;w soient distinctes deux a deux, et ne regardons pas comme
différentes deur décompositions (1) qui différent sculement par
Uordre des trois quantités élevées au carré. D’apres cela, une décom-
position (I) compte pour six unités dans 9%, ; dans Z(— )"+,
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clle donne les six termes

(21) (=0 + (= P+ (=) + (= 1) + (= 1)+ (= 1),

étant posé¢

o= M, + N, + ny+ m,, =my+ n,-+ n, + m,
b
(25) E=my+ ny~+ n,+ m,,
20 ¢
'ﬂ:m,—f—n,-&-ns—*-m._,, S=my+ n,+n, + m,,

O=m,+ ny+n,+m,.

Etudions maintenant la parité des six quantités «, 3, ..., 0.
On déduit de (I)

(26) M==m,+my+my+n,--n,+n; N=n,+n,+n, (mod-2);

et, par (25),
m=M+N+B+y+0, my=M+N+a+p+3
my=M-+N+a+vy,

(»7) ¢« ny=N-+a+y+o, n,=N+a+38+v (mod2),
ny=N-+08+¢ ' (mod 2),
e=a+ o, i=B+y.

De plus, I'équation (I) donne

M = m} 4 mj + mj + n} + n} + n?,

N=amn.+2m,n,+2m,n,+n* +n +n2,"

d’on, en utilisant (27),

M=3(M + N)*+ 3N+ 2(ay + §2) (mod 4),
N=3N*+6NM+N) + 248 + 282+ 2y (mod 4),
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ce qu'on ¢erit

(28) WM NM+1)+ay+3  (moda),
(29) N’—_:—i\i =MN + 28 + 82+ vs (mod 2).

13. Distinguons maintenant plusicurs cas.

| M M
PreMiEr cas @ le nombre —

+ N(M +1) est impair. — lLa
congruence (28) n'a alors, en «, 8, vy, ¢, que sic solutions, d’aprés un
résullat bien connu dans la théorie des caractéristiques des thétas a
deux variables; eclles sont donnces par le Tableau suivant, compléte
par les valeurs de e et 0, déduites de (27).

2. KR v. % g 0.

I o 1 L] 1 1
1 0 1 I 0 I
1 1 1 8] 1 ]
(] ] O 1 I I
o I i 1 1 0
I 1 o | (o] 1

Par suite, quatre des six quantités sont impaires et deux sont paires,
dans tous les cas; donc, sans avoir hesoin d’étudicer la congruence (29),
on est stir que la somme des six unités (24 )est égaledt — f+2=—2,
de sorte que, dans 36, — X(— 1) "+ chaque décomposition (1)
donne 6 + 2 = 8 unités et I'¢équation (23) montre que le nombre des
décompositions (II) est Luit fois celui des décompositions (T).

On a supposé, dans (1), les trois quantités m; + n,o distinctes deux
a deux. Si deux d'entre elles sont ¢gales, c'est-d-dive si m, = m,,
n, = n,, la troisiéme étant différente, la décomposition (1) considérée
donne, dans 9,, {rofs unités, et I'on reconnait, par la méthode du cas
général, qu’elle en donne une dans — X (— 1.*"*%+™; on dira alors
que le nombre des décompositions (1) est toujours égal & huit fois
celui des décompositions (I). avec la restriction de compter scule-
ment pour ; une décomposition (I) dans laquelle deux des quantités
m;+ n;w coincident.
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Enfin, les trois quantités m;+ n;w d’'une méme décomposition (I).
ne peuvent étre égales entre elles; car on aurait alors, par (I),

M = 3m?+ 3n?, N =6mn + 3n?, .

M2+ M . . . . .
et le nombre —:_— + N(M + 1) serait pair, contrairement & I’hypo-

thise.

N*+ N

— + MN est
impair. — La congruence (28) a alors dix solutions en «, B, y, &,
mais {rofs seulement vérifient la congruence (29), ce sont les sui-
vantes :

DEeuxiEME cas : +N(M + 1) est pair,

MM
2

a. 8. Y- 8. e 6.
1 I 1 1 o o
o o 1 1 1 1
1 1 o o f I

Dés lors, quatre des six quantités sont impaires, deux sont paires,
et 'on retombe exactement sur les conclusions du premier cas.

M2+ M N:2—N

— +N(M+1) et

— Les congruences (28) et (29) admettent les sept solutions :

TROISIEME CAS :

+ PN sont pairs.

a. B. Y. 8. 5. 9.
O (4] o (V] (o] o
o o [} 1 o 1
o (o] I o o 1
(6] 1 ()] 0 o 1
o 1 1 o o 0
[ o (o] (o] I o
I (o] o 1 [0 o

Si on laisse de coLé la premiére solution, on voit que, dans chacune
des autres, quatre des six quantités «, ..., 0 sont paires et deux
impaires, de sorte que la somme (24) est égale 4 4§ — 2 = 2. Donc
une décomposition (1), dans laquelle les trois m;+ n;w sont distincts
et les six quantités a, 3, ..., 6 non simultanément paires, donne, dans
x, -3 (__ l)m,—o—n,+n,+m.’ 6 — 92— 4 unites.

A

Journ. de Math. (6* série), tome Il. — Fasc. III, 19o6. 46
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Si, au conlraire, a, 3, ..., 0 sont tous pairs, ou, ce qui revient au
méme par (27 ), si l'on a

m=m,=m;=M + N, n=n=n=N (mod2),

la décomposition considérée donne 6 — 6 = o unit¢, c’est-a-dire ne
comple pas.

Donc, en admettant que, dans chaque décomposition (1), les trois
m;+ n;w soient deux a deux distincts, on peut dire que, par (23), le
nombre des décompositions (11) est guatre fois celui des décomposi-
tions (1), avec la restriction qu'une décomposition (1) dans laquelle
les m; ont la parit¢ de M + N\ et les n; celles de N, compte pour zéro.

14. 1l est facile maintenant de traiter d'une manié¢re analogue le cas
ou deux au moins des m; + n;» d’'unc méme décomposition seraient
égaux, et voici le résultat final @ les trois dernicres équations (14)
conduisent & la méme conclusion.

Soient M et N des entiers ordinaires quelcongues; considérons
les décompositions de /M + 4N o en sommes de trois carrés selon
les formules

(I) (2m, + 20,0)* + (2my + 20,0) + (20, + 2n,w)*,
(11

(2 + (v, + Do+ (2u,+ 1+ 2v,0)*
+ [2ps + 1+ (2v, + 1) 0]

1° Si lun au moins des nombres
t(M+1)(M+2N) et N(N—1+2M)

est impair, le nombre des décompositions (11) est huit fois celui des
décompositions (1) : les décompositions (1) qui différent sculement
par Uordre des (rois quantités 2m; + 2n; 0 ne complent que pour
une seule; une décomposition (1) dans laguelle deux de ces trois
quantites sont égales ne compte que pour y; enfin les trois quan-
tités ne peuvent étre égales entre elles.

2° St les deux nombres ;(M 4+ 1) (M + 2N) et ;N(N—1+2M)

sont pairs, le nombre des décompositions (11) est quatre fois celui
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des décompositions (1) : les décompositions (1) qui différent seule-
ment par Uordre des trois quantités 2m;+ 2n;w ne comptent que
pour une; celles oit deux aw moins de ces trois quantités sont égales
complent pour séro; enfin une décomposition (1) ot tous les m;
ont la parité de M + N et tous les n; celle de N compte également
pour zéro.

L. Euxtension des résultats arithmétiques. — Nous n’avons fait
appel, jusqu’ici, qu'aux relations (13) et (14), sans utiliser les iden-
tités plus générales, telles que (8) et (10), dont elles dérivent.

Partons cctte fois de lidentité (10), regardons-y g et A, c'est-
a-dire § ct v [équations (16)], comme les variables indépendantes,
u ct v comme des parameétres : en égalant, dans les deux membres
de (10), les cocfficicnts de I'exponentielle (17), on arrive au résultat
qui suit.

Reprenons les décompositions (1) et (I1) ci-dessus de 4M + 4Mo ;
regardons cette fois comme distinctes deux décompositions (I) qui
différent par Pordre des trois quantités élevées au carré ; posons

;l-» — Z'(__ 1)’";"’"'*"%""": e!m‘(m.+m=+m‘1u+2‘m'(n.+n,+n,)v’

o = Sre2'ni(nl+n,—-m£)a+27ri(m.+n‘-q—m,)v,
les deux sommes T’ s'¢tendant & toutes les décompositions (I) du
nombre donné 4M + 4 N o,

N 2” (fzwi(p.,-o-p*-o p..-H)u+2ﬂi(v,+v,+v_.+|)v,

la somme £’ s'¢tendant a toutes les décompositions (II) du méme
nombre; on a, (quels que soient « ety,

=+ b,

On en conclut, en développant les exponenticlles suivant les puis-
sances croissantes de u, o, et identifiant les développements des deux
membres,

T (W Py s 1P (Y, o+ Vo vy 1)
= X(n,+ n,— my)?(m+ n,+ m,)
_ xr(_ 1)"‘1"’”:*‘"2“‘"’;([}2‘ + m,+ ms)P (ﬂ‘ + n, 4+ na)q’



354 G. HUMBERT.

P et gldésignant des entiers ordinaires quelconques, non négatifs; la
somme X" s'étend & toutes les décompositions (II); les sommes £ &
toutes les décompositions (I), deux de ces décompositions qui dif-
féerent par I'ordre des trois quantités élevées au carré étant regarddées
comme distincles.

Supposons maintenant, pour fixer les idées, qu'une au moins des
deux quantités ;M(M + 2N) et ; N(N — 1 + 2M) soit impaire; nous
avons vu que, parmi les six quantités me; + n;+ n;+my (i,j, k=1,2,3
et deux & deux distincts), quatre sont impaires et deux paires; dés
lors, si £ désigne une somme étendue aux décompositions (1), deux de
ces décompositions qui ne different (ue par l'ordre des termes élevés
au carré n'élant pas regardées comme distinctes (et c’est ce que
nous admettrons dans les énoncés suivants), on a

Ty A4 g By )P (v v+ vy 1)
= (n, +ny, — my)P(iny—+n, + m,)?

+2Z(mi 4+ m,+ mg )P (n, + n,+ n, ).

Par suite, évidemment, si, pour chaque décomposition (I), on
écrit les six quantités n, +n,— m,; n,+n,—m,; n,+n, — m,;
Ry 4 Ry — M5 Ny~ Ny — My Ry = 1y, — Iy, et dewx fois la quantité
m, + m, + My, le Tableau ainsi obtenu est identique & celui que for-
ment les quantités w,+ w,+ @, + 1, pour toutes les décomposi-
tions (IT). Si deux des quantités 2m; + 22,0 d’'une méme décompo-
sition (I) sont ¢gales, par exemple si m,=m,, n,=n,, on dcrira,
pour cette décomposition, les trois quantités 27, +me,, n, +n, — my,
n,+ ny,—m,, et une fois la quantité 2m,+ m,, et la proposition
subsistera. ‘

On a un théoréme pareil en remplacant n,+ n, — m,, ... par
m—+n,—=n,, ...; Ny, +=My PAT Ny + Ny + Ny, e Uy + g+ Py + 1
par v, + v, =+ vy +1.

Ces propositions, qui s'étendent aisément au cas ou les deux quan-
tites ; M(M + 2N) et ;N(N — 1+ 2M) sont paires, mettent sur la
voie d’une démonstration directe de nos résultats arithmétiques ; nous
n'insisterons pas davantage sur ce point.
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16. Remarque. — On peut observer que les relations biquadra-
tiques classiques entre les dix thétas d’arguments nuls donnent des
propositions simples sur les décompositions en sommes de quatre

carrés des nombres du corps quadratique yD; par exemple, de I'équa-
tion S} — 3, = 3}, — =, on déduit que :
Si M et N sont des entiers ordinaires quelconques, dont le second

est impair, les nombres de décompositions de 4M + 4N yD en quatre
carrés selon les deux formules

(2m,+14+2n, \/ﬁ)2+(21n,+ 1+2n, \/5272+{21n,+1 “+2n, \/ﬁ)2

+(2m,+1+2n,yD)’
et

[21 4+ (2v, + )VD |* + |20, + (2v,+ 1) yD]*
+ [2p,+ (29, + )YD | + [2 00, + (29, +1) vD]*

sont égaux.



