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IRREDUCTIBILITE DES POLYNOMES A COEFFICIENTS RATIONNELS. 19t

Sur quelques cas d’irréductibilité des polynomes

a coefficients rationnels ;

Par M. G. DUMAS.

[Les polygones de Newton occupent une place importante dans la
théorie des fonctions algébriques d’une variable. Par leur intermé-
diaire, les résultats prennent une forme concise et élégante qu’il serait
difficile d’obtenir autrement.

Dans le présent travail (') je me propose de montrer comment
I'introduction de ces polygones dans 1'étude des polynomes a coeffi-
cients rationnels met en évidence plusieurs faits nouveaux et permet,
sous une forme tout a fait géncérale et intuitive, d’énoncer certains
théorémes qui se rattachent au critére d’irréductibilité découvert par
Lisenstein.

Les suites ordonnées suivant les puissances croissantes d’un nombre
premicr p, introduites récemment dans la Science par M. Hensel,
m’ont rendu la tiche facile. C'est dans celles-ci, en effet, que semble

(') Ce Mémoire est, a Apeu de chose prés, identique a celui que l'auteur a
présenté, en décembre 1904, a I'Ecole Polytechnique de Zirich, pour I'obtention
du grade de Privat-Docent. Seules quelques adjonctions, celle notamment de
tout le premier paragraphe et de plusieurs numéros du deuxiéme, ont été faites

pour rappeler ce que sont les notions nouvelles, constituant la base méme de
cetle étude.
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192 G. DUMAS.

résider la raison profonde de I’analogie compléte entre la théorie des
fonctions algébriques et 'analyse supérieure des nombres.

D’une maniére générale, je supposerai connues les notions déve-
loppées par ce savant dans ses Mémoires du Journal de Crelle (*). 1l
peut étre utile ¢galement de comparer la premiére partie de ce travail
avec les paragraphes du commencement de ma theése (*) dans lesquels
se trouvent exposcs, sous forme différente, plusicurs résultats corres-
pondant a ceux qui sont ici.

Les deux premiers paragraphes de la premicre Partic sont consacrés
au rappel des notions dues & M. Hensel; les suivants & I'établissement
de propositions relatives a des polynomes dont les coefficients sont des
suites de Hensel.

La seconde Partie renferme des applications aux polynomes & cocf-
ficients rationnels, considérés comme cas particuliers des précédents.

Les théoreémes obtenus aux paragraphes 8, 9 et 10, relatifs a Pirreé-
ductibilité et a I'existence d’un plus grand commun diviseur, peuvent
pour la plupart, ainsi qu’on s’en rend facilement compte, étre ¢tablis
directement, sans introduction des suites de Hensel.

Il n'y a pour cela qu’a donner indépendamment de celles-ci pour un
polynome a coefficients rationnels (ou plus généralement pour un
polynome dont les coefficients appartiennent & un domaine donné de
rationalité) la définition du polygone de Newton relatif 4 un nombre
premicer. Le théoréme du paragraphe 3 sur la composition des poly-
gones n'en restera pas moins vrai et, de ce fait, toutes les considéra-
tions qui en découlent directement.

La méme remarque s'appliquerait d’une facon pour le moins tres
étendue au probléme résolu paragraphe 11, dans lequel se détermine
la puissance exacte d’'un nombre premier p entrant comme diviscur
dans le résaltant des deux polynomes.

Le théoréme du paragraphe 12 a des bases plus profondes. Son

(") Hesskw, Newe Grundlagen der Arithmetik (Journal de Crelle, v, 127).
— Ueber eine neuc Begriindung der Theorie der algebraischen Zahlen
(Journal de Crelle, t. 128 .

(%) Duuss, Sur les fonctions a caractére algéhrique dans le voisinage d’un
point donné, Paris, 190},
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énoncé suppose les suites de Hensel, ma démonstration, les méthodes
de ce géomeétre. Celles-ci permettent de se passer d'idéaux dont la
notion intervient souvent avee fruit dans mainte question d’irréduc-
tibilité. Le théoréme du dernier paragraphe de ce Mémoire contient
d’ailleurs comme cas particulier une proposition, due a Scheenemann,
¢tablie récemment par M. Michael Bauer (*). 11 me parait utile de
renvover & son travail pour la comparaison des méthodes.

PREMIERE PARTIE.

§ 1.

1. Les suites ou séries introduites par M. Hensel dans la Science
mathé¢matique sont de la forme

Qo+ PP G PP

Elles se poursuivent aussi loin que l'on veut; p représente un
nombre premier quelconque ct les coefficients a, a,.,, a,,,, ... sont
égaux d oo v, 2, ..., ou p — 1. le premier «, ¢tant différent de zéro.

L.e premicr exposant ¢ qui, par hypothése, est un nombre entier
peut étre positif, nul ou négatif; c’est une quantité toujours linie, de
sorte que les suites ci-dessus ne pourront jamais contenir, si elles en
contiennent, qu’un nombre fini de termes dans lesquels I'exposant
de p est négatif,

Une suite dans laquelle ¢ est négalif est dite a caractére rationnel;
s1 ¢ est nul ou positif, elle est a caractére entier. Ces définitions sous-
entendent les mots dans le domaine du nombre premier p. Souvent,

(') MicHaeL Bacer, Verallgemeinerung ecines Satses von Schenemann
(Journal de Crelle, t. 128).
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pour abréger, nous emploierons les termes suites entiéres et suiles
rationnelles en p.

2. Deux suites rationnelles en p sont égales lorsque, dans chacune
d’elles, les coefficients des mémes puissances de p sont identiques. Si
I'on a, par exemple,

A=a,+a,p+a,p*+...,
B=b,+bp+b,p*+...,

I'on dit que A est égal a B, ce qui s’¢erit

lorsque, si loin que se poursuit la comparaison, 'on a toujours

a, = b,,
a, = bn
a,=b,,

Le (p) placé a droite de I'égalité en caractérise la nature, on ne
I'écrit d'ailleurs que dans le cas d’ambiguité possible, celui, par
exemple, o A et B, au licu de représenter les développements eux-
mémes, seront les quantités auxquelles ceux-ci correspondront.
Comme nous le verrons du reste, une égalité entre deux suites ration-
nelles en p nc symbolise jamais qu'un nombre aussi grand que l'on
veut de congruences selon des puissances de p a prendre comme
modules.

3. Les suites dont on vient de parler sont réduites, parce que leurs
coefficients a,, @,.,, @, ... sont supposés égaux a l'un ou I'autre
des nombres o, 1, 2, ..., 0u (p —1). Le calcul conduit constamment &
des suites qui ne satisfont pas i cette condition et il faut savoir passer
d'une suite quelconque 4 la suite réduite a laquelle elle équivaut.

Soit, par exemple,

A=a0+ aqp+a2[.)2-+—...+a,,p"+...
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une suite dont les coefficients a, sont entiers mais quelconques. Nous
¢erivons (')

AN=(a,— p)+ (e, +a,—¢e,p)p
+ (e +a,—ep)pP+. o+ (e + Gy — e p) P+ - 1,
en déterminant, ce qui est toujours possible d’une seule facon, les ¢,,
€1, E5, ..., dc manicre que les nouveaux coefficients
- —_ !
ay—¢ p = a,,

g+a —e,p=a,

.....................

solent tous égaux & o, 1, 2, ... ou (p—1). La nouvelle suite ainsi
oblenue

Al=a,+a,p+a,p*+...+a,p"+...
est dguicalente a la proposéc A. Elle est réduite puisque ses coeffi-
cients sont tons positifs ou nuls et inférieurs A p.
4. Si1l'on a
A=a,+~ap+a,p*+...,
B=b,+bp+b,p*+...,

la somme A + B etla différence A — B de ces deux suites seront par

définition les suites réduites, égales respectivement aux deux sui-
vantes

(@ = by) +.(a, b )p+(ay,x£b,)p*+...;
le produit AB, la suite réduite équivalente &

agly+ (a,b,+ a, 1)0_)[) +(ayb,+a,b, “*‘azbo)l), +a

(') HexseL, Neue Grundlagen, etc., p. 5a.
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le quotient A B la suite réduite, unique ct bien déterminée C, véri-
fiant I'égalité

A=BC (p).

Ces définitions s'étendent immédiatement au cas ot les suites au
lien de commencer chacune par un terme ind¢pendant de p com-
mencent par des termes quelconques de la forme a, p? et b, p*, par
exemple.

On pourra de méme étre amen¢ a considérer les somme, différence,
produit ou ¢uotient de suites non réduites. Les définitions ci-dessus
restent intactes. 11 faut remarquer toutefois que nous excluons de nos
considérations toute division par des suiles (non réduites nécessaire-
nient) que Pon pourrait faire correspondre a la «uantité zéro.

8. C'est d'une manicre toute naturelle (ue on est condutt aux
suites rationnelles en p. Si 'on éerit, en eflet, un nombre entier
rationnel positif quelconque A dans un systéme de numdération a base p,
I'on obtient, par exemple,

(1) A=ay+a p+a,p*+...+ aypt,

ou @,, @, ..., d; sont des cocfticients ¢gaux a o, 1,2, ..., oup—r.
Sans insister sur la manicre, bien connue, d'ohtenir les coeflicients a;

nous remarquerons que de 'égalité ci-dessus se déduisent les con-

gruences
A=a, (mod p),
A=a,+a,p (mod p*y,
........... . |
A=a,+a,p+...+a. p~  (modph),
A=a,+a p+...+ap (mod pF+t),

dont la derniére se réduit d’ailleurs & une identité.
Soient maintenant A et B deux nombres entiers quelconques positifs
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ou négatifs non divisibles par p. On voit que I'algorithine
A = Aop -+ Ba‘,,
A, =A p+Ba,

A, =A,p+ Ba,,
(2) e

A= AAP + Bay,

Ak = A/H-ap -+ Bak+n

. es e e ettt st et et Y

dans lequel les A; comme les @; sont déterminés d’'une maniére unique,
puisque les «; sont par hypothése égauxao, 1, 2,... ou p—1, permel
d’¢erire la suite, en général illimitée, de congruences

A =Ba, (mod p),

A=B(a,+ a,p) (mod p*),

A=DB(a,+ a,p+ a,p?) (mod p?),

Afin de résumer ces derniéres en une formule unique, I'on introduit
une suite de Hensel et 'on éerit

A a
F=@tap+a,p+... (p)-

Si, d'autre part, Ton remarque que la premicre des égalités (2)
conduit a la congrueuce

—A=B(p —a,) (modp)

dans laquelle p — @, comme «a, est égal a 1,2, ... ou (p —1), I'on
éeriva inmmcédiatement

—A =—(B+A)p +B(p-—a,),
—(B+A) ==B+A)p +B(p—1—a,),
—(B+A) ==(B+A)p +B(p—1—a,),

3) ..o . COTIIU SR
—(B+A_)=—=(B+A)p +B(p—1—a),
—(B+3) ="(B+f\k+‘)P+B(P—'—ak+«)’

......................................................
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et partant, la suite également réduite

A
_-I;:(p——ao)+(p-l—-a.)p+(p—I—az)p’+...

+(p—1—a)p*+....
Ceci met en évidence une régle fort utile pour passer du dévelop-

pement d'une quantité donnée & celui de la méme quantité affectée du
signe contraire.

6. Les suites qui, dans le domaine d’un nombre premier p,

correspondent & un nombre rationnel quelconque sont périodiques.
. A . Sy g . . ,

Soit 3 le nombre rationnel considéré; il suffit, d’aprés ce qui pré-
céde, de supposer A comme B tous deux positifs. Nous excluons aussi
le cas ol g se réduisant a un entier positif, la périodicité deviendrait
évidente.

Des égalités (2) nous déduirons la suivante :

(4) A=B(a,+a, p+...4a;p*) + A ph+t,

vraie pour tout indice &, et dans laquelle I'on a nécessairement, a
partir de I'un d’entre eux,

(5) —B<Ak<”.

A étant de méme que B positif, il ne pourrait, en effet, se faire (ue,
constamment, I'on ait A, positif. A, en outre, ne saurait pour aucun

T . A . .
9 ’ , g
indice k s’annuler, puisque § n’est pas entier positif.

Si, d'autre part, Pon avait A, inférieur ou égal & — B, pour & (uel-
conque I'on déduirait de ( })

ASB(ay+ a,p +...+ a;p*) — B p*+!
et, a fortiori,
ASB(p—1)(1+ p +...+ p*) — Bp*+', c'est-i-dire  AS- B,

ce (ui est contradictoire.
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Les inégalités (5) subsistent donc & partir d’'un certain indice 4.
Comme les A, sont entiers ct ue I'algorithme (2) se poursuit indéfi-

niment, il en résulte aussitot la périodicité de la suite qui correspond
A

B

I.e développement d’un nombre rationnel dans le domaine d’un
nombre premier p est toujours unique ct bien détermin¢; dans le cas
de A ou de B divisible par p, I'on pose simplement '

a.

AN,
BT ®P

v représente une fraction dans laquelle ni A" ni B’ ne sont divisibles

\ A . ,
par p. Le développement de 57> dans lequel chaque terme séparément

A . A
se trouve multiplié par p*, est alors celui de B

On voit ¢galement si A, B, C, ... sont des quantités rationnelles,

«, B, v, ... les développements qui leur correspondent dans le domaine
de p, que toujours I'on a

AxB=a=x} (p),
AB = «j (p)
A 2 .
B ~ 3 (P

ol a0, 2f, % sont les somme, différence, produit et quotient obtenus
d’aprés les régles du n° 4, des deux suites « et 3.

D’une manicre générale, en désignant par R(A, B, C, ...) une fonc-
tion rationnelle quelconque & coefficients entiers de A, B, C, ... et par
R(a, 8,7, ...) lasuite réduite que l'on obtient en effectuant sur a, B,
Ys ... les opérations symbolisces par R, I'on aura

R(A, B, C,...)=R(o, B,7, ...) (p)-

La division par zéro est, bien entendu, exclue de toutes les considé-
rations ci-dessus.

Journ. de Math. (6 série), tome lI. — Fasc. III, 1go6. 27
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7. Pour représenter un développement
AQp+a,p+a,p*+a,p*+...
M. Hensel se sert de la notation
a,,a,a,a,. ...

Cette maniére d’écrire n’est pas la méme que celle que I'on emploie
dans un systtme de numération i base quelconque, mais clle est
avantageuse, car les calculs effectués sur des suites de Hensel se font
de la méme facon que dans le cas de fractions décimales illimitées (*).

Exemple d'addition :

Dans le domaine de p =3, on a

6990 =0,31012

3661 = 1,210 (5)

120631 = 1,011 0}

[.’opération se fait exactement comme-dans le systéme de numéra-
tion de base égale & 5, avec cette seule différence que I'on commence
par la gauche au lieu de débuter par la droite.

Exemple de soustraction :

3209 =4, 13001
13- =12.20j10 (3)
2072 =2, 42130
Lorsque la différence des deux nombres est négative, I'opération se
fait de Ia méme maniére, mais la suite que Pon obtient se poursuit
aussi loin que I'on veat. Exemple :
3209 = 4, 13001

3637 = 2,204 01 (5)

Lrrtf

— 4’28:".,""21 .;3444;’;. ..

(1) Des exemples, analogues 4 ceux qui suivent, se trouvent aussi dans le pre-
mier paragraphe du Mémoire déja cité de M. lensel. Newe Grundlagen, elc.
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L’opération, telle que nous la représentons ici, équivaut a soustraire
de la suite non réduite qui correspond & 3209

3209 = 4,130015 434444, . - )

la suite qui correspond & 363~.
D’une maniére géncérale, p étant un nombre premier et ¢ un expo-
sant entier positif, nul ou négatif quelconque, I'on peut toujours écrire

-

o=p. P+ (p—0p*' +(p—1)pt+.... (p)-

Pour trouver le développement d’un nombre négatif quelconque, il
est avantageux souvent de chercher la suite qui correspond a la méme
(uantité prise positivement et de la soustraire de zéro. Ceci est du
reste conforme a la remarque du n® 3.

0=3,4i14444- .
428 = 3,023 ("

ixemple de division :
Prenons les deax nombres

dont le quolient

est entier.
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L’opération se dispose comme suit :

1,321%501 2,13
1,441

4243401

4211

3,209

32401
3032

2130
213

(3)

ce qui s’explique en remarquant, apres avoir mis le quotient sous la
forme ¢y, ¢,c,cy¢,, que, d’'une maniére abrégiée, nous n'avons fait

qu’écerire les égalités

1,3214%01 — ¢, 2,13 =0,1213%01,
0,4243401 — o,c, 2,13 =o0,0032%01,

0,0032401 — 0,0¢, .2,13 =o0,0032%01,

0,0032401 — 0,00¢, .2,13 = 0,0002130,

0,0002130 — 0,000¢,.2,13 =0

qui, additionnées membhre & membre, donnent bien

1,3214%01—¢,, ¢, 0y¢,00.2,13 =0

(3)

(3).

On voit, par suite, que les quantités c,, c,, ¢,, ¢; ct ¢; sont les
entiers égaux & o, 1, 2, 3 ou /4 qui, respeclivement, satisfont aux

congruences
1=:2¢,
f=~c,
o==2¢, (mod?5).
3=2c¢,
2=n2c,
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Les régles que nous venons d’exposer en les appliquant & des suites
limitées restent les mémes si celles-ci sont illimitées.

La division d'un nombre par un autre, lorsque le quotient n’est pas
entier, se fait comme ci-dessus. C'est d'ailleurs de cette fagon qu’on
arrivera le plus rapidement au développement d’un nombre rationnel
quelconque.

La division de

7 =2,1 (3)
par

31=1,1! (9)
donne, par exemple, immédiatement
3 =2,431431431.... (3)

On a, en effet,

, 134444454 .. | 111
2 |2,53r...

34344444 .. (5)

2.

(V7]

1. Les polynomes que nous rencontrerons le plus souvent dans ce
travail seront de la forme

Plr)=Agx"+ A" 4. ..+ A" .+ A,
dans laquelle les coefficients

Ai=a,p*+a,  pP +. .. (i=0,1,2,...,n)
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sont des suites ordonnées suivant les puissances croissantes de p,
rationnelles ou cnlieres dans le domaine de p.

Aux polynomes ainsi définis, nous réservons le nom de polynomes
en ., tandis que par polynomes entiers nous entendrons, au con-
traire, des polynomes dont les coefficients sont des nombres entiers
ou rationnels,

2. Decux polynomes en .c, P(x) et Q&) sont dits égaue, ce qui
9 .
s'éerit

P(x)=Q(x) ~ (p)s

lorsque, st loin gue P'on pousse la comparaison, les cocfficients des
mémes puissances de .« dans P () et Q () sont identiques. L'égalite
de deux polynomes peut s'exprimer aussi et cela revient au méme, par
une suite limitée de congruences prises suivant des puissances entiéres
el successives de p s’¢tendant aussi loin que Uon veut.

Les operations d’addition, de soustraction, de multiplication et de
division de deux ou plusicurs polynomes en .« se font dapres lesrégles
ordinaires du calcul; les combinaisons de cocflicients qui en résultent,
d’apres les principes développés (§1, n® 4).

L'égalite dans le domaine de p peut avoir Lieu ¢galement lorsque
soit I'un, soit les deux pelynomes P () et Q(.ri sont des polynomes
entiers.

3. Un polynome en &, P(.r), étant donng, il peut se faire (u'il
existe deux polynomes en @ f(w), g(.x), de degres respectivement
inférieurs i celui de P(w) et tels qque Pon ait

P(r)=f(«)g(x) (p):

Lorsqu’une parcille décomposition peut se faire, on dit que P(.r)
est réductible, irréductible dans le cas contraire. Cette définition
(ui s'¢tend naturellement aux polynomes enticrs sous-entend les mots
dans le domaine du nombre prenuer p.

Un po!ynome entier réductible au sens usuel 1'est aussi dans le do-
maine de tout nombre premier.
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4. Gréce a une remarquable proposition (') due 8 M. Hensel on
peut toujours. & la suite d’un nombre fini d’essais, reconnaitre si un
polynome en . est ou non irréductible dans le domaine de p. Il est
utile que nous établissions un cas particulier de celle-ci.

Soit
Ple)=a2"+A 2" "' +...4+ A,

un polynome en x dont nous supposons le coefficient de la plus
haute puissance de x égal a Uunité et les autres cocefficients entiers
dans le domaine de p; s'il existe deux polynomes entiers a coeffi-
cients entiers f(u) et g(x) dont le résultant 1’est pas divisible par
p el tels que la congruence

(1) Ple)=/f(r)g(z) (modp)

soit vérifice, P (&) sera nécessairement réductible dans le domaine

de p.

Nous avons, avanl d'aborder la démonstration proprement dite de
ce théoréme, a rappeler certains faits connus. '
Etant donnés deux polynomes entiers de degrés égaux respective-
ment a m et n ‘
flo) =a,e™ + a,x™ ' +...+ a,,

g(@y=bya" +bx"" +...+ b,

dont les cocfficients sont des nombres rationnels entiers, on peut
toujours trouver deux autres polynomes cntiers f,(.x) et g,(x), de
méme natlure ue les précédents, de degrés par rapport a x inférieurs
respectivement & m et n et tels que, R(f, g) désignant le résultant
de fet g, onait

(2) fg' +gfi=R(/, )

Cette ¢galité est une simple conséquence de la suivante (écrite

(") Hesser, Vewe Grundlagen, etc., § 4, p. 8.
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pour m =3, n=2):

dont le premier membre est R( £, 2).

De (2) on déduit immédiatement, dans le cas ot R( £, &) n'est pas
divisible par p, 'existence de deux polynomes wu et v i coefficients
entiers et de méme degré respectivement que g, et f, et tels que la
congruence

(3) Su+ ge=1 (mod p)

soit satisfaite.

Plus généralement comme la non-divisibilit¢ de R(f, g) par p
entraine le mé¢me fait pour I'un au moins des deux nombres «, et b,,
si W représente un polynome a coefficients enticrs, de degré au plus
égal & n + m —1, il cxistera toujours deux autres polynomes U et V),
a cocfficients égauxa o, 1, 2,... ou (p—1), de degrés respectivement
inférieurs & n et m et tels qu'on ait

(4) JU +2V=\W (modp).
De (3) on déduit en effet
SuW)+ g(eW)=W (mod p),
ou encore, en désignant par X un polynome quelconcjue,
() S(uW —gX)+ g(v W+ fX)=W (mod p).

Si maintenant nous admettons, pour fixer les idées, que b, n’est pas
divisible par p, nous pouvons choisir X de maniére & avoir

uW — eX=U (mod p),

a, @ a, o Fay, dy A, ay, (A.x*+a,pt+ a4+ a)x

a, a, a, a,' . o a, a, a, (a,&£%+a,x*+ a,x -+ a,)
b b0 o l=lo, b b o (bya? + b,z + by)

b, b, b, o I | W b, b, D, (bya? + b,x = by)x

o b, b, U, i ! o o b, D, (byx*+byx + by)
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ot U est I'un des deux polynomes dont nous voulons établir exis-
tence. Pour V, on prendra le polynome défini par

W4 fX=V (mod p),

polynome qui, a cause de (5) et de hypothése relative a WV, sera de
degre ¢gal ou inférieur & (m —1).
Ceci dit, revenons & la proposition que nous cherchons a établir.
Dive que P () est réductible, c’est dive qu'il existe deux polynomes
en e, Q(e) et R(x) tels que

(6) P() = Q) R(x) (p)-

Admettons en outre, hypothése dont on établivait facilement la
légitimité, mais «ui, dans le cas ot nous nous trouvons, sera satisfaite
delle-méme, que Q(w) et Rie) sont de méme forme que P (), cest-
a-dire i cocfficients entiers dans le domaine de p, ceux des plus hautes
puissances de o se réduisant dans ees deux polynomes a Funité.

De méme qu'on peut écrire

P(e) = F(x) + p¥,(x) + p*Fo(x) + p* K, () + ..

ou les ¥, I+, I, I;, ..., sont des polynomes enliers a coeflicients
fgaux a4 o, 1, 2, o (p—1), le premier de degré ¢gal & n [degré
de Py ], les autres de degrés inféricurs, de méme on aura

Q)= folw) + () + P2 fa() +.
Rie)=g,(u) +pgi(e)+pg.(x) +..3

les f; et gi ¢tant de degrés respectivement inférieurs a ceux de f,

et g,, mais avant, comme ces deux polynomes, leurs coeflicients

cgaux a o, 1,2, ..., ou(p—1).

Remarvquons maintenant que la relation (6) peut étre considéree

comme ¢quivalente a la suite illimitée de congruences

\ Sfogo=F (mod p),
(7) (fo+pf ) (go+pg)=¥+pF, (mod p*),

[(fu Pl + P F) (8o +pg i+ prg)=F + pF +pF,  (modp?),

...........................................................

Journ. de Math. (6 séric), tome II, — Fasc. III. 1906, 28
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Il en résulte aussitot la possibilité de déterminer les polynomes f;
et g; de maniére que, tout en étant du degré voulu et en ayant leurs
coefficients ¢gaux & o, 1, 2, ... ou (p — 1), les congruences (7) soient
aussi satisfaites.

Si nous prenons, en cffet,

fo=f 8.=8,

la premicre congruence (7) sera tonjours vérifice.

Pour u'il en soit de méme de la seconde, il suffit, chose toujours
possible d’aprés ce que nous avons rappelé et i cause de Phypothése
sur le résultant faite dans I'énoncé, qu’on ait

Jogi+2 fi=h+F,  (modp),

ol /i, représente le polynome entier, de degré inférieur a n, que définit
la congruence

F— f.g.=ph, (mod p*).

Pour que la troisi¢tme des congruences (7) ait licu, il suflit aprés
avoir obtenu le polynome /, par le moyen de la relation

(Fy+pE) = (fo+pf)(go+pg)=pih,  (modp?),

(u'on ait
Sfosa+ g fo==F,+h, (mod p).

De méme que f, et g, f, et g,, les autres polynomes f; et ¢, f,
el g4, ete., se déterminent ais¢ément. Le calcul se poursuit aussi loin
quon veut.

Le passage de f; el g; aux polynomes f,., et g, est dailleurs
facile. Nous pouvons ici nous dispenser de nous en occuper, dautant
plus qu'un peu plus loin, dans un cas un peu different, on verra com-
ment il se présente.

P () est donc reéductible, ce que nous voulions démontrer.

8. De la notion d’irréductibilité, on passe immédiatement a celle
de la décomposition d’un polynome en .o en ses facteurs irréductibles.
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On démontre, de la méme maniére qu’en Algébre élémentaire, la pro-
position suivante.

Tout polynome irréductible, diviseur d’un produit de plusicurs po-
lynomes, divise au moins 'un d’eux.

De la résulte immédiatement, pour les polynomes en x, I'uniformité
de la décomposition cn facteurs dans le domaine d’un nombre pre-
mier p.

6. Plus loin nous aurons 'occasion de rencontrer des polynomes
dont les coefficients seront des suites de méme nature que celles consi-
dérées jusqu'ici, mais qui, au lieu d’é¢tre ordonnces suivant les puis-

]
sances croissantes de p, le seront suivant les puissances de p*, ou s

représente un entier positif quelconque.
1
Au paragraphe 12, les coefficients des puissances de p* ne seront

pas des quantités égales & o, 1, 2, ... ou (p — 1), mais des quantités
algébriques appartenant a un corps R(%) dont le discriminant n’est pas
divisible par p. R(%) ¢'obtient par adjonction, aux nombres rationnels,
d’une quantité % racine d'une équation irréductible a coeflicients ra-
tionnels f(w)=o.

Montrons dans ce cas, (ui d’ailleurs comprend les précédents, com-
ment sc fonderait lalgorithme d’Euclide.

Les polynomes que nous considérons :

Ple)=A2"+ A, a™'+...+ A,

ont donc leurs cocfficients de Ja forme

-

i pi+1

N N

Ai=ayp +a,,p " +... (i=1,2,...,0),

dans laquelle @, , «, ., ... sont des quantités de R(%).

Rappelons la définition d’apres laquelle une quantité algébrique
quelconque ¢ est entitre par rapport & p, lorsque les coefficients de
Péquation rationnelle de moindre degré, vérifiée par ¢, sont tous entiers
par rapport a p ('), celui de la plus haute puissance de I'inconnue

(') Une quantité rationnelle est entiére par rapport @ p lorsque, mise sous
forme irréductible, son dénominateur n'est pas divisible par p.
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n’étant pas divisible par p. Remarquons aussi ([ue, par cxtension, on
dit que par rapport & p une quantité « est divisible par une autre 8,
1
f = . . 3 L) (5
g = p” par excmple, lorsque le quotient 3 €st (quantit¢ entiere par rap-
{

1
port a p, et quenfin la divisibilité, ainsi comprise, de «a—3 par p*
est exprimable par la congruence
1
a=j (l]lod P ).
Cela étant, soit r le degré de f(.v)=o0; dans ce cas, toutes les
quantités de R(%) sont de la forme

uy+u b+ o+ u,

dans laquelle les u,, u,, ..., u,_, sont des quantités rationnelles.

De la non-divisibilité par p du discriminant de R(%) résulte alors,
comme on sail, l'impossibilité pour unc (uantité de R(%) d’étre, par
rapport & p, divisible par p sans qu'il en soit de méme des coeffi-
cients u,, u,, ..., u,_, qui lui correspondent, On verrait aussi que la
méme condition doit étre vérifice pour que la méme (uantité soit, par

]
rapport & p, divisible algébriquement par p* (*).
1

Une quantité du corps ne peut done étre divisible par p} sans I'¢tre
par p lui-méme. Appelons unités ou plus petits restes, selon le mo-
dule p, les p” quantités de R(%) pour lesquelles les «; sont indépen-
damnientles uns des autres ¢gaux a o, 1, 2, ... ou p — 1. L'une de ces
quantités, celle pour laquelle tous les «; sont nuls, n’est, & vrai dire,
pas une unité, mais ccla n’a aucune importance ici.

Soit maintenant
1 2

A=gy+ e p+op+...

une suite dans laquelle tous les coefficients ¢; sont des unités de R(2);

(1) Ceci s'établit immédiatement si, désignant par x une quantité de R(%)
1
divisible par p* et par S(z) la somme de ses conjuguées, on remarque que S(z)
est divisible par p, comme conséquence du fait que, quel que soit entier posi-
Uif &, on a toujours [S(2)]"* =S (2") (mod p).
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nous disons (u'il y aura toujours une autre suite, analogue a A, unique,
bien détermince,

1 2

B=v+np +np'+...

telle qu’au sens (ue nous avons toujours donné & de pareilles égalités,
on ait

AB = (7).

Si nous supposons ¢, différent de zéro, la chose est immeédiate, car
on peut toujours déterminer successivement les unités 7,, ¥,, s,
N3y .-+, de maniére a avoir

i

Eono ! <m0dplr>7

(,50 -+ 5!]’%) <"]0 + M Pl) =1 ("'OdP§>’

I

lavep+ep) nenpenp)=1  (moap),

ou micux de maniére ‘que les congruences suivant p* pris comme
module, qui se déduisent successivement de celles-ci, soient toujours
verifices. Sil'on avait, au contraire,

p+1

4 [l
A=¢ep +ep" +...,

avec, ¢, ct ¢ tous deux différents de zéro, ¢ quelconque entier positif ou
négatif, on aurait
— —p+1

B=np*' +np * +...,

R

les unités 4, 7,, ... étant déterminées comme ci-dessus.
SiI'on avait deux suites A, et B, on pourrait trouver une troisiéme
suite C, telle ue

B,C,= A, (pl)
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Il suffirait pour cela de prendre la suite B, définie par I'égalité

B,B, =1 (),

puis de la multiplier par A,. Dans A, B, les coefficients ne sont en
général pas des unités. On transforme alors, par un procédé analogue
i celui du paragraphe 1, n* 3, A,B, cn une suite satisfaisant a cette
condition. On aboutit ainst & C,. C, sera la suite véduite équivalente
a A,B; C, s’obtient facilement grice i ce que 'on sait de la divisibi-

1
lité des nombres de R(Z) par p".
Ceci dit, soit A, le coefficient de .« dans le polynome P(z) éerit
plus haut, B, le coefficient de .«™ dans le polynome de méme nature

Q) =Box™+ B, +...+ B,

soit en outre nZm.
S1 nous formons la différence

P(e) - Gy (),

nous obtenons un nouveau polynome en .« de degré wférieur ou ¢gal
aAn—ri.

Ceci donne le moyen d'obtenir le guotient et le reste, de degré
nféricur a celui de P (&), de la division de P () par Q (), et cela quel
(ue soit le coefficient de la plus haute puissance de .« dans Q(.x). 1l
est dés lors possible de fonder I'algorithme d’'Luclide pour des poly-
nomes de la nature de ceux que nous venons de considérer. Les con-
séquences qu'on en dé¢duit sont pour ces polynomes identicques a celles
que nous avons énoncées au numéro précédent pour des polynomes
dont les coefficients sont des suiles rationnelles en p.

Y g

3.

1. Pour étudier certaines propriétés des polynomes en .z, que sou-
vent nous mettrons sous la forme

P(.,(,) = ZAa{SPa~L'3,
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il est avantageux d'introduire, en correspondance avec chacun d’eux,
une représentation géométrique qui n'est autre que celle de Newton
pour les polynomes dépendant de deux variables x et y.
A chaque terme
Aap pa acp

de P(x) et aprés avoir choisi dans un plan quelconque deux axes rec-
tangulaires, nous faisons correspondre un point M dit point représen-
tatif du terme considéré, L'abscisse et 'ordonnée du point M seront
respectivement ¢gales a 3 et «.

Tous les points correspondant a un polynome P () sont situés sur
le contour ou au-dessus d'une certaine ligne brisée que nous appelle-
rons polygone ou quelquefois contour relatif & P (). Ce polygone
s'obtient d’apreés un procédé connu sur lequel il n'est pas nécessaire de
revenir ici (*). La figure formée par le polygone ainsi défini et par les

Fig. 1.

points situcs au-dessus de son contour sera le diagramme du polynome
considérd.

(") Cf. par ex. Hensew et LanosperG, Thenrie der algebraischen Funhtionen
ciner Variabeln und ihre Anwendung auf algebraische Kurven und Abelsche
Integrale, p. 43 et suivanles. '
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Au polynome P(x) correspondra, par exemple, le diagramme
donné dans la figure 1.

Les points représentatifs d’un quelconque de ses termes seront
situés soit sur le contour

YALA, LA A e,

soit & son intérieur. La ligne brisée A A A,...A; peut se réduire i
une droite; dans ce cas nous disons que le contour est rectiligne;
brisé dans le cas contraire.

2. En fixant sur le polygone un sens de circulation positif lorsqu’on
va du point A, au point A; nous serons & méme de-donner une défini-
tion précise de I'inclinaison d’un quelconque des cotés. Ce sera la
tangente trigonométrique de 'angle formé par la direction positive
du coté avec la direction négative de 'axe des abscisses.

Dans la figure 1, par exemple. les cotés A A, et Aj A, sont d'incli-
naisons respectivement ¢gales a

ks -
h l

2 1)

Dans la suite, nous poserons toujours, ¢ désignant un indice quel-
conque,

/\',‘ _ )‘i r; _ r;
l,‘ - \I\,'.V,' - S ’
r; . . Gy I
= sera l'expression mise sous forme réduite du rapport 7+ Dans le cas
i i
de k; = o, on aura
li =1, S;i=1.

3. Nous considérons maintenant les diagrammes (ui correspondent
a deux polynomes donnés P(x) et Q(ir) et nous nous demandons
quel sera le polygone relatif & leur produit P{.x)Q(.c).

Soient A p*x®, A’ p¥4* deux termes (uelconques appartenant |'un
a P(x),lautre & Q(&), leur produit est égal 4 AA’ p*+*'x¥-¥, de sorte
qu’en groupant entre eux tous les produits analogues pour lesquels la
somme des exposants de p est égale a « + o', celle des exposants de x
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égale 4 8 + §', on pourra mettre P(z) Q(x) sous la forme
P(2) Q(x) = ELp== o7,

Le coefficient L peut étre divisible par p; il ne le sera pas s'il se
réduit au seul produit AA’, puisque ni A, ni A’ nc sont divisibles
par p.

Ceci dit, supposons ( fig. 2) les diagrammes relatifs & P et Q et au

Fig. 2.

-

I

produit (), rapportés au méme systéme d’axes de coordonnées 3, a.
Dans la figure, seulle polygone relatif & PQ) se trouve ainsi représenté.

Soit Q son point initial, c’est-a-dire le point de coordonnées r+ 2/,
s+ 2y sinctn sont les degrés respectifs de P et Q, 5 et &' les expo-
sants des plus petites puissances de p, facteurs de «” et « dans
Pet Q.

Déplacons ensuite les diagrammes relatifs i P et 4 (Q parallélement
& eux-mémes, de facon que les points initiaux de chacun des poly-
gones viennent se confondre en L. Les axes restant paralléles, mais
leur origine ¢tant en @, les coordonnées du point M transporté, repré-
sentatif de A p*.8, deviendront respectivement 3 — n et 2 — s et celles
de M’ transporté, représentatif de A'p* «¥, (galesa 3 — n'et o' — ¢
Enfin le point qui, dans le diagramme relatif au produit PQ), avait
primitivement 3 + 3’ et a -+’ comme coordonnées, restera immo-
bile et admettra maintenant 3 + §'— (n+ ') comme abscisse,
a+ o’ — (p + ¢') comme ordonnée. On en déduit que ce point n’est

Journ. de Math. (6 série), tome II. — Fasc. III, 1go6. 29
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pas autre chose que I'extrémité deJa résultante des vecteurs QM et
QM issus de Q.

Nos trois diagrammes étant donc superposés comme il vient d’étre
dit, tout point représentatif de PQ) se trouve situé sur une paralléle
i Paxe des ordonnées, en coincidence ou au-dessus de Uextrémité de la
résultante de deux vecteurs issus de Q et s¢ terminant respectivement
en deux points représentatifs 'un d’un terme de P, Pautre d’un terme
de Q.

Soient maintenant deux systémes de veeteurs (non représentés dans
la figure) : le premier composé de QA,, Q\,, QA,, ...; le second
de QA, QN,, QA ..., el tels que les deux contours QA AL A,
QA ALAL... soient concaves du coté des ordonnées positives. Trois
vecteurs dans chaque systeme sont suffisants pour fixer les idées.

Supposons ensuite les vecteurs Q.\,, A A,, A,A,;; QA N A),
AL A limitant les deux contours ci-dessus, transportés parvallelement
a cux-mémes en Q, puis composés ensemble par ordre des inclinaisons
croissantes. On obtient ainsi la ligne brisée QXYZRST (ui jouit des
propriétés suivantes :

1° Tous ses sommets it l'exception du premier X s’obtiennent et cela
d’une seule facon, par addition géométrique de deux veeteurs appar-
tenant I'un au systeme Q(A, A, A,), Faulre au systéme Q(AALA)).
Le premier sommet X s'obtient lui aussi d’une maniére unique; il
n'est autre chose que lextrémité du vecleur de moindre inclinaison
parmi tous les vecteurs des deux systemes (que nous considérons.

2° M et M’ étant deux points situés respectivement a l'intéricur ou sur
les cotés des deux figures trapézoidales QA A, N,y et s QA AL ALY,
Iextrémité de la résultante des deux veeteurs QM et QM tombera
toujours a l'intéricur ou sur les cotés de la troisieme figure trapézoidale
sQXYZRSTa. Celte extrémité ne pourra, en outre, coincider avee
Pun ou Pautre des sommets Q, X, Y, ... ou T que si M se confond
avec 1'un des points Q, A, A, ou Ay, et M avec I'un des points Q,
A, A, ou Aj.

On voit dos lors, & cause de toul ce qui précede, que, st QA ALA,
et QA A, A sontles polygones respectifsde P (z) et Q(x), QXYZRST
sera le polygone de leur prodnit. Nous avons done la proposition :

Le polygone relatif auw produit de dews: polynomes P () et Q (1)
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s’obtient en transportant parallélement @ eux-mémes, en un point
quelcongue, les cétés des polygones de P(x) et Q(x) construits
respecticement sur un méme systéeme d’axes rectangulaires et en

les composant ensuite geométriguement par ordre des inclinaisons
croissantes.

Cette proposition s'é¢tend immédiatement & un nombre quelconque
de facteurs. On peut I'énoncer plus briévement en disant :

9 5 ; 3 . y 4 ; . 17
Les poly gones relatifs ¢ un produit s’obticnnent par composition
géométrique, dans Uordre des inclinaisons croissantes, des colés
des polveones qui correspondent aur facteurs.

%. Les sculs diviseurs & polygone rectiligne AB que peut admettre
un polynome P () sont ceux pour lesquels AB est de méme inclinaison
(que I'un ou autre des cotés du polygone rvelatif & P(ir). Clest la une
cons¢quence immeédiate du théoréme ui précede.

4.

s

1. Soit P(r) un polynome en ., d’ailleurs quelconque, dont nous
supposons le polygone brisé et (ue nous écrivons :

P(c)=pPA,a"+ A, 2" +...+ A,

Les A,y Ay, ...y A, sont des suites quelconques, A, une suite quel-
conque ¢galement mais dont le premier terme est indépendant de p et
ne se réduil pas a zéro.

Nous introduisons un nouveau polynome Q (), défini par I'égalite

Pe)=24,Q(x) (p),

ct remarquons que Q(a) et ’(.c) ont méme polygone.
Supposons, pour fixer les idées, ce polygone donné par la figure 1
du paragraphe 3. On a, dans ce cas,
n=1Ul+l,+ L+ l,+ 1,
s =k, + k,+ ki,
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et si nous nous rapportons a ce qui a éi¢ dit (§ 3, n* 2), touchant la
signification des letires k;, I;, A, 14, 8;, nous voyons que, dans Q(x),
I'ensemble des termes, dont les points représentatifs sont situés sur
les cotés du polygone, peut étre représenté respectivement par les
expressions qui suivent :

Pour A A, par

:1,’13"":*{!"'1:[(1, xl‘Pk‘ i ['I 'L‘()n-j)s‘p;).l—j,r, o C,][)";'*/"!,

pour A A, par |

al M| a,at phe .+ b ude s, R Cz]Pk;’

pour A, A, par

s agatiph + oo byt P phe i e p R,

pour A A, par

.‘L'[ﬂ[(!i.t‘lJ ...t /“.L’-’v.—f -".[)I"} “+... .+ c,.])"u]])"‘""

pour A A par
[@gat- 4. .4 b, oD pinoqe L g ph] phi.

Dans ces expressions, les coefficients extrémes a et ¢ sont comme
les b égaux v o, 1, 2, ... ou p — 1, mais pour cux la valeur zéro est
toutefois exclue.

On a, en outre,

a, =1;

¢, = a., €y =y, cees ¢, =a,.
Les deux exposants &, et k| sont égaux, nous ¢erirons

—ky=— K =+,

3

Soit maintenant a; le coefficient du premier terme dans le polynome
entre crochets relatif au /€®=¢ coté, a, par exemple pour A,A,. Nous
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prenons le nombre @) défini par la congruence

'

a,a,=1 (mod p),
et formons I'expresssion

Salr) = &bl bt phain L e

i

dans laquelle les coefficients ..., b}, ..., ¢, sont les plus petits restes
positifs selon le module p des produits .. ., a,b,, ..., a,c,.

A chaque facteur entre crochets, a chaque coté par conséquent du

I )

polygone velatif a Q(.r), correspond ainsi un polynome que nous dési-
gnerons par f;(x) et qui, dans la suite, sera toujours représenté par
cette notation-la.

Ceci dit, considérons I'expression

A pP (),

dans laquelle le produit s’¢lend & tous les facteurs fi(ic) et ot k” est
Fordonnée du point le plus bas dans le contour relatif & P (). Con-
struisons le polvgone qui lui correspond. On voit, par application du
théoréme du paragraphe 3 (n® 3), que ce polynome est identique a
celui de P (), car le polygone relatif & chaque facteur f;(x) est une
droite de méme longueur et de méme inclinaison que le coté A, A;
auquel il se rattache. Si, ensuite, nous comparons, dans P (x) et dans
A pPILf(w), ceux des termes dont les points représentatifs sont
situés sur le polvgone, nous voyons qu’ils sont identigues ().
Nous pouvons donc mettre P () sous la forme

(1) P(w)=A p" I fi(x) + SAupp* b,

dans laquelle le signe £ s'étend & des termes dont les points représen-

(') Les coefficients des différentes puissances de.r dans A| p#" 11 f;(.r) ne sont
a vrai dire pas tous éganx 4 0. 1, 2, ... ou p —1; il faut, en conséquence, pour
la construction du diagramme relalif a cette expression, commencer par déve-
lopper chacun des coefficient-, d’ailleurs positifs, qu’elle renferme suivant les
puissances croissantes de p.
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tatifs sont situcs au-dessus du polygone de P(x) et qui, tous, sont par
rapport & x de degré inférieur a n, le degré de P(x).

2. Reprenons le méme polynome (), mais admettons que son
contour soit rectiligne. Dans ce cas, par application de la formule
précédente, nous pourrons ¢crire

(2) P(x)= A, p¥ f(x) +ZAgp°sP
ol f(.x) représente un polynome de 'un ou I'autre des deux types

A S e N L R -
ou
&t DI p 4 eph,

dans lesquels les coefficients ), ¢ ont la méme signilication que
plus haut.

Bornons-nous & considérer I'une de ces deux expressions et suppo-
sons f(x) égal & la seconde d’entre clles,

fle)y=&'+...+ bz pr4. . .+ cp*
Dans ce polynome, faisons la substilution
L=1p",

puis divisons le résultat par p*.
On obtient alors, puisque { =As, k= Ar, un nouveau polynome
que nous pouvons éerire

g()y="0+. .+ b+ +e.

Nous admellrons que (¢), décompose en ses facteurs irreductibles
oN ?
selon le module p, vérilie la congruence

g(O=M[g()"  (modp),
dans laquelle
() ="ti+.. .+ bt +.. .+ ¢,
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Nous pouvons écrire aussi
g(O)=1[g()]™ + py(1),

ol (/) représente un certain polynome de degré inférieur a A.
Ceci nous conduit a I'égalité

"l“ m; xr°
fx)= P"H[g.-(,—,;ﬂ +pr ?(—;)’
qui, a cause de
Sn;mi=\
et aprés avoir posé
§
P c(:i> = Gy(x),

peut s'écrire encore

() — N m; k41 I_‘Zi .
flx) =T[Gyo)|™ + p o ()

Mais un terme quelconque de

pk-o-l ?((L“")

P"

sera de la forme
h

plr+1 A K_;j;\) ,

221

olt h < 7. et ot A est un entier qui peut étre divisible par p. Si nous
nous reportons (fig. 3) au diagramme correspondant a f(x), nous

Fig. 3.

-©

Ar
rh

sh

voyons ue le point représentatif du terme ci-dessus admet comme
abscisse la longueur sk, comme ordonnée une quantité égale ou supé-
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ricure A k + 1 — rh. Comme on a

k+rv—rh O —=MWr—+1 _r 1 r
(A—h)s = (k—=")s _:9_+(7‘—-Ius>x’

le point considcére se trouve au-dessus de AB.

Les polynomes G(x) ont, d’autre part, tous leurs coefficients
entiers; leurs contours relativement & p sont rectilignes ¢t de méme
inclinaison que AB. ‘

Dés lors nous pouvons écrire, tenant compte de (2),

(3) P(x) = A, pY" I Gi(&)]™ + SA 5 p*af.

La somme X figurant ici dans le second membre ne porte pas sur les
mémes termes exactement que le méme signe dans (2). Tout point
représentatif d’un terme quelconque A g p*a® est cependant situé au-
dessus de la droite quiici correspond & () et I'exposant 3 est tou-
jours au plus égal a (n —1).

Les lettres A| et A" ont méme signification ue pour le polynome
P() dun° L. Si nous avions suppos¢ f(x) ¢gal au premier des deux
tyvpes signalés de polynonies, nous serions arrivé, par un raisonne-
ment tout a fait analogue au méme vésultat.

3. Par combinaison, enfin, des formules (1) ¢t (3) el en représen-
tant les polynomes (i,(.e) par la notation f;; () dont e but est de
rappeler que /() se deduit de f:(e) de la méme facon que G;(x)
de f(«), nous avons la formule plus générale

(4 PCry= ALY I () 4+ S

dans laquelle P () est un polynome de la forme considérée an déhut
de ce paragraphe. Sous le signe X ne tigurent ue des termes dont le
degre par rapport & .« est au plus égal & 1 — 1 et dont les points repré-
sentatifs dans le diagramme de P’(«0) se trouvent tous «u-dessus du
polygone.

Derniére remarque. — Les facteurs des produits dans les seconds
membres de (1), (3) et () sont déterminés d'une maniére unique.
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Cela comme conséquence des propositions qui seront établies (§ 5
et 7).

§ 5.

L. Tout polynome cn ., P(z), acoefficients ordonnés suivant les
puissances entiéres el croissantes de p, dont le polygone n’est pas
rectiligne, est nécessairement réductible. A ’un quelconque des
cétés du polygone, A;_|A; par exemple, correspond un diviseur
de P (x) dont le poly zone se réduit a une drotte de méme longueur
el de méme inclinaison que A;_ A,

P () est un polynome en = quelconque satisfaisant aux conditions
de I'énoncc ; nous mettons le coefficient de sa plus haute puissance sous
la forme pfA,, A, ¢tant une suite de puissances de p, entiére par rap-
port & p. Le premier terme de A est indépendant de p. Aprés multi-

. . . 1 \ , . .
plication de (&) par la suite +7 et apres réduction des cocefficients,
0

nous obtenons un nouveau polynome Q(2). P(z) et Q(c) admettent
des polygones identiques et, si le théoréme que nous avons a établir
I'est pour Q(.x), il le sera ipso facto pour P(x).

Nous écrivons

Q(x) =pPa"+ A ™" +...+ A,

et admettons que le polynome de Q(x), respectivement P(.r), est celui
de la figure 4 (p. 229).
Nous avons par suite, d’apres la formule (1) (§ 4, n° 1),

(1) Q(z) = p*I fi(x) + ZA5 p*aP.

La possibilité d’une décomposition en facteurs s'établira relative-
ment au troisicme coté, mais la démonstration est générale et se rap-
porterait a n'importe lequel.

2. Soit
ky k ir r

T~ 17 3s s
I'inclinaison, prise négativement, du troisieme coté du polygone.
Journ. de Math. (6* série), tome 1I. — Fasc. III, 19¢6. 3o
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Parallélement & cc troisieme coté, a A, A, (fig. 4), supposons
tracées toutes les droites passant par les points i cotes entiéres. La
distance de deux consécutives comptée, sur 'axe des ordonnces, est

) b

] 'R , ] ] .
égale a = En effet, B, « et 3, a’ étant les coordonnées respectives de

)

deux points & cotes entiéres, la distance de deux paralléles & A, A,
menées par ces points est égale a la valcur absolue de

(2 ~2) + (F—B)p

Mais 7 ¢t s sont premicers entre cux ct il est ainsi possible de déter-
miner quatre quantités 2, o, 3', B telles que expressi i-dessus soit
s, o, B, q xpression ci-dessus soi

v‘“l s I
cgate a -;_

3. A,A,, prolongé de part el d’autre, nous donne la droite Qy
rencontrant Oz au point Q. La parvalltle a Qv menée par le point
représentatif M de coordonndées 3 et «, rencontre Oz en m. Si nous
rapportons M aux droites Q2 et Qv (ue nous prenons comme nouveau
systeme d’axes. nous avons m M comme abscisse et Q72 comme ordon-
née, nouvelles de M. Un changement d’unités permet d’éerire

. .. . o en T,
mM = 3, tandis qu'on a, v, désignant un enticr positif, Qm = -

La figure montre que I'on a

Om—-0Q=Qm,

c’est-a-dire

(2) oz—,fig—[A"—(15+15+...+18)£]=%-

4. Ceci dit, faisons dans Q(x) la substitution

r

(3) T=yp
et voyons ce que I'on obtient, lorsqu’on forme I'expression

1\

Q(y, p)=p

—{A'—\I‘+‘..+I‘\€

la(y, ).
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Un terme quelconque de QQ(x) étant A,g p*xP, celui qui lui corres-

! a
pond dans ) (y,p“), a cause de (2), sera Aggp’ yP.

Il en résulte qu’avec les conventions du n° 3, nous pouvons consi-

1
dérer A A ... Ay comme polygone de Q (y, p) ).
La formule (1) se transforme et devient

11
s

(4 Q ()’, P’) = lIg‘;(y,p%) +Z Aagp%)/p.

1\
Les 2\ y, p) sont égaux respectivement & un facteur, puissance
1

positive ou négalive de p*, prés aux f;(x) transformés par (3). Tousles
termes auxquels se rapporte T ont leurs points représentatifs situés a
Pintérieur du polygone. Sous le signe X, par consc¢quent, tous les expo-
sants v, sont positifs et dilférents de zéro, les exposants 3 égaux au plus

)

an—I.

1
La figure nous dit clle-me¢me ce que sont les facteurs gi<y,p‘).
Pour les cotés d’un rang supérieur au troisicme, pour le sixiéme, par

exemple, on a

1 LT T
! - it Ml
g“ (V. pc) =)1,Lﬁ,»ﬁ+' o+ bop s)/r)‘e /).\‘s+. . CGP s,
pour les cotés d'un rang inféricur au troisiéme, pour le second, par
exemple, on a

. T
tamoi T

2., P)=p by p Ty e,

1
(') Les coefficients des polynomes tels que Q(y, p-") sont des suites ordonnées
1

suivant les puissances croissantes de p*. Il est a peine nécessaire de remarquer
que tous les résullats du § 3 sont encore vrais pour ces polynomes-la. Leurs po-
lygones s’obtiennent de la méme facon que ceux du §3; les ordonnées des points

représentatifs sont, en particulier, les exposants fractionnaires de p. Ce ne sont
1
pas ici, comme on pourrail s’y attendre, les exposants entiers de p°.
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pour le troisi¢me enfin,

1

ga(\y,p"') =g(y)=vS+...+by* 4. +e.

Dans ces expressions T désigne un certain entier positif. Les coeffi-
cients b et ¢ sont égaux d o, 1,2,...0u p—1; les b peuvent s’annuler,
mais les ¢ sont toujours différents de zéro.

1\

8. Le résultant d'un quelconque des polynomes gi(y, p;), i %3,

et de g,(y) = g(y) n'est divisible par aucune puissance de p. Un tel
1

résultant peut &tre envisagé comme un polynome entier en p* admet-
tant un terme indépendant de p. Pour { = 6, ce terme indépendant

se réduit & ¢, pour i = 24 €.

6. Posons (')

(1] glyp) =6y p),
i#£3

gs(.y’/’;)"‘:H()’)’

et démontrons qu'il est toujours possible de décomposer, dans le do-

\

1 1
maine de p’, Q(y,p"’) en un produit de deux facteurs. On aura

17

(5) Q <y, p)= i (, p)a (V y) (P>
ol

(f’(y, p:"\) =G (y, p“) +Z Aafsp‘%.yp,

3’ <.y’P‘) H(_y) + EA«@P;)’{S-

i

Les exposants « dans les deux sommes X, d'ailleurs distinctes, sont
tous positifs et différents de zéro.
Remarquons d’abord que le résultant de H et G se réduit, (n° 3),

(") Toute la démonstration du n® 6 est a vapprocher de celle du § 2, n° 4.
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1
4 un polynome entier en p°, dont le terme indépendant est un entier
non divisible par p. Puis convenons, en vue de ce qui va suivre, que
toutes les lettres H, et G, affectées d’un indice quelconque, représen-

teront des polynomes entiers en y dont les coefficients seront eux-
1

mémes des polynomes entiers en p Les polynomes H; seront tous
de degré inférieur a celui de H, les polynomes G; de degré inféricur
a celui de G.

Ayant maintenant, a cause de (4),

Q <)’, p’)=HG (mod,p:"),

1
nous n'avons, pour établir Ja décomposition possible de Q(y, p‘),
qu'a montrer qu'on peul toujours, en supposant « 21, passer de la
congruence

(V) Qly, 7)) =0 (mod p*),
ou
H=H+ p‘%H1 +p§’H,+. ..+pa_:1Ha_.,
G=G+ p'éGr. +p“g‘G2+...+p¢%lG¢_,,
a la suivante

(7) Q(y, l’é) = <H +p%Ha) (G"f'P%Ga) (modpij_l)-

Or, de (6), découle I'existence d’un polynome entier L(y), de
degré inférieur & celui de Q, a coefficients entiers, et qui vérifie la
congruence

L
s

Q<y, 4 ) —H’G'EP%L(y) (mod pi:_h),

de sorte que (7) aura lieu si l'on peut trouver deux-polynomes H,
et (3, de maniére a avoir

L=HG,+GH, (modp).
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Ces derniers existent effectivement ainsi que le montreraient des
considérations semblables a celles du paragraphe 2, n°® %, puisque le

1
terme indépendant de p*, dans le résultant de H' et G', identique au
terme analogue du résultant de H et G, n’est pas divisible par p.
La formule (5) est ainsi démontrée. La forme méme du facteur

(_y, p) nous montre uc ce pol)nomc admet, comme polygone,
une droite de méme longueur et de méme mclmalson que A,A;. Il en
résulte aussitot, en tenant compte du théoréme, paragraphe 3 (n° 3),

/ 1
relatif a la composition des polygones, que celui de ¢ (), p) sera la
ligne brisée AjA,A A ... A dans laquelle les segments AL A’ et

A’ A, sont respectivement ¢gaux ct paralleles 4 A A, el AJA,.

7. Dans les deux expressions

w(y, pr) e gt il (y, ),

faisons la substitution inverse de (3),

y=zp.

Ceci conduil a deux nouveaux polynomes

xle, ) e 4(s, )

dont les coefficients sont des suiles ordonnées suivant les puissances
1

croissantes de p°.
Nous pouvons, relativement & deux axes rectangulaires, construire

leurs diagrammes respectifs en convenant de considérer comme point
3

représentatif d’un terme quelconque Aaﬁp" «? le point d’abscisse et
d’ordonnée respectivement égales & 3 et a
1\
Si, pour la construction du diagramme de (J<.L p“') nous nous ser-
vons des axes 3Oa dc la figure 4, nous obtenons comme polygone de G
laligne A;ALA,... A,.
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Le polygone de 3¢ rapporté i d’autres axes rectangulaires se réduit a
une droite de méme inclinaison et de méme longueur ue A, A; dans
la figure 4. )

Il nous est donc possible d’affirmer, paragraphe 3, n° 4, que

Fig. §.

1 1

J(:(,::, p“‘) et (J(xp) n’ont aucun diviseur commun dans le domaine

de p

Si, d’autre part, au début de toutes nos considérations nous avions,
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au lieu de (3), fait la substitution
r=yw'p"*
dans laquelle w représente une racine s*®¢ primitive de 'unité, nous
aurions obtenu la relation
()
/s

Q(x)= JC(.z, wp%> ‘J(Z’, “’P‘é>

a la place de celle que nous avons ici ct qui résulte de tout ce qui preé-
céde,

. 1\ !\ l
Q=) = (=, p) gz, r) (v).

( 1 n
Comme 3¢\ z, wp‘> et (,’(:c, wp"‘), ainsi (ue le montreraient leurs

olveones, n'ont pas de diviseurs communs et qu'il en est de méme
v O b
1

1 ( !
de Je(x, p‘) et ¢! w, wp‘), nous avons nécessairement, puisque la

décomposition de Q(x) en facteurs irréductibles, dans le domaine
1

de p°, se fait d'une manitre uniforme,

JC(\'Z"7 pé\) =.’}(’,<.‘L‘, (.0])'%\),
6la, p) = gz, 0p7),

\

1\

1
Les coefficients dans JC(ac, p’) et (.’(x, p“), (que maintenant nous

1
pouvons désigner par Je(x) et ¢(«), ne dépendent donc pas de p* mais
de p uniquement.

Nous avons donc

Q(w) = 3(w)4(«) )

Le polygone de 3¢(.c) est rectiligne, il se réduita un segment de méme
longucur et de méme inclinaison que le segment A, A, de la figure 4.
La proposition du début de ce paragraphe se trouve ainsi complétement
établie.

8. Si, enfin, nous désignons par P,(x) le diviseur de Q(x) se
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rattachant au #me coté du polygone, 3¢ (), par exemple, par Py (z),
nous avons immédiatement :

Q(x) = p“IP,(x) (p)-

Le produit du sccond membre s'étend & tous les diviscurs P;(.x) de
Q(r). k" représente l'ordonnée, prise avec son signe, du point le plus
bas du polygone. On a d’autre part

P(z)=A,Q(x) (),
el, par conscquent, la formule -
(8) P(x)=p"AIP;(x) (p)

dans laquelle chaque facteur P;(x) se déduit de () par I'intermé-
diaire de Q(x).

6'

[V

Considcérons le polynome en x
Ple)y=a"+ A"+ A, x" 2 +...+ A,

dans lequel nous supposcrons les cocfficients 4 caractére entier par
rapport a p. Sil'on a

Ai=a;pfi+ag, p?'+... (i=1,2,...,n),
on aura, par conséquent,
piZo.

Supposons que P(x) soit irréductible dans le domaine de p. Dans
ce cas son polygone se réduit (fig. 5) 4 unc droite AB d'inclinaison

égale a 2.
n
Tout point M représentatif d’un terme de P () est alors situé soit
Journ. de Math. (6* séric), tomell — Fasc. III, 1go6. 31
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sur AB, soit au-dessus. Le polygone de P(«) conduit ainsi aux iné-
galités

Zi>on
L= n
Fig. 5
8 4
\
H
)
]
U
n :'
L
+
H
]
1
]
)
0 n A

pour i=1,2,...,(n—1). Ce fait important constitue, dans les
recherches de M. Hensel, un théoréme fondamental (*).

§ 7.

1. Prenons un polynome quelconque I’(.c) de degré £ dont le poly-
. e L N "
gone soit rectiligne ct désignons, comme au paragraphe 3, n° 1,
par A, pf le coefficient de la plus haute puissance de x, tandis que &”
sera 'ordonnée du point le plus bas du polygone de I’ (x).
Nous pouvons alors ¢erire, aprés introduction de Q(x),

(1) P(x) = p A, Q(x).

Supposons positive l'inclinaison de la droite qui correspond i I(.x);
si celle-ci était d'inclinaison négative rien ne serait changé 4 notre
analyse, le résultat auquel nous aboutirons ¢étant d’ailleurs indépen-
dant de cette hypothése.

Q(x) est alors un polynome en « dont le coefficient de la plus
haute puissance de .« est I'unité. Son polygone est rectiligne, c’est un
segment de droite de méme longueur et méme inclinaison que celui

(1) Hesser, Ueber eine neue Begrindung, etc. (milieu de la page 13).
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qui correspond & P(z). Dans la figure 6 nous I'avons représenté

par AB.
Fig. 6.

PN&#)

[ e uPtuon [Svipise

Ceci dit, Q(x), par application de la formule (3) du paragraphe 4,
n® 2, peut, dans '’hypoth¢se oli nous nous plagons, étre mis sous la
forme

(2) Q(x) =M[G(@)]"+ ZAg p*af,
dans laquelle les facteurs G;(x) égaux a des cxpressions telles que
Lo by pit 4 4 ¢ pPT
se déduisent du polynome entier
Sy =o'+ 4+ b= pir 4 4 cph.

Certains termes de Q(.x) ont leurs points représentatifs sur AB.
Leur ensemble constitue le polynome f(.c); on a de plus

Shm=NA\.
Si nous posons

"

(3) z=yp"
les G,(x) se transforment et deviennent
P (Y4 by ) = PV gi(y),

tandis que de (2), on passe & la nouvelle égalité

.

Q(ypg) = p*’S(y, p;)
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dans laquelle

(1 s(y, 1) = [y ]+ SAu 'y

Sous le signe X, dans le sccond membre de (4), on ne rencontre que
des ¢xposants a positifs et différents de zéro. Dans (2), en effet, un
terme (uelconque de T ( fig. 6) a son point représentatif M au-dessus
de AB; son exposant, par eonséquent, vérifie Vinégalité

s+ Br>hr

Reportons-nous ensuite au paragraphe 4, n® 2, auquel sont em-
pruniées la plupart des notations dont nous nous servons ici. Les
polynomes 2, y*) sont en y* ceux que nous avons appelés a;(¢) de
sorte qu'il suffit de remplacer dans les premiers y* par ¢ pour obtenir
les seconds.

Le résultant de deux quelconques des polynomes g,(y*) est en
conséquence ¢gal & la s puissance du résultant des deux polynomes
Z:(1) de mémes indices et ne peut, de ce fait, étre divisible par p,
puisque deux expressions £,(7) n’admettent aucun diviseur commun
sclon le module p.

On cn déduit aussitét, comme au paragraphe 3, n° 6, la possibilité

. L !
de décomposer S(y, p“), dans le domaine de p*, en un produit de
facteurs de la forme

[V + A p*y?,

d’oit nous tirons, dans le domaine de p ct par unc marche analogue a
celle du paragraphe 3, n°® 7, les diviseurs R,(x) de Q(x),

(5) R;(£) =[G;()]™ + ZAgg p*?.

Jei, comme toujours, dans le second membre de (3), le-signe X
s'¢tend a des termes dont les points représentatifs sont situés au-
dessus de la droite constituant le polygone de R;(x) et qui s'obtient
par la considération seule de [G;(x)]™.

Le produit, enfin, des différents facteurs R;(x) est égal a Q(x).
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Nous pouvons donc ¢crire, a cause de (1), et quelle que soit I'incli-
p ) )
naison du contour rectiligne qui correspond a4 P(x),

(6) P(x) = p" AJIR(x) (p)-

2. Chaque facteur P;(x), dans le second membre de la formule (8)
du paragraphe 8, admet un polygone rectiligne. Chacun d’eux est
donc décomposable en un produit de facteurs analogues aux poly-
nomes R;(x). Si donc nous désignons par P;;(x) ces diviseurs des
;(x), la formule (8) du paragraphe 8 se transformera. Par appli-
cation de (6) et en remarquant que pour chacun des P;(x), i”=o,
A, =1, on obtient '

(7) P(z)=p"AIIP;(x) (p)-

Le produit s’étend a tous les polynomes P;;(x), diviseurs des I’;(«),
diviscurs cux-mémes de I’ (.c).

Cette relation (7) comprend la formule (6) comme cas particulier.
L.e polygone de (i), par conséquent, peut étre quelconque. £” est
I'ordonnéc de son point le plus bas. A; s’obtient de la mani¢re indi-
quée au début du paragraphe 3. '

Chaque facteur P;; (&), cst de 'une des deux formes,

(& oo b5 g - ept Y™ EA G ptua?
ou

(P - baM I pheir e ) - BA g pt ¥,

suivant que I'inclinaison du coté auquel il se rattache est positive ou
négative. Dans le cas de m = 1, le polynome P’;; () correspondant est
irréductible dans le domaine de p, ce qui n’a pas liep nécessaircment
lorsque m est supéricur a Punité.
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DEUXIEME PARTIE.

1. Soit

S(x)=a,2"+a,2a" ' +... .+ a,

un polynome & coefficients rationnels quelconques; par polvnome
équicalent a f(x), dans le domaine du nombre premier p, nous
entendons le polynome en x, que I'on obtient en remplacant, dans
S(.x), chaque coefficient a; par son développement suivant les puis-
sances enticres ct croissantes de p. Ceux-ci s'obticnnent d'aprés les
mcéthodes exposées dans notre premicr paragraphe (§ 4, n® 7 spécia-
lement).

Si F(«x) est, dans le domaine de p, le polynome équivalent & f(x),
on aura

(1 S(x)=1(x) (p),

ct les diviseurs de I (x) seront dits, par extension, diciseurs de f(x)
dans le domaine de p. Le diagramme correspondant a IF(«c) et, dans
cclui-ci, le polygone, seront désignés ¢galement, comme diagramme ct
polygone de f(x), relativement & p (*).

2. Tout diviseur, au sens usuel, de f(x) est ¢gal dans le domaine

(') Dans toutes ces définitions, nous avons fait intervenir le polynome I (.z),
équivalent a f(2). Ceci parait conforme a la nature des choses. S'il ne s’agit
d’obtenir que le polygone relatif & f(x), on peut procéder de la maniére sui-
vante : Ax® représentant un terme quelconque de f(), on prend la puissance
enli¢re p* de p, diviseur exact de A, par rapport a p. Le point, d’abscisse 3 et
d’ordonnée «, est alors représentatif de AxB. Ces points une fois construits, le
polygone se forme de la méme maniére que pour un polynome en .z.
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de p, au produit de certains diviscurs irr¢ductibles de F(x). Si
(i=1,2y...,m)

sont les inclinaisons des m cotés du polygone de f(x) et, si d repré-
sente le degré de P'un des diviseurs de F(i) dans le domaine de p, on

a nécessairement
n
d= 2 WSy

i=1
ol u,; cst I'une des quantités o, 1,2, ... ou A;. Cela en vertu du théo-
réme du paragraphe 3 (n° 3).
Nous sommes donc cn mesure d’énoncer la proposition :

Un polynome f(x) dont les cotés, dans le polygone qui luc cor-
respond relaticement & un nombre premier p, sont d’inclinaison

>~

4 ki 4
===

~

.
i

i — =+
)‘,'S[ -

&

ne peut admettre comme diviseurs irréductibles (au sens usucl)
que des diviseurs de degrés égaux respectivement a certaines des

somines
m
W
24 PiSi

i=1

dans lesquelles w; est U'une quelconque des quantités o, 1, 2, ...
ou A; et oie m représente le nombre des cétés du polygone de f(x).

Les quantités k;, I;, A; 1; s; ont la signification qui leur a cété
attribuée au paragraphe 3, n° 2. Dans le cas ol 'un des cotés est
paralléle & 'axe des abscisses ou se confond avec lui, on prendra
A=, s;i=1.

3. Si, en particulier, lc polygone relatif & f(x) se réduit & une
droite d'inclinaison égale en valeur absolue &

~

r r
$

A.
{

|

-
|
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les sculs diviseurs irréductibles que peut admetire f(x) seront de
degrés égaux & certains des nombres s, 28, 3s, ..., (A —1)s.

.k C e '
Lorsque la fraction ; est réduite, ona {=s, f(x) par conséquent

irré¢ductible.

4. Une aulre proposition, conséquence immédiate de la précédente
el que nous ¢noncerons simplement, est la suivante :

St p, p'y ..., p sont des nombres premiers quelconques et st
0y Q. . Y'Y (KA}
Suis;y XSy, ..., Zuls¥, o, Zwls;

représentent les sommes qui leur correspondent respecticement,
lorsque pour chacun d’cux on construit le polygone correspon-
dant a f(x), seuls les polynomes, dont le degré est susceptible
d’étre égal, simultanément, a une somme de la forme de chacune
des expressions ZuY'sY', pourront étre diciseurs de f(x).

Ce théoréme permettra souvent de conclure a lirréductibilite de

certains polynomes, nous allons en donner un exemple.
Soit
S(x) =252~ 3x* + 152 + 43,

le polygone de f(x), relatif au nombre 5, est donné dans la figure 7,

Fig. 7.

par laquelle on est assuré que, si f(x) est décomposable en facteurs, il
ne 'est que comme produit de deux polynomes irréductibles, I'un du
cinqui¢me ct I'autre du troisi¢me degré.

Relativement au nombre 3, le polygone (fig. 8), qui correspond
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a f(x), nous montre que f(x) ne peut étre ¢gal qu'au produit d'un
polynome du sixiéme degré par un autre du second.

Fig. 8.

9
!
1
1
3

I1y a contradiction; f(.x) est donc irréductible.

b d . 1 ] i) . ’ . .

3. Les propositions tres générales qui prccedent conticnnent,
comme cas particuliers, certains théorémes énoncés déja, mais d’une
manicre Lout i fait différente, par MM. Kcenigsberger et Netto (*).

§ 9.

1. Par application a F(x) de la formule (7) du paragraphe 7, n° 2,
on pourrait, dans chacque cas particulicr, et d’une maniére plus précise
que par les considérations ci-dessus, étre fixé sur lirréductibilité
de f(«)ou le degré de ses diviscurs.

Nous retenons le plus simple de tous les cas qui peuvent se pré-
senter.

Soit f(.c) un polynome & coefficients rationnels, équivalent, dans
le domaine de p, an polynome en

F(x) = 2* + ap"«* + bp* -+ TA 5 p*ab,

(") Nerro, Vorlesungen uecber Algebra, t. 1, p. 56 et suiv. — Ueber die
Irreduktibilitit ganssahliger ganser Funktionen (Mathematische Annalen,
t. XLVII). '

Koenisspercer, {eber den Eisenstein'schen Sats von dert Irreduktibilitét
algebraischer Gleichungen (Journal de Crelle, t. 115). — Ueber die Ent-
wicklungsform algebraischer Funktionen und die Irreduktibilitit alge-
braischer Gleichungen, 1¢* Mémpire (Sitsungsberichie der Kgl. Akad. der
Wiss. su Berlin, t. U1, 1898). fdem, 2° Mémoive (Journal de Crelle, 1. 121).

Journ. de Math. (6¢ séric), tome II. — Fasc. IIl, 1yo6. 32
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r et s sont premiers entre eux, b ¢gal & I'une des quantités 1, 2, ... ou
(p —1) de méme que a, si ce coefficient ne se réduit pas a zéro.
EAqgp®aP représentc un ensemble de termes dont tous les points
représentatifs sont au-dessus du polygone de f(x) qui, ici, se réduit

. . T . LT
a une droite d’inclinaison é¢gale a S

Sf(x) sera irréductible, au sens usuel, aussi bien que dans le domaine
de p, s'il en est de méme, selon le module p, du trinome £ + at + b.
Si p = 2, ce dernier se réduit, soit & >+ ¢ + 1, soit a4 £* +1; dans le
premier cas, f(x) est irréductible, mais, dans le second, aucune con-
clusion n’est possible, puisque

P+r=(+1) (mod2).

Si p, au contraire, est un nombre premier impair, il existera tou-
jours un entier @', vérifiant la congruence

2a'=a  (modp),

et I'irréductibilité de f(.x) aura lieu chaque fois que a* — b ne sera
pas résidu quadratique de p, puisque

P+al+b=(l+a) —[(a)— 0] (modp).

Lorsque a'? — b est résidu quadratique de sans ¢tre divisible
q | )
par p, f(x) est certainement réductible dans le domaine de p, mais
il ne I'est peut-¢tre pas au sens usuel.

Si, enfin, a* — b est divisible par p, la congruence ci-dessus se

b 9 o]
réduil i
C+al+b=+a)? (modp),

et il pourra trés bien se faire que, méme dans le domaine de p,
JS(x) soit irréductible.

2. Soit maintenant f(x) un polynome quelconque et 3(y) le poly-
nome qu'on obticnt en remplacant, dans f(«), « par y + A, ou
h représente un entier arbitraire. Les diviseurs irréductibles de f(x)
et 5(y) se correspondent. Comme souvent le polygone, relatif i f(x),
sc confond avec I'axe des abscisses, 1’y aura avantage, si I'on peut
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déterminer & de maniére & avoir, selon le module p ou suivant une
puissance supéricure de p, f(h)==o, a substituer dans les considéra-
tions ¢(y) a f(x).

C’est cette remarque, du reste, qui semble faire le fond de la démon-
stration d’Lisenstein de I'irréductibilité de 1'équation

LP P+ 1 =0,

dans le cas ol p se réduit & un nombre premier ().

Si, en effet, dans le premicr membre de cette équation, nous rem-
placons .« par y + 1, nous obtenons un polynome 3( y) irréductible,
puisque le polynome qui lui correspond se réduit a une droite d'incli-

. k 1
naison - = ——-

{ p—I1

3. Nous appliquerons 'obscervation ci-dessus en la combinant avec
le théoréme du paragraphe 8, n° 4, pour démontrer Uirréductibilité du
polynome

Sf(x)=ua®—22°+ 28.

Le polygone de cetle expression est donné, pour le nombre 2, par la

Fig. g.

[ S———

‘ I 1 2

figure g. 1l se réduit & une droite et montre que f(x) ne peut étre
égal qu'au produit de deux facteurs du troisicme degré.
On a, d’autre part,

f(1)=o (mod 3?),

(') Eisexstein, Ueber die Irreduktibilitit und einige andere Eigenschaften
der Gleichungen von welcher die Teilung der ganzen Lemniskate abhdingt
(Journal de Crelle, 1. 39).
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et la substitution x = Y+ transforme f(z) en
)=y 0y + 15y + 18y + 9 vi 427,

Le polygone de (y) relatif au nombre 3 est donné par la figure 0.

Il se réduit aussi & une droite et fait voir que les diviseurs de o(y),
s'ils existent, sont tous du deuxi¢me, ou I'un du deuxiéme et autre
du quatricme degré.

Fig. 10,

[, S

g O
w

3 6

S (&) est donc irréductible, ce que nous nous proposions d’établir.

§ 10.

1. Si, dans le polygone correspondant a un polynome f(.x) et
relatif a un nombre premier p, aucun cété w’a méme inclinaison
qu’un cété quelconque du polvgone correspondant a un autre poly-
nome g(x) et relatif aw méme nombre premier p, les dewe poly-
nomes f(x)et g(x) ront, au sens usucl, aucun diciseur commun.

Cette proposition, dans laquelle f(.c) et g(.r) représentent des
polynomes quelconques & coefficients rationnels, est une conséquence
-~

immédiate de celle du pavagraphe 3, n® 3, et comme telle n’a besoin
d'aucune démonstration.

2. Le théoréme ci-dessus exprime une condition nécessaire pour
que deux polynomes admettent un diviseur commun. Celle-ci toute-
fois n’est pas suffisante, mais voici comment on pourra, lorsquelle
se vérifie, étre fixé, dans la plupart des cas, sur I'existence d’un pareil
diviseur.
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Soient :
S(r)y=a,p?2" +a,2"" +...4+ a,,
g(x)=0b,p°x" + b, x™ " +...+ b,

les deux polynomes & coefficients rationnels que nous considérons et
qui, par hypothése, admettent dans leurs polygones respectifs, relati-
vement & p, certains cotés de méme inclinaison. Dans 'expression de
chacun d’eux, nous avons mis en évidence la plus haute puissance de p
divisant cxactement les coefficients de z” ct «™. a, et b, ne sont plus
divisibles par p.

La formule (4) (§ 4, n® 3) permet d’écrire

S() = a,pRILf;;(x) + BA g p*af (p)
g(x) = by ptllg;(x) + LAy p*? (p)-

Si, parmi les polynomes f;;(ix), il n’y en a aucun qui soit identique
N - s e .

a l'un des pol)n.omes g:j(x), nous sommes assurés cue f(x) et g(x)
n’ont aucun divisecur commun.

Sile contraire a lieu (ce qui ne peut arriver que pour des f;; et g;;
correspondant a des cotés de méme inclinaison), f(.x) et g(c) pour-
ront admettre un diviseur commun. Son degré sera au plus égal a la
somme des degrés des polynomes identiques, parmi les f;; et g;;.

Appliquons ceci & un exemple.

~

3. Supposons (ue les deux polynomes a coefficients rationnels f(x)
et g(x) soient, dans le domaine du nombre premier 5, équivalents
respectivement aux deuxi¢mes membres des relations (') :

Sf(x)=0,0002...2%* + 0,0002...2" + 0,02...x°
+0,03...2*+o0,03...2* + 3,...x°
+ 1y X4+ 1,...08 + 0,01...}

g(x) =0,03...2" + 0,04...2° + 0,001...2*

+3,... 8+ 4.2+ 0,4...2 +0,004%....

(') Dans les coefficients, écrits suivant la notation de M. Hensel, nous n’indi-

quons que le premier chiffre parce que seul celui-ci importe pour le but que
nous NOuUs Proposons.



244 G. DUMAS.

Les polygones respectifs de f(.c) et g(«) sont alors donnés par les
figures 11 et 12. Comme dans ceux-ci les cotés A A, et B,B,, A, A,
et B,B,, A,A; et B, B, ont respectivement méme inclinaison, il pour-
rait se faire que f(x) et g(«) aient, au sens usuel, un plus grand
commun diviseur du cinqui¢me degré. 1l n’en est rien, cependant.

Fig. 11,

-} S,

Dans le second membre de f(«), le polynome
Flr)=125%*+ 2.5 + 3%+ &% + 0 + 5*

constitue l'ensemble des termes dont les points représentatifs sont

Fig. 12,

Bo 02

situés sur le contour A A,...A; du polygone de la figure r1. Nous
le remplacons par le suivant :

F () =52+ 5*2®+ j&* + 32* + 32 + 3.5%,
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obtenu en rendant égal & 'unité le coefficient du terme 5*x* dans F(x).
Il a fallu pour cela multiplier F(x) par le facteur 3, auquel conduit la
congruence

2.3=1 (mod5),

puis réduire tous les nouveaux coefficients & leurs plus petits restes
selon le module 5.

Relativement a g (), les polynomes

G(x)=3.5%0+ 30+ 42+ 4.50 + 4.5°
et
G(z)= 5*2* + «* +3x*+3.5x +3.5°

ont méme signification que F et F, dans f(x).
Or on peut écrire (§ 4, n>* 1 et 2)

Fo(e) =052+ 1) (52" + 4) (2 + 3) (x+ §) (2 +52) + DA p55%aP,
Gw)=(52+ 1) (2 + 3)(x + 5) (x + 52) + ZA55% 0P,

ce qui montre, & cause des deux facteurs (xr + 3) et (x + 5?), com-
muns & ces deux décompositions, que f(x) et g(x) ont, au plus, un
diviseur commun du deuxiéme degré.

4. La remarque (§9, n° 2) peut trouver ici son application. Clest
ainsi que les deux polynomes :

fe)y=ut+ 6x°+ 6.0+ 27,

glry=ux'—r122" — 150+ 27

n'ont aucun diviseur commun, bien que leurs polygones respectifs
relativement au nombre 3 soient identiques. Si, en effet, on remarque
que f(1) =40, g(1) =1, on se rend de suite compte qu’aprés la
substitution x = y + 1, () se transforme cn une expression dont le
polygone relativement au nombre 2 est situé au-dessus de I'axe des
abscisses, tandis que le polygone de U'expression transformée de g(x)
se confond avec cette droite.
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§ 14.
1. Soient :

Sf(x)=a,pPe" + a,x™ +. ..+ ay,,
g(x)= by, p°x™ + b,a™ ' +...+ b,,

deux polynomes a coefficients rationnels dans lesquels nous avons mis
en ¢vidence les puissances de p, facteurs de .« et «™; @, et b, ne sont
pas divisibles par p.

Comme conséquence de la formule (8) du paragraphe 3, n° 8, nous
écrivons :

f(x)=a,p" P (x) (p):
g(x) = b,p"Q;(x) (P

les P,(«) et Q; (i) étant les polynemes qui se rattachent a chacun des
cotés des polygones de f(x) et g(.), relativement a p. k) et k), sont
les ordonnées des points les plus bas.

La notion de résultant de deux polynomes entiers s'étend immeédia-
lement aux polynomes en «x. Si donc nous désignons, d’une manicre
générale, par R(g,Y) le résultant de deux polynomes quelconques,
polynomes en x ou polynomes entiers, % et ?, nous avons

G | N =a R e, 1, o)
| = apIR(, Q) )
Cette formule, dans le deuxiéme membre de laquelle le produit
s'étend a toutes les combinaisons possibles de deux facteurs P; et Q;,
peut servir au calcul de la puissance de p qui divise exactement le ré-

sultant R(f, g1 de fet g.

2. Admettons que P; et Q; correspondent & deux cotés, d’inclinai-
sons distinctes, des polygones relatifs & f () et g(x). Les polygones
de P’; et Q; sont alors des droites; soient (.r) et 4(«) I'ensemble des
termes qui, dans chacun d’cux, ont leurs points veprésentatifs sur
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celles-ci. On aura
Py = P = 5(c) -+ SApphs? )
Qj=Q=19(x)+ EAggpsF (P)s
avee g(z) égal a I'un des deux polynomes

(&) =M+ o+ b PI 4+ cp¥,
(&) = aMp¥ . bu I pheir e,

et Y() ¢gal & I'un des deux autres polynomes

Y (o)=L 4.+ ¥ pit e p¥T

'.!/’(1‘) — p).'r' o b p()«'—j)r' "

les coefficients ¢ et ¢ n’élant pas divisibles par p. Sil'ona r=o,

s =1 dans 2’ ou 9", les résultats auxquels on aboutit subsistent; le

signe qu’on attribue & une inclinaison nulle reste d’ailleurs indifférent.
Nous distinguons quatre cas :

. o Y r
Premiercas : 3 =¢, p ='. — Soit, pour fixer les idées, = > -
r
el faisons, dans I’ ¢t QQ, la substitution & = yp*.  se transforme alors
en p” 1, ou

Py=y"+.. .+ by + c—i—pEM(y)

etQenp Q,on
—I(r‘.\'—.\"r)

e cp‘

1 (r's —s'r)

Q= e Uy +p N(y).

Dans ces deux expressions M(y) et N(y) sont des polynomesen y,
1

dont les coefficients dépendent de p*. Ceux-ci ne renferment aucune
puissance négative de cette quantité; ¢ et ¢’ sont deux quantités posi-
tives différentes de zéro. :

Comme maintenant, d’apres la théorie des résultants, on a

R(pP, p7Q,)= P R(P, Q) (p),

Journ. de Math. (6* série), tome Il. — Fasc. IIL, 1go6. 33
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tandis que, d’autre part,

2 S
R(P)«,-P” P .cQ‘) =p2).1).4 R(P”Q‘) (p),

on aura
(2> R(]3’Q)—__—_p)~"~"'[{(]‘”Q.) ()
Mais le résultant R(P,, Q,) ne peut étre qu’une suite a caractére
entier de puissances de 1)'1". Son premier terme est égal & ¢¥¥; ona donc
R(P, Q) =" p*¥' +... (p)
R(P, Q), par conséquent, divisible exactement, dans le domaine

de p, par p

Les trois autres cas se traitent d'unc mani¢re analogue.

. . ey, T r
XS mais ceci suppose I'inégalité 5 > —

Deurxi¢me cas : 5 = 2", ={y'. — On trouve
Y Y

R(P,Q)=c""+... (p)-
Troisiéme cas (identique au précédent) : o =2/, § =",
R(P,Q)=c™+... (p)-

Quatriémecas : 9 =5", Y =1{".

R(P, Q) =c¥p* 4 ... (p)-
W .
Ici, comme dans le premier cas, on a par hypothésc j? > g

Soient, en conséquence et pour résumer, P(x) el Q(.x) dewx poly-
nomes en x, dont les polygones respectifs sont des droites, d’incli-
naisons distincles, situées, en le touchant, au-dessus de ’axe des
abscisses, Uune d’elles pouvant se confondre acec lui; suivant que
les deur inclinaisons sont, ou non, de méme signe, le résultant de
P(z) et de Q(x) est, ou non, divisible par p. Siles deux droites ont
des inclinaisons de méme signe, représentées respecticement en
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valeur absolue par les rapports

k Ar

_[=

’ k' Ao s
< el 5 =T =T
s { Ns s

>

o
le résultant de P(x) et Q(x), en supposant :—, > 5, est toujours
exactement divisible par pP** = p*.

J

v ' . . . ' r 7
3. Reste enfin le cas ou les deux inclinaisons sont égales, - =

Le résultant R(P, Q) cst alors certainement divisible par p*'; mais
il peut I'étre aussi par une puissance supériecure.

Si nous nous placons dans le premier des cas examinés, P et Q, par

7

la substitution z = y p*, se transforment ct deviennent p¥ P, et p*"Q,.
P, est e polynome du premier cas, Q, prend la forme

Q= Y 4 y¥ ¢+ p N(y).

Le résultant de P et Q est divisible par une puissance de p, supérieure

a p*, lorsque le résultant des deux polynomes formés par les termes
P | poly P
1

indé¢pendants de p“, dans P, et Q,, se trouve divisible par p. Si la
chose a lieu, R(P’,, Q,) dans (2), est alors divisible par une puissance
positive de p. Pour I'évaluation exacte de celle-ci, certains termes

€ €
de p'M(y) ct de p*N(y), dans P, et Q,, ceux qui dépendent des
plus petites puissances de p, doivent étre pris en considération.
Une conclusion analogue s’obtiendrait en partant du quatriéme cas.

4. Les résultats de ce paragraphe donnent en conséquence le moyen
par I'intermédiaire de la formule (1), et par 'examen seul des poly-
gones, de déterminer dans des cas étendus, ressortant de ce qui pré-
cide, la puissance de p qui entre exactement dans le résultant de deux
polynomes a coefficients rationnels.

§ 12.

1. Supposons un polynome en x, admettant (fig. 13), comme po-
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lygone une droite AB dont 'inclinaison mise sous forme réduite est

éoalea l
g p

Fig. 13.
. R
Y
\
® L\ )
NN
~
A

On peut alors envisager les points représentatifs des termes de tout
polynome en x, a coefficiecnts ordonnés suivant les puissances crois-
santes du méme nombre premier p, comme répartis sur des droites
paralléles & AB, dont la distance (§ 8, n° 2) comptéc sur I'axe des
ordonnées est égale i 15 . ‘

Nous numérotons ces paralléles a partir de AB et dans l'ordre ol
elles se présentent nous les appelons A, A,, 4;, ..., en désignant
par A, la droite AB elle-méme. Les indices négatifs resteront réservés
pour les autres parallcles & AB, situées au-dessous de AB. kinfin, nous
introduisons une notation en convenant que des congruences telles que

hz)y=o (modAy),
h(x)y=h'(x) (modA, ),
dans lesquelles A (x) et 2'(x) sont des polynomes en i, signilient que

les points représentatifs de /A (), respectivement de h(x) — A'(x),
sont situés sur A, ou au-dessus.
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Si h(x) et A'(x), ou seulement I'un de ces deux polynomes, sont
entiers,la méme définition subsiste ; mais, dans ce cas, les points repreé-
sentatifs de /(x) et A'(x) seront, par définition, ceux de leurs poly-
nomes en x ¢quivalents dans le domaine de p.

Soient maintenant k() et g(x) deux polynomes entiers, vérifiant,
le premier, &(x), la premitre des congruences ci-dessus, le second,
g (), la suivante

g(x)=o (mod4)).

Dans ces deux congruences, K et j sont, par hypothése, aussi
grands que possible.

Nous disons alors que /() n'est pas divisible par g(x), le long
de A, s'il 0’y a aucun polynome entier ¢ (&), cas échéant indépendant
de £, de maniére a avoir

h(e)=g(xr)s(x) (modAy,,).

(&) de son coLé, sera irréductible, le long de Aj, s'il est impossible
de trouver deux polynomes entiers, de degrés respectivement infé-
rieurs 4 celui de g (), {(x) et r(x), donnant lieu & la congruence

g(ey=llx)r(c) (modAj,,).

Nous faisons ces conventions, autant pour simplifier I'énoncé du
prochain théoréme, que pour mettre en évidence le rapport qui existe
entre les congruences, prises par rapport 4 un nombre premier p, et
celles que nous considérons ici. Il suffit, en effet, de supposer ( fig.13)
que AB se confond avec I'axe des abscisses, pour pouvoir remplacer
A, pav p*, dans toute congruence ou intervient le module A,.

Ajoutons, enfin, que la figure 13 se rapporte au polynome f(x),
dont nous allons nous occuper. AB sera le polygone rectiligne, A,
de f(.r), relativement & p. Ay sera la 0™ parallele & AB, tandis
que A, le polygone de g(x), serait, dans la méme figure, une certaine
droite d'indice négatif.

2. Ces préliminaires é¢tablis nous avons la proposition (') :

Sott g(x) un polynome entier qui ne dépend que de x*, a coefi-

(') Pour avoir le théoréme de Schoenemann (M. Baukr, loc. cit.) il suffit de
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cients rationnels, susceptible d’éire mis sous la forme
(.’1:) — s b, o= pr b.: (A—j)$ pir by p¥
g ¥+ b, AP bt pIT -+ by pY,

dans laguelle b, b,, ..., b, sont des entiers par rapport au nombre
premier p, le dernier b, n’étant pas, par rapport a p, divisible
par p; soit g un entier positif, h(x) un polynome entier, a coeffi-
cients rationnels, cas échéant indépendant de & et de degré infé-
rieur a n = \gs.

Si cela est, le polynome entier, de degré n, et dont le polygone,

relaticement a p, est une droite, A,, d’inclinaison égale & g,
(1) J(x) = g'(x) + h(x),

est irréductible, lorsque les conditions suivantes se trouvent réa-
lisées.

a. h(x)=o (modAy), 0 étant égal ou supérieur a l'unite et Ay la
derniére des droites A entrant dans pareille congruence,

b. g(x), irréductible le long de son polygone rectiligne A,

¢. h(x), non divisible par g(x), le long de A,

d. le plus grand commun diviseur de q et 6, égal a l'unitd,

e. le discriminant de Uéquation G(y)= o, non divisible par p,
G(y) étant le polynome entier défini par I’égalité

g(yp§> =p" G(y).

supposer que le polygone de f(x)se confond avec I'axe des abscisses, ou, ce qui
revient au méme, de faire r —=o, s =1, dans I’énoncé que nous avons ici. Les
conditions a, b, ¢ se transforment alors, conformément a ce que nous avons dit
touchant les congruences suivant les lignes 3;. Au lieu de a, on aurait

h(zx)=o0 (modp®), ...,

d reste telle quelle et e se trouve salisfaite d’elle-méme. Ajoutons qu’en déter-
minant, comme dans la note du bas de la page 236, directement les points repré-
sentatifs des polynomes entiers, on peut donner une autre définition des con-
gruences le long des lignes A, absolument équivalente a celle que nous avons
adoptée. Celle-ci rendrait I'énoncé du théoréme indépendant des suites de Hensel.
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3. La substitution
r
— o)
(2) z=yp
transforme g(x) en pM G(y) ou

G(y)=y*+by W+ by* D+ by

A cause de (0) et comme au paragraphe 4, n® 2, on verrait que le
polynome

SO =04+ b0 "+, .+ b ...+ by,

est irr¢ductible selon le module p, irréductible par conséquent au sens
usuel. Si donc nous écrivons

(3) g'(1)=o,

les racines ¢,, t,, ..., ¢, de cette équation seront algébriquement con-
juguces.

Remarquons toutefois que l'irréductibilité de g'(¢) n’entraine pas
nécessairement celle de G(y). On a, par exemple, ¢* + ¢ + 1 irréduc-
tible selon le module 2, alors que

y+y 1= +y+10)(y—y+i)

4. Mettons en évidence les racines de G(iy) et soit
(4) G(y) = =8 —8&) (¥ — &)

Remplacons A(x) par le polynome en z, H(x) équivalent a A(x)
dans le domaine de p.
Décomposons ensuite H(z) en deux parties et écrivons

(5) H(x)=~h(z)+ h"(x) (p)s

I'(x) est le polynome entier formé des termes de H(x) dont les
points repreésentatifs se trouvent sur Ag. De tels termes existent tou-
jours & cause de (a). Si dans H(x) nous faisons la substitution (2),
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s Arg+2 .
nous obtenons, apreés division par p , en correspondance avec(3),la
relation

: £ ! L)
®) ily, 7)) =0+ il ) (¥),
dans laquelle H et H” sont des polynomes cn y, dont les coefficients &

1
caract¢re entier dépendent de p*, H'(v) un polynome entier, & coeffi-
cients égaux a 1, 2, ..., ou (p—1) et ¢ un exposant entier, positif et

o . 0
différent de zéro. L.’exposant Arq + 5 que nous venons de rencontrer,

provient de ce que la substitution (2), effectuée sur un terme A p*.®
dont le point représentatif se trouve sur la droite Aq., transforme

‘Aw,'+——-0fe

celui-ci en Ap * R
Si h(x) était divisible par g (), le long de Ay, il existerait un poly-
nome entier o(x), tel que la congruence

h(x)y=g(x)e(x) (mod A, )

soit vérifice. On en déduirait aussitot, par l'intermédiaire de (2),
I'existence d’un polynome entier, ®(y), susceptible en méme temps
que g () de se réduire & une constante, et tel qu’on ait

H(y)=G(y)®(y) (modp).

La réciproque est vraie également.
L’hypothése (c) entraine donc, avec elle, I'existence de deux poly-
nomes entiers a(y) et T(y), a coefficients enticrs, vérifiant la con-

gruence . ’
H(y)s(y)+G(y)=(y)=1  (modp).
On a donc, a cause de (4),
H (%)o(5)=1 (mod p), (i=1,2,...,As),

d’ot résulte, H'(Z;), non divisible algébriquement par aucune puis-
sance entiére ou fractionnaire de p. Le premier terme du développe-
1 1
ment de H <E,-, p‘), suivant les puissances croissantes de p*, sera donc,
1

par suite de (6), différent de zéro ct indépendant de p°.
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#. Une premiére conséquence de (), c’est le fait que les résultants
des polynomes tels que

(y=ky o (FHY

ne sont divisibles algébriquement par aucune puissance enliére ou
fractionnaire de p.

6. 1. égalité (1) conduit & I'équivalence
(7) F(r)=g'(w)+ H(x) (P)-

H(.e:) représente, comme plus haut, le polynome équivalent & A(x);
F(.r) le polynome équivalent & f(x), dans le domaine de p.

Appliquée a (7), la substitution (2) transforme cette équivalence
en une nouvelle,

1

9 1 :

(8) Fly, p) =160+, ) (#).
!

Or ici, de par le n® 3 et parce que les suites en p’, coefficients des

polynomes (ui s’introduisent dans la décomposition en facteurs, effec-

tuées comme au paragraphe 3, n® 6, sont du type considéré (§ 2,

1,
n°® 6), nous sommes assurés que F(_y, p“) est réductible dans le
1

domaine de p*.

1
s

On pourra toujours mettre K (y, p‘) sous la forme

(7).

(9) F(y, pg) = Ri(y, pé) Si<y, p%)
ou
) 1 ) 1
Ry, ) = (v — 8+ Py, p),

(10) , d ;
) = (222) + PR,

£ est une racine quelconque de P'équation G(y)=o, H; et K; des
Journ. de Math. (6* série), tome II. — Fasc. LI, 1gob. 54
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polynomes en y, dont les coefficients égaux & des suites telles que

1 2
e +e'p e pP+. ..

sont tous & caractére entier. Les €, €\, ... sont tous des entiers algé-
hriques, par rapport & p, du corps R(%;). 9, enfin, est toujours la
méme quantité, celle dont il est question dans (a).

Supposons maintenant 'équation Gi()) = o irréductible; puis
considérons le corps normal ou de Galois (ue I'on obtient par adjone-
tion de toutes les racines %,, £,, ..., %, au domaine des nombres
rationnels. A cause de (¢), le discriminant de ce corps n'est pas divi-

sible par p.

Si done ay, a,.,, ... représentent, par rapport a p, des unités de ce
N
dernier, la décomposition de F (y, p) en un produit de polynomes

en y, irréductibles, et dont les cocefficients seraient des suites telles que

¢ g+t
P o Pt ey

se ferait (§2, n® 6) d’'une maniére uniforme.

De ce dernier type sont aussi les coefficients, mis sous forme réduite,
des polynomes R;; on peut du moins les envisager comme tels. Deux
(quelconques des polynomes R; n’ont, en outre, aucun diviseur commun

(puisque les racines §; sont toutes distinctes); ils sont, d’autre part,
1

tous diviscurs de I <)/, p“) ct la somme de leurs degrés vespectifs est
¢gale & celui de ce polynome. Nous avons donc ce (ue nous voulions
obtenir,

(11) F(y,p§)= f[ Ri()” p'%)-

i=1

Si I'équation G(y)= o n’est pas irréductible, la méme conclusion
subsiste. On le voit facilement et sans avoir a modifier, pour ainsi dire,
les quelques remarques qui précédent.

7. Donnons a ¢, pour fixer les idées, une valeur particuliére 7 =1
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et remarquons que de (8) on déduit

1 ] 1 1
p(5,p)=pulz,p) (),
et, par conséquent, a cause de (10) et (11),

1 BT . O
H(%, p) =H, (5, ) [R5 p) (7).
i=2
1
Si I'on ordonnait le produit suivant les puissances croissantes de p’,

la saite (u'on obtiendrait commencerait par un terme différent de
1

zéro, non divisible par p*. On sait (n° 4) qu'il en est de méme de
!
H ( £ p“‘).

1
I-l,(\’;",p‘) ct, d’'une maniére générale, les expressions H,-(E,-, p’)

jouissent done de cette méme propriété.

‘8. Remplacons maintenant dans R, y par z + £ On obtient alors
un nouveau polynome que 'on peut écrire

R: (:’P}) =51+ pg HI(EH P;)-*- PgZeH: (37 pl*),

ou H; représente un certain polynome en z, dont les coeflicients,
1

suites ordonnées suivant les puissances de p°, sont tous & caractére
entier. e est nn entier positif différent de zéro.

1
n vertu de ce que nous venons de voir relativement & Hi<§,~, p‘)

le polygone, construit en portant en abscisses les exposants de z et en
1

. ! . . T .
ordonnées ceux de p*, devient une droite d’mclmalsona, fraction
réduite 4 cause de (d).

On en déduit aussitot, par application du théoréme du para-
graphe 3, n® 3, ou par extension de celui du paragraphe 8, n° 3, I'ir-

1

réductibilit¢ de R;, dans le domaine de p’; par suite, celle aussi de
chacun des diviseurs R;.
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9. Soient maintenant d(x) un diviseur de f(x), D(x) le polynome
équivalent & d(x) dans le domaine de p- D(x) est alors diviscur
de F(x) et, comme tel, on pourra écrire

D)= +...4 ba¥-9 pit 4. .+ cp¥" + TAup pt i,
NZlrg,

et on EA,gp*a® représente 'ensemble des termes de D(.x) dont les
points représentatifs sont situés au-dessus du contour, rectiligne éga-
lement, relatif & ce polynome. Les coefficients b, ..., ¢ sont égaux
a0,1,2,..., ou (p—1r), le dernier d’entre eux ¢ étant d’ailleurs
différent de zéro.

La substitution (2), effectuée dans D(.x), conduit aprés simplifica-
tion par p*” 4

1 € 1,
D(y, p‘—‘)——-ym—f—...—i—I)y()""j”+...+ ¢+ p""l)’(_y, »),

ot D’ est, comme toujours, un polynome dont les coefficients sont a
caraclére entier. € est une quantité positive diflérente de zéro. '

1 1.

Mais D(y, p“) est diviseur de F(y, p'—“), et, comme tel, ¢gal au

produit d’un certain nombre de facteurs R,. La forme méme de

1
D(_y, p“) nous montre (jue ce produit doit ¢tre susceptible de s’écrire

Nl o+ rro)

Les 7; sont racines de I'équation (3) et le signe 11 doit étre étendu
a certains des indices j =1, 2, ..., A\. T(y) est encore un polynome
en y, dont les coefficients sont, comme toujours, & caractére entier.

Les suites qui multiplient, dans D <y, pz), les différentes puissances
‘,
de y, suites que nous représentons par a;p’, ont d’autre part leurs
coefficients a; tous rationnels. Pour que cela ait lieu, il faut que le
produit ci-dessus s’étende a tous les indices j =1, 2, ..., A.
On a donc X' = Agq, d(x) par conséquent de méme degré, Asqg = n,
que f(x) dont l'irréductibilité est ainsi démontrée.

e —— —



