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ACTIONS EXERCEES PAR UN FLUIDE PARFAIT, 109

s
Surles actions exercées par un fluide parfaut
/
/" . incompressible sur ses parots;
o v
\\ Sooort li
... Pax M. G. COMBEBIAC.

I. — Apercu historique.

Le mouvement d'une masse parfaitement fluide et incompressible,
qui occupe un volume fini ou infini et dans lequel baignent des corps
solides, rigides ou déformables, est déterminé par le mouvement des
parois, lorsque la masse fluide s’est trouvée initialement au repos;
mais il n’en résulte pas que les positions des diverses particules de la
masse fluide soient déterminées par les positions des parois. En parti-
culier, si les positions de ces parois peuvent &tre déterminées par les
valeurs de paramétres indépendants en nombre fini, ces paramétres
ne jouent pas le méme role vis-a-vis du fluide; celui-ci constitue, par
rapport & ces paramétres, un systéme anholonome, ct I'on sait que les
équations de Lagrange ne sont pas, en géncral, applicables a un tel
systeme. Ces équations sont toutefois applicables, par suite de cir-
constances spéciales, au cas qui vient d’¢tre défini, et eclles per-
mettent alors de déterminer les actions exercées par la masse fluide
sur les parois qui la limitent. C'est ce qui résulte de la démonstration
insérée par Thomson et Tait dans I'édition allemande (') de leur

(') Tuowsox u. Tarr, Handbuch der theoretischen Physik, Deutsche Ueber-
setsung, Bd. 1, S, 292-296 ( Braunschweig, 1871-1874).

.
Journ. de Math. (6¢ série), tome II. — Vasc. II, 1906 1)
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ouvrage Natural Philosophy i la suite des objections formulées par
Boltzmann (Crelle’s Journal, Bd. 73) contre emploi (ui avait été
fait de plano des ¢quations de Lagrange dans la premicre édition de
Pouvrage.

Le dispositif adopté par Thomson et Tait, basé d’ailleurs sur une
remarque de Boltzmann, consiste essenticllement dans la démonstra-
tion de la validite, pour le cas visé, du principe d’Hamilton, d’on
peuvent ctre déduites les équations de Lagrange. Cette démonstration
fut reprise par Kivchhoff dans ses Vorlesungen (*).

Cette application du principe d'Hamilton ct des équations de La-
grange au mouvement d'un fluide incompressible suppose expressé-
ment que ce fluide part du repos, c'est-a-dire ¢ue le mouvement
est rrotationnel et acyclique. Llle ne serait pas légitime, en parti-
culier, dans le cas d’un fluide qui occuperait un volume & connexion
multiple limité par des parois fixes et serait animé d’un mouvement,
méme irrotationnel. Kirchhoff ( #) traita dircetement le cas ot le fluide
occupe toul 'espace extérieur a deux anneaux infiniment déliés,
rigides ct fixes et détermina ainsi les actions qui s’exercent entre les
deux anneaux; ces actions sont soumises & une loi analogue a celle qui
régit les forces électrodynamiques, mais clles sont de sens contraire
a celles-ci.

Lnfin Carl Neumann (*) établit la formule géncérale des actions
exercées par un fluide parfait incompressible sur ses parois dans le cas
ou le fluide est animé¢ d’'un mouvement irrotationnel, cyclique ou
acyclique.

L'objet de ce mémoire est d’c¢tablir la formule générale exprimant
les actions exercées par un fluide parfait incompressible sur les pavois
dans le cas ot le fluide est animé d'un mouvement quelconque (con-
tinu), eyclique ou acyelique, rotationnel ou irvotationnel. Cette for-
mule devra nécessaivement comprendre celle de Carl Neumann.

Contraircment aux auteurs qui ont jusqu'a présent traité cette

(") Kircunorr, Vorlesungen ueber Mechanik, §° Aullage, S. 233-250, Leipzig.

(*) Kircunorr, Crelle’s Journal, Bd. 71, S. 273.

(") CGart. Neumass, fyvdrodynamische Untersuchungen, Leipzig, 1883, Bei-
trige su einselnen Theilen der mathematischen Physik, Leipzig, 18q93.
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(Juestion, nous avons écarté toute intervention du principe d’Hamilton,
qui présente I'inconvénient de masquer un peu les circonstances «qui
constituent, en réalité, la base de la démonstration. L'expression
i obtenir a done ¢1¢ directement rattachée aux principes mémes de la
Dynamique en suivant la marche généralement adoptée pour établir
les équations de Lagrange. ‘

Enfin, nous tenons & signaler que la résolution du probléme posé
a été poursuivie exclusivement en employant 'analyse quaternionicnne
et qu’il n’est pas douteux que c'est grice aux simplifications qu’elle
comporte que la généralisation des résultats obtenus par Carl Neu-
mann s'esl présentée comme une application sans difficulté des prin-
cipes de la Mécanique. De fait, elle n’a été qu'une circonstance dans la
rédaction, entreprise pour notre usage personnel, d'un résumé d'Hy-
drodynamique en quaternions. Dans le présent Mémoire, les formules
(uaternioniennes primitives ont été traduites dans la notation ordi-
naire, sous réserve de quelques simplifications d’écriture, que le lectear
voudra bien nous accorder.

1I. — Notations et formules générales.

La question traitée exige le maniement d’un assez grand nombre
de vecteurs. Afin d’éviter I'introduction des trois composantes qui
déterminent chaque vecteur et d’alléger dans une mesure trés notable
I'analyse, qui deviendrait sans cela trés pénible a suivre, un vecteur
sera représenté par une scule lettre, non seulement dans le discours,
mais encore dans les formules analytiques et dans les opérations
mémes du caleul; il suffit & cet effet d’adopter quelques conventions
tellement simples et naturelles (il est & peine besoin de les énoncer
explicitement.

Tout d’abord, le signe de I'addition numérique sera également
employé¢ pour exprimer P'addition vectorielle, qui est d'un usage
courant ct qui jouit des mémes propriétés formelles.

Les relations géométriques qui interviennent dans les formules sont
en nombre trés restreint. De fait il suffit, pour les exprimer, d'intro-
duire deux notations spéciales pour représenter les deux fonctions
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¢lémentaires auxquelles donnent licu deux vecteurs; on y adjoindra
une troisicme notation s’appliquant & une fonction de trois vecteurs.
F, F et F” désignant trois vectcurs ayant respectivement pour com-
posantes suivant les axes de coordonnées X, Y, Z5 X/, Y/, Z'; X, Y7,
Z"; I'on posera

[FF = XX+ YY + ZZ',
VE) =(YZ = ZY', ZX' — XZ', XY — YX'),
(1) X Y 7|
[FFF )= | FO0F)| = |9(FI)I )| =| X' Y 7|
\" Y I

Il reste & réaliser une adaptation des notations du calcul infinité-
simal au maniement direct des quantités complexes ainsi considérées.
La définition de la différenticlle d’un vecteur résulte évidemment de
celle de I'addition, ct il est inutile d’y insister. I étant un vecteur
fonction d’une variable numérique ¢, on posera donc

')) dlf _ dX dY 7/
(2 =\ @ a)

Les notations usitées pour les dérivées partielles sont, elles aussi,
dircctement applicables.

1l convient également de prévoir le cas ou la variable indépendante
est un vecteur ou encore un point @ de coordonnées x, y, 5. La diffé-
rentielle d’une fonction quelconque de @, numérique ou vectorielle,
s'exprime alors en fonction des dérivées particlles de cette fonction ct
des accroissements dx, dy et ds qui déterminent le vecteur dp.. Nous
poserons, pour ¢viter 'introduction explicite des coordonnées x, y
et 5

J I

. o OF ¥ oF ,  dF
(3) dt ..—_(—);d.c—i—b‘—y(l)f—*- Et..:(—l;(dy.),

. dF . C .
ou (i) cst une fonction linéaire homogéne de dx, dy ct ds.

. dF . . R T . .
L’expression 7o qui constilue une généralisation de la notation ordi-
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naire des dérivées, représentc une opération lincaire homogéne.
Cette notation se préte ¢légamment & tous les besoins du calcul infini-
tésimal; mais clle ne sera employée ici qu'a titre de simplification
d’écriture, et il est inutile, par suite, d’en développer les propriétés.
Un vecteur I fonction de point donne lieu a deux fonctions diffé-
rentielles, qui interviennent constamment dans I'étude des champs
vectoriels. Il importe d’attribuer & ces deux fonctions des symboles
simples. On posera donc
X  JdY I/
iz oy v oz
v o1 Jd7.  JdY oX J7. 9Y JX
e (- E )

Vv, =

’

Enfin, U étant une fonction numérique de point, on désignera
par YU le vecteur qui 'admet & titre de fonction potenticlle, c’esl-
a-dire que 'on posera
(d) VU:(%%, (())—}Li: %g)

Les notations introduites par les formules (1), (2), (3), (4) et (3)
suffisent 4 permettre toute application de I’Analyse mathématique
aux vecleurs sans qu'il soit nécessairc de les représenter par leurs
lrois composantes.

On rappelle que V, F s’appelle la divergence du champ vectoriel
déterming par I¥. Un champ dont la divergence est nulle en tout point
est dit solénoidal. Cest le cas du champ déterminé¢ par la vitesse d'un
fluide incompressible.

Le vecteur 3 V, I scra appel¢ la rotation élémentaire du champ. Un
champ dont la rotation ¢lémentaire est nulle est dit irrotationnel.
C’est, comme on sait, la condition nécessaire et suffisante pour que le
vecteur du champ admette une fonction potentielle.

La rotation élémentaire a une distribution solénoidale; par suite,
si 'on considére un tube infiniment délié ayant ses génératrices tan-
gentes en chacun de leurs points 4 la direction de la rotation élémen-
taire en ce point, le produit de la section du tube par la grandeur de la
rotation élémentaire sera constant tout le long du tube. Ce produit
definit Vintensité tourbillonnaire du tube. L’espace occupé par un
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champ sera suppos¢ divisé en tubes de cette sorte se fermant sur cux-
mémes ou s¢ terminant aux surfaces limites : ce sont les filets towurbil-
lonnaires du champ. '

On appelle circulation le long d’unc ligne fermée L. la valcur de

Iintégrale
f F,dl,
L

ol dl désigne un ¢lément linéaire de la ligne L. et I¥, la composante du
vecteur F suivant la direction de cet élément. Dans un champ irrota-
tionncl, cette intégrale est nulle pour toute ligne fermée susceptible de
s¢ réduire & un point par déformation continue sans sortir du champ.
Clest ce qui est réalis¢ pour toule ligne fermée lorsque le champ
occupe un volume & simple connexion ct, par suite, que le champ
admet une fonction potenticlle uniforme. Lorsque le volume occupé
par le champ est a connexion multiple, la valeur de la circulation est
la méme pour toutes les lignes fermées susceptibles de se réduire les
unes aux autres par déformation continue sans sortir du champ. 1l
suffit donc d’envisager les valeurs de la circulation qui sont relatives
a certaines lignes fermécs convenablement choisies en nombre égal au
degré de connexion du volume occupé par le champ. Ces valeurs
seront appelces les modules de circulation du champ. Lorsqu'elles
sont nulles, le champ est dit acyclique.

Dans un champ rotationnel, la valcur de la circulation dépend de la
rotation élémentaire. Mais, si I'on retranche de cetie valeur la partie
due 4 la rotation élémentaire, on obtient une quantité (ui jouit des
mémes propriétés que les modules de circulation dans les champs
irrotationnels. On peut donc ¢tendre cette notion aux champs rota-
tionnels.

Moyennant les diverses définitions ci-dessus rappelces, I'on peut
énoncer la proposition suivante :

Un champ vectoriel ayant des dérivées premiéres déterminces
et conlinues en tout point est déterminé d’une maniére univoque
par les données suivantes :

1° Valeur de la composante normale en tout point des surfaces
limites;
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2* Vecteur représentant la rotation élémentaire en tout point ;
3* Valeurs des modules de circulation.

Celte proposition s’applique aussi aux champs vectoriels s’étendant
4 l'infini moycnnant certaines conditions que nous supposerons réali-
sées dans les champs que nous aurons & considérer.

Il nous reste & donner, sous la forme correspondante aux notations
adoptées, les formules générales auxquelles il sera fait appel dans
cette ¢tude. '

Etant donné un champ vectoriel occupant un volume 'V limité par
des surfaces dont 'ensemble sera désigné par S, on désignera par 3«
un ¢lément de ce volume, par ¢o 'aire d’un élément superficiel de S,
par v le vecteur de longueur égale a 'unité dirigé suivant la normale
a4 cet ¢lément superficiel vers I'extéricur du champ. La composante
normale du vecteur du champ en un point de S a ¢videmment pour
expression, suivant notre notation, [vF]; elle sera souvent aussi
désignée par I+,

Le théoréme dit de Gauss sera dés lors exprimé par la formule
sutvante :

(6) fV.FrJ-. = [[vF)3s =fF"3°'
v ~'8 s

Cette formule est ¢galement applicable aux champs s’¢tendant
a l'infint moyennant Padjonction au systéme de surfaces S d'une
sphére de centre déterminé et de rayon croissant indéfiniment. Pour
les champs que nous aurons & considérer, I'intégrale relative & cette
sphére aura une valeur nulle et il n’en sera pas question.

On cmploiera, en plus de la formule (6), trois autres formules,
dont la démonstration consiste uniquement en développements de
calcul (ces développements s’effectuent avec une extréme simplicité
en quaternions). Ces formules sont les suivantes :

(5> V,(UF)=UVF+[FVU] (U, fonction numérique),

(8) V[FI|=T0(F)+ 95 (F) + B(FV,F) + B(FV,P),
(9) v, 9(FF) = [F'V,F] — [FV,F],

dlF

(10)  VOFF)= O

(F) — 4E(F) + ¥V, — 'V, F.
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III. - Propriétés cinématiques.

On considére un fluide parfait (sans viscosité ) incompressible, dans
lequel peuvent baigner des corps mobiles et qui occupe un espace
limit¢ par des parois mobiles ou s’étendant & I'infini, mais dans ce
dernier cas avec la condition que le fluide est au repos a Uinfini. Le
fluide est soumis a des forces extéricures quis’exercent sur les ¢léments
de volume et qui admettent une fonction potenticlle.

Le mouvement d’un tel fluide réalise les conditions suivantes :

1° Toute particule du fluide qui se trouve, & un instant déterminé,
en contact avec les parois conserve cette propri¢té, ce qui s'exprime
analytiquement par I'égalité a tout instant des composantes normales
aux parois des vitesses de la particule du fluide ct de la particule de la
paroi;

2° L’accélération aux divers points du fluide admet une fonction
potenticlle, proprié¢té qui se traduit par les suivantes (proprictés
d’'Helmholtz) : les modules de circulation relatifs & la vitesse du fluide
restent constants; un filet tourbillonnaire reste constitué par les mémes
particules (par suite posséde une individualité matériclle) et conserve
en outre la méme intensité.

Le mouvement du fluide est dés lors déterminé par les donncées
suivantes :

Mouvement des parois;

Valeurs des modules de circulation & un instant déterminé;

Rotation ¢lémentaire aux divers points du fluide & un instant
déterminé.

Le mouvement des parois déterminera @ tout instant les compo-
santes normales de la vitesse du fluide; les valeurs de ces composantes
¢t des modules de circulation complétées par la rotation ¢lémentairve
permettront, d’aprés la proposition rappelée dans le paragraphe précé-
dent, de déterminer le champ de la vitesse & un instant déterminé. On
pourra des lors déterminer la position des filets tourbillonnaires a I'in-
slant suivant, ct, par suite, les modules de circulation restant d'ailleurs
constants, on aura pour cet mslant des données de méme nature que
pour l'instant initial. Le mouvement du fluide est done bien déterminé.
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Supposons que la position des parois qui limitent le fluide soit
déterminée par les valeurs de » paramétres ¢y, ¢,y .., ¢, de facon
que les parois laissent toujours au fluide le méme volume. Dans ces
conditions, la présence du fluide n’impose aucune condition aux para-
mdétres ¢, ¢, ..., ¢,. Soit 4, ¢\, ..., ¢, les dérivées des paramétres
par rapport au temps /.

L’on sait que la vitesse ¢ en tout point du fluide peut étre décom-
posce en deux autres, qui se déterminent séparément, savoir : une
composante ¢, déterminée en fonction de la distribution de la rotation
¢lémentaire, des modules de circulation et de la position des parois,
c’cst-a-dire des paramétres ¢,, ¢,, ..., ¢,, et une composante ¢, dé-
terminée en fonction de la position des parois et des composantes nor-
males des vitesses des divers points de ces parois. La grandeur de cette
dernicre croit proportionnellement & ces composantes normales quand
celles-ci sont multipli¢es par un méme nombre; elle s’exprime donc,
ainsi que le polenticl dont clle dérive, par une fonction linéaire homo-
gene des dérivées ¢, ¢, ..., .. On posera

(1) (‘:(«“,-i—-v,:Ao—i—ZA,-(/; (A;= V?i),

Ay, Ay, ..oy A, étant des vecteurs fonctions de point et dérivant de
fonctions harmoniques.

Les formules (1) expriment les Liaisons du fluide et des parois. On
reconnait facilement (ue, méme dans le cas ot le mouvement est
irrotationnel et acyclique, c’est-a-dire ol ¢, est nul, les positions des
particules fluides ne sont pas déterminées en fonction des paramétres.
I faudrait pour cela que I'on ait constamment et en tout point

0\, | A, _OA; | OA;,,
ag; 0w ()=, + 5y (Ao

Ainsi & tout mouvement des parois correspond un et un seul mou-
vement irrotationnel et acyclique du fluide; mais il ne s'ensuit pas
que la position des parois détermine celle des diverses particules du
fluide, autrement dit, que les positions de ces particules soient des
fonctions des paramétres ¢. En général, au contraire, lorsque les
parois reviennent occuper une méme position apreés avoir accompli un
mouvement, il n’en est pas de méme pour les particules fluides. A ne

Journ. de Math. (6° séric), tome 1I. — Fasc. LI, 1gob. 16
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considérer que les mouvements ivrotationnels et acycliques du fluide,
celui-ci se comporte, vis-a-vis des paramétres ¢, comme un systéme
anholonome.

Un déplacement virtuel des parois déterminé par les aceroisse-
ments ¢¢,, 4., ..., 8¢, des paramétres cst compatible avec une
infinit¢ de déplacements virtuels du fluide, parmi lesquels se trouve le
déplacement irrotationnel el acyclique

(2) 8!L=21\i8q,'.

Nous avons & ¢tablir un-certain nombre de formules, qui seront
utilisées dans la suite.

En désignant par ¢ le potenticl d’ott dérive ¢, et cn appliquant les
formules 1L (6) et (7) au vecteur 4¢,, en observant que les compo-
santes de ¢, normales aux parois sont nulles, on a

(3) fv[oov.jé}: =lea(‘o,,‘0‘0‘=0.
$

La formule (3) résulte uniquement du double fait que ¢, dérive d'un
potentiel et que ¢, donne licu, aux divers points des pavois, & des com-
posantes normales nulles. On a donc de méme :

(4) [‘OOA;]S‘T:O
et également

(5) [[qu}q]S'::o,

car le vecteur A; dérive d'un potentiel, la dérivation par rapport & ¢
étant évidemment commutalive avec les opérations de dérivation
géomeétrique.

Si 'on désigne par T la force vive du fluide, on a

T=15 115+ f 1o 3+ 4 f 165157,
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et, en raison de (3),

(6)

ll

1515+ ip [ )& = Tor T,

en désignant par T, la‘valeur de la force vive due a ¢,, c’est-i-dire de
celle qui correspond a v, = o, et par T, la valeur de la force vive
due & v,

Avant de déterminer de quelle maniere varient Ty et T, avec les
divers c¢léments dont ces expressions dépendent, il est nécessaire
d’¢zblir une formule géncérale.

(4.1 92, .-+, ¢y &) étant unc fonction des paramétres et de ., I'in-

tégrale ¥ ::j '{.fa": ne dépend plus de w et est uniquement fonction des

il . . :
paramétres. L’accroissement - 0(1, de W est égal i la somme des

accroissements relatifs a tous les éléments fluides, de sorte (que I'on a

o

J a
(7) «T«Tf:«)r/.f*": %8» (A3

Cetie formule supposc toutefois que ¢ est unc fonction uniforme
dans tout l'espace occupé par le fluide; dans le cas contraire, il serait
nécessaire d’ajouter au second membre un terme relatif & la variation
brusque que subirait § pour certaines particules du fluide. La for-
mule (5) ne devra donc étre appliquée qu'a des fonctions uniformes,
numériques ou vectorielles d’ailleurs.

La formule (7) va nous permettre d’exprimer la dérivée de T par
rapport au temps. On a

. art, ()l, 4)[' ,
(8) Tt —‘Z()q +z l)r/

On sait que 'on peut mettre le second membre de cette formule sous
une autre forme. On a, en effet,

ary . _d ~ JT, - “d, oT\
it = (2 ) ~ 2| a5 a )
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et, en outre, T, étant une fonction homogéne quadratique des dérivées

E Jq; q’ *

De ces deux relations combinées avee (8) résulte

dT,__ d /0T . JaT,
% =2\ 55— e

formule qui, en posant,

d JT aT
doo—— 1
(9) Pu=g dq; ~ 9q;’
peut évidemment s’écrire
(10) dT =3P dy;.

On a enfin, dans le cas qui nous occupe,

JT,
(11) o d(, /[& Alc=

Nous allons démontrer la formule
T, N A 1 ) LN N
(]2> W ZFLl‘J‘LA(quilOu+r‘£["z)§(‘.‘)‘\g_~.

Cette formule correspond i la propri¢té ui permet de déduire les
équations de Lagrange de I'équation qui exprime les deux principes
combinés des vilesses virtuelles ¢t de d'Alembert. Dans le cas actuel,
les paramétres ¢ ne sont pas ceux du systéme dont la force vive T, est
en jeu. Mais la vitesse ¢, d’un point de ce systéme a une expression de
la méme forme que si la position de ce point était effectivement déter-
minée par les valeurs des paramétres, avec la différence que les coeffi-
cients de ¢\, ¢, ..., ¢, ne sont pas les dérivées particlles d’une méme
fonction de ¢, ¢,, ..., ¢,- On sait que cette circonstance caractérise
le cas des systémes anholonomes et qu'elle ote toute validité au fonde-
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ment de la transformation de Lagrange. C'est donc sur des circon-

stances particuliéres au cas traité que doit étre basée la démonstration
de la formule (12).

On a, en appliquant la formule (7) & la fonction T,

‘:)1(; f\l d‘q'] ot + of[v.%%’(A)]Bc
29.[[(',EA;vq;]a‘:+p‘[[v. ‘%‘(A)g;.Jsc.

1l suffit donc de prouver I'égalité

Jvididis o o o 0|3 = [[loAgls + [ e G |2

Les vecteurs A7, et A; ayant, comme les vecteurs A et A; dont ils
sont les dérivées, une distribution solénoidale, les formules IT (6)
ct (7) donnent

[HlvA,1% .—_-f|v,A;,,_|3:,
S A4

L4118 = [0, 135,

I.c vecteur

(0, =V).

()A

AW
o u )

Ta (D)

a ¢galement unc distribution solénoidale, car il représente la rotation
clgmemalre du champ déterminé par le veeteur Y(AA;). On a, par

suite, ’ —
L4la a0 ]e - [4]r 5w
[T [
L’égalité & démontrer devient donc

fsq;[vA:,__](o‘c +fsv,b|'y g%(A,.)] 3 =fsq,[v,\;,,|‘aa +‘/s"q,[y %%(A)]Sc,
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ct, par suite, il suffit de prouver que I'on a en tout point situé sur la
surface des parois
[VA ] + {\/%3(1\;)] =[vA;, | + [v‘%m)‘.

Une particule fluide qui se trouve & un instant déterminé en conlacl
avee les parois conserve cette propriété dans tous les mouvements
ultérieurs du fluide qui ont ¢té définis comme élant compatibles avee
ceux des parois ct, en particulier, avec ceux de ces mouvements qui
sont irrotationnels ct acycliques. Ceux-ci sont définis par la for-
mule (2), de sorte u'a tout mouvement des parois correspond un ct
un seul mouvement irrotationnel et acyclique du fluide. Par exemple,
a un déplacement virtuel de ces parois dans lequel les accroisse-
ments 8¢,, 8¢,, ..., 8¢, sont nuls & I'exception d'un seul ¢ corres-
pond un déplacement irrotationnel et acyclique du fluide déterminé
par

Su = Adg,

et I'accroissement correspondant d’une fonction ¢ considérée comme
afférente a une particule déterminée du fluide primitivement située
au point g a pour expression

%89 + 5 (A)3q.
Soit
f<P"qu:7 .- -,’(/,.) =0

I'équation d’une surface formée par les parois ou par une portion de
celles-ci. On peut, d’apres ce qui précéde, dériver cetle ¢quation par
rapport & ¢ en y considérant g comme la position d’une particule
déterminée du fluide en contact avec la paroi. On peut également
la dériver par rapport 4 ¢; dans les mémes conditions. On obtient ainsi
les deux relations

[AVf I+ fo=0,  |MVf]+ fl=o.

On peut encore différentier ces deux nouvelles relations, la pre-
miére par rapport & ¢;, la scconde par rapport i ¢, toujours dans les
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mémes conditions, ¢’est-i-dire en considérant les divers éléments quiy
figurent comme afférents & une particule fluide déterminée dont lc
mouvement suit celui des parois de la maniére définie plus haut. Kn
tenant compte de la commutativité des opérations de dérivation par
rapport & ¢ avee les opérations de dérivation géométrique exprimées
par V, on obtient les deux nouvelles relations

%/ Al [ AD |+ 1AV, + [A LA |+ £+ AT/ =o,
A . Jav . ,

9/ A+ | ) [+ (AF 1+ [AGL O+ fra+ [ATF =o.
In les retranchant membre & membre et observant que 'on a

" . ov/s ) Y ;
./‘I/l[,‘:./‘l/,‘l[, [\ W(I\I)I = [Al—_."_/j(A)l,

il vient
S/ A+ [ A0 | =154, 1+ | 54 |-

On peut évidemment remplacer dans cette relation Vf par v, et 'on

obtient alors la relation qu'il s’agissait de démontrer. La formule (12)
est donc acquise.

Exprimons mamtenant — - Ona

[ e e
ai A R LA RS I L A CE O L
¢ o0 Ge )3

. e . e de 4,
On a vu que, dans les fluides parfaits, I'accélération - dérive d'un

polentiel. 1l en est évidemment de méme de la dérivée %%; enfin le

veeleur %(;,) dévive, d'aprés la formule II (8), de la fonction §[¢?].
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Par suite, d’aprés une propriété plusicurs fois appliquée, les trois
premiers termes du dernier membre sont nuls, et I'on a

fl“‘du:(‘“)»la:’

On peut mettre le second membre de cette formule sous une autre
forme. On a en cffet, d’aprés la formule 1I (8),

V[eoo ] = %('\)—l— d('(vo) —¥(20w0,), (01‘1 W= iV._,v)

et, par suite, par I'application de la formule 11 (7),

de,

Virolewed = [ra G2 (e0)] + [ gm0 | = [re2wed,
et enfin, par 'application de la formule de Gauss,
(a) f[co 0"(( ]3— +f[cod"(‘(.)J [[c",zwv,]gt.
On a, d’autre part, par I'application de la formule I (10),
e (o) — T (o) =VaB(ry0).
D’ou, par I'application de la formule II (),

[ 520 = [R5t (v0)] = [es Va0 ()]
= [e,0,Vato] — Vi | B[ ¥(0,0)))!
= [rut‘, 2“’] -V, 2"0["0‘)«] - "!["3]:’

D’ou enfin, moyennant I'application de la formule de Gauss,

Lo 2 o]~ [ 2 con] 3

:fv,,,[vﬁ]&r —f[vozwv.]3':.
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Les relations (a) et (&) sont réunies dans la suivante :

eT + f[vo 2w, |87
. Jy _

de, , S . vy \ ]
sf Vo'_“' ¢ ]o.————f[to ()—P.-(&o)

= i calvi]es.
S

(13)

Posons

H

\ P f ErH Ol

(11) ; = ")/":(A ] e /f[s;,zw;\,-]S‘:

J L
! =3 fx\,,,l() ]oa—+—pf|A 2w 0, | 97

Il vient
dT ,
@ = =Petis

formule qui peut ¢videmment s'éerire
(13) drT _...Po,-dq,-.

On a donc, moyennant les formules (10) et (13),
(16) dT = dT,+ dT,=2P,;dg;+ 2P, dg,.

On voit que dT est nul lorsque les parois restent fixes, ce qui est
conforme aux principes de la Mécanique, puisque le travail des forces
excrcées sur le fluide est nul dans ce cas. Lorsque le mouvement du
fluide est irrotationnel, la force vive est uniquement fonction des
paramétres et de leurs dérivées; T, est uniquement fonction de ces
paramétres, ct I'on a alors

JdT,

Poi: '()_(7',"

Nous avons encore 4 établir une formule préliminaire. On a, par la

Journ. de Math. (6* sivie), tome 1L — Fasc. I, 1qo6, 17
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voie qui a conduit aux formules (a) et (b), les relations

L["o%&("i)_]&+f["o(();,'(A)] T=o0,
(Lol o
—_:fv.n[voA]&: —fA,,[vov.]Sc —fv[A 2w9,]81.

Ces deux relations peuvent étre réunies sous la forme suivante :

., 2£[('0%%(c‘,)]37 =f[ o‘;’: ]8- - {[o d"'(A)]g-
(17) = [1eulesA] = A feoni]jdo
—fv[A 2w 0,]01.

Dans le cas ot le mouvement est irrotationnel, le second membre
de la formule précédente peut prendre une autre forme. Le champ
déterminé par la vitesse ¢, ne dépend, dés lors, que des paramétres g,
puisque les modules de circulation restent constants pendant le mou-
vement. On peut donc assigner une signification précisc a I'expres-
sion ¢,

Le]a posé, de la formule déja utilisée,

f[c, ¢o] 6T = o,
v

on déduit, en dérivant par rapport a g,

fv[o, 18 +f‘li’0—p(m] & +£[‘.‘0%%(A)] 5=

On obtiendrait de méme

fv[AZv;,,.-%{]S't—i—jv‘[Az——‘:(v.)] ot +fv[v°%§(v‘)} 8 =

En retranchant ces deux relations membre & membre et observant
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que les seconds termes sont égaux entre eux, I'on obtient
ol dA bl — d"i
S[egren] s [ [ )] 2
= fv [o19%132 — [ [AZe,,.q/] 5.

Dans le cas qui nous occupe, le vecteur ¢, admet une fonction
potentielle 3,. On a donc

’ ’
Yog; = V?"’h
et, par suite,

[oelel = G20, [AZd,q]=3[2u(a)g)]-

Posons
1] ’ (\_
Gizf?Q,,iS‘c, G=£?°7°"
v

On a, en appliquant la formule (7),

2(33 i)?,) ,—f[d%q(ﬁ’) Zd%"‘(A)]q{‘o\':.

On a donc enfin, pour I'expression du second membre de (17),
9A 5 99, 9G  9Gy
fv[ °7)11(")]°' —ﬁ{ (A>] 2((’(1: 0{1)9‘"

IV. — Actions sur les parois.

L'effet d’'un groupe de forces sur le mouvement d’un systéme maté-
riel dépend uniquement de 'expression du travail de ces forces dans
tout déplacement virtuel du systéme. Nous nous proposons de déter-
miner une expression du travail 6L développé par les pressions exer-
cées par un fluide parfait incompressible sur les parois qui le limitent
dans tout déplacement virtuel de ces parois.

Le fluide d’une part et les parois de 'autre constituent deux systémes
matériels (S) et (8’) ayant entre cux des liaisons telles que le travail
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des forces qu’elles développent est nul dans tout déplacement de I'en-
semble compatible avee ces liatsons. Le travail développé dans un
déplacement quelconque de (S°) par les forces exercées sur ce systéme
en vertu de ses liaisons avee (S) est donce ¢gal ct de signe contraire au
travail développé par les forces de liaison exercées sur (S) dans tout
déplacement de S compatible avec le déplacement considéré de (S').

On cst donc ramené a déterminer le travail des forces exercées
par (8') sur (S) dans un déplacement virtuel de (8) compatible avec
le déplacement virtuel considéré de (8). Ce dernier travail, c'est-
a-dire — ¢L, se détermine facilement en fonction du travail des forces
extérieures qui s'exercent sur (S) et des ¢léments du mouvement de
ce systeme. Sil'on désigne par €W le travail des forces extérieures et
par ¢l le travail des forces d’inertie, I'équation générale de la Dyna-
mique, appliquée a (S), s’écrit

SW - 3L ol = o,

ou, en désignanl par p la densité constante du fluide et par ¢ sa vitesse
(cn grandeur et en dircclion) en un point quelconque .,

(1) 3L =W — pj[;—(z 8};] .
|

Si la force extérieure ¢F agissant sur un élément du fluide dérive
d’une fonction des forces ¢V, on a

W = pf[l*‘o\y.]f}:: prVS‘:,
Al \)

et, si 'on suppose la valeur de V déterminée cn toul point de I'espace
indépendamment de la position du fluide ct des parois,

3\V=p3f\’3“:.
:

La variation qui figurc au second membre est évidemment égale 4
la somme des ¢léments ajoutés a I'intégrale en raison du mouvement
des parois. Le déplacement virtuel d'un point de la paroi et le dépla-
cement virtuel du point du fluide en contact avec lui ont méme compo-
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sante normale; on a donc finalement
eW =158 Vor = V[vou]ds.
(2) va ot Of [vou]oo

Pour exprimer le second terme de ¢L, 'on supposera, comme dans
le paragraphe précédent, que la position des parois est déterminée
par les valeurs de r parameétres ¢,, ¢,, ..., ¢,, et 'on a vu qu'un
déplacement virtuel de ces parois déterminé par les accroisse-

N N . . L) v
ments ¢g,, ¢, ..., 0, est compatible avec une infinité¢ de déplace-
ments du fluide parmi lesquels se trouve celui qui est déterminé par

8‘.& = 2A,'89,'.
On a donc

pfv[:%gy.l ot = p£[%2A,~39,~] ot =291?[5§—2’A,-] o7 8¢,

et, par suite, en posant

on écrira
(3) 3L = oW — 2Q;, Sq‘-.

Nous ne nous occuperons pas davantage des forces cxtérieures et
nous nous attacherons, dans ce qui va suivre, & transformer I'expres-
sion du dernier terme de la formule (3).

La formule qui donne I'expression d'un coefficient Q est de la méme
forme que celles dont on déduit les équations de Lagrange relatives
4 un systtme matériel dont la position est déterminée par r para-
metres ¢,, ¢y, - - -, ¢, Mais, dans le cas actuel, le systtme matériel
dont les éléments dynamiques figurent dans la formule (3) n’admet
pas pour parameétres ¢y, ¢,, ..., ¢, La position de ce systéme dépend
de ces paramétres, mais n’est pas déterminée par eux. On doit done
s'attendre a ne pas pouvoir appliquer de plano les transformations de
Lagrange. Toutefois, une premiére transformation est évidemment
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possible. On a en effet

fioAtie=o 3=
et, par suite,

W e[l AT [ 4]

Il s’agit maintenant de transformer le dernier terme. On a
dA ;. 0A, \  OA
(5) @ = 2Augi+ 5, (0 + 5o (00)-
D’ou

© 0A T
) Oy 07(9')— 8‘:

—
|
<
>
| S

S?
I
S
=
X
™
>
&
=
—
o2
+
,_

v A}
1 ’ - _‘ dA s T
+ [[reZALg] 5 +‘[L¢,O@(¢.)J

+£[Oog—3(00)3‘:] +[ :(’, %:(('O)T d.

Le premier terme de la seconde ligne est nul en vertu de la for-
mule IIY (5); on a de plus, le vecteur A admettant une fonction

potentielle,
dA JdA
o] < e
En tenant compte de ces deux relations, il vient
dA ro JA
£[0E ] & = jv‘[o.ZA,,‘.q,.] & —i—fv [v. 7 (%1 )] ot
JA oA
+ 2/"‘[00—‘); (v,)] ot +fv[v‘,;l—JL (vo)] or.
On a, par suite, moyennant les formules Il (12), (14) et (17),
dA aT
9[[02?] &t = _dT]‘ -+ pﬁ{v.n[c‘oA] — A9, ]} Go
- p[[A awe,] &t — P,.
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La formule (4) devient donc, moyennant la formule III (g),

(6) Q=P,+P,+ pfg Aa[009,] = 0un[04A]! 85 + pfv[A 2w0,]3%,

oul'on a

P,= épLA,,[vo]’3fc+pfv[A 2we, ] ot.

Dans le cas ou le mouvement est irrotationnel, on a vu que T, est
uniquement fonction des paramétres q,, ¢., ..., ¢,, les modules de
circulation restant constants. On a alors

w =0, P,=%%°,

et la formule (6) devient
JT o oT
Q= a7 d_q' + pL:A,,[vov,] — v v, A]| 00 + d_qo’

ou enfin, cu égard aux formules établies a la fin du paragraphe III,

d aT, 0T, G dG;)\ , , dT,
Q=257 ~ 3 Pz(dq: dq)q" "o
ou l'on a posé

G =£cp3,, o1, Gi:jv?:"" or,

¢, étant la fonction potentielle du champ irrotationnel (cyclique) dé-
terminé par la vitesse o,.

Sous cette forme, I'expression de Q) est identique & celle qui a été
donnée par Carl Neumann.

On peut vérifier que I'expression (6) de Q satisfait au-théoréme des
forces vives. On a, d’aprés la formule (3),

dL=dW - $Q,dg..

D’autre part, le théoréme des forces vives appliqué au fluide
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s'exprime par la formule

dW —dl = dT
ou
2Qiq; = %1,:
On a, d’aprés la formule III (16),
IP9;+2Pyq;= %

On a d’ailleurs

EglAin[c~oc',]3cq:.$ -E;LV'"[%AJ ch;§
=f0,,,[voc,] aa_f“cu[%".]&':g
s B

et enfin

2%\/\;[“‘;’2“‘01]879;;:‘/;[0‘QWV,IS".::O.

Formulaire,

1.

[FF|=XX'+YY'+ ZZ',

W(FI) = (YZ - ZY', ZX'— XZ, XY’ — YX),
(1) X Y z’
[FFF]=[FO(FF) =[9(FFF|=|X Y Z |
X" Y Ll

(2) Q_ daX dY diN\’
dg — W’@—’?ﬁ)’
. ‘ JF ) JoF , JoF ,  dF
__0oX Y iz
V'F_b?—*_ @-i-&"

V,F = (92 _9Y oX JL oY oX
2T TN\dy 9z’ ds T 9z’ dr T ay)

(4)
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(5) VU= (z[c ‘;[j 0[_J> (U, fonction numérique),

(6) fv[v.l«‘]o—:js [vF]é‘o:v[F,,‘o‘o-,

(7)  9,(UF)=UY, F+[FVU|:

(8) vu«l‘f|_f’i<1« )+ (r«)+u(rv1 Y+ B(F'V,F),
(9) ¥ 1&1(FF)=[F’VJ<]—~[I< v.F],

(10) V,0(FF)= _(1")— ﬂ(l )+ FV,F—FV,F.

[S24

II.

(I) ¢ = ('o—f-(":Ao-f-ZAiq;, A"Z V?i,

(2) o“y.:EA,-o“q,-,

(3)  flew]3== [hemdo =o,

() fleadi)s==o,

G) [lar13 =0,

(6) T=;-;.o/_'lv;-;18-.+;.: ()& =T,+T,,
(7) 3;—,,',/ R kAL
(8) dz 2.(4))(1,71 240(1 :

_d T, T,
(9) W 0 T 990

(IO) dT,:El’,idq,‘,
(11) d’/ 04/ j[v Al

Journ. de Math. (6 série), tome II — Fasc. 11, 1go6. 18
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(12) %%:pf[ .-A,,qtl"+«f[m%(".)]3:,

/p‘,_d (¢)) a—— f[vu%‘—’-(vo)]g‘:+fv[vl,2wv.]31:
T S e
Pu=—p [ e e &

| = o[ GEA0] i [le 2w

= o Aulsi)Bs+5 [[A2wo ) 3,
(’5) dTo:XI)oidqi,
(16) dT =dT, + dT,= 2P, dg;+ =P, dg,,

s 2o ""( Nk
od Ao, )] f‘[‘;—‘“)] 5

_—_f,om[ooA] — Au[eor )i 35 _f[A 2000, 1.
S v

(13)

(17)

Iv.
(1) oL—3W—pf[d"ou 61,

2 W =128 [ Vet = V{ve '3,,
(2) ¢ rf; ¢ pfs [vou]es
(3) ¢L=¢W - XQ,d¢;

dv s _ d oT dA
(4) Q:Pﬁ[—A]Ou—mw’Pf[ (U]OT’
dA ! !
(5) d ‘—EA (v')+0 (‘0)’
6) Q= P.+l’.,+pf{A,,[voo.]—(’,,,[«*(,A](ao'4—9/[1\ awo,] 33
S v

—— e ———



