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SOLUTIONS SATISFAISANT A DES CONDITIONS AUX LIMITES DONNÉES. 4^ 

Sur les solutions satisfaisant à des conditions 

aux limites données de l'équation différentielle 

Δα -h XA(a?, y)u=f(cc, y). 

PAR M. MAX MASON. 

Introduction. 

Dans la théorie de l'élasticité et dans celle de l'électricité, l'équation 
des vibrations stationnaires 

(ι) Δα + λΑ(#, y)u = ο 

ne le cède en importance qu'à l'équation potentielle. Le paramètre λ 
de l'équation doit être déterminé de façon qu'il existe une solution 
u(x,y) qui s'annule à la frontière d'une région donnée sans être iden-
tiquement nulle ( ' ). 

L'équation (i) est l'équation de Lagrange qui correspond au pro-
blème isopérimétrique. M. Weber (2) a prouvé (en supposant établi 
le principe de Dirichlet) l'existence d'une infinité de valeurs de λ pour 
lesquelles il y a une fonction harmonique solution du caractère de-
mandé. 

(*) Voir Ency. der math. fFïss., t. 1ί, Κη
0
 (Sommerfeld). 

(2) Math. Ann., t. 1, 1869, p. 1. 
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Schwarz (*) fut le premier à démontrer rigoureusement l'existence 
d'une telle valeur de λ; M. Picard (2) montra l'existence d'une autre. 
Enfin, la démonstration pour une infinité de valeurs fut donnée par 
M. Poincaré (3). Dans ces trois cas, la méthode employée fut celle des 
approximations successives avec l'hypothèse que A(x,y) ne change 
pas de signe dans le domaine considéré, et les propriétés de minimum 
des fonctions harmoniques autres que la première ne furent pas consi-
dérées. 

L'objet de ce Mémoire est : i° d'obtenir des théorèmes généraux 
d'existence pour les solutions de l'équation différentielle 

sous certaines conditions aux limites, par l'application de la méthode 
employée par M. Fredholm pour la solution de certaines équations 
fonctionnelles; 2° d'en déduire l'existence des fonctions harmoniques 
comme fonctions minima. Nous justifierons ainsi le principe de Diri-
chlet tel qu'il a été appliqué par M. Weber dans le problème isopéri-
métrique, de même que M. Hilbcrt (4) l'a justifié sous sa forme pri-
mitive. La démonstration de l'existence d'une infinité de fonctions 
harmoniques s'annulant sur la frontière et d'une infinité d'autres satis-
faisant sur le contour à l'équation 

sera faite sans rien supposer sur le signe de A(#, y). Dans la seconde 
Partie, nous nous occupons de l'existence des solutions doublement 
périodiques (5). 

(*) Fenn. Acta, t. XV, i885. — Ges. Abh., t. 1, p. i!\i. 
(s) C. R., t. CXVII, 1893, p. 5O2. 

(3) Bend. Pal., t. VIII, 1894, p. Dans cet article, A = i. — Voir aussi 
ZARBMBA, C. R., t. CXXXU, 1901, p. I54G; Krak. Abh., t. XLI, 1901, p. 242. — 
KORN, Abhandlungen zur Polentialtheorie. Berlin, 1902. 

(*) Festschrift : (Jeber das Dirichlet'sche Princip {Abh. der k. Gôtt. Ge-
lehrtengesellschaft. Berlin, 1901). 

(5) J'ai considéré des questions analogues pour l'équation à une seule variable, 
dans Math. Ann., t. LV11I, 1904, p. 528. 

Au + \A(x, y)u =/0, y) 

α+Σ(")£ = °> 
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PREMIÈRE PARTIE. 

I. — Sur la méthode de M. Fredholm. 

M. Fredholm (') a montré comment on peut déterminer une solu-
tion de l'équation fonctionnelle 

(ι) 9(ξ, η)+λΓ f f(i, ri,x,y)<f(v,y)dxdy = m,ri), 

où λ est un paramètre et où ψ, / sont des fonctions finies et intégrables 
pour les valeurs de leurs arguments comprises entre a et b. Cette 
méthode s'applique, avec une légère modification, au cas où /, sans 
rester fini, a la forme 

/(5, η, ». y) = R'°g[0 - ?)2+(r - η)5] + s, 

où R et S sont des fonctions de χ, y, ξ, η finies et intçgrables. 
Nous définirons le déterminant Dde(r) par les équations (2) 

D = ι -+· 

I 10 di 

O /(»l7l»
3
yj) ··· 

° /(^y^ty*) ■■■ 

/(»>r«»ty.) f(x*yix*yù 0 
. . . . . . . . . . . . . 

/(»Λ^Λ»,^ι) /(»47Α»2/
2
) f(xhykx>y,) ··. O 

X eta,... da?A c?/,... rfyA
. 

1J(x, y, XAYJ.) I 

/(®
2 γΛΥκ) 

1J(x, y, XAYJ.) I 

(') Acta Math., t. XXVII, igo3, p. 365. 
(2) Pour plus de simplicité, nous écrirons dans les déterminants/(#i7i <»2/3) 
au lieu de /(a?,, j,, y2), etc. 

. . . . . . . 
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Nous appellerons mineur d'ordre η de D la fonction suivante de λ 
et des paramètres \i} η,·, σ,·, T/ (ι = ι, a,..., η) : 

ω 

<»1 <92 · · «S» 

Υ) Ι Υ)
2

. · .Υ)Λ 

(74 <72. . .<7n 

τ, τ2...τ„ 

=28*λ*"» 

δ"=^/-/ Λ «Λ« 
0 /(ξιηι»ιτ») .·. /(ξιηισ«τ„) /(ξΓΊι#ι/ι) /(Êi^i^/s) ··· /(ξι^Α/Α) 

/(ζϊ*)4αΓ1τΐ) Ο ... /(ξ5η««ΐ7ΐ) /(^2*12^272) ··· /(^2#A/A) 
. . . . . . . . . . . . . 

/(ξ«η«^τι) /(ξ«η«σ2τ2) ... ο f{UTmX\yù fiXnW tSt) ··· /(ξ»η·*Λ/Α) 
/(*ι.Τισιτι) /(«■ iji^) ... /(ίΡι/,σ,,τ,,) ο /(^1/1*2/2) ··· /(®Ι^Ι®Α7Α) 
/(®2^2'ΐ·εΐ) /(^2^»σ»τί) — f{X\y**n*n) /(^2j2^ljl) Ο ... /(#

2
^

2
 3?

Λ
 ̂

Λ
) 

. . . . . . . . . . . . 
/(^Α^Ασιτι) f(xjtyh*î-i) ... f{χ h y h* η* η) f{x

h
y

k
x

x
yi) f{x

Jt
ya^JS) ··· π 

X aa?i.. .dxitdfi.. ,dyjt. 

Dans les formules de M. Fredholm la diagonale principale n'était 
pas formée par des zéros, mais par des quantités de la forme 

/(ξ,·ηίΤ,·τ«·), /(xtytxtyi): 

Ce changement a été proposé par M. Hilbert qui a montré qu'il laissait 
intactes celles des formules de M. Fredholm qui ne contiennent que D 
et ses mineurs du premier ordre et que les séries précédemment 
définies restent convergentes pour toute valeur de λ, même quand/a 
une singularité logarithmique (*). Nous aurons l'occasion de nous 
servir des résultats qui concernent les mineurs d'ordre n\ nous indi-
querons donc brièvement les changements causés par cette modifi-
cation dans le cas général. En suivant les méthodes de M. Fredholm, 
on obtient les identités suivantes : 

(*) Conférences de M. Hilbert à Gôttingen, hiver 1901-1902. Voir aussi KEL-

LOGG, Dissertation, Gôttingen, 1902.et A.NDIUE, Dissertation, Gôttingen, 1903, 

où l'on étend au cas où l'équation fonctionnelle contient η variables la démon-
stration faite par M. Hilbert pour une seule variable. 
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O) 

( ξ,.. 4 j I α ξ,.. .ξ» j 

β γ)'···Ί» - 4- λ / Γ /(ξ,, η,, u, p)(D<
 Ç ^2'"^ >dudv 

σ,...σΛ ·Λ« Λ i ata2.. ,σ„ l 

\ τ,.. .τ
Λ
 j (τ, τ

2
. · .T

n
 1 

(?
2
...U 

-Ι-λ2(&< l Γ Γ f(u, Ρ, σ,,Τ,)/(σ,, Τ,, Μ, v)dudv 
j σ

2
· · ·<*« 

[τ2...τ„) 
/ ? ? ç 5 5 \ 

— IV ■*» r· ^ \ ' *1*·· 
j σ,.. .σν_3 σν_, σν+ι.. .ση 

rri 7—2 *v-| »V-M 'H 
/ 5 S S S 

-λ22/(ξ,, η,, ffv,T,)/(5„ ην, σ,, τ, >CD - 1«· ·-Ι'-'1«-'· "1» 
• ~ i σ3...σ» 

^ wo · · · w V— | -V+I · · · 

(3) 

I t * \ ίίί ϊ 1 

CD. ν + λ / Γ /(«, Ρ, σ», T,)(D » éfoûfo 
j GT| « . . l ·Α< •'if i U 0"^. . .0"M l 
[ τ,...τΛ ) [ Ρ τ3...τ» ] 

| ξ, · · 4 j 

+ XJœ, Γ'1"·γ|" > Γ f /(ξ,, η„ £1, ρ)/(«, ν, L, H,)dudv 
1 σ,.. ,ο„ LΛ Λ 

! t.•••t. J 
ξ

1
ξ
>
..£_ξ,-,4

Μ
...ξ. i 

= -*2/(4 *ΐν, <r,, τ,)®! η.ι»· ••v*v.,w · ·η» ' 
V =2 Ι ^2^3· · ·®ν—I σν Ο'ν+ί · · ·®|Ι L 

\ Ts t'a · · ·**-ι ^v ^V-H · · *^n / 

ην, σ<, ^<)/*(^> *)<» τν)ίβ 

ρ ε ε κ κ 

η2η3· · ·ην-, ην+ι · · ·η» 
Ca &$· · ·®ν— ι ®ν+< · · 

Τ2 Ta. . Τν+4 · · ·Τη 
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Ces équations diffèrent de celles de M. Fredholm par l'addition des 

termes en λ2, lesquels contiennent tous en facteurs des mineurs de D 
d'ordre /1 — 2. Pour η — ι, ces équations deviennent 

(»'> 

(3') 

(Ί (") 

. | 7] f | ρ f 
©j J /(^» *1» p)(0j )dudx> 

( τ ) ( τ ) 

= ·—Λ
2

®^ j f(u, Ρ, σ, τ)/(Σ, τ, M, v)dudv, 
Ιξ) .. ΙΜ 

©< η ( +λ f f f(u, ο, σ, τ)(0. ^ -dude 
( v ) 
(T) (v) 

= —V1qÎ f /(ξ, η, v)f(u, ρ, ξ, v\)durh. 

Considérons d'abord le cas où λ n'esL pas une racine de la fonction 
transcendante D. En introduisant le symbole fonctionnel S qui donne 
à l'équation (1) la forme 

s,*(?, η) = ψ(ξ,η), 
nous aurons 

η) = η) = S,?(5, η), 
OÙ 

F = # + X/ + x£ jf g(l, η, s, t)/(s, t, x, y)dsdl, 

pourvu que la fonction gÇl, η, oc, γ) satisfasse aux mêmes conditions 
de continuité que /. En particulier, on voit d'après (3') que F est 
identiquement nul lorsqu'on remplace g par 

|5 1 

g-.(ξ. η. χ, y) = - 05® ι -V(?» x> y) 
x 

' y ) 
et, par suite, 

^,δ/φ(ς, η) = ®(ξ,η). 
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Donc, s'il y a une solution de (i), elle est unique et donnée par la 
formule 

?=δί,ψ· 

D'ailleurs, d'après (2'), cette expression satisfait bien à l'équa-
tion (1). On a donc le théorème suivant : 

Si le paramètre λ n'est pas racine de D, l'équation 

?(L ̂  + *)> x> r)?^' y)dxdy = \K?' *)) 

admet une solution unique 

?f |ί® η I 

Considérons maintenant le cas où D et ses mineurs d'ordre inférieur 
à η sont nuls pour la valeur de λ considérée quelles que soient les 
valeurs des variables ξ, η, σ, τ dont ils dépendent, mais ou le mineur 
d'ordre η n'est pas identiquement nul('). Alors (2) et (3) deviennent 

ffl) Ί' Ί»· · ·Ί» L.xf" f'/(ξ, η, U) ρ) φ Γ 1·· · "Ι» LudP = ο, 

\ Τ J Το · · -Τγι | [ V Το · · «Tjj | 

(*) Pour chaque valeur de λ il existe un nombre fini Λ, tel que le mineur 
de D d'ordre η n'est pas nul. Voir FIIKDHOLH, loc. cit., p. 371; sa démonstration 
s'applique ici sans modifications. 

Jour a. de Math. (5* série), Lome X. — Fasc IV, 1904. 5l 
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Ces identités sont celles mêmes de M. Fredbolm et sa méthode 
appliquée sans modification conduit aux théorèmes suivants : 

Il ne peut exister de solution non identiquement nulle de Véqua-
tion homogène 

?(ξ, η) + λ/ Ι /(ξ, η, X, y)f(x, y)dxdy = o 

que si λ est racine de D. Si η est Vordre du premier mineur de D 
qui ne s'annule pas pour celte valeur de λ, il y a exactement η solu-
tions linéairement indépendantes, lesquelles sont de la forme (1 ) 

λ /ï .Λ\ ! ' *1ι· ■η ην+ι···η» Γ , > 

Pour celle même valeur de λ, il ne peut exister de solutions de 
l'équation à second membre 

φ (ξ, n)+lj f f{\, η, χ, y)<J>(®, y)dxdy = ψ(ξ, η) 

que si la fonction ψ(ξ, η) satisfait aux η équations fonctionnelles 

f jT γ)Ψν(χ, y)dxdy = ο (v= ι, 2, n), 

(*) L'ensemble des fonctions Φν est indépendant du choix des paramètres. 
L'introduction de nouvelles valeurs pour ces paramètres ne fait que changer 
chaque Φ en une combinaison linéaire des Φ

ν
. Voir FRKEHOLH, toc. cit., p. 376. 
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où l'on a (') 

φ, (s, y)= ' g, f 

Et alors, la solution la plus générale est 

/ ίξξ,.Λ) \ 

Χ Ψ(Λ7, 

où les cv soni des constantes arbitraires. 

Dans la démonstration de la convergence des séries qui définissent D, 
on prouve C2) que l'on a, quel que soit l'entier positif Λ, 

I *41 < c — jr » c">o, 

où c, c' et c" sont des constantes indépendantes de h et ne contenant 
que des puissances positives de b — a. On peut donc prendre (b — a) 
assez petit pour qu'une valeur de λ quelconque, mais fixée à l'avance, 
ne soit pas racine de D. Nous pouvons donc énoncer encore cette 
proposition : 

Étant donnée une valeur quelconque de λ, on peut prendre 

(-1) La note précédente s'applique aux Ψν· 
(*) ANDRAE, toc. cit., p. ίοi. 
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(b — a) assez petit pour que Γéquation 

φ(ξ,η) + λΓ y)docdy = i/{l, η) 

ait une solution, et une seule. 

II. — Théorèmes généraux d'existence pour le problème aux limites. 

Nous établirons dans ce paragraphe l'existence d'une fonction 
u(x, y) qui est continue dans une région Ω ainsi que ses dérivées 
premières, qui satisfait à l'équation différentielle 

<i) Au+ lA(x, y)u=f(x, y) 

et prend des valeurs données σ(«) sur le contour S de Ω ( ' ). On admet 
que les fonctions A et / soient bornées et intégrables dans Ω et que 
σ($) soit une fonction continue de s, longueur de l'arc de S. 

D'après le théorème de Green, on a 

(2) fj(«Au-uAv)dxdy=-fJv
d
£-u^jds, 

η étant la normale intérieure à S. Prenons pour u une solution (2) 
de (i), solution dont nous postulerons provisoirement l'existence. Et 
prenons pour Ρ la fonction de Green çj(a?, y, ξ, η), solution de l'équa-
tion potentielle ΔΡ = ο dans la région Ω, qui admet la même singula-
rité que logvX# — ξ)2H- (y — η)* et s'annule sur S. L'existence d'une 
telle fonction ç a été prouvée par plusieurs méthodes. Appliquons la 
formule (2) à la région obtenue en excluant de Ω une aire circulaire 

(*) On suppose la région U limitée et à connexion simple, son contour S étant 
formé d'un nombre fini d'arcs analytiques. On sait qu'on peut appliquer à une 
telle région les résultats de la théorie du potentiel. 

(s) Nous emploierons le mot solution pour désigner une fonction qui satisfait 
à l'équation (1) en tout point de Q. Cette définition implique la continuité des 
dérivées premières. 
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de rayon r, de centre (ξ, *]). En passant à la limite pour r = o, on 
obtient par une méthode bien connue 

(3) u(lrl)=-^-fa^ds-±ffg(f-\Au)dxdy
> 

en remplaçant les valeurs de u sur S par σ. 
Inversement la théorie du potentiel montre que toute solution u de 

l'équation (3) satisfait à l'égalité 

Au =/— λΑ u 

[c'est-à-dire à l'équation (i)] et admet les valeurs aux limites a(s) ('). 
L'intégration de (1) sous les conditions aux limites données est donc 

ramenée à la résolution de l'équation fonctionnelle 

(4) + jf ^^q{x,y,l,f
l
)u(x,y)dx,y = F(£,Ï)), 

où F (ξ, η) désigne la fonction connue 

-df.sdïids~ iif ff(x^y) 

et où nous avons étendu l'aire d'intégration à un carré de côté (b —a) 
entourant Ω, ç étant considérée comme nulle en dehors de Ω. 

Or, (4) est une équation fonctionnelle de la forme considérée § I. 
Pour appliquer les résultats de M. Fred holm, il suffit de savoir à 
quelles conditions F (ξ, η) est identiquement nul. Comme la repré-
sentation au moyen de la fonction de Green est unique, cela ne peut 
arriver que si l'on a 

®(s)=°> f(x>y)=°· 
Les résultats du paragraphe précédent nous conduisent donc aux 

théorèmes suivants : 

I. Si f{x, y) et σ(«) ne sont pas à la fois identiquement nuls, 

(l) Voir HARNACK, LogarithmischesPotential. Leipzig, 1887. 
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il existe, pour toute valeur du paramètre λ autre que les racines 
de la fonction entière D, une solution et une seule de l'équation 

Λΐί + λk{x,y) u=f(x,y) 

qui prenne les valeurs aux limites cr(s). Cette solution est donnée 
par la formule 

η) = Γ<ξ, η)-λ^Γ£®Ρ 

II. Il ne peut y avoir de solution nulle sur S (sans être identi-
quement nulle) de Véquation 

Δ« + λ A(o7, y)u = ο 

que si le paramètre λ est une racine de D. Si η est Vordre du pre-
mier mineur D qui ne s'annule pas pour la valeur considérée de λ, 
il existe exactement η solutions linéairement indépendantes s'an-
nulant sur le contour S. Ces solutions ont la même forme que les 
fonctions Φ

Ί
(χ, y) données dans le paragraphe précédent. 

Pour la même valeur de λ, la condition nécessaire et suffisante pour 
qu'il existe une solution de 

Δ« + XA(x, y) u =:f(x,y) 

qui prenne des valeurs aux limites σ($) est que f(x,y) et a(s) véri-
fient les conditions 

ff?(x,y)1Sr*(x,y)dxdy — ο (ν = 

où Ψ
ν
 a la forme donnée dans le paragraphe précédent. D'ailleurs, la 

fonction /(ξ, η, χ, y) de ce même paragraphe a ici la forme 

/(?> η, y) = £ AO, y) g(x,y, ξ, η). 
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Dans les expressions de D et de ses mineurs, A peut être supprimé 
du déterminant et mis en facteur. En écrivant SA sous la forme 

£·"£ k(/)dx,...dyt, 

nous aurons 

Α(.„τ,)··Λ(..,θ jp £ a(x„yt)...k(xh,yùHS)dx,...dyh. 

L'identité 

l η) = s(l n>x>y) 

montre que le déterminant Δ(£) reste invariant si l'on permute les 
paramètres η,· avec σ,·, τ,·, respectivement; en effet, on aurait seu-
lement changé la position relative des lignes et des colonnes. Dès lors, 
revenant aux définitions de Φ

ν
 et de Ψ

ν
, on voit facilement qu'il suffit 

de choisir, pour les valeurs des deux paramètres ξ
ν
, de Ψν> les para-

mètres σ
ν

, τ
ν
 de Φ

ν
, respectivement, pour avoir la relation 

A {xyy) Α(σν,>) 

ou 
Ψ

ν
(*, y) = A (a?, y) Φ 

v
(a?, y) χ const. 

Les conditions trouvées précédemment pour F peuvent alors 
s'écrire 

fjV{x,y)k{x,y)^,{x,y)dxdy = ° (v = i 

ou, puisque ΔΦν
 -h λ ΑΦ

ν
 = ο : 

ff*F(x,y)b$v(x,y)dxdy = o. 

Appliquons le théorème de Green ; puisque les Φ
ν s'annulent sur S, 
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on aura 

ff1&(χ>/)&$·, (χ, y) - *■'(·«,,r)(·κ> y)]d:c dy = -X F^rds-
Mais la fonction 

F(S. η >=- ^ ///(». y) (
j 0'· r> ^ "i)

 f/r - τ; £σ
 5^ ̂  

satisfait dans Ω à l'équation 

AF = /, 

et elle prend les valeurs σ sur S. Les conditions deviennent alors 

fff(x>y)<&Ax'y)d°ody - f^j£ds
 =

 o (v = i> ···>«)· 

On a donc le théorème : 

III. Si λ a une valeur pour laquelle D et ses mineurs s'annulent 
jusqu'à l'ordre η exclusivement, il ne peut y avoir de solutions de 

ΔΜ -h λΑ u = / 

prenant les valeurs σ swr S, que si f et g satisfont aux conditions 

fff®vdxdy—j^ o^ds—o (v = i,...,n). 

Dans ces égalités, les Φ
ν
 sont les η solutions linéairement indépen-

dantes et nulles sur S de l'équation différentielle rendue homogène. 

Lorsque ces conditions sont satisfaites, les solutions ont la 
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forme 

où les c'v sont des constantes arbitraires. 

Enfin, on transforme immédiatement le dernier énoncé du para-
graphe précédent : 

IV. Pour une valeur donnée quelconque de \ on peut prendre 
la région Ω assez petite pour quyil existe dans Ω une solution et 
une seule de 

prenant les valeurs données σ sur S. Cette solution a la forme donnée 
dans le théorème I. 

III. — Existence de la première fonction harmonique. 

Nous avons montré qu'il existe une fonction harmonique, c'est-
à-dire une solution de 

(τ) Δη-l·-\A(x,y) u = o, 

nulle sur le contour S d'un domaine Ω sans être identiquement nulle 
dans Ω, pour les seules valeurs λ = λ* racines d'une certaine fonction 
transcendante entière D. Nous allons prouver maintenant qu'il y a 
une infinité de racines de D et que les fonctions harmoniques corres-
pondantes sont les solutions de certains problèmes de calcul des 
variations. 

Journ. de Math. (5· série), tome X. — Faso. lit, 1904. ^2 
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Considérons le problème suivant : Rendre minimum Γ intégrale. 

J<B> =//[(©' 

u désignant une fonction qui s1 annule sur le contour S de il, admet 
des dérivées secondes en tout point de Ω et satisfait à l'équation 

K(«)| =1 
OU 

K(w) ==

ffA u*dxdy. 

L'existence d'une solution de ce problème n'est pas évidente, mais 
il y a certainement une limite inférieure finie λ

0
 pour les valeurs de J 

sous les conditions imposées. Nous allons démontrer le théorème sui-
vant : 

La limite inférieure λ
0
 ou la valeur symétrique — λ

0
 est une 

racine de D et la fonction harmonique de (i) correspondante est 
une solution du problème de minimum. 

D'après la définition de λ
0
, il existe une série infinie de fonctions 

satisfaisant aux conditions du problème 

Uf, U„ U
3>
 ..., 

telles que 

(2). lim J(Uj) = λ„. 

De plus, ces fonctions peuvent être choisies de façon que l'on ait 

(2)' K(U,)=±i, 

où le signe reste le même quel que soit h. 
Définissons une suite de fonctions /A par les expressions 

(3) /
a
 = AU±X

0
AU

a
 (/* = r,2,3,...), 

le signe ± restant le même que dans (2)'. 
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En multipliant (3) par UA et intégrant dans ίl 

ffu* AU/i àx dy H- λ„ = jjf
h
 U

A
 dx dy. 

Appliquons la formule de Green ; puisque les UA s'annulent sur le 
contour S, on aura 

λ
0
 — J(U

A
) = JffkV

k
dxdy. 

Et d'après (2) 

(3)' lim ff/λ^Α dx dy = o. 

Soit maintenant 
V1, V2, V3, ... 

une série indéfinie de fonctions continues dans Ω ainsi que leurs déri-
vées premières et secondes et nulles sur S. Écrivons pour abréger 

(4) ΔΥ
Α
±λ

0
ΑΥ

Λ
 = g

h
, 

en choisissant comme précédemment le signe ±r. 

Alors, Véquation 

(5) limjJ U 
h
g

h
dx dy — ο 

sera vérifiée par toute série analogue de fonctions VA, pourvu que 
Von ait, quel que soit h, 

(fi) j/f ^hghdxdy^ < Β 

où Β est un nombre fixe indépendant de h. 

En effet, dans le cas contraire, on pourrait choisir parmi les 
couples UA, VA une série infinie de couples UA, pour lesquels 
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on ait, quel que soit A, 

/f ou ip' 

ρ étant un nombre indépendant de A, positif dans le premier cas, 
négatif dans le second et g'h étant la fonction déterminée par 
dans (4). 

Considérons alors les fonctions 

e4=u;+cv; 

où c est une constante. Elles satisfont à l'équation 

Μ±λ„Α ΟΛ=/Λ+ eg'h 

et s'annulent sur S. Multiplions cette équation par pA = UA -+- cVh et 
intégrons dans Ω; nous aurons, au moyen de la formule de Green, 

±λ
0
κ(Ρ

Λ
>—j(o*)=// [u;/;+c(u iei+vi/a+cvieiid*^. 

Mais, puisque UA et YA s'annulent sur S, 

ff (u;av; - v;au;) dxdy = ffw
À
-v;/;)^

<
/
7

 =
 0

. 

D'où 

±>
0
K(Pa)-J(P

A
) 

=ff V'J'
h
dxdy + ic fJ" U '

k
g'
i
dxdy + ctJ'fV'

h
g'

h
dxdy. 

Choisissons c de façon que ρ c soit positif et assez petit pour que l'on 
ait 

2cp>c8B, c'est-à-dire |
c
|<-j^· 
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En posant δ = 2pc — caB, nous déduirons de (6) et (5') 

±λ„Κ(ρ
Λ
) —J(c

A
)>yf H'

h
f

k
d3ody + l. 

D'ailleurs δ est une quantité positive indépendante de h; par suite, 
d'après (3 )' nous pourrons prendre A assez grand (A = H), pour que 

— ^0^(^11) ~~ S* °J 
et alors 

(7) ^0 |K(I>N)| — J(PJ,) > O. 

Posons 

■ - <H - = u : 

nous aurons | K(w) | = 1. Dès lors u satisfait à toutes les conditions du 
problème de calcul des variations et, en divisant (7) par |K.(P

H
)|, 

nous aurons 
λ0 — J(w)>o, 

ce qui est incompatible avec la supposition que λ„ soit la limite infé-
rieure de l'intégrale J sous les conditions du problème. En consé-
quence, l'hypothèse (5)' est fausse et l'équation (5) doit avoir lieu 
sous la condition (6). 

Pour prouver maintenant le théorème lui-même, supposons, au 
contraire, qu'aucun des deux nombres ±λ

0 ne soit racine de D. Alors, 
d'après le théorème I du paragraphe II, il existe une solution VA de 
chacune des équations 

ΔΥ
Λ
±Λ

0
ΑΝ

Α
=: AU

A (A = I, 2, ...), 

laquelle s'annule sur S et prend la forme 

V
4
(i», y) =yyï(S, η, χ, y) Α(ξ, η) ϋ

Λ
(ξ, η) <*ξ «η 
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où(') 

Γ(ξ, η, x, y) 
u 

± — A (a, o, X, y)] G (S, y), u, ç) dudv 

y ) 
- η,®, y)· 

Il nous faut montrer maintenant que les fonctions satisfont à la 
condition (6). On a 

//v·* 
h

dxdy 

=ffffΑ. (ξ, "l)U/ (l,i\)A(x,y) U
/l
(x,y)r(c,r

i
,x,y)dxdydi,dr[. 

Or on déduit de l'inégalité de Schwarz (2) 

{J f Vhghdxd)>y<ffff T'dxdydtdy x(ff A'Vldxdyj'. 

Les fonctions ΥΛ vérifieront donc (6) pourvu que l'expression 

ffU \àixdy 

soit bornée. 
Or, il a été démontré (3) que toute fonction u satisfaisant à l'équa-

tion 
J*j* udxdy — ο 

(!) L'intégration est étendue à Ο dans cette équation et dans les suivantes. 

('-) yytydxdyj =JJ<?dxdyJ£ψάχάγ. ( Ges. Abh.
f

 t. I, p. 251.) 

(!) POINCARÉ, toc. cit., p. 70. Voir aussi KORN, Abkandlung zur Potential-
tkeorie (Abh. IV, 1902, p. 12; Berlin). ? 
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vérifie l'inégalité 

//
 lâdxdy <^ki(u) 

où k est une constante finie dépendant seulement du domaine Ω. 
D'autre part, on a, si L est l'aire de Ω, 

f/(
UA

~~ Ê/f ̂ ^dxdy)dxdy — o\ 

par suite, en prenant u = U
A
 — j*U

h
dx dy, 

SI \I\dxdy - f U„du:dyy<:/cJ(U
A

). 

De la condition limJ(UA) = λ0, il résulte que les fonctions UA satis-
feront à (6) pourvu que les quantités 

| ff U „dxdy 

restent inférieures à une limite finie quel que soit h. 
Mais puisque UA s'annule sur le contour 

fJU
À
dxdy = -fJx<j£dxdy, 

et en désignant par X le maximum de | χ | dans Ω, on aura 

<Xff T5? dxdy<xf f\ 

D'où 

I II U
A

ûhd^|<XL + XJ(U
A

) 

et la fonction VA vérifie (6). 
Mais si la condition (6) est satisfaite, l'équation (5) doit être véri-
fiée et l'on a 

lim f f U
A
 AU

h
dxdy = limK(UA) = o. 
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Or ceci est impossible, puisque l'on a | Κ(ϋ
Λ
) | = ι quel que soit i. 

Ainsi l'hypothèse faite sur λ
0
 est inexacte et l'un des deux nombres 

± λ0 est racine de D. 
Il résulte du théorème II, paragraphe II, qu'il existe une fonction 

harmonique u
c
 nulle sur S et solution de l'équation différentielle 

Δ«0± λ0Ακ0 = ο. 

Multiplions cette équation par */<,; en intégrant dans Ω au moyen de 
la formule de Green, on aura 

zL· λ0Κ(//0) — W0), 

ou, puisque J(#0) > o, 

λ
β
|Κ(«

0
)| = J(a

0
). 

Déterminons le facteur constant et arbitraire qui figure dans u
0
 de 

façon que | K(w
0
) | = i. 

Alors M
0
 satisfera à toutes les conditions du problème de minimum 

et ce sera une solution de ce problème puisque 

Xg J ( ) · 

Enfin ± λ
0
 est en valeur absolue la plus petite racine de D. Car s'il 

existait une racine λ' telle que | λ'| <λ0, la fonction harmonique cor-
respondante satisferait (avec une détermination convenable de son fac-
teur constant) aux conditions du problème de minimum et donnerait 
à J(M) la valeur | λ'| < λ

0
, ce qui est impossible d'après la définition 

de λ0. 
En résumé, la limite inférieure précédemment définie λ0

 ou sa 
valeur symétrique — λ

0
 est une racine de Ό et la plus petite en 

valeur absolue. La fonction harmonique correspondante u
0 est la 

solution du problème de minimum. 

IV. — Existence d'une infinité de fonctions harmoniques» 

Nous procéderons par induction. Admettons l'existence de η fonc-
tions ut(i = ο, ι,..η — ι) qui, pour des valeurs de λ, égales en 
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valeur absolue aux nombres respectifs λ,·, sont solutions harmoniques 
de 

Au -+- λΑu = o. 

Nous supposons de plus que chaque fonction «,· est la solution du 
problème 

J (u) = minimum 

où u s'annule sur S et satisfait aux équations 

|K(M)| = i, ¥J(uj
y
 u)—^JAujudocdy = ο (/ = ο,ι,...,ί—i). 

Pour démontrer l'existence d'une («H-i)ien,e fonction u
n
 de cette 

série, considérons le problème 

J(M) = minimum 

pour les fonctions u nulles sur S et telles que 

|K(«)| = i, 1L'(UJ,U)=O (/ = 0, ι, .η — 1). 

Appelons \
n
 la limite inférieure des valeurs prises par J sous ces con-

ditions. Nous allons montrer que si -+- λ„, ou — λ
Λ est 

une nouvelle racine de D et que si λ
η
 = λ

η
_

0
 il existe pour λ = \ 

ou λ = - λ
Λ

, une nouvelle fonction harmonique, solution de (i), 
linéairement indépendante des autres. 

Choisissons une série de fonctions UA satisfaisant aux conditions du 
nouveau problème de minimum et telles que 

(2) lim J(UA) = \
t
. 

(«V K(U*) = ±,, 

le signe restant le même quel que soit h. Soit d'autre part 

V1, V2, V3, ... 

une série infinie de fonctions satisfaisant aux conditions de continuité 
et s'annulant sur S. 

Journ. de Math. (5* série), tome X. — Fasc. IV, 190/}. 53 
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Posons 
ΔϋΑ±λ

Λ
ΑυΑ=/Α 

ΔνΑ±λ
Λ
ΑΥΑ = ̂ Α, 

où les signes ± sont les mêmes que dans le second membre de (2)'. 

On prouvera, comme dans le cas précédent, que 

(5) lim f f \)
h
g

h
dxdy = o, 

pourvu que, en outre de la condition primitive 

(6) jj"\
h
g

A
dxdy < B, 

les nouvelles conditions 

(6)' Κ'(«,·,νΑ) = ο (t = o, 1, 2, ..., η — 1) 

soient satisfaites. 
En effet, il résulte de (6)' quê les fonctions 

Vh = UA + cV
A

, 

où c est une constante, satisfont à toutes les conditions du nouveau 
problème de minimum, sauf |Κ(ρΛ) | == ι, car elles s'annulent sur S 
et l'on a 

Κ'(Η
4
·,Ρλ) = K'(^,UA)-i-cK/(w

<
·, VA) = 0 (t = o, 1, 1), 

puisque les uh satisfont aux conditions du problème de minimum et 
que VA satisfait à (6)'. 

Alors on peut appliquer les méthodes du cas précédent sans modifi-
cation et il en résulte l'équation (5). 

Considérons d'abord le cas 011 λ
;ι
> λ

/4
_,. Si notre théorème n'était 

pas exact, rfc λ
Λ
 ne serait pas racine de D. Alors il existerait (§11), 
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pour chaque valeur de liy
 une solution de 

(7) ΔΥΑ± λ
η
ΑΥΑ = AUa (A = î, 2, 3, ...) 

qui s'annulerait sur S. 
De (7) et de 

Δζ<£±λ;Ακ/=ο (ί = ο, ι, ..η — ι), 

il résulte (puisque u( et ΥΛ s'annulent sur S et que UA satisfait aux 
conditions du problème de minimum) que l'on aura, quels que soient 
i et Λ, 

± (Χ, - X) j jA u^
h
clxdy 

=ff (V h&Ui — UièiX
h
)dxdy -+-Jj AO

h
iiidxdy 

=
 ~

 u
'&

ds = 0
· 

Dès lors, puisque l'on a λ
Λ
> λ/, quel que soit ι < Λ, les YA satisfont 

aux conditions (6)'. On voit, comme dans le cas précédent, qu'elles 
satisferont aussi à (6). Par conséquent l'équation ( 5) est vérifiée ou 

(8) lim Γ f AUldx, y = limK(U
A
) = o. 

Mais ceci est impossible puisqu'on a, quel que soit A, 

|K(U4)| = .. 

Ainsi, + λ
η
 ou — λ

Λ
 est sûrement une racine de D pour λ

η
> λ„_,. 

De plus, il en résulte qu'il y a une nouvelle solution harmonique u,
t 

de (i) pour λ = -h λ
η
 ou pour λ = — λ

Λ
; déterminons son facteur con-

stant de façon que 
|K(iO| = «. 
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On déduira, comme précédemment, des équations 

Δμ
4
·:±: "kiAiti ~ ο ) (i = ο, ι, ..., η — ï), 

— X» A un — ο ) Χκ Χ{·, 

que uh satisfait aux équations 

K'(uj,u„) = o (; = o, ι, n —i). 

Ainsi u
a
 satisfait aux conditions du problème de minimum et, puis-

qu'il donne à J la valeur X„, .c'est la solution du problème. Notre théo-
rème est complètement établi pour λ

η
 > X

;t
_,. De plus, d'après la défi-

nition de X„, il ne peut y avoir de racines de D dont la valeur absolue 
soit comprise entre et λ„. 

Considérons maintenant le cas où l'on aurait 

X
w

 -— X
n
_ j —... —■ 'kji—f ( F S Jl). 

Il existera pour Χ = X
M
 ou Χ = — X„, une solution de (i), linéaire-

ment indépendante de w
rt
_

2
, u,

t
_
r
. Sinon, d'après (2), D et 

ses mineurs seraient nuls pour λ = \
n
 ou λ = — X

n
 jusqu'à l'ordre η 

exclusivement. Alors il existerait (III, § II), pour chaque valeur de A, 
une solution VA de 

(7) ΔΥ
Α
 ± X»AV

A
 - AU

A
, 

s'annulant sur S, car les fonctions AUa vérifient les conditions suf-
fisantes 

J £ A\3
h
Uidxdy — !£'(«,·, U

A
) — ο (ί=η—ι, η — 2,..., η — r). 

Ces solutions VA ne sont pas déterminées d'une manière unique ; 
elles ont la forme 

V
A
 = W

A
 -I- 2

 chj Ujl 

où les c sont des constantes arbitraires. 
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Or on a, par hypothèse, 

Κ(Β,·) = Ι, Κ '(uhUj)=0, 

et, par conséquent, on peut déterminer les c de façon que 

/j*kuiN
h
dxdy — ̂ ÇA«

t
W

A
dxdy ± c

hi
 = ο 

(t = ii — ι, ..η — /·). 

Donc les fonctions VA satisfont aux conditions (6)'. 
Comme précédemment, elles vérifient (6) et, par suite, (5) et (8); 

d'oui la contradiction annoncée. Il y a donc une solution u
H
 de (i) qui 

est linéairement indépendante de Considérons alors la 
fonction harmonique 

Î7W= CjUj -h Cnun) 

et déterminons les rapports des coefficients par les équations 

Κ' (uh u
lt

) = ±. Cl~h c
H
K.'(Ui, u

n
) = o ( i = η - ι, ..., η — r), 

et leur facteur commun par la condition 

[K<x)! = t. 

On verra, comme dans le cas λ„>λ
η
_
0

 que u
n
 vérifie les équa-

tions 
Κ\ui, u

H
) — O (Ί ~ Ο, I, ..η - r - I), 

puisque λ„> λ
η
_

Γ
_,. Ainsi u

n
 satisfait à toutes les conditions du pro-

blème de minimum et, puisqu'il donne la valeur X
n
 à l'intégrale J, 

c'est la solution du problème. 
En résumé, nous avons prouvé, en admettant l'existence de η fonc-

tions harmoniques, l'existence d'une (η -+- i)ième et sa propriété de mi-
nimum. Il y a donc une série infinie de telles fonctions. Il faut observer 
qu'un nombre fini seulement de valeurs λ,· peuvent coïncider, car, pour 
toute valeur de X, il n'y a qu'un nombre fini ou nul de mineurs de D 
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qui soient nuls (' ). De plus, puisque -h λ,· ou — λ
{
· sont des zéros de 

la fonction transcendante entière D, il ne peut y avoir de limite supé-
rieure pour les valeurs λ,·. En définitive, nous obtenons ce théorème : 

Il existe une série infinie de valeurs numériques \ du para-
mètre λ et de fonctions harmoniques uL nulles sur S et solutions de 
Véquation 

Au,· rt λ,· A ( χ, / ) Ui = o. 

La fonction ut est solution du problème 

j =/[[{%)'+(jfj]dx dy=minimum> 
et elle donne la valeur λ; à l'intégrale J. Il n'y a pas de limite su-
périeure finie pour les nombres λ,· (-). 

V. — Extension aux conditions aux limites généralisées. 

Les théorèmes sur l'existence des solutions de 

Au -+- λ A u = /, 

qui satisfont, sur le contour S de Ω, à l'équation 

" + = <JW 

[où Σ($) et a(s) sont des fonctions continues données avec la condi-
tion Σ(«) < ο], peuvent être démontrés en remplaçant la fonction 
de Green employée (§ II) par la solution de Green de l'équation ρο-

ζ1) Voir note ζ1 ), p. 
(2) Si la fonction A change de signe dans Ω on peut remplacer la condi-

tion |K| = i soit par K = i, soit par K = -i. Dans le premier cas on arrive 
g des valeurs positives λ

2
·; dans le second cas à des valeurs négatives. L'ensemble 

des valeurs λ,· se compose donc, si A change de signe, d'une infinité de valeurs 
positives et d'une infinité de valeurs négatives. 
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tentielle qui satisfait, sur le contour, à la condition 

G
+

S(,)^=o. 

L'existence d'une telle fonction a été prouvée dans le cas 

Σ(«)<ο. 

Sans aucun changement de méthode, on démontrera des théo-
rèmes analogues à ceux du premier cas

}
 les équations du § II s'ap-

pliquant sous la même forme aux conditions aux limites généra-
lisées. 

Les fonctions harmoniques pour ce problème sont les solutions, 
autres que zéro, de l'équation 

Δn H-λΑu = ο 

qui satisfont sur S à la condition 

M + S-r- = 0. 

Il n'y a de telles solutions que si λ a pour valeur une racine de D, 
le déterminant D étant formé avec A et la fonction de Green géné-
ralisée. 

Pour prouver l'existence d'une série infinie de fonctions harmo-
niques, on peut appliquer les méthodes des paragraphes 3, 4 avec 
une légère modification. 

Considérons, pour cela, le problème de minimum 

J(")==// [(s)'+ (Mi}dxdy - Γ = minimum 

sous la condition 

|K(H)! = I, avec 1L(u)=z£J ku*dxdy. 

Sous l'hypothèse Σ < ο, il existe une limite inférieure déter-
minée λ

0
 des valeurs de J vérifiant la condition. On peut donc déter-
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miner une série de fonctions 

Un U„ U
3
, ... 

telles que 
K(UA) = =fci 

(le signe ± restant le même quel que soit A), et que 

*limJ(UA) = λ
0

. 

De plus, nous pouvons supposer sans restriction que ces fonc-
tions U* satisfont sur S à la condition 

υ*+Σ π = °· 

Car cette condition, n'affectant les valeurs de ces fonctions que 
dans une bande aussi étroite que l'on veut enserrant le contour, ne 
peut altérer la limite inférieure de J. 

Définissons une série de fonctions fh par les équations 

/Λ=ΔυΑ±λ
0
ΑϋΑ 

où le signe it est le même que dans (2). Multiplions cette équation 
par UA ; en intégrant dans Ω, on aura 

W/[(©,+(Wldxd^+Lv^ds 

ou, d'après les conditions aux limites, 

λ
0
-Ί(υ

Α
)=: Jjf

h
\3

h
dxdy. 

L'hypothèse que dt λ
0
 n'est pas racine de D conduit à une contra-

diction comme dans le paragraphe III, les équations restant encore 
valables. Il n'y a qu'une différence, à savoir dans la démonstration 
que les fonctions Y satisfont à la condition (5). Nous avions utilisé au 
paragraphe III le fait que les fonctions s'annulent sur le contour. 
Actuellement, nous trouvons encore que les fonctions vérifient (6) 
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pourvu que les valeurs des expressions 

JJ U 
k
dxdy 

restent inférieures à une limite finie. Or 

Donc, si X est le maximum de \x\ sur le contour 

fjU
h
dxdy <xfjl]

6
\dy+xff\^\dxdy, 

fj <Xj[(UÏ + s)dy + X ff[i + (^Jjdxdy. 

Dès lors, ces quantités restent inférieures à une limite finie, car 
on a 

J*f U
h
dxdy— f x\J

A
dy~ff x^dxdy. 

Σ < " : 

On prouvera, sans autre changement, le théorème analogue à celui 
du paragraphe IV : 

Il existe une série infinie de valeurs λ, telles que, pour l'une des 
valeurs λ = zt X

t
·, l'équation 

Δ& 4- λ A u — ο 

possède une solution ut différente de zéro et satisfaisant sur le 
contour à la condition 

tt+s^:=o' Σ<°' 

La fonction u est la solution du problème 

Journ. de Math. (5* série), terne X. — Faso. IV, 1904. 54 
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sous les conditions 
MAX MASON. 

\JJAu-dxdy = i; J*J*Aujitdxdy = o (J=ο, ι, ...,i — i). 

Elle donne à Vexpression J la valeur λ,·. 
Il n'existe pas de limite supérieure finie pour les quantités λ,· (1 ). 

DEUXIÈME PARTIE. 

LES SOLUTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES. 

1. — Les solutions doublement périodiques de tu — u=f(x, y). 

M. Picard (2) a démontré qu'il existe une fonction de la forme 

S(^> y, 5ι η) = log VO» - S)2+(y - η Y+y, S. η ) 
[où R est continu ainsi que ses dérivées secondes dans un rectangle Ω 
de côtés a, b comprenant le point (ξ, η)] qui est doublement pério-
dique avec les périodes a, b, et qui satisfait en tout point de Ω autre 
que (ξ, η) à l'équation 

£S-4-.££_r=: ο 

Nous pourrons appeler cette fonction la fonction de Green double-
ment périodique relative à l'équation 

Δρ — ν = ο 
pour les périodes a, b. 

(1 ) Voir la note (2), p. 472. 
(*) Bulletin de la Société mathématique, t. XXVIII, 1900, p. 186. Voir 

aussi Comptes rendus, 25 janvier 1904, où M. Picard a proposé la question 
traitée dans la présente Note. 
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Faisant usage du théorème de Green exactement comme dans le 
cas d'une fonction de Green ordinaire, nous obtenons la relation 

S(*·>/, ?, η) = CJ(X η. y)· 
Ainsi (j est doublement périodique en ξ, η aussi bien qu'en x, y, 

fait qui ressort, du reste, de la forme donnée par M. Picard à la fonc-
tion. De plus, (j satisfait en tout point de Ω autre que ξ = ®,η=/4' 
l'équation 

W + J _ °-
Nous ayons donc 

W
 + ̂ -^o. 

Considérons maintenant la fonction 

«(?,η) = - f ίί(«,/>?, η)/0,y)dxdy, 

elle est doublement périodique avec les périodes a, b, et puisque 

«(5)1) = - ff(x, y)logJ(x - ξ)' + (y - v)* dxdy 

- ii f f KO,y> l *i)f(*,y)<tedy, 

nous déduisons de l'équation aux dérivées partielles de R : 

^ + 5^7 =/(?» l) - ̂ //&<>>?» l)/0> y)dxdy, 

OU 

dV· d*)2 — *1)· 
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2. — Théorèmes généraux sur l'existence des solutions doublement 
périodiques de UI -+- \U A (Λ?, Γ) = /(#, /). 

Si M(.T, y) est une solution doublement périodique de 

(i) bu + lA{x,y)u=f(x,y), 

le théorème de Green nous conduira par des méthodes bien connues à 
la formule 

«(£>*]>=- ~:fJ l/(®>r) — [ι + λΑ(χ·,/)!«(*,7); (,'(>,y, ς, η) dx dy, 

où g(x, J, Ε, η) est la fonction considérée dans le dernier paragraphe. 
Inversement, si u est une solution de cette équation fonctionnelle, le 
même paragraphe nous apprend que u(x, y) est une solution double-
ment périodique de 

ΔΗ — u=f — (1 -+- λ A)w, 

c'est-à-dire de l'équation (1). Par suite, les solutions doublement 
périodiques de (1) coïncident avec les solutions de l'équation fonc-
tionnelle 

= ff(x< /)<)(*>/> ri)dxdy 

[> +*A(ar,,y )]»(», y)ç(x,y, \,r{)dxdy. 

La forme de cette équation diffère de celle qui se présente dans le 
premier problème aux limites, par le remplacement de Λ A en ι + λΑ; 
différence qui n'est d'ailleurs nullement essentielle. 

Si ® est le déterminant de l'équation fonctionnelle (déterminant 
qui est une fonction transcendante de λ), nous arriverons exactement 
comme dans la première Partie de ce travail, aux théorèmes suivants : 

I. Si λ n'est pas une racine de D, il existe une solution double-
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ment périodique et une seule de 

ΔΗ λ A H = /. 

II. Si λ a une valeur pour laquelle D et ses mineurs d'ordre 
inférieur à η s'annulent, le mineur d'ordre η restant différent de 
zéro, il existe η solutions doublement périodiques linéairement 
indépendantes : Φ

ν
 (el η seulement) de l'équation 

ΔΗ -Η λ A = o. 

Pour chacune des valeurs de λ considérées dans le théorème II, la 
condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une solution double-
ment périodique de l'équation non homogène est, comme dans le cas 
du premier problème aux limites, que la fonction 

Γ(ξ.η)=- ïïfff(^y)(j(x,y,ln)<ixdy 

satisfasse aux η équations 

f J F(x> y)^*' y)dxdy = ο (v = i, 2, 

Dans le cas du premier problème aux limites, nous avions l'expres-
sion 

Ψν(ατ, y) = const, λA(a?, ^)Φν(#, 

en remplaçant λΑ par ι + λ A, nous aurons, dans le cas présent, 

W
v
(x,y)=z const, [ι + λΑ(#, 7)] Φ

ν
(α?, y), 

et les conditions précédentes deviennent 

+ λ A(», /)] Φν(#, y) dxdy = ο 

ou 

j J F Φ
ν
 dx dy — j j F ΔΦ

ν
 dxdy— ο 
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lorsque λ φ ο, puisque 
ΔΦ

ν
+λΑΦ

ν
=ο. 

D'après le η° 1, F est une solution doublement périodique de 

AF-F =/. 

Nous aurons donc, en appliquant le théorème de Green, et puisque F 
et Φ

ν
 sont doublement périodiques : 

f f [FA*.- ·,(/ + F)]éody =/(F^ - Φ,^)ds = o. 

Dès lors, les conditions précédentes prennent la forme 

Jj* F Φ
ν
 dx dy — Jj* Φ

ν
(/ -H F) dx dy = ο 

OU 

ff/(*> y) φ<(χ,> y)dx dy = °-

Pour λ = ο, c'est-à-dire 
Au = o. 

il existe la solution Φ, = const., mais, comme on le sait, il n'y a 
aucune solution continue doublement périodique. Alors, la condition 
nécessaire et suffisante pour l'existence d'une solution doublement 
périodique de 

Au =f 
prend la forme 

J j'F dx dy = o. 

Or 
AF — F = /, 

et, puisque F est doublement périodique, nous tirons du théorème de 
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Green 

ÇJ* AF dx dy = J^ds = o. 

La condition devient donc 

f£ f dx dy — ο 

ou, puisque Φ, est constant, 

/./>
 t

dxdy = o. 

Nous arrivons donc, dans tous les cas, au théorème suivant : 

III. La condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une 
solution doublement périodique de 

Au -+- λ Au = /, 

lorsque λ a l'une des valeurs considérées au théorème II est que f 
satisfasse aux η équations 

f ÇfQvdxdy — ο (v = i,2, ...,/*), 

où les Φν
 sont les solutions linéairement indépendantes de 

Au -H λ Au = o, 

pour cette même valeur de λ. 

3. — Existence d'une suite infinie de solutions 
doublement périodiques de Lu-\-\ku~o. 

Lorsque λ = o, il existe la solution doublement périodique «0 = o. 
Nous procéderons par induction pour prouver l'existence d'une suite 
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indéfinie de solutions doublement périodiques. Admettons l'existence 
de η telles solutions «0, u{, ..., , pour les valeurs λβ, λ,, ..., λ

Λ
_, 

de λ. Déterminons les facteurs constants arbitraires de ces solutions de 
telle façon que 

|K(ty)| = i où K.(«/) ?=jJku)dxdy, 

ce qui est possible, sauf quand K(w
<
) est nul. On a dans ce cas, en 

multipliant 
ΔΜ, Η- X

T
 Aui= o 

par Ui, intégrant dans Ω et appliquant le théorème de Green : 

ff «,· Δ«, dx dy — — Jf[(^ j + (^)']
 dx d

I = °· 

Par suite, 
Ut = const, et λ,· = λ

0
 — ο. 

Nous pouvons donc supposer que toutes nos solutions, sauf peut-
être u

0
, satisfont à la condition précédente. 

Ajoutons les équations 

Ui (kuj η- λ; A uj) = o, 

— Uj{kUi -h \ A= ο ; 

intégrons dans Ω et appliquons le théorème de Green ; nous aurons 

(X
y
 — \) yy Àiijiiidxdy = o, 

et, par suite, si φ \ : 

K' (w,·, w,) ==J j AUiUj dx dy = o. 

Soient Φ,, Φ
2

, ..., Φ
Γ
 les solutions qui correspondent à un certain 

nombre de valeurs égales du paramètre. 
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Nous pourrons prendre, à la place de Φ
2

, la fonction 

Φ^^Φ,-ηΦ,, 

la constante c12
 étant choisie de telle sorte que 

Κ'(Φ„ Φ;>= ± e
i%

 -h Κ'(Φ„ Φ
2
) = ο. 

A la place de Φ
;π

 nous pourrons prendre 

Φ'3 = c,3 Φ, -+■ β28Φ2-+- Φ3, 

les constantes étant choisies de façon que 

Κ.'(φ„ Φ;> = ± c„+Κ'(Φ„ Φ,) = ο, 

Κ'(Φ;, Φ;)=± CJ
3
+Κ'(Φ

2
, Φ

;1
)=Ο, 

et ainsi de suite. 
En définitive, nous pouvons supposer que les fonctions ut satisfont, 

non seulement aux équations 

(i = 1,2,...,«— 1), 

mais encore à 

Uj) = ο («', j = ο, 1,2,..., « — I ; iφ j). 

Considérons maintenant le problème de minimum suivant. Il s'agit 
de rendre minimum l'intégrale 

¥(ií) fdu\* Uy/ dxdy, 

lorsque u possède des dérivées secondes continues par rapport à χ 
et y en tout point du rectangle Ω et satisfait aux équations 

|Κ(#)| = ι où K(u) j*Au* dxdy, 

K'(wy, a) = JjAujudxdy = o ( j = ο, ι,..., η — ι), 

u(x,y) = u{x + a,y) (ySyîy + b), 

u(x, y) = uix, y + 6) (as Sx £ χ + a); 

Journ. de Math. (5e série), tome X. — Fasc. IV, 1904. »'5 
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où Uj sont les solutions de l'équation aux dérivées partielles (solutions 
dont nous avons admis l'existence) et où les cotés du rectangle Ω sont 
désignés par 

x = χ, x — x y — y
}
 y =z y + b. 

Désignons par |λ
Λ

| la limite inférieure des valeurs de J sous ces 
conditions. Nous allons prouver qu'il existe, soit pour λ = |λ„|, soit 
pour λ = — |λ

η
 |, une solution doublement périodique u

n
 de l'équation 

(ι) Διι-{-lAu — o, 

u
n
 étant linéairement indépendant de ut, ..., 
D'après la définition de λ

Λ
, il existe une suite indéfinie de fonc-

tions U,, U
2

, U
3

, ... satisfaisant aux conditions du problème de mini-
mum et telles que 

(2) lim J(UA) = |λ„|. 

Nous pouvons même supposer sans restriction que ces fonctions 
vérifient les conditions 

t àu\0& ) X—JL' .v—x-bn vu 

— = _ __ [χ<χ1χ-+- a ), 

et que 
K(A) = ±I, 

avec le même signe quel que soit /1. 
. Or on a, soit | | > |λ„_, |, soit 

| \ι I — | | — ' · ' — | "λη-r |· 

Dans ce dernier cas, | λ„_,. | > o, car u
0
 = const, est la seule solution 

doublement périodique de Au — o. Dans les deux cas, le raisonnement 
employé dans le premier problème aux limites prouvera encore ici 
l'existence d'une solution u

n
 du genre annoncé pourvu que les 
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quantités 

^ U hdxdy 

restent inférieures, quel que soit A, à une limite fixe 

(3) Jj\l
h
dxdy <B (h = I, 2, 3,...). 

Nous considérerons deux cas; supposons d'abord 

//A* dy = o. 

Alors on peut remplacer les fonctions U
A
 par U

A
-I-C

A
, où les C

A 

sont des constantes arbitraires, car 

K(U
A
+C

A
) = K(U

A
) +

 2
C

A
Jj\\}

h
dxdy 

+ ClffAdxdy=K(U„)=±i 

et 

Κ-'(MY, U
A

 +■ C
A
) — Κ'(WY, U

A
) + Chj* j"A Ujdx dy — Κ/(M,·, U

A
) = O, 

puisqu'on a 

^y Att
y
· dit? </7 = o, u

0
 = const. 

Enfin 
J(U

A
-HC

A
) = J(U

A
). 

Les constantes CA peuvent être choisies de façon que 

J^ (U
A
 + C

A
)cfod7 = o, 

et ces fonctions U
A

-F- Ca
 vérifient les conditions (3). 
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11 resle le cas où 
jJ Kdxdy φ ο. 

Si Ton a 
JJ* \l

k
dxdy=--o, 

les conditions (3) sont satisfaites; sinon, en posant 

W.= ^ , 

nous aurons 

limite J(W4) = T,-

ff dxdy — J J AW 
h

 dx dy — o. 

En résumé, nous pourrons choisir une suite infinie de fonctions 
prises, soit parmi les UA et satisfaisant à (3), soit parmi les W

A
 et 

telles que 
limite J(WA) = o. 

La dernière hypothèse est impossible, puisque les équations 

//*
 dxdy φ o, 

ff W 
h
dxdy = I, 

Jy* AW 
h
dxdy =■ o, 

dx dy — o, 

W
4
(ï,y) = Wt(» + e,/) {yiyiy + b), 

W4 (a:, y) = W4 (#,/ + />) {x<xix + b), 
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sont incompatibles. Car, autrement, nous aurions, quels que soient 
xi Y ι y' dans Ω, 

t.fjf (^)'&^=o' tXf (ψ)'**-0· 

Or, d'après l'inégalité de Schwarz, on a, pour deux fonctions arbi-
traires <p, ψ, 

/ / φ ψ dx dy < / / φ2 dx dy χ / / ψ2 dx dy, 

et, par suite, 

dW,, dx dxdy <(ûf f (^V dxdy, 

X f, ζ {ψ)'*"*' 

où ω est l'aire de Ω. On a donc 

lim f f ̂ dx dy=,im f ννΑ(®)/)]Φ'=ο> 

(4) lira Γ fr à-XXdxdy = lim f [W
A
(*,/) - W

4
(*,y)]^ = o. 

Comme ces équations sont vérifiées, quels que soient a?, y, a/, y 
dans Ω, nous aurons 

lim J f A(®, y)[W
A

( ■K', y) - W
4

(ÎC, y)] dxdy = o, 

ou, puisque 

j j A(x, y) W
A

(a?, y) rfst?dy = o, 

,y)sNh(x',y)dxdy 

I 'W4(V, y)J A(»,y) cfo Uy = o. 
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Intégrons par parties* nous aurons 

limjW
A
(a?',y -+- b) Jj*Adxdy 

-f [
dW,

'dy''
r)

XX
 Kdxd

y]=°-

Mais la limite du second terme est zéro et, par suite, puisqu'on 
suppose 

J"y*A dx dy φ ο, 

nous aurons 
limWA(#', y b) — o. 

D'autre part, l'équation (4) a lieu quels que soient (χ, y), (x\ y') 
dans û; en particulier, pour y — y + h, nous aurons 

lim f + 

= — lim I \N
h
(x,y)dx = o, 

d ou 

lim J y W
A
dxdy = o. 

Or, on a 

yy W
h
dxdy = i, 

quel que soit h\ il est donc impossible de supposer qu'il existe parmi 
les UA une série infinie de fonctions ne satisfaisant pas à la condi-
tion (3). 

Cette condition étant vérifiée par toutes les fonctions UA, exception 
faite de certaines en nombre fini ou nul, la démonstration se dérou-
lera exactement comme dans le cas de la première condition aux 
limites. 
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Nous pouvons donc énoncer ce théorème : 

II existe une série infinie de valeurs du paramètre λ et de 
fonctions u

t
 partout finies, ainsi que leurs dérivées premières et 

secondes, doublement périodiques avec les périodes a, b cl satisfai-
sant à l'équation 

bui-hlÎA(x,y)ui=o, 

où A possède les périodes a, b. 
La fonction φ ο) est solution du problème 

J=
/ £ [(fe)'+(%)']dxdy=minimum> 

sous les conditions 

u(x,y) = u{x-+-a,y) (yiyiy + b), 
u(x>y) = H (a?, y + b) (χ < χ < χ a), 

Xy+b „x+a s*y + b fx+a 

0' = 0, ',···> 1)> 

et elle donne à l'intégrale J la valeur | λ,· |. 
Il y a au plus un nombre fini de valeurs \ qui coïncident et | \ 

croît au delà de toute limite (4). 

(') Si A change de signe, l'ensemble des valeurs λ; se compose d'une infinité 
de valeurs positives et d'une infinité de valeurs négatives. Voir la note (s), 
p. /,72. 


