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Sur les solutions satisfatsant & des conditions
aux limites données de Uéquation différentielle

Au +~NA(z, Y u=f(x, y).

Par M. Max MASON.

Introduction.

Dans la théorie de I'élasticité et dans celle de I’électricité, I'équation
des vibrations stationnaires

(1) Au—+ AA(x, y)u=o0

ne le céde en importance qu'a 'équation poténtielle. Le paramétre A
de Péquation doit étre déterminé de fagon qu’il existe une solution
u(x,y) qui s'annule 4 la frontiére d’une région donnée sans étre iden-
tiquement nulle (*).

L’équation (1) est I'’équation de Lagrange qui correspond au pro-
bléme isopérimétrique. M. Weber (*) a prouvé (en supposant établi
le principe de Dirichlet) 'existence d’une infinité de valeurs de A pour

lesquelles il y a une fonction harmonique solution du caractére de-
mandé.

(1) Voir Ency. der math, Wiss., t. 11, Ay, (Sommerfeld).
(%) Math. Ann., t. 1, 1869, p. 1.



446 MAX MASON.

Schwarz (') fut le premier & démontrer rigoureusement Y'existence
d’une telle valeur de A; M. Picard (?) montra I'existence d’une autre.
Enfin, la démonstration pour une infinité de valeurs fut donnée par
M. Poincaré (*). Dans ces trois cas, la méthode employée fut celle des
approximations successives avec I'hypothése que A(x, y) ne change
pas de signe dans le domaine considéré, et les propriétés de minimum
des fonctions harmoniques autres que la premiére ne furent pas consi-
dérées.

L'objet de ce Mémoire est: 1° d’obtenir des théorémes généraux
d’existence pour les solutions de I'équation différentielle

Au + AA(z, y)u=f(z, y),

sous certaines conditions aux limites, par I'application de la méthode
employée par M. Fredholm pour la solution de certaines équalions
fonctionnelles; 2° d’en déduire l'existence des fonctions harmoniques
comme fonctions minima. Nous justifierons ainsi le principe de Diri-
chlet tel qu'il a été appliqué par M. Weber dans le probléme isopéri-
métrique, de méme que M. Hilbert (*) I'a justifié sous sa forme pri-
mitive. La démonstration de I'existence d’une infinité de fonctions
harmoniques s’annulant sur la frontiére et d’une infinité d’autres satis-
faisant sur le contour a I'équation

du
u—i—-Z(u)% =o,

sera faite sans rien supposer sur le signe de A(z, y). Dans la seconde
Partie, nous nous occupons de l'existence des solutions doublement
périodiques (*).

(1) Fenn. Acta, t. XV, 1885. — Ges. Abh., 1. 1, p. 241.

(*) C. R,, +. CXVII, 1893, p. 502.

(*) Rend. Pal., t. VI, 1894, p. 57. Dans cet article, A—=1. — Voir aussi
Zarenea, C. R., t. CXXXIl, 1901, p. 1549; Krak. Abh., t. XL, 1901, p. 242. —
Korx, Abhandlungen zur Polentialtheorie. Berlin, 1902.

(*) Festschrift: Ueber das Dirichlet’'sche Princip (Abh. der k. Gitt. Ge-
lehrtengesellschaft. Berlin, 1901).

(®) J'ai considéré des questions analogues pour I'équation & une seule variable,
dans Math. Ann., t. LVIL, 1904, p. 528.
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PREMIERE PARTIE.

I. — Sur la méthode de M. Fredholm.

M. Fredholm (*) a montré comment on peut déterminer une solu-
tion de I'équation fonctionnelle

@ #& )+ [ @ y)e(m y)dedy =4 (),

ol A est un paramétre et ou ), f sont des fonctions finies et intégrables
pour les valeurs de leurs arguments comprises entre a et b. Cette
méthode s'applique, avec une légére modification, au cas ou f, sans
rester fini, a la forme

S, 2, y)y=Rlog[(x —E)*+(y —n)*]+S,

oti R et S sont des fonctions de z, y, &, v finies et intégrables.
Nous définirons le determinant D de (1) par les équations (?)

D=1 —i—idﬂ\”,

h=2

1 b b
@szuf
()

f(@ oy xays) [y mys) .. Sz y wys)
S(@y22,y) o S(Z2y 2 y5) .. Sy 2 y1)
(@ y sz y) f(2):%:)2) o oo S(@ Y@ y8)
S(@ysx y) f@yrxays) f(Tryasys) ... o

Xdz,...deydy,...dy,.

(') Acta Math., v. XXVII, 1903, p. 363.
(*) Pour plus de simplicité, nous écrirons dans les déterminants f(z, y, Z2¥s)
au lieu de f(zy, y,, 23, .), etc.
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Nous appellerons mineur d’ordre n de D la fonction suivante de A
et des paramétres &;, 0y 05, 7, ((=1,2,...,0)

(5« 52--.5 )
®- MM - ___28 )\Ix+n

( G,05...0, Ao
Ty Tae Ty
. b b
8};: 7‘7‘/(; cno£
° SGEimioeta) oo fimanta)  fGimziyn)  fGimzeye) . fEmiznya)
f(52’12°l"1) o f(Ea’nUnTn) f(E 712211’1) SEemazays) oo f(EamaZaya)
f(gn"ln“l"l) SEunnoaty) . o f(en.”mml}'t) JGranzaye) ... f(sn"lu-”h}’h)
S(@iyiom) flayyi9%) . f(#1)100%) 0 Sl y1@zays) . f(xiyrzayn)
S(@eysoity)  f(@y200%) . f(Z2¥20utn)  f(ZFa®1 1) o v f(Za 2z yn)
Sf@rynorm) f(@ayroets) ... f@rynonta) S(XnYa@ry1) f(@aYn®ays)

x dz, . .

.d.’v/,d.)’[. . .d)’/,.

Dans les formules de M. Fredholm la diagonale principale n’était
pas formée par des zéros, mais par des quantités de la forme

f(EimGiTz‘), Sf(@iyaxy).

Ce changement a été proposé par M. Hilbert qui a montré qu’il laissait
intactes celles des formules de M. Fredholm qui ne contiennent que D
et ses mineurs du premicr ordre et que les séries précédemment
définies restent convergentes pour toute valeur de A, méme quand fa
une singularité logarithmique (*). Nous aurons I'occasion de nous
servir des résullats qui concernent les mineurs d’ordre 7; nous indi-
querons donc bri¢vement les changements causés par cetle modifi-
cation dans le cas général. En suivant les méthodes de M. Fredholm,
on obtient les identités suivantes :

(1) Conférences de M. Hilbert & Géttingen, hiver 1got-1go2. Voir aussi K-
L0GG, Dissertation, Gottingen, 1902 et ANprag, Dissertation, Gotlingen, 1903,
ou I'on étend au cas ou P’équation fonctionnelle contient n variables la démon-
stration faite par M. Hilbert pour une seule variable.
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Ces équations différent de celles de M. Fredholm par I’addition des
termes en A%, lesquels contiennent tous en facteurs des mineurs de D
d’ordre # — 2. Pour # =1, ces équations deviennent

Al .|

+Aff & u0)® c>dudo

T 7
NN
=— A\ @f f S(u,v,0,7) f(0,7%, u, v)dudy,
/ g’é £
b Ab
@ '+lfff(u,v,c,1)(t).n dudy
(31) / (Us Ya Ya ’U)
T R

b b
:-)F(Df f Sy u0) flu, e,k n)dude.

Considérons d’abord le cas ot A n’est pas une racine de la fonction
transcendante D. En introduisant le symbole fonctionnel S qui donne
a I’équation (1) la forme

Sr9(% 1) =% n),
nous aurons

Seb (8 n) =8,8,9(8, 1) =S, 2(%, n),

1 b
F=g+ M+ [ g n50f(s 10 y)dsd,

ou

pourvu que la fonction g(%, v, z, ) satisfasse aux mémes conditions
de continuité que f. En particulier, on voit d’aprés (3') que F est
identiquement nul lorsqu’on remplace g par
‘ 3
z N — 1 N A E -
gi(Gn &, y)=— @‘D)w — A&, y)

4

et, par suite, 3 r'
Se.5r9(% )= 2 (&, ).
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Donc, 'il y a une solution de (1), elle est unique et donnée par la
formule

? = Sg"{l.

Drailleurs, d’aprés (2'), cette expression satisfait bien a I'équa-
tion (1). On a donc le théoréme suivant :

Si le parameétre A n’est pas racine de D, P’équation

o6 )+ [ [ 6 2, ) 8(, p)dody =4 0)

admet une solution unique

:
sEm=4 G- [ 1Eel | —WEn ) Ke,y)dedy.
Y

.Considérons maintenant le cas o D et ses mineurs d’ordre inférieur
a n sont nuls pour la valeur de A considérée quelles que soient les
valeurs des variables &, v, o, © dont ils dépendent, mais ol le mineur
d’ordre n n’est pas identiquement nul (*). Alors (2) et (3) deviennent

gE.Ea---En ] by by )
NN« Ta ‘rt 1o M.y _
® N +7L»/.: ~/¢: SGmue) @ G, 0y. . .0, duds = o,
Ty Taee T Ty Tgee Tp
& 8.y §8.. .5, ?
b ab
(D"]"']ﬁ""’]n +)\J ff(u, 0, 04;'74)60'71'712”'71" dudy = o.
G, Gy ..0, a Ya U Gy...0,
| T, Tae Ty O Tael Ty

(*) Pour chague valeur de X il existe un nombre fini n, tel que le mineur
de D d'ordre n n'est pas nul. Voir FrepaoLn, loc. cit., p. 371; sa démonstration
s'applique ici sans modifications.

Journ, de Math. (5* série), tome X. — Fasc 1V, 1g04. 51
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Ces identités sont celles mémes de M. Fredholm et sa méthode
appliquée sans modification conduit aux théorémes suivants :

I ne peut exister de solution non identiquement nulle de I’équa-
tion homogéne

(& n)—*—lffnbf(li, 0, %, ¥)¢(z, y)dzdy = o

que si A est racine de D. Si n est Uordre du premier mineur de D
qui ne s’annule pas pour cetle valeur de ), il y a exactement n solu-
tions linéairement indépendantes, lesquelles sont de la forme (')

| FRNE 35 SR

q)v(E) ’2) = ————————-———l Moe s M=t 1 T T

o
(5]
——— - ~——
N
<
I
-
\.a
|
.

[ 33
SRTRER Gy < oGyy OyTyyys +<Ty
N4Nge - Tin

@ ’:1 .« -’:v,,. ’Cvﬂ:y.’_' .. .’C"
93 0y...0,

Ty Ta...Ty

Pour cette méme valeur de A, il ne peut exister de solutions de
Péquation a second membre

¢ n)+7\fabfabf(5, 0, @, ¥)¢(@, y)dzdy = (&, 1)

que st la fonction Y(§, 1) salisfait aux n équations fonctionnelles

[LHermienig=s o

(') L'ensemble des fonctions ¥, est indépendant du choix des paramélres.
L’introduction de nouvelles valeurs pour ces paramétres ne fait que changer
chaque ® en une combinaison linéaire des ®,. Voir FreproLy, loc. cit., p. 375.
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ot lona(')

FPPR Y 2N

L Nye o Nuy Ny Nvaeie oM
V(2 ¥) =~ @ '
. 1945 °'| .o 'O-V—I xr O.V-i-l' * ‘O-"
ve T -~
® LT in TieeeTiy Y Togyes T
61 «cn
Ty T

—d, (e bt I e |
s =t [)—ipme) [ =G e )|

NyerTin
®
0'1 - %

~

CpeeTa

x Y(z, y) dwdy + e ®y(E ),

v=1

ot les ¢, sont des constanles arbiiraires.

Dans la démonstration de la convergence des séries qui définissent D,
on prouve (*) que 'on a, quel que soit I'entier positif 4,
. , c/t b —_a 2/i+-c” p
] <o SO=AE, s
h?

ol ¢, ¢’ et ¢’ sont des constantes indépendantes de 4 et ne contenant
que des puissances positives de & — a. On peut donc prendre (b — a)
assez petit pour qu'une valeur de A quelconque, mais fixée a I'avance,

ne soit pas racine de D. Nous pouvons donc énoncer encore cette
proposition : '

" Etant donnée une valeur quelconque de )\, on peut prendre

() La note précédente s'applique aux W,.
(*) A~pRmag, loc. cit., p. 101.
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(b — a) assez petit pour que Uéquation
b
o(Em)+ 2 [ [ 6 @ 7)0(ar y) dedy =45 m)

ail une solutton, et une seule.

II. — Théordmes généraux d’existence pour le probléme aux limites.

Nous établirons dans ce paragraphe l'existence d’une fonction
u(z, ¥) qui est continue dans une région Q ainsi que ses dérivées
premiéres, qui satisfait & 1'équation différentielle

(1) Au 4+ AA (2, y)u=f(x, y)

et prend des valeurs données o(s) surle contour S de Q (). On admet
que les fonctions A et f soient bornées et intégrables dans Q et que
a(s) soit une fonction continue de s, longuecur de 1’arc de S.

D’aprés le théoréme de Green, on a-

(2) j(;f(vAu—— ulv) dzdy = —‘/(;)(v%:; — ugﬁ)ds,
@

n étant la normale intérieure & S. Prenons pour u une solution (*)
de (1), solution dont nous postulerons provisoirement I'existence. Et
prenons pour ¢ la fonction de Green G(z, y, &, 1), solution de I'équa-
tion potentielle Ay = o dans la région Q, qui admet la méme singula-
rité que logy/(z — &)*+ (¥ — n)* et s’annule sur S. L'cxistence d'une
telle fonction G a été prouvée par plusieurs méthodes. Appliquons la
formule (2) & la région oblenue en excluant de Q une aire circulaire

(1) On suppose la région € limitée et & connexion simple, son contour S étant
formé d’un nombre fini d'arcs analytiques. On sait qu'on peut appliquer a une
telle région les résultats de la théorie du potentiel.

(*) Nous emploierons le mot soluiion pour désigner une fonction qui satisfait
i Péquation (1) en tout point de @. Cette définition implique Ja continuité des
dérivées premiéres.
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de rayon r, de centre (&, v). En passant a la limite pour » =o, on
obtient par une méthode bien connue

- 9
(3)  u(k, n)= T%L'ao—gds— o= [ [§(f ~2Au)dwdy,
Q)

en remplacant les valeurs de u sur S par o.
Inversement la théorie du potentiel montre que toute solution u de
'équation (3) satisfait & I'égalité

Au=f—2NAu

[c’est-a-dire & équation (1)] et admet les valeurs aux limites o(s) (*).
L'intégration de (1) sous les conditions aux limites données est donc
ramenée & la résolution de 1'équation fonctionnelle

b b : ’
@+ [ [ 2@,y E nuls,y)de,y =F (&),

ot F(Z, v) désigne la fonction connue

—1 [ _dG

= [oqd— [ [ 7@ 5@yt dudy,
® Q X

et ot nous avons étendu l'aire d’intégration & un carré de cdté (b— a)
entourant Q, G étant considérée comme nulle en dehors de Q.

Or, (4) est une équation fonctionnelle de la forme considérée § I.
Pour appliquer les résultats de M. Fredholm, il suffit de savoir &
quelles conditions F (&, 1) est identiquement nul. Comme la repré-
sentation au moyen de la fonction de Green est unique, cela ne peut
arriver que sil'on a

s(s)=o0, f(x,y)=o.

Les résultats du paragraphe précédent nous conduisent donc aux .
théorémes suivants :

L 8i f (=, y) et o(s) ne sont pas & la fois identiguement nuls,

(1) Voir Harxack, Logarithmisches Potential. Leipzig, 1887.
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il existe, pour toute valeur du paraméire \ auire que les racines
de la fonction entiére D, une solution et une seule de I’équation

Au+ MNA(z,y)u=[f(x,y)

qui prenne les valeurs aux limites ¢(s). Cetle solution est donnée
par la formule

y

n

x

A(z,
AR G,y )| Fa, y) dedy.

u(n) =FEm)—A[ [[5o

Q)

Y

1L Tl ne peut y avoir de solution nulle sur S (sans étre identi-
quement nulle) de I’équation

Au+AA(z, y)u=o

que si le paramétre \ est une racine de D. Si n est l'ordre du pre-
mier mineur D qui ne s'annule pas pour la valeur considérée de A,
il existe exaciement n solutions linéairement indépendantes s an-
nulant sur le contour S. Ces solutions ont la méme forme que les
Sonctions ®,(xz, y) données dans le paragraphe précédent.

Pour la méme valeur de A, la condition nécessaire et suffisante pour
qu'il existe une solution de

Au+ KA (2, y)u=f(z,y)

qui prenne des valeurs aux limites o(s) est que f(x,y) et a(s) véri-
fient les conditions

ffF(w,y)‘I&(w,y)dxdy:o (v=1,..,n),

Q)

ou ¥, a la forme donnée dans le paragraphe précédent. D’ailleurs, la
fonction f(&, v, %, ¥) de ce méme paragraphe a ici la forme

& @ y) == Az, ) §(2,5,E )
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Dans les expressions de D et de ses mineurs, A peut étre supprimé
du déterminant et mis en facteur. En écrivant 9, sous la forme

3,‘;Z‘Tfab...[‘hA(f)dw,...dyh,

nous aurons

A(sy,7)..- A, %, .
8,,': ( lz? 21:)(,, )f f A(‘L‘nyc)-' A(wm}’a)A(Q)dw- d}’;,.

L’identité
G(z, y, & n) = Q(E, 0, Z,¥)

montre que le déterminant A(G) reste invariant si I'on permute les
paramétres &;, v; avec o, 7;, respectivement; en effet, on aurait seu-
lement changé la position relative des lignes et des colonnes. Dés lors,
revenant aux définitions de @, et de W', on voit facilement qu'il suffit
de choisir, pour les valeurs des deux paramétres &,, n, de ¥, les para-
métres gy, T, de ®,, respectivement, pour avoir la relation

W(2,5) _ B(2,9)
A(‘”) }’) A(“'hl_'cv)

ou
¥, (z,y)=A(x, y) D,(z,y) X const.

Les conditions trouvées précédemment pour K peuvent alors
"y :
s'écrire

ffF(ac,y)A(L,y)@(x y)dedy =0  (v=r,...,n),
(«

ou, puisque A®, +AAD, =0

ffF(w,y)A(Dv(:c, y)dzdy =o.

Q)

Appliquons le théoréme de Green; puisque les @, s’annulent sur S,
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on aura

od,
[ [1F(@,5)A%.@2,5) - ®.(@,)AF (=, ) dody = — | Ftds.
Q)

Mais la fonction

F(E’ )—"’—‘fff(w ¥)§(x, y, ,q)dJ,(ly_____f d('ds

(o]
satisfait dans Q & Iéquation
AF = f,

et elle prend les valeurs o sur S. Les conditions deviennent alors

fff(a: ¥) D, (z, )dxdy—f 0P om0 (V=T e n).

(Q;
On a donc le théoréme :

IlI. Si A a une valeur pour laguelle D et ses mineurs s’annulent
jusqw'a Uordre n exclusivement, il ne peut iy avoir de solutions de

Au+ )\Au:f

prenant les valeurs o sur S, que si f el ¢ satisfont aux conditions

fff(l) dwd}"‘/s)c—vds—-o (v=1,...,n).

Q)

Dans ces égalités, les @, sont les n solutions linéairement indépen-
dantes et nulles sur S de 'équation différentielle rendue homogene.

Lorsque ces conditions sont satisfailes, les solutions ont la
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Jorme
. EEI"' En‘ \
NioeaTn Az,
u@m=FEm -2 [ —rigme 20 =302 6@ b
& Le+oe3n toee Op \
® LI T
oy « %
Ty “n

x F(z,y)dody + 3 e,@,(, 1),

v=1

ol les ¢, sont des constantes arbitraires.

Enfin, on transforme immédiatement le dernier énoncé du para-
graphe précédent :

IV. Pour une valeur donnée quelcongque de \, on peut prendre

la région Q assez petite pour qu'il existe dans Q une solution et
une seule de

Au+7&Au=f

prenant les valeurs donndes ¢ sur S. Cette solution a la forme donnée
dans le théoréme I.

1I1. — Existence de la premiére fonction harmonique.

Nous avons montré qu'il existe une fonction harmonique, c’est-
a-dire une solution de

(1) Au+ AA(z,y)u=o,

nulle sur le contour S d'un domaine Q sans étre identiquement nulle
dans Q, pour les seules valeurs A = A, rapineé d'une certaine fonction
transcendante entiére D. Nous allons prouver maintenant qu’il y a
une infinit¢ de racines de D et que les fonctions harmoniques corres-

pondantes sont les solutions de certains -problémes de calcul des
variations.

Journ. de Math. (5° série), tome X. - Fasc. 111, 1g04. 52
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Considérons le probléme suivant : Rendre minimum Uintégrale.

= 1) + (] e

u désignant une fonction quis'annule surle contour S de Q, admet
des dérivées secondes en tout point de Q el satisfait a Uéquation

K ()] =
K(u) -—ffAu’dey
o1

L'existence d’une solution de ce probléme n’est pas évidente, mais
il y a certainement une limite inférieure finie A, pour les valeurs de J
sous les conditions imposées. Nous allons démontrer le théoréme sui-
vant : :

La limite inférieure \, ou la valeur symétriqgue — A, est une
racine de D et la fonction harmonique de (1) correspondante est
une solution du probléme de minimum.

‘D’aprés la définition de 1, il existe une série infinie de fonctions
satisfaisant aux conditions du probléme

Ul’ vUﬂ, U37 MRS
telles que -

(2). lim J(U,) =2,

l‘_.
De plus, ces fonctions peuvent étre choisics de fagon que I'on ait
(2) K(U,) ==

ou le signe reste le méme quel que soit A.
Définissons une suite de fonctions f;, par les expressions

3) Sfr= AU+7\ AU, (h=1,2,3,...),

le signe == restant le méme que dans (2)".
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En multipliant (3) par U, et intégrant dans Q
[ [CiaU dwdy + 2, = [ [fiUida dy.
Q, Q)

Appliquons la formule de Green; puisque les U, s'annulent sur le
contour S, on aura

2= =[ [£iUsdady.
1Q)
Et d’aprés (2)

3 lim | [ f4Usdzdy =o.
]

Soit maintenant
V., V., V., ..,

une séric indéfinie de fonctions continues dans Q ainsi que leurs déri-
vées premiéres et secondes et nulles sur S. Ecrivons pour abréger

(4) AVhiloAVr—-gm
en choisissant comme précédemment le signe =.

Alors, Uéquation

() lim [ | Uygrdzdy =0
I

h=w

sera vérifiée par toute série analogue de fonctions V,, pourvu que
Uon ait, quel que soit h,

(6) lffV,,g,,dxdy|<B

Q)

ot B est un nombre fixe indépendant de k.

En effet, dans le cas contraire, on pourrait choisir parmi les
couples U,, V, une série infinie de couples U;, V, pour lesquels
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on ait, quel que soit £,

5y [[Uigidudyze  ou <o,

Q)
p étant un nombre indépendant de A, positif dans le premier cas,
négatif dans le second et g, étant la fonction déterminée par V,
dans (4).
Considérons alors les fonctions
v,=U,+cV,

ol c¢ est une constante. Elles satisfont a I'équation

Aoy =N Aoy=f+cg)

et s'annulent sur S. Multiplions cette équation par ¢, = U, + ¢V et
intégrons dans Q; nous aurons, au moyen de la formule de Green,

£ 0K (@)= I@)= [ [V fi+cUigi+ Vi) + e Vigildody.
Q)

Mais, puisque Uy, et V, s’annulent sur S,

[fwav,-v, AU,,)dxdy_ff(U,m_v;fh>d£dy_0

&)
D’ou
= 1K(0p) — I(0n)
=fgfu;,f',,dxdy + 2cfng,,c,,dxdy + cszv,,b,,dm dy.
fo) Q)
Choisissons ¢ de fagon que pc soit positif et assez petit pour que'on
" 2¢p>cB, cesta-dire |e|< -Z—IBE—I
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En posant § = 2p¢ — ¢*B, nous déduirons de (6) et (3")

0K (o) =32 [ [Upfadmdy +3.

Q)

D’ailleurs ¢ est une quantité positive indépendante de 4; par suite,
d’aprés (3 ) nous pourrons prendre 4 assez grand (% = H), pour que

= XK(oy) — J(vy) > o0,
et alors

(7) )‘olK(Vu)I —J(01|)>0.

Posons

i

VIK(en)l

nous aurons | K ()| = 1. Dés lors « satisfait & toutes les conditions du

probléme de caleul des variations et, en divisant (7) par |K(oy),
nous aurons

::u;

)‘o - J(u) >07

ce qui est incompatible avec la supposition que A, soit la limite infé-
rieure de Dlintégrale J sous les conditions du probléme. En consé-
quence, 'hypothése (5) est fausse et I'équation (5) doit avoir lieu
sous la condition (6).

Pour prouver maintenant le théoréme lui-méme, supposons, au
contraire, qu'aucun des deux nombres = A, nesoitracine de D. Alors,

d’aprés le théoréme 1 du paragraphe II, il existe une solution V), de
chacune des équations

AV;,i )\OAV;,:-‘ AU;, (’L =1, 2,.. .),

laquelle s'annule sur S et prend la forme

Vi@, )= [ [T, % ) A ) UsE, m) dEan
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ou (')
F(E1 N, T, y)‘

_E) 1 4
o 2"][[-(5(0 xﬁ

- ﬁg(zy Ny %, y)

A
=2 Ay, 0)G(u, 9, , y)] GGy u,0)dude

Il nous faut montrer maintenant que les fonctions V), satisfont & la
condition (6). On a

f f Vigada dy

=[ [ [ [AEDUENA@ ) Un,y)TEn,,5)dedy didn,

" Or on déduit de I'inégalité de Schwarz (*)

(ffV,,g,,dxd_y)giffffI"dxdyd’édn x(ffAﬂU;;dxdy)’.

Les fonctions V,, vérifieront donc (6) pourvu que expression

[ [vidzdy
soit bornée.

Or, il a été démontré () que toute fonction u satisfaisant & I'équa-
tion
f f udxdy =o

(1) L'intégration est étendue & 2 dans cette équation et dans les suivantes,

) (ffqupdvdy>2<ff?’dxdyffqﬁdxdy (Ges. Abk., . 1, p. 251.)

(%) Poixcarg, loc, cit., p. 70. Voir aussi Kory, Abhandlung zur Potential-
theorie (Abh. 1V, 1go2, p. 12; Berlin). t
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vérifie 'inégalité

[ fwdedy <ki(u)

ol k est une. constante finie dépendant seulement du domaine (.
D’autre part, on a, si L est l'aire de Q,

S (V=5 f [Vidady) dody =o
par suite, en prenant z = U, — - f f Usdw dy,

v f Uldwdy — %( [/ U,,dwdy)"’<kJ(U,,).

Delacondition limJ(U,) = 4,, il résulte que les fonctlons U,, satis-
feront & (6) pourvu que les quantités

s

restent inférieures & une limite finie quel que soit ..
Mais puisque U, s’annule sur le contour

fo,,dway__ffx"U"dmd

et en désignant par X le maximum de | z| dans Q, on aura

lffu,,dxdykxffl"uh dzd <xff[1+(""h>] da dy.

oo |f Uhdxdyl<XL+XJ(U,,)

et la fonction V), vérifie (6).
Mais si la condition (6) est satisfaite, I'équation (5) doit tre véri-
fiée et 'ona

lim [ [ U,AUsdzdy =limK(U,) =o.
y = hmK(U,)
Q)

lt:no
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Or ceci est impossible, puisque 1'on a | K (U,) | =1 quel que soit 1.
Ainsi 'hypothése faite sur A, est inexacte et 'un des deux nombres
=+, est racine de D. : ‘

11 résulte du théoréme II, paragraphe II, qu'il existe une fonction
harmonique u, nulle sur S et solution de I’équation différentielle

Auy*=2Au,=o.

Multiplions cette équation par u,; en intégrant dans Q au moyen de
la formule de Green, on aura

=+ )‘oK(uo) = J(uo)9
ou, puisque J(u,) > o,
MoK (1) | = I(u,).

Déterminons le facteur constant et arbitraire qui figure dans u, de
fagon que | K (z,)| =1.

Alors u, satisfera a toutes les conditions du probléme de minimum
et ce sera une solution de ce probléme puisque

Ao =T (u,).

Enfin ==}, est en valeur absolue la plus petite racine de D. Car s'il
existait une racine X’ telle que | \'| <, la fonction harmonique cor-
respondante satisferait (avec une détermination convenable de son fac-
teur constant) aux conditions du probléme de minimum et donnerait
a J(u) la valeur |}’ | <\, ce qui est impossible d’aprés la définition
de A,.

En résumé, la limile inféricure précédemment définie A\, ou sa
valeur symétrique — \, est une racine de D et la plus petite en
valeur absolue. La fonction harmonique correspondante u, est la
solution du probléme de minimum.

IV. — Existence d'une infinité de fonctions harmoniques.

Nous procéderons par induction. Admettons l'existence de 7 fonc-
tions #;({ =0, 1,..., n — 1) qui, pour des valeurs de A, égales en
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valeur absolue aux nombres respectifs A;, sont solutions harmoniques
de
Au-+AAu=o.

Nous supposons de plus que chaque fonction u; est la solution du
probléme
J(u) = minimum

ol u s’annule sur S et satisfait aux équations

|K(u)|=1, K’(uj,u):::ffAujudwdy=o (J=0,1,.,i—1).
o) :

Pour démontrer Pexistence d’une (~ + 1)i™ fonction «, de cette
série, considérons le probléme

J(#) = minimum
pour les fonctions u nulles sur S et telles que
|K(e)|=1, = K(uju)=o0 (J=o0,1,...,n—1).

Appelons A, la limite inférieure des valeurs prises par J sous ces con-
ditions. Nous allons montrer que si 4,>M\,_,, +A,, ou — A, est
une nouvelle racine de D et que si A, =4,_,, il existe pour A =,

ou A= —X,, une nouvelle fonction harmonique, solution de (1),
linéairement indépendante des autres.

Choisissons une série de fonctions U, satisfaisant aux conditions du
nouveau probléme de minimum et telles que

(2) imJ(U;) = A,

1‘:“

(2)' K<Uh)=i'y
le signe restant le méme quel que soit . Soit d’autre part

VI’ V‘.” V:H

une série infinie de fonctions satisfaisant aux conditions de continuité
et s’annulant sur S.

Journ, de Math. (5° série), tome X. — Fasc. IV, 1gof. 53
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Posons
AU;, i X,,AUh:f,‘

AV, 0, AV = g4,

ot les signes = sont les mémes que dans le second membre de (2)'.
On prouvera, comme dans le cas précédent, que

(5) lim [ f Ungsda dy = o,

h=we.

Q

pourvu que, en outre de la condition primitive

(6) ffvhghdxd}’|< B,

Q)

les nouvelles conditions
(6) K(u,Vy))y=0 (i=0,1,2,...,0—1)

soient satisfaites.
En effet, il résulte de (6)" queé les fonctions

vp=U,+¢cV,,

ou c est une constante, satisfont & toutes les conditions du nouveau
probléme de minimum, sauf |[K(¢,)]==1, car elles s’annulent sur S
etl'ona

K'(us0) =K' (u;y Upy) +cK'(u;y Vi) =0 (i=o0,1,..,n—1),

puisque les u, satisfont aux conditions du probléme de minimum et
que 'V, satisfait & (6)'.

Alors on peut appliquer les méthodes du cas précédent sans modifi-
cation et il en résulte 'équation (5).
" Considérons d’abord le cas ou A, > A,_,. St notre théoréme n’était
pas exact, == 4, ne serait pas racine de D. Alors il existerait (§ II),
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pour chaque valeur de /, une solution de
(7) AV/,:*:)\”AV/,= A.Uh (h:l, 2, 3, ...)

qui s’annulerait sur S.
De (7) et de

Au,=NAu;=o (i=o,1,...,n—1),

il résulte (puisque u; et V, s’annulent sur S et que U, satisfait aux

conditions du probléme de minimum ) que 'on aura, quels que soient
teth, :

+ (A —\) f f AuV,dz dy

Q

— f(V/; Au; — u;AV,) dw dy +ffAU,,u,-da: dy

Q)

_ ou; v, _
= (S)<Vh?j;l- —_ uim)ds = 9.

Dés lors, puisque 'on a A, > \;, quel que soit i < z, les V,, satisfont
aux conditions (6)". On voit, comme dans le cas précédent, qu’elles
satisferont aussi 4 (6). Par conséquent I'équation (5) est vérifiée ou

h=w

Q)

(8) 1imffAU,=,dx,y=£n:K(U,,)=o.

Mais ceci est impossible puisqu’on a, quel que soit 4,
KU =1.

Ainsi, + A, ou — A, est sirement une racine de D pour A,>A,_,.

De plus, il en résulte qu'il y a une nouvelle solution harmonique z,
de (1) pour A = + A, ou pour A = — X, ; déterminons son facteur con-
stant de fagon que

|K(u,)|=1.
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On déduira, comme précédemment, des équations

Au;=MAu;=o0 ) (i=o0,1,...,n—1),
Au, == )‘nAunz o '7‘u> )\h

que u, satisfait aux équations
K'(uj,u,)=0 (j=o,1,...,0—1).

Aipsi u, satisfait aux conditions du probléme de minimum et, puis-
qu'il donne 4 J la valeur },, ’est la solution du probleme. Notre théo-
réme est complétement établi pour A, > 2,_,. De plus, d’aprés la défi-
nition de A,, il ne peut y avoir de racines de D dont la valeur ahsolue
soit comprise entre A,_, et A,.

Considérons maintenant le cas ot 'on aurait

7\n = )\n—l e = )\n-r (I‘éll).

Il existera pour A=A, ou A = — },, une solution de (1), linéaire-
ment indépendante de @,_,, ¥, ..., &, Sinon, d’aprés (2), D et
ses mineurs seraient nuls pour A =4, ou A = — %, jusqu'a l'ordre n

exclusivement. Alors il existerait (1II, § II), pour chaque valeur de 4,
une solution V, de

(7) Avh * )\nAV/; = AUIn

s'annulant sur S, car les fonctions AU, vérifient les conditions suf-
fisantes

ffAU,,u,- dedy =K'(u;, Uy) =0 (I=n—1,n~—2,..,0—7).

(€2

Ces solutions V, ne sont pas déterminées d'une maniére unique;
elles ont la forme

n—1

V,,:W,;k 2 CrjlUjs

j=m--r

ou les ¢ sont des constantes arbitraires.
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Or on a, par hypothése,
K(u,-):;, K’(U,',Uj)-“-"— o,

et, par conséquent, on peut déterminer les ¢ de fagon que

ffAu,V,,dxdy_f/Au W, dwdy = cy=o

@
(i=n—1,...,n—7).

Donc les fonctions V, satisfont aux conditions (6)'.

Comme précédemment, elles vérifient (6) et, par suite, (5) et (8);
d’ott la contradiction annoncée. Il y a donc une solution %, de (1) qui
est linéairement indépendante de ,_,, ..., #,—,. Considérons alors la
fonction harmonique

n—14

/
Uy= 3 Cilbj+ Cyll,

jEn—r
et déterminons les rapports des coefficients par les équations
K'(uyu,)==xc;+ e, K (uyu,)=o0 (i=n—1,...,n—r),
ct leur facteur commun par la condition
K ()] =1.

On verra, comme dans le cas A\,>A,_,, que u, vérifie les équa-
tions

K'(u,u,)=o0 (i=o0,1, cey R — T =),

puisque A, > A,_,_,. Ainsi &, satisfait & toutes les conditions du pro-
bléme de minimum et, puisqu’il donne la valeur A, & l’mtegrale J,
c’est la solution du probleme.

En résums, nous avons prouvé, en admettant l'existence de 7 fonc-
tions harmoniques, l'existence d’une (n + 1)=€ et sa propriété de mi-
nimum. Il y a donc une série infinie de telles fonctions. Il faut observer
qu’un nombre fini seulement de valeurs A, peuvent coincider, car, pour
toute valeur de A, il n’y a qu’un nombre fini ou nul de mineurs de D
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qui soient nuls (*). De plus, puisque + A; ou — A; sont des zéros de
la fonction transcendante entiére D, il ne peut y avoir de limite supé-
rieure pour les valeurs A;. En définitive, nous obtenons ce théoréme :

Il existe une série infinie de valeurs numériques \; du para-
métre \ et de fonctions harmoniques u; nulles sur S et solutions de
Véquation

u;= 0 A(z, y)u;=o.

La fonction u; est solution du probléme

i=[f [("") >]dx dy = minimum,

Q)

et elle donne la valeur \; é Uintégrale J. Il i’y a pas de limite su-
périeure finie pour les nombres \; (*).

V. — Extension aux conditions aux limites généralisées.

Les théorémes sur 'existence des solutions de

Au+7\.Au:f,

qui satisfont, sur le contour S de £, & I’équation
) du
u-+2(s) 5. =0(s)

[0t Z(s) et o(s) sont des fonctions continues données avec la condi-
tion X(s) < o], peuvent étre démontrés en remplacant la fonction
de Green employée (§ I1) par la solution de Green de I’équation po-

(*) Voir note ('), p. 4

(2) Si la fonction A chanwe de signe dans Q on peut remplacer Ia condi-
tion | K|=1 soit par K =1, soit par K —=—1. Dans le premier cas on arrive
A des valeurs positives A;; dans le second cas & des valeurs négatives. L’ensemble
des valeurs }; se compose donc, si A change de signe, d'une infinité de valeura
positives et d’une infinité de valeurs négatives.
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tentielle qui satisfait, sur le contour, & la condition
2G
G +Z (S') Jﬁ = 0.

L’existence d’une telle fonction a été prouvée dans le cas
I(s)<o.

Sans aucun changement de méthode, on démontrera des théo-
rémes analogues & ceux du premier cas, les équations du § 1l s'ap-

pliguant sous la méme forme aux conditions aux limites généra-
lisées.

Les fonctions harmoniques pour ce probléme sont les solutions,
autres que zéro, de I'équation

Au+ANAu=o

qui satisfont sur S 4 la condition

ou

v
u-+ “op =0

Il n'y a de telles solutions que si A a pour valeur une racine de D,
le déterminant D étant formé avec A et la fonction de Green géné-
ralisce.

Pour prouver I'existence d’une série infinie de fonctions harmo-

niques, on peut appliquer les méthodes des paragraphes 3, 4 avec
une légére modification.

Considérons, pour cela, le probléme de minimum

J(u)——ff{ ‘)“ (0“\) ]dxdy E(’—,",-cl‘s':minimum

=

sous la condition

|IK(u)l =1, avec K(u)={ [ Auwdzdy.
IS

Sous I'hypothése <o, il existe une limite inférieure déter-
minée A, des valeurs de J vérifiant la condition. On peut donc déter-
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miner une série de fonctions
Ul b} U:I ) U 3

telles que
: K(Uy) ==

(le signe == restant le méme quel que soit %), et que
'}gnJ(U,,) =X,

De plus, nous pouvons supposer sans restriction que ces fonc- -
tions U, satisfont sur S a la condition

U,;+EQ-U~" =o0.

Car cette condition, n’affectant les valeurs de ces fonctions que
dans une bande aussi étroite que I'on veut enserrant le contour, ne
peut altérer la limite inférieure de J.

Définissons une série de fonctions f}, par les équations

Fi=AU, == A, AU,

ot le signe = est le méme que dans (2). Multiplions cette équation
par U, ; en intégrant dans Q, on aura

= [+ () ity 088 [ vt

Q)

ou, d'aprés les conditions aux limites,

A—I(U;) = fff,,U,,dxdy

Q)

L’hypothése que == A, n'est pas racine de D conduit & une contra-
diction comme dans le paragraphe III, les équations restant encore
valables. Il n’y a qu'une différence, & savoir dans la démonstration
que les fonctions V satisfont & la condition (6). Nous avions utilisé au
paragraphe III le fait que les fonctions s’annulent sur le contour:
Actuellement, nous trouvons encore que les fonctions vérifient (6)
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pourvu que les valeurs des expressions

ff'U,,da; dy'

Q)

reslent inférieures & une limite finie. Or
(jQ;fU,,dwdy= (s)a;U,‘dy—é)fo(g—."dwdy.
Donc, si X est le maximum de | # | sur le contour
fUhdxdy|<XL,|Uh|c@+X[wf‘%
fo,,dxdy' <X.£)(U';j+ D dy + x(fg}f[l + (52) | dedy.

Q)

dz dy,

Dés lors, ces quantités restent inférieures & une limite finie, car

on a
ff[(t)U,,) (dlj,h) ]dxdy (s)'Uz“;‘ds!=7‘m 2‘<o:

On prouvera, sans autre changement, le théoréme analogue & celul_,
du paragraphe IV :

lim
h=

Il cxiste une série infinie de valeurs ), telles que, pour l’une des
valeurs A = == \;, ’équation

Au+)\Aul—_o

posséde une solution w; différente de zéro et satisfaisant sur le
contour ¢ la condition : S

u+2%=o, <o,

La fonction u est la solution du probléme

J(u)=_(£)f[(g—g>z+(du> ]dxdy——f ~ ds = minimum -

Journ. de Math. (5* série), tome X. — Fasc. IV, 1gof. 5—/!
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sous les conditions

ffAu'-'dxdy =1; ffAujudxdy=o (J=o0,1,..,0—1).
Q

Q)

Elle donne a Uexpression I la valeur \,.
1l n’existe pas de limite supérieure finie pour les quantités A; (*).

DEUXIEME PARTIE.
LES SOLUTIONS DOUBLEMENT PERIOD]QUES.

1. — Les solutions doublement périodiques de Au — u—=f(z,y).
M. Picard (*) a démontré qu'il existe une fonction de la forme

G(x, y,8 n) =logV(x — &)+ (¥ —n)*+ R(®, 5, & 1)

[ou R est continu ainsi que ses dérivées secondes dans un rectangle £
de cétés a, b comprenant le point (&, %)] qui est doublement pério-
dique avec les périodes a, b, et qui satisfait en tout point de Q autre
que (£, 1) & 'équation

G 2
G +'o J —§G=o.

ozt~ gyt
Nous pourrons appeler cette fonction la forction de Green double-
ment periodique relative 4 I'équation

Ap—v=0
pour les périodes a, b.

(1) Voir la note (*), p. 472.

(%) Bulletin de la Société mathématique, t. XXVIII, 1goo, p. 186. Voir
aussi Comptes rendus, 25 janvier 1904, ou M. Picard a proposé la question
traitée dans la présente Note.
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Faisant usage du théoréme de Green exactement comme dans le
cas d’une fonction de Green ordinaire, nous obtenons la relation

G(z, y, 5', n) :"Q(Ea Ny &y ) )

Ainsi G est doublement périodique en &, v aussi bien qu'en z, y,
fait qui ressort, du reste, de la forme donnée par M. Picard & la fonc-
tion. De plus, ¢ satisfait en tout point de Q autre que {=x, n=y &
I'équation
%Eﬁ +- %g —{=o.
Nous avons donc

Considérons maintenant la fonction

u(8n)=— “ff‘d(%.)” &, n)f(z,y)dzdy;
elle est doublement périodique avec les périodes a, b, et puisque

u(n)=— 5 [ [F(w, y)log (e =By + (y — 1P dady

Q)

— 5= [ [ R, 3, 0) f(, ) dady,
Q)

nous déduisons de 'équation aux dérivées partielles de R :

0? u u

% T =fn) — ;ffﬁ(% ¥ %) f(z, y)dzdy,
Q)
ou

*u dtu
& T e=rGn:
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2. — Théorémes généraux sur lexistence des solutions doublement
périodiques de Aw + AuA(x, y) =f(x, y).

Si u(x, y) est une solution doublement périodique de

(1) Au+ MNA(x, y)u = f(z,y),
le théoréme de Green nous conduira par des méthodes bien connues &
la formule

a(En)=— 3= [ [1/(@y)—[1+AAm (@, ¥)!§(@, 3,5 1) dedy,
(Q) .

ou §(z,y, £, n) est la fonction considérce dans le dernier paragraphe.
Inversement, si u est une solution de cette équation fonctionnelle, le
méme paragraphe nous apprend que «(x, y) esl une solution double-
ment périodique de

Au —u=f— (1+ArA)u,

c’est-d-dire de I'équation (1). Par suite, les solutions doublement
périodiques de (1) coincident avec les solutions de Iéquation fonc-
tionnelle

uEn) === [ [£(@,)6(z, 7, & n)dwdy
Q)

- %—ff[’ + N (z, y)] e(@, y)§(2, y, 8 n)dz dy.
Q)

La forme de cette équation différe de celle qui se présente dans le
premier probléme aux limites, par le remplacement de AA en 1+21A;
différence qui n’est d’ailleurs nullement essentielle.

Si® est le déterminant de 1'équation fonctionnelle (déterminant
qui est une fonction transcendante de A), nous arriverons exactement
comme dans la premiére Partie de ce travail, aux théorémes suivants :

- L. 8¢\ Rest pas une racine de D, il existe une solution double-
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ment périodigue et une seule de
Au + Mu =f

II. Si X @ une valeur pour laguelle D et ses mineurs d’ordre
inférieur @ n sannulent, le mineur d’ordre n restant différent de
zéro, il existe n solutions doublement périodiques linéairement
indépendantes : ®, (et n seulement) de U'équation

Au + AA =o.

Pour chacune des valeurs de A considérées dans le théoréme 11, la
condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une solution double-
ment périodique de I'équation non homogéne est, comme dans le cas
du premier probléme aux limites, que la fonction

F(E,"]):’ ﬁfff(w'y)ﬁ’(w,}’,f,n)dxd)’
(Qy

satisfasse aux n équations

ffF(x,y)va(w,y)da;dyzo (v=1,2,..,n).
Q)

Dans le cas du premier probléme aux limites, nous avions P’expres-
sion

Y,(x, y)=const. AA(z, y) Dy(z, y);
cn remplacant AA par 1+ AA, nous aurons, dans le cas présent,
W, (x, y) = const. [1 +AA(x, ¥)] D (x, y),

et les conditions précédentes deviennent

f f F(z, y) [1+2A(, )] 0w, y)dody = o

Q)
ffF(I),,dxdy —ffFA@,,dxdy:o

ou
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lorsque A £ o, puisque
AD,+ AAD,=o.

D’aprés le n° 4, I est une solution donblement périodique de
AF —F = f.

Nous aurons donc, en appliquant le théoréme de Green, et puisque F
et @, sont doublement périodiques :

fgf[FA(I)v— o,(f + F)ldzdy =f(1?%‘2: _ @%E)ds:o.

Dés lors, les conditions précédentes prennent la forme

ffF(l)vdwdy—ffd)v(f+F)dxdy=o
Q) Q)
ou

fff(“’a y) 0 (z,y)dxdy = o.

«Q -

Pour A = o, c’est-a-dire
Au = o,

il existe la solution @,= const., mais, comme on le sait, il n’y a

aucune solution continue doublement périodique. Alors, la condition

nécessaire et suffisante pour D'existence d’une solution doublement

périodique de ‘
Au=f

fdexdy:o.

Q)

prend la forme

Or
AF — F = f,

et, puisque F est doublement périodique, nous tirons du théoréme de
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ffAFdxdy:f%—Eds:o.

Q)

Green

La condition devient donc
[[rdwdy=0

Q)

ou, puisque ®, est constant,
» puisq

fff(l), dxdy =o.
@

Nous arrivons donc, dans tous les cas, au théoréme suivant :

1. La condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une
solutior. doublement périodigue de '

Au-i—'AAu:f",

lorsque N a l’une des valeurs considérées au théoréme I est que f
satisfasse auw n équations

fff@vdmdyzo (v=1,2,...,n),
Q)
oz les @, sont les solutions linéairement indépendantes de

Au+ AAu=o,

pour cetle méme valeur de \.

3. — Existence d’une suite infinie de solutions
doublement périodiques de Au+AAu=—o.
Lorsque A = o, il existe la solution doublcment périodique u,= o.
Nous procéderons par induction pour prouver I’existence d'une suite
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indéfinie de solutions doublement périodiques. Admettons I'existence
de 2 telles solutions u,y, u;, ..., U,_,, pour les valeurs A, X, ..., \,_,
de A. Déterminons les facteurs constants arbitraires de ces solutions de

telle fagon que

IK(u)|=1 oi K(u,.)—.;ffAugdxdy,
Q)

ce qui est possible, sauf quand K(;) est nul. On a dans ce cas, en
multipliant
Au,+ M Aw;=o

par u;, intégrant dans Q et appliquant le théoréme de Green :

[ oo dy == {22 + (2t =
el @

Par suite,
u; = const, et A=A, =o.

Nous pouvons donc supposer que toutes nos solutions, sauf peut-
étre u,, satisfont a la condition précédente.
Ajoutons les équations

u,(Auj+ XjAuj) = 0,
—_ J-(Au,- -+ )\i Au,-) =0,
intégrons dans Q et appliquons le théoréme de Green; nous aurons
(A;— K;)ffAujuidwdy =o,
Q)

et, par suite, si ;£ A, ¢
K'(u;, uj)siju,-uj dx dy = o.

Q)

Soient @,, ®@,, ..., ®, les solutions qui correspondent & un certain
nombre de valeurs égales du paramétre.
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Nous pourrons prendre, 4 la place de ®,, la fonction
q)f_, =C,y P, + @2’
la constante c,, étant choisie de telle sorte que
K'(®,,®,)==x¢,, + K'(®,,®,) = 0.
A la place de ®,, nous pourrons prendre
O, =,y @, + ¢y P, + Py,
les constantes étant choisies de facon que
K'(®,,®,) ==x¢,;+K'(®,,®,) =0,
K/(®,, ®,) = = ¢33 + K'(®,, D,) = 0,

et ainsi de suite.

En définitive, nous pouvons supposer que les fonctions u; satisfont,
non seulement aux équations

[K(u;)|=1 (i=1,2,...,n—1),

mais encore a
K(u,u))=0 (i,j=0,1,2,...,n—15i£ j).

Considérons maintenant le probléme de minimum suivant. Il s'agit
de rendre minimum I’intégrale

o) = [0+ (3 1w

lorsque u posséde des dérivées secondes continues par rapport 4 =
et v en tout point du rectangle Q et satisfait aux équations

K@)|=r o K(u={[Awdsdy,
Q)

K’(u,-,u):ffAu,-udmdy:o (J=0,1,.0.,n—1),

Q)

u(z y)=uz+ay) (y<yiy+b),

u(@',)’)=u(\w,}’+b) (w§x§w+a);
Journ, de Math. (5° série), tome X. — Fase. 1V, 1904 55
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ou u; sont les solutions de I'équation aux dérivées partielles (solutions
dont nous avons admis 'existence) ct ont les ¢dtés du rectangle Q sont
désignés par

t=w%, ws=z+a; y=y, y=y+Db.

Désignons par |A,| la limite inférieure des valeurs de J sous ces
conditions. Nous allons prouver qu'il existe, soit pour A =|2,], soit
pour A = — |, |, une solution doublement périodique u, de '¢quation

(1) Au +AAu=o,

u, élant linéairement indépendant de «,, u,, ..., u,_,.

D’aprés la définition de A,, il existe une suite indéfinie de fonc-
tions U,, U,, U,, ... satisfaisant aux conditions du probléme de mini-
mum et telles que
(2) limJ(Uy) = [,

Nous pouvons méme supposer sans restriction que ces fonctions
vérifient les conditions

(%).=—(G).s.,  (r2ysy+u),

du ()u) <<
= =— |5 rSxlxr+a
(dJ’>r=? (‘))' y=y+b SELE )
et que -

Ktu):il,

avec le méme signe quel que soit 4.
. Oron a, soit |A,| >| A, ], soit

')\'ll’:l)‘n—i l=--~=—|7\n_,l.

Dans ce dernier cas, |A,_,| >0, car u,= const. est la seule solution
doublement périodique de Au = o. Dans les deux cas, le raisonnement
employé dans le premier probléme aux limites prouvera encore ici
I’existence d’une solution u, du genre annoncé pourvu que les
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/fU,,dwdy

i

quantités

restent inférieures, quel que soit /, & une limite fixe

(3) [ [Urdaay

Q)

SB (h=1,2,3,...).

Nous considérerons deux cas; supposons d’abord

ffAdxdy:o.

(Q)

Alors on peut remplacer les fonctions U, par U, + C;, ot les C,
sont des constantes arbitraires, car

K(Us+ C) =K(Up) + 2C,,ffA Uy da dy

Q)
+ C};ffAdxdy: K(Uy) =1
Q)
et
K’(Uj, U;, + Ch) = K'(uj, U/,) -+ C/,ffAl&j dx d)’ — K'(ltj, Uh) =o,
Q)
puisqu’on a
f f Auju,dxdy = o, U, = const.
Q
Enfin

J(Us+ Cy) = J(U).

Les constantes C,, peuvent étre choisies de fagon que

ff(U,,—i—C,,)dz-dy:o,

Q)

et ces fonctions U, + C, vérifient les conditions (3).
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11 reste le cas ou
[ Adzdy £o.

. «Q
Sil'ona
f f U,dzdy = o,
Q)
les conditions (3) sont satisfaites; sinon, en posant
\;Vh == —..—IJ—,‘——— P
f j U, de dy
Q)
nous aurons
limite J(W,) = LU
h== [fo,,dxdy]
Q)

ffW,,dxdy:n, ffAW,,dxdy=o.
Q) Q)

En résumé, nous pourrons choisir une suite infinie de fonctions
prises, soit parmi les U, et satisfaisant & (3), soit parmi les W), et
telles que

limite J(W,) = o.
Il:w
La derniére hypothése est impossible, puisque les équations

ffAdwd_y:;L-o,

Q)

ffW,,da;dy:l,

Q
f(f)AW,, dzdy = o,

Q)

. oW, IW,\? .
e f | (%) + (%) Je=r =
Wh(57y)=wh(;+aaY) (;§y5;+b)’
Wh(xa}—’)=wh(x9;+b) (ngg};/"i’b)a
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sont incompatibles. Car, autrement, nous aurions, quels que soient
x,y,x,y' dans Q,

i [ (52 dety =, [ [ (2 et o

%

Or, d’aprés I'inégalité de Schwarz, on a, pour deux fonctions arbi-
traires o, ¢,

[/:J_[f(?‘l’dwdy]szr[r'q)’dwdy x£r£y1¢2dwdy’

et, par suite,

[[f 0W1tdxdy]§ ffyy< )dwdy,
[ S| so [ [ (57) oy

ou o est 'aire de Q. On a donc

.Y OW, e /
liw [ [ %5 dody =1lim [ [WaGats )~ Wa(o, )ldy =o,

h=wdy y

X ' '
@ lim [ [ GG dudy <lim [ [Wa(z,") = Wa(z, )] dy =o.

h=o

Comme ces équations sont vérifiées, quels que soient z, ¥, ', y
dans Q, nous aurons

lim [ A=, ) [Wi(a', ) = Wi(w, y)| dzdy =o,
oY

ou, puisque

ffA(x, ¥) W, (z, y)dz dy = o,

Q)
lim [ [A(@,y) Wi(a', y) dz dy
=" Q)

y+b Taa .
= lim [Wh(x‘,y)f A(z,y) dm] dy = o.

h=wd~
)
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~ Intégrons par parties; nous aurons

lim?W,,(w’,;—i- b)ffA dx dy

h=w
Q
——-j;ﬁb[d——————w"(x y)f fw“Adxdy]dy%—o

Mais la limite du second terme est zéro et, par suite, puisqu’on

suppose
[ [Adzdyo,

Q)
nous aurons

imWy(z', y + b) =o.

h=w

Dlautre part, I'équation (4) a lieu quels que soient (z, ¥), (2, y')
dans Q; en particulier pour )’ = y -+ b, nous aurons

limf [w,, (2,7 +b) — Wy(x, y)] do

h=wo

-t Wiyt

d’ou
}li:r;ffw,,dd:dy =o.
Or, on a ’
ffW,, drdy =1,
o))

quel que soit /; il est donc impossible de supposer qu'il existe parmi
les U, une série infinie de fonctions ne satisfaisant pas & la condi-
tion (3).

Cette condition étant vérifi¢e par toutes les fonctions Uy, exception
faite de certaines en nombre fini ou nul, la démonstration se dérou-
lera exactement comme dans le cas de la premiére condition aux
limites.
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Nous pouvons donc énoncer ce théoréme :

Il existe une série infinie de valeurs \; du paramétre \ et de
Jonctions u; partout finics, ainsi que leurs déricées premiéres et
secondes, doublement périodiques avec les périodes a, b et satisfai-
sant a I’équation

Au;+ N A(z, y)u;= o,

o A posséde les périodes a, b.
La fonction u;(i < o) est solution du probléme

= [T (5 ety = minimam,

sous les conditions

u(z,y)=u(z+ay) (y<ysy+b),
u(z,y)=ulz,y+b) (vixiz+a),

lf}waMAmdxdyl: 1, fwa Auu;dxdy =o
¥ x

(J=o0,1,...,1—1),

et elle donne & Uintégrale J la valeur | X, |.
Il y a au plus un nombre fini de valeurs \; qui coincident et | ;|
croil au dela de toute limite ().

(') Si A change de signe, 'ensemble des valeurs 2; se compose d’une infinité
de valeurs positives et d'une infinité de valeurs négatives. Voir la note (*),

p- 472.



