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LES FONCTIONS DE M. POINCARE ET LA METHODE DE NEUMANN. 395

Les fonctions fondamentales delM. Poincaré et la méthode de

Neumann pour une frontiére composée de polygones
curvilignes ;

Par M. S. ZAREMBA,

Professeur A 1'Université de Cracovie.

I. — Introduction.

4. Dans les nombreux travaux provoqués par le célébre Mémoire
de M. Poincaré : La méthode de Neumann et le probléeme de Diri-
chlet (*), on s’est borné, presque exclusivement, & I'étude du cas out les
angles formés avec des droites fixes par la normale & la frontiére sont
des fonctions continues des coordonnées du -pied de la normale. A
notre connaissance, M. Korn () seul s’est affranchi de cette restric-
tion dans le cas de deux variables indépendantes ol il a considéré une
frontiére affectant la forme d’un polygone curviligne. Mais M. Korn
s'est borné strictement & étendre a ce cas la solution du probléme
de Dirichlet par la méthode de Neumann, sans chercher i effectuer
’extension correspondante de la théorie des fonctions fondamentales.

" Ajoutons que M. Korn est conduit a faire, au sujet des valeurs péri-
pheériques de la fonction demandée dans le probléme de Dirichlet, une
hypothése bien plus particuliére que celle de la simple continuité. Il y

() Acta Mathematica, 1896.
(*) Korn, Abkandlungen sur Potentialtheorie. Dimmler, Berlin,

Journ. de Math. (3° séric), tome X. — Fasc. 1V, 1gof. 44
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a donc intérét & reprendre 1'é¢tude de toute la théorie dans le cas ou,
dans le voisinage de certains points de la frontiére, la direction de la
normale éprouve des variations brusques; tel est précisément le but de
ce travail. '

En principe, la méme méthode est applicable au plan et & I'espace;
il existe cependant entre ces deux cas des différences assez marquées
pour que chacun d’eux exige une étude spéciale, Nous n’envisagerons -
ici que le cas du plan. :

Aprés avoir défini certains termes et certaines notations dont nous
nous servirons constamment, et rappelé certains faits analytiques,
nous énoncerons, 4 la fin de I'Introduction, les résultats principaux
que nous avons obtenus.

2. Les problémes dont nous aurons 4 nous occuper concernent un
domaine déterminé dans le plan par sa frontitre (S). Il faut donc,
tout d’abord, préciser la notion de ces éléments. A cet effet, considé-
rons dans le plan # lignes fermées, soit

(1) () (Sa)y (84), -ee (Slz)a

et supposons : 1° que chacune d’elles, considérée isolément, partage le
plan précisément en deux régions connexes dontelle serait la frontiére
commune ; 2° qu'aucune des lignes précédentes n’ait un point commun
avec une autre d’entre elles. Le plan sera évidemment partagé par
I'ensemble des lignes (1) en n + 1 régions.

Aucune des lignes (1) n’ayant de points situés & l'infini, il n’y aura,
parmi les régions précédentes, qu'une seule région (R,) s'¢tendant i
l'infini. Nous P'appellerons la région infinie et nous diviserons les n
autres régions en catégories de la maniére suivante : toute région con-
tigué a la région (R,) sera dite de premiére catégorie, toute région
autre que (R,) et contigué 4 une région de premiére catégorie sera
dite de seconde catégorie; enfin, d'une maniére générale, toute région
contigué & une région de catégorie k sans étre elle-méme une région
de catégorie k — 1 sera dite de catégorie k + 1.

Cela posé, nous dirons que les lignes fermées (1) sont des branches
différentes d’une méme ligne fermée non connexe; convenons une
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fois pour toutes de désigner cette ligne non connexe par le sym-
bole (8S).

Nous dirons, en outre, que 'ensemble des régions de catégories im-
paires constitue le domaine intérieur (D), et que 'ensemble des autres
régions, y compris la région infinie (R,), constitue le domaine exté-
rieur (D’). D’aprés cela, la ligne (8) sera la frontiére commune des
domaines (D) et (D’). Le sens que nous venons de donner aux sym-
boles (S), (D) et (D’) leur sera conservé dans toute I’étendue de ce
Mémoire.
~ Il va sans dire que nous ferons certaines hypothéses restrictives au
sujet de la ligne (S).

Nous supposerons que chaque branche de la ligne (S) est formée
d'un nombre fini d'arcs que nous appellerons cétés de la ligne (S); et
nous dirons que les points de concours des cotés sont les sommets de
celte ligne. ~

Voici les hypothéses que nous ferons au sujet des arcs précédents :

1° Chacun de ces arcs admet une tangente déterminée en chacun
de ses points.

o 1 v b N [ [ E ¢
2° Sil'on désigne par { I'angle positif non supérieur & - formé par

les normales élevées en deux Ipoints quelconques A et B situés sur un
méme cdté de la ligne (S), on a

{ < C.AB,

ot C désigne un nombre positif, le méme pour chacun des cétés de la
ligne (S).

3° 1l existe une certaine longueur constante ¢, la méme pour tous
les cdtés de laligne (S), telle que sil’'on décrit d’un point quelconque O,
pris sur la ligne (S), comme centre un cercle () de rayon &, <8,
mais d’ailleurs quelconque, la circonférence de ce cercle ne rencon-
trera le cété (C) de la ligne (S), sur lequel ce point est situé, qu’en
deux points ou en un seul point, suivant que la distance du point O &
Pextrémité la plus proche du coté C ne sera pas ou sera inférieure 4 d,,
et toute paralléle a la normale en O 4 la ligne (S) ne pourra rencon-

trer la portion du coté (C) située a I'intérieur du cercle (Z) qu'en un
seul point au plus..
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4° Tout angle § de la ligne (8), c'est-a-dire I'angle formé par les
deux cotés issus d’'un méme sommet et compté & I'intérieur du do-
maine D vérifiera les inégalités suivantes :

0L 2.

3. De méme que dans nos autres travaux sur la méthode de Neu-
mann, nous envisagerons, en méme temps que I'équation de Laplace,
I’équation plus générale

(2) Au — ptu=o,

ot I'on a désigné par w un nombre réel non négatif, ct par Au, suivant
'usage, I'expression
dPu  Ju

oz + Jdyt

Convenons, une fois pour toutes, de représenter par f(s) la fonc-
tion définie par 1'équation suivante :

RPN

J_, Y2+ e

f) ==}

2

* ol, pour les valeurs réelles de 3, les seules que nous aurons & consi-
dérer, le radical doit étre pris avec le signe positif.
Posons ensuite

r=vV(@@—2) "+ -y),

en convenant de prendre la détermination positive du radical et consi-
dérons la fonction f (7). Cette fonction, regardée comme fonction
des variables z et y, est, comme on le sait ('), et comme on le vérifie-
rait immédiatement, une intégrale dont le role, par rapport a cette
équation, est absolument analogue & celui de la fonction logr dans la
théorie de I’équation de Laplace. On trouvera une étude détaillée de
la fonction f(z) et de fonctions analogues dans I'Ouvrage de M. Poin-

(') Powcare, Sur les équations de la Physique (Rendiconti del Circolo
matematico di Palermo, 1894).
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caré, Théorie analytique de la propagation de la chaleur. Mais,
pour les applications que nous avons en vue, il suffira de savoir que
l'ona ()

Y

§f<z>=<logz+c)[- D]
3) |

Q % 11 +}_)
—zm(l+;+§+~-- ka
k=1

ol ¢ représente une constante qu'il ne nous importe pas de connaitre.

Si, dans P'expression d’un potentiel logarithmique, de simple couche
ou de double couche, on remplace la fonction logr par la fonction
S(ur), on obtient une nouvelle: fonction que nous appellerons un
potentiel logarithmique généralisé de nombre caractéristique p de
simple couche dans le premier cas et de double couche dans le second.
Il est évident que tout potentiel logarithmique généralisé représente
une intégrale de I’équation (1). :

La terminologie que nous avons adoptée pourrait faire croire que,
pour .= o, les potentiels logarithmiques généralisés se réduisent aux
potentiels logarithmiques ordinaires. C’est bien ce qui a lieu pour les
potentiels de double couche, mais la méme circonstance ne se présente
pas, en général, pour les potentiels de simple couche : pour qu’elle se
présente, il est nécessaire et suffisant que la densité o' de la simple
couche vérifie la condition suivante :

(4) fﬁ'ds:o,

ol I'intégration doit étre étendue & toute la ligne portant la simple
couche. Rien d’analogue n’a lieu dans I’espace et c’est ce qui empéche
de considérer le cas du plan comme un simple cas particulier compris
dans le cas de I'espace.

" 4. Il résulte des recherches récentes sur la théorie de la méthode de

(') Serrer, Caleul intégral, 2¢ édition, p. 581 et 38,
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Neumann et sur celle de la méthode de Robin, théories qui, en réalite,
ne sont que deux aspects d’'une méme théorie, que ces théories sont
comprises dans celles des deux problémes suivants :

Convenons de représenter par (I'); et (), les valeurs limites sur la
ligne (8) des fonctions F et @ définies, la premiére dans le domaine
intérieur (D) et la'seconde dans le domaine extérieur (D'); désignons

dy dy - ) .
en outre par ( dN); et ( :{N)e les dérivées normales d’une fonction ¢

calculées, la premiére pour le coté intérieur de la ligne (S) et la
seconde pour le coté extérieur, la normale elle-méme étant, dans les
deux cas, dirigée vers l'intérieur du domaine (D); cela posé, on
donne deux fonctions @, et %, définies sur la ligne (S) et I'on propose :

1° D'établir Uexistence d’un potentiel de simple couche u et
celle d’un potentiel de double couche ¢, potentiels qui peuvent étre
des potentiels logarithmiques ordinaires ou des potentiels généra-
lisés de nombre caractéristiqgue donné, vérifiant les équations

suivanies :
du du du du\
(m)i"(m)e——)\[(m)i—k EJ—N),J +Jd°’

et
(6) (9)e = (0)i=AL(0)e+ (¢):] + 20,

ol \ représente un paramétre variable;

2° D’étudier les propriétés des fonctions u et v considérées
comme fonctions de la variable complexe \.

Nous allons étudier ces problémes en supposant que les fonctions
o, et h, vérifient les hypothéses suivantes :

1° Chacune d’elles ne peut cesser d’étre continue qu’en un nombre
limité de points; '

2° Chacune des intégrales

d,|ds ‘et h,d
L)l o|ds e L)Iz“s

a un sens. .
3° Lorsqu’un point A situé sur la ligne (S) tend suivant une loi
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quelconque vers un sommet M de cette ligne, le produit
—_— I)
|2 (A)IAM,

ol p représente un nombre positif constant irféricur a 'unité, reste,

pour des valeurs assez petites de AM, inférieur & une constante finie ;
4° La fonction %, reste finie dans le voisinage de chaque sommet.
Cela posé, désignons par 6 un des angles de la ligne (S), par R la
plus petite des valeurs que prend le rapport

je—1|

quand on envisage successivement tous les sommets de la ligne (S), et
par (T) le domaine limité dans le plan de la variable complexe A par
un cercle de rayon R ayant I'origine des coordonnées ;pour centre.
Les théorémes suivants résumeront alors les principaux résultats que
nous avons établis dans ce travail :

TrioriMe ronpaMENTAL 1. — L'équation (5) admet, par rapport é
Dinconnue u, une solution u(\) ('), fonction analytique du para-
métre \. Celle fonction du paramétre \ existe dans toute I’étendue
du domaine (T) et n’admet, a Utntérieur de ce domaine, d’autres
singularités que des pdles simples et réels faisant partie d’une
suite de nombres réels et inégaux :

(7) ?‘n Ay Ay .

sutte qui ne dépend que de la ligne (S) dans le cas des potentiels
logarithmiques ordinaires, mais qui, dans le cas des potentiels loga-
rithmiques généralisés, dépend encore du nombre caractéristique
de ces potentiels. D’ailleurs la suite en question ne dépend en au-

(*) Nous entendons par solution de l’équation (5) un potentiel de simple
couche qui la vérifie en chaque point de la ligne (s) avec exclusion, cela va sans
dire, des sommets et des points ou la fonction @, cesse d'étre continue; nous
supposons de plus que ce potentiel dérive d’une simple couche dont la densité &
satisfait aux conditions générales imposées a la fonction .
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cune fagon de la fonction @y et Uon a
(8) INEIAISINIS <R

A chaque terme A de la suite (7), on peut faire correspondre un
nombre fini, soit j;, de potentiels de simple couche

(9) Uk,n Uk,zy veey Uk,jk

- qui formeront ce que nous appellerons un systéme complet de fonc-
tions fondamentales de M. Poincaré relatif au nombre A, et qui joui-
ront des propriétés suivantes :

1° Ces potentiels sont des potentiels logarithmiques ordinaires s'il
en est ainsi du potentiel u; si, au contraire, « est un potentiel généra-
lis¢ de nombre caractéristique i, il en est de méme des potentiels (9);

2° Les fonctions (g) sont linéairement indépendantes; en d’autres
termes, aucune combinaison linéaire et homogéne a coefficients
constants de ces fonctions ne peut conserver une valeur constante dans
toute I'étendue du plan.

3° On a, en chaque point de la ligne (S) distinct d'un sommet,

(1) ()~ (). = () + ()] emronni

4° La valeur commune des deux membres de I’égalité (10) est une
fonction qui ne peut devenir discontinue qu’aux sommets de la
ligne (s) et, si 'on désigne par o4 (A) la valeur de cette fonction en
un point variable A situé sur la ligne (s) et par M I'un quelconque des
sommets de cette ligne, le produit

(11) mﬂkc‘k,(A),

oll p, représente un nombre positif inférieur a4 l'unité, reste fini
lorsque le point A tend vers le point M suivant une loi quelconque.

5° Lorsqu'un potentiel de simple couche U (bien entendu de la
méme nature que les autres potentiels considérés) satisfait a la rela-

) @) - () ()]
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ot A’ représente une constante vérifiant 'inégalité
IVI<R,

et lorsque de plus la valeur commune des deux membres de I'équa-
tion précédente est une fonction qui vérifie les hypothéses générales
faites au sujet de la fonction o,, le nombre A’ sera égal & I'un des
nombres de la suite (7), soit & A, et la fonction U sera une combi- -
naison linéaire et homogeéne & coefficients constants des fonctions (9).

6° Lorsque la fonction () admet le nombre A, pour pdle, le
résidu correspondant est une combinaison linéaire et homogeéne & coef-
ficients constants des fonctions (g).

7° Dans le cas des potentiels logarithmiques généralisés, on a
toujours

( 12) I, l >,
tandis que, dans le cas des potentiels logarithmiques ordinaires, on a

A |=1.

En dehors de la solution analytique par rapport a A dans le do-
maine (T), laquelle est unique, 1'équation (5) peut admettre une solu-
tion non analytique dans ce domaine. La solution non analytique
n’existera que dans le cas ol tous les termes de la suite (7) ne seraient
pas tous des pdles de la solution analytique, et alors les deux solutions
ne différeront entre elles que pour des valeurs de A égales & ceux des

termes de la suite (7) qui ne sont pas des pdles de la solution analy-
tique. :

Treorime rowpaMentar Il. — L’équation (6) admet, par rapport

a Uinconnue ¢, une solution (') v (X), fonction analytique du para-
.metre \ dans loute I'étendue du domaine (T).

(*) Nous entendons par solution de I’équation (6) tout potentiel de double
~couche la vérifiant en chaque point de la ligne (S) ou la fonction A, ne cesse pas
d’étre continue sans exclusion des sommets et dérivant, en outre, d’une double
couche dont la densité h. satisfait aux conditions générales imposées a la fonc-
tion A,

Jouru, de Math. (53¢ série), tome X. — Fasc. 1V, 190f. 45
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Cette fonction ne posséde, 4 I'intérieur du domaine (T), d’autres
singularités que despéles simples et réels faisant partie de la suite (7).
Le résidu relatif 4 un péle quelconque A, sera un potentiel de double
couche V,, vérifiant 1'équation :

(Vie = (Vi) = M[(Va)e+ (Vi)i]

et dérivant d’une donble couche dont la densité sera égale & la fonc-
tion élaquelle se réduit sur (S) une certaine fonction Uy, combinaison
linéaire et homogene (') a coefficients constants des fonctions (9); on
aura a I'intérieur du domaine (D)

1— Ay
V/c = 2 )\kk U/u
et a l'intérieur du domaine (D)

1+ Ay
Vk = Uk.

2}\].

Enfin, en dehors de la solution analytique par rapport & A dans le
domaine (T), I'équation (6) pourra admettre unc solution non analy-
tique dans ce domaine. La solution non analytique n’existera que dans
le cas ot tous les termes de la suite (7) ne seraient pas tous des poles
de la solution analytique et alors les deux solutions ne différeront
entre elles que pour les valeurs de A égales & ceux des termes de la
suite (7) qui ne sont pas des péles de lasolution analytique (*).

H va sans dire que notre théorie comprend comme cas particulier
le cas ou la ligne (S) serait dépourvue de sommets. Le doinaine (T)
considérg dans I'énoncé des théorémes précédents coinciderait alors
avec toute I'étendue du plan de la variable complexe A.

(') Il existe un cas exceptionnel ou le mot Aomogéne doit étre supprimé dans
P'énoncé précédent : c'est celui ou, dans le cas des potentiels logarithmiques
ordinaires, on envisage le pole, \, =—1 et ot la ligne (S) est telle que parmi
les fonctions U,/ il en existe une irréguliére a I'infini et nulle sur (S).

(*) Jai résumé sommairement les résultats précédents dans une Note insérée
aux Comptes rendus le 6 juillet 1go3.
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II. — Propriétés fordamentalds des potentiels.

8. Rapportons le plan & un systéme de coordonnées rectangu-
laires x, ) et désignons : par r la distance du point €ourant P (=, y)
4 un point B situé sur la ligne (8); par ds I'élément de cette ligne
relatif au point B; par ¢ 'angle formé par le rayon BP avec la riormale
intérieure a la ligne (S) en B; par £ et & les valeurs én B de deux
fonctions définies sur (S), fonctions que nous supposerons vérifier les
conditions générales imposées (n® 4) aux fonctions &, et h,. Cela
posé, considérons les potentiels logarithmiques généralisés de simple
couche u et de double couche ¢ définis par les équations

1
(1) u=g; f of(pr)ds
et
_ A [ af(pr)
(2) V—EL)lzTcosyﬁ.

On établira aisément les faits analytiques suivants :
1° La fonction u reste finie en chaque point de la ligne (8) et tela
sans exclusion des sommets. .
2° Lorsqu'un point A situé sur la ligne (S) n’est ni i sommet ni
un point de discontinuité de la fonction &, les quantités (Z—;—) et
i

du e _— . ’
( m) sont continues en ce point et ’on a

) (%)i—<§%)e=d’

ainsi que ‘

b @)

ot ¢” représente la fonction définie par I’équation suivante :
(5) ==t (e Y8 cosuds,

),
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en désignant par 7 la distance du point A & l'origine B de I'élément
d'arc ds et par « l'angle formé par le vecteur AB avec la normale
intérieure 4 la ligne (S) en A. Jajoute que la fonction o définie par
I'équation (5) ne peut avoir, en dehors des sommets de la ligne (S),
aucun autre point de discontinuité.

3° Pourvu que la fonction £ soit continue en un point A situé sur la
ligne (S), ce point fat-il un sommet, les fonctions (v); et (¢), seront
continues en A et 1'on aura en ce point

(6) ()= (oY= hs

si, en outre, le point A n'est pas un sommet de la ligne (S), on aura
encore

(O ()= R,

en désignant par A’ la fonction définie par 'équation suivante :

(7) h = p L) cosﬁds

p © dr

ou B représente I'angle formé par la normale intérieure élevée a la
ligne (S) au point B, origine de I’élément d’arc ds avec le vecteur BA,
de longueur r'.

4° La fonction /' n’admet, en dehors des sommets de la ligne (S),
aucun autre point de discontinuité; en outre, elle est limit¢e, méme
dans le voisinage des sommelts,

5° Désignons par ¢(z, y) un potentiel logarithmique généralisé
dérivant d’une couche simple ou double portée par la ligne (S). Le
produit

(8) o(z, y) (2 + )",

ol m représente un nombre positif quelconque, tendra vers zéro en
méme temps qie I'expression «

1
E;z_,*_),a’

et il en sera de méme de tout produitgue I'on obtiendrait en rempla-
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cant la fonction o(x,y) par une de ses dérivées partielles d’ordre
quelconque.

6. Considérons dans le plan trois points A (x, ), A, (z,, ¥.) et
A;(x, y), et posons

r,=AA,, r, = AA,, r=AA,.

Une application facile du théoréme de Green permetira d'établir la
relation suivante : )

+®  a® :
(9) =) [ [ flrum)fOrw) dody =an] frm)— f(ru)]
ou, cela va sans dire, m et p. représentent deux nombres positifs.
Cela posé, considérons quatre potentiels logarithmiques généralisés
o(x, ), u(x, y), $(x, ¥) et v(x, y) et supposons :

1° Que les potentiels ¢ et z de nombres caractéristiques m et
dérivent d’une méme simple couche ;

2° Que les potentiels ¢ et ¢ aient pour nombres caractéristiques
vespectifs les nombres caractéristiques m et g des potentiels ¢ et u et
dérivent d'une méme double couche. On déduira aisément de la rela-
tion (9) les relations suivantes :

(l()) “ ("l')' —_— P-’)‘/_.:nj::”f(rln> U(.‘L",y') da’ d)"

= an[9(@, y) — u(w, y))
et

oy Ve [ my e, y ) dady
v = an[{(z, ¥) — o(z, ¥)]

ol rreprésente la distance des points (x, y) et (o, »’).

J'ajoute que, dans les relations précédentes, il est permis de regarder
« et v comme des potentiels logarithmiques ordinaires & condition de
remplacer dans les premiers membres le facteur m?* — p? par m?. Clest
ce que l'on vérifiera aisément au moyen d'une relation analogue 4 la
relation (9g).
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Les fonctions de « et y formant les premiers membres des équa-
tions (10) et (11) rentrent dans la catégorie des fonctions F(z, y ) que
P'on peut définir au moyen de la formule snivante :

12)  E@y)=[ [ fom) g, y)dody,
ou g(z', ') représente une fonction donnée. Lorsque la fonction
g(«'y y’'), continue en général, ne cesse de I'étre que sur certaines

lignes (L) et lorsqu’en outre elle est limitée, la fonction F (=, y) jouit
des propriétés suivantes :

1° Les dérivées premiéres sont finies et continues en chaque point
du plan et 'on a

dF e .’+ad " ’ ’ / ’
55:.—/; »/... f((;;m)g(w7y)dw dya

avec utie formule analogue pour oF,
dy

2° Sil'on désigne par G une limite supérieure des valeurs absolues de

lafonction g(«’;y') et par DF I'une quelconque des dérivées g_.F ou ZF
oti a, en chiaque point du plan :

(13) |Fi< 2n i,
(14) |DF| < 4

7. Voici, sous forme de théorémes, une série de propriétés des fonc-
tions o et A’ définies par les formules (5) et (), propriétés qui nous
seront indispensables dans la suite et que, avec un peu d’attention, on
n'éprouvera pas de difficulté 4 établir.

Tuionrtne I. — Soient M un des sommets de la ligne (S) et A un
alilre point guelconque situé sur cette ligne.

Supposoiis qu’il éxisie deix constantes positives 8, el E telles gue
Uinégalité

(15) MA <3,
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eniraine l'inégalité suivante :

E
< =
I( )A’ MAI

ot p représente un nombre positif inférieur a l’unilé.

Si Uon impose & la constante &, la condition de ne pas dépasser
une certaine limite & dépendant uniquement des propriéiés géo-
méiriques de la ligne (S), on pourra déterminer deux constantes
posttives G, et C, ne dépendant, comme 8, que des propriétés de la
ligne (S), telles que I’inégalité (15) entraine Uinégalité suivante :

—=p

(18)  @nI< | 258+ 9(p)] + 5 [ [l s,

en désignant par o(p) la fonction définie par Uéquation suicante :

ind| (' z'-P4 gt
(1) o)=L [ s
oi O représente Pangle de la ligne (S) en M.

Jajoute que le théoréme précédent subsiste sans aucun changement
quand on remplace dans I'équation (5), servant de définition 4 la fonc-
tion o', la fonction f(ur) par la fonction logr.

Tutorine II. — Désignons par I la distance d’un point A situé
sur la ligne (S) au sommet le plus voisin. On aura, méme dans le
cas oit 'on remplacerait la fonction f(ur) par la fonction logr,
Vinégalité suivante :

(18) (@0l 2 [ [o1ds,

ot C, représenie une constante positive dépendant uniquement de la

ligne (S).

Tuéorine Ill. — Lorsque la valeur absolue de la fonction h en-
trant dans la formule (7) a une limite supérieure H, on a, en chaque
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point de la ligne (S), a la fois les deux inégalités suivantes :

’ ! Cb
(19) |h|<(§+?)H
et
(20) || < C,H

ot l'on a désigné par R le méme nombre que page o1 et parC,
et C; deux nombres positifs ne dépendant que de la ligne (S). Au
surplus, Uinégalité (20) subsiste méme dans le cas oil, dans la for-
mule (7), on remplacerait la fonction f(p, r) par la fonction logr.

Tueorine IV. — Ona ala fois les deux inégalités suivantes :

(21) Jlotds < (5 + )JWﬂ@

el

(2

l.-

) .mﬂ“<QLWW

o les letires R, C, et C; représentent les mémes nombres que dans
les inégalités (I g) el (20) Ajoutons que Uinégalité (22) subsiste
méme quand on remplace, dansla formule (5), la fonction f(pr1")
par la fonction logr'.

Tukorime V. — Soit &' une longueur au plus égale & une cer-
taine longueur & dépendant uniquement de la ligne (S), mais
d’ailleurs quelconque. Décrivons de chaque sommet de laligne (S)
comme centre un cercle de rayon ¢&'; désignons ensuite par (3")
Vensemble des points de la ligne (S) situés a Uextérieur de tous ces
cercles et par (S') U’ensemble de tous les autres points de cetie ligne.
Cela posé, si I est la fonction définie par la formule (7) ou par
celle qui s’en déduit en remplacant la fonction f(p.r') parla fonc-
tion logr et si H, et H, sont les limites supérieures des valeurs
absolues de la fonction h sur les portions (S') et (S") de la ligne (S),
on aura, en chaque point de la portion (S') de la ligne (S), Uiné-
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galité suivante :
. « 3 C
(23) |h’[<(-'ﬁ+(,,,a)H.+-a—,’H2

ot R a la méme signification que dans les théorémes précédents,
les letires Cy et C, désignant de nouvelles constandes positives ne

dépendant que de la ligne (S).

III. — Probléme de Robin.

8. Nous entendons par probléme de Robin le probléme qui con-
siste & déterminer un potentiel de simple couche » vérifiant I'équation
suivante :

"du du du- du
O (@) (&) &) ()]
ou o, est une fonction donnée sur la ligne (S).
Nous supposerons d'abord que la fonction &, ne peut cesser d’étre
continue qu’aux sommets de la ligne (S) et que 'on a

\

E
(2) Ido|<7;70"

ott E, est une constante positive, p’ un nombre positif inférieur &
P'unité et { la distance du point auquel correspond la valeur consi-
dérée de &', au sommet le plus voisin. Ce n’est qu'a la fin de ce Cha-
pitre que nous nous placerons, en ce qui concerne la fonction &, dans
les conditions plus générales énoncées dans I'Introduction.

Il y a évidemment deux cas a distinguer suivant que % est un poten-
tiel logarithmique généralisé ou un potentiel logarithmique ordinaire.
Mais, dans ce numéro, nous n'établirons que des propositions ot I'on
n’a pas a distinguer ces deux cas.

.k g " : -
Désignons par - la densilé de la simple couche dont dérive le

potentiel ». Nous aurons

®) (@)~ (@)=~

Journ. de Math. (5* série), tome X. — Fasc, 1V, 1g04. ) 46
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Cherchons & développer la fonction o suivant les puissances de A.
Le terme indépendant de A se réduira évidemment & &,. Nous pour-
rons donc poser

4) ¢ =20‘fA".

Désignons par u; le potentiel dérivant d’une simple couche de den-
g p P P

.. dr
sité -ﬁi Nous aurons

’ duy d,

(5) (%);-(ég-‘)e: 2dy (k=o0,1,2,...)
et

(6) u =2u,‘)\".

k=0
Cela posé, les équations (1), (5) et (6) donneront
duy duy
(7) 20y = (ﬁ)i—# —é&'—')e (k=o0,1,2,...).

Tous ces calculs reposent sur I'hypothése que les développements
en série que nous avons employés sont légitimes. Il faut donc s’assurer
dans quelles conditions il en est bien ainsi. Il résulte immédiatement
du théoréme I du n® 7 que I'on pourra calculer, sans rencontrer
aucun obstacle, autant de coefficients que 1'on voudra dans les
séries (4) et (6). Cette remarque faite, considérons la série suivante :

(8) gwﬂmd&

Le théoréme IV du n° 7 nous apprend que le rayon de conver-
gence p de cette série vérifiera l'inégalité suivante : '

(9) p2 ({5

Voici, d’autre part, ce qui résulte du théoréme II du n° 7 : si
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I'on désigne par (3”) I'ensemble des points de la ligne (S) situés a
V'extérieur des cercles de rayon commun v décrits des sommets de la
ligne (S) comme centres, la série (4) convergera absolument et uni-
formément sur (S”) pour toute valeur de A de module inférieur a p, et
cela si petite que soit la longueur . Donc, exception faite des som-
mets, la série (4) est absolument convergente (sans I'étre uniformé-
ment) sur toule la ligne (S) pourvu que 'on ait

(10) 12| <p

oli, comme cela résulte de I'inégalité (g), p représente un nombre
positif nor nul.

Comment se comporte la valeur (&), de la somme o de la série (4)
en un point A situé sur la ligne (8) lorsque le point A tend vers un
sommet de cette ligne, le paramétre A ayant, hien entendu, une valeur
vérifiant 'inégalité (10)?

Nous répondrons a cette question en supposant que le paramétre A
vérific, en méme temps que l'inégalité (10), encore l'inégalité sui-
vante :

(”) ')‘I<Ra

ol R représente le nombre considéré dans les théorémes III et IV
dun°7. .

Le nombre A ayant une valeur vérifiant a la fois les inégalités (10)
et (11), désignons par R, un nombre quelconque vérifiant & la fois les
trois in¢galités suivantes :

Ri>|Al,
(12) R, <p,
R, <R.

Cela posé, considérons V'inégalité (16) du n° 7. 1l est aisé de voir
qu'il est possible de donner au nombre p une valeur au moins égale
4 p’ et assez voisine de I'unité, et au nombre &, une valeur assez petite
que nous supposerons élre inférieure & l'unité, pour que Iinégalité
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suivante :
(71

sSSP +9(P) i

soit vérifiée pour chacun des sommets de la ligne (S). Les nombres p
et &, étant choisis de cette fagon, 'inégalité

MA <3,

ot M est un des sommets de la ligne (3) et A un point quelconque
sitvé sur elle, entrainera, en vertu de I'inégalité (2), I'inégalité
E,

l(‘)o)«\| < TI'

laquelle, eu égard au choix des nombres p et ¢, et au théoréme I
du n°® 7, entrainera & son tour les inégalités que voici :

L, .
l(oak),\|< .V.l"i:,‘, (k=1,2,3,...),
]

en posant

E_ .
E,= " ! + 5 ,,f‘c‘,\_,!ds (k=1,2,3,..).

On conclura aisément de ces inégalités que ja série suivante :

2 *E,,
k=0

entiére en £, a R, pour rayon de convergence, et que, par conséquent,
elle est absolument convergente pour ¢ =A. Cela étant, voici, on le
reconnaitra, avec un peu d’attention, la réponse que nous pouvons
donner 4 la question que nous nous étions poséce : il est possible de
faire correspondre & toute valeur de A vérifiant a la fous les iné-
galités (10) et (11) un nombre positif p inférieur a I’unité, mais
d’autant plus voisin de ce nombre que la différence R —|\| sera
plus petite, tel que le produit (3),17, ot I représente la distance du
point A au sommet le plus voisin de la ligne (S), reste inféricur en
valeur absoluc a un nombre fini indépendant de (. .



LES FONCTIONS DE M. POINCARE ET LA METHODE DE NEUMANN. 415

Voici les autres conséquences les plus importantes qui résultent de
I'étude précédente de la série (4) :

1° Bien que cette série ne soit pas umformement convertrente sur
la ligne (8), elle est cependant intégrable terme & terme pour toute
valeur de A vérifiant I'inégalité

(13) <R,

ol R’ représente le plus petit des nombres R et p, lesquels, rappe-
lons-le, sont l'un et 'autre différents de zéro;

2° Pour toute valeur de A vérifiant I'inégalité précédente, la
série (6) est absolument et uniformément convergente sur la ligne (S)
et méme dans toute région finie du plan (') et la somme u de cette
série représente le potentiel dérivant d’une simple couche de densité &
portée par la ligne (S);

3° Sous la méme condition, on a
du & [ du du duy,
(dN) ;-7‘ (dN) et (m) 27‘ (dN)
—

en chaque point de la ligne (S), pourvu que ce point ne soit pas un
sommet, ce qui prouve que la fonction u, somme de la série (6), est
une solution de I’équation (1) pour I’ensemble des valeurs de A véri-
fiant I'inégalité (13).

9. Considérons, pour un moment, le cas particulier des potentiels
logarithmiques ordinaires. On s’assurera aisément que, dans ce cas,
les relations suivantes seront vérifices :

[‘J,”rlsq-/'c'ﬁds—-o (k=o,1,2,...);

s ol

on sait d'autre part que, pour qu'un potentiel logarithmique ordinaire
dérivant d’une simple couche de densit¢ ¢ représente une fonction

(') On verra plus bas que, sauf un cas exceptionnel que nous indiquerons.
Pinégalité (13) assure en réalité la convergence absolue et uniforme de la
série (6) dans tout le plan.
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harmonique réguliére a I'infini, il est nécessaire et suffisant que I'on
ait
[ vds=o0;
)]

en outre, lorsque cette condition est vérifiée, le potentiel considéré est
nul 4 Pinfini; enfin, lorsque la condition précédente n’est pas vérifiée,
le potentiel en question est infini & I'infini. Voici ce que I'on peut
conclure de tout cela en ce qui concerne la série (6) dans le cas des
potentiels logarithmiques ordinaires.

1° Lorsque la condition

(14) fc‘ods=o

n'est pas vérifiée, cette série n’est uniformément convergente dans
tout le plan pour aucune valeur de A différente de zéro.

2° Lorsqu’au contraire la condition (14) est vérifiée I'inégalité (13)
assure la convergence absolue et uniforme de la série (6) dans tout le
plan etla somme u de cette série représente une fonction harmonique
réguliére a 'infini. Pour établir ce point il n'y a qu’a tenir compte des
deux faits suivants : d’une part les valeurs absolues des fonctions u,
atteindront leurs maxima en certains points situés sur la ligne (S)et
d'autre part I'inégalité (13) assure la convergence absolue et uniforme
de la série (6) sur la ligne (S) dans tous les cas.

Considérons maintenant le cas des potenliels généralisés. On sait
qu'une fonction { vérifiant & I'intéricur d’un certain domaine I'équa-
tion suivante :

AY — p*Y = o,

ou w représente un nombre réel, ne peut avoir, 4 I'intérieur de ce
domaine, ni un maximum positif ni un minimum négatif. On en con-
clura aisément que, dans le cas des potentiels généralisés, les valeurs
absolues des fonctions u; atteindront leurs maxima sur la ligne (S).
Done, dans ce cas encore, I'inégalité (13) assurera la convergence
absolue et uniforme de la série (6) dans tout le plan.

Supposons que les conditions pour que le rayon de convergence
absolue et uniforme R” de la série (6) dans tout le plan soit différent
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de zéro soient vérifiées et désignons par R, le plus petit des nombres R”
et R. D’apreés ce qui a été établi plus haut on aura

(15) 'R,2R.

Je dis que I'on a
R,=R.

Rien d'essentiel ne distingue, dans la démonstration, le cas parti-
culier des potentiels logarithmiques ordinaires.

Nous pourrons donc nous borner a considérer le cas des potentiels
généralisés.

Désignons par ®; le potentiel généralisé de simple couche défini par

’équation suivante :
ddy de;\
()~ (&)= =
et posons

(16) W= m;” fw f Sf(rm) u (', y') da’ dy’,

en désignant par r la distance des points (z, y) et (&', y').
Onaura (n°6) :

Uy = @y — wy,

(o) ()] 2o+

Désignons par S la longueur totale de la ligne (S) et par H; le
maximum du module de la fonction u; ; soit en outre

ce qui donne :

(17) fs.|°’k+:|d3%[

*8)

(1“’ &

"JN— dS.

m > .

L’inégalité (14) du Chapitre précédent d'une part et le théoréme IV
du méme Chapitre d’autre part permettront de déduire de l'inéga-
lité (17) l'inégalité suivante :

/(;.lc’“"' ds< (% + %) j(;)lc"k[ ds + 2S mH,.
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Le rayon de convergence de la série

S,
k=0

élant évidemment égal & R”, l'inégalité que nous venons d’obtenir
prouve que le rayon de convergence de la série (8) est au moins égal
au plus petit des nombres

]

1 C,',

Rtm

et R”.

Mais on peut prendre m aussi grand que I'on voudra. Doncle rayon
de convergence de la série (8) est au moins égal au plus petit des
nombres R” et R.

Par conséquent
R'ZR,.

Cette inégalité entraine, & cause de Pinégalité (15), la relation (16)
qu'il s’agissait précisément de démontrer.

10. Considérons maintenant les intégrales de M. Poincaré('):
duj ()uA 0u,~ du, . o

du; duy, ()u, ()u,_ )
= = + vrijuy ) ded
Wi ffm(th oz 0y 0y k)G

oli, comme P’indiquent les mdlces, les intégrations doivent étre éten-
dues : dans la premiére au domaine extérieur (D) el dans la seconde
au domaine intérieur (D) de la ligne (8); dans le cas particulier des
potentiels logarithmiques ordinaires on devra faire u = o et admettre

en outre que la condition (14 ) est vérifiée, sans quoi les intégrales W,
cesseraient d’avoir un sens.

(18)

() Poincart, La méthode de Neumann et le probléme de Dirichlet (Acta
mathematica, 1896). Voir aussi mon Mémoire : Sur U’intégration de U'équation
Au + Eu=o (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1902).
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Cela posé, on justifiera la notation adoptée en prouvant que les
intégrales considérées ne dépendent que de la somme des indices ]
et k, on établira en méme temps la relation suivante :

('9) Wn"“w;z =Wn~| ~ W,

n—-11

et I'on en conclura que la suite infinie

ve 0y

(20) W,+W, W,+W, W;+W"
W,+W, W, +W, W,+-W,

évidemment & termes positifs, est convergente et décroissante (ou du
moins non croissante) et que la limite de cette suite ne peut étre infé-
rieure & I'unité. Désignons par R” le nombre positif dont le carré est
égal & la limite de la suite (20). On prouvera aisément que la série

3% (W) W)

k=0

a R” pour rayon de convergence. Or cette série est identique 4 la série
suivante :

-27\"‘f ua, ds,
k=0 18}

dont le rayon de convergence est au moins égal a R”.

On aura donc
Rm > R//

Par conséquent, si 'on désigne par R, le plus petit des nombres R”
et R; on aura

(21) R!2R,.

Je dis que 'on a
(22) R, =R,.

Dans le cas particulier des potentiels logarithmiques ordinaires, on
doit évidemment admettre que la fonction o, satisfait & 'équation (14);

Journ. de Math. (5 série), tome X, — Fasc. IV, 1go}. 47
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nous supposerons en outre que, dans ce cas, I'on a
(23) R">1;

on verra que cette restriction ne nous génera en rien. D'ailleurs la
démonstration, dans le cas des potentiels généralisés, ne se distingue
de celle ou I'on considére les potentiels ordinaires que par des modifi-
cations faciles & apercevoir, modifications qui sont en méme temps
des simplifications sensibles liées & ce fait que, dans le cas des potentiels
généralisés, les hypothéses exprimées par les relations (14) et (23)
deviennent superflues. Cela nous permettra de n’envisager que le cas
des potentiels logarithmiques ordinaires.

Considérons sur la ligne (S) deux points A et B; soit 7 leur dis-
tance, et § 'angle formé par la direction BA avec la normale intérieure
en B i la ligne (S).

Le point A étant fixe, I'expression

représentera une fonction déterminée du point B. Soit P le potentiel
logarithmique ordinaire dérivant d’une simple couche dont la densité
serait égale a la fonction précédente (*); nous aurons

(4 ().~ (@&).=1% -
Posons

@ kw=[ (@)« (F)] e

La fonction K(A) du point A ne pourra cesser d’étre continue
qu’aux sommets de la ligne (S).

(1) L’idée d'introduire la fonction P nous a été suggérée par le Mémoire de
M. E.-R. Neumann : Neue Integraleigenschaften successiver Potentiele
(Géttinger Nachrichten, 1902).
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Moyennant la relation
. —1 cosf

(26) ()= — (s)uk—c - ds,

facile & établir, I'équation (24) donne

MRS T dP duy..., 0P
(uk)ri- Ly —f f ( d,.;;‘ gz ¥ dkyx dy) dx dy,

en posant

'[k—l = [ u,ds.

(8)

On déduit immédiatement de la relation précédente les inégalités
suivantes :

(27) luk+slk_'<\/K(A VW  Wos  (k=1,2,3,..).

Considérons maintenant deux potentiels logarithmiques de simple
couche @, et @, définis au moyen des équations suivantes :

de, av\
dN); (?lﬁ e
do o\ [(d, d®,
@ (&)~ (&)= (&)~ (F).-
Le potentiel ® représentera une fonction harmonique réguliére a
Pinfini. Cela posé, multiplions I'équation (28) par u;_, Js et intégrons

I’équation obtenue en étendant l'intégration & toute la ligne (S); il
viendra

e ER 100 Juy- 0% Juy._.
(29) Ik+1k—|:‘f_“ \[—.. (55 d;‘-%;; o;‘)dwdy,

en s'appuyant d’une part suc (26) et, d’'autre part, sur 'expression

connue de la somme
d®, + flj:? .
dN /; aN /.

En s'appuyant sur I'inégalité de Schwarz, on déduira de (29 ) I'iné-
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galité suivante :

(30) |IA + Ik-¢ |< B \/W[y,_-_- -+ W‘.‘k-—h

ol l'on a désigné par B le nombre positif défini au moyen de I'équa-

tion s )
=/ L) +(5) e

Les inégalités (27) et (30) donnent

(31) |, | < [2 VK(A) + -S'?] VYWo . F Waa,
en posant .
(32) ullf = Upyy + Uy

et en tenant compte de ce que I'on a
Wi+ WS W, L+ Wy
Posons encore
(33) G} = Ghpy + Oy

et faisons la remarque suivante : si I'on remplace dans I'équation (1)
les fonctions o, et u par les fonctions o, et &, les séries (4) et (6)
deviendront identiques aux séries suivantes :

(34) 5 =¥,
k=0

(35) W= u M.
k=0

Reportons-nous maintenant au théoréme V du Chapitre précédent,
ct désignons par HY et HY les maxima des valeurs absolues de la fonc-
tion ), sur les portions (S') et (S”) de la ligne (8); nous aurons

(36) H('Im) < (}[‘_ + C, (0\') H(,k) + %H;k).
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Désignons par F (8") le maximum de I'expression
2VK(A) + 3

lorsque le point A décrit la portion (8”) de la ligne (S). La quantité
F(3') représentera, pour toute valeur de &' différente de zéro, un
nombre positif fini d’autant plus grand que &' sera plus petit, et I'iné-
galité (31) nous donnera

H <F(&)WWi, + Waeas

‘
=

d’out
(37) B < F(3) L,
Soit a le plus petit des nombres
| : et R,
BT Cg o

les inégalités (36) et (37) donneront

C.F@) YW, + W,

¥ af—1

H(‘k+|)< ﬂ;:_k_‘ —“+

K

ce qui donne

38)  HO|HO+ k=) T ay Wi W, | o

B

Désignons par F,(¢") le plus grand des deux nombres

AN CF;I
F(a') et 18'( )R,

il résulte des inégalités (37) et (38) que 'on aura, en chaque point de
la ligne (8),

(39) lup|<[HP+ (k= )F,(EWW,+ W] o= (k=2,3,...).
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Cela prouve que, pour toute valeur de A vérifiant I'inégalité
A <e,

lasérie (35) est absolument et uniformément convergente dans tout le
plan. D’ailleurs, la différence Ry — @ peut étre rendue égale i zéro
lorsque R",.< R et aussi petite que I'on \toudra lorsque R; =R:iln'y
a qu’a attribuer & &’ une valeur assez petite.

Il résulte de la que 'inégalité

(40) A <R,

assure la convergence absolue et uniforme de la série (35) dans tout le
plan. Il s'ensuit (n°9) que I'inégalité précédente assure aussi la con-
vergence absolue de la série (34). Il résulte d’ailleurs de I'inéga-
lité (23) que'on a

R, >1.
Par conséquent, les séries (34) et (35) convergeront absolument
~pour A =—~1. On en conclura au moyen des relations (33) et (32)
que I'on a
limoy = —lima,,,, = P
limu,, =—limu,,, =,

en désignant par ¢ une fonction [définie sur la ligne (8)] vérifiant les
hypothéses énoncées au sujet de la fonction ¢, au début du n° 8, et
par ¢ le potentiel de simple couche défini par ’équation

()~ ().~
Cela posé, on s’assurera que I'on a
LT+ (3) ety = limWaare Wa
Or, en vertu de I'inégalité (23), ona

lim (Wi, + Wae) = o,
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par conséquent, la fonction ¢, nulle & I'infini, sera nulle dans tout le
plan. On aura donc
limI; = o,

k=w

ce qui permet de déduire de I'inégalité (30) I'inégalité suivante :

Lo |<B 3 VW, W,

j=k—1
mais

\/W; J+2 + anj-w < f{fi\/wzj + Waj;
on aura donc

BR” 7
llk~l l < R ‘/Wﬁk—-2+ Wzk-—m

et I'on conclura, au moyen de cette inégalité, de l'inégalité (27),
I'inégalité suivante :

__BR" ; . ;
(4v) | (ux )Al < S(R"—1) \/ng—z + Wy + VK (A) \/Wzk—a + W

Un raisonnement identique & celui qui nous a permis de déduire de
I'inégalité (31) I'inégalité (39) permettra de déduire de I'inégalité (41)
les inégalités suivantes :

(42) |w|<[Hi+GE—)Q@WW+W, ] (k=2,3,...),

o1 'on a désigné par a, comme dans I'inégalité (39), le plus petit des
nombres
1

et R,
- +¢, 8
R (]

par H, le maximum du module de la fonction , et par Q(¢') une
fonction de ¢’ ayant une valeur positive finie pour toute valeur de &’
différente de zéro, cette valeur étant d’autant plus grande que ¢ est
plus petit; j'ajoute que la forme de la fonction Q(&') dépend uni-
quement de la ligne (S).
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On conclura immédiatement de I'inégalité (42) que I'inégalité
M <R,

assure la convergence absolue et uniforme de la série (6) dans tout le

plan. On aura donc
R,2Ry,

inégalité qui, jointe a l'inégalité (21), entraine la relation (22) qu’il
s'agissait précisément de démontrer.

11. Lorsque la fonction &, satisfait aux hypothéses du n° 8 et
lorsque, dans le cas particulier des potentiels logarithmiques ordi-
naires, elle vérifie encore la relation (14), la démonstration du
théoréme fondamental I de Pintroduction n'exigerait plus main-
tenant que la reproduction, avec quelques modifications évidentes,
des considérations développées dans les numéros de 9 a 14 inclusi-
vement, de mon Mémoire Sur U’intégration de équation

Au+tu=o0 (')

Nous admettrons donc que, avec les restrictions que nous venons
d’énoncer, le théoréme en question est établi. Voyons comment on
peut s’affranchir de ces restrictions.

Considérons le cas des potentiels logarithmiques ordinaires sans
admettre que la relation (14) soit vérifiée. Posons alors

' Au' =1
(43) u= l+)\’o’

en désignant par &’ un nouveau potentiel logarithmique ordinaire de
simple couche. En portant cette valeur de u dans 'équation (1) on

trouvera ,
du’ du' du' '
(). - (&)= (@), + (), +2

(1) Journal de mathématiques pures et appliquées, 1goa.
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en posant
¢ =+ d,.

fc"ds:o

étant satisfaite dans tous les cas, la substitution (43) raméne le cas ot
la relation (14) n’est pas vérifiée & celui ot elle a lieu.

Montrons enfin qu'il est aisé de s’affranchir de la restriction qui
consiste 4 admettre que la fonction. @, satisfait aux hypothéses du
numéro 8. En effet, supposons que cette fonction ne vérifie que les
conditions spécifiées dans I’énoncé du théoréme fondamental I et
posons

(44) u=u,+ N,

~ La relation

L’équation (1) nous donnera

due' du’ du’ du’
().~ (m)r x[(«:TN‘);*‘ (Eﬁ)e] + 2%

Or la fonction <, satisfera, on le prouvera sans peine, aux hypo-
théses faites au numéro 8 au sujet de la fonction &,. Par conséquent,
la substitution (44) raméne le cas général au cas particulier ou le
théoréme fondamental I est déja démontré.

La discussion des péles +1 et — 1 que peut avoir la fonction z du
paramétre A dans le cas des potentiels logarithmiques ordinaires pré-
sente un intérét évident; elle pourra é&tre faite par une méthode ana-
logue  celle dont je me suis servi, pour trois variables indépendantes,
dans mon Mémoire Sur les méthodes de la moyenne arithmétique de
Neumann et de Robin dans le cas d’une frontiére non connexe ().

12. Reportons-nous au théoréme fondamental I de I'Introduction
et considérons la suite

(45) 7‘:7 )\2’ )\:n sy

(}) Bulletin de I’ Académie de Cracovie, octobre’lgoz.
Journ. de Math. (5¢ série), tome X. — Fasc. 1V, 1904. 48
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ainsi que le systéme complet de fonctions fondamentales

(46) Ulr,n yUkm erey U

ko

correspondant au terme A; de cette suite. Nous nous proposons de
faire au sujet des fonctions précédentes quelques remarques qui nous
seront utiles au Chapitre suivant.

Posons

Jx
bt =A2 @y Uk
p:l

en désignant par les a, g des constantes quelconques & cela prés que le
déterminant suivant

| Gap | (0, f=1,2,3,...,]x)
soit différent de zéro. Il est évident que le systéme de fonctions

U;r,n ;;,2’ sy U,k,ik
pourra étre considéré comme formant un systéme complet de fonc-
tions fondamentales relatives au terme 2, de la suite (45) au méme
titre que le systéme (46). Il est aisé de voir que, sauf une restriction
que nous indiquerons tout a I'heure, il est possible de disposer des
constantes a,g de fagon :

1° Que les relations suivantes :

dU;, ! dU;, ’
S () Vo= | () Uiats = o

lesquelles auront lieu dans tous les cas sous la condition & = k', aient
encore lieu toutes les fois que I'on a £ ¢, méme si 'on avait en méme
temps k = k';

2* Que 'on ait

40\ _ (dUi ] s
L,K dN )z" \dN > U, ds =—1.

Il est donc permis de supposer, comme nous allons le: faire doréna-
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vant, que le systtme (46) soit constitué de telle sorte que la relation

(47) f ,[(”’d‘#‘)ie (%), U=

ait lieu pour toutes les valeurs des indices k et ¢ et que I'on ait
(4Uk _ (Yt U s —
(48) L) [(W)iUk"t'ds = (s,< N )eUk" ds = o,

a moins d’avoir a la fois

k=K et (=1.

Cela posé, désignons par Uy le résidu relatif au péle A, de la fonc-
tion u définie par I’équation ().
D’aprés le théoréme fondamental I, nous aurons

) S
(49) U= Cy, U,

i=t

et 'on prouvera aisément que 'on a

(50) Cij= 2% | oy Uyjds.
18)

Voici maintenant la restriction que l'on doit apporter & ce qui pré-
céde. Dans le cas des potentiels logarithmiques ordinaires, il peut
arriver que, parmi les fonctions fondamentales relatives au podle
A, = —1, il en existe une, nécessairement irréguliére a4 linfini, se
réduisant & zéro sur la ligne (S); c’est ce qui se présente par exemple
pour un cercle de rayon égal a I'unité. Dans ce cas, il sera impossible,
on le prouvera sans peine, de faire en sorte que toutes les fonctions
fondamentales relatives au péle — 1 satisfassent a la condition (47).
Mais on pourra toujours s’arranger de facon qu'il n’y ait exception
que pour une de ces fonctions, soit U, ,, et que les autres soient, en
outre, toutes réguliéres & I'infini. Nous admettrons que I'on ait réalisé
ces conditions et nous assujettirons alors la fonction U, , 4 la condition
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suivante :

~ dU
o1 f(-—'—‘ ds =1
( ) 8) aN )‘ ’

au lieu d’imposer a cette fonction la condition (47) & laquelle, comme
nous venons de le voir, il peut n’étre pas possible de satisfaire.
D’ailleurs aucune modification ne devra étre apportée & ce que nous
avons dit au sujet des relations (48).
Ces conventions admises, la formule (50) devra étre remplacée,
dans le cas des potentiels logarithmiques ordinaires pour k =j =1,
par la formule suivante :

(52) C“-.-z—z‘/(s‘)o“,ds.

IV. — Probléme de Neumana.

43. Nous entendons par probléme de Neumann, le probléme qui
consiste & déterminer un potentiel logarithmique (généralisé ou ordi-
naire) de double couche portée par la ligne (S), tel que I'on ait

(1) ‘ (9)e— (¢)i=A[(P)e+ (0)i] + 2y,

ou k, est une fonction donnée sur la ligne (8) et A une paramétre
variable.

Nous n'envisagerons dans ce numéro que le cas particulier ou k,
peut étre regardé comme la valeur périphérique d’une fontion ¢ qui
jouit des propriétés suivantes : dans loute I'étendue du domaine (D)
et méme sur la frontiére (S) de ce domaine, la fonction ¢ est finie ct

. oy d \ . (3 oy ] ’ .
continue; la quantité <ZI§I) satisfait aux conditions générales impo-
. t

sées a la fonction &, au numéro 4; enfin, la fonction ¥, définie par
'équation suivante :

A 0% d%
F= PP -4 ‘(-)7.;3

ést continué en chaque point situé & I'intdrieur du domaine (D) et
elle est limitée dans toute I'étendue de ce domaine.
Les hypothéses précédentes relatives & la fonction /4, permettront
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d’appliquer au probléme de Neumann la méthode que nous avons eu
. I'occasion d’appliquer au méme probléme dans le cas de trois variables
indépendantes (*). '

Désignons par ¢, le potentiel de double couche défini par I'équa-

tion suivante :
(00)e— (90)i=2h,.

dhy _ (d) _ (22)
existera et, si I’on détermine la fonction &, qui entre dans I’équa-
) q q

tion (1) du Chapitre précédent, au moyen de ’équation suivante :

o dv
(2) =

La fonction

cette fonction satisfera aux conditions voulues pour que le théoréme
fondamental I de I'Introduction lui soit applicable. |
La fonction &, étant définie au moyen de I'équation ( 2), le potentiel
de double couche ¢ défini par la formule
(3) o= 1 / [l -t (90); + xll')"%‘_-(:"o)e:l df(ry) COSYdS,
)

2% J P dr

o, dans le cas des potentiels logarithmiques ordinaires, la fonc-
tion f(rw) serait & remplacer par la fonction logr, vérifiera 'équa-
tion (1). On en conclura de suite que, dans I'hypothése ol nous nous
sommes placés en ce qui concerne la fonction A,, 'équation (1) admet
une solution analytique par rapport & A, jouissant de toutes les pro-
priétés spécifiées dans ’énoncé du théoréme fondamental IT de I'Intro-
duction. '

La remarque suivante nous sera utile plus tard : soit V, le résidu
relatif au pole A de la fouction ¢ du paramétre A, nous aurons

4 (Vide+ (Vi)i=2 X, Cy; Uy

j=t

(') Zareusa, Sur Uintégration de Uéquation Au + Eu = o (Journal de Ma-
thématiques pures et appliguées, fasc. 1, 1902, p. 103 et suivantes).



432 . S. ZAREMBA.

ot les Cy; J représentent des constantes déterminées au moyen des for-
mules suivantes :

(5)  Cy= f; [(dc%w)_(%)e]ds (=12 i)

pourva que, dans le cas des potentiels logarithmiques ordinaires, on
convienne de remplacer, dans la formule (4), pour k =1, le sym-
bole U, , par l'unité.

14. Revenons au probléme de Newmann, mais excluons mainte-
nant le cas des potentiels logarithmiques ordinaires en ne faisant, en
revanche, au sujet de la fonction 4,, que les hypothéses générales
énoncées au n° 4.

En vue d’applications ultérieures, nous désignerons dans ce numéro
le potentiel cherché par w, et par m le nombre caractéristique de ce
potentiel, au lieu de désigner ces éléments, comme dans les autres
parties du travail, par ¢ et p.

Nous aurons

(6) - = (@h=A[(w)e + ()] + 2hs.

Désignons par k l'expression qui forme le second membre de cette
équation et voyons s'il est possible de développer la fonction A, sui-
vant les puissances de A, en une série de la forme

(7) h= Y b
k=0
Cela donnerait
(8) w= 2 wi A,
k=0

les ov; étant les potentiels de double couche définis par les équations
suivantes :

(9) (Wr)e— (wr)i==2h;  (k=o0,1,2,...).
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I.’équation (6) donnerait

(9) (Wi)e+ (wr)i=2l,, (k=o0,1,2,..)

(10) hypy=— -fhkdf(' m)cos@ds (k=o,1, 2, vy

ou r et B ont la méme signification que dans la formule (7) du
n° 8. 4

Désignons par H; une limite supérieure du module de A;; nous
aurons

(1) Hk+.<(§+%)ﬂk (k=1,2,3,...),

en vertu du théoréme III du Chapitre II. Cela prouve que, sous la
condition

(12) A<

bk =
tous les développements en série que nous venons de considérer seront
absolument et uniformément convergents dans les domaines ot I'on a
a les envisager. Ces développements sont par conséquent légitimes, et
le probléme de Neumann est résolu au moyen de la série (8) pour
I'ensemble des valeurs de A vérifiant I'inégalité (12).

45. Nous avons établi, au n° 13, que le probléme de Neumann
admet une solution analytique par rapport au paramétre A, jouissant
des propriétés spécifiées dans le théoréme fondamental II de P'Intro-
duction, lorsque la fonction /, satisfait & certaines conditions particu-
liéres. Proposons-nous maintenant d’étendre ce résultat au cas ou
cette fonction ne vérifie que les hypothéses beaucoup plus générales
dans lesquelles nous nous sommes placés au numéro précédent.

J'observe d’abord que, sans nuire & la généralité, nous pouvons .
admettre que la fonction &, est limitée. En effet, soit toujours oo le
potentiel de double couche dé¢fini par I'équation

(“’0)0"‘ (V‘,);: 2’1,0.
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Posons

(13) v =0,+ A0,

La fonction ¢’ représentera un potentiel de double couche vérifiant
I'équation suivante :

(¢ )e = (¢)i=N[(¢" Yo+ (¢):] + 2,
2l = (00)e+ (%)

La fonction 4, étant limitée (n° 5), on voit que la substitution (13)
raméne le cas général & celui ou la fonction %, est limitée. Nous sup-
poserons donc dans la suite qu’elle satisfasse & cette condition.

Cherchons & résoudre I'équation (1) pour l'ensemble des valeurs
de A vérifiant 'inégalité suivante :

(14) < a,

en désignant par ¢ un nombre positif donné, tel cependant que I'on
ait

(15) 1<a<R.

Nous pourrons nous borner au cas des potentiels logarithmiques
ordinaires, cas qui ne se distingue du cas général que par la compli-
cation un peu plus grande du raisonnement.

Considérons le potentiel généralisé w vérifiant équation (6) et
donnons au nombre caractéristique m de ce potentiel une valeur telle
que 'on ait

(16) R __a

-La chose sera possible puisque @ est inférieur 4 R. Dans ces condi-
tions la formule (8) fera connaitre la fonction w pour toute valeur
de A vérifiant 'inégalité (14). Cela posé, désignons par ¢ le potentiel
logarithmique ordinaire dérivant d’une double couche de méme den-
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sité ‘que celle dont dérive le potentiel w et posons
(17) $=p—w.

La fonction ¢ et ses dérivés premiéres, g-g et -g-ji/ » seront continues.

(n° 6), méme 4 la traversée de la ligne (S). Posons
(18) v=10+AQ,

en désignant par Q un nouveau potentiel logarithmique ordinaire de
double couche. L’équation (1) donnera

(19) (Qe— (Q)i= M(Q)e+ (Q):] + 2($)s

en désignant par (), la fonction & laquelle se réduit sur (S) la fonc-
tion ¢ et en tenant compte des équations (6) et (17).

16. Désignons par H, une limite supérieure du module de la fonc-

tion %,. Nous aurons, en dehors des inégalités (11), encore I'inégalité
suivante : '

1, G .
Hu < (‘p: + ;{) Hu
on aura done

H
(20) <z (k=o0,1,2,...),

& causc de la relation (16). "
D¢signons par o le potentiel logarithmique ordinaire de double

couche défini par I'équation suivante :
(%6)e ~ (9)i= 2/

Le théoréme III du Chapitre II et les inégalités (20) nous donneront
aisément

|9 < (14 C) ot

Cela prouve que, pour les valeurs de A vérifiant 'inégalité (14), la
fonction ¢, introduite au numéro précédent, pourra étre calculée au

Journ. de Math. (3° série), tome X. — Fasc, 1V, 1904, 49
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moyen de la série suivante :

(21) g(0) = Y erh.
k=0
On aura donc

(22) D XTI

‘pour les mémes valeurs de A, en posant

br= Fx— Wk

On aura d’ailleurs

(23) [ wr| < (1 +C, )”°

en vertu du théoréme III du Chapitre 115 par conséquent,
L H,

(24) el < 2(r+C;) -

On verra, en se reportanl; au n° 6, que la fonction Y et ses dérivées

‘l‘/.

du premier ordre, = et =%, seront continues méme & la traversée de

oz
la ligne (S) etl'on s assurer'l ensuite que I'intégrale suivante :

LOL1GE) () e

a un sens. Cherchons une limite supérieure de cette intégrale. L’équa-
tion
Py P
dz* Iy

+ m*w;, = o,

que la fonction ¢; vérifie en vertu de sa définition, donne

[ () Yt [ bty
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d’ou, & cause de (24),

LN+ () ey

<2m?(I+C‘)H"f “f “|w,,|dwdy

® Yoo

(25)

Pour trouver une limite supérieure de l'intégrale qui figure au -
second membre de cette inégalité, décrivons dans le plan des (z, ¥)
un cercle (X) de rayon L assez grand pour que la ligne (S) tout
entiére se trouve a l'intérieur de ce cercle. Cela posé, décomposons
I'intégrale qui nous occupe en deux parties J et J' se rapportant respec-
tivement & la partie du plan limitéc par le cercle (Z) et & la région du
plan extéricure a ce cercle. Remplacons dans l'intégrale J la quantité
| x| par la limite supérieure que lui assigne I'inégalité (23) et obser-
‘vons que, & I'extérieur du cercle (2), une limite supérieure de la fonc-
tion | w; | nous est fournie, comme on le prouvera avec un peu d’atten-
tion, par 'expression suivante :

Sf(rm) H,
JLm) (1+ C5)Zf’

ot r représente la distance du point ow 'on considére la fonction | wy |
au centre du cercle (). Nous trouverons aisément

[:Q[:w|wkldxdy<nf%’

en désignant par B’ une quantité ne dépendant ni de l'indice &, ni de
la fonction 4,. L’inégalité (25) donnera alors

o0 LTI () e <8

ot B représente un nombre qui, comme le nombre B’, ne dépend ni
de l'indice k, ni de la fonction Z,.

17. Pour calculer le potentiel de double couche Q, portons daus
I'équation (19) la valeur (22) de { et voyons s'il est possible de satis-
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faire a cette équation en posant

(2) QM) =,

k=0

les fonctions Q étant des potentiels logarithmiques ordinaires de
double couche vérifiant les équations suivantes :

(28) (Qk)e_~ (Qk)iz l[(Qk)e"" (Qk)l] + 2(4’/()3 (k =0,1,2, )a

oi1 (), représente la fonction & laquelle se réduit la fonction §; sur la

ligne (S). ‘
Nous avons déja eu I’occasion de faire remarquer que la fonction ¢
A7

et ses dérivées du premier ordre = et ‘;—q;," sont continues, méme  la
traversée de la surface (S) et que 'on a

o "l‘k d!q’k a —

9z + -a;;_' + m Wy =o0.

11 résulte de la que la théorie du n°® 13 est applicable & I'équa-
tion (28). Cela posé, désignons par n le nombre entier et positif, tel
que l'on ait

(29) l)‘nl.—<-a<)‘u+|°

La fonction Q; considérée comme fonction dela variable complexc A
n’aura dans le domaine défini par 'inégalité

(’)O) . ])\]<7‘n+n

pour toutes singularités, que des péles simples tous compris dans la
suite

(31) My Ay eeny A

Pour simplifier le langage, nous nous exprimerons comme si la fonc- .
tion Q; devait avoir tous ces nombres pour pdles, en convenant en
méme temps de dire que le résidu correspondant & un terme de la
suite (31) est nul si ce terme n'est pas en réalité un pdle de la fonc-
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tion Q. Désignons par II;, le résidu relatif au pole A, et posons.

. " I,
(32) Q=% + G
o=1

La fonction Gy sera une fonction de A holomorphe & l'intérieur du
cercle défini par 'inégalité (30) dans le plan dela variable complexe A

et elle représentera un potentiel de double couche vérifiant ’équation
suivante :

(33) (Gi)e— (Ga)i=A[(Gi)o~+ (Gi)i] + 2B

en posant

(34) 2@ = 2($x)s+ D[k )e + (i )s]-
D’aprés ce qui a été établi au n® 43 on aura

(35) (cha.>c+ (Hka)i= 22C$)Uaj

avec )

() = [ [(2%) - (%) ]

en convenant en outre de remplacer dans la formule (35), pour & =1,
le symbole U, , par I'unité.

Cela pos¢ on s'assurera aisément, en s'appuyant sur lesinégalités (24)
et (26) du numéro précédent, qu'il existe un nombre positif B, ne
dépendant ni des indices k, « et j ni de la fonction A,, tel que l'on ait

o,
(37) |C5 1< By=-

On conclura aisément de cette inégalité, en adjoignant & la for-
mule (35) la relation suivante : ‘

(Mze)e — (e )i = M[(Mra)e + (Mg )i ]
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que la série

(38) M,(\) = inkm

est absolument et uniformément convergente dans tout le plan, pour
toute valeur de A vérifiant 'inégalité (14).
Montrons qu'il en est de méme de la série suivante :

(39) G\ =Y Gen*

dont les coefficients sont eux-mémes des fonctions de A.

Il résulte des formules (34) et (35) et de la remarque faite plus
haut au sujet du symbole U,, que nous pouvons considérer la fonc-
tion ®; comme définie dans toute I'étendue du plan au moyen de la
formule suivante :

‘ ix n Jja
(4o) ®=Cfi+ Y CHU;+ 3 M CHU,+ e
ji=2 a=2 j=1

Il résulte immeédiatement de cette remarque que la théoric dun° 43
est applicable a I’équation (33). Désignons par P le potentiel logarith-
mique ordinaire de double couche défini au moyen de D’équation
suivante :

(41) (Pk)c—\Pk)i= 2®;

et considérons le potentiel de simple couche 3, vérifiant I'équation

dzg dsp\ 5 [ dsed ds;\ -’ ap,
(m),.— (Jw‘)c— "‘ \aN ), * (m)] +tRAON

-\

la formule (3) nous donnera

o U T rse+ (Pe)i | dspt (Pr)e] cosy
(42) Gy —f[ - ] ~ ds.

2% Jg PR h—1

Drailleurs la fonction z; de A sera holomorphe pour I'ensemble des
valeurs de A vérifiant I'inégalité (30).
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Par conséquent, si la série
o
Sp= 2 Zk;)\‘
t=0

représente le développement de z; suivant les puissances de 2, elle
aura A,,, pour rayon de convergence. J’ajoute qu’elle convergera uni-
formément dans tout le plan pour toute valeur de A vérifiant I'inéga-
lité (30) parce que les fonctions harmoniques zj, sont manifestement
toutes réguliéres & I'infini.

On établira aisément, au moyen de I'inégalité de Schwarz, les inéga-

lités suivantes : |
LG+ (5 e
<[ LR+ (%) s

<L () e

© e

Drailleurs, la formule (40) donne

L2 LG (5) ] et ,,
I+ e - S-S

a=2j=1

Par conséquent, I'inégalité (26) donnera

an L) () ey <(b32)"

D’autre part, on conclura aisément des résultats déja établis que
. part, ] q
ona

|Pal< B, o

en désignant par B, un nombre positif ne dépendant ni de Yindice &
ni de la fonction A,. Il résulte de cette inégalité :
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1° Que la série

(44) P(}) =ZP,JJ‘

k=0

sera absolument et uniformément convergente dans tout le plan pour
toute valeur de A vérifiant I'inégalité (14);

2* Qu'il existe un nombre positif B,, analogue aux nombres B, B,
et B,, tel que I'on ait & la fois

Ho Ho
(45) | 2k0 | < By et |z, <B, Sk
En s’appuyant sur les inégalités (43) et (45), on déduira aisément
de I'inégalité (42) du Chapitre précédent la conséquence suivante : il
existe un nombre positif B, analogue aux nombres B, B,, B, et B,, tel
que 'on ait

H
|30 | < By

Cela prouve que la série
(46) 5(0) = Tz
k=0

sera absolument et uniformément convergente dans tout le plan, pour
toute valeur de A vérifiant I'inégalité (14). Or la série (44) jouit
aussi, comme nous venons de le voir, de la méme propriete.

I en résulte, & cause de la formule (42), que la série (39) jouira
aussi de cette propriété parce que les fonctions G, n’ont pas, comme
semble I'indiquer la formule (42), les nombres — 1 et + 1 pour poles.
Drailleurs, nous I'avons déja établi, les séries (21) ct(38) sont, comme
les précédentes, absolument et uniformément convergentes dans tout
le plan pour toute valeur de A vérifiant I'inégalité (14). Il résulte de
tout cela, en tenant compte en outre des équations (18), (27)et(32),
que P’expression suivante de ¢

(47) 2“’““ +AGN) + o ()
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sera valable dans tout I'intérieur du cercle (Z) défini dans le plan du
paramétre complexe A par l'inégalité (14). On conclura immédiatement
de la formule (47) qu'il existe une solution de I'équation (1) analytique
par rapport au paramétre A jouissant & lintérieur du cercle (Z) de
toutes les propriétés spécifiées dans I'énoncé du théoréme fonda-
mental II de I'Introduction. Mais on peut donner au nombre @ une

valeur aussi voisine de R que I'on voudra; on peut donc, dans la con-
 clusion que nous venons de formuler, remplacer le cercle (2) par le’
cercle que définit I'inégalité suivante :

<R

Pour achever la démonstration du théoréme fondamental IT de I'In-
troduction il nous reste & établir que la solution de I'équation (1) ana-
lytique par rapport & A est unique et & justifier ce qui a été dit au sujet
des solutions non analytiques par rapport 4 ce paramétre. La démon-
stration de ces deux points se raméne, on le reconnait sans peine, a
celle de la proposition suivante : lorsqu’un potentiel de double couche V
vérifie sur la ligne (S) I'équation suivante :

(48) (Ve= (V)i= W[(V)e+ (V)]

ol A’ représente une constante et lorsque la valeur commune des deux
membres de cette équation considérée comme fonction d'un point
mobile sur (S) satisfait aux hypothéses générales faites dans ce tra-
vail au sujet de la fonction 4, le nombre A’ doit étre égal a 1'un des
termes de la suite

(49) )\H )\27 )\3, T e

et la fonction V doit s'exprimer au moyen des fonctions fondamen-
tales correspondant 4 ce terme, soit A4, de la suite précédente, comme
si cette fonction représentait le résidu relatif au péle A; d’une solution
-analytique de 1'équation (1).

Pour établir cette proposition faisons, dans 'équation (1),

2k, =(V).+ (V).

Journ, de Math. (3¢ sévie), tome X, — Fasc. 1V, 1gu4. 20
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L’équation (1) admettra alors la solution

~ Al
(00) V:m'

~ Dlailleurs, la constante A’ ne peut étre nulle, sans quoi on aurait

identiquement V = o. Par conséquent ’équation (50) définit la méme
fonction analytique de A que la formule (48) pour la valeur considérée
de A,.

Il en résulte que V doit bien jouir des propriétés annoncées.

Jajoute que les formules (4) et (3), on le prouvera avec un peu
d’attention, restent exactes dans les conditions générales oti nous nous
sommes placés ici en ce qui concerne la fonction 4,.

Il resterait encore & compléter ce qui précéde par la discussion
détaillée des péles — 1 et + 1 dans le cas des potentiels logarithmiques
ordinaires et i développer les applications de cette discussion au pro-
bléme de Dirichlet. On le fera aisément par la méthode que j'ai suivie
dans I'é¢tude des mémes questions dans le cas de 'espace (').

(M) Sur les méthodes de la moyenne arithmétique de Neumann et de Robin
dans le cas d’une frontiére non conneze (Bulletin de I’ Académie de Cracovie,
octobre 19o2a).



