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Introduction.

Dans trois Communications 4 I’Académie des Sciences, en 1903, et
un Mémoire corrélatif ('), nous avons indiqué une classification des
fonctions entiéres d’ordre infini, non transfini, et de celles d'ordre
zéro. Nous commencons ici (§ I) par compléter cette classification
pour les fonctions entiéres d’ordre zéro : si une fonction entiére

S(z) =i @™

1
renferme une infinité de coefficients tels que |a, | = ek(m)—m(i—e)
(p entier, lime = o pour m = ), les autres ayant un module plus
petit que ne l'indique cette égalité, on a, en désignant par M, le
maximum du module de f(z) pour | z| = r, et posant

E(z, kip) =Y~
o ex(m)?
M,SE(r,k, p +¢'), et, pour une infinité de valeurs de r,
M,ZE(r,k,p —¢) (€ analogue & ¢).

Nous n’avions antérieurement établi ce résultat que pour k<1.

(1) Comptes rendus, 1903, 1°* semestre, p. 348, 2¢ semestre, p. 407 et 478. —
Journal de 'Ecole Polytechnigue, 190k et 1go5.

Journ.de Math. (5 série), tome X. — Fasc. III, 1g04. 36
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Dés lors cette classification, un théoréme de M. Hadamard (auquel
il n’est indispensable de se reporter que pour les fonctions d’ordre
transfini ou d'indice infini) et une proposition de Liouville sur les
fractions rationnelles approchées d’un nombre irrationnel ou trans-
cendant, nous ont permis de préciser des résultats obtenus par nous
au sujet de ces derniers nombres et d’en obtenir de nouveaux;

nous exposons ces recherches dans le présent Mémoire (§ I et sui-
vants).

Etant donnée une fonction entiére f(x)= Z Up, =2 apz™ quel-
] 0

conque, en s’aidant d'un théoréme de M. Hadamard, on peut toujours
déterminer une fonction ¢, de m croissant constamment avec m,
et telle que £ (=) renferme une infinité de coefficients @, satisfaisant &

Am ! :
ml > 0., quel que soit 1> o.

Pour les fonctions entiéres d’ordre non transfini ou d’indice fini,
notre classification permet d’arriver directement & cette inégalité

en = G fini i petit qu’ ;
prenant ¢,, = (log,m) (e, fini aussi petit qu'on veut pour m
assez grand ), quand f(z) renferme une infinité de coefficients tels que

1
|@,| ' = (log,‘m)m(re), les autres ayant leurs modules plus petits
que ne l'indique cette égalité.
De 14, et de quelques lemmes relatifs aux fonctions e;(m), nous
concluons divers résultats sur l'irrationnalité ou la transcendance des

nombres f (:;) ou f (g-) (p, g entiers, a, rationnel), principalement

tee [17 A . rpe
quand @, est positif ou que ——- croit constamment et indéfiniment
n+1

, e e » . R
avec n (a,réel). Ainsi soit @, = %, et Pny ¢y q;:‘ entiers; quand I'in-

dice k23 et p,Sex(n)™ ('r < ;I-é), f (!qi) n’est pas algébrique; pour

les deux formes de a, ci-dessus, f (%) est transcendant (% > o). Iy

a des extensions aux fonctions entiéres d’ordre quelconque présentant
des lacunes.

Nous étudions ensuite les nombres dérivés des fonctions entiéres ou
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quasi-entiéres de la forme

9(w)=F(m)+F,(-:E) +.F,( : )+...+F,+,(w_'_a0),

x—a,

(@y +.., ay rationnels), oi F(z), F (%), ..., Fo,y(x) sont de la

forme
2 -
o qn

l"c

1 ’

[ki 3, q—;f:-’-entier, gn= ek(n)(re") ", 0Sp< ek(n)‘u"], et aussi les
nombres dérivés de la somme, du produit, du quotient (fonctions
quasi-méromorphes), plus généralement d’une fraction rationnelle &
coefficients rationnels de fonctions ¢(z). Ainsi, quand les a,, ..., a
sont tous négatifs, tout polynome & coefficients rationnels positifs de
fonctions @(x), s'il ne se réduit pas & une fraction rationnelle en ,
prend pour x rationnel positif une valeur transcendante. Toute fone-
tion rationnelle & coefficients rationnels des fonctions F(z), ol x ra-
tionnel quelconque, est un nombre, exceptionnellement rationnel, en
général transcendant, et qui n’est jamais algébrique. Enfin F[F ()]
pour x rationnel > o est transcendant si k2 k,23 (k, indice de F,).

On obtient des théorémes analogues, mais souvent bien moins
généraux, quand F(x) est d’indice 2 ou 1. Ainsi, soient 0, 0,, §,, 9,
les quatre fonctions 0 de Jacobi (notations du Cours d’Analyse litho-

{ n

graphi¢ de I’Ecole Polytechnique, de M. Jordan); gig:;, rTglE:;, Qe; 8,
mn
::8;, .+ sont des irrationnelles (7 entier >1).

Il y a aussi des extensions aux fonctions non entiéres, avec lacunes,
et dont le rayon de convergence est fini.

En terminant, nous définissons les nombres guasi-rationnels et les
fractions ordinaires ou continues quasi-périodiques qui ont des carac-
téres voisins de ceux des nombres rationnels et des fractions ordi-
naires ou continues périodiques : une fraction ordinaire ou continue
quasi-périodique est un nombre transcendant.

La lecture de notre Mémoire exige seulement la connaissance du
Cours d’Analyse de I'Ecole Polytechnique, d’un passage d'un Mé-
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moire de M. Hadamard indiqué plus loin, de notre Mémoire précité
du Journal de I’ Ecole Polytechnique et de ce qui est nécessaire pour
Iintelligence de ce dernier et s’y trouve mentionné.

§ I. — Sur les fonctions entiéres d’ordre széro.

Considérons la fonction
(I) f(x) =2 Up =Z amwm7 )
) (1]

dont les coefficients peuvent s'écrire
| @ | = ex(m)—.

Supposons de plus que, pour une infinité de valeurs de m, dés que
m > ., On puisse écrire ’

<

(2) 09,2726  (0,,0 dounés fixes),

quel que soit ., la valeur de 7 pour les autres étant > 0,.

Soit 1, la valeur de © correspondant & un de ces coefficients satis-
faisant & (2), d'indice m. Considérons, quand m croit, la suite des
valeurs 7, ; portons dans un plan ot nous prenons deux axes rectan-
gulaires Om, O~,, m en abscisse, t, en ordonnée. Nous obtiendrons
une suite de points compris entre les droites 7, =90, t,=0,. Parmi
ces points, quand m croit, nous en prendrons un pour lequel t, a une
valeur 7 < celle de tous les précédents (pour m = m’); puis nous
prendrons m > m/, et, quand m croit, le premier de tous ces points
pour lequel 7, =17, si la chose est possible, et ainsi de suite. Si
ceci peut se poursuivre indéfiniment, 7, 7), ... vont en décroissant
indéfiniment (ou ne croissant pas), tout en restant 20. Cette suite s,
de quantités posséde une limite v,, c'est-a-dire que, dés que m est
assez grand, 7%=, + ¢ (lime = o pour m = ). Si ceci ne peut se
poursuivre indéfiniment pour une certaine valeur rz; de m, t,= 1],
et les valeurs de 7, correspondant & m > m| sont >«}. On peut rai-
sonner alors comme nous venons de le faire sur les quantités 7, corres-
pondant & m > m}; ou bien on y trouvera une infinité de nombres =},
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Ty + «« possédant une limite v, au plus égale 4 tous les nombres 7,
quand m > m';; ou bien on y trouvera une quantité £, analogue a 77,
et ainsi de suite. Finalement, en continuant, ou bien on trouvera une
suite analogue & s,, ou hien on aura une suite ¢ de quantités 7}, 72, ...
correspondant a des valeurs m}, m%, ... de m telles que, pour m >m,
par exemple, on ait 7,>1%. Cette suite ¢ est formée de quantités
croissantes S0,; elle doit donc tendre vers une limite »’, c’est-a-dire
que, dés que m est assez grand, pour une infinité de valeurs de 7,
T=1v —¢ (lime'= 0 pour m = ®).

Par consequent ceci s’appliquant aussi bien aux fonctions d'ordre
fini ou infini, mais non transfini (*) :

LemMe. — Soit une fonction entiére
(1 f(2)=2 tn=3 ans",
: 0 0

qui posséde une infinité de coefficients a, tels que
|| = ex(m )™
(k entier positif, nul ou négatif), avec
90,2726 (0, 6, donnés et fixzes),

la valeur de« pour les autres coeficients étant plus grande que 9,. 1
exisie un nombre p tel que 0,?,%_2_0, et que f(x) renferme une in-

[fintté de coefficients a,, salisfaisant &

3) ] = en(m) "(5)

(lime = o pour m = ), les auires ayant une valeur plus petite
que ne Uindique cette égalité. Les coefficients satisfaisant & U'éga-
lité (3) seront dits principaux.

(t) Sil'on pose log_x(m)=ei(m).
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Soit k>1. Nous avons vu dans un Mémoire antérieur (') que
I'on avait alors

(4) |.f (@) | S ritsedtonsr

(r=|xl), dés que r2§, & fini, et que, pour une infinité de valeurs
de|z|, | f(x)|Zrt*-%%s", Mais ce résultat ne fournit aucune indica-
tion sur le caractére spécial que donne 4 f(«) le nombre p parmi les
fonctions d’ordre zéro satisfaisant aux conditions du lemme précédent.

Il nous suffira, pour ce qui suit, d’établir & cet égard la propriété
‘suivante :

Trkorkme. — Soit une fonction entiére
L

(1) S(z) =2ama:"‘,
0

ol, pour une infinité de valeurs m, de m,

| = ex(m) ") k>,

les autres cocfficients a,, ayant un module plus petit que ne Uin-
digue cette égalité.
Prenons x| =r, (%)

logr, = (;} — e> ers(m,) [exa(m,). .. e,(m,)m, +1].

"On a
(1 --e;)ek_,(m,)...e‘(mt)m’
|f(®)| = (t+€)ex(m,)? g

Pour une valeur quelconque de |z| = r déterminons m, par

logr= (‘g’ - 5”) ex-1(my) [era(my).. e, (my) my + 1]

(') Comptes rendus, p. 407, prop. V et VI, 17 aolt 1903, et Journal de I’Ecole
Polytechnique, 1904 et 1905, p. 43,

(*) Pour k=1, la propriété correspondant & ce théoréme est établie dans notre
Mémoire précité, Nous supposons done & >1.
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(¢ fini, mais aussi petit qu’on veut); on a
@IS+ ) ey(my ) s,

En effet, on a, pour r =|z|,

(5) |t | = —L——
e/.(m)(P _e)m

(6) log| ,,| = mlogr — (é - s) m ex_,(m).

Pour une valeur de r, m étant entier ou non, |'expression du deuxi¢me
membre de (6), o1 on laisse ¢ fixe, est maxima (elle comporte évidem-
ment un maximum et non un minimum) quand

(7) logr— (-; - e) k-1 (m)[er-a(m)...e,(m)m +1] = 0.
Donnons 4 m une valeur m, assez grénde, et telle que |a,| soit

coefficient principal, et & ¢ la valenr correspondante ¢,; la formule
ci-dessus nous détermine une valeur », de.7. On a

logr, = (é — 5:) ek-c(”’c)["k—n(m«)°'-mi+ I]’

lo‘gl Up, | = <-:; — e‘) () [er—a(my) .. .0+ m, ]
- (% - Ec) m, ek-c('”c):
log| u,, | ::(é- - s,) e (m,) ez_y(m,)...e,(m,)m;.

(8)

Soit u,, ,; (i positif ou négatif £ o) un autre terme de la série

pmi

| Ui | S — -;
m ex(my+ z)( “)mera”

dés que m, + i est assez grand, [¢'| < ey,

10g] thua | S(m, -+ i) logr — (3 = &) (m, + i) ey (m, +1).
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Lorsque r a la valeur r, [formule (7)),

log %’—;’f S(m,+1) (E:' - a,) ex—y(m,) [er-a(my)...m, +1]
- (é - 52)(m, + i) ey (m, + 5)
- (% - 51) ek—l(mi)ek—z(ml)‘ . -ec(ml)m?)
Um+
log| et

o Siex (m,)er-ofm))...e,(m)m,+(m, + 1) e, (m,)

—(1—g)(my+ ) e (m+1)=N;
(e, fixe).

Considérons la valeur de N; quand i est entier ou non.

Soiti>o:
Nigee (my)...e,(m)m, (i+ ’”Li + I)

—(1— e )(m+ 1) e, (my+ 7).
Sik=2:

N;=e™m, (i+ ;i— + 1) — (1 —g)(m,+L)e™*
1

=em[mi+i+m —(1—¢)(m+1)e].
Or

N+ hemti= em.[m‘ L+ i+ m, — (] — 53)(1)2,' + i)ei_l_ )\ e"].
La dérivée de la parenthése par rapport & i est
mi+1—(1—¢g)e—(1—¢&)(m+i)e+rei<o,

dés que A =o,1, i25.
La parenthése est alors au plus égale &

L L
i+ — (1 —g)(m+3)e'+ e’ <o,

car e > 1,62, et .
N, < —o,1e™H,
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En général, quand & > 2,

NS exy (m, )5 (i+ = +;) — (1= &) (my + 1) e (m, + ),
o &5 ne dépend que de m, (lime, = o pour m, = ),
e (my+ )2 e (m )" ('),
dés que 125 et k23;
Ni+Aep (in 4+ D) S ey (my)* 5 (i+ "Lh + 1)
—[1—e)(m+ i) — Mew (m +0) <o,
Ni<—Aegy(m+10)  (i23)-
Finalement, quel que soit k¥ > 1, pour {23,
| N;<—o,165,(m,+ i),

6(% - e’) N = !

el'( i+m,) ’

um,—i—i
Upe,

V' fini positif, quand ¢ au moins égal 4 ;, entier ou non;

@
1 1 1
Z‘uml<lum4‘m(l+z‘,+ ;ﬁ;'i"...)

m+1
1

1
eNim +1)( 1 ) = l u”‘1 I e){m,(ek’__ l) < l um,lsl
1

==

e

(&4 aussi petit qu'on veut quand m, assez grand).
Soit maintenant I négatif et = — i, etk >1.

N; < exi(my) [P e (m,). ..my + m, + ]
< ey (m) (—myi,+my — i) < — ex_ (m,) si 1,215

Um i

< e‘)‘”"k—x (m‘)’
U, | =

A fini positif.

(1) Il suffit
ex—s(my+ )21, 2 €y(my),

. ex—s(my+ 7) 2logr, 2 + ep_a(m,),
ce qui a lieu.
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La somme des modules des m, premiers termes (4 part un nombre
fini) est :
'um,l €54

ou & est aussi petlt qu on veut.
Nous avons négligé, dauns cette évaluation, la somme des modules
d’un nombre fini de termes, somme plus petite que

Art: (A, ., finis),

dont le logarithme est plus petit quelog A + i, logr,, terme aussi petit
qu'on veut par rapport & log|u, | [formule (8)] quand m, assez
grand. :
Finalement, le module de |, | est aussi grand qu'on veut par
rapport 4 la somme des modules des autres termes.

Nous avons ainsi établi la premiére moitié de notre théoréme :

I existe une infinité de valeurs entiéres m, de m pour lesquelles
le module de f(x) est

)Lk slmy)...emym?

|f<w>|—<r+e,,>1um.1—<l+e>ek<m.>(" et
quand

( "ﬁ)[‘k—a('"i) ceg(mmy+1) *

Nx|=r=ex(m,)'? ,

a,, étant alors un coefficient principal.

Passons 4 la seconde moitié. .
Au lieu d'opérer en donnant dans (7) & r la valeur qui correspond
4 m = m,, nous pouvons nous donner, a prwrz, roet conmderer la

série
7 m
2Un=2—;
ex(m)P
rm o e
r étant donné, si nous cherchons le maximum de > IOUS sormes

ex(m)?
conduit 4 (7), ol ¢ = o, et nous savons que, si m, est la racine corres-
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pondante [(7) n’en ayant évidemment qu'une],

logU,,s %ek_.(m,) o.e,(my)m:=logV..

Pour la méme valeur de r, formons

log| %52t (m,+ i entier).
Upe :
plogl vV = (M40 e (my) [exa(my) ... my+1]

— (my+ i) e (mqy+¥)
— e (my)...e,(my)ymy=N;
= iey(m,)...e,(my)m,
+ (my+ £ es_y (my) — (my+ ) ey, (my + 1), '

m,+ L est entier; sii=o, U, ,,= V;soit 7 # o : quand |Z]21, tous
nos raisonnements faits sur N; s'appliquent & N; et I'on est conduit
aux mémes limites supérieures de N; le seul cas ot il est douteux que
des inégalités de méme nature aient lieu est celui ol |Z| <1, clest-
a-dire celui qm correspond aux termes Ug, , Ugim,+1 €0 suppo-
sant m, non entier. : ‘

La somme des autres termes de ZU,, d’aprés ce qui précéde estSe, V.
Pour montrer que XU, S(1+¢,)V, il reste a faire voir que

UE("‘:) -+ UE(m,)+1§ (' -+ Eg)V.
Soient

E(m,)=m,~ i, E(m,) + 1=my+ 1y,

v
RN

L+i,=1, i, ou I,
Il s’agit de prouver que, si
U U
X, - VYE(my , )(2 —_ E(mg) 41 R

-V Vv
X‘+X2§I+Eso
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Quand k = 2,
N} =t e™my— (my+ 1) €™ + (my+ i)e™,
Nl e™=im,+ m,+ i — (m,+ ) e'Sim,
+my+ i — (my+ 1) (1+1)S— 17,
car ¢'> 1 + I, ¢ positif ou négatif;
< P
NS —i2e™.

Les deux valeurs X, X, sont au plus égales &

l"
— Adems

;2

.- l—’e"‘z i’ ) __‘.s

=ty — ]
’ ¢ - ’

e P =
ol a est aussi grand qu’on veut. Leur somme est
S= a'i:+ a‘i;;

o . 1 oo ;2 ;3 . .
|2,] ou|i,] est 2 oo et P’une des quantités a="* ou @™ est aussi petite
qu’on veut pour m, assez grand ; par snile, on a bien SS1 +¢,.

3 )
Quand % > 2, on a pour #,2

log U'(;*"—iil < —my,

d’aprés ce qu'on a vu pour N;.
D’autre part, pour i négatif = — i,,

N < ex(my)[iermg(m,) ... my+ my+ i
L ey (my) (= Tymi+ my — i) < — e,y (my),

b

. 1
|i,]2 P
par suite, quand k23, I'un des rapports UL“,"‘—”, y'i{',"—ﬂ est toujours
aussi petit qu'on veut pour m, assez grand, et leur somme est bien
encore S1 4 &
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Par conséquent, 2U,, est bien SV (1 + ¢, ).

Etant donné alors f(x), ou |a,, |“>ek(m)(" ) , on peut choisir
une quantité ¢’ finie aussi petite qu'on veut et telle que, a partir d'une

: —1--—5" m
certaine valeur de m, |a,,|"'2¢x (m)(" ) . Le module de f(=)

pour |z|=r est I(1+ E"')Z - . Posant é—- ==L, et

(72 m) “—5, P

appliquant & la série du deuxiéme membre de cette inégalité le
résultat obtenu pour ZU,,, on arrive & la seconde moitié du théoréme.
v ' c. Q. F. D.

Remarque. — Il suit de 1a que le nombre p est bien pour la fonc-
tion f(z) un nombre caractéristique. Si

E(z, k,0) =3 — =,

ep(m)P
on a, quel que soit |z | = r, M, étant le maximum de | ()| pour
|z|=r,
) M,<E(r,k,p+5),

et, pour une infinité de valeurs de » déterminées comme I'indique
'énoncé

(10) M.2E(r,k,p — ¢).

On pourra dire alors que /() est d’indice k et d’ordre (o, k, p) (‘)
Les inégalités (9) et (10) sont encore vraies pour k =1 (Mémoire
précité, p. 34 et 36).

(') Les extensions aux fonctions quasi-entiéres et aux fonctions monodromes
sont évidentes.
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§ IL
Soit

f(z) =i u,,,=ia,,,a:’"

une fonction entiére quelconque ; M. Hadamard a montré (') que 'on
pouvait toujours déterminer une fonction ¢, de m'telle que Lo, %

(K entier arbitraire), et, a fortiori, Lg, ou ¢, fit constamment
croissant avec m, dés que m dépasse une certaine limite, et telle
encore que

() l@nl™'2 Prms

Pégalité |a,,|' = g ayant lieu pour une infinité de valeurs de m.
Soit m, une de ces valeurs :

—~Ny nt L
?m, > P s+l

T lens| T o

Ainy

>. (an o+

Ayt

Nous pouvons ainsi énoncer ce théoréme, corollaire immédiat du
théoréme précité de M. Hadamard :

Tueoreme I. — Soit
(11) J(z) =2u,,,=2a,,,:1;’”

une fonction entiére absolument quelconque : on peut loujours
déterminer une fonction ¢, croissant constamment avee m, et lelle
que (1) renferme une infinité de coefficients a,, satisfaisant a Iiné-
galité ‘

(12)
quel que soit 1> o.

a m

l
> ?/u+l’

A+t

(1) Journal de mathématiques, 1893.
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On peut indiquer une variante de I'inégalité (12) qui peut étre
utile : nous aurons

4
?m+lz P+t ?m-&-a s ?m#-

Donc, a fortiori, on aura
(13)

pour une infinité de valeurs de m.

Il est évident que ces inégalités (12) et (13) se conserveront pour
une fonction ¢,, croissante, mais telle que §,, < .

aﬂl

> ?m-H ?m-i-a o °.?m+l

Ay

Dans le cas des fonctions entiéres d’ordre non transfini ou d’indice
fini, un de nos Mémoires précédents (') permet une détermination
simple et directe d’une pareille fonction {,, sans qu'il soit nécessaire
de s'appuyer sur I'inégalité (o) de M. Hadamard.
En effet : A
1° Ordre > o et non transfini. — Prenons une fonction d’ordre

(k, p), en nous bornant au cas ol p est fini et == o; il y a une infinité
de coefficients a,, tels que

(14) ]aml=(logkm)_m(§+s) (o1 ¢ dépend de m),

les autres ayant un module plus petit que ne I'indique cette formule.
Prenons ces cocfficients a,,; si, pour une infinité d’entre eux,

A

(15)

Z [logx (m + i)](re'):

Qi

quel que soit 7 (¢, fini, positif, aussi petit qu'on veut dés que m dépasse
une certaine limite, mais indépendant de m ), on peut prendre dans (12),
mais non dans (« ),

€

0= Yn=(logen) .

Sinon, on a, pour une infinité de valeurs de m, par suite pour une

(") Comptes rendus, 1°* sem., p. 348; 2° sem. 1903, p. 407 et 478; Journal
de U'Ecole Polytechnigue, 1904,
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d’entre elles, des inégalités de la forme

(16)

qm

e

am-l-ii

< [loga(m + i)

1 . -
ol - — « est fini et positif (7 fixe).
P M . .
Ceci ne peut avoir lieu pour une infinité de valeurs de i;, i,, &5 ...,
sans quoi dans la série

L= Uy || Ui |+ Ui, | ooy

. | 2|
l Um+i; l > I uml [logx(m +- i}')]ﬂ”

et

|£I‘1 I.’L‘llx
x> I U l ’I + [logx(m —+ ;)] + [logi(m +1,)]*% e z :

Le second membre est une série entiére d'ordre (k, %) > (k,p),
alors que I est forcément d'ordre S(k,p); résultat absurde. Donc
I'inégalité (16) n’a lieu que-pour un nombre fini de valeurs ;. Soit &’
la plus grande de ces valeurs. On a

< [loga(m + )",

Ayt

et, quel que soit /,

o) i+
_@'__IZ[logk(m—i-i’-i-l)](“ e,

@i’ -1

)

<! W | [loge(m + &)]%
[loge(m + '+ l)](?_e‘)

l Qpuiiti | o

@ int-t'41

1_g,
Attt |> [logk(m U+ l)](F l,

quel que soit /; en sorte que l'inégalité (15) a lien pour @p,s : il y a
alors une infinité de valeurs de m —+ 1’ satisfaisant A cette inégalité, ez
Uon peut toujours prendre

i
$o= (log,‘n)re’.
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2° Ordre non nul, indice non infini. — Les mémes raisonnements
subsistent avec des valeurs négatives de &, gréce & la notation

log_wxa = ex(x),

au théoréme du paragraphe I, page 280, et & la remarque de la
page 287. . Q. F. D.

On peut d’ailleurs toujours supposer que a,.. est un coefficient
principal, c’est-a-dire satisfaisant & (14). En effet, sinon, soit

lam+i' ! = [log,‘( m- )]—‘t,(m-s-i')’

avec 7, — % fini et positif. D'aprés (14) et (16),

—_m(1 ' 4
(logxm) n(#+) < [logi(m + i )[-rtm+),
avee =< % < 1y, e, a fortiort,
-3 )m
(logerm)\™ + " <1,

ce qui est abhsurde.
Nous pouvons ainsi énoncer le corollaire suivant :

Cororraire 1. — Soit

(11) f(x) =2u,,,=iamx”‘

une fonction entiére absolument quelconque d’ordre (k,p) non
transfini ou d’ordre (o, — k, p) et d’indice — k> o fini. Il y a une
infinité de coefficients a,, principauz, c’esi-a-dire satisfaisant i

| @ = (logkm)m(?’-s),
et tels que
(12 bis)

a n

A+t

>logi(m + l)(al _s')[,

quel que soit 1> o (<, fini, positif, aussi petil qgu’on veut dés que
m est supérieur & une certaine limite).

Journ, de Math. (5* série), tome X. — Fasc. IIL, 1904, 37
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Ceci va nous permettre de déterminer une limite supérieure du
module E, de I'erreur commise quand on s’arréte, dans le calcul
de f(x), au terme d'indice m jouissant de la propriété (12) ou (12 bis).
Ona '

E,sT,= lam+4 x| 4 |am+2wm+2 | +ovey

a x Qa x
nglama:ml( ':;H l -+ m;-a l ~+.. .),
m m
A1 - () -2 -2 .
a < ?mﬂ" a < ?m+2 < ?m-l—l ? R ]
m m R

T, <|a,z" |(—|w—| + lf—P +. ..),

Qem+1 Qm+y

To< |apan |12 !

I ]
P41 {— [wl

Pm+1

et, si |#|<E, m assez grand par rapport a &,
E,<T 12l
m = m< 2lamxm|;'_ ( )'
Y M-

Quand m est assez grand, l'erreur a son module aussi petit qu’on
veut par rapport i celui du dernier des termes non négligés. Nous
obtenons ainsi ce corollaire :

Cororrare 1I. — Tout étant posé comme au théoréme ci-dessus,
et a,, élant un coefficient satisfaisant a (12), on a

f(w)—g Un | < ltt,nlggli—gf,l—“,—,’

() On voit de suite que cette inégalité subsiste quand le premier terme 520
aprés u,, a son indice > m —+-1. Elle est, en effet, remplacée par

x |Ps
’
P+,

Tn<a l A xml

S Gy = s =+« « = Gppp,—~1 = Oy Bppyp, 7 0, €L
» x ||"1<
Pmtpl —

x P~1<|w|.

T P+t

Pm+1
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el méme, si m est assez grand par rapport & |z |,

DPm+1

F(@) = Dt | < 2| 2L

Prenons une fonction f(z) d’ordre (k, ¢) non transfini ou d’indice
fini. D’aprés le corollaire I, on peut trouver une infinité de coefficients
principaux tels que

Qm (1 ‘e‘) d
-aIT—H > 1ng(m “+ l) e
(k négatif = — i pour les fonctions d’ordre o). Appliquant le raison-

nement qui nous a conduit au corollaire II, on conclut :

Corovramre III. — Tout étant posé comme au corollaire I, on a,

pour unc infinité de valeurs de m [a,, coefficient principal satis-
faisant & (12 bis))

f{x)—'zum <2Iumi lw[ 1

loge(m —+ 1)P

""El

Dans certains cas un peu plus particuliers on peut écrire une inéga-

@nyy

—

@n
soit constamment décroissant, quel que soit n, et tende vers o quand
n croit indéfiniment. On aura pour toute valeur de x, et pour m assez
grand, Z u(x), mais quelconque,

" lité analogue pour toute valeur de m. En effet, supposons que

Tgr:) = |a,,,+2x"’+2| + Iam+3-'1/‘m+$| ..
ilam+2xﬂt+2 I (l + IZ»H—aw o+ .)

m+2
S| @mea ™2 | (1 + kjxz|+ k| x| +...),

Qi1
ol n sl

<k (iz2),

" @i
k étant aussi petit qu’on veut dés que m est assez grand;
W L
,Tm gl um+2‘ 1 — klw l’

Uy l - T::?f:‘um-ﬂ + Upyo - ..I
_S.lum+{ |+T‘,-,'z)§|um+,|(1 -+

Cmpe

=)

App iy
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m

f(z) —2 u,, | différe donc de | u,,,., | d'aussi peu qu’on veut, et
0

Lo+

n
Vs | (= €)E | (@) = Bt | <]t | (1 + ) < 22l L21,
Q

avec
o

—

L+ =
L A

Si certains des coefficients a, étaient nuls, le raisonnement subsis-
terait & condition de supposer que le rapport

Upiy
Uy,

(a,,ﬁé o, an+v3/: 0y Qppy ==+ = By = 0)

' J v 1
fat constamment décroissant et tendit vers zéro avec . Dans la der-

niére inégalité, il faudrait remplacer u,,., par %,
(am+i = e = Qyyp - =0, am# 0y Ay, # 0).

Cororraire IV. — Si f(x) est une fonction entiére telle que le
module du rapport d’un terme = o au suivant croisse constarament
et indéfiniment avec son indice n, pour toute valeur de x donnée,
‘au moins a partir d'une cerlaine valeur de Uindice, on a, dés que m
dépusse une certaine limile,

|um+!h|(l - e)é f("l') "‘2 U -<—-|um+u.l(1 + 5)’
[]

1 ’ . o .
¢ lendant vers o avec 3 Unay, €lant le premier des termes d’indice
> m qui soit & o.

Nous allons encore établir deux lemmes préliminaires sur les fonc-
tions e;(x).
A quelles conditions a-t-on

1
ck<n+ l)(n+1)(p+5)>ek(n>ma’ ail, ¢ﬁxe>é’
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ou

ex(n+ 1)(‘5“) > ep(n)™?

Premier cas. — 11 faut

(n+1) (-;— -+ a) Ci—y (N +1) > nta e, (n).

Pour k =1, ceci est impossible; donc & > t. De plus

log [(n + 1)(l + e)] F ereq(n +1) > lognre + ey (n).
P
Quand k = 2, il faut

(n—+1) (% +e>

nte

(é + e_)e}:a.

e>1,

. L .
Sit— 5 est assez petit, on pourra prendre a =1 ou 2, ou encore

a = 2, I par exemple.
Quand £ 23, il faut

[ermtti—ei® — 1] e 2 lognta — log(n + 1) (é + s),
ce qui a toujours lieu pour % assez grand. Donc :

. ]
Lenume I. — Soient © et p deux nombres fixes, avec = — - > o,
rl
o un nombre21 On a:

1° Siz — é est assez pelit,

1 :
ex(n+ I)(”+” (P+‘)> e, (n)™,
pourvu que a.< 2, 1;
2° Pourkz3,
1
ei(n+1)""" T > o (ny,

quel que soit a.
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Deuzxicme cas. — Il faut

(% + s) era(n+1)>atae(n)  (k>1),
log( + s) + ero(n+1)>lognta +ey(n)  (k>2),

[ ekt ti—itt) — 1] e > lognta — log ( + s)

ce quia lieu, quels que soient t et a, dés que £2 3. Donc :

Lemuc I1. — Tout étant posé comme au lemme I, on a pour k23,

1
er(n+1) +e> ex(n )™,

quels que soient « et a, dés que n est asses grand.

§ IIl. — Application & la théorie des nombres irrationnels ou transcendants.

Nous pouvons maintenant passer aux applications de la classification
des fonctions entiéres d’ordre non transfini ou d'indice fini & la théorie
des nombres irrationnels ou transcendants.

Nous rappellerons d’abord cette propri¢té fondamentale, duc &
J. Liouville (') :

- . ., .. P
Pnopmnw I. — Soit & une quantité quelconque positive, (—QL
P
' Q’ 3 eee Qﬂ -+« des fractions rationnelles réelles ou imaginaires &
n
dénominateur réel, qui tendent vers la limite £ quand n croit indé-
Jfiniment, et dont les dénominateurs croissent indéfiniment, au
moins & partir d’un certain indice. § ne peut étre racine d’une équa,-
tion algébrique & coefficients entiers de degré o, dest-a-dire § ne

(1) Journal de Liouville (ou Journal de Mathématiques), 1831, p. 137; ou

encore BoreL, Legcons sur la théorie des fonctions, p. 27+ Paris, Gauthier-
Villars, 1898,
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peut étre une irrationnelle algébrique de degré S o que si Uon a,
dés que n est assez grand,

P.| 1
=g w
M étant une quantité finie indépendante de n (').

Considérons maintenant une fonction entiére f(z) & coefficients
rationnels et réels. Nous pourrons loujours écrire

a,= =+ B’—‘-,
qn

D €t g, étant entiers positifs, premiers ou non entre eux, et g, étant
divisible par g,_, Gus, - . .y ¢o. Nous supposerons toutes les fonc-
tions entiéres a coefficienls rationnels que nous considérerons mises
sous celle forme.

Substituons alors & #, dans f(x), une fraction rationnelle réelle

-f]—’, et admettons que f ({;—) soit rattonnel et = % (A, B entiers premiers

entre eux). On aura

A " m
E:iﬁﬂi...i ’—’ﬁ(ﬁ) + R.=N+R,;

9o Qe \q
> , p™
Aqmqm= quq"l (i !q—‘: +...x= 5-::: —57,,') -+ BRm?rnqm'

L’expression | Bg,,¢™R,,| devra alors étre nulle ou égale 4 un nombre
entier 21,

On a R, 5£ o, soit si tous les coefficients a, sont positifs & partir
d’une certaine valeur de », soit dans le cas des séries du corollaire IV :
plagons-nous dans ces deux cas [(cas A )].

D’aprés le théoréme I et 1e corollaire II (ou encore les corollaires I

! !,
- a4 + 4 . . . s o, . .
M Sit= ’(3 » avec o', B', ¥’ entiers réels, cetle inégalité est vraie pour

a=1i,
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aIV), pour unc infinité de valeurs de nz,

m

R 2lu !‘zl I)m P__ 4

I mI < ' ml "m+1 qm qm™ q"m-H
m+l

12|BR,.gnq™| < 2Bpm

q9mes
p étant donné, il y aura impossibilité dés que

])m pm+l

Dm+1

décroit indéfiniment avec — ( Pnl). Par conséquent :

1° Si g, < 2", on ne peut affirmer I'impossibilité que quand p =1,
pourvu que p,, soit d’ordre de grandeur < ¢,,,,; alors 9,," > 27" : ce
sera donc le cas pour toutes les fonctions entiéres des formes en ques-
tion, en particulier pour celles d’ordre non transfini ou d’indice fini
(corollaire I du théoréme T), car on peut prendre pour elles

P = (log,..m)r- ,

et si 9,2 2", 'impossibilité a lieu a fortiori;

2° Si s < 9, S(s + 1)™ (s entier), on ne peut affirmer I'impossibi-
lité que quand p<s, pourvu que p,, soit d’ordre de grandeur plus
petit que celui de ,:‘;: Ce sera, en général, le cas des fonctions entiéres
d’une des formes en question et d’ordre (o, 1, p) : pour ces fonctions,

1
. . . . my\——
qui sont d'indice r, on peut prendre (corollaireI) 9, = ¢ & '), cts

sera déterminé par
A
s=L (eP )

(& positif, petit), puisque ¢, tend vers o quand m croit indéfiniment.
Si ;‘ést infiniment grand (cas des fonctions d’indice 2 2), on peut
affirmer I'impossibilité quel que soit p, pourvu que p,, soit d’ordre de

grandeur plus petit que celui de ""',',‘,j‘l Prenons

o= e(mP " (k22);
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il suffira que p,, soit d’ordre plus petit que

1-—51—0'

1
ex(m +1)° " 8_(""*‘_')108,,__: ex(m+1y
avec
ek(m -+ I)—o‘ = (3—(rr:+|)|ogp’
__(m+4r1)logp
ge,(m—+1)=(m+1)logp, o=

L’impossibilité sera manifeste si p,Sex(m +1)%, ou % —T>

(n fini positif), c’est-d-dire que dans ce cas f (%) est toujours irra-
tionnel. .
3° Enfin, si k23, on peut aller plus loin encore : nous savons déji

que, pour les deux formes de séries considérées, f (%) n'est pas

rationnel, pourvu que p,Sex(m + 1)°. Je dis que f (g) ne peut étre

algébrique, quand p,,< ex(m)™.
Considérons une fonction entiére absolument quelconque d'in-

dice k2 3, pour laquelle p,,Se,(m)™", ou 7 est fixe et < -:; Soit

f(’é) = ’é'== N+ R,,

on & est algébrique, et non rationnel, de degré « > 1. On aura forcé-
ment R,,=~ o, puisque N est rationnel et § — N irrationnel. Les signes
des coefficients @; sont donc indifférents, et ceci nous permet néan-
moins de prendre pour a,, un coefficient satisfaisant 4 (12) et d’appliquer
le corollaire I, tout en ayant la condition R,, 5 o.

Ceci posé (propriété I), ’

nag N I 3
lE - Nl = lg - qq'gql{t I 2 M(g™gm)* (M ﬁnl)’
R plzl e
D l ml <2l ml?m-&-l qm q'n g Pm+1
onc
pPn P _P ’

aM _ .
gm 9" 99m+ > M(q”‘qm)“’ Gkt < -—q‘PmQZ ' P'"'“ qm(a D,



300 EDMOND MAILLET.

Pour les fonctions d'indice fini, d’aprés le corollaire I, on peut

1_ 1 .
prendre @, 2 ex(m+1)° * (k23), etil faut (')
i
ek(m -+ ,)P El< ng ek(ml)tmek(’n)t‘m(a—l)pm-i-i qm(a—i)< ek(m)':’m,

ou 1,, T, sont finis, @, satisfaisant ici 4 (12 bis). D’aprés le lemme 11,
cette inégalité est impossible, quel que soit a, ct f(’é) est trans-

cendant.

f (—3) est d’ailleurs ici irrationnel dans les deux cas (A), car

puSei(m)™ < ep(m + 1)t

(lemme II'), pour m assez grand.
Nous pouvons alors énoncer ce théoréme :

Tukorene II. — Soit une fonction enticre d’ordre ou d’indice
absolument quelconque, méme transfini ou infin,

F(@) =3 az,

a coeffficients tous rationnels ct réels : on pourra toujours supposer

(Pry qn entiers, premiers enire eux ou non), ¢,.; €lant divisible
par q, (> o). Supposons de plus [ conditions (A)] ou bien que les a,
an
g
niment avec n (@py CuipF 0y Qpoy =0 .= lpyy =0, . >0). S &
partir d’une certaine valeur de n, p, est d’ordre de grandeur infé-
rieur & une ceriaine fonction croissanie ®, de n qui dépend du

solent positifs, ou bien que

croisse constamment et indéfi-

1 ! ~—&lm
) }%ﬂl:ek(m)(ﬁ—e),- (/,,,:-"Ip,,,lek(m)(p ):ek(m)‘t.m (%, fini).
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mode de décroissance des a,, f (:7) est irrationnel, quel que sout

Ventier g21. En particulier f(1) est irrationnel. L’ordre de gran-
deur de ®, crolt avec l'ordre de grandeur des inverses des coeffi-
clents a,.

Quand ces fonctions entiéres sont d’ordre (o, 1, p‘), f (-)-;-) (p, q po-
sitifs premicrs enire eux) est irrationnel dans les mémes condi-
lions, tant que p ne dépasse pas une certaine limite.

Quand ces fonctions entiéres sont d’indice 22, f ( )est irra-
tionnel dans les mémes conditions.

Enfin quand ces fonclions entiéres sont el’mdzce 23, f ( ) est
transcendant.

On peut déterminer pour toutes celles de ces fonctions qui sont
d’ordre non transfini ou d’indice fini des limites supérieures de p,,

telles que ces résultats aient sirement lieu.
1° Ordre non transfini (k, p) ou indice fini — k. — Il suﬂ't

Pmé (logk’)l)‘c’

o est fiwe et < g; pour que f (%) sott irrationnel. Ceci a lieu
méme pour k= o ouk <o (').
2 Ordre nul, indice fini k2 2. — Il suffit p,,< ex(m+ 1)%, olu7 est

Jize et < é—

3° Ordre nul, indice fini k23. La fonction entiére étant abso-
lument quelconque | conditions (A) réalisées ou non), avec

P ex(m)™ ('r Jize < é),

f (ﬁ) ne peul étre algéebrique. Si donc les a, satisfont aux condi-

tions (A), ( )e.s't iranscendant.

M) log.,m =¢™, log_ym = ey(m) = e, N

A ce théoréme on peut rattacher la question 2339 posée par nous dans '/nser-
médiaire des Mathématiciens.
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Nous allons encore établir la propriété suivante :
Tutonine II bis. — Tout étant pose’, comme au premier alinéa

du théoréme 11, supposons qué | —— | croissc constamment ct indé-

n+p.
Jiniment avec n. Quel que soit Uordre de f(x), supposé toutefois

crolt indéfi-

non transfini, f (—g) est transcendant dés que e
niment avec n et p,=(log,n).

En effet, considérons une fonction entiére f(x) quelconque, d'ordre
quelconque transfini ou non, mais qui ait des lacunes. On a (*)

|R,,.|<z|um|'””‘“

. . P 1
Si w croit assez vite avec m, pour = 7 R, | < M(g"gn ) On a

I{I’l # Y

quand les conditions (A) ont lieu, et alors f (g) est transcendant.

Placons-nous en particulier dans le cas du corollaire IV et des fonc-
tions entiéres d’ordre non transfini ou d’indice fini : R, =% 0. Il faut

I Rm l g[ amﬂ; l(g)mﬂL(I -+ E)’
d’ou

P m+i
q:i( ) (1+ ) > gz
sif (g ) est algébrique. Prenons

pn<(logem )7, T »:; et fixe.

D’aprés le corollaire I, si a,, satisfait & (12 bis),

—m (% - s)

p 2 = (logym) ,
Pn= (logkn)"a = (logkm)m(_" ),

L2t > [Loga(m -+ ;»)]

(*) Note ('), p. 292.
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1l faudrait

(£)"*floga(m + )1~ < Mgme(logumy™ V(14 o),
(m + }L)log(%) + <% - 83)(77& + ) logx, (m 4+ 1)
< ma(-;; - s,)logkﬂm.

Que k soit positif ou négatif, ceci est manifestement impossible

quand — Jo croit indéfiniment avec 72, ou méme si senlement
k1 77
m+ p.=mW¥,,
o ¥, croit indéfiniment avece me. C. Q. F. D

Remarque. — Ce raisonnement s'étend d'ailleurs aux’ fonctions
d’ordre transfini quand p,,, est fini ou Sg® (0 fini).
En effet, on aura, d’aprés I'inégalité («) de' M. Hadamard,

4 m
la; | 2em,  an'|=q) et g Soqui+b,

s m

(lz’> G| <Mg™ g, (1 + €');5

(m + y.)log(%) + (m+ ) logu. < malogg+ma(1+0+¢")logo,.
Il suffitencore que m + p. = m¥,, ou ¥, croitindéfiniment avec m,

pour que cette inégalité soit impossible, par suite, pour que f ( ) soit
transcendant.

§ IV. — Addition des fonctions entiéres et des nombres transcendants.

Soient les fonctions entiéres
(17) F(2) = Sttn= B ayan =3 = oo,
0

. a . .
ot L2+1 gt entier, ’a—”— croit constamment et indéfiniment avec n, et
n %l
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ol p, est d’ordre de grandeur moindre qu’une certaine fonction de n
déterminée comme précédemment. Si, par exemple, F(x) est d’ordre
non transfini (k, p), ou d’indice fini, on pourra prendre pour les valeurs .

p 1“‘51 "
de a, satisfaisant & (12 bis)(corollaire I) 9, ou §, = (log,n)* (& positif

1-¢)n
ou négatif), g, = (logkn)(" ) y Pa<l (logxn ) ('r fixe << é-) au moins
a partir d’une cerlaine valeur de n2. Le corollaire I'V du théoréme I est
applicable & ces fonctions.

Les valeurs gy, 44y G2y -5-5 qny - - - élant données, et les == p, pre-
nant toules les valeurs positives ou négatives compatibles avec les
conditions ci-dessus, nous dirons que les fonctions F(x) corres-
pondantes forment un ensemble E. Nous désignerons par ZE Uen-
semble des ensembles E correspondant @& une méme valeur de k

ct de p.

Ces ensembles jouissent de propriétés arithmétiques curieuses, dont
nous allons nous occuper (*).

1° Somme algébrique ou arithmétique des fonctions de E ou
de ZE.

A étant rationnel, AF («) appartient a I'ensemble.

Si F(x) et ¥, () appartiennent a I'ensemble E, F(z) = F, (=) lui
appartiendra, & moins que celte somme ne soit un polynome P(z),
c’est-a-dire

FxF, =P.

Donc

La somme algébrique f(x) d’un nombre fini quelconque de
Sonctions ¥, F,, F,, ... de Uensemble E lui appartient ou se réduit
a un polynone.

D’aprés le théoréme II, F(%>, F, <§>, ++« sont respectivement irra-

tionnels (pour p =1, ou p > 1) ou transcendants. Suivant ces divers

(') Les extensions au cas ou les p, et p sont imaginaires sont assez souvent
évidentes : nous en ajouterons a l’occasion.

-
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cas, nous dirons que les nombres irrationnels ou transcendants corres-
pondants forment un ensemble H,, (p, q fixes). Les fonctions F(z),
F,(x), ... seront les fonctions génératrices de ces nombres. Donc :

La somme algébrigue d’un nombre quelcongue fini de nombres
de Vensemble H,, est un nombre de Uensemble, & moins que la
somme algébrigue des fonctions génératrices correspondantes ne
se réduise a un polynome.

On peut généraliser cette propriété quand k2 2 : le nombre F, (%!)
’ 1
peut étre considéré comme engendré par la fonction

9P\ = F(g) =X+ o»
F.(p q’w)_F, (2)=2% o,

pour z = £, en posant

e |
P9/ 9n Q.

On a, au moins pour les valeurs de n satisfaisant & (12 bis), k étant
supposé fini,

p=a(mV, p<aty (),
Plgp Y <a(ny s (pgrge=a(n)t )",

€., € tendant vers zéro quand n croit indéfiniment. Donc F{''(x)
appartient aussi & un-ensemble E" analogue & E, qui contient d’ail-
leurs E, car les fonctions F(x) de E sont de la forme

B4 ggtg: l;_rg g =% = P9)"Pn 0
1 n ) n

(pg. ) pa<l ex(n ).

Le nombre F(%) +F, (%) sera respectivement au moins irra-
. ) 1

(1) Si k23, on peut prendrép,,< e;(n)™, avec t fixe < é
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tionnel, ou transcendant suivant que k = 2 ou kZ 3, sauf si

F(z)+F,(La)

sé réduit & un polynome.

Si nous supposons de plus fous les coefficients de F(x) ou F\"(x)
positifs, celles des fonctions E ou E") qui jouissent de cette propriété
formeront un sous-ensemble E’ ou E'"), 'V contenant E'. La somme
arithmétique de deux ou plusicurs fonctions de I’cnsemble E' ou E'™
lut appartient et ne peut se réduire aun polynome. La somme arith-
métique d’un nombre fini quelconque de nombres du sous-ensemble

' 104) P . .

H,, ou H) (correspondant ¢ E'V) lui appartient.

Mais, de plus, soient deux de ces sous-ensembles H, , H, , de
nombres issus de E'. Ces deux sous-ensembles appartiennent & H'!

M L] pl[ !
d’aprés ce qui précede; donc :

On obiient tous les nombres irrationnels ou transcendants, res-
peclivement, engendrés par les fonctions du sous-ensemble T

quand x prend les diverses valeurs '/3 (®, 1 entiers positifs limités)

en donnant & x dans les fonctions d’un sous-ensemble E'® analogue
et contenant E' une valeur rationnelle arbiiraire, 1 par exemple.
Le sous-ensemble H'®. de ces nombres est tel que la somme arithme-
ligue de deux nombres de H'® appartient & H'®.

Quels que soient & et x, I appartient & EE' et H'® 4 ZH,, qui
correspond 4 ZE'. On obtient donc tous les nombres transcendants
que peut donner E’ quand x est rationnel, en donnant & z dans les
fonctions de ZE’ une valeur rationnelle arbitraire, par exemple z = 1.

Soit, en particulier,

f(@)=F(2)+F, (L),

et faisons & = -1;3

16)-¥()+r3)
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c'est-a-dire que, si

#(2) =F(a) +F, (-;—)
1&)=2(2)

- Plus généralement, soient @ = £* un nombre rationnel, F,(z) une
g s gs

I 1
— a), pour ¥ = ;: Fg(ﬁ ~ a)
q

appartient & H'®, pourvu que—g soit > a, ce qui a lien si a <o (nous

fonction de E’ et la fonction Fg(w

supposons toujours < > o)

Appelons alors l’ensemble des fonctions quasi-entiéres
9(x) = F(z) + F‘(x)+F2<wLa‘) o,

ou F(z), F,(z5), F,(3), ... appartiennent a E’, ensemble Q de fonc-
lions quast-entiéres derivé de E' (a,, a,, ... négalifs et donnés, en
nombre limité) : la somme arithmétique de deux fonctions de Q

appartient & Q. L'ensemble des nombres qz(l-g ) coincide avec un

ensemble de nombres analogue a H,,,, et est compris dans TH,,

Autrement dit :

Triorine IlI. — Soient F(x), F,(x), ... des fonctions appar-
tenant au sous-ensemble E'5 a,, a., ..., ay des nombres rationnels
posilifs ou négaltifs, et la fonction quasi-entiére

o(z) =F(z) +F, (2)+ Fz(x_,’_ a,) 4+ Fy, (x _'ao).

Si E est d’indice 22 ('), ( )est irrationnel dés que = p L est rationnel,

positif et Z a;, quel que soit j. Si E' est d’indice 2 3, cp(s) est trans-
cendant. '

(1) L'indice de I'ensemble est I'indice commun aux diverses fonctions de cet
ensemble; de méme pour l'ordre. =

Journ, de Math. (5° série), tome X. — Fasc. III, 1go4.” 38
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Pour les fonctions quasi-entiéres d'indice <1 d’un méme ensemble E,
on peut aussi obtenir des applications arithmétiques intéressantes, mais

beaucoup plus particulié¢res. Nous savons seulement que F (%) est irra-

tionnel pour des valeurs de p limitées; la fonction F, (é) introduira la

uantité F(Z) que nous ne savons irrationnelle que pour des valeurs
q ) q que p

de ¢ limitées. On est conduit & ne considérer que des valeursde p et ¢
limitées. Nous prendrons en particulier p =1, ¢ =1 et les fonctions

quasi-entiéres F () + F, (-;) =¢,(x), de facon que le raisonnement
soit toujours applicable, méme si F(z) et F,(z) sont d’ordre fini.

Dans ce cas, on peut considérer le nombre F (1) + F,(1) comme
issu aussi bien de F(z) + F,(é) que de F(z) + F,(x) pour z =1.
Par suite, le nombre F(1) +F,(1) + F,(1) +... provenant d’une
somme de fonctions de la forme ¢, (x) issues de E sera irrationnel,
sauf si la fonction F(x) + F,(2) +... se réduit & un polynome.

Taéorkne IV. — Soient F(x), F,(x), ... des fonctions de Uen-
semble E d’ordre ou d’indice quelconque : F(1) +F,(1) +... est
irrationnel si F(z)+F (x)+... ne se réduit pas & un polynome.
Par suite, si F(x) et F,(x) ont leurs coefficients positifs (en-
semble E'), et si o(x)=F(z)+F, (;l), ¢(1) et toute somme arith-
métique de nombres ¢(x1) sont irrationnels.

Considérons particuliérement les quatre fonctions 6, 9,, 9,, 6, de
Jacobi sous la forme i :

b < (el p .
irte (:) ___2(_ [)nr | C an 22(_ l)nr-n-—nzm-u,
— —o0
+ 1\2 1 -+
r'liei (Z) — r—-(n-*-;) +'iz2”+| =2r""""z”""“,
(18) -° -

0.(z) =2 (—1)rmgn,

'R (2) =2r‘"’z3“,
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ou encore

SN ARSI vap e

-
v

-] N =
=2('— I)" pRn 2n +—2(__ ])II-H p(u+1)4n+d (’)2""'"
0 0

.

i

@
0(:) — 2 (_ I)n,.--m_n (z'zn-m - zz:lc-H >;
’ (]

\ L]
CYEN
o
62(5) =2(___ l)"l’“"’.’-’"-{—E(—— I)"ll"":::T“'
0 1
b.(3) =1+ X(— I)"I“’"(z”-i— ;'—,-),
1

0,(z3) =1 +2r""‘(z"‘+ ::l,;)
1

el —-'“f"(:n—;-x) (1+2)

On a 7+ = R avec R = /"1 —¢ (on suppose ici
r entier réel et >1), et (z) et 0,(z) sont d’ordre (o, i, rj;—;), et
=]

d’indice 1 aux environs de leurs deux points essentiels, ainsi que leurs
dérivées ('). De méme, si

wn e
9
r =R?}", Ri=r=ri=e*

2n

?

et 0,, 0, sont du méme ordre que 0, 0,, ainsi que leurs dérivées. Cette
propriété a lieu aussi bien aux environs de z = o que de z = .

(1) La dérivée d’une fonction entiére ou quasi-entiére d’ordre non transfini,
ou d'indice fini est évidemment de méme ordre ou de méme indice.

Au sujet de 8;(5) comp. E. LinoeLor, Mémoire sur la théorie des fonctions
enti¢res, p. 43; Acta Societ. Scient. Fennicee, t. XXXI, 1902; Hapamarp,
Mémoire couronné, Journal de Mathématiques, 1893, p. 179.
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On a (1) = o. Mais r*e‘(l) et 0,(1) ont tous leurs termes positifs, -
et, par suite, sont irrationnels (') quand r est entier. De méme
pour 8,(x), le corollaire IV du théoréme 1 étant applicable aux
quatre fonctions 0.

1
On voit encore que toutes les dérivées de 7*0, () et 0,(z) autres
que les dérivées premiéres sont irrationnelles pour 5 = 1 (7 entier >1).
En effet, on a

=Zp -0z (2p +1)2n...(20n + 2 — 2})

+ 272 (an 1) (2n +2)... (20 + 2})].

d» [0,(5). r%]
dz

En laissant de c6té un certain nombre de termes relatifs aux petites
valeurs de n, ceci peut s'écrire, pour s =1,

XL (n>o0),
II, étant un polynome en  de degré 21, ce qui est la valeur de
S II_, yu’

pour y = 1. Pour cette fonction, d’aprés le corollaire I du théorémeI,
Ia;i I — ,.(n’+n)(l+e) —_ ru’(i-r-e’) — en’logr(|+s"),

et
?n= enlogr‘(i-—e‘) — ,./I(l—e'),

qui, pour 7 >1, est d'ordre de grandeur supérieur a II, dés que » est

assez grand (p. 3o1) : donc la dérivée (2 )ie de 1"%0. (z) est irration- -
nelle pour z = t.
On peut faire un raisonnement analogue pour les dérivées d'ordre
pair de 0,(3). . ‘
De méme, pour les dérivées d’ordre impair, autres que les dérivées
premiéres [0, (1) = 60,(1) = 0;(1) = o].

(1) Propriété déja indiquée par Liouville (Journal de Mathématiques, 1851,
p. 140), ea ce qui concerne une de ces quantités.
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Ainsi

A
S el atan i)

—z M op(an+1)...(2n+2))] (n>o0).

Ceci s’écrit encore, pour z =1,

2"""’74 (n> o),

y» étant un polynome en n de degré S2A qui ne s'annule pas, dés
que 7 est supérieur & une certaine limite, et qui a une valeur négative.

Le corollaire IV du théoréme I étant applicable a 2 ry,z" (n> o),

3 k] ) [ d2l+lo3 L.
le raisonnement s'achéve comme précédemment, et ———= est irra-
tionnel pour z=1; de méme pour les dérivées d’ordre impair de
4
r'0,(z).
En résumé :

CoroLrare. — Solent 4(z), 9,, 9,, 8, les quatre fonctions 0 de
Jacobi, avec, par exemple,

0,(z) =§ vz,

4
r élant entier réel >1. r*0,(z), 0,(3), et toutes leurs dérivées

d’ordre 22, enfin 0,(z) sont, pour z =1, des quantilés irration-
nelles (). '

11 en est de méme pour toute fonction linéaire & coefficients rationnels

positifs de * 8,(5), 0,(z) et leurs dérivées d'indice pair et de 0,(z),
quand z = 1; car les corollaires [ et I'V du théoréme I sont applicables
a cette combinaison.

(1) Nous n’insistons pas sur I'extension possible de ces résultats aux dérivées
1
de ir*6(z) et de 0,(5).
38.
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§ V. — 2° Produits de fonctions de E ou de EE Multiplication

des nombres lranscendants.

Considérons les deux fonctions F(z), F, (z) de 'ensemble E, et

(1)

F(2)F,(x) =2 Z—x" 2‘ e (pny P’ positifs ou négatifs).

Nous supposerons ici que, dés que n dépasse une certaine limite,

1
— .
¢n=€x( n)(" ),.’ quel que soit n.
Nous pouvons faire le développement de ce produit en mettant en
évidence la somme

q’v(x) u)‘” zl’n n+l)vwv Pqn "+ quPv
n v

Admettons que I'ensemble E soit d’indice k2 3. On a

| F(x)F,(x)=2%@.

On peut aussi écrire
v—1
x> v,z
a(2) _ % e,
H 7+ 9v-s @

ol m,, @, sont d’ordres respectivement au plus égaux & ceux de ¢,_, .
multlphe par celui de la plus grande des quantités p, p.!’ (n, n'Sv),
ou i celui de p, p{".

Considérons plus généralement

< I, !
F(z)F,(z)...F\_ (%) :Z%xn. NPT

n
L]
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Ce sera la somme de termes de la forme

pa-a) - ng—z) pgx—n
n 93

x?v’

Nous supposons ici py, ..., p*~ croissant assez lentement avec v.
On aura ainsi

v [#2) | & o

avec

\!.49‘)(.'3) = P.,:L‘)‘v, P,= Py - pg"'"
les Y étant des polynomes 4 coefficients entiers. Ici (lemmes I et IT)

—e) (v—1)i

g = e =TI g e,

. I . ; «
ou ¢, tend vers o avec -- D'ailleurs ¢}~ ¢’ _, divise ¢}~
1 v Gva

¢,y dés que

i
j < i, car le quotient est ( d > .

v—~1
Nous sommes ainsi amené & étudier les expressions de la forme

< [% v X 4
R EEN
ou

st) = ek(v)(§—5>iv’

les pdlynomes $oy - vy PN étant de degrés Shv, et leurs coefficients,



»
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qui sont entiers ('), d’ordre 2 ex(v)*, sil'on suppose que |p.|, [p\"], ...
aient une limite supérieure de méme forme. QY™ divise Q,
QY divise Q...

Considérons I'ensemble des fonctions g¥(x) satisfaisani & ces con-
ditions : la fonction F(x) est é¢videmment de la forme g®(x). Le
produit de deux fonctions gM(x) est une fonction g*¥(x). Toute
somme algébrique de fonctions (*) g™(x) est une fonctwn gV ().
Le produit de \ fonctions F(x) de E appartient & ’exsensre g¥(x)
[cest-a-dire est de la forme g¥(x)].

En considérant les prodmts de A fonctions au plus du sous-ensemble E'
on obtiendrait de méme une suite de sous-ensembles tous contenus
respectivement dans les sous-ensembles y¥(z) déduits de g™(z) en
n'attribuant aux coefficients que des valeurs nulles ou positives : la

somme arithmétique de deux Y™ () est de la méme forme; le produit
est de la forme y*¥(z).

Les séries g™(x) sont des fonctions entiéres, car, pour toute
valeur de z, le rapport d’'un terme au précédent tend évidemment
vers o (lemme II). Toute propriété commune aux séries g¥(x)
appartient simultanément aux fonctions de E' et & leurs produits

242,343,...,AaA En particulier, pour toute valeur de x = %

rationnelle, d’atlleurs réelle ou imaginaire, g‘“(q) est, en général,

transcendant.

En effet, d’abord, le corollaire IV du théoréme I s’étend a g™(z).
Soit

g% (=) =i Uy,

est d'une des formes

3 \la“*“(x) Q("
= %:)(z) Q(i-m’

un-H

n

(') Nos raisonnements subsistent quand on donne aux coefficients des ${? ()
des valeurs imaginaires dont les modules satisfont & des conditions analogues.
(*) Correspondant a des valeurs idéntiques des Q.
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ou
‘Pv+i(-ﬁ’:‘) Q(N
\W\)(x) Qv+
Or
"PU)(.@) |<;l' (’k(v)vs si | w|§£“
Q(.+,,_ek(v)(p 54 iv— (p ss)(l+1)v—e (v) (-—e.)
9) M (__F")A" =\ )(V+1)
Q;I-H i ek( )(__g‘)(\H-“ = ek(‘l A [) ( ) ,
er(v =4 1)\P

d’apreés le lemme II. Dés lors, = étant donné, pour m assez grand,
& et &' sont aussi petits qu’on veut; et ceci s’étendrait de suite au cas
ot g™(z) présente des lacunes. Donc

m

gV () — 3 tn(x)

(Upr=...= Uyt = Oy Upy Uipsp, % 0)'

|t | (1 — €)Z S| U] (1 4 €)

Les inégalités du corollaire IV du théoréme I s’appliquent encore
a g9 ().

Ceci posé, soit

p_a+bi _(a+bi)(c—di) -+
g  c+di ¢t d? oy

(e, B, y entiers réels),
M+ N
2 u"( ) QPy 0w’

o M et N sont entiers, et u,(#) = u,, est un terme de g¥(x) de la

forme ¢((”Q(‘" ). Dans le cas ol g¥(z)=F(z)F (x)...F\_,(x),

Y¥(z)=P,a™ ot  P,=p,pi...p0".

Admettons que g® (’;) = £ soit rationnel ou algébrique de degré o, .
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1° § est rationnel. Deux cas pourront se présenter : ou bien

#(0) -3

est 5 o pour une infinité de valeurs de m; d’aprés la propriété I,

-3l

pour une infinité de valeurs de m; ou bien

#(8)-Zu()) o

dés que m >m,; ce cas est évidemment impossible ('), soit quand
gM(z) =FF,..F_, et que p,p,...p}™" est 5 o pour une infinité de
valeurs de v > v, (comme cela a lieu par exemple quand les F, ...,

Qf» — (M, fini),

(%) Si ce cas est réalisé, on a, pour z =

o

()\\ ( w)
m

w_‘l’v(j’) + q’v((?‘v”)

Or, on a, si §{(x) % o,

+ot

= 0.

—)w< I q,(i)(x) |< ex(v)Ve,

Q= x5
Si

h(B) o, wrrg=v(E) +a=o
o A est aussi petit qu'on veut, quand v est assez grand, et YW¢, (%) est

entier £ 0 : ce résultat est absurde, et ¢, (£-> = 0. De méme, successivement,
q

o)) =e(5) == (t)
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FO=" ne présentent pas de lacunes), soit quand % est réel, > o, et que

les coefficients d’une infinité des polynomes ${’(2) sont # o, et de
méme signe pour chaque polynome. De toutes fagons si, pourm > m,,

m)
g™ (%) — 3t (1—;) = o0, chacun des polynomes {{"(x) a entre ses
1

coefficients une certaine relation quand v > v,. Ce cas n’est donc pas
le cas général (*).

(!) Quand les coefficients d’une infinité des polynomes ${’(z) ont leurs
modules limités et S (a nombre fixe), les racines de §{”(2) ont leurs modules

.

m)
Limités, et le cas exceptionnel g™ (%) ——2 u, (—Z) = o pour m > m; ne peut
. 1 )

avoir lieu que quand est inférieur & un nombre fixe.

P
q

Mais 'on peut former des fonctions £ (z) qui ne sont pas des polynomes, et
qui ont des valeurs rationnelles pour une infinité de valeurs rationnelles de «,
et méme pour toute valeur rationnelle z. Soit le polynome

Z,(z) :II (yz —w),

ol w et y prennent toutes les valeurs des entiers positifs ou négatifs 520 et de

modules Sm. Z,(z) est de degré 4m?* et a ses coefficients entiers et d’ordre
< mbm*— gtm'logm, 13 fonction

P(z)=A + xZ%M (A constante rationnelle, A entier 21),
T Jlmiy) :

1
——t)(bmt+1) .
Jiamy = ex(hm* + l)(p ) [k >3, Lty enher]
G am*+1)

est une fonction g{" (), et () est rationnel pour x rationnel réel. La fonction

@,(w):A*-;-x'z?-';li”-?f (A22)
. 1 (bm34-1)

est une fonction g(*(2), et ®,(x) est rationnel et positif pour z rationnel réel.
®,(z) ne s'annule pour aucune valeur rationnelle de . Toute fonction ration-
nelle ®,(x) a coefficients rationnels de fonctions analogues & ®(z) ou ®4(x)



3.8 . EDMOND MAILLET.
mh m\

2° Eestalgébrique:§ 2 Uy, ( ) n'est jamais nul, puisque 2 Uy (q)

est rationuel. D’ aprés la proprlete I,

S
En résumé, que £ soit rationnel ou algébrique, il faut, en général,

=3 t):

cette condition ayant foujours lieu, si £ est algébrique.
Or, d’aprés ce qu'on a vu tout a I'heure,
W ()

75 ’
inl:i-lh

1 R .
=M, QX & yarm (M, fini, «, entier).

1

W (M. ﬁni),

m\

e~ 2 (5)

ou I'on a @, > o. Le dernier membre est encore de la forme

él Upidrp | (I + sl)§2lum)\+p. |S2

(m4+-hy)j

ex(m+ ) -(5-)

alors que est de la forme

1
M, Q)% yoim
ek(m) (-—e;) Amoy ;

le rapprochement des deux inégalités précédentes donnerait
! Ama, 5 =€) (m+ )
()5 2 ey ),

ce qui est en contradiction avec le lemme II.
- Par consequent pour z rationnel, si g™(z) n'est pas un polynome,
g™ () n’est jamais algébrique; il ne peut étre rationnel quand g™ ()
est un produit de A fonctions F(x) sans lacunes ou pour lesquelles

preud pour z rationnel réel quelconque une valeur rationnelle (Comp. P. Stagcker,
Math. Ann., t. XLV], 1895, p. 513, et Comptes rendus, 20 et 27 mars 1899).
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Ppypy. .. p?* 5 o pour une infinité de valeurs de v, quand g™ () pos-
séde une infinité de polynomes !’ (z) dont les coefficients sont tous de
méme signe, = étant réel et >0, quand les coefficients d'une infinité
de polynomes §{" () ont leurs modules limités et que |z | > x,, z, étant
positif et limité. Donc :

Tatorime V. — Soit la fonction

o [ 3 ¥ ()
(19) g¥(zy=Y [\‘—éf-) + 8 v -@)—],

ot N entier, et pour v2v,,
1\,
Q‘('i)z__ e,,(v)(P Ez)tv,

QY diviseur de Qi+, Q¥ de Q,,,, p nombre fize, k23, ¢, tendant
vers o quand n croit indéfiniment, {,(z), ..., $N(z) polynomes de
degré Shv & coefficients entiers, réels ou non, d’ordre < e (v)*.

Si g™(x) n’est pas un polynome, %étant rationnel, réel ou ima-

ginaire, g™ (—%) n'est jamais algébrique et, en général, est trans-
cendant.

CororLare I. — Le produit de '\ fonctions (*) F (=), F (), ...,
F,—.(x) de Uensemble E, sans lacunes, au moins & partir d’un cer-
tain terme, ou pour lesquelles p, p,...p}=" 5+ o pour une infinité de
valeurs dev, ne prend, pour x rationnel, que des valeurs transcen-
dantes; il en est de méme pour les fonctions g™ (x) renfermant
une infinité de polynomes §\’(x) dont les coeficients sont lous de
méme signe dans chaque polynome, quand x est réel et > o les
Sfonctions g¥(x) pour lesquelles les coefficients d’une infinité des
polynomes Y (x) ont leurs modules limités ne prennent pour x

rationnel, avec |x| > x, (%, positif limité), que des valeurs trans-
cendantes.

CoroLuatre II. — Les fonctions g¥(x) ot tous les coefficients
des Y (x) sont nuls ou positifs, Cest-a-dire les fonctions YN(x), ne

Q) vl e 1A S (v,
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prennent, pour x rationnel et positif, que des valeurs transcen-
dantes. ’ '

C’est, en particulier, le cas des produits \ & \ des fonctions du
sous-ensemble E'.

Les produits \ &'\ des nombres du sous-ensemble H'® (p. 306) sont
transcendants.

La somme arithmétique d’un nombre quelconque de Y‘“(%)

(% rationnel >o) est de la méme forme et est un nombre irans-
cendant. Le produit d’un nombre quelconque ), de y™ (%’) est de la

Sforme y?» (%) et est un nombre transcendant.

Pour obtenir tous les y“’(ﬁ), P et g variant, mais p et ¢ restant
tmité it ! (P qpp
limités et positifs, on remarque que Y <—q—,) =y® (; 7 -q-) Clest la
!
valeur pour z = % de YW (% g—, zv) 11 suffira donc, pour avoir toutes

ces valeurs y® (}7;)’ d’attribuer a % une valeur arbitraire, 1 par exemple,
dans les fonctions d’un ensemble analogue & celuides Y (), etle com-

prenant. Les mémes propriétés restent vraies pour les nombres g™ (%)

Trionime VI. — Par addition, soustraction ou multiplication,
les nombres g®(x) (ot x prend toute valeur rationnelle, réelle ou
nor), en particulier les nombres de E, ne peuvent donner que des
nombres transcendants, ou, exceptionnellement, rationnels. Dans
ce dernier cas, les polynomes (¢ (x) de la fonction génératrice cor-
respondante doivent tous s’annuler pour la valeur rationnelle de x
considérée, quand v >v,. .

Par addition ou multiplication, les nombres vM(z) (oi x prend
toute valeur rationnelle réelle positive), qui sont transcendanis
quand Y™ (z) n’est pas un polynome, en particulier les nombres
de E', ne peuvent donner que des nombres transcendants.

Pour obtenir tous les nombres transcendants que peuvent donner
pour les valeurs rationnelles de x toutes les fonctions g™(x) ou
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YN (z) (avec x> o), correspondant & une méme valeur de k, p et A,
il suffit de donner a x, dans Uensemble de ces fonctions, une valeur
rationnelle arbitraire, la valeur 1 par exemple.

On peut faire application de ces deux théorémes aux produits des
nombres engendrés par les fonctions quasi-entiéres. Reprenons les
fonctions quasi-entiéres et les nombres considérés au théoréme III :
a,y d,, ..., @ étant des nombres rationnels donnés (et négatifs), et

F,F,, ... étantdes fonctions de E’ (p. 306), ¢ (—‘2) appartient a Y\ H .

Tout nombre engendré par un produit de A fonctions quasi-entiérés de
la méme forme que o(x), et correspondant a des valeursde a,, ..., as
différentes ou non, en méme nombre ou non, mais négatives, appar-

tient alors & ¥, y®(1).

Tukorime VII. — Soient, comme au théoréme I11, F (x), F (z), . ..
des fonctions apparienant aux sous-ensembles EE'; a,, a., ..., ay;
@y, Gy, ...y @y ... Loules les suites quelconques de nombres négatifs
rationnels, et les fonctions quasi-entiéres ‘

¢(e) =F(=) +F(3)

+F2(.«:—la,) +...+Fy,, (x—-'-a(;)’

(20) { <p“’(x)=F"’(x)+F“"( )

1
Z

(1) I (4) I
+ B (——-——w__a;) +...+F0.+,<————z_aw),

Par addition ou multiplication, les nombres ¢(x), ¢"'(x), ...
(x prenant toute valeur rationnelle positive > o), qui sont trans- -
cendants, ne peuvent donner que des nombres transcendants.

Ces nombres sont d’ailleurs compris parmi les nombres {™(z)
du théoréme VI précédent qui correspondent au méme indice k.

" Tout polynome a coefficients rationnels positifs formé avec ces
nombres est un nombre transcendant.

Nous venons d'obtenir ainsi des résultats tout a fait complets pour
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le produit des fonctions F(xz) de E ou de E', quand ces ensembles E
ou E’ sont d'indices 23. Mais les fonctions entiéres les plus usuelles
sont d’indice < 3, et il serait bien intéressant d’obtenir aussi a I'égard
de leurs produits quelques résultats, fussent-ils moins complets.

Nous allons considérer les fonctions et les nombres des sous-
ensembles E’ et H' quand l'indice &k = 2, et les nombres analogues
pour k<1, cest-d-dire les nombres déduits de F(«) pour x ration-
nel > o, quand k<1, les coefficients de F () étant tous positifs :

. F,(£)=&+—&£+...+P-—"’<ﬁ>m+ R =8+ RW

q 9 91 9 gm \q m?
F(f)- s

M ) '
" ‘]m’;'", =<+ Soit (An Bq entxers)

avec o L réel, SV =
RennG)we)

(21)
— A R R RURY :
SwS Sh(1+ g+ + 55 + L Sst + -
M M2 MW
2 A 0 s o o gy
S(I:L)Sill)' ' S:n)—' _”—q)f?;)‘—_—;
(22)  A=|F (L) R(E)—sw.spzo
q B q qm
Or

R(”I‘) P p m—+1 .
San ity (—) e, fim
s =24 g g ( fini),

" d’aprés le corollaire IV du théoréme I. Le nombre des termes du
second membre de (21) étant fini,

1 <A< [(p>(m+mp<'a‘+...+p‘,}3+l] . fni
= = n]_
B,g}.q™ g (*) (P fini),

G+
< 31P‘m+l’

Irri S (P -+ PG

. . ’ . {m—+1)A
(*) Ceci suppose %; : sl §< 1, on remplacera (g) i par 1 : le raison-

nement est le méme.
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Si ceci est impossible, le produit du second membre de (2r) sera
irrationnel. Soit pi'), Sex_y(m + 1)@+, ..., pX, Sepy (m + 1)y
il faut

-—e)(m+l)

. 1
ek(ln -+~ 1)(5 i Yp(m-i-l))ek_‘ (,n + I)‘r(m—l-l)ek(ln)l (P +e.) m’

(% -—s> (m +1)ex_(m +1)Slogy + (m +-1)Alogp
+a(m +1)ep(m +1)
+Am (5 — s,) er-y (m).

Pour k = 2, ceci n'est impossible que si AS2. Pour k<1, iln'y a -
pas impossibilité (*). Donc, quand 4 < 2, la seule conclusion que nous
puissons tirer est la suivante :

Tutorime VIII. — Le produit de deux fonctions entiéres ou
quasi-entiéres quelconques d’indice 2 considérées au théoréme 111
prend pour x rationnel positif (a; < o) des valeurs irrationnelles.
Le produit de deux nombres de H'®), guand H'® est d’indice 2, est
irrationnel, comme chacun de ces nombres.

§ VL 3° Quotients de fonctions de E ou de 2E. — Nombres méromorphes.
Le quotient

F(2)F,(2)...Fy(2)
F () Fy (2). . Ky (@)

ol quelques-unes des fonctions F ou F("' peuvent se réduire a I'unité,
soit au numérateur, soit au dénominateur, est une fonction méro-
morphe de la forme

gV (=) _
a0

" Nous dirons que tout quotient de deux fonctions g®(x) est une

(1) Les raisonnements restent vrais, @ fortiori, siles fonctions considérées F(x),

Fy(x), ... présentent des lacunes (pyi1=...=Pm+p—~1= 0, Pins Prsp 7 0, par
exemple).

Joure., de Math. (5¢ série), tome X, ~ Fasc. III, 190, 39
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Joaction méromorphe issue de U'ensemble g™(x), ou une fonction
méromorphe L®(x).
Considérons le nombre

Lm(g) — %
-}

Nous dirons que c’est un nombre méromorphe.

PreMikR cas : A = 1. — Soient des fonctions F(«), F, («) analogues
a celles envisagées au théoréme 11, et auxquelles le corollaire IV du
théoréme I est applicable :

L(|)(§)=:(§> _N+R, ",

, (g) N, + R}
q
" m m
N =2a,,;<§) ) -—Ea‘”‘&’( ) ) % % o.
[

Admettons d’abord que L (%) soit rationnel et = %( A, Bentiers).
On a

AN, + AR{’=BN + BR

m m)

AN,—BN =BR,—AR}/

m?

gng" (AN,—BN) = ¢,,¢"(BR,,— AR()").

mn

Le premier membre est entier, le second doit I'étre; il est nul quel
que soit /n, ou 21 pour une infinité de valeurs de m, dés que m > u.
S'il est nul (2),
BR,—AR{)=o,

mn

(*) Nous n'étudions ici que les nombres LV (1—)) issus du quotient Fe) d

Fy(x
deux fonctions de 'ensemble E (p. 304). )
(*) On remarquera que, A et B étant donnés, les raisonnements resteraient
vrais si F(z) et F,(«) étaient des polynomes d’un nombre assez grand de termes
jouissant, dés que m >, des propriétés que nous supposons pour les termes
de F et F,; ou encore si les séries F, F; présentent des lacunes.
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dés que m > .. Alors
BR,...— AR,

m+y T o,

.....................

Donc, retranchant membre & membre chacune de ces inégalités de -
celle qui la précéde,
(1)
B Ypeey — Au =0,

m+1

1)
Bu,,,+2—-A,u = 0,

m+2
ou

Ba,,,+,-—Aaf,',i,=o, B_(ipln+a)—A(='—‘P(') =0,

m+\

Ba,,,,r._.-—Aaﬁ,',l,_,:o, B(ipmﬂ-‘-’)"‘A(j:P(” )=0’

m+2

On aurait, pour m >,

%Eailnwn — Eanwu’
m+1 m+i
F(z)=P(x) + \F,(x),

oti A, est rationnel, et P(z) un polynome & coefficients rationnels,

_ F(z) _P(z)
@ =@ =FR@ M

Quand P (%) = o, L (g) ne peut étre rationnel que siF, (%) Vest;
c'est-a-dire que L (g) est irrationnel dans les mémes conditions

que F, (%) ouF (5)’ sauf pour les valeurs de !qf qui rendent

()

(valeur exceptionnelle unique pour les nombres L!() oli x rationnel

#o0).

Nous pouvons donc admettre que, en général, pour une infinité de
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valeurs de m,

m

qum| BRm"’ AR“)! ZI’

c'est-d-dire, a fortiori, puisque [le corollaire IV du théoréme I étant
supposé s'appliquer 4 F(x) et F, (x)],

lelg 2lam+| ! l7 IR;‘:) <2| a(,,',i, "t I’
n(B l Pm-Hl l Py > l P maty
2qng ( qm+1 q m+1 q =1

Posant

%’ﬂ = Yot (Yss4 croissant indéfiniment avec m par hypothése) :
n

(23) 2L (B| P + Al P )2 s

Nous retiendrons seulement ces conséquences : 1° si p =1, cette
inégalit¢ sera toujours impossible pour un mode de croissance assez
lent des | pp.i|s | Phuri |3 2° 8i | p| quelconque, il suffira que $y,,., =
(1 fonction constamment croissante de m absolument quelconque)
pour que cette inégalité soit impossible pour un mode de croissance
assez lent des | pp.y |, | Piis, |- En particulier, prenons (*)

| Pa| S ermr (0)™, la,|= ck(n)-" +) (p et 7 fixes);

alors
e
9n=ek(n)‘ (E )3
car .
. | Pa| = ex(n)"S exoy (R)™,
e

wer, (n)Stne.(n),
en sorte que ® tend vers zéro quand z croit indéfiniment

(m+1) ( +E")

G+ ex(m+1) — n
- l - - "Pmﬂ Lorer

gm ex(m )r;:(P+s)

(m + 1)( + s”) ey (m +1) — m(é + a’) ex-s(m) = mlogy,,.

(*) Pour 423 on peut prendre | p, | ep(n)5"
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Dés que k22, y, croit indéfiniment, et L“’<§> est irrationnel.

Un exemple simple d'application de ce qui précéde est celui du
quotient

22 m"
ng 2L +3'—’2—l-+ o+
1 —
L )(x) 1).,‘ 'q“’x' 7 l)xn ?
a4 L T F e e

ou les 1, 1"’ sontégaux & == 1; saufsi,v),’ conserve un signe constant
I . .
dés que n est supérieur 4 une certaine limite, L“’(—q—) est irrationnel.

Nous obtenons ainsi le résultat suivant :

Tutorime IX. — Soient F(x), F,(x) deux fonctions entiéres (de
Uensemble E, P- 304), et f(x) = F(x)

F(a) =3 2 F,(w):ii L

Pns Py G €lant des entiers, | p.|, | pi!’| ayant leur croissance sufi-
samment lente, et q—;*—', entier, croissant constamment et indéfi-
n

niment avec n (q, réel et positif).
Silonn’a pasF(x)—\F () =P(z) [\, constante rationnelle,
P(x) polynome] :

1° f (-:;) est irrationnel (g entier quelconque);

n

20 St 2—’9‘-}'— crolt suffisamment vite avec n (au moins aussi vite

que Yy 08 Yn est une fonction constamment cro¥ssante de m,

d’ailleurs quelconque), f (—%) est irrationnel (p, q entiers quel-

conques, p positif, négalif ou imaginaire; q positif). Ce sera le
cas quand q,= c,t(n)(p )" y (k22), p.Se ()™ (7 fint).
St on a F(z)—MF (J;) P(x), f(x) est irrationnel quand

F(x) Uest, sauf pour les valeurs rationnelles de x qui annulent
P(x), et rendent f(x) égal a \,.

39.
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On établira de méme que, sous certaines conditions, f ( ) Lo ( q)

est transcendant. En effet, supposons que

m(P N+ R,
L (9> A"Nﬁ—lm

soit algébrique et non rationnel, de degré o >7. Ona
AN,—N=R,—AR}).
D’abord, dés que m > p, on ne peut avoir constamment

R,,—ARY =o,

n

sans quoi
(€D}
Bm+| — AR

— Wy
ey = 0y Upy— AU =o,

m+

ce qui est absurde, puisque u,,,+, et 1), sont rationnels. Il y a une

infinité de valeurs de m telles que R,,— AR}? = o.
Ceci posé, on a (propriété I),

AN.—-N:N{( —--N”l)

1

N q. qu . ‘
A —_— ——I —_ IA___ m Z
A= TN g (M fin),

|N,[=IF. (Lq')(r—i-e)’iM. (M, fini),

dés que m est assez grand.

> _ I
IAN Nl lN qumaq [Nl ia - quaq?“Nila—l’

|AN —NIZo—ay  My=M|N,[".

M qmaqa M.g"oga ’
D’autre part,
n+1
|Rp— AR <2(lam+«l+la§;l.l)|£| M, M, fni,

' Pmst |+ [pm+t l ,P ‘m+l
qm-H 3

qm-H
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- 11 faudra done

1 <o | Punas | +1 Pty | lpp+
]W!qmaq%z = qm+l 3

. ' qm+l
ou

M. M

wer ST (| P |+ | P DL P g™,

Il est dés lors évident que, la croissance des | p,..,| et | pi:), | étant
donnée, on peut prendre celle des ¢,, assez rapide pour-que cette
inégalité soit impossible pour m assez grand, et méme impossible
quels que soient a, p, ¢. _

Prenons | p, | et | pi,’ |[Sex(n )" (¢, aussi petit qu'on veut), |a,|, |2}’ |

1
de la forme ¢x(n) "(PH), avec k23. On a encore, comme tout &
I'heure (p. 326),

n 1—ﬁ-s'
gu=ex(n)" 7).
De méme
'Q‘M'Q“Ma [p ™ gm0 = ex(m)™™,
et @, tend vers o quand m croit indéfiniment. Il faudrait ainsi
-l' 73 m '!' )
ek(m + I)|m+1)(9+e )__f_ ek('n) (°+e a’

ce qui est absurde d’aprés le lemme 1.
Nous pouvons donc énoncer ce théoréme :

TatoriMe X. — Tout étant posé comme au théoréme IX ci-dessus,

si|a,|, | @], g, sont de la forme c,‘(n)_"(gﬂ) (p fini, k23), | pal

)

et|p.’| au plus égaux d ex_,(n)™ (v fini), f (%) est transcendant,
¢ moins que F(x)— N\ F,(z) = P ().

Dans ce dernier cas, f(x) est rationnel pour les valeurs ration-
nelles de x qui annulent P(x), transcendant pour les autres
(sauf x =o0); f(x) ne peut prendre, en dehors de f(o0), qu’une
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valeur rationnelle au plus (*). Pour k23, f(x) n’est jamais algé-
brigue pour x rationnel.

On peut aussi énoncer ces deux théorémes de la maniére suivante
en se bornant au cas ot k22 : '

Triorime XI. — Soit le quotient LW (z) de deux fonctions F(z),
F,(x) de Uensemble E, qui ne sont pas liées par une relation de la
forme F(x)— A, F,(z) =P (x): si k22, LV (.g) est irrationnel (*);
st k23, il est transcendant.

On obtient tous les nombres L™ (£ correspondant & une valeur
q /4

de k et a Uensemble EE en donnant a % une valeur unique, 1 par

exemple, dans les fonctions de TL"(z). :
Le quotient de deux nombres quelconques du sous-ensemble H,,

(p. 306), qui est un nombre L‘”(%), est respectivement irrationnel

ou transcendant, a moins que F(x)—AF,(z) =P ().

Les résultats précédents comportent déja des applications aux fonc-
tions quasi-méromorphes. Exemple :

F(z)+F, (';)

)
(1) m (X
F) () + F§ (x)

quel que soit k, sera irrationnel pour = 1, si 'on n’a pas
F(@)+Fy(2) ~ L [F(@) + F\'(2)] = P(a),

et si F(x) + F,(x), F'(z) + F\’(«) ne sont pas simultanément des
polynomes.

(1) Ge cas exceptionnel peut évidemment se présenter, et I'énoncé du théoréme
indique & quelles conditions nécessaires et suffisantes, .

(?) Ul est bien entendu que nous laissons ici les nombres transcendants parmi
les nombres irrationnels.
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La considération des fonctions 0, 0,, 0,, 0, de Jacobi [ formule (18),

p. 308, r entier > 1] nous fournit une application plus particuliére,
Prenons :

l+22(___1)n 'j_ns .
‘ g:g:; = * »  rentier réel > 1.

1+ 22)""’

b3

Ici
F(z) =1 +22(-—-- 1)'rvaz",
. 1
F,(z)=1+2 ) r"a"
1

F(z) — N\ (z)n’est pas un polyndme;
2. = lpfz”] =2

o Yipe 05(1) . .
o1 _ panet cpoft indéfiniment avec 2. Donc 24 est irrationmel

qn 8s(1) _
d’aprés (23) (p. 326). De méme ’JZ*"E‘:';‘('); de méme encore %"—8,
03(r) ’ 3

-5, ..., car, par exemple, on a
0,(1)

. 05 (1) =ir—n’[2n(2n-—- 1)+2n(2n+1)] :i 8n2r—m

(1) SiYon pose
A(u) _
VIr—2(u)] [1— £13% ()]

=g, Mu)==xsngu,

2‘23 est la valeur de V&, (JonbAN, Analyse, t, 11, 1883, p. 387). Il faut avoir
3

soin, dans le Cours d’Analyse imprimé de M. Jordan, de permuter les indices
de 6, 9,, 0,, de facon a y remplacer 6 par 9, 6, par 6, 9, par 6,.
2,

Nous rappelons que 7 — e~7, o =T Ici r est supposé entier réel, = uf
1

(a réel). Si r=r} (r, entier), \/k, est irrationnel.
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et
-]
2 8n*r'z — \,\F ()
1

ne se réduit pas a un polynome.

Cororramre. — Soient 9,9,,0,,0, [ formules (18), p. 308] les qualre

. (1) S0 (1) 05(n) 85(1)
Jonctions 0 de Jacobi 6@ " 60 LG B

tionnelles (r entier >1).

. sont des trra-

o(#)

Plus généralement, prenons la fonction <~—* (@) ol 9(x) et 9,(x)
1
sont des fonctions quasi-entiéres comme celles considérées au théo-

réme III (p. 307). On sait (*) que q(f) est de la méme forme que

o(z)
F(q) de méme cp,( ) Ce rapport ——= o (@) &t irrationnel quand k& = 2,

transcendant quand %23, (x__ P ) s ?(( )) ne satisfait pas 4 une con-
1 l

dition particuliére exigeant entre les coefficients de ¢(z) et de ,(x
une infinité dénombrable de relations. On peut énoncer une partie de
la propriété corrélative sous cette forme :

Tuéorkme XII. — Soient, comme au théoréme III, toutes les
Jonctions quasi-entiéres

?()= F(z)+F,(5) + Fa (;25) oo+ P (525

a,, ..., ay élant des quantités rationnelles et négatives, en nombre
fint quelconque (une au moins de ces fonctions étant o, et alors
ne se réduisant pas & un polynome), F(x), F,(x), ..., Fy,,(x) des
Sfonctions de I'ensemble E' (p. 300).

Soit N U'ensemble des nombres irrationnels (k = 2) ou transcen-
dants (k23) obtenus en donnant a x des valeurs rationnelles > o
dans ¢(z). Le quotient de deux nombres de N est en général un
nombre irrationnel si k = 2, transcendant si k23 : le contraire ne
pourra se produire que st les deux fonclions génératrices o (),

(‘) Ici p, g sont réels et positifs, p,= e,(2)™ pour k=2, p,< e;(n)® pour k23.



LES FONCTIONS MONODROMES ET LES NOMBRES TRANSCENDANTS. 333

0.(z) correspondantes ont enire leurs coefficients une infinité dé-
nombrable de relations particuliéres. En tout cas, pour k23, ce
quotient w'est pas algébrique.

On peut préciser davantage la portée de ce théoréme, et établir ce.
résultat :

Triorine XII. — Soit la fonction quasi-méromorphe Q obtenue
en divisant deux des fonctions ¢ (x) 'une par autre (a,, ..., ayquan-
Uités rationnelles quelconques différentes et == o). Si Q ne se réduit
Pas & une constante ou & une fraction rationnelle, parmi les valeurs
en nombre infini que Q prend pour x rationnel quelconque, il n’y
en a en général (') qu’un nombre fini qui puissent n’étre pas
irrationnelles pour k = 2, transcendantes pour k2 3; ces valeurs
exceptionnelles sont alors rationnelles.

En effet, on a, sie, = g -+ (ayy Bys ..., entiers),

£ — + Pm Pm i"' Pm (g_) + pslzz) (B Q) .-_{-_. — u
? ( ) 2 qm 7" qm \P Im (pﬁl—-atq)’" ) 2 ™
A

m (1) m (2)

+ Zm Bm P~ wm < ) + B (B, ) + = W
< ) 2 In ™ qm \P m (Ppl'—' %qg)™ zum
Nous savons déja que, o(£) et o,(£) pouvant &tre mis sous une

34 que, e\g) eGP

forme analogue & celle de F (1—;-), leur quotient n’est jamais algébrique
(théoréme X, p. 329), quand k2 3.

Supposons ce quotient rationnel pour x = §~

oL
Dés que m est assez grand il faudra, pour que (q>

(%)

et = A,, que (raisonnement identique A celui de la page 325)

P,—A,P¥=o,

soit rationnel

(') Par exemple si une des 20 + 4 fonctions F(z), Fi(2), ..., Fo (),
F(z), ..., F{*,(z) ne présente pas de lacunes a partir d’un certain terme.
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quel que soit m, avec

Pm =Up q/nq"'l""(PBa —. o, 9)"'- vy
P;I‘) —_ u(nlz) qm qm.pm(Pp. —, (l)m. oy

ou encore
m m
(i Pn=F M mm)Bm + (—‘ Pi:;) A mil‘l)) Zm
<+ ' — (2 _Jﬁﬂl_ —
+ (£p)F A m’”)(p{i,—-aiq)"‘+"'"0'

Le nombre des coefficients p,,, @, p,), ®,, ... qui entrent dans

cette relation est 2(0 + 2).
Si alors il y avait au moins 2(0 + 2) relations de ce genre, c’est-i-

dire au moins 2(0 + 2) valeurs différentes 2 7é o donnant & (( )) des

valeurs rationnelles distinctes A,, A, ..., le déterminant des 1e]auons
correspondantes entre les p,,, @, ... devrait s’'annuler, puisque p,,, @,
Phs --- e sont pas tous nuls, au moins pour une infinité de valeurs
de m, les fonctions F(x), I',(2), F,(x), ... n'étant pas supposées
toutes des polynomes. On aurait ainsi, dés que /. dépasse une certaine

limite,

r" ]’m 5 9" (Big)™ — 4 (Big)™
q"'- q’n p’u i I)”l (p {31 — alq)lll (I)pl__ a[(])”l

o= pt -—7\.,-]—),C q7 —)\»ﬂ (Big)™ — h(Big)™ o
q7 g Py o (PiBi—ug)" (pBi—2g)”

pour une infinité de valeurs de m (consécutives sil n'y a pas de lacunes),

o l.f. 1)[ _
ou, en posant, pour sumplifier, P Yists

. ) ! A
Coayr Lk :
R W Gy tima)”
= L b -

m 7\0 :‘ —
Y2 2Tz 12 (tr——a)™ (f2—a)”

LRI S s ®se s eeres s L essseee

C’est un déterminant & 2{0 + 2) lignes et colonnes, dont nous
allons obtenir la valeur.
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D’abord, pour 6 = — 1, ce déterminant se réduit &

Ti T2 ()‘2—)‘4)#0’

m

T MY

‘Y"n 7\‘ YI'” l m,,m

Il y a an plus une valeur de ?(( )) qui soit rationnelle (') (théo-

rémes IX et X). Voyons le cas général.
Le déterminant

' 2 2
a a .. a
1 2 2n
a, a;, .. a
A:m =

2 an
an va2ll e a'_'ll

est une somme algébrique de termes de la forme

] 2 3 % -~ am

94 -+ ai‘ ail iy ais a'an—: dan—q
(24) “la & 3 g ey an
iy iy iy s tan s

Ly~ ty5E.. . iy, le premier de ces déterminants d'ordre deux est
formé avec des éléments des deux premiéres colonnes apparlenant
deux 4 deux & une méme ligne, et ainsi de suite. On aura alors

I )‘in 1 )‘i,
m m Ty “m
o 2 o4 Yi, 7\.,'(1, o (a—a)™ (y,— @)™
20+$ — —_ _ v
(IR R L : N
{l" Yi (Tfe —a )ln (Tl'g — @ )m

A;ﬁ?—# =z *= (7\1’2 - R“:) ()\ic - 7»:)’ ° '()\izﬁﬁ - 7\i20+3)
(25) g

X ,
[rave(te— @) (Yig— @) -« (Yigs— @) (Yingo— @0)1™

avec A, — \; £ 0, v;— Y;, 7 0 quand j £ .
Le nombre des termes de (24) dans A, est ¢ = C%,,Ch.,,... G C3.
Eerivons alors les équations (25) pour o valeurs de m assez <rrandes

(') Nous laissons, bien entendu, tout a fait de coté la valeur x —o.
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et consécutives, m, m + (L, ..., M ~+ fhg_,, OU ’on peut prendre, s'il

n'y a pas de lacunes dans les fonctions F(«), F (%), ..., ou si ces-
lacunes sont assez espacées, (=1, ..., thy—, = 6 — 13 NOUS obtenons

par rapport aux ¢ quantités A = (A,—N\,), ..., différentes ou non,

¢ équations linéaires homogénes qui ne peuvent étre satisfaites qui si

le déterminant des coefficients est nul; posons

Yl'gY'a | P— ) —
(26) (= a) (Y—a). . 2 (i=1,2,...,0)

On aura
o o ce. O™

-+
3"" e 3;%&1:

am+pq
¢
PN ceves e reea.

Sm-i-p.,_, em—i-y.u_,
' 2 cee G

ce qui exige

N N
ol:'i ot 8&1

1>

&
I
|

8!:«—: 85«—1 e 35,"'-‘

(o< <o < ams) (1)

(') Ag n’est pas nul identiquement quels que soient &, 8, ..., 5. Gette pro-
priété est évidenle pour ¢ =1 ou 2; admettons-la pour ¢is'-—1. Si Ag=o
identliquement, Ag: est @ foriiori nul pour 8, =o, et

St . St
2 ¢ St SQtta—th
P ’ =0
8(-’-0-! v ap'o—l ..... :
2 ¢ o1~ 3ga—l—l"t

Mais le deuxiéme déterminant est un déterminant Aj._,, et 'on est conduit a
une contradiction; done AgZ o,

Ceci posé, A; est divisible par 8, — 8, (i 2/). A; s’écrira, en le supposant
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Bornons-nous au cas ot I'on peut prendre u,= I. Alors
A;=M(3;—8;)=0 (zaéj)
Ecrivons toutes les équations
8;—%;=o,

I'une d’elles doit étre satisfaite. Ici §; différe de ¢; [formules (26)], soit
par le numérateur, soit, si les numérateurs sont identiques, par le
dénominateur. Autrement dit, ¢;= &; n’est pas une identité quand on
n’attribue pas 4 quelques-unes des quantités v;, y;, ... des valeurs
particuliéres.

Chassons dans les équations 8;— ¢; = o les dénominateurs et sup-
primons les facteurs littéraux communs & ¢&; et &;, qui sont de la
forme v, ou v, — @, les y, étant supposés =~ o et des @,. Nous obtien-
drons des équations entre deux au moins des quantités y,, Ya, .. ..
Nous considérerons successivement celles de ces relations contenant
N, N+ 1,0+ 2, ... des quantités vy, si une de ces relations en contient
7) exactement, aucune n’en contenant moins. Soient

Dﬂ = 0, D,‘n”=0,
(27) D,.,=o, Cereeeeny

| evevv vy ses s veey

coey

ces relations D, ;= o contenant v} +j des quantités y exactement.
Prenons d'abord D, =o, et donnons & vy — 1 des y qui y entrent des
valeurs rationnelles déterminées différentes (') et différentes de o,

décomposé en facteurs irréductibles,
AY.. AT TI(S;—3;),

olt Af, ..., Az, §;— &, sont des facteurs irréductibles dont aucun n'est nul iden-
tiquement quels que soient les §;.

Pour étendre au cas des lacunes le théoréme que nous établissons ici, il res-
terait & établir qu’aucun des facteurs Aj, ..., A7 n'est nul identiquement quand
on substitue aux §; leurs valeurs en fonction des y; [formules (26)].

(') Pour lesquelles #(z est supposé rationnel.
#1 ()
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@y, ..oy ap; la nemey, est alors déterminée et a au plus deux valeurs.
On a, en effet, pour déterminer v, une des équations

Yn(Yn— @) = const. £ o ou F% = const. £ 0
—

(a,b=o0,a,,...,ouay a£b).

Dans la deuxiéme relation D}’ = o, donnons & n —1 des y des valeurs
différentes et différentes des précédentes et de o, a,, ..., ay: la nime
est déterminée; et ainsi de suite : dans D,,,, on choisit convenablement
v des y qui y entrent. Nous continuerons de la sorte jusqu’a épuise-
ment des relations ( 27).

Prenons alors une valeur ¥’ de y différente de toutes celles ainsi
: 21(1")
ne peul étre rationnel, sans quoti, si I'on raisonne comme ci-dessus,
une au moins des relations (27), D,, ;= o par exemple, devrait étre
satisfaite, quand on prend pour n + j—1 des ¥y qui y entrent les
valeurs déja choisies pour cette équation, et pour la (4 + j)™ v la
valeur y' différente de celles que détermine la relation D, ; = o.

c. Q. F. D.

fixées ou trouvées, qui sont en nombre fini et de o, @,, ..., ay:

Remarque. — Le théoréme se trouve ainsi complétement établi
lorsque, dans les fonctions I'(z), F,(x), .., Fo,,(x), F'(x), ...,
F§l, (), on peut trouver, si grand que soit 7z, une suite de

g = §0+3C§0+2' . ’Cfcg

termes en z™, 2™*', ..., "' tels qu'un au moins des coefficients
de z™* soit = o pour une au moins des 20 + 4 fonctions, quel que
soit i =o0,1,...,0u g — 1. C'est cc qu’on peut appeler le cas général.

DeuxiiuME eas : A > 1. — Quand on veut étudier les produits deux

. oy . ) . .
a deux, trois i trois, etc. des nombres L‘”(’;), on est conduit & envi-

4 A ]
sager les nombres L® ({-1) Toute propriété commune aux fonc-

tions LM (z) appartient simultanément aux quotients de fonctions
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de E et au quotient de leurs produits deux & deux, trois a trots, ...,
A @ A. Nous supposons encore, jusqu'a nouvel ordre, &2 3.

Jedis que ('), mémesiA =1, L® <1—)) est rationnel ou transcendant,
mais n’cst pas algébrique. !

En effet, d’abord, établissons pour le calcul approximatif de L® ()
une formule analogue & celle que nous avons trouvée (p. 315) pour g®(z).
On a, si Uiy u:;:l-p., 7é Oy Uppyy == oo e = Uppyp =‘u§z:l-1 == uﬁ»:-)l-p-,—l =0,

I um-f-p.l ([ - 8) _—<= go’)(x)_zun :<—l um+pl (I + slv)’
° .

Ly, | (1 =€) S| g¥ () — Zu S|t | (14 €1)-

Posons

m
— (1 (4
2 un - Sm’ Z u - Sm, )
]

g(l)(w) = Sm+ Rma m(«’ll') S“) -+ Rm :
2N (z) S _ Sp+R, S __ R,SU'—RS,,

g(l)y(a:) - Sg‘l) - S(l)+ H(I) S(i) (1)[S(1) (l)

m m

Pour toute valeur de z telle que g™ (x)= o, on peut assigner des
limites supérieures finies de
[ l S T ™
SPFRD = Fha -Sﬁ% = LO(x) (1 + ¢,),

n 5

(m assez grand) (*). D’ailleurs

IR, (S | (16, (RIS [uhy [ (L €)).
Donc
(>8) LO(2) — 58 | S|t | + Bl ],
'IL

(2, B positifs limités); ¢'est la formule que nous voulions établir. Donc :

(') L™ (z) est une fonction méromorphe; ici L™ () est le quotient de deux
quelconques des fonctions g (z), formule (19), p. 313.
(2) Si m est assez grand, S{'() est alors 5£0. -

Journ. de Math (5° série), tome X, — Fasc. IL[, 1g04. fo
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Pour toute valeur de x qui n'annule pas gV (x), & parti d’une
certaine valeur de m,

m

S

(28) LN (@) — 5| S|t |+ B i, s
Xy
0
(ﬁumﬂ'——"j. . :ﬁum.—i-‘;——i = u’;:t:-l e = :r::—p-,—l =0, Upsps Upap,= 0y &,
postiifs el funis).

On a encoie pour L™(x) des indgalités analogues a celles du
corollaire 1V du théoréme I.

Ceci posé, soit, comme & la page 315,

p a-+bi a4+ B¢ .
%:: T L 113‘ (a4, B4y v, entiers),

) . . ' . "
et supposons que L® ({;) = £ soit rationnel ou algébrique de degré a.

Ona

m

m
Y 3
Z Uy QY Y)iVE Uy,

14 1 |
S — m

m

2: 1) (2w QY 10
u;& QV Tlvz w,

1

1

I
l

'znu (p) _ M-Ny
- ) = =
, "\q QG

ott M et N sont entiers ct u,(z) = u, est un terme de g™(x) de la

forme W(z)

Q7

1° & est rationnel; deux cas pourraient se présenter : ou bien

m
~
S

WPy _
g (‘[) mh

E wth?

n

1
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est 3£ o pour une infinité de valeurs de »2; d’aprés la propriété I,

m
S
¥ 1 > 1 A
§— 2 M, fini);
mh NIl Q(I}l) Y)l‘ n ( )
S
1
ou bien
m\
S
! ———
E Y =0,

dés que m > m,.

Soit
Am ©
2 u, = S,,,, 2 u,= er
1 i+t
am
o) Q) ),
2 ull — m? 2 U= Rm ]
1 In+1
pour m > m,,
i — sm-H =. Sln+j’
(28 bis) Sy Sl We
— Sm+i'— Sm —_— Sm+°."— Sm-l—l —
! S — S Sy —Shi, T
Soit '
x Nz
SV+I—S‘I =1Fv —'VV( ) +cnc+¢ () )’
Qy QW
A
N __ QW H_ b (z) Yo (‘”)
W — S = q e R A on
v
On a

— (N (1)
="V, - ¥\"¥,,

=(g ) (G ) = (=) (g2 )

vVl

K13
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Ce produit est de la forme

— Gy
0 2‘ 0V QL ’
avece

s W Lo
i == Yv Y+, v,1 Yv+1°

Si l'on sait que @,,, a4y, ..., @;, sont nuls, multiplions les deux
membres de ce produit par

PEIQIQ
Le produit devient.

U+1) LN
N2V41) Q v+1

—_ Mav41) ,
0=0a;,1q +2 a;;q QP QYL

ou, soitj >1,s0it j =1, {2/ + 2.

)

QQ(J;:QQ%?) =e (V)(P o) -e): (’k(V+l)(—_e‘ wri=(Gsi)imen
v Y+

qui est aussi petit qu’on veut dés que v est assez grand. Donc
A4y, ¥, qui est entier, est nul, et

g4,y = 0.

On conclura ainsi de proche en proche que 2 " est indé¢pendantde ¢,

‘P(l)

. Sv . . [ d ) .

par suite = g;» par suite indépendant de v et ¢, quand v>v,, d'aprés
v

(28 bis). Donc on peut écrire : .

X W _ WOmsr
(28 lcl) O T ) e

- don+2

Nous savons. que ceci est loin d’étre toujours impossible pour une
valeur dequ [comparer notes ('), p. 316 et 317)]. Mais on peut indi-

quer des cas étendus ou ceci n’a jamais lieu.
Les coefficients de 4., (%), Ui 11y Uyperay Unes, €1ant donnés sauf tn,
il n’y a qu’une valeur au plus du dernier restant & fixer qui permette
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de satisfaire &

() o
Uy Uypagr — Uyguara Uy gy = 0.

Il sera dés lors facile de former une infinité de fonctions L®(x)
dans lesquelles

o ()
Uyt Wairz — Wtz Whinat % 0,

/
pour une infinité¢ de valeurs de m (quand %= s) On voit en méme

temps que, en général, les conditions (28 zer) n’ont pas lien.
Supposons encore, par excmple, que pour m > m,, Uy, () et

Uymsi () aient leurs coefficients réels et de méme signe; que Uy, (%)
et uj,,,,(«)aientleurs coefficients de signes contraires. Si cette circon-

stance se présente pour une infinit¢ de valeurs de m, (28 ter) est im-
possible dés que ’—é > o. Dans ce cas d’ailleurs, d’aprés le théoréme V

et son corollaire I, gM(«) et 27'(«) sont transcendants pour z > o.
Ces deux exemples comportent des extensions évidentes lorsque
g¥(x) et g™ () présentent des lacunes. Nous n'insistons pas.
Supposons enfin que g¥(z) et g¢*(x) soient des produits FF,...F,_,.
Pour unc infinité de valeurs de m

i ! A=1) v N ! A—1) ,. v
qlll - va' . ‘Pv x ’ :I,l—' CD’VGI‘,. . .GI., HA 3

ct I'on a une infinité de relations

.

! )—1 / -
PPy P pyapvae PR

r =T e 1
©,®,. ..o Wy i By i O

On peut toujours choisir les fonctions F, F,, ... de fagon que ceci
ait licu. Mais il y a des cas étendus ou, quel que soit A, cecin’a jamais
licu.

En effet, il suffira que, pour une infinité de valeurs de v,

— A—
PuPu P VF0,  wwm,.. et o,

et, pour une infinité d’autres valeurs de v,

! A=) __ ' (A—1) .
Popye PV =0, wmo,...o "o

ou encore que les py, ..., p®™, @,, ..., @ " soient tous réels et de

4o.
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méme signe, les p, étant alternativement positifs ou négatifs. On sait
d’ailleurs que, dans ces cas, F(«), ..., I',_,(x) sont transcendants
pour x rationnel > o.

w.

E u,

2° £ est algébrique. § — ——— n’est jamais nul, le second terme

2: (1)
ull

. 1
étant rationnel. D’aprés la propriété I,

mh

S

E— |2 : - (M, fini).

= mA a
(1) IAPRY (1
2 u, M, Q'm) thz uy ))

1 1

En résumé, que £ soit rationnel ou algébrique, il faut, en géncral,

Uy,

m
(20) E— 1|2 L (M, fini),
DM (Q‘Mmz uh")
1

1

cette condition ayant toujours lieu quand § est algébriquc.
Or, d’aprés (28 ), le premier membre est au plus égal &

o | u)‘,,,,,ul -+ QI Uiy, |5

donce
' { .
()] | (@)
8:(1 u).m-b-}ll + | Uy, |)’= 2, I ’ng):‘;— W I |
"1)\
(30) { 2 U,
1
_Z_ E Y
TR

1
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- Le second membre, si, par exemple, g, < u, ou ph, = s, jSJ,, st
de la forme

- (m—+-y,,)/
ex(m+ py) P (-9 ,

alors que le dernier membre de (29) est de la forme
~ -z,) )\a,m

e(m)(

ad

O (1) y s v . .y .
}.4"/: est d’ailleurs =£ o pour une infinité de valeurs de m, soit
1

quand & est algébrique, soit, en général, quand § est rationnel (en
particulier dans les cas indiqués précédemment). On a ici ., >o0. L
comparaison des deux inégalités (29) et (30) conduit de suite & une
impossibilité, d’aprés le lemme II.

Dans les cas mentionnés pages 343-344, L® (%) est alors transcen-

\

dant. Sans rappeler ces cas en détail,- nous pourrons énoncer le théo-
réme suivant :

Tuiorene XIV. — Tout étant posé comme au théoréme V (p. 319),
le quotient de deux fonctions g®(x) ne prend pour des valeurs
rationnelles (réelles ou imaginaires) de x que des valeurs ration-

« ) .
nelles ou transcendantes. Autrement dil, les nombres L""({;>, ol

-{; est rationnel (réel ou imaginaire), sont ewceptionnellement

rationnels, en genéral transcendants. Ils ne sont jamais algé-
briques.

On peut trouver des cas étendus oit les nombres L® <£> corres-

pondant & une méme fonction LW (x) sont tous transcendants (')
(soit pour x 3 o, soit pour z réel > o).

(*) Voici un exemple non encore cité; posons
Vg(z) =P(x)+UgP(a),

ou V, P, U sont des polynomes a coefficients entiers, V et U pouvant se réduire
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. b3 ‘. \ ) .
Les produits2 ¢ 2,3 &3, ... des nombres L™ (%}-) sont rationnels
ou transcendants.

CoroLraire. — Tous les nombres qu’on déduit de H'® (p. 306)
par multiplication ou division sont rationnels ou transcendants.
Aucun n’est algébrique.

Remarque I. — Une somme de quotients de fonctions g™(x),
c'est-d-dire une somme de fonctions L™ (i), est une fonction Lo+ ( 'r)
ou A, est entier. Par exemple,

3 A ) oM ) erlM 2
gV (z)  gP(x) _ gMgP+ohed o

N (- O eride Ty

gh(z)  gh(=) gPed g

Les mémes propriétés de rationalité ou de transcendance restent
donc vraies pour les sommes de nombres g"')<{;—>-

Nous pourrons en particulier énoncer ce théoréme :

Tutoreme XV. — Soient les fonctions entiéres

(31) F(.L):Zi‘ -f;—::(l;‘”,
0

—

—<)a : : .
avec ¢, = ex( n) ¢ /" donné, | pa | Sex(ne) (i’('—;ﬂ entier croissant
n
indéfiniment avec n, ¢ fixe ct IfZB), les coefficients ayant des signes

quclconques, et les nonibres N = l‘( ) qon en déduit en attri-

buant a x loutes les valeurs rationnelles possibles.

a des constantes.

Loy (z) = £002) __P(2) 5

= +
gi(x)  Vgik(x)

est transcendant en méme temps que g () pour les valeurs raiionnelles de £
q

qui n’annulent pas P(2) (comp. théoréme V et ses corollaires),
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F(%) est transcendant, si F(x) ne se réduit pas @ un polynome.

Toute fonction rationnelle é coefficients rationnels des nombres N
est un nombre rationnel ou transcendant.

Toute fonction rationnelle ¢ coefficients rationnels des fonc-
tions ¥, si elle ne se réduit pas a une fraction rationnelle en x,
est un nombre rationnel ou transcendant pour toutes les valeurs
rationnelles de x.

En effet, cette dernitre propriété résulte de ce que le numérateur
ect le dénominateur sont des fonctions g™ ().

On peut aussi considérer les nombres N, issus de fonctions ration-
nelles & coefficients rationnels de fonctions quasi-entiéres

F(@)+F, (1) + 1 (525 )+

F(x), F,(z), F,(x), ... ¢ttant des fonctions du méme ensemble E,
c’cst--dire de la forme (31). '

En général, ces nombres sont transcendants : ils ne sont jamais
algébrigues.

§ VII. — Extensions des théories précédentes.
Nombres obtenus par itération.
Reprenons les fonctions I (x) de I'ensemble E (p. 304), en supposant
I'indice 2 3. Dire que IF ({;), (% rationnel), est transcendant, c'est dire

que F(«) = & n’a pas la racine rationnelle %’ £ étant rationnel ou algé-
brique. Mais on peut, au sujet des équations F(z) =¥, se poser bien
d’autres questions.
- Une pareille équation peut-elle avoir une racine algébrique; autre-
ment dit, si &, est algébrique, F(EI ) peut-il éire algébrique?
Mieux, soient & I'indice de F(x), { un nombre transcendant de la

forme f(£) ou £,), f(z) étant une fonction d'un ensemble ana-
q

logue & E, d'indice k, < k; F() peut-il éire rationnel, algébrique ou
transcendant d’indice Sk? Autrement dit, I'équation F(z)=2¢,,
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oi {, est rationnel, algébrique ou transcendant d'indice Sk, pos-
séde-t-elle une racine algébrique ou transcendante d’indice k&, < k?
Une racine de F(«) = o, par exemple, peut-elle &lre une transcen-
* dante d'indice k, (')?

Parmi tous ces problémes, nous nous contenterons, a titre d'indi-
cation, de traiter une partie du dernier, qu'on peut formuler ainsi :

Soit { un nombre f ({7') supposc d’indice k,2 3 (p, q entiers > 0);

F(¢), d’indice k2 k,, est-il rationnel ou algébrigue?

D’apreés ce que nous avons vu antérieurement (p. 3006), cn ne consi-
dérant que des fonctions f(z), T(w) d’ensembles E' & coefficients
tous positifs, et les indices étant pris 23, on peut toujours sup-

poserlé =1.0n a
(l) )(l) (l)
c—f()" m+1q“)’*" +lq;:”+” )
F(l)= ')'C+ L ’(;—"C”—i—
n

! A q . .
De plus nous admettons : 1° pour F(x), que —%ﬂ soit un entier
n

al
. . R N -
croissant constamment et indéfiniment avec n, ct g,= ¢, (n) ¢
2° pour f(z) des conditions semblables avec des valeurs de ¢,°, &, p,
différentes ou non de ¢,, k, p.

Posons

(=0 +pn (T, somme des » + 1 premiers termes de {),
(32)  F(0) =S8.()+ Ru(C) =S, (L) + R,,(O) + Mp
[M fini, « entier 21, S, () somme des m -+ 1 premiers termes
de F(xz)]. Ona

A .
(.= q‘,‘“ (A, enticr > o),
n

(*) On pourrait encore examiner si deux équations F(x)=o, F,(x)=0
d’ensembles analogues & E ont une ou plusieurs racines communes,
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el
(33) = ”“(l-l e'),

W)
‘7n+1

|4
m(zn) u(q(ui))m 2(] (q(l))m

car M, étant une somme de termes positifs ¢st = o3

(34) R, () = 222ty (y 4oe,).

@ m+1

Admettons que F({) =£ soit algébrique de degre B (B21); on
aurait ( propriété [),

‘E""Sm(t-n)l: E"" M

> 1
qn (’I“’ " Nl??n?‘n“'"p

car £ > S,.(¢,), puisque £ >, et S, (x) croit constamment avec m
et 2, pour = > o, et, d’aprés (32) a (34),

(N, fin1),

(1)a
(33) ; q” q(ll—mﬁf Pllt+ltnt+l+2Mp:l:;;_
q m+t Tusy

Nous supposons ici que m et n sont assez grands, et que F(x)
et f(x) nc présentent plus de lacunes & partir d’un certain terme.
Alors

! Sa )
G = e,(m)(r") =e(m)'™, qgl=e (n), k23, k23,

prser(m)™,  pllex () (x,7, fixes),

< %, 7, < E:—:’ v—~1,  7,—, finis positifs,

G T,m qt:n . T
ﬁ—e(m) p—u‘)—ek,(n)”
4N, Pmtt et = ck(m +1 )4 K 4“:\] P:t:;; — ek‘(n + I)—-‘l’sn’

fm+1

Tay T3y Tay Ty finis, positifs et ayant une limite inférieure > o. Il faudra
donc, d’apres (35),

(36) ')<ek(m)3‘ "y (n)Fr] ep (m + 1)“ M e (n+1)],

quels que soient m et n.
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Pour montrer que cette inégalité n'est pas toujours possible, par
suite que F({) n’est ni rationnel ni algébrique, il nous suffira de
verifier que I'on a & la fois
( c,;(_ln + l)r‘m > CA(,"I)Bt'lrt (,k‘(n)ﬁ't'lm//,

ep, (1) > e (m)f e, (n)brme

(35)

r étant convenablement choisi en fonction de .
Les lemmes I ct IT permettent de simplifier la premiére inégalité,

caron a
e;.(/n -+ ]>r‘m@/.-(,’”)» (it'm> “/\-(lll + l)"‘"‘

(¢ fini positif ayant une limite inférieure > o), et (36) peut étre
remplacé par
(37) er(m+1) > ek‘(n)ﬁf;",
er, (1 4+ 1)%" > ex(m )ﬁ"”‘ e, (n )371""‘_
Nous prendrons

(38) n == epy (m) +n =logy _(m) + 7,

ol ), positif, nul ou négatif, a son module £ '? de fagon que 4 (1) + 7

soit I'entier le plus voisin de e;_ (m).
Avant d’aller plus loin, nous ¢tablirons les lemmes préliminaires
suivants, qui ont lieu dés que m est assez grand (entier ou non).

Lenue 111 — Quand o est donné et > o, ey | e, () +a) crotl
avec k, (k, positif ou négatif quelconque).

1l suffira en effet que

ekl[(ﬁk_l\.’(llt) -+ U-_l > Chp= [ck—k,+| (I)Z) e M],
ou que
kb= o o (M) > a0+ g (1),

ce qui a lieu si
(¢*— 1)ex_ppy (M)

croit quand m croit, c’est-a-dire dés que & > o,
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Lemne IV. — Quand o >0, e, (m+a)Z e, (m) + a, dés que k,2o0.

Ceci a lieu pour &, = o. Admettant cette inégalité pour une valeur
positive de k,, on en tire

Crm (M +a)Z et g (m) > eg (m) + a,
en sorte que le lemme a lieu pour k,=o, 1, 2, ....
LemMe V. — On a
er(m+B)>(1+7)e (m), k21, B>o,
% fize > o.

Pour k, =1,
B — eﬁ.cm> (I + ’E)ﬂm,

si 7 < P — 1. Admettant cette inégalité pour une valeur de k.21, on
en tire

rr(m + BY > e (M) = ey (M) e (MY > e (m) (1 4+ 7),
ot 1 fini arbitraire > o et Sef — 1, dés que m est assez grand.
Lemme VI. — On a
ey (m 4+ o +B) > (v +1)es [ erp (m) + ],
«, B donnés > o, quand k2 k,Z 3.
On a, si k23, d’aprés les lemmes [Vet V,

exa(m + o+ B)>(1+1) e (m + ) .
= (1 + %) eg_a| Chr, (M + )| 2(1 + 7)€ o[ €pr, (M) + ],

sik2k,23.
Si k < k,, le lemme VI n’est plus exact : ainsi, pour k =3, k, = 4,

‘fk~s(ln 4+ o 4 B) =m+ o+ p’

Ch,--3 [er-r,(m) + a] = e'¥"** = me*,
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et’on n’a pas
01»-1-&4—5 > (I -+ 'T)(,’""‘m.

Lemue VII. — On a
x—a[Crr(m) + &+ B] > (1 + 1) e o[ ki, () + ],
pour k.23, quel que soit k positif ou négalif («, 3 > o donnés).
Sik,=3,
it of > (1 4 ) efr e

quand = < ¢f— 1, quel que soit & positif ou négatif.
Admettons le lemme pour une valcur k| de k,23; on en tire

ex—[exx(m)+a+B]> v [erp(m)+ 2]+
> ek [enn(m) + 2] (1 +7)
ou

eueri-2 [Corn-tirn (M) + &+ B] > ez [Cprn-uirn (m) + 2] (1+7),

ce qui établit le lemme VII pour la valeur k| + 1 de k,, par suite en
géneéral.

Lemme VIII. — On a
x 2| ik (M) + a] > (1 + 7)o (imn)
pour k,23, quel que soit k, « donné > o.

D’aprés le lemme III, le premier membre croit avec &, ; il suffira
donc d’établir le lemme pour k, = 3, c'est-4-dire de montrer que

s == o ey () > (1 + ) ep_g(m),

ce qui a lieu si 7 < e*— 1.
Ceci posé, la démonstration devient assez simple :
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Prenons la premiére inégalité (37), ou, d'aprés (38),
ek(l)l + 1 )0 > (‘k' lek-k'(,)z> + n]ﬁfﬂck_,r‘("l)'ﬁ'ﬁ].

1I suffira de prouver que, v étant fini,

(39) ex(m+1)>e [ek_,,‘(m) +

1 'ye,_k’(m)
2

D'abord, ceci n’a pas forcément lieu quand k, <k : prenons k=3, .
k, = 4; il faudrait
ey(m+1) > ylogm.e, <logm + £>,

e.e” > log(ylogm) + e,

ce qui n'a pas lieu.
Supposons, au contraire, k2 k,23. Il suffit

Cror (M 1) > e (n) e [ek—k‘(m) + é]
Or, pour &, 3,
Y[ exr, ()] = es [ ehn, (M) = ex, [ck_,('(m) + %]t',.

¢, €, aussi petits qu'on veut. Il suffit donc, a fortiort,

14<

(,’k_.k‘<”l)+ -;-l )

ek—s('n + I) > Chy
Cra(m 1) > (1 +e)ey, [ek_,“(ln) + %],

ce qui a bien lieu d’aprés le lemme VI : (39) est done vérifice.
Passons a la deuxieme inégalité (37); elle devient, d’aprés (38),

ex | Ch-r (M) + 1 + | lhp i nl
> e(m )ﬁ""' e[ err,(m) + n]Prentesy omm,

11 suffit que

e, (M) + 1+ IR o (), [ fam) + e,
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¥ constante finie, ou

(40)  exfexr,(m)+1 + 0] > jex(m)er e, (m) + 0]
1° nZo; ex(m)Sep[esr,(m) +nl.
Il suffit donc que

er[ Cr-r (M) + 1+ 0] > fex | e, (m2) + 0P
ou

en-ilesmn(m) + 1+ 0] >2ym e o (m)+ 1

ek -1 [€x—r,(m) + 0] croit avec k,, d’aprés le lemme III, et est

1
> 0y (m) 7 = (2ym)
pour k2 3 (e aussi petit qu'on veut pour m assez grand ). Donc

2ymse i [err(m) + 1T,
et il suffit

Chilerr (M) +1 ] > e e (m) + 0]
ou

Ch-a[ €a-r(m) + 1+ 0] > (L4 e)ex s ers,(m) + 1],

ce qui est une conséquence du lemme VII; (4o) a lieu quand n2o.

2° n<o;  ex(m)> el () + 0

11 suffit que

ex, [e,(_kl(m) + ;] > e ()
d’aprés (40), ou
€k s [ek_k,(m) + %] >ayme (m)=ep ,(m)'*

ou

Crpms [c,‘_k‘(m) -~ é] > (v+¢e)er.(m),

ce qui est une conséquence du lemme VIII; (40) a lieu quand n < o.
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Les deux inégalités (37) ont alors lieu quand on tient compte
de (38), et nous en concluons le théoréme suivant :

Triorime XVI. — Considérons les fonctions

F(z)= Z %x",
0

Gn+r

ol p, et g, sont enliers et posilifs, ainst que ==, et, dés que n est

assez grand,
a=am®, o<pan,

velp fives, 1< é, k entier 23, x rationnel > o. Quand k,p, x prennént

loutes les valeurs possibles compatibles avec ces conditions, non seu-
lement ¥ () est transcendant, mais encore, si V' (x) est unc fonc-
tion quelconque de méme forme que F(x) et d’indice kS k,

F(z)= zl’—x

satisfaisant a des conditions analogues, F[F,(x)] est ausst trans-
cendant.
En particulier, F(F(x)) est transcendant.

Remarque I. — Quand k = k,, la démonstration se simplifie nota-
blement, car, sil'on prend m = n, les inégalités (37) sont des consé-
quences des lemmes I et II.

Remarque I1. — On est ainsi conduit 4 se poser encore ce probléme
que nous nous contenterons d'indiquer.

x restant rationnel, et ¥, ¥\, ¥, ... étant des fonctions de méme
Jorme que T, F(F. (Fy(I, ))), par exemple, est-il transcendant?
En particulier F( (F(F))) est-il transcendant? Autrement dit, les

fonctions F du théoréme précédent ne donnent-elles, par itération,
que des nombres transcendants?

Journ. de Math. (5° série), tome X. — Fasc, III, 1go4. 4'
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§ VIII. — Remarques diverses.

1. Eztension des considérations précédentes @ des sérics ayant
un rayon de convergence fing. — Considérons unc fonction

f(“’) :2 e, &%,

(ui peut avoir un rayon de convergence fini, 1 par exemple, ¢t ol ©,
est un entier qui croit constamment ct indéliniment avee n. On a,

sl-—<1,

)=l B

Pn})m"= 1)0’ ([u(/ "= \:17

posons

Q.. divise Q,, si ¢, divise ¢,,,. Soil

=X

o[ P R A . .
f(l—> = I(1). I'(5), pour unc croissance asscz rapide des ©,, cst
1
unc fonclion entitre.

Eu égard au mode de décroissance des a, il peul se faire ue, sous
cette nouvelle forme, on apergoive, comme corolluires des théorémes
L ’ My . ) ' 1 .
précédents, des propriéiés de f <L) que ces théorémes ne pouvaient
q

pas donner.
Ezemple : soitp=1,¢9>1, p,=1, ¢,=n!,

.'[,'mu

OB

€

Pn R I -1
o = NO= X

1
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QIDOMTDKI—Imprlmeur
BO. r. Mosart. Paris, 18=dme.

‘PRIX 5 FRANGCS.
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Si F(z) est d'indice Z 3, ce qui arrivera si @, est donné et

1
= Gk(ll)_n(i+5”), ’i’i 2,

on voit que I*(7) est transcendant, par suite aussi f(é)

Une partic des théorémes précédents doit alors s’étendre aux fonc-
tions f(«) Arayon de convergence fini ou infini présentant des lacunes
d’étendue asscz rapidement croissante avee n, en particulier au pro-
duit et au quotient de deux fonctions de cette nature. Ainsi, dans
'exemple précédent, les fonctions rationnelles & coefficients rationnels

des nombres de la forme f ( ) sont des nombres’ rationnels ou trans-

1
q
cendants (théoréme XV).
Nous nous contenterons d’avoir signalé ce fait. Nous avons d’ailleurs
d¢ja indiqué antérieurement des propriétés semblables de fonctions
analogues a f(x) (').

II. Sur (*) une propriéié curicuse des nombres X. — On sait
(propriété I'), d’aprés Liouville (*), que, ¢tant donné un nombre X,
limitc d'une série infinie donnée de fractions rationnelles,

PP, B
o’ o Q.

. s Pul qe : .
si les différences l X, = Q’-‘-l décroissent assez vite quand » croit indéfi-
n

niment, ce nombre X, est transcendant.

Soit, en particulier, une fraction exprimée dans un syst¢me de
numération de base ¢ qui présente dans son expression des suites
de zéros de plus en plus longues au fur ct & mesure que 'on s’¢loigne
de la virgule vers la droite. Si le nombre de zéros de ces suites croit
assez vite, on obtient les nombres transcendants que nous avons appelés

(') Journal de mathématiques, 1902, p. 419, h29. ‘
(*) Voir Comptes rendus, 1901, 2¢ semestre, p. 1191, la définition de ces
nombres, rappelée d’ailleurs ci-aprés.

(®) LiouvviLLe, Journal de mathématiques, 1851, et Borev, lLegons sur la
théorie des fonctions, 1898, p. 26.
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les nombres X définis précisément par cette propriété de leurs suites
de zéros dans leur expression dans un systéme de numération (').

Les nombres X jouissent d'une propriété excessivement remar-
quable, quilcur donne vraiment un caractére spécial : soit

& 5 3 r
= — —= e - cee 1).
X q¢‘+q¢,+ +q%+ (X <)
Supposons ici &,, ..., O, ... cntiers positifs, g — 1, {, croissant
assez vite avee n pour une valeur au moins de g. La fraction rationnelle

peut éire développée dans le systtme de numération de base ¢, (g,
premicr & ¢).

Quand nous effectuons, dans ce systéme de numération, la division
de B, par ¢%, tous les restes sont < ¢¥.. La division ne peut d’ailleurs
pas s'arréler, car si, par exemple,

Bn _— C 4
el (C entier),
B,gt=Cg",
T , . B
et g% devrait diviser B, : le développement en fraction de —2 dans le

7 PP 7
systéme de numération de base ¢, est done illimité.

Mais, les restes étant < ¢%, on finira, au bout d’un nombre limité
d’opérations, par retomber sur le méme reste : la fraction obtenue est
périodique. On aura ainsi

B, A A, 1 1
T T\t T gm )

A, = o étant la période, qui a @, chiffres. On a ici y, = o, c’est-a-dire

que ]: est une fraction périodique simiple. En effet, le premier chiffre

(*) Comptes rendus, 1901, 2° semestre, p. 11g1.
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de la période étant le premier chifire de A, les derniers de A etde A,
sont différents, A — A, £ 0 (mod ¢),

EL‘.-— A + A ! _.A_*_ A, A(q?l—l)"_Al
gh T g T T T g T T gRT )

95"

Iin chassant les dénominateurs, on voit que g% doit diviser le numé-
rateur du deuxi¢me membre, si y, > o, ce qui cxige y, = o.
D’autre part

X_Xﬂ_' .;:-l‘ (l + alu—l )’

6,,, tendant vers o quand n croit indéfiniment. Le premier chiffre
sngmﬁcatlf = o dans I'expression de X — X, dans le systéme de numé-
ration de basc ¢, est le ™, n,., étant aussi grand que I'on veut par
rapport & ,, si §,,, est assez grand par rapport 4 ,. On a

X=5n -+ qm(: el);

; a avec X, dans le systéme de

numération de base ¢,, & droite de la virgule; si la période A, ne
comprend pas que des chiffres ¢, —1 (des g si ¢,=10), au moins
les 9., — @, premiers chiffres significatifs communs; ceci a lieu dés
lors quand A, ne se réduit pas au chiffre unique ¢, —1, (@, =1). Sj,

. f
le dernier terme est <_"—,,n —p» el
1'!%'

B,
au contraire, ce cas particulier a lieu, dans —* 5 , tous les chiffres seralent
qn

des chiffres ¢, — 1. On aurait

=2 )
—_ = + -+ — +. =1
g ¢ 9 q. !

ce qui n’a pas lieu : autrement dit, ce cas particulier exceptionnel ne
peut se présenter. , .

Bu-«-l

qq'ru-n )
4 droite de la virgule, au moins les ¥,., — @, premiers chiffres signi-
ficatifs communs. D'ailleurs @, est fonction de q,n, @, et N, de Yy,

Dés lors,

et X ont, dans le syst¢tme de numération de base ¢,,
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Tpse d€ $oya s o0 peut prendre la croissance de ¢, avec n assez rapide
pour que ¥,,, — @, soit aussi grand que I'on veut par rapport i 1,
Tose — @, aussi grand que 'on veut par rapport & n,,, — @, ¢t Myy.
Dans I'intervalle I entre le premier et le (4,,. — @,;)*™ chiffre signi-
ficatif & droile de la virgule, les chiffres appartiennent aux périodes
i b
Turs™ T2

jog v . .
2 croit aussi vite que l'on veut, et I'in-

3 , . .
de :]—q’,'ﬂ : @, ¢lant le nombre de chiffres de la période de
LEg} .

croit assez vite avec n,
2

tervalle I comprend autant de périodes que I'on veut de %‘*—‘ Par
conséquent, lorsque ¢, croit suffisamment vite avec n, le dévelop-

pement de X, dans le syst¢tme de numération de base ¢,, nombre
premier & ¢, présente, & la droite de la virgule, une infinit¢ de suites
de chiffres s,, 8, ..., Sy, - .., dont chacune est formée par la répétition
d’un méme groupe de chiffres un nombre aussi grand de fois que I'on
veut (quand m est assez grand). Ces fractions sont ainsi voisines des
fractions périodiques, et I'on peut les appeler quasi-périodiques;
dec méme, on pourra appeler les nombres X dans le systéme de numé-
ration de base ¢, 4 cause de leurs suites de o ct les nombres X, précé-
dents (p. 357), des nombres quasi-rationnels.

On connait cette proposition d’arithmétique élémentaire, résultant
d’ailleurs de ce qui précéde : :

Un nombre rationnel £ (p, ¢ entiers premiers entre ecux) est
q

représenté dans tout systéme de numération de base q, premicre
& q par une fraction périodique.

La démonstration précédente nous donne le théoréme suivant
corrélatif pour les nombres X, ou nombres quasi-rationnels.

Tukorime XVII. — Soit un nombre (')

X=A+i%
4 1

(') Quand A 20, en ajoutant — A, on obtient un des nombres étudiés ci-dessus.
La somme d’un nombre entier, rationnel ou algébrique, et d’'un nombre transcen-
dant est d’ailleurs un nombre transcendant.
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(8. entier positif Sq—1; A, q entiers; Y, fonclion croissante de n)
qui, représenté dans le systéme de numération de base ¢, posséde,
aprés le Y™ chiffre significatif a droite de la virgule, un nombre
de zéros suffisamment grand (ce qui revient & dire que }, croil
asses vite avec n), aulrement dit, par définition, un nombre quasi-
rationnel dans le systéme de numération de base q.

Dans un systéme de numération de base g, premiére a q, X est
représenté par A + une fraction quasi-périodique simple, c’esi-
a-dire une fraction qui présente immédiatement & la droite de la
virgule une infinité de suites s,, S35 ...y Sy, ... de chiffres dont
chacune est formée par la répétition un nombre aussi grand que
Pon veut de fois(dés que m est assez grand) d’un méme groupe de
chiffres, les périodes commencart aussitdt apres la virgule.

On peut établir une proposition en partie réciproque.

Considérons, cn effet, une fraction quasi-périodique dans un sys-
téme de numération de base ¢,, et une de ces suites s,, par exemple,
en supposant toutefois, pour plus de généralité, que cette fraction
posséde immédiatement & droite de la virgule un certain nombre
de chiffres n’appartenant pas aux périodes. Soit A, la période corres-
pondant & s,,, de A, chiffres : on pourra écrire

X’:C"+ A (1—+—-[—+...+ ! ) D,

—_— - -+ ’
(]?n (/‘}n*‘)m q'l-n [I'l‘ w—Lihn (I?u*‘k whntd

\J kll‘f—l

ol = croit suffisamment vite avec n, D, quantité < ¢,, A, < g[’,‘"- L
CnS¢i" — 1, a, reslant limité ou ne croissant pas trop vite avec n.

1
i —

x=boy M T D,
A = — )
(j?n q?,‘-b-).,, — _])— q(f“-i-k,,l,,—i—l
qm"
. X = Cn A D, A,

+ - ,
gF g fr—1) T g gl (g — 1)’
X. - Cn(‘l)i"— l) -+ Au — D,,((])."'—' l) - A,,,(h .
@D (gh— g

Le premier membre décroit aussi vite que I'on veut quand n croit,
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pourvu que s, et k, croissent assez vite avec n. D'aprés le théoréme
connu de Liouville (propriété I, p. 2g6), X' est transcendant. D’oti ce
théoréme :

Tukorkme XVIIL. — Soit une fraction X’ quasi-périodique dans
le systéme de numération de base q,, c'est-a-dire, par définition,
une fraclion qui présente, d la droite de la virgule, une infinité de
SULLES Sy, Sy + vy Spy ++ . de chiffres dont chacune est formée par la
répétition un nombre k, k,, ..., k,, ... de fois au moins d’un méme
groupe de chiffres, ces suites commengant ou non aprés la virgule
(le nombre de chiffres a, de la partie non périodique immédia-
tement & droite de la virgule ne croissant pas trop vite quand n
crolt ou restant limité). St k, crolt assez vite avec n par rapport

a %’f et a,, X' est transcendant (*).
n

Cette derni¢re propriél¢ s’étend aux fractions continucs cuasi-
périodiques simples ou mixtes (la suite des quolients incomplets
remplacant la suite des nombres & la droite de la virgule). Nous
avons ainsi des exemples, les premiers, croyons-nous, de fraclions
continues arithmétiques dont tous les quoticnts incomplets sont
limités, et dont on puisse affirmer la transcendance (*).

Bourg-la-Reine, janvier 1go4.

(!) Ges deux théorémes peuvenl étre considérés comme se rattachant a un
ordre d'idées ayant provoqué plusieurs questions dans U’fntermédiaire des
Mathématiciens. Exemples : questions 1836, 1896, 2088, 2464, 2465. Le pre-
mier donne méme une réponse i la question ‘2688‘ posée par nous.

(%) On savait toutefois qu'il y en avait (votf, par exemple BOREL, Legons sur
la théorie des fonctions, p. 33). "'w ey ;‘
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