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Sur les fonqt^or\s, monodromes et les nombres transcendants ; 

EDMOND MAILLET. 

Introduction. 

Dans trois Communications à l'Académie des Sciences, en 1903, et 
un Mémoire corrélatif (1), nous avons indiqué une classification des 
fonctions entières d'ordre infini, non transfini, et de celles d'ordre 
zéro. Nous commençons ici (§1) par compléter cette classification 
pour les fonctions entières d'ordre zéro : si une fonction entière 

/O)=2amxm 

renferme une infinité de coefficients tels que \a
m

\ = e
k
(m) ^ ' 

(p entier, lime = ο pour m — 00), les autres ayant un module plus 
petit que ne l'indique cette égalité, on a, en désignant par M

r
 le 

maximum du module de/(a?) pour | χ | = r, et posant 

E(œ, *,p)=2-^. 

M
r
<E(r, ρ π- ε'), et, pour une infinité de valeurs de r, 

E(r, A:, ρ — ε') (ε' analogue à ε). 

Nous n'avions antérieurement établi ce résultat que pour k<i. 

Ο Comptes rendus, 1903, ier semestre, p. 348, 2e semestre, p. 407 et 478. — 
Journal de l'École Polytechnique, 1904 et 1905. 

Journ. de Math. ( 5* série), tome X. — Fasc. III, 1904. ^ 
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Dès lors cette classification, un théorème de M. Hadamard (auquel 
il n'est indispensable de se reporter que pour les fonctions d'ordre 
transfini ou d'indice infini) et une proposition de Liouville sur les 
fractions rationnelles approchées d'un nombre irrationnel ou trans-
cendant, nous ont permis de préciser des résultats obtenus par nous 
au sujet de ces derniers nombres et d'en obtenir de nouveaux; 
nous exposons ces recherches dans le présent Mémoire (§ II et sui-
vants). 

Étant donnée une fonction entière /(#) = 2 um — 2 α^χηι que^-

conque, en s'aidant d'un théorème de M. Hadamard, on peut toujours 
déterminer une fonction de m croissant constamment avec m, 
et telle que f(%) renferme une infinité de coefficients a

fn
 satisfaisant à 

~ > ?!,«„ quel que soit l > o. 

Pour les fonctions entières d'ordre non transfini ou d'indice fini, 
notre classification permet d'arriver directement à cette inégalité 

en prenant <p
w

=(logAra)p (ε, fini aussi petit qu'on veut pour m 
assez grand), quand f(oc) renferme une infinité de coefficients tels que 

\a
n

\~* = (log
A
/tt)"^p e\ les autres ayant leurs modules plus petits 

que ne l'indique cette égalité. 
De là, et de quelques lemmes relatifs aux fonctions ek(m), nous 

concluons divers résultats sur l'irrationnalité ou la transcendance des 

nombres ou
 /(jfy 09 entiers, a

n
 rationnel), principalement 

quand a
n
 est positif ou que croît constamment et indéfiniment 

avec η (a„réel). Ainsi soit a
n
 = —> et p

n)
 q

n
, entiers; quand l'in-

dice k>3 et ^
Λ
<βΑ(/&)ΤΛ n

'
est

 P
as al£®krique; Pour 

les deux formes de a
n
 ci-dessus, f(fy

 est transcendant ̂  > o^. Il y 

a des extensions aux fonctions entières d'ordre quelconque présentant 
des lacunes. 

Nous étudions ensuite les nombres dérivés des fonctions entières ou 
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quasi-entières de la forme 

ïW = FW + F,(i) +- + FM(^> 

(α,, a% rationnels), où F(a?), F,(cr), Fe^-ι(λ?) sont de la 
forme 

0 

|^>3
?
 entier, 0

λ
=0*(Λ)^ , o</>„< ^Α(Λ)

6

»^, et aussi les 

nombres dérivés de la somme, du produit, du quotient (fonctions 
quasi-méromorphes), plus généralement d'une fraction rationnelle à 
coefficients rationnels de fonctions φ (a?). Ainsi, quand les a,, OQ 

sont tous négatifs, tout polynome à coefficients rationnels positifs de 
fonctions <p(œ), s'il ne se réduit pas à une fraction rationnelle en #, 
prend pour χ rationnel positif une valeur transcendante. Toute fonc-
tion rationnelle à coefficients rationnels des fonctions F(a?), où χ ra-
tionnel quelconque, est un nombre, exceptionnellement rationnel, en 
général transcendant, et qui n'est jamais algébrique. Enfin F[F< (*>]■ 
pour χ rationnel > ο est transcendant si Zr> 3 (k{ indice de F, ). 

On obtient des théorèmes analogues, mais souvent bien moins 
généraux, quand F (a?) est d'indice 2 ou 1. Ainsi, soient 0, θ,, 0

2
, 0

3 

les quatre fonctions 0 de Jacobi (notations du Cours d'Analyse litho-

graphié de l'École Polytechnique, de M. Jordan); 

· · · sont des irrationnelles (r entier > 1). 

Il y a aussi des extensions aux fonctions non entières, avec lacunes, 
et dont le rayon de convergence est fini. 

En terminant, nous définissons les nombres quasi-rationnels et les 
fractions ordinaires ou continues quasi-périodiques qui ont des carac-
tères voisins de ceux des nombres rationnels et des fractions ordi-
naires ou continues périodiques : une fraction ordinaire ou continue 
quasi-périodique est un nombre transcendant. 

La lecture de notre Mémoire exige seulement la connaissance du 
Cours d'Analyse de l'École Polytechnique, d'un passage d'un Mé-
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moire de M. Hadamard indiqué plus loin, de notre Mémoire précité 
du Journal de VÉcole Polytechnique et de ce qui est nécessaire pour 
l'intelligence de ce dernier et s'y trouve mentionné. 

§ I. — Sur les fonctions entières d'ordre zéro. 

Considérons la fonction 

(0 f(x) =2 u>» 

dont les coefficients peuvent s'écrire 

\a
m

\ = ek(rn)~m\ 

Supposons de plus que, pour une infinité de valeurs de m, dès que 
m > p., on puisse écrire 

(2) θ4^τ>0 (θ,, 0 donnés fixes), 

quel que soit m, la valeur de τ pour les autres étant > θ,. 
Soit τ4 la valeur de τ correspondant à un de ces coefficients satis-

faisant à (2), d'indice m. Considérons, quand m croît, la suite des 
valeurs τ, ; portons dans un plan où nous prenons deux axes rectan-
gulaires Ο ira, Οτ,, m en abscisse, τ, en ordonnée. Nous obtiendrons 
une suite de points compris entre les droites τ, = ô, τ, = θ,. Parmi 
ces points, quand m croît, nous en prendrons un pour lequel τ, a une 
valeur ^ < celle de tous les précédents (pour m = m')\ puis nous 
prendrons m > m', et, quand m croît, le premier de tous ces points 
pour lequel τ4 = τ',<τ',, si la chose est possible, et ainsi de suite. Si 
ceci peut se poursuivre indéfiniment, , τ", ... vont en décroissant 
indéfiniment (ou ne croissant pas), tout en restant >0. Cette suite s, 
de quantités possède une limite η,, c'est-à-dire que, dès que m est 
assez grand, τ(Ϊ}= -h ε (lims = Ο pour m = QO). Si ceci ne peut se 
poursuivre indéfiniment pour une certaine valeur m\ de m, = τ,, 
et les valeurs de τ4

 correspondant à m > m'[ sont > τ". On peut rai-
sonner alors comme nous venons de le faire sur les quantités τ

4
 corres-

pondant à m > m"
{
 \ ou bien on y trouvera une infinité de nombres τ^, 
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τ*,... possédant une limite η2 au plus égale à tous les nombres τ, 
quand m > m"; ou bien on y trouvera une quantité τ^1, analogue à τ™, 
et ainsi de suite. Finalement, en continuant, ou bien on trouvera une 
suite analogue à s{, ou bien on aura une suite σ de quantités τ,', τ1^,... 
correspondant à des valeurs m", mf, ... de /w telles que, pour m > rn^, 
par exemple, on ait Cette suite σ est formée de quantités 
croissantes <8, ; elle doit donc tendre vers une limite η', c'est-à-dire 
que, dès que m est assez grand, pour une infinité de valeurs de τ,, 
τ, = η' — ε' (lime' = ο pour m = αο). 

Par conséquent, ceci s'appliquant aussi bien aux fonctions d'ordre 
fini ou infini, mais non transfini (4) : 

LEMME. — Soit une fonction entière 

( I ) 

qui possède une infinité de coefficients a
m
 tels que 

\a,n\ =ek(m)-"n 

(k entier positif, nul ou négatif), avec 

8,>τ^θ (0, Θ
Η
 donnés et fixes), 

la valeur de τ pour les autres coefficients étant plus grande que ô,. Il 

existe un nombre ρ tel que et que f (x) renferme une in-

finité de coefficients a
m
 satisfaisant à 

(3) \am\ = eh(m) 

(lim£ = o pour m = oo), les autres ayant une valeur plus petite 
que ne Γ indique cette égalité. Les coefficients satisfaisant à l'éga-
lité (3) seront dits principaux. 

(*) Si l'on pose log_*(/w) = e^(m). 
36. 
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Soit i. Nous avons vu dans un Mémoire antérieur (') que 
Ton avait alors 

(4) I f(x) !=Γ(<^ε»),ο8*Γ 

(r= |λ?|), dès que Γ>ξ, ξ fini, et que, pour une infinité de valeurs 
de | a?[, | f(x) | >r(1"*»,lo^r. Mais ce résultat ne fournit aucune indica-
tion sur le caractère spécial que donne à f(x) le nombre ρ parmi les 
fonctions d'ordre zéro satisfaisant aux conditions du lemme précédent. 

Il nous suffira, pour ce qui suit, d'établir à cet égard la propriété 
suivante : 

THÉORÈME. — Soit une fonction entière 

(ι) /ο»)=2Χ'®",> 

oil, pour une infinité de valeurs m, de m, 

KI = e*W ",l(ë~e) (/c>i), 

les autres coefficients a
m
 ayant un module plus petit que ne l'in-

dique cette égalité. 
Prenons \ x\ = r, (2) 

logr, = Q — e
k
_

K
{m

K
) [e

k
_

2
{m<). ..e

K
(m

s
)m

K
 +1]. 

On a 

|/(i)| = (i + e')et(Bi,f > 

Pour une valeur quelconque de \ x\ = r déterminons m
2
 par 

lo gr=(~ — e''SJe
k
-
i
(m

2
)[e

k
_

2
(m

2
)...e

{
(m

2
)m

2
-\-i] 

(1 ) Comptes rendus, p. 407, prop. Y et VI, 17 août 1908, et Journal de l'École 
Polytechnique, 1904 et 1905, p. 43. 

( *) Pour k — î, la prôpriété correspondant à ce théorème est établie dans notre 
Mémoire précité. Nous supposons donc k > 1. 
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(ε"fini, mais aussi petit qu'on veut)\ on a 

|/(*)| <(. + e') 

En effet, on a, pour r = | χ |, 

(5) l«»l= 

(6) log·) um| = m\o%r — f £ - s) m 

Pour une valeur de r, m étant entier ou non, l'expression du deuxième 
membre de (6), où on laisse ε fixe, est maxima (elle comporte évidem-
ment un maximum et non un minimum) quand 

(7) l°g/·- 0 - s)e*-)Wh-
2
W-?iWw + i] = o. 

Donnons à m une valeur assez grande, et telle que \a
m

 \ soit 
coefficient principal, et à ε la valeur correspondante ε, ; la formule 
ci-dessus nous détermine une valeur i\ de r. On a 

(8) 

log r, = — ε,) e
kyl

(w,)[i*-,(m
t
)... m, 4- 1], 

log| | = (\ - ε,) (m,) )... m] -h m,] 

^p Gk-\(jft\)> 

log|"//J = (^ - ε«) )m';. 

Soit u
m
^i (i positif ou négatif φ ο) un autre terme de la série 

umx+i = 71 Τ Γ > 

dès que m
t
 + i est assez grand, | ε' | < ε

2
, 

log) I£(m, + i)log'· — - h)(m, + i)e
k
_,(m

t
 + i). 
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Lorsque r a la valeur r
4
 [formule (7)], 

log Oseti <(m, +/)(i - eje*.,(m,)[<?A_a(m4)...m, + i] 

_(ρ£>)κ+ 0 + i) 

- (i — εΛβ*_
(
(/»,)e*_

2
(/re,). ..e,(m,)m% 

——<iek.l(ml)ek^(m,)...et(m,)m,+(ml + i)ek.l(ml) 

- (ι — ε>)(ι», + i)e
k
_,(m, + ί')= Ν, 

(ε, fixe). 

Considérons la valeur de N,- quand i est entier ou non. 
Soit i > ο : 

Ν/ί<?»_ι(/»ι). ..e,(«,)»», U'h- ̂  + 1) 

— ~ '»)(»*< + »)ek-i(m, + i). 
Si k = 2 : 

N,- = (*-+- ̂  + 1) - 0 — e
3
)(m

1
 -f- ï)ew«+<* 

= e,w' [;/i, i -h i H- m, — (1 — ε
3
) (m

i + i) e']. 
Or 

Nf + λ emi+i = e'"« [/w, ϊ+ι + ηι
(
-(ι — ε

3
) (m, -H ι)β£'+ λ e']. 

La dérivée de la parenthèse par rapport à i est 

m
K

-\~ 1 — (1 — ε3)
βΙ — C1 — + ι)βί+λβ'<ο, 

dès que λ == ο, ι, i 

La parenthèse est alors au plus égale à 

! -h ~ — (1 — ε
3
) (in

i
 +1) èi ■+· λ é1 < o, 

car 1562, et 
Ν,·<— 0,1 em^. 
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En général, quand ft > 2, 

Nf2e*-t(»»
)
),+'i(' + ̂  +1) - (' — «.)(>»,+ i)e

k
.,(m, + i), 

où ne dépend que de m
{
 (lime, = ο pour m

{
 = 00), 

Vi ("I.+ *)=<?*-• ("O*’* (')> 

dès que i>{ et Âr^3; 

Ν
ί
4-λβ

Α
_

1
(/Λ

1
 + y — -H 

- [1 - ε,)(m{ ■+■ i) - λ] ek(m{ -+- i) < o, 
Ν,· < - λ 4- ί) 

Finalement, quel que soit ft > 1, pour 

Νί<~ ο,ιβ*_
4
(/?ι,+ 0» 

g(p £>)Ν> _ 1 > 1 

λ' fini positif, quand i au moins égal à entier ou non ; 
00 

ΣΚΚΙUm»! ^'(»,+1) y1 ■*" Jij? + * * *) 
mt+1 

ev„,,,+„(\ _ Λ ~1 1 o*"»,(év_ 0 < I "-»■ I ε« 

(ε
4
 aussi petit qu'on veut quand assez grand). 
Soit maintenant i négatif et = — i

(
 et ft ]> 1. 

N,<e*_,(/ra,)[ii?*-2(/rc
t
). ..m

i
 + m

K
 -h i] 

< ek_4
 ) (- m

{
 i

{
 + m, - h ) <- e*_, (m, ) si ι

4
> 1 ; 

Um*+i < c~^"ek-^m\). 

Λ nni positir. 

(l) Il suffit 
ek~t ( mi + / ) > 1, a e*_, ( m

4
 ), 

βλ-3(ΉιΗ- t) = log I,24~ /?lj ), 
ce qui a heu. 
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La somme des modules des ms premiers termes (à part un nombre 
fini) est 

I ^/B
1

1 ^51 

où ε
5
 est aussi petit qu'on veut. 

Nous avons négligé, dans cette évaluation, la somme des modules 
d'un nombre fini de termes, somme plus petite que 

Ar^1 (A, [A, finis), 

dont le logarithme est plus petit que log A 4- (x, log/*,, terme aussi petit 
qu'on veut par rapport à log· | «

TOi
| [formule (8)] quand m, assez 

grand. 
Finalement, le module de \u

Mt
\ est aussi grand qu'on veut par 

rapport à la somme des modules des autres termes. 
Nous avons ainsi établi la première moitié de notre théorème : 

Il existe une infinité de valeurs entières τη, de m pour lesquelles 
le module de /(#) est 

Ι/ΟΌΙ = (1 + ε«) lAM, 1 = (' ·+· ε ' > 

quand 

|a:|=r = et(ire
1
)vP ' , 

a„,
t
 étant alors un coefficient principal. 

Passons à la seconde moitié. 
Au lieu d'opérer en donnant dans (7) à r la valeur qui correspond 

à m = mir nous pouvons nous donner, a priori, r et considérer la 
série 

ek(m)P 

r étant donné, si nous cherchons le maximum de -, nous soiùmes 

conduit à (7), où ε t= o, et nous savons que, si m
2 est la racine corres-
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pondante [(7) n'en ayant évidemment qu'une], 

logU
m

< ^ ( w
a
)... e, ( m

2
 )ml = log Y. 

Pour la même valeur de r, formons 

logj (m
a
 h-i entier). 

ploglï^ii = (m
i
+i)e

k
^(m

a
)[e

k
_
2
(m

2
)...m

2
+1] 

— (m
2
 + i) ek_K

 (m
2
 -+- i) 

~ e
k
-\{*n

3
) (m

2
)m\ == NJ 

= i ... e,(/w
2
)/w

2 

H- (Wa "H *")**-« (
m

a) — (^2+ 0· 

m
2
 H- i est entier ; si ί = ο, U

Bli+i
 = Y ; soit ι ψ ο : quand | i | > 1, tous 

nos raisonnements faits sur N, s'appliquent à NJ et l'on est conduit 
aux mêmes limites supérieures de NJ; le seul cas où il est douteux que 
des inégalités de même nature aient lieu est celui où |i|< '> c'est-
à-dire celui qui correspond aux termes Ug(el|„ UE(mi)+1 en suppo-
sant m% non entier. 

La somme des autres termes de Σ U
TO
 d'après ce qui précède est < ε

β
 V. 

Pour montrer que Σϋ
Λ

<(ι -h ε
7
)Υ, il reste à faire voir que 

UE(m
s
)H- UE(IMi)+1

2(I -l· ε
8
)Υ. 

Soient 
E(m

%
) — m*— i

{
, E(m,) + i = /»,+ î„ 

-T- = I , L
A OU L

\ = ~' 

Il s'agit de prouver que, si 

I — V ' — V ' 

X, + X,<n-ti. 
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Quand k = 2, 

NJ = i EWLM
2
 — (m

2
 H- I) E,MRH 4- (M

2
 4- T)em% 

NJ e"~m— im
2 4- m* 4- Ί —- (/?Ï

2
 4- I)EL'< Î'M. 

4~ /w
2
 4-i — (4- i) ( 1 4- ï) = — i*? 

car e']> 1 4-t,1 positif ou négatif; 

N;<- iV\ 

Les deux valeurs X
4
, X

2
 sont au plus égales à 

e p = a~li, e Ρ = α-'·, 

où α est aussi grand qu'on veut. Leur somme est 

S = or'* 4- ar'* ; 

| i
A
 | ou 1i

2
1 est > ̂  et l'une des quantités cr** ou est aussi petite 

qu'on veut pour m
2 assez grand; par suite, on a bien S <1 4- ε

8
. 

Quand k > 2, on a pour «2= 

log ïs^is < _ m,, 

d'après ce qu'on a vu pour N
t
·. 

D'autre part, pour i négatif == — i
n 

NJ< e
k
_
t
(m

2
)\ie

k
_

2
(m

2
) ... m

2
4- m

2
4- iJ 

< e
A
_, (m

2
) ( - i

i
 m\ 4· m, -*,)<- e

k
_

x
 (m

a
), 

si 

18 ' l> •' l = ö’ 

par suite, quand A:>3, l'un des rapports Ue(Ç,1+1 est toujours 
aussi petit qu'on veut pour m2 assez grand, et leur somme est bien 
encore <14- ε8. 
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Par conséquent, 22U
m
 est bien < V(i -h ετ). 

Étant donné alors/(a?), où ^ , on peut choisir 
une quantité ε" finie aussi petite qu'on veut et telle que, à partir d'une 

certaine valeur de m, [a
iw

|_ ,>0A(m)^p ' . Le module de f(x) 

pour \x\ = r est 5(i -h s"')V Ç-j—r—· Posant ~ — ε"= —> et 

appliquant à la série du deuxième membre de cette inégalité le 
résultat obtenu pour 2U

/W
, on arrive à la seconde moitié du théorème. 

c. Q. F. D. 

Remarque. — Il suit de là que le nombre ρ est bien pour la fonc-
tion /(a?) un nombre caractéristique. Si 

E(*, *,p)=2-^â» 

on a, quel que soit | χ | = /·, M
r
 étant le maximum de |/(a?) | pour 

1*1='·, 
(9) Μ

Γ

<Ε(Γ,Α, ρ + ε), 

et, pour une infinité de valeurs de r déterminées comme l'indique 
l'énoncé 

(10) Μ,>Ε(/·,Α·,ρ-ε). 

On pourra dir.e alors que f(x) est d'indice k et d'ordre (o, k, p) ('). 
Les inégalités (9) et (10) sont encore vraies pour k = 1 (Mémoire 

précité, p. 34 et 36). 

(l) Les extensions aux fonctions quasi-entières et aux fonctions monodromes 
sont évidentes. 
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§Π. 

Soit 

/(*) =2«m = 2°"'a:°' 

une fonction entière quelconque; M. Hadamard a montré (') que l'on 
Κ pouvait toujours déterminer une fonction <p

m
 de m telle que L<p

w
+ — 

(K entier arbitraire), et, a fortiori, L<p
n
, ou fût constamment 

croissant avec m, dès que m dépasse une certaine limite, et telle 
encore que 

(«) |e»|"'-îC> 

l'égalité \αΜ\~{ = <γ2 ayant lieu pour une infinité de valeurs de m. 
Soit m{ une de ces valeurs : 

am,-bf | | ~~ ">i+l 

Nous pouvons ainsi énoncer ce théorème, corollaire immédiat du 
théorème précité de M. Hadamard : 

THÉORÈME I. — Soit 

(il) /(a?) =^uin=^iamxm 

une fonction entière absolument quelconque : on peut toujours 
déterminer une fonction croissant constamment avec m, et telle 
que (i) renferme une infinité de coefficients a

m
 satisfaisant à Viné-

galité 

<
i2

> èM-

quel que soit l>o. 

(1 ) Journal de mathématiques, i8g3. 
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On peut indiquer une variante de l'inégalité (12) qui peut être 
utile : nous aurons 

9»μΛ= ?»H-2 * ' ' fm+i-

Donc, a fortiori, on aura 

(l3) <p
m+a · · · fm+i 

pour une infinité de valeurs de m. 
Il est évident que ces inégalités (12) et (i3) se conserveront pour 

une fonction ψ
Λ

 croissante, mais telle que ψ,„< <p
m

. 

Dans le cas des fonctions entières d'ordre non transfini ou d'indice 
fini, un de nos Mémoires précédents (1 ) permet une détermination 
simple et directe d'une pareille fonction ψ^, sans qu'il soit nécessaire 
de s'appuyer sur l'inégalité (a) de M. Hadamard. 

En effet : 
i° Ordre >0 et non trans fini. — Prenons une fonction d'ordre 

(A, p), en nous bornant au cas où ρ est fini et φ ο; il y a une infinité 
de coefficients a

m
 tels que 

(14) | Q>m \ = (où ε dépend de m), 

les autres ayant un module plus petit que ne l'indique cette formule. 
Prenons ces coefficients a

m
\ si, pour une infinité d'entre eux, 

(i5) jS- >[logs(7» + ί)/p e')', 

quel que soit ι(ε, fini, positif, aussi petit qu'on veut dès que m dépasse 
une certaine limite, mais indépendant de m), on peut prendre dans (12), 
mais non dans (a), 

<Ρ»=Ψ»=(1Ο8Αλ)ρ '· 

Sinon, on a, pour une infinité de valeurs de m, par suite pour une 

(') Comptes rendus, ior sem., p. 348; 2e sem. i»)o3, p. 407 et 478; Journal 
de l'Eeole Polytechnique, 1904. 
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d'entre elles, des inégalités de la forme 

(l6) |~ !<[log*(™ + i/)]"', 

où - — τ est fini et positif (τ fixe). 

Ceci ne peut avoir lieu pour une infinité de valeurs de i), i2> · · J 

sans quoi dans la série 

Σ — | U
m

 | ■+■ | M/n-hi, [ "ί" 1 Mm+i
t
 | H" · · · j 

| «»«·, I ·> I I [|ogi(m + 

et 

i> l«m|jr+
 [lofo(in + ii)]xi, +

 [log4(m ++ ···J· 

Le second membre est une série entière d'ordre (k, > (k, p), 

alors que Σ est forcément d'ordre <(&, p); résultat absurde. Do'nc 
l'inégalité (16) n'a lieu que pour un nombre fini de valeurs ij. Soit i' 
la plus grande de ces valeurs. On a 

~^|<[lo g*(m-h !')]*> 

et, quel que soit /, 

| > [logj(m H- i' + /)](? 

I anu-ï+l ι ^«s /1 \ > 

It am+V am+t'+l 

quel que soit l; en sorte que l'inégalité (i5) a lieu pour a,
n+i

> : il y a 
alors une infinité de valeurs dew + i' satisfaisant à cette inégalité, et 
Von peut toujours prendre 

ψ»= (l°gA«)P ''· 
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2° Ordre non nul, indice non infini. — Les mêmes raisonnements 
subsistent avec des valeurs négatives de k, grâce à la notation 

log-4'® = e
k
{x), 

au théorème du paragraphe T, page 280, et à la remarque de la 
page 287. c. Q. F. M 

On peut d'ailleurs toujours supposer que α,,,+f est un coefficient 
principal, c'est-à-dire satisfaisant à(i4)· En effet, sinon, soit 

I 1=[%/.<>+ 

avec τ
2
 — ^ fini et positif. D'après (14) et (16), 

(log*/w) W^p+^<[logy,(/« 4-

avec τ < - <τ3, et, a fortiori, 

(logkmj?' Ρ 

ce qui est absurde. 
Nous pouvons ainsi énoncer le corollaire suivant : 

COROLLAIRE 1. — Soil 

(«ο /(®)=2β»'=Σο'»χ°* 

une fonction entière absolument quelconque d'ordre (k, p) non 
transfini ou d'ordre (o, — /f, ρ ) et d'indice —· k > ο fini. Il γ a une 
infinité de coefficients a

m
 principaux, c'est-à-dire satisfaisant à 

l««.|~l = (log»'»)"'^ 

et tels que 

(12 bis) Jim- >\o%
k(m + lyf Λ 

quel que soit /> ο (ε
4
 fini, positif, aussi petit qu'on veut dès que 

m est supérieur à une certaine limite). 
Journ, de Math. (5* série), tome X. — Fasc. III, 1904. 
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Ceci va nous permettre de déterminer une limite supérieure du 
module E

/n
 de Terreur commise quand on s'arrête, dans le calcul 

de /(a?), au terme d'indice m jouissant de la propriété (12) ou (12 bis). 
On a 

E„< T
M
 = | A

W+
, A"-· 1 -+-1 a

m
^xm+* \ 4-..., 

T,<|<W|( + tes* +...), 

s, ^ ?»l+l» si ^ 9»ί+2 ^ 9»i+t > · · · » 

T»<ia^mi(S+Ë+···)' 

TTO< | anixm |i^i V-T> 

et, si [a?|<ξ, wi assez grand par rapport à ξ, 

E
w
ST

m
<2|a

M
ap

M
|J^- («). 

Quand iw est assez grand, l'erreur a son module aussi petit qu'on 
veut par rapport à celui du dernier des termes non négligés. Nous 
obtenons ainsi ce corollaire : 

COROLLAIRE II. — Tout étant posé comme au théorème ci-dessus, 
et a

m
 étant un coefficient satisfaisant à (12), on a 

/(*>- <ki?j,-i*I> 

(*) On voit de suite que cette inégalité subsiste quand le premier terme 
après um a son indice > m -+-1. Elle est, en effet, remplacée par 

<C 21 Om Xm ] — ■ t 

si &ηι+1 — am+S — · · « — am+^i—1 — αιη+μ.
{
τ^ Ο, et 

'P/w+fii I ~ fm-t-t ¥//r-ht 
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et même, si m est assez grand par rapport à | χ |, 

4 /MTI 

Prenons une fonction f{x) d'ordre (/:, p) non transfini ou d'indice 
fini. D'après le corollaire ï, on peut trouver une infinité de coefficients 
principaux tels que 

>log*(w ■+■1) 9 

( k négatif = — i pour les fonctions d?ordre o). Appliquant le raison-
nement qui nous a conduit au corollaire II, on conclut : 

COROLLAIRE III. — Tout étant posé comme au corollaire I, on a, 
pour une infinité de valeurs de m \a

m
 coefficient principal satis-

faisant à (12 bis)] 

<2M—|a;| le· 

Dans certains cas un peu plus particuliers on peut écrire une inéga-

lité analogue pour toute valeur de m. En effet, supposons que 

soit constamment décroissant, quel que soit n
y
 et tende vers ο quanc 

η croît indéfiniment. On aura pour toute valeur de χ, et pour m assez 
grand, ^ (Α(#), mais quelconque, 

τ;:' = I a
m

+..oc™*21 + I a,„
+3

a;"'+I I +... 

V mMI4- s / 

<Ia
m
^xm+i I(Ι + /C|A? | H- k*\χ|2 +...), 

ou 
■ am+i - \ - η 

k étant aussi petit qu'on veut dès que m est assez grand ; 

W-4-2 

Μτη+Κ | Τ m = | "m-H Mm-h2 "+"··« | 

u m-M + Tt"< m = ro-M I +• ltm+t n . . 
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f(x)—2 u«i diffère donc de I Ww+i | d'aussi peu qu'on veut, et 

|«,»+il(l— 0= /(®)—2"« + 

avec 
ν — a>" . 

Si certains des coefficients a
n
 étaient nuis, le raisonnement subsis-

terait à condition de supposer que le rapport 

I—- (α
η
φο, α

Λ
+^φ ο, α

ηλ
.,—...— β

//+ν
__, — ο) 

fût constamment décroissant et tendît vers zéro avec -· Dans la der-

nière inégalité, il faudrait remplacer u
m+

, par u
m+v

.
{ 

(«»,+, —... — ^Ηί+μ.,—ι — ο, α
ιη
φ ο, α,

η+
.γ.

ι
 φ ο). 

COROLLAIRE IV. — Si f(x) est une fonction entière telle que le 
module du rapport d'un terme φ ο au suivant croisse constamment 
et indéfiniment avec son indice n, pour toute valeur de χ donnée, 
au moins à partir d'une certaine valeur de l'indice, on a, dès que m 
dépasse une certaine limite, 

κ+1»,ΐ(ι-ο= /(*0-2»«· =i«»-h..I(I+o> 

ε tendant vers ο avec u,,^ étant le premier des termes d'indice 

> m qui soit φ ο. 

Nous allons encore établir deux lemmes préliminaires sur les fonc-
tions 

A quelles conditions a-t-on 

c
k
(n-h\){ >c

k
{n)™a, α>ι, Tfixe>-, 
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OU 

ek{n + i)'p+'^> ek(n)',mCi 

Premier cas. — Il faut 

+ cA_, (η H- ι) > ητα eA__, (ri). 

Pour k =. r, ceci est impossible; donc/c > ι. De plus 

los[( η -+■ ι + Ck- a(w + ι)>1θ£/*τα + c
k
^(n). 

Quand Λ: = 2, il faut 

ητ α ^ 7 

(J +
 Ç
)

E
>T«. 

Si τ — £ est assez petit, on pourra prendre α = ι ou 2, ou encore 

α = 2, 1 par exemple. 
Quand k > 3, il faut 

[VA_,— 1] <?
β

*-»Μ>1ο£Λτα — log(/i -f- 1) ̂  -+■ ε^, 

ce qui a toujours lieu pour η assez grand. Donc : 

LEMME I. — Soient τ et ρ deux nombres fixes, avec Τ — ^ > O, 

α un nombre > 1 On a : 

i° Si τ — - est assez petit, 

(λ +1)( "+,) ( Ρ > et ( α )BW, 

pourvu que α < 2, ι ; 
2° Pourk>3, 

Ο
α

(Λ 4- l)(/, + ,>^^>£
A
(rc)"ta, 

«οι/ a. 
37. 
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Deuxième cas. — Il faut 

+ t\Cfc_,(«+ i)>«TaeA._,(«) (ir> i), 

l0g(p + ε) +«jb-a(iH-i)>log/iTa + (/f > 2), 

[eeA-3C"-H<)—_
 r

] eeA-,(«)^> Ιο^Λτα — log ̂  4- sj, 

ce qui a lieu, quels que soient τ et a, dès que k ̂  3. Donc : 

LEMME II. — Tout étant posé comme au lenime I, on a pourk> 3, 

<?Α(Λ-4-i)p+e> <?*(/*)Mta> 

graels que soient τ e/ a, ί/ès /* es* asses grand. 

§ III. — Application à la théorie des nombres irrationnels ou transcendants. 

Nous pouvons maintenant passer aux applications de la classification 
des fonctions entières d'ordre non transfini ou d'indice fini à la théorie 
des nombres irrationnels ou transcendants. 

Nous rappellerons d'abord cette propriété fondamentale,, due à 
J. Liouville (* ) : 

PROPRIÉTÉ I. — Soit ξ une quantité quelconque positive, 

7Τ"> ■ · ·y · · · des fractions rationnelles réelles ou imaginaires à 

dénominateur réel, qui tendent vers la limite \ quand 11 croît indé-
finiment, et dont les dénominateurs croissent indéfiniment, au 
moins à partir d'un certain indice, ξ ne peut être racine d'une équa-
tion algébrique à coefficients entiers de degré =a, c'est-à-dire ξ ne 

(*) Journal de Liouville (ou Journal de Mathématiques), 1851, p. 187; ou 
encore BOREL, Leçons sur la théorie des fonctions, p. 27. Paris, Gaulliiei-
Villars, 1898. 
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peut être une irrationnelle algébrique de degré ί α que si Von a, 
dès que η est assez grand, 

ς Q» ^ MQ«' 

M étant une quantité finie indépendante de η (' ). 

Considérons maintenant une fonction entière f(%) à coefficients 
rationnels et réels. Nous pourrons toujours écrire 

a„ — in — 5 

p
n
 et q

n
 étant entiers positifs, premiers ou non entre eux, et q

n
 étant 

divisible par q
n
_

{
, g

n
_

2
, ..., qn. Nous supposerons toutes les fonc-

tions entières à coefficients rationnels que nous considérerons mises 
sous cette forme. 

Substituons alors à χ, dans f(x), une fraction rationnelle réelle 

et admettons que / soit rationnel et = ^ ( A, Β entiers premiers 

entre eux). On aura 

Pjl(P\ dm \q) m + Rm=N+R mi 

A?m5"'= Βq
m
q-"{± Û ±...± Ss Çj +BR

m
q

m
q". 

L'expression | Β R
w

| devra alors être nulle ou égale à un nombre 
entier > ι. 

On a R
w
 φ ο, soit si tous les coefficients aa

 sont positifs à partir 
d'une certaine valeur de η, soit dans le cas des séries du corollaire IV : 
plaçons-nous dans ces deux cas [(cas A)]. 

D'après le théorème I et le corollaire II (ou encore les corollaires I 

(*) Si ξ = —aVec
 f entiers réels, cetle inégalité est vraie pour 

ai = 1. 
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à IV), pour une infinité de valeurs de m9 

|R„,|
<2

|«jM
 = a

£s£_£_, 

9 T'*+i 

ρ étant donné, il y aura impossibilité dès que 

P,nP",+ V 

décroît indéfiniment avec ̂  (/>,«= 1)· Par conséquent 1 
i° Si <pWi< 2W, on ne peut affirmer l'impossibilité que quand ρ = ι, 

pourvu que p
m
 soit d'ordre de grandeur < <p

/w+
, ; alors φ"7'1 > i~m* : ce 

sera donc le cas pour toutes les fonctions entières des formes en ques-
tion, en particulier pour celles d'ordre non transfini ou d'indice fini 
(corollaire I du théorème I), car on peut prendre pour elles 

?»=(1θ§Α·»0Ρ "> 

et si 2W, l'impossibilité a lieu α fortiori; 
20 Si sm<C. ·+* I)"e (s entier), on ne peut affirmer l'impossibi-

lité que quand p*Ss, pourvu que p
m
 soit d'ordre de grandeur plus 

petit que celui de Ce sera, en général, le cas des fonctions entières 

d'une des formes en question et d'ordre (ο, 1, ρ) : pour ces fonctions, 

qui sont d'indice 1, on peut prendre (corollaire I) = e , et s 

sera déterminé par 

s = Ε (t'É s) 

(ε positif, petit), puisque ε, tend vers ο quand m croit indéfiniment. 

Si - est infiniment grand (cas des fonctions d'indice J 2), on peut 

affirmer l'impossibilité quel que soit ρ, pourvu que p
m
 soit d'ordre de 

grandeur plus petit que celui de · Prenons 

(* = 2); 
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il suffira que p
m

 soit d'ordre plus petit que 

ek(m -H i)p '*+*,1)* ' > 
avec 

ek{m +1)-« 

cei_1(m4-i) = (m + i)logp, 

L'impossibilité sera manifeste si p
m

<ek(m -h ι)τ, où - — τ > η 
Ρ 

(η fini positif), c'est-à-dire que dans ce cas est toujours irra-
tionnel. 

3° Enfin, si Λ: > 3, on peut aller plus loin encore : nous savons déjà 

que, pour les deux formes de séries considérées, n'est pas 

rationnel, pourvu que p
m
Se

k
{m H- ι)τ. Je dis que f(~^j

 ne
 P

eut être 

algébrique, quand p
m

fiek(mym. 
Considérons une fonction entière absolument quelconque d'in-

dice /f>3, pour laquelle p
m

< e
k
{nifm, où τ est fixe et < y Soit 

/
(?)

=ξ=Ν+κ
"' 

où ξ est algébrique, et non rationnel, de degré α > ι. On aura forcé-
ment R

ni
^ ο, puisque Ν est rationnel et ξ — Ν irrationnel. Les signes 

des coefficients a,· sont donc indifférents, et ceci nous permet néan-
moins de prendre pour a

m
 un coefficient satisfaisant à (i 2) et d'appliquer 

le corollaire II, tout en ayant la condition RTO^è o. 
Ceci posé (propriété I), 

(M fini). 

T'»+l V ÏTW+l 

Donc 

qm îî-n+ι M(9m7,»)a ?'«+'< q ρ·«9η ρ q 
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Pour les fonctions d'indice fini, d'après le corollaire I, on peut 

prendre φ„
ί+)

>βΑ(»ι+ if 1 (&>3), etilfaut(1) 

e
k
(m + i)p Ê,< — e

k
(m)xme

k
(m)VM<a-')pm+ie

k
(m)x>m, 

où Τ|, τ2
 sont finis, a

m
 satisfaisant ici à (i 2 bis). D'après le lemme II, 

cette inégalité est impossible, quel que soit a, et /^^est trans-

cendant. 

f(tf) est bailleurs irrationnel dans les deux cas (A), car 

Pm~ e
k
{m)xm < e

k
(m + i)T 

(lemme II), pour m assez grand. 
Nous pouvons alors énoncer ce théorème : 

THÉORÈME II. — Soit une fonction entière d'ordre ou d'indice 
absolument quelconque, même Iransfini ou infini, 

f(x) =2"»^°' 

à coefficients tous rationnels et réels : on pourra toujours supposer 

a„=±& 

(Pm Çn. entiers, premiers entre eux ou non), q
n+i

 étant divisible 
par q

n
(i^>o). Supposons de plus [conditions (A)] ou bien que lesan 

soient positifs, ou bien que croisse constamment et indéfi-
niment avec η (a

n1
 α

η+ν
.φο, a

n
+ ,=...= a

n+v
._

t
 = o, (A>o). Si à 

partir d'une certaine valeur de η, p
n
 est d'ordre de grandeur infé-

rieur à une certaine fonction croissante Φ„ de η qui dépend du 

(1) )~ =e*.(m/p <],n=\p,n\ek(m)(p 'H=eA.(m)V« 
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mode de décroissance des a
n)

 irrationnel, quel que soit 

l'entier qîLi. En particulier /(i) est irrationnel. L'ordre de gran-
deur de Φ

Λ
 croit avec l'ordre de grandeur des inverses des coeffi-

cients an. 
Quand ces fonctions entières sont d'ordre (ο, ι, (p> 9 P°-

sitifspremiers entre eux) est irrationnel dans les mêmes condi-
tions, tant que ρ ne dépasse pas une certaine limite. 

Quand ces fonctions entières sont d'indice >2, est irra-
tionnel dans les mêmes conditions. 

Enfin quand ces fonctions entières sont d'indice =3, f(^j est 

transcendant. 
On peut déterminer pour toutes celles de ces fonctions qui sont 

d'ordre non transfini ou d'indice fini des limites supérieures de p
m 

telles que ces résultats aient sûrement lieu. 
i° Ordre non transfini (k, p) ou indice fini — h. — Il suffit 

PmiQogkrnf, 

ou τ est fixe et < pour que f{~^
 s

°îl irrationnel. Ceci a lieu 

même pour k = ο ou k < ο (1 ). 
2° Ordre nul, indice fini k >2. — Il suffit p

in
S ek(m-\- ι)τ, οώτ est 

fixe et <C -· 
3° Ordre nul, indice fini k^3. La fonction entière étant abso-

lument quelconque [conditions (A) réalisées ou 110n\, avec 

Pmiek(rn)xm (τfixe < 

ne peut être algébrique. Si donc les aa satisfont aux condi-

tions (A), f(~^J est transcendant. 

(*) log^mrre"1, log_2m = e
t
{m) = eem

y
 .... 

A. ce théorème on peut rattacher la question 2339 posée par nous dans Y Inter-
médiaire des Mathématiciens. 
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Nous allons encore établir la propriété suivante : 

THÉOKÈME II bis, — Tout étant posé, comme au premier alinéa 

du théorème II, supposons que croisse constamment et indé-

finiment avec n. Quel que soit Vordre de /(a?), supposé toutefois 

non transfini, f(~^
 est transcendant dès que croit indéfi-

niment avec η et p
n
<(\.o%kriy. 

En effet, considérons une fonction entière/(a?) quelconque, d'ordre 
quelconque transfini ou non, mais qui ait des lacunes. On a (' ) 

T/n+Jfc 

Si {A croit assez vite avec ni, pour a?= | j <[ )«'
 a 

5R,„ ré o 

quand les conditions (A) ont lieu, et alors f(^j
 est transcendant. 

Plaçons-nous en particulier dans le cas du corollaire IV et des fonc-
tions entières d'ordre non transfini ou d'indice fini : ο. Il faut 

IRJ <1 l(f )"*(i + *), 
dou 

p»+* ÎPY^ri -4- ^ ^ 1 

si f(~) est algébrique. Prenons 

p
m
î(\ogkm)\ et fixe. 

D'après le corollaire I, si a
in
 satisfait à (12 bis), 

= (iog4/«) {f 

Pn= (log*rt)wS qM= (1°gkm)'n(p 

?=a;ï[iog*(m-hF)]v 1/ IM O-f L 

(*) Note ('), p. 292. 
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Il faudrait 

t')"°+l"<Mj""(logtm)°'>-p s'\i + ε'), 

+ (?~ s»)(w + K')loS*4'i('re4"(A) 

D<rna(¿ ~ e^logk+,m, 

Que h soit positif ou négatif, ceci est manifestement impossible 

quand ^ croît indéfiniment avec m* ou même si seulement ^ iwJogA+1m 

m H- (A = 

où Ψ
Ηί
 croît indéfiniment avec m. c. Q. F. D. 

Remarque. — Ce raisonnement s'étend d'ailleurs aux'fonctions 
d'ordre transfini quand p

trti
 est fini ou (θ fini). 

En effet, on aura, d'après l'inégalité (a) de M. Hadamard, 

KI£?S;> K'l = ?» ^ ?»=«p™"+l". 

(ΐΠ Α
»+Μ| < 4- ε'); 

(m + |i)log(2j + (m+(A)logf„
1+ll

<malog5'+i»a(i + β + t")logç
m

. 

Il suffit encore que m 4- p. = ί)ΐψ
ιη:

 où Ψ,„ croît indéfiniment avec/rc, 

pour que cette inégalité soit impossible, par suite, pour que f(fy soi* 
transcendant. 

§ IV. — Addition des fonctions entières et des nombres transcendants. 

Soient les fonctions entières 

(17) F0*0 ~2anX" ^ 

où !Z±ti est entier, croît constamment et indéfiniment avec η, et 
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où p
n
 est d'ordre de grandeur moindre qu'une certaine fonction de η 

déterminée comme précédemment. Si, par exemple, F(a?) est d'ordre 
non transfini (k, p), ou d'indice fini, on pourra prendre pour les valeurs 

ε 
de a

n
 satisfaisant à (12 bis)(corollaire I) <p„ou ψ

η
 = (log*.nf \k positif 

ou négatif), q
n
 = (Iog

A
rc/

?
 />„< (log

A
rc)

T
 fixe < ̂  au moins 

à partir d'une certaine valeur de n. Le corollaire IY du théorème I est 
applicable à ces fonctions. 

Les valeurs q
0

, q
t

, q
2

, .,., q
n
, ... étant données, et les =bp

n
 pre-

nant toutes les valeurs positives ou négatives compatibles avec les 
conditions ci-dessus, nous dirons que les fonctions F(cc) corres-
pondantes forment un ensemble E. Nous désignerons par ΣΕ Ven-
semble des ensembles Ε correspondant à une même valeur de k 
et de p. 

Ces ensembles jouissent de propriétés arithmétiques curieuses, dont 
nous allons nous occuper (' ). 

i° Somme algébrique ou arithmétique des fondions de Ε ou 
de Σ Ε. 

A étant rationnel, AF(ap) appartient à l'ensemble. 
Si F(a?) et F, (a?) appartiennent à l'ensemble E, F(.r) db F, (a?) lui 

appartiendra, à moins que celte somme ne soit un polynome Ρ (a?), 
c'est-à-dire 

F ± F, = P. 
Donc 

La somme algébrique f(x) d'un nombre fini quelconque de 
fonctions F, F,, F

2
, ... de Γensemble E lui appartient ou se réduit 

à un polynone. 

D'après le théorème II, F^^> F, · · · sont respectivement irra-
tionnels (pour ρ = ι, ou ρ > ι) ou transcendants. Suivant ces divers 

(*) Les extensions au cas oii les p
n
 et ρ sont imaginaires sont assez souvent 

évidentes : nous en ajouterons à l'occasion. 
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cas, nous dirons que les nombres irrationnels ou transcendants corres-
pondants forment un ensemble (p, q fixes). Les fonctions F(a?), 
F, (a;), ... seront les fonctions génératrices de ces nombres. Donc : 

La somme algébrique d'un nombre quelconque fini de nombres 
de Vensemble est un nombre de l'ensemble, à moins que la 
somme algébrique des fonctions génératrices correspondantes ne 
se réduise à un polynome. 

On peut généraliser cette propriété quand k> 2 : le nombre F, 

peut être considéré comme engendré par la fonction 

On peut généraliser cette propriété quand k> 2 : le nombre F, 

pour x=~i en posant 

\pqJ qn Q» 

On a, au moins pour les valeurs de η satisfaisant à ( 12 bis), k étant 
supposé fini, 

?»=e*Orf 8 , Pn<e
k
{n)x (<), 

Pn(qPi)n<ek(n)^% (pqi)ne*(n) , 

ε2, ε3 tendant vers zéro quand η croît indéfiniment. Donc 

appartient aussi à un·ensemble E(0 analogue à E, qui contient d'ail-
leurs E, car les fonctions F(a?) de Ε sont de la forme 

(Ml)" 9n Qn 1 

ού 
(pqi)nPn<ekW™*· 

Le nombre F^) + F, (~) sera respectivement au moins irra-

(*) Si kl3, on peut prendrepn<.ek{nYny avec τ fixe < -■ 
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tionnel, ou transcendant suivant que k = 2 ou k> 3, sauf si 

*<·> + *.(£·) 

sé réduit à un polynome. 
Si nous supposons de plus tous les coefficients de F(A?) ou 

positifs, celles des fonctions Ε ou E(l) qui jouissent de cette propriété 
formeront un sous-ensemble E7 ou E/(,), E7(,) contenant E7. La somme 
arithmétique de deux ou plusieurs fonctions de V ensemble E7 ou E7{,) 

lui appartient et ne peut se réduire à un polynome. La somme arith-
métique d'un nombre fini quelconque de nombres du sous-ensemble 

H^7 ou ïï™ (correspondant à E,(,)) lui appartient. 

Mais, de plus, soient deux de ces sous-ensembles H^, H
/
'
i9i

 de 
nombres issus de E'. Ces deux sous-ensembles appartiennent à H'^y, 

d'après ce qui précède ; donc : 

On obtient tous les nombres irrationnels ou transcendants, res-
pectivement, engendres par les fonctions du sous-ensemble E7 

quand χ prend les diverses valeurs - (vs, χ entiers positifs limités) 

en donnant à χ dans les fonctions d'un sous-ensemble E'(2) analogue 
et contenant E' une valeur rationnelle arbitraire, 1 par exemple. 
Le sous-ensemble H7(2) de ces nombres est tel que la somme arithmé-
tique de deux nombres de H'{2) appartient à H/(2). 

correspond à ΣΕ7. On obtient donc tous les nombres transcendants 
que peut donner E7 quand χ est rationnel, en donnant à χ dans les 
fonctions de ΣΕ7 une valeur rationnelle arbitraire, par exemple χ = ι. 

Soit, en particulier, 

f(x) = F(x) + F, (■£«), 

et faisons χ = -· 

/®=F©+F<e> 
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c'est-à-dire que, si 

= F(ar) + F, ¿ , 

/r- =9 - • 

Plus généralement, soient a = γ un nombre rationnel, F
2
(s) une 

fonction de E' et la fonction Pour x=z ^2/—\ 

appartient à H/(a), pourvu que soit > a, ce qui a lieu si a < ο (nous 

supposons toujours^ >0^. 

Appelons alors l'ensemble des fonctions quasi-entières 

<f(x) = F(œ) + F, (α;) + F, ( +..., 

où F(s), F, (,5), F
2
(Z), ... appartiennent à E', ensemble Q de fonc-

tions quasi-enlières dérivé de Ε' (a
1?

 a.
ly
 ... négatifs et donnés, en 

nombre limité) : la somme arithmétique de deux fonctions de Q 

appartient à Q. L'ensemble des nombres coïncide avec un 

ensemble de nombres analogue à H'
 9

 et est compris dans ΣΗ'η. 

Autrement dit : 

THÉORÈME III. — Soient F (a?), F, (a?), ... des fonctions appar-
tenant au sous-ensemble Ε'; a,, a

2y
 ..., a$ des nombres rationnels 

positifs ou négatifs, et la fonction quasi-entière 

Ij{x) - F(x) + F,(a?) -+- F^, ( 

Si E' est d'indice > 2 ( * ), <p est irrationnel dès que ̂  est rationnel, 

positif et J aj
y
 quel que soit j. Si E' est d'indice ^ 3, φ est trans-

cendant. 

(*) L'indice de l'ensemble est l'indice commun aux diverses fonctions .de cet 
ensemble; de même pour l'ordre. 

Journ, de Math. (5e série), tome X. ~ Fasc. III, 1904. ·3σ 
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Pour les fonctions quasi-entières d'indice < ι d'un même ensemble E, 
on peut aussi obtenir des applications arithmétiques intéressantes, mais 
beaucoup plus particulières. Nous savons seulement que F est irra-

tionnel pour des valeurs de ρ limitées ; la fonction ¥
{
 introduira la 

quantité F que nous ne savons irrationnelle que pour des valeurs 
de q limitées. On est conduit à ne considérer que des valeurs de ρ et q 
limitées. Nous prendrons en particulier ρ — ι, q = ι et les fonctions 
quasi-entières F(χ) 4- F, = φ, (a?), de façon que le raisonnement 
soit toujours applicable, même si F(^) et F, (z) sont d'ordre fini. 

Dans ce cas, on peut considérer le nombre F(i)-t-F
4
(i) comme 

issu aussi bien de F (a?) + Φ1® de F (®) "+* (œ) pour χ = ι. 
Par suite, le nombre F(I) + F,(I) + F

2
(I) + ... provenant d'une 

somme de fonctions de la forme ^(a?) issues de Ε sera irrationnel, 
sauf si la fonction F(a?) -f- F, (a;) 4-... se réduit à un polynôme. 

THÉORÈME IY. — Soient F(œ), F, (a?), ... des fonctions de Ven-
semble Ε d'ordre ou d'indice quelconque : F(i ) 4- F, (i) H- ... est 
irrationnel si F(#)4-F1(a?)4-... ne se réduit pas à un polynôme. 
Par suite, si ¥(x) et F, (a;) ont leurs coefficients positifs (en-
semble E'), et si <p (a?)=F (a?) 4- F, |<p(i) et toute somme arith-
métique de nombres <p(i) sont irrationnels. 

Considérons particulièrement les quatre fonctions 6, θ,, 0
2
, ô

3
 de 

Jacobi sous la forme 

(,8) 

iVÔ (s) =2(- i)"r {n V'"-1 =^(-\)»r-n'-nzln+y, 

iVÔ (s) =2(- i)"r {n V'"-1 =^(-\)»r-n'-nzln+y, 

=Σ(-O"'··""*2". 

«.(4=2^'"^. 
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ou encore 

irh(z) =2(— i)nr~nX-nzin^ H-Ji"" ' 

=2(-1)" ζ2"-1
 +2(-1)"

+
' ̂

!"+'i,+"+' (Λ2""'. 

«*·(*) =£(-1 (^"
+

' - JÈH); 

Z*n+ « -i 

«.(*) =i(- i)"r-»'^«+2(-1)""-"^· 

«»(*> =
1
 +i(- £); 

«.(*) = ι +2'*"°'(sï"+ J»)· 

On a r«*+" = R2n+* avec R =/*î',"t"l== e v "+ (on suppose ici 

/· entier réel et >i), et ô(s) et θ<(ζ) sont d'ordre ^o, *»
 et 

d'indice ι aux environs de leurs deux points essentiels, ainsi que leurs 
dérivées (1 ). De même, si 

r«' = R;'\ ^{ = Γΐη=Γτ=β * 

et ô
2

, θ
3
 sont du même ordre que θ, β

η
 ainsi que leurs dérivées. Cette 

propriété a lieu aussi bien aux environs de ζ = ο que de ζ = oo. 

Ο La dérivée d'une fonction entière ou quasi-entière d'ordre non transfini, 
ou d'indice fini est évidemment de même ordre ou de même indice. 

Au sujet de 03(.s) comp. E. LINDKLOF, Mémoire sur la théorie des fonctions 
entières, p. 43; Acta Societ. Scient. Fennicœ, t. XXXI, 1902; HADAMARD, 

Mémoire couronné, Journal de Mathématiques, 1893, p. 179. 
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< 

On a 0(i) = o. Mais rT0,(i) et θ3
(ι) ont tous leurs termes positifs, 

et, par suite, sont irrationnels (*) quand r est entier. De même 
pour θ2 (ι), le corollaire IV du théorème I étant applicable aux 
quatre fonctions 0. 

ι 
On voit encore que toutes les dérivées de /,76

(
(s) et 0

8
(^) autres 

que les dérivées premières sont irrationnelles pour s = ι (r entier >i). 
En effet, on a 

d ]
 = Σ/*~

ηΐ_/,
[^

2η
-

2λ+<
 (2η +1)2η.. .(2η -h 2 — 2λ) 

-h Ç
2n Ι)(2Λ + 2)...(2Λ 4- 2λ)]. 

En laissant de côté un certain nombre de termes relatifs aux petites 
valeurs de η, ceci peut s'écrire, pours = ι, 

Σ(/*>o), 

Πχ étant un polynome en η de degré 2λ, ce qui est la valeur de 

n>y, 

pour y — ι. Pour cette fonction, d'après le corollaire I du théorème I, 

| (f* | = ^.(Β*+«)(ΐ+ε) __ «-+-£') ___ g«Mog 
et 

<pn = 

qui, pour r >i, est d'ordre de grandeur supérieur à Πλ, dès que η est 
± 

assez grand (p. 3oi) : donc la dérivée (2X)ieuie do r' Θ, (s) est irration-
nelle pour ζ = ι. 

On peut faire un raisonnement analogue pour les dérivées d'ordre 
pair de Dj (s). 

De même, pour les dérivées d'ordre impair, autres que les dérivées 
premières [θ^ (ι) = θ!,(ι) —· θ3(ι) = o]. 

(1) Propriété déjà indiquée par Liouville {Journal de Mathématiques, I85I, 

p. i4o)> ce qui concerne une de ces quantités. 
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Ainsi 

dj2+î 2n(2n—0···(2Λ~2^) 
— 2η-3λ-Ι 2λ(2Λ 4- l)...(2» + 2λ)] (/Ϊ>θ). 

Ceci s'écrit encore, pour ζ = ι, 

2^ηχ
λ
 0>o), 

χχ étant un polynome en η de degré qui ne s'annule pas, dès 
que η est supérieur à une certaine limite, et qui a une valeur négative. 

Le corollaire IV du théorème I étant applicable à 

le raisonnement s'achève comme précédemment, et est irra-

tionnel pour s = ι ; de même pour les dérivées d'ordre impair de 

rh
t
(z). 

En résumé : 

COROLLAIRE. — Soient θ(,ζ), θ
4

, 0
2
, 0

3
 les quatre fonctions θ de 

Jacobi9 avec, par exemple, 

®»(*) =2 r~n'z2a’ 

r étant entier réel >i. r* θ
4
(ζ), G

s
(z), et toutes leurs dérivées 

d3ordre >2, enfin θ
2
(ζ) sont, pour s = 1, des quantités irration-

nelles('). 

Il en est de même pour toute fonction linéaire à coefficients rationnels 

positifs de r7Q,(z)
f
 B

s
(z) et leurs dérivées d'indice pair et de 0

2
(z), 

quand ζ — ι ; car les corollaires I et IV du théorème I sont applicables 
à cette combinaison. 

(l) Nous n'insistons pas sur l'extension possible de ces résultats aux dérivées 
1 

de ïrTb(js) et de 0
2
(s). 

38. 
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§ Y. — a® Produits de fonctions de Ε ou de ̂  E. Multiplication 

des nombres transcendants. 

Considérons les deux fonctions F(a?), F, (χ) de l'ensemble E, et 

F(®) F, (x) =2&x" 2 (/>», pj," positifs ou négatifs). 

Nous supposerons ici que, dès que η dépasse une certaine limite, 
qn=ek(nyp 7 , quel que soit n. 

Nous pouvons faire le développement de ce produit en mettant en 
évidence la somme 

?V r ?v ·** ?» f/v —J ?» ?î 

Admettons que l'ensemble E soit d'indice Zr >3. On a 

F(*)F,o)=2^· 

On peut aussi écrire 

Φν(φ) 0 ^ 

où ©
Λ

, tsj, sont d'ordres respectivement au plus égaux à ceux de gv_, 
multiplié par celui de la plus grande des quantités 
ou à celui de p^p^. 

Considérons plus généralement 

F<*)F, (χ).. .Fx_, (χ) =Στ^· · 'Σ 
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Ce sera la somme de termes de la forme 

Σ Ό VI ΐ)(λ"Ί) ρ! 

Σ Ό VI ΐ)(λ"Ί) ρ! 

* · ♦ 

yyj>v 

Nous supposons ici/?
VJ

 /?? 11 croissant assez lentement avec v. 
On aura ainsi 

F
W

F, (.). [gg
 +
 |g .+ «£->]. 

avec 
ψΐ^Ο) = Pv^V, Py = p,.. .p[ï~l), 

les ψ^0 étant des polynômes à coefficients entiers. Ici (lemmes I el II) 

5Î..i=et(v — i)^ e)'v 

où ε, tend vers ο avec · D'ailleurs q]^ q[_
t
 divise q)~J q'^_

x
 dès que 

j < i, car le quotient est (^~~J *' 
Nous sommes ainsi amené à étudier les expressions de la forme 

( 1 9 ) 

OÙ 

16 QÍ‘=e,(v)vP (i-) /V 

les polynômes ψ!,λ) étant de degrés <λν, et leurs coefficients, 
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qui sont entiers (1 ), d'ordre <e
k
( v)ve«, si l'on suppose que |/?

v
|, \p{f\

t
 ... 

aient une limite supérieure de même forme. Qv~° divise QJ,0, 
QiX) divise Q^i-

Considérons l'ensemble des fonctions g^Çx) satisfaisant à ces con-
ditions : la fonction F (a?) est évidemment de la forme g{l](x). Le 
produit de deux fonctions g^](x) est une fonction g^l\x). Toute 
somme algébrique de fonctions (2) g[X)(x) est une fonction g[l\x). 
Le produit de k fonctions F(x) de Ε appartient à L'ENSEMBLE g(X)(x) 
[c'est-à-dire est de la forme £"(λ)(#)]. 

En considérant les produits de λ fonctions au plus du sous-ensemble E' 
on obtiendrait de même une suite de sous-ensembles tous contenus 
respectivement dans les sous-ensembles γ(λ)(#) déduits de g^\x) en 
n'attribuant aux coefficients que des valeurs nulles ou positives : la 
somme arithmétique de deux j{1)(x) est de la même forme; le produit 
est de la forme γ(2λ)(#). 

Les séries giX)(x) sont des fondions entières, car, pour toute 
valeur de a?, le rapport d'un terme au précédent tend évidemment 
vers ο (lemme II). Toute propriété commune aux séries g{l)(x) 
appartient simultanément aux fonctions de E' et à leurs produits 

2 à 2, 3 à 3, ..λ à λ. En particulier, pour toute valeur de χ = -

rationnelle, d'ailleurs réelle ou imaginaire, g^] (^j est, en général, 
transcendant. 

En effet, d'abord, le corollaire IV du théorème I s'étend à g(l)(x). 
Soit 

’gto(x) =2 Un-

est d'une des formes 

<K'V) OT"' 

(l) Nos raisonnements subsistent quand on donne aux coefficients des ψ^(#) 
des valeurs imaginaires dont les modules satisfont à des conditions analogues. 

(*) Correspondant à des valeurs identiques des Q^. 
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OU 

g» ψν4·ΐ(·37) Qv 1 

Or 
I ψν,(Λ?') | = ^*( v)^, si |α?|<ξ„ 

ββ.(ν)-(Η)\ 

e,(,)(îp)" = ei(v + 

d'après le lemme II. Dès lors, χ étant donné, pour m assez grand, 
δ et δ' sont aussi petits qu'on veut; et ceci s'étendrait de suite au cas 
où g^(x) présente des lacunes. Donc 

|«,«+μ|(ΐ-Οί g®(®) — 2 "»0*0 =| "ra+ni (' ε) 

(^/Η-Μ — · . . — Μ,
/1+

Μ—Ι — Ο, U
NI

) U
IN+

^ ̂  Θ). 

Les inégalités du corollaire IV du théorème Is'appliquent encore 
àg(l)(x). 

Ceci posé, soit 

ρ a + bi ( a ■+■ bi) ( c — di) « -+- β ι 

(α, β, γ entiers réels), 

Σ (ρ\ M π-Ni 

ou M et Ν sont entiers, et u
m
(x) = u

m
 est un terme de giX)(x) de la 

forme Dans le cas où g{l)(x) = F(a?)F,(#).. .Fx_,(a?), 

ψ^λ) (a?) = Ρν#
λν où Pv ==pvp\,... pj,x"~1). 

Admettons que g
(l)

{^j = S soit rationnel ou algébrique de degré α,. 
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ι° ξ est rationnel. Deux cas pourront se présenter : ou bien 

mX 

est ο pour une infinité de valeurs de m; d'après la propriété I, 

m X 

pour une infinité de valeurs de m ; ou bien 

mX 

dès que ce cas est évidemment impossible ('), soit quand 
g{l)(x) = F F,.. .Fx_

4
 et que p

v
p[... est φ ο pour une infinité de 

valeurs de ν > v, (comme cela a lieu par exemple quand les F, 

(■) Si ce cas est réalisé, on a, pour xz= 

ΟΓ + "ΟΓ","···+"^Γ-0· 

Or, on a, si $>(χ)?έο, 

γ-λν= I ψν} ( ̂ ? ) 1=«a C ν )V6-> 

QP=«
4
(v)(Ρ ei)iv. 

Si 

ψ; (f ) ̂
0

*
 ψ γλν<

^ ~
 γλν

*'
ν

 (f )
+Α

—°> 

où A est aussi petit qu'on veut, quand m est assez grand, et ΐ
λν

Ψ'ν^~~^
 est 

entier pé ο : ce résultat est absurde, et = ο. De même, successivement, 

♦'■(IHÎ?) =···=*©="· 
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ρλ-υ
 ne présentent pas de lacunes), soit quand ̂  est réel, > o, et que 

les coefficients d'une infinité des polynômes ψίΰ(&') sont φ ο, et de 
même signe pour chaque polynome. De toutes façons si, pour m > /rc,, 

— °i chacun des polynômes ψν}(#) a entre ses 

coefficients une certaine relation quand ν > ν,. Ce cas n'est donc pas 
le cas général (4 ). 

(*) Quand les coefficients d'une infinité des polynômes ont leurs 
modules limités et Sa {a nombre fixe), les raciues de ty$(x) ont leurs modules 

limités, et le cas exceptionnel gfà ^ ua = ο pour m > mt ne peut 

avoir lieu que quand ~ est inférieur à un nombre fixe. 

Mais l'on peut former des fonctions qui ne sont pas des polynômes, et 
qui ont des valeurs rationnelles pour une infinité de valeurs rationnelles de χ, 
et même pour toute valeur rationnelle x. Soit le polynome 

Zm(aO=JJ(x# —®), 

où τπ et χ prennent toutes les valeurs des entiers positifs ou négatifs ̂  ο et de 
modules S.m. L

m(x) est de degré 1\πι* et a ses coefficients entiers et d'ordre 
< w4m'= ekm'lctm. La fonction 

Σ Ζ (^ \ 

où 

9(4/»·-Ηΐ)=β*(4'Λ
ΐ
-ΐ-ι/ρ

 β)μ",'4*1> Γα: > 3, 2il£î±î21ii entier] 

est line fonction g^^x), et Φ (a?) est rationnel pour χ rationnel réel. La fonction 

= (λ>») 

est une fonction g^(x), et Φι (a?) est rationnel et positif pour χ rationnel réel. 
Φι (a?) ne s'annule pour aucunè valeur rationnelle de x. Toute fonction ration-
nelle Φί(χ) à coefficients rationnels de fonctions analogues à Φ (Λ?) ou Φ, (Λ?) 
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2° ξ est algébrique : ξ — ̂  u
n
 (^j n'est jamais nul, puisque 2

 M
» ̂  

est rationnel. D'après la propriété I, 

t -Σ =m,Q^V·^
 (M

<
 fini

'
 α

·
enlier)

· 

En résumé, que ξ soit rationnel ou algébrique, il faut, en général, 

Ε-2-4?) ("·«). 

cette condition ayant toujours lieu, si ξ est algébrique. 
Or, d'après ce qu'on a vu tout à l'heure, 

1 =1 + s') = 2|aM)l+|t|<2 ' 

où l'on a μ, > o. Le dernier membre est encore de la forme 

ek(m-h p.,) 

alors que
 w

 '—r- est de la forme 

11 ek(m) 

le rapprochement des deux inégalités précédentes donnerait 

ek(my? ; >ek(m-b\À,)vP ' , 

ce qui est en contradiction avec le lemme II. 
Par conséquent, pour χ rationnel, si g[X)(oc) n'est pas un polynome, 

g{y)(x) n'est jamais algébrique; il ne peut être rationnel quand g{X)(x) 
est un produit de λ fonctions F(a?) sans lacunes ou pour lesquelles 

preud pour a?rationnel réel quelconque une valeur rationnelle (Comp. P. STAECKEL, 

Math. Ann., t. XLVI, 1895, p. 5i3, et Comptes rendus, 20 et 27 mars 1899). 
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ρ^ρ
Ί
.. .ρ^~χ) φ o pour une infinité de valeurs de v, quand g(X](x) pos-

sède une infinité de polynômes ψ^Λ(®) dont les coefficients sont tous de 
même signe, x étant réel et > o, quand les coefficients d'une infinité 
de polynômes ψ^ι) (χ) ont leurs modules limités et que | χ | > x

K
, x, étant 

positif et limité. Donc : 

THÉORÈME V. ■— Soit la fonction 

09) (»>=i [ψ+ψ +...+ 

où λ entier, et pour v^vn 

(£<·>= 

Qll> diviseur de Qv+,), Qy] de Qi
+l

, ρ nombre fixe, k>3, ε,·, tendant 
vers ο quand η croit indéfiniment, ψ'

ν
(#), ..., ψί,λ)(#)polynômes de 

degré £λν à coefficients entiers, réels ou non, d'ordre £ eA(v)ve». 

Si g^](x) n'est pas un polynome, - étant rationnel, réel ou ima-
? 

ginaire, glX} (£j n'est jamais algébrique et, en général, est trans-

cendant. 

COROLLAIRE I. — Le produit de\ fonctions (·) F(#), F
4
(#), ..., 

Fx_, (x) de l'ensemble E, sans lacunes, au moins à partir d'un cer-
tain terme, ou pour lesquelles/)

v
JV ..p*~i]fi ο pour une infinité de 

valeurs de v, ne prend, pour x rationnel, que des valeurs transcen-
dantes; il en est de même pour les fonctions g[))(x) renfermant 
une infinité de polynômes ψί°(#) dont les coefficients sont tous de 
même signe dans chaque polynome, quand x est réel et > ο ; les 
fonctions g^(x) pour lesquelles les coefficients d'une infinité des 
polynômes ψ?1 (a?) ont leurs modules limités ne prennent pour x 
rationnel, avec | x | > x

i
 (x

{
 positif limité), que des valeurs trans-

cendantes. 

COROLLAIRE II. — Les fonctions g^\x) où tous les coefficients 
des ψ!,0(#) sont nuls ou positifs, c'est-à-dire les fonctions γ{λ)(#), ne 

(*) |/>vl» l/»v. ιι1^β*(ν)νβ». 
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prennent9
 pour χ rationnel et positif , que des valeurs transcen-

dantes. 
C'est, en particulier, le cas des produits λ à λ des fonctions du 

sous-ensemble E'. 

Les produits λ à\des nombres du sous-ensemble H'(8) (p. 3o6) sont 
transcendants. 

La somme arithmétique d'un nombre quelconque de Y
(X)

(^J 

rationnel > est de la même forme et est un nombre trans-

cendant. Le produit d'un nombre quelconque\
K
 de Υ

(λ)
^)

 est de la 

forme γ()«λ) et est un nombre transcendant. 

Pour obtenir tous les Υ
(λΐ

^)> Ρ
 et

 9. variant, mais ρ et q restant 

limités et positifs, on remarque que Υ
(λ
'(~?)

 =

Υ
(λ)

(ρ ^)" ^est 

valeur pour x = p de 

ces valeurs d'attribuer à ~ une valeur arbitraire, ι par exemple, 

dans les fonctions d'un ensemble analogue à celui des γ(>) (a?), et le com-

prenant. Les mêmes propriétés restent vraies pour les nombres g{1) ̂ ~^· 

THÉORÈME VI. — Par addition, soustraction ou multiplication, 
les nombres g^{x) (oà χ prend toute valeur rationnelle, réelle ou 
non), en particulier les nombres de E, ne peuvent donner que des 
nombres transcendants, ou, exceptionnellement, rationnels. Dans 
ce dernier cas, les polynômes ψ1ι,(#) de la fonction génératrice cor-
respondante doivent tous s'annuler pour la valeur rationnelle de χ 
considérée, quand ν > v<. 

Par addition ou multiplication, les nombres γ(λ)(α?) {où χ prend 
toute valeur rationnelle réelle positive), qui sont transcendants 
quand "(^{x) n'est pas un polynome, en particulier les nombres 
de E', ne peuvent donner que des nombres transcendants. 

Pour obtenir tous les nombres transcendants que peuvent donner 
pour les valeurs rationnelles de χ toutes les fonctions gil]{%) ou 
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γ'·λ>0) (avec χ > ο), correspondant à une même valeur de k, ρ et λ, 
il suffit de donner à x, dans l'ensemble de ces fonctions, une valeur 
rationnelle arbitraire, la valeur ι par exemple. 

On peut faire application de ces deux théorèmes aux produits des 
nombres engendrés par les fonctions quasi-entières. Reprenons les 
fonctions quasi-entières et les nombres considérés au théorème III : 
a

{
, «e étant des nombres rationnels donnés (et négatifs), et 

F, F
H
,... étant des fonctions de Ε'(p. 3o6), <pappartient à ̂  H

n
. 

Tout nombre engendré par un produit de λ fonctions quasi-entièrès de 
la même forme que ©(#), et correspondant à des valeurs de «e 
différentes ou non, en même nombre ou non, mais négatives, appar-

tient alors à ^γ(λ)(ι). 

THÉORÈME VII. — Soient, comme au théorème 111, F (a;), F,(ar),... 
des fonctions appartenant aux sous-ensembles ΣΕ'; a,, a

3
, ..., aB; 

a\, a'j,..., <4;... toutes les suites quelconques de nombres négatifs 
rationnels, et les fonctions quasi-entières 

(20) 

*<*) =F(«) +F,(i) 

+ +
···

+Ρ(
^ (S^)· 

f\x)=¥<\x)+F'r(~) 

+ F» ' (^5;) + · · · + F& 

.............. 

Par addition ou multiplication, les nombres y(x), φ(,)(#)} 

(χ prenant toute valeur rationnelle positive > o), qui sont trans-
cendants, ne peuvent donner que des nombres transcendants. 

Ces nombres sont d'ailleurs compris parmi les nombres γ(λ) (a?) 
du théorème VI précédent qui correspondent au même indice k. 

Tout polynome à coefficients rationnels positifs formé avec ces 
nombres est un nombre transcendant. 

Nous venons d'obtenir ainsi des résultats tout à fait complets pour 
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le produit des fonctions F (a?) de Ε ou de E', quand ces ensembles Ε 
ou E' sont d'indices >3. Mais les fonctions entières les plus usuelles 
sont d'indice < 3, et il serait bien intéressant d'obtenir aussi à l'égard 
de leurs produits quelques résultats, fussent-ils moins complets. 

Nous allons considérer les fonctions et les nombres des sous-
ensembles E' et H' quand l'indice k = 2, et les nombres analogues 
pour k< 1, c'est-à-dire les nombres déduits de F (a?) pour χ ration-
nel > o, quand & les coefficients de F (a?) étant tous positifs : 

. F, (ε) = + £1 £■ +... + £2 (ε)" + C = +RU', 

*.(f)=sï+R<ï, 
j 

avec £ réel, S^1 = -^> · - · · Soit (A,, B, entiers) 

(21) 
**1 R. ~ F. £ F, £ -FxK 

» m" m\ sû> + "*,+ si 11 -+■···;> 

cd)c(2) C(X) M(WVM(i}...M'J _ 

<-) Λ = |Ρ.(5)...Ρ
>
(|)_

5
™...8Ϊ|>

5
^

ϊ3
. 

Or 

S'A' =2α' ΐΰί,Ιί) (a<fim)> 
· · · > 

d'après le corollaire IV du théorème I. Le nombre des termes du 
second membre de (21) étant fini, 

9m+i C) (ß fini), 

ym*>\ = yi \Pm+t *!"···"+" p/rt+1 ^ïwt· 

(*) Ceci suppose — : si < 1, on remplacera £ ) par 1 : le raison-
nement est le même. 
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Si ceci est impossible, le produit du second membre de (21) sera 
rationnel. Soit p 
il faut 

e
k
(m 4- i)^p

 ε
)

(
'
Λ+1

'<γρ
(,

'
ι+,)λ

^_, (m 4- ι)τ{ηι+*] e
k
(m^ ^ , 

\P ~~~ 7 + *) = loSY + ('m + ')λlo^ 
4- τ(/?ι 4- i)e*_o(m 4-1) 

4- Xm (- — eje?*,, (/n). 

Pour k— 2, ceci n'est impossible que si λ<2. Pour k< 1, il n'y a 
pas impossibilité (*). Donc, quand k< 2, la seule conclusion que nous 
puissons tirer est la suivante : 

THÉORÈME VIII. — Le produit de deux fondions entières ou 
quasi-enlières quelconques d'indice 2 considérées au théorème 111 
prend pour χ rationnel positif (® / < o) des valeurs irrationnelles. 
Le produit de deux nombres de H'(2), quand H'(2) est d'indice 2, est 
irrationnel} comme chacun de ces nombres. 

§ VL 3° Quotients de fonctions de Ε ou de ΣΕ. — Nombres méromorphes. 

Le quotient 

F(;r)F1(^)...Fx(^) 

où quelques-unes des fonctions F ou F(,) peuvent se réduire à l'unité, 
soit au numérateur, soit au dénominateur, est une fonction méro-
morphe de la forme 

«poo w· 

Nous dirons que tout quotient de deux fonctions g^](x) est une 

(*) Les raisonnements restent vrais, a fortiori, si les fonctions considérées F(o?), 
F,(λ?), ... présentent des lacunes . — pmypm+^^· o,par 
exemple). 

Journ. de Math. (5e série), tome X. ·— Fasc. III, 1904. 
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fonction mèromorphe issue de l'ensemble g(X)(a?), ou une fonction 
mèromorphe L(>)(ÎC). 

Considérons le nombre 

υ>·,(ε) = '—Μ. 

Nous dirons que c'est un nombre mèromorphe. 

PREMIER CAS : λ = I . — Soient des fonctions F (a?), F, (χ) analogues 
à celles envisagées au théorème II, et auxquelles le corollaire IV du 
théorème I est applicable : 

W/ Ft^ "N. + Rîi» 

N=2«-(f)' Ν·=Σ<'(|)"· ?*>· 

Admettons d'abord que L(,) soit rationnel et = g (A, Β entiers). 
On a 

AN. + AR^BN -+- BR
/W

, 

AN, —BN = BR
W

— AR^', 
^'''(ΑΝ,-ΒΝ) = q

m
 qm ( BR,

W
 — AR^ ). 

Le premier membre est entier, le second doit l'être ; il est nul quel 
que soit TW, ou pour une infinité de valeurs de m, dès que m > p.. 

S'il est nul (2), 
BR„

t
-AR<V = o, 

(!) Nous n'éludions ici que les nombres L(1} issus du quotient de 

deux fonctions de l'ensemble Ε (p. 3o4). 
(') On remarquera que, A et Β étant donnés, les raisonnements resteraient 

vrais si F(a?) et F, (<r) étaient des polynômes d'un nombre assez grand de termes 
jouissant, dès que m > (x, des propriétés que nous supposons pour les termes 
de F et F,; ou encore si les séries F, F, présentent des lacunes. 
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dès que m > p. Alors 

BR
m+1

 — AR;^, = o, 
. . . . . . . . 

Donc, retranchant membre à membre chacune de ces inégalités de 
celle qui la précède, 

— A<;, = o, 

β«„
+2

~Α<;.
2
=Ο, 

• · · « · · · · > 

OU 

Βα,„
+
,—A = o, B( ) — A /C. ) — °i 

B«»+
a
—AajJJ., = o, B(± p

IIH
.
2
)—A(± p'^) = o, 

·»·.·.·· « · 

On aurait, pour m > p., 

«i+l m +1 

F (a?) = P(a?) + λ, F, (a?), 

où λ, est rationnel, et Ρ (a?) un polynome à coefficients rationnels, 

L(,1^rS3=iS+x'· 

Quand Ρ φ ο, L(,) ne peut être rationnel que si F, l'est; 

c'est-à-dire que est irrationnel dans les mêmes conditions 

que F, ou F sauf pour les valeurs de — qui rendent 

Lf4,(-) = λ, 

(valeur exceptionnelle unique pour les nombres L(l)(a?) où χ rationnel 
# 0) 

Nous pouvons donc admettre que, en générai, pour une infinité de 
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valeurs de m, 
I BRm— AR'” 

c'est-à-dire, a fortiori, puisque [le corollaire IV du théorème ΐ étant 
supposé s'appliquer à F(&·) et F, (Λ·)], 

a ¡n+\ IR (i) ni <2| 

2q „»/bî£s«J + AL^1) 
Posant 

= ψΜ+1 (ψ/«+ι croissant indéfiniment avec m par hypothèse) : 

(a3) -(Bl/'m+i | + Α|ρ^,|)ϊψ„+,. 

Nous retiendrons seulement ces conséquences : i° si p = i, cette 
inégalité sera toujours impossible pour un mode de croissance assez 
lent des | p

m
.
M

 |, | | ; 20 si | quelconque, il suffira que ψ,^, = /jj 
(χ

ηί
 fonction constamment croissante de m absolument quelconque) 

pour que cette inégalité soit impossible pour un mode de croissance 
assez lent des |p

m+i
 |, |. En particulier, prenons (') 

\p
u
\ie

k
^

{
(n)xa, |««| = c

k
(n) '^p+^ (petτ fixes); 

alors 
qn=ek(n) Vp 

car 
\p

n
[ = ek(n)zf<ek^(n)xn, 

et 
<neA_, (η)<τη ek-«(n), 

en sorte que © tend vers zéro quand η croît indéfiniment; 

0/ir+l __eA.(w-hl) ' __Λι m 

(m -h 1) ̂  + tTj e*., (m +1) — m Q +· e'J e^
t
 (m) = m logx,

B
. 

(l) Pour kt 3 on peut prendre \pn\~ £Α·(Όε,Λ· 
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Dès que £^2, croît indéfiniment, et est irrationnel. 

Un exemple simple d'application de ce qui précède est celui du 
quotient 

L(<)(#) = «tOj. η(ΐ)/pt -û) /p» i 

où les η
η
, η{

Λ
η sont égaux à ± 1 ; sauf si η» η"* conserve un signe constant 

dès que n est supérieur à une certaine limite, L(,) (^j est irrationnel. 

Nous obtenons ainsi le résultat suivant : 

THÉORÈME IX. — Soient F(x), F, (as) deux fondions entières (de 

l'ensemble E, p. 3o4), et f{x) = 

F(a?)=2± fû**» F»(a?)=2l± 77 

p
n

, p\l\ q
n
 étant des entiers, \pn\> [ p\l] [ ayant leur croissance suffi-

samment lente, et entier, croissant constamment et indéfi-

niment avec η (q 
n
 réel et positif). 

Si l'on n'a pas F (χ) — λ
4
 F< (χ) = P(a?) [λ, constante rationnelle, 

Ρ (a?) polynome ] : 

ï° f(^j
 es

l irrationnel (q entier quelconque); 

20 Si croit suffisamment vile avec η (au moins aussi vile 
que où γ

τη
 esl une fonction constamment croissante de m, 

d'ailleurs quelconque), f(~jj
 est irrationnel (p, q entiers quel-

conques, ρ positif, négatif ou imaginaire; q positif). Ce sera le 

cas quand q
n
~ ek(ny* ' (k> 2), ek_K(rc)™, (τ fini). 

Si l'on a F(x)—X1Fl
(a?) = P(

i
a?), f(pc) est irrationnel quand 

F(x) l'est, sauf pour les valeurs rationnelles de χ qui annulent 
Ρ (a?), et rendent f(x) égal à λ,. 

3
9

. 
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On établira de même que, sous certaines conditions, — L(l ' 

est transcendant. En effet, supposons que 

iW^ = A = N + Rm 

soit algébrique et non rationnel, de degré α > i. On a 

AN, — Ν = R
m

— ARJ,'\ 

D'abord, dès que m > (A, on ne peut avoir constamment 

R
wi

— AR(
w
V = o, 

sans quoi 
R/Λ+Ι — AR^, = o, n

m+ï
 — A u\]^ = o, 

ce qui est absurde, puisque et sont rationnels. Il y a une 
infinité de valeurs de m telles que R

m
— AR(

;
" φ o. 

Ceci posé, on a (propriété I), 

AN,-N = N,(A-J), 

A—r = A — ?"[<?ΓΝ -τη—Wis (M fini), 

|N,| = |F,(|)(i + e)|<M, (M, fini), 

dès que m est assez grand. 

|AN, N|>|N, |Mgr,„«^* [Nij« M | |«-* ' 
é 

IAN.-NI^J^^, M, = M|N,r. 

D'autre part, 

l^-AC'liaGnw.l + K^lfP'M,, M, fini, 

qm+i -^Γμ-Μ3· 
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Π faudra donc 

1 <» I jvh 1+1 Kill I Ι/Ί'^'Μ 

ou 

^ ci pm+, ι+1 ρ·£, ο ii r · f.r·"· 

Il est dès lors évident que, la croissance des | p
m
^ | et | p{^

+
, | étant 

donnée, on peut prendre celle des q
m

 assez rapide pour que cette 
inégalité soit impossible pour m assez grand, et même impossible 
quels que soient a, p, q. 

Prenons | p
n

 [ et | ρ^ |<ek(n)^n (ε, aussi petit qu'on veut),\a
n

|, |aj," | 

de la forme e
k
(n) (ρ+6)

?
 avec /:>3. On a encore, comme tout à 

l'heure (p. 326), 

q,i=Ck(n) Vp . 
De meme 

ι ρ 1"«·' qm(*~I) _ e6(my f, 

et ta, tend vers ο quand m croît indéfiniment. Il faudrait ainsi 

ek(m~hi) Vp ;<ek(m) y° >, 

ce qui est absurde d'après le lemme I. 
Nous pouvons donc énoncer ce théorème : 

THÉORÈME X. — Tout étant posé comme au théorème IX ci-dessus, 

si |α
Λ

|, q
lt

sonl de la forme c
k
(n) ft\p / (p fini, |p

n
| 

et IJO^ | au plus égaux à e
k
_

{
(nfn

 (Τ fini), f(^j
 est transcendant, 

à moins que F(a?)— λ, F, (a?) = P(a?). 
Dans ce dernier cas, f(%) est rationnel pour les valeurs ration-

nelles de χ qui annulent P(#), transcendant pour les autres 
(sauf a? = o); f(x) ne peut prendre, en dehors de f(o), quyune 
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valeur rationnelle au plus (4). Pour /f=3, /(a?) fl'cs/ jamais algé-
brique pour χ rationnel. 

On peut aussi énoncer ces deux théorèmes de la manière suivante 
en se bornant au cas où k > 2 : 

THÉORÈME XI. — Soit le quotient L(,)
(#) de deux fonctions F(a?), 

F, (a?) de l'ensemble E, qui ne sont pas liées par une relation de la 

forme F(a?)— X
4
F,(a?) = P(a?) : si k>2, est irrationnel(*); 

sik>3, il est transcendant. 
On obtient tous les nombres L(l)^p correspondant à une valeur 

de k et à l'ensemble Σ Ε en donnant à ~ une valeur unique, 1 par 

exemple 
y
 dans les fondions de 2L(

 "(X·). 
Le quotient de deux nombres quelconques du sous-ensemble 

(p. 3o6), qui est un nombre est respectivement irrationnel 
ou transcendant, à moins que F(a?)— XF,(a;) = P(#)· 

Les résultats précédents comportent déjà des applications aux fonc-
tions quasi-méromorphes. Exemple : 

■níi » / 

quel que soit sera irrationnel pour χ = ι, si l'on n'a pas 

F(ar) + F, (χ) - X, [F(,)(a·) -h F(;'(ar)] = P(», 

et si F(a?) H- F, (a?), F(1)(a?) -h F(,°(#) ne sont pas simultanément des 
polynômes. 

(1 ) Ce cas exceptionnel peut évidemment se présenter, et l'énoncé du théorème 
indique à quelles conditions nécessaires et suffisantes. 

(8) Il est bien entendu que nous laissons ici les nombres transcendants parmi 
les nombres irrationnels. 
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La considération des fonctions 0, 0
o

 0
2

, 0
3
 de Jacobi [formule (18), 

p. 308, r entier > 1] nous fournit une application plus particulière, 
Prenons 

1 + i)n r-'1' 

Ici 

F(x) = 1 + 

F, (χ) = 1 + 2 ̂ Γ~η*χη. 

F (χ) — λ, F, (a?) n'est pas un polynome ; 

ΙΡ·Ι = ΙρϊΊ = », 

£«±ί — croît indéfiniment avec n. Donc est irrationnel 

d'après (23) (p. 326). De même /·' ~~j(·); de même encore 

car, par exemple, on a 

θ 3 ( ï ) =2Γ~η'[2Λ(2Λ— I) + 2«(2«+ I)] =2 

(1 ) Si l'on pose 

. ■ —— — g, l(u) = ±sngu, 

est la valeur de \fk^ (JORDAN, Analyse, t. II, 1885, p. 38?). Il faut avoir 
soin, dans le Cours d'Analyse imprimé de M. Jordan, de permuter les indices 
de β, θ,, θ2, de façon à y remplacer 6 par ô2, 6, par 8, û

2 par 8,. 

Nous rappelons que 7*=r β~πίτ, = Ici r est supposé entier réel, τ = xi 

(a réel). Si r = rj (r, entier), y'k
x
 est irrationnel. 
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et 

28«lr-"V-X,F
l
(®) 

ne se réduit pas à un polynome. 

COROLLAIRE. — Soient θ, θ,,θο,θ., [formules (ι%), p. 3o8] les quatre 
fonctions « de Jacobi : gjj. ,·+|ώ}. gg, Sg, ... sont des irra-
lionnelles (r entier i). 

Plus généralement, prenons la fonction °ù <?(#) et ?i(®) 
sont des fonctions quasi-entières comme celles considérées au théo-
rème III (p. 307). On sait (*) que est de la même forme que 

F j de même <p, Ce rapport est irrationnel quand k = 2, 

transcendant quand 3, ^a? = ̂  > si ne satisfait pas à une con-
dition particulière exigeant entre les coefficients de φ (a?) et de φ, (a? 
une infinité dénombrable de relations. On peut énoncer une partie de 
la propriété corrélative sous cette forme : 

THÉORÈME XII. — Soient, comme au théorème III, toutes les 
fonctions quasi-entières 

*<?) = F<*>+F< G)+ F* fcb;) +·· + *-. (Ï^)' 

a
{

, ..., a§ étant des quantités rationnelles et négatives, en nombre 
fini quelconque (une au moins de ces fonctions étant φ ο, et alors 
ne se réduisant pas à un polynome), F (a?), F, (χ), ..., Fe

+1
 (χ) des 

fonctions de Vensemble Ε' (p. 306). 
Soit Ν Vensemble des nombres irrationnels (k = 2) ou transcen-

dants (/f = 3) obtenus en donnant à χ des valeurs rationnelles > ο 
dans <p(a?). Le quotient de deux nombres de Ν est en général un 
nombre irrationnel si k= 2, transcendant si A" J3 : le contraire ne 
pourra se produire que si les deux fondions génératrices ©(#), 

(') Ici p, q sont réels et positifs, />rt5 e,( η )ΤΛ pour k~ 2, />„5eA(/i)e*pour 
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φ «(a?) correspondantes ont entre leurs coefficients une infinité dé-
nombrât le de relations particulières. En tout COLS, pour k>3, ce 
quotient n'est pas algébrique. 

On peut préciser davantage la portée de ce théorème, et établir ce-
résultat : 

THÉORÈME XIII. — Soit la fonction quasi-méromorphe Q obtenue 
en divisant deux des fondions <p (χ) l3 une par l'autre (an ..., a® quan-
tités rationnelles quelconques différentes et φ ο). Si Q ne se réduit 
pas à une constante ou à une fraction rationnelle, parmi les valeurs 
en nombre infini que Q prend pour χ rationnel quelconque, il n'y 
en a en général (') qu'un nombre fini qui puissent n'être pas 
irrationnelles pour k = 2, transcendantes pour k^3; ces valeurs 
exceptionnelles sont alors rationnelles. 

En effet, on a, si a
f
 = ^-> · · · (a

n
 β

(
, ..entiers), 

* W ^ 9m <]m 9m \p) 9m (/>Pi — «ig)m my 

ffi (P\ - V ±: m,n pm (Λ"1 — V 7/(° 

Nous savons déjà que, et φ, pouvant être mis sous une 

forme analogue à celle de j, leur quotient n'est jamais algébrique 
(théorème X, p. 329), quand k^3. 

Supposons ce quotient rationnel pour χ = -· 

Dès que m est assez grand, il faudra, pour que y'. soit rationnel 

et = λη
 que (raisonnement identique à celui de la page 32ο) 

Ρ.-λιΡ«»=ο> 

(') Par exemple si une des 26 + 4 fonctions F (Λ·), F
T
(A?), Fe^i(ir), 

F(1)(#)
}
 .,Fj^a?) ne présente pas de lacunes à partir d'un certain terme. 
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quel que soit m, avec 

P,„ = «m q,r>q'"p'"(pt>* - «ι?)"'· · ·. 

P» = um ΐ».ΐΎ"Οβ.- «ι?)'"· ■·» 
ou encore 

=fc pm rp \ VJm)2jz -H ( ± pl" =F X, <>) ^ 

+ {±Pm -I-λ|<Π'« + °· 

Le nombre des coefficients /?
OT

, trr
w

, pl, c^', ... qui entrent dans 
cette relation est 2(0 4- 2). 

Si alors il y avait au moins 2(0 4- 2) relations de ce genre, c'est-à-

dire au moins 2(6 4- 2) valeurs différentes - φο donnant à des 

valeurs rationnelles distinctes λ,, λ2, ..., le déterminant des relations 
correspondantes entre les p

m
 rs

m
... devrait s'annuler, puisque p

m
, GJ

7M
, 

pl, ... ne sont pas tous nuls, au moins pour une infinité de valeurs 
de m, les fonctions F(a?), F,(a?), F

2
(#), ... n'étant pas supposées 

toutes des polynômes. On aurait ainsi, dès que m dépasse une certaine 
limite, 

0 = 

q„i i g,n pm I p,a (/? β, — Gl,?)"* (/>βι— «l*/)'" 

qm 2 qm pm 2 pm (/>, β, — (/?, β, — a, qx )'" 

. . . . . . . . . . . 

pour une infinité de valeurs de m (consécutives s'il n'y a pas de lacunes), 

ou, en posant, pour simplifier, — = γ/+,, 

ΔOn) 

Τ Λ«Τ, τΓ τ« (γ,-β,)1» (γι-α,)« 

Τ Λ«Τ, τΓ τ« (γ,-β,)1» (γι-α,)« 

. . . . . . . . . 

= ο. 

C'est un déterminant à 2(0 4- 2) lignes et colonnes, dont nous 
allons obtenir la valeur. 
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D'abord, pour 0 = — ι, ce déterminant se réduit à 

Il Λ =τγτ:(*.-μ*Ο. 

Il y a au plus une valeur de qui soit rationnelle ( ' ) ( théo-

rèmes IX et X). Voyons le cas général. 
Le déterminant 

Δ2λ — 

a\ a{ ... a\ 
a\ a\ ... a2f 
. . . . 

ah atH ... a\n 

est une somme algébrique de termes de la forme 

/ /\ . «i »i «a «3 MW— ι «ait—t 

/ /\ . «i »i «a «3 MW— ι «ait—t 

ίιφί
2
φ.,.φί

2η
· le premier de ces déterminants d'ordre deux est 

formé avec des éléments des deux premières colonnes appartenant 
deux à deux à une même ligne, et ainsi de suite. On aura alors 

A«'«_V+ γ'" λ'·Τ"' γ? γ? (γί·~α')'" 

(25) 
4?Λ=2 ± (λ,·, - λ,) (λ,. - \).. ,(λ

ίι1+<
 _ λ,,

Μ
) 

^ Υ*ι ^ 

avec λ/;— ο, γ/.- γ,·.^ ο quand y φ]
{
. 

Le nombre des termes de (24) dans est σ =r C^QO+Î· .. C; C*. 
Ecrivons alors les équations (25) pour σ valeurs de m assez grandes 

(*) Nous laissons, bien entendu, tout à fait de côté la valeur <r — o. 
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et consécutives, m, m -+- p.,, + (Α
β
_,, où l'on peut prendre, s'il 

n'y a pas de lacunes dans les fonctions F(a?), F,(a?), ou si ces 
lacunes sont assez espacées, p., = i, ..., p.

g
_, = σ — ι; nous obtenons 

par rapport aux σ quantités Λ = (λ
4ϊ
—λ

;ι
), différentes ou non, 

σ équations linéaires homogènes qui ne peuvent être satisfaites qui si 
le déterminant des coefficients est nul ; posons 

(26) -, r— =8/ (t = ι, 2,..., σ). v J ϊ.·,7/
4
(γ..-«ι)(γ/.—«1)·· · x ' ' ' J 

On aura 
S'

t
u 8;" ... 8? 

£»'+μι §«'+μι ^ ^ ^ §«'+μι 

. . . . . . 
gwi+μα-ΐ gw+μσ-ι ^ ^ ^ gw+μσ-Ι 

= 0, 

ce qui exige 

κ= 

1 I ... 1 
oi' ô>· ... 8ï· 
. . . . . . . . . 

Sf- ... Sg^* 

= 0 

(°< (*!<·· ·< [*.-() (')· 

(') àg n'est pas nul identiquement quels que soient δ,, o2, ..og. Cette pro-
priété est évidente pour σ = ι ou 2; admettons-la pour σ<σ'—1. Si Aj.rro 
identiquement, A^ est a fortiori nul pour $, = 0, et 

2 ° σ 

Mais le deuxième déterminant est un déterminant Δ'^,, et l'on est conduit à 
une contradiction; donc A^y^o. 

Ceci posé, A
g
 est divisible par δ/— δ^ (/p=y). A'ff s'écrira, en le supposant 
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Bornons-nous au cas où l'on peut prendre fa = L Alors 

£ = 11(8,-8,) = ο 

Écrivons toutes les équations 

8,-8,=o, 

l'une d'elles doit être satisfaite. Ici Sj diffère de 8/ [formules (26)], soit 
par le numérateur, soit, si les numérateurs sont identiques, par le 
dénominateur. Autrement dit, 8f= 87- n'est pas une identité quand on 
n'attribue pas à quelques-unes des quantités y

ti
, γ,·

3
, ... des valeurs 

particulières. 
Chassons dans les équations δ,· — Sj = o les dénominateurs et sup-

primons les facteurs littéraux communs à S,· et Sj
y
 qui sont de la 

forme γ, ou γ/ — ati, les γ
4
· étant supposés φ ο et des ati. Nous obtien-

drons des équations entre deux au moins des quantités γ,, Y*» .... 
Nous considérerons successivement celles de ces relations contenant 
η, η -+-1, η 4- 2, ... des quantités γ, si une de ces relations en contient 
η exactement, aucune n'en contenant moins. Soient 

(27> 

ϋη = 0, D;O=0, ..., 

ϋη+ι — ? · "i 
1 ········· ···> 

ces relations ϋη+7· = ο contenant η ■+■ j des quantités γ exactement. 
Prenons d'abord = o, et donnons à η — 1 des γ qui y entrent des 
valeurs rationnelles déterminées différentes (') et différentes de o, 

décomposé en facteurs irréductibles, 

Δ'Ί.,.ΔΊΠ (Δ,—Δ,.), 

ΟΊΙΔ.', .,., ΔΤ, 8
T
·— 8Y sont des facteurs irréductibles dont aucun N'est nul iden-

tiquement quels que soient les δ
(
·. 

Pour étendre au cas des lacunes le théorème que nous établissons ici, il res-
terait à établir qu'aucun des facteurs Δ",, ..àl'x n'est nul identiquement quand 
on substitue aux 8,· leurs valeurs en fonction des γ7· [formules (26)]. 

(*) Pour lesquelles T est supposé rationnel. 
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α,, ..., αο; la V)ième γη est alors déterminée et a au plus deux valeurs. 
On a, en effet, pour déterminer γ

Υ|
 une des équations 

Υ»ι(Υ*ι — β) = const, φ ο ou β = const, -φ ο 

(α, b = ο, α,, ..ou α φ h). 

Dans la deuxième relation DJ,0 = o, donnons à η — ι des γ des valeurs 
différentes et différentes des précédentes et de ο, a§ : la Y]ICME 

est déterminée ; et ainsi de suite : dans D
r+

,, on choisit convenablement 
η des γ qui y entrent. Nous continuerons de la sorte jusqu'à épuise-
ment des relations ( 27). 

Prenons alors une valeur γ' de γ différente de toutes celles ainsi 

fixées ou trouvées, qui sont en nombre fini et de ο, α,, ,.«o : 

ne peut être rationnel, sans quoi, si l'on raisonne comme ci-dessus, 
une au moins des relations (27), D

ri+</
- = ο par exemple, devrait être 

satisfaite, quand on prend pour η H-y — 1 des γ qui y entrent les 
valeurs déjà choisies pour cette équation, et pour la (η H-]){νια°Ί la 
valeur γ différente de celles que détermine la relation D

rrl
_y· = o. 

c. Q. F. D. 

Remarque. — Le théorème se trouve ainsi complètement établi 
lorsque, dans les fonctions F(a?), F, (sr), .., Fo+,(.x·), F(,)(a;), ..., 

Fe+i(#), 011 Peut trouver, si grand que soit m, une suite de 

* = Q
+
>CL

2
...C;C> 

termes en x"\ xm*\ ..., tels qu'un au moins des coefficients 
de xm+i soit φ o pour une au moins des 2O -f- 4 fonctions, quel que 
soit i = o, 1,..., ou σ — ι. C'est ce qu'on peut appeler le cas général. 

DEUXIÈME CAS : Λ> ι. — Quand on veut étudier les produits deux 
à deux, trois à trois, etc. des nombres on est conduit à envi-

sager les nombres L(>0 (^j · Toute propriété commune aux fonc-
tions L())(sr) appartient simultanément aux quotients de fonctions 
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de Ε et au quotient de leurs produits deux à deux, trois à trois, ..., 
λ à λ. Nous supposons encore, jusqu'à nouvel ordre, /r > 3. 

Je dis que (1 ), même si λ = τ, L(>) (^j est rationnel ou transcendant, 
mais n'est pas algébrique. 

En effet, d'abord, établissons pour le calcul approximatif de Uk)(x) 
une formule analogue à celle que nous avons trouvée (p. 31 o) pour ̂ \χ). 
On a, si u

m+
^ ^ o, u

/n+i
 =... — u

m+
^ ,= u

m
=... = M

w+
^

i
_

1 — o, 

I «,,»+1 (■ —ε) £ ^Κχ)-2"« siI ('
+ ε

')> 

! "Ιί-Ιμ, I (t — ε')< g»>{x) =1 U™+11, | (' + ε'ι)· 

Posons 

2«„=s„„ 

*«(*) = S„+ R„„ M"(*) = + : 

*?>(*> S"' ~ S),P+ R»> S«> ~ SÛ'[S»>H-R»>] ' 

Pour toute valeur de χ telle que o, on peut assigner des 
limites supérieures finies de 

SÛ'+RÛ' ~ &(*)' S!» = ^("OC' + Ê>)> 

(m assez grand) (2). D'ailleurs 

I R« | = I «W I ( I + e I ), | R* I Ί | «C* | ( ι + e, ) ■· 

Donc 

(28) ί'λ»(£ϊ?) — |ti <e|e^| + P|«C*.[, 

(α., β positifs limités); c'est la formule que nous voulions établir. Donc : 

(1) L(^(a?) est une fonction méromorplie; ici est le quotient de deux 
quelconques des fonctions formule (19), p. 3i3. 

(2) Si m est assez grand, Sl
H
V(.r) est alors 7^0, 

Joum. de Math (5e série), tome X. — Fasc. III, 1904. '1° 
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Pour toute valeur de χ qui n'annule pas #*'(&')) à partir d'une 
certaine valeur de m, 

( 28) Ll>> (®) - < ot | a„,+|11 4- β | |, 

(^m+l —· · · — ^m+μ-ΐ — ^m+i —· · ·—= Μ,,,+μ,—ι — Ο, ^m+μι ^;η+μ,'~-
β positifs el finis). 

On a encoie pour L(X)(.r) des inégalités analogues à celles du 
corollaire IV du théorème I. 

Ceci posé, soit, comme à la page 3i5, 

(x, B, y, entiers) 

et supposons que L(?)^^ = ξ soit rationnel ou algébrique de degré a. 
On a 

2"» Φ ν'>γΐν2"« 

Σ ( ρ \ Μ -+- Ν ί 

où M et Ν sont entiers et u
m
(x) == u„, est un terme de g{l)(x) de la 

forme ^jxr-
ι° ξ est rationnel; deux cas pourraient se présenter : ou bien 

2«. 
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est φ o pour une infinité de valeurs de m ; d'après la propriété I, 

(M, fini) 

ou bien 

S- û—=°> 

dès que m > #w,. 
Soit 

1 λ»(+1 

2<-s»> 2a-=R«; 

pour m > /«,, 

(:î8 bis) 
Swl+i S/W-|_/ 

Swl+i S/W-|_/ 

Soit 

_ Q ur _j , ψν^Η·37) 

cm _ ecu win Ψνι^) . , ψνι'(^) 

On a 

J * V * v+l * V ^ V-M 

TV-H.l 
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Ce produit est de la forme 

V aU 

avec 
«y = <ΚΛ ΨΙ+,., - Ψϊ ψί,+, · 

Si l'on sait que a
n

, a
an

 a
iK
 sont nuls, multiplions les deux 

membres de ce produit par 

U(2V+.) QU 

Le produit devient 

ο = αί+ι,( +2 

où, soit y > τ, soit 7 = 1, i ï / -f 2. 

Sf» =
 Cj(

<v/H'<—(Η)%
(ν + l)

(rt')'v+""(r!0""'4·" 

qui est aussi petit qu'on veut dès que ν est assez grand. Donc 
α/

+Μ
5'λ(2ν'Μ), qui est entier, est nul, et 

«/+,,, = o. 

On conclura ainsi de proche en proche que ̂  est indépendant de ι, 

par suite = par suite indépendant de ν et «, quand v>v,, d'après 

(28 bis). Donc on peut écrire 

(28 1er) 5^ = ̂ =···· 

Nous savons, que ceci est loin d'être toujours impossible pour une 
valeur de ~ [comparer notes (' ), p. 3i6 et 317)]. Mais on peut indi-
quer des cas étendus où ceci n'a jamais lieu. 

Les coefficients de Μχ
;η+

, (a?), étant donnés sauf un, 
il n'y a qu'une valeur au plus du dernier restant à fixer qui permette 
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de satisfaire à 

«Wl ^hn+2 ^/w+l — O. 

Il sera dès lors facile de former une infinité de fonctions L(),)(x*) 
dans lesquelles 

^λ/Λ-Η ^hn+i Φηι+'Ι ^lin-h 1 ^ 

pour une infinité de valeurs de m ^quand χ = On voit en même 

temps que, en général, les conditions (28 ter) n'ont pas lieu. 
Supposons encore, par exemple, que pour m>mAi u\m+\(x) et 

aient leurs coefficients réels et de même signe; que u-^m+2(x) 
et u^

l+2
(x) aient leurs coefficients de signes contraires. Si cette circon-

stance se présente pour une infinité de valeurs de w, (28 1er) est im-

possible dès que - > o. Dans ce cas d'ailleurs, d'après le théorème Y 

et son corollaire I, g{l)(%) et g{i](x) sont transcendants pour a? > o. 
Ces deux exemples comportent des extensions évidentes lorsque 

g{l)(x) et. g{}](x) présentent des lacunes. Nous n'insistons pas. 
Supposons enfin que g{l)(x) etg[l'](x) soient desproduits FF,...Fx_,. 

Pour une infinité de valeurs de m 

ψί'1 =PvP'r ' 'Pv ι)χΚ\ Ψ?;1 = · ·®Ιλ l]^\ 

et Γοη a une infinité de relations 

Ihp';· · ·Κλ~" Pv+iPvA-j· . _ 

On peut toujours choisir les fonctions F, F
n
 ... de façon que ceci 

ait lieu. Mais il y a des cas étendus où, quel que soit λ, ceci n'a jamais 
lieu. 

En effet, il suffira que, pour une infinité de valeurs de v, 

p
v
pi...pj ̂  o, xs

s
gs'V. . ,m{ï "φ o, 

et, pour une infinité d'autres valeurs de v, 

p
v
pi·. .pi* l) = 0, cr

v
toi.. .ari* χ)φ o; 

ou encore que les pi, ..., p? 11, cf
v
, ..., soient tous réels et de 

4o. 
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même signe, les p
v
 étant alternativement positifs on négatifs. On sait 

d'ailleurs que, dans ces cas, F(.xr\ Fx_,(,x·) sont transcendants 
pour χ rationnel > o. 

2° ξ est algébrique, ς — n'est jamais nul, le second terme 

étant rationnel. D'après la propriété I, 

5 - -άτ- i —, 4γ-Τ5·, (M. fini)· ' 

En résumé, que ξ soit rationnel ou algébrique, il faut, en général, 

(2D) 
S--3 =—7 LTS Tî, <M< i·"')' 

cette condition ayant toujours lieu quand ξ est algébrique. 
Or, d'après (28), le premier membre est au plus égal à 

^ | ^λ//Η-μ I ~l~ β I ^XwM-μ, I '1 

donc 

(3o) 

δ, (I Μλ/«+μ I Η- I | )= ^ j —Qû) ■+" —gôfi 1 

Σ"·" 
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• Le second membre, si, par exemple, (/..>< (A
3
 OU p.

2
= [A

A
, jijn est 

de la forme 

e
k
(m-h|A

a
) -Ρ 6)""+μί,/

) 

alors que le dernier membre de (2g) est de la forme 

ek(m) 

est d'ailleurs # ο pour une infinité de valeurs de m, soit 

quand ζ est algébrique, soit, en général, quand ζ est rationnel (en 
particulier dans les cas indiqués précédemment). On a ici p.., > o. La 
comparaison des deux inégalités (29) et (3o) conduit de suite à une 
impossibilité, d'après le lemme II. 

Dans les cas mentionnés pages 343-344» est alors transcen-

dant. Sans rappeler ces cas en détail, nous pourrons énoncer le théo-
rème suivant : 

THÉORÈME XIV. — Tout étant posé comme au théorème V (p. 319), 
le quotient de deux fonctions g{l)(x) ne prend pour des valeurs 
rationnelles (réelles ou imaginaires) de χ que des valeurs ration-

nelles ou transcendantes. Autrement dit, les nombres L()°^^> où 

~ est rationnel (réel ou imaginaire), sont exceptionnellement 

rationnels, en général transcendants. Ils ne sont jamais algé-
briques. 

On peut trouver des cas étendus où les nombres L(>)^^ corres-

pondant à une même fonction L(À)(a?) sont tous transcendants (1 ) 
(soit pour χ φ ο, soit pour χ réel > 0). 

(*) Voici un exemple non encore cité; posons 

Vg^\.x) = Ρ(χ) H- Usf'(.-r), 

où V, P, U sont des polynômes à coefficients entiers, V et U pouvant se réduire 
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Les produits ι à 2, 3 à 3, ... des nombres L()J sont rationnels 
ou transcendants. 

COROLLAIRE. — Tous les nombres qu'on déduit de H'(2) (p. 3o6) 
par multiplication ou division sont rationnels ou transcendants. 
Aucun n'est algébrique. 

Remarque I. — Une somme de quotients de fonctions g[l]{x), 
c'est-à-dire une somme de fonctions L(>0(x·), est une fonction (.'/?), 
où λ, est entier. Par exemple, 

gfo{x) gùégi] gîi) 

Les mêmes propriétés de rationalité ou de transcendance restent 
donc vraies pour les sommes de nombres ο 

Nous pourrons en particulier énoncer ce théorème : 

THÉORÈME XV. — Soient les fonctions entières 

(3i) F(«)=2±Tt«". 

avec q
H
=et(n)-? ■ donné, \p

a
\<ek(n)m entier croissant 

indéfiniment avec η, ρ fixe et /i J3J, les coefficients ayant des signes 

quelconques, et les nombres Ν = qu'on en déduit en attri-
buant à χ toutes les valeurs rationnelles possibles. 

à des constantes. 

!»(*) = = |J(*> + H 

est transcendant en même temps que g{i]{x) pour les valeurs rationnelles de £ 

qui n'annulent pas Ρ(#) (comp. théorème V et ses corollaires), 
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F (^) est transcendant, si F (a?) ne se réduit pas à un polynome. 

Toute fonction rationnelle à coefficients rationnels des nombres Ν 
est un nombre rationnel ou transcendant. 

Toute fonction rationnelle à coefficients rationnels des fonc-
tions F, si elle ne se réduit pas à une fraction rationnelle en x, 
est un nombre rationnel ou transcendant pour toutes les valeurs 
rationnelles de χ. 

En effet, cette dernière propriété résulte de ce que le numérateur 
•et le dénominateur sont des fonctions g[l)(x). 

On peut aussi considérer les nombres N2 issus de fonctions ration-
nelles à coefficients rationnels de fonctions quasi-entières 

F (x) + F (1) + F2 (1) 

F (a?), F, (a;), Fa(a?), ... étant des fonctions du même ensemble E, 
c'est-à-dire de la forme (31). 

En général, ces nombres sont transcendants : ils ne sont jamais 
algébriques. 

§ VII. — Extensions des théories précédentes. 
Nombres obtenus par itération. 

Reprenons les fonctions F(x) de l'ensemble Ε (p. 3o4), en supposant 

l'indice >3. Dire que Frationnel^, est transcendant, c'est dire 

que F (a?) = ζ n'a pas la racine rationnelle^, ξ étant rationnel ou algé-

brique. Mais on peut, au sujet des équations F (a?) = ξ, se poser bien 
d'autres questions. 

Une pareille équation peut-elle avoir une racine algébrique; autre-
ment dit, si ξ, est algébrique, F(£,) peut-il être algébrique? 

Mieux, soient k l'indice de F(#), ζ un nombre transcendant de la 
forme f{~j ) °

u
/(£.)>/( x) étant une fonction d'un ensemble ana-

logue à E, d'indice Ε(ζ) peut-il être rationnel, algébrique ou 
transcendant d'indice Sk'l Autrement dit, l'équation F (χ) = ζ

η 
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où ζ| est rationnel, algébrique ou transcendant d'indice 5: A, pos-
sède-t-elle une racine algébrique ou transcendante d'indice Zr, < kl 
Une racine de F (a?) = o, par exemple, peut-elle être une transcen-
dante d'indice Zr, (')? 

Parmi tous ces problèmes, nous nous contenterons, à titre d'indi-
cation, de traiter une partie du dernier, qu'on peut formuler ainsi : 

Soil ζ un nombre f(^~j supposé d'indice k,> 3 (p, q entiers> o); 

F(C), d'indice A ~ A,, est-il rationnel ou algébrique? 

D'après ce que nous avons vu antérieurement (p. 3oG), en ne consi-
dérant que des fonctions /(#), F (a?) d'ensembles E' à coefficients 
tous positifs, et les indices étant pris J3, on peut toujours sup-

poser —1 · On a 

Y — /Y j ) — ——ι La—μ _i_ LA.—μ 

Ρ(ζ) = & + £ιζ
 +

 ... + ^ζ« + .... 

De plus nous admettons : i° pour F(x), que soit un entier 

croissant constamment et indéfiniment avec /&, et q
n
~ e^n)" p " ; 

2® pour /(a?) des conditions semblables avec des valeurs de q)l\ A*,, ρ, 
différentes ou non de q,

n
 Zr, p. 

Posons 

ζ = ζ„ -h p
n
 (ζ» somme des η -h ι premiers termes de ζ), 

(32) F(*C) = S
TO

(C) + R,(C) = S,
w

(C
;i

) + \\
m

ÇC) Mpl 

[M fini, α entier >i, S
//t
(x) somme des m-h ι premiers termes 

de F (a?)]. On a 

C
M
 — m, (-^-λ entier o), 

(*) On pourrait encore examiner si deux équations F(a?)=o, F,(#)=:o 
d'ensembles analogues à Ε ont une ou plusieurs racines communes. 
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cl 

(33) ?I>~ 0> 

S (Y \ — M/t > 1 

car M„ étant une somme de termes positifs est φ ο ; 

(34) R,„(() = ^i±1Cn'+,(' + E,)· 

Admettons que Ρ(ζ) = ξ soit algébrique de degré β (βϊ')ί on 
aurait ( propriété I), 

|ξ δ„(ζ„)|_|«
 7Μ(^»)»|2Νι?6|^,-ρ (Ν, Cm), 

car ξ > δ«(ζ
Λ
), puisque ζ >ζΛ

 et S
m

(ar) croît constamment avec m 
et a, pour χ > ο, et, d'après (32) à (34)? 

(35) + aMgg. 

Nous supposons ici que m et η sont assez grands, et que F(x·) 
et f(x) ne présentent plus de lacunes à partir d'un certain terme. 
Alors 

?»=«α(ή/ρ ^"'=6i
k
(m)x'm, yl

l
"=e

At
(n)T'.w, fr>3, k,>3, 

p
in

ic>k(m)™, p\ï <eA|(n)v (τ, τ, fixes), 

τ < τ, < γ J τ' — τ, τ\ — τ, finis positifs, 

is = e»(fl.)V, = ̂ («)V, 

4N, £^ζ"ί+1 = e
k
(m + i)-v», 4MN,^|

 = €
 (

n +
 ,)-v, 

τ2> ^3) τ4» τ5 finis, positifs et ayant une limite inférieure > ο. Il faudra 
donc, d'après (35), 

(36) '±<ek{mψ·'ηιeki(η)Kmn[ek(m -h i)"^ + eki(η -+- ι)~ν'], 

quels que soient m et n. 
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Pour montrer que cette inégalité n'est pas toujours possible, par 
suite que FÇC) n'est ni rationnel ni algébrique, il nous suffira de 
vérifier que l'on a à la fois 

(3!i) 
efm 4- i)V"> e

h
(ni)^"1 eki

( Λ)Κ'"", 

ekfn 4- i)V > e
k
(m)^'He

k>
(η)K'"", 

η étant convenablement choisi en fonction de m. 
Les lemmes I et II permettent de simplifier la première inégalité, 

car on a 
ek(m -h fJk(m 4- \f"1 

(σ fini positif ayant une limite inférieure >o), et (36) peut être 
remplacé par 

(37) 
ek(m+- ι)σ >^(/Οβτ;η, 

ekt ( η 4- i > ek ( m a
Ai

 ( η )Κ""4. 

Nous prendrons 

(38) η — ek_kt(m) 4- η = logAi_A.(m) 4- η, 

où η, positif, nul ou négatif, a son module < -> de façon que ek~khQn) 4- η 

soit l'entier le plus voisin de ek_k,(/«). 
Avant d'aller plus loin, nous établirons les lemmes préliminaires 

suivants, qui ont lieu dès que m est assez grand (entier ou non). 

LEMME III. — Quand Α est donné et >O, ek[\ ek^ki(/n) -HA] croît 
avec /f, (/f, positif ou négatif quelconque). 

Il suffira en effet que 

**,[^-*,("0 4- α] > [c
A
_

Ai+l
 (m) 4- a], 

ou que 
efk-kW** = C

A
.CA_AJ+,(/>I) > ÛC + ek__ki+i (m), 

ce qui a lieu si 
(ea- ι )ek_ki+i(m) 

croît quand m croît, c'est-à-dire dès que α > o. 
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LEMME IY. — Quand ol^>o, eAs(/« + «)^eit(m) 4- a, dès que o. 

Ceci a lieu pour A2 = o. Admettant cette inégalité pour une valeur 
positive de A

2
, on en tire 

Ο H- α) = 0°(™) > (m) 4- a, 

en sorte que le lemme a lieu pour lu = ο, τ, 2, 

LEMME V. — On a 

c4,0 + p)>(i + T)et,0), p>o, 

τ > o. 

Pour /r2=i, 
^m-t-β _ e'M^> (r -h τ)^'

η

, 

si τ < — ι. Admettant cette inégalité pour une valeur de A
2
> ι, on 

en tire 

e*,+,(m + β) > <V,(m)HT= <ν,(;»)<?*,+,(«ι)*> e
4

,
+l

(»ï)(n- τ), 

où t fini arbitraire >o et — i, dis que m est assez grand. 

LEMME VI. — On a 

ck_,(m 4- α -h β) > (ι 4- τ)βΑι_2
|>

Α
_Αι(/«) -f- a], 

a, β donnés > o, quand A> A, > 3. 

On a, si A J 3, d'après les lemmes IY et Y, 

eA_
2
 (m + û£ + β)>(ι + τ)^

Λ
_

2
(/Λ 4- α) 

= (ι + τ)β*
4
_
ϊ
[β

Α
_

4ι
(/Λ 4- α)] >(ι 4- Ό «Va !>*-*,(™) 4- α], 

si k J A, J 3. 

Si A< A,, le lemme YI n'est plus exact : ainsi, pour k = 3, A, = 4> 

e/f_3
(m 4- α 4- β) = wi 4- α 4- β, 

β*,-»[β*-*Χ/Λ) + α] = me*, 
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et l'on n'a pas 

^/w+a+P 

LEMME VII. — On a 

ek-Aek'-h
l
{m) 4- « 4- β] > (l 4- f)eA,-i[cA-*

l
(wl) ■+■ α], 

pour k
{
> 3, quel que soit k positif ou négatif (a, β > ο donnés). 

Si k, = 3, 

> ( 1-h τ )ce4-*I(w)+et, 

quand quel que soit A: positif ou négatif. 
Admettons le lemme pour une valeur k\ de 3 ; on en tire 

ek'-i [ek~k\(m) 4- α 4- β] > r-
A
;_, [<?*_*; (/λ) 4- *],+τ 

> ('k\ -1 4- α] (ι 4- τ) 

ou 

e(*i-H)-2[^(*+ο-(*'ι+ο('Ό 4- α 4- β] i?(
A

j
+

,)_
2

[<?(*+!)_(£!+,)(/μ) 4- α] (14- τ), 

ce qui établit le lemme VII pour la valeur k\ 4-1 de par suite en 
général. 

LEMME VIII. — On a 

GK-t[ek-kl{tn) + α] > (ι + z)ek_2{m) 

pour k
i
 > 3, quel que soil k, a donné > o. 

D'après le lemme III, le premier membre croît avec ; il suffira 
donc d'établir le lemme pour k

t
 = 3, c'est-à-dire de montrer que 

e*.eA_2(m)>(i 4-T)<?*_2 (//»), 

ce qui a lieu si τ < ea — ι. 
Ceci posé, la démonstration devient assez simple : 
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Prenons la première inégalité ( I7), ou, d'après (38), 

ek(m + i)*> 

Il suffira de prouver que, γ étant fini, 

(3
9

) e
k
(m -+- 1) > e

kt
 [e

Mi
(m) + I j*""·'"". 

D'abord, ceci n'a pas forcément lieu quand k
i
 < k : prenons /r = 3, 

A, = 4 ; il faudrait 

*?â(/w -f-1) > ylogw,^ ^log/n 4-

e. β'" > log (γ log m) + c'n^, 

ce qui n'a pas lieu. 
Supposons, au contraire, k Il suffit 

^_,(m 4- ι)>γek-kt(m)eki„\ [eA_Ai(m) -+-

Or, pour Zr,> 3, 

γΚ-Α,('»)] = <Vi ('»)]* = e
kc

., + j]\ 

ε, ε, aussi petits qu'on veut. Il suffit donc, a fortiori, 

t!*_,(/Λ 4-1) > c
k
_

ki
(m) 4- *- j,+", 

■+" ·) !> ( 1 4- 06V-a "Ρ 2 

ce qui a bien lieu d'après le lemme VI : (3q) est donc vérifiée. 
Passons à la deuxième inégalité (37); elle devient, d'après (38), 

'ék e*_* ( m ) + i + 7j 

> Vki'nf''""ek&k-kim) 4-

Il suffit que 

1 4-η]^(,Μ)+η> )ek(m)eki[ek_ki{m) -μ η] 
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γ constante finie, ou 

(4o) eK[ck_ky(m) 4-1 +· η] >\ek(m)ek\ek..kXm) -h 

«° η = ο; e
k
{m)<e

K
\e^

hi
(m) 4- η]. 

Il suffit donc que 

e*,[c*-*X;w) ■+"11- *)! > S^.I^A-AX^) + Y)] |*γ/Μ 

ou 
|*a-*X"0 4- I 4- η] > 2γ/rc 1<?Λ_Α|(/η) 4- η] ; 

eki~\ [^Α-ΑΧ'Ό 4- η] croît avec k
{

, d'après le lemme III, et est 
1 

ΐ<?Α-,0)-4-η = (2γ™)6 

pour k J 3 (ε aussi petit qu'on veut pour m assez grand ). Donc 

*Vn<cki_t
[ck„k£m) 4-η]ε, 

et il suffit 

VX^-AXW) -H Ι -H η] > E
HI

 [>A_AX»><) 4- V)'|,+E 

ou 
c*i~a[e*-*t(,w) 4- I 4- Y]] >(l 4- ^^.-«[^A-AX^) 4- η], 

ce qui est une conséquence du lemme VII; (4o) a lieu quand η > ο. 

2° η < ο ; nk{m) > ekx[^-a,(■'«) 4- η]. 

Il suffit que 

«k,+ - > e
k
(m)»t*+ 

d'après (4°)> ou 

<?A,-I [e*_*Xm) 4- > aymeA._,(m) = ek 

ou 

CA.-2 [CA-AX^O 4- ~ j > (τ 4- ε)<?*_,(/Λ), 

ce qui est une conséquence du lemme VIII; (4o) a lieu quand η < ο. 
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Les deux inégalités (3^) ont alors lieu quand on tient compte 
de (38), et nous en concluons le théorème suivant : 

THÉORÈME XVI. — Considérons les fondions 

qn 

où p
n
 et q

H
 sont entiers et positifs, ainsi que r.t, dès que η est 

assez grand, 

q
n
=e

k
(n)(Ρ ε")η, ο<p

n
<e

k
(n)x,t, 

τ et ρ fixes, τ < -> k entier >3, χ rationnel > o. Quand k,p,x prennent 

toutes les valeurs possibles compatibles avec ces conditions, non seu-
lement F(x) est transcendant, mais encore, si F, (a?) est une fonc-
tion quelconque de même forme que F (a?) et d}indice k

x
Sk, 

F, (a··) = 2;^' 

satisfaisant à des conditions analogues, F [F, (χ·)] est aussi trans-
cendant. 

En particulier, F(F(x)) est transcendant. 

Remarque I. — Quand k = /r,, la démonstration se simplifie nota-
blement, car, si l'on prend m = n, les inégalités (37) sont des consé-
quences des lemmes I et II. 

Remarque II. — On est ainsi conduit à se poser encore ce problème 
que nous nous contenterons d'indiquer. 

χ restant rationnel, et F, F,, Fa, ... étant des fonctions de même 
forme que F, F(F, (F

2
(F

3
))), par exemple, est-il transcendant? 

En particulier F (F (F (F)f) est-il transcendant? Autrement dit, les 
fonctions F du théorème précédent ne donnent-elles, par itération, 
que des nombres transcendants? 

Journ. de Math. (5· série), tome X. — Fasc. III, 1904. 4' 
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§ Vlll. — Remarques diverses. 

I. Extension des considéra lions précédentes à des séries ayant 
un rayon de convergence fini. — Considérons une fonction 

f(x) = 2 α„χ·σ», 

qui peut avoir un rayon de convergence Uni, ι par exemple, cl où 
est un entier qui croît constamment et indéfiniment avec n. On a, 

si - < ι » 

/β)-Σ*6Γ-Σ*δ$· 
posons 

p„pa"= l\„ '/«y°»= Q„; 

Q
n
 divise Q

îh
_, si q

n
 divise q

lt
+

{
. Soil 

/is)=2±S-""i 
ι 

= 1'(0· ^(z)i Pour unc croissance assez rapide des ûjin est 

une fonction entière. 
Eu égard au mode de décroissance des a

n
 il peut se faire que, sous 

cette nouvelle forme, on aperçoive, comme corollaires des théorèmes 

précédents, des propriétés de f(^j
 c

l
ue ces théorèmes ne pouvaient 

pas donner. 

Exemple : soit ρ = i, q^> \, p
H
—i, q

u
 = η !, 

/(*)=Σ~ΐ< 

Q„ /# ! q™» ^ ^ η ! γσ" 



LE PLUS GRAND QUADRUPLE 
( 10^, 122 „ 162 , 222 ) 

CARRE MAGIQUE DE PIERRE FERMAT 
pour la première fois édité sans fautes d'impression 

par Basile de Sidoratsky en 1904. 

[ 23 464 459 457 109 111 108 110 132 133 130 131 373 371 387 356 37* 382 370 335 30 Si 
; 23 48 436 433 433 432 196 193 241 242 200 223 284 287 246 243 288 26i 51* 38 47 460 
| 27 45 13 ,474 469 467 82 81 92 90 91 83 401 400 396 398 399 397 20 12 440 458 
461 53 13 34 430 449 447 446 156 157 18(f 181 326 327 306 307 44 37 33V 470 430 24 
[ 456 56 17 42 3 484 479 477 66 63 68 67 422 421 416 4l5 10 2 443 468 429 29 

137 428 471 41 8 (127 126 123 361 362 363 364 365 366 118 ί17 116 480 444 14 57 348 
153 431 466 31 7 347^148 338 339 145 143 342 142 344 343 139li38 478 454 19 54 332 
154 439 98 453 481 325 161 1C9 168 318 319 320 321 163 162 324 160 4 32 387 46 331 j 
384 2(56 407 445 476 292 293 191 190 299 298 297 186 185 184 302 193 9 40 78 219 101 
383 268 406 442 424 270 280 272 273 211 210 209 208 278 279 205 215 61 43 79 217 103 
379 265 392 172 60 248 227 230 231 230 232 231 233 256 257 258 237 425 313 93 220 106 
578 267 391 173 59 226 249 228 229 252 254 253 235 234 233 236 )259. 426 312 94 218 107 
351 282 405 176 74 204 214 206 207 277 276 275 274 212 213 2711281 411 309 80 203 134 
350 203 390 177 73 182 192 301 300 189 187 188 296 293 294 183(303 412 308 95 222 135 
334 199 77 330 423 171 313 323 322 164 16a 166 167 317 316 1701314 62 155 408 286 151 
333 216 96 311 413 1491346 147 146 340 341 144 343 141 140*333 336 72 174 389 269 152 
100 221 76 3L0 414 369 359 360 124 123 122 121 120 119 367 368 358 71 175 409 264 383 
99 223 75 291 483 1 6 8 419 420 417 418 63 64 69 70 475 482 194 410 262 386 
104 202 97 ,452 35 36 38 39 329 328 305 304 159 158 179 178 441 448 451 388 283 381 
105 238 473 U 16 18 4Θ3 404 393 395 394 402 84 85 89 87 86 88 465 472 247 380 

136 438 49 50 52 53 289 290 244 243 285 260.201. 198 239 240 197 224 434 427 437 349 ' 
463 21 26 38 376 374 377 375 353 352 355 354 112 114 128 129 113 103 115 150 455 462 

— ' - ■— 

® Xntprlmeur BO, r. SCop*rt. Part*, 16'4me. 
PRIX 5 FRANCS. 
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Si F(-) est d'indice >3, ce qui arrivera si xs
n
 est donné et 

= e
k
(ii)n^+Zn\ /f>2, 

on voit que F(T) est transcendant, par suite aussi f(~J' 
Une partie des théorèmes précédents doit alors s'étendre aux fonc-

tions /(#) à rayon de convergence fini ou infini présentant des lacunes 
d'étendue assez rapidement croissante avec Λ, en particulier au pro-
duit et au quotient de deux fonctions de cette nature. Ainsi, dans 
l'exemple précédent, les fonctions rationnelles à coefficients rationnels 

des nombres de la forme sont des nombres_rationnels ou trans-

cendants (théorème XV). 
Nous nous contenterons d'avoir signalé ce fait. Nous avons d'ailleurs 

déjà indiqué antérieurement des propriétés semblables de fonctions 
analogues à/(#) ('). 

II. Sur (2) une propriété curieuse des nombres X. — On sait 
(propriété I), d'après Liouville (3), que, étant donné un nombre X, 
limite d'une série infinie donnée de fractions rationnelles, 

pi *JL ÎJL 

(') Journal de mathématiques, 1902, p. 4«9> 429. 
(*) Voir Comptes rendus, 1901, 2e semestre, p. 1191, la définition de ces 

nombres, rappelée d'ailleurs ci-après. 
(3) LIOIIVILLB, Journal de mathématiques, 1861, et BOREL, Leçons sur la 

théorie des fonctions, 1898, p. 26. 

si les différences X, — W*· décroissent assez vite quand η croit indéfi-

niment, ce nombre X< est transcendant. 
Soit, en particulier, une fraction exprimée dans un système de 

numération de base q qui présente dans son expression des suites 
de zéros de plus en plus longues au fur et à mesure que l'on s'éloigne 
de la virgule vers la droite. Si le nombre de zéros de ces suites croit 
assez vite, on obtient les nombres transcendants que nous avons appelés 
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les nombres X définis précisément par cette propriété de leurs suites 
de zéros dans leur expression dans un système de numération ('). 

Les nombres X jouissent d'une propriété excessivement remar-
quable, qui leur donne vraiment un caractère spécial : soit 

x= II a'Y » •+* a 

Supposons ici entiers positifs, <q — ι, ψ
Λ
 croissant 

assez vite avec η pour une valeur au moins de q. La fraction rationnelle 

Λ" "*"··· q*n " q*n 

peut être développée dans le système de numération de base q% 

premier à q). 
Quand nous effectuons, dans ce système de numération, la division 

de B„ par q"L, tous les restes sont < q^t*. La division ne peut d'ailleurs 
pas s'arrêter, car si, par exemple, 

^ = if (C entier), 

B»grï = C^«, 

Β et q^<* devrait diviser B„ : le développement en fraction de —■ dans le 

système de numération de base q
x est donc illimité. 

Mais, les restes étant < ^«, on finira, au bout d'un nombre limité 
d'opérations, par retomber sur le même reste : la fraction obtenue est 
périodique. On aura ainsi 

B„ A AT / Ι Ι \ 

A, φ ο étant la période, qui a cr, chiffres. On a ici χ, = ο, c'est-à-dire 
g 

que est une fraction périodique simple. En effet, le premier chiffre 

(!) Comptes rendus, 1901, 2e semestre, p. 1191. 
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de la période étant le premier chiffre de A
 0

 les derniers de A et de A, 
sont différents, A — A, ̂  ο (mod g), 

B„ __ A t A, ι _ A _i_ Ai _ A(yf·—Q -t-A, 

En chassant les dénominateurs, on voit que qfc doit diviser le numé-
rateur du deuxième membre, si χ, > ο, ce qui exige χ, = ο. 

D'autre part 

x-x„=^(i+ 

ε),
+

, tendant vers ο quand η croit indéfiniment. Le premier chiffre 
significatif φ ο dans l'expression de X—X

a
 dans le système de numé-

ration de base g{
 est le η"™, ηη+ι

 étant aussi grand que l'on veut par 
rapport à η„, si ψ

ίΗ
_, est assez grand par rapport à ψ

η
. On a 

H.. (! +ei+l) 

le dernier terme est < * ,> et Si a avec X, dans le système de 

numération de base q„ à droite de la virgule j si la période A, ne 
comprend pas que des chiffres g, — ι (des 9 si g

t
 = 10), au moins 

les — gj, premiers chiffres significatifs communs; ceci a lieu dès 
lors quand A, ne se réduit pas au chiffre unique g

{
 — 1, (car, = ι). Si, 

au contraire, ce cas particulier a lieu, dans tous les chiffres seraient 

des chiffres g t — 1. On aurait 

- —Î;- V ^ ^ ?î "'"•••J -

ce qui n'a pas lieu : autrement dit, ce cas particulier exceptionnel ne 
peut se présenter. 

Dès lors, et X ont, dans le système de numération de base g,, 

à droite de la virgule, au moins les vjn+o— GL, premiers chiffres signi-
ficatifs communs. D'ailleurs xn{ est fonction de ψ

η
, ©

2 et η
Λ+

, de ψ
Β+ι

, 
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*]«+2 de ψ/π-2 ; on peut prendre la croissance de ψ
Β
 avec η assez rapide 

pour que η
η+

, — GT, soit aussi grand que l'on veut par rapport à η
Β

, 
Y)

N4
.
2
 — G?

2
 aussi grand que l'on veut par rapport à η

η+ι
 — GT, et η

η+ι
. 

Dans l'intervalle I entre le premier et le (η«+2~ cï
2
),ômo chiffre signi-

ficatif à droite de la virgule, les chiffres appartiennent aux périodes 

de : GT, étant le nombre de chiffres de la période de 5f±L,
 s

i φ„ 

croît assez vite avec η, η,Μ~^"~ croit aussi vite que l'on veut, et l'in-

tervalle I comprend autant de périodes que l'on veut de Par 

conséquent, lorsque ψ„ croît suffisamment vite avec Λ, le dévelop-
pement de X, dans le système de numération de base q

n
 nombre 

premier à y, présente, à la droite de la virgule, une infinité de suites 
de chiffres s

m
 ..., dont chacune est formée par la répétition 

d'un même groupe de chiffres un nombre aussi grand de fois que l'on 
veut (quand m est assez grand). Ces fractions sont ainsi voisines des 
fractions périodiques, et l'on peut les appeler quasi-périodiques ; 
de même, on pourra appeler les nombres X dans le système de numé-
ration de base q

)
 à cause de leurs suites de ο et les nombres X, précé-

dents (p. 357), des nombres quasi-rationnels. 
On connaît cette proposition d'arithmétique élémentaire, résultant 

d'ailleurs de ce qui précède : 

Un nombre rationnel ^ (p, q entiers premiers entre eux) est 

représenté dans tout système de numération de base q
K
 première 

à q par une fraction périodique. 

La démonstration précédente nous donne le théorème suivant 
corrélatif pour les nombres X, ou nombres quasi-rationnels. 

THÉORÈME XVII. — Soil un nombre ( ') 

x=A+i^ 

( *) Quand A pé o, en ajoutant — A, on obtient un des nombres étudiés ci-dessus. 
La somme d'un nombre entier, rationnel ou algébrique, et d'un nombre transcen-
dant est d'ailleurs un nombre transcendant. 
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(δ
Λ
 entier positif <q— ι; A, q entiers; fonction croissante de n) 

qui, représenté dans le système de numération de base q, possède
1 

après lé ψ^"10 chiffre significatif à droite de la virgule, un nombre 
de zéros suffisamment grand (ce qui reoient à dire que ψ

Λ
 croit 

assez vite avec η), autrement dit, par définition, un nombre quasi-
rationnel dans le système de numération de base q. 

Dans un système de numération de base q, première à q, X est 
représenté par A -f- une fraction quasi-périodique simple, c*esl-
à-dire une fraction qui présente immédiatement à la droite de la 
virgule une infinité de suites s2, .s

m
, ... de chiffres dont 

chacune est formée par la répétition un nombre aussi grand que 
l'on veut de fois (dès que m est assez grand) dfun même groupe de 
chiffres, les périodes commençant aussitôt après la virgule. 

On peut établir une proposition en partie réciproque. 
Considérons, en effet, une fraction quasi-périodique dans un sys-

tème de numération de base q
{

, et une de ces suites s
n

, par exemple, 
en supposant toutefois, pour plus de généralité, que cette fraction 
possède immédiatement à droite de la virgule un certain nombre 
de chiffres n'appartenant pas aux périodes. Soit A„ la période corres-
pondant à s

n
, de λ„ chiffres : on pourra écrire 

(J*" y <*„+>.„ y qK q'tn—lù-n J γ*„+ί·Λ>.„+1 ' 

où croit suffisamment vite avec η, D,
t
 quantité < Aι · 

C
niq

X\" — lt°Ln restant limité ou ne croissant pas trop vite avec n. 

1 

χ, _ , Κ 7t'?" , 

χ/ C» _j Att, Dit A/t 

χ. _ C„(q\*—i) 4- A» _ D„(qfo—i) — \nqx 

Le premier membre décroît aussi vite que l'on veut quand n croît, 
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pourvu que s
n
 et k

n
 croissent assez vite avec n. D'après le théorème 

connu de Liouville (propriété I, p. 296), X' est transcendant. D'où ce 
théorème : 

THÉORÈME XVIII. — Soit une fraction X' quasi-périodique dans 
le système de numération de base qn c est-à-dire, par définition, 
une fraction qui présente, à la droite de la virgule, une infinité de 
suites s,, s 

2
, ..., s

m1
 ...de chiffres dont chacune est formée par la 

répétition un nombre k
it

 /r
a
,..., k

ay
... de fois au moins d'un même 

groupe de chiffres, ces suites commençant ou non après la virgule 
(le nombre de chiffres oc

a de la partie non périodique immédia-
tement à droite de la virgule ne croissant pas trop vite quand η 
croît ou restant limité). Si k

n
 croît assez vite avec η par rapport 

à — et α
Λ

, X' est transcendant (' ). 

Cette dernière propriété s'étend aux fractions continues quasi-
périodiques simples ou mixtes (la suite des quotients incomplets 
remplaçant la suite des nombres à la droite de la virgule). Nous 
avons ainsi des exemples, les premiers, croyons-nous, de fractions 
continues arithmétiques dont tous les quotients incomplets sont 
limités, et dont on puisse affirmer la transcendance ('-). 

Bourg-Ia-Rciae, janvier 1904. 

(') Ces deux théorèmes peuvent être considérés comme se rattachant à un 
ordre d'idées ayant provoqué plusieurs questions dans l'intermédiaire des 
Mathématiciens. Exemples : questions 1836,. 1896, 2088, 2i64, 2M>5. Le pre-
mier donne même une réponse à la question 2088 posée par nous. 

(*) On savait toutefois qu'il y en avait {voif, par exemple, BOREL, Leçons sur 
la théorie des fonctio/iSj p. 33). i\* _ f 


