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Sur une classe d’quations aux dérivées partielles, du
second ordre, du type hyperbolique, & 3 ow 4 variables
indépendantes ;

Par M. R. YADHEMAR.

PREFACE.

Les équations aux dérivées partielles peuvent étre étudiées a deux
points de vue : ou bien I'on cherche une intégrale contenant tout
Uarbitraire possible (') : c’est le propLEME DE Cavchy, et I'on regarde
alors, en général, tous les éléments comme analytiques (dévelop-
pables en série de Taylor); ou bien I’on cherche une intégrale définie
par des conditions données sur une frontiére donnée : c’est le pro-
bléme de la Physique mathématique, le PROBLEME DANS LE DOMAINE
REEL, et les éléments ne sont pas forcément analytiques.

Ce Mémoire est consacré 4 I'étude du prosLEME REEL pour les équa-
tions :

Pdu  Nu du du
A(u)_—ow, -0—37; d—;,= b +(' +fu+/z

(1) G. Darsoux, Legons sur la théorie des surfaces (Gauthler-Vxllars), t. I,

P 97- — E. Goursat, Legons sur les équations auz dérivées partielles (Her--
mann).

Journ. de Math. (5¢ série), tome X. — Fasc. II, 1904, 18



132 .R. D'ADHEMAR, .
et
2 }
B(u)-—du d%u du d’u__ du

d$!+0y- —T ox+t0-+h

lesa, b, ..., h étant des fonctions des varxables mdependantes.
L’ equatmn
| A(u) = f(# y,3)

a été étudiée, A ce point de vue de détermination d’une intégrale par
ses valeurs sur une surface, par M. Volterra ("), professeur a I'Uni-
versité de Rome.

Le Mémoire de M. Volterra est d'une lecture difficile, mais il suffit
de lire les pages 182-184, puis 185-193, pour saisir son idée fonda-
mentale, qui se rattache a la méthode de Green pour le probléme de
Dirichlet, et 4 la méthode de Riemann pour les équations du type :

dtu d* du
Les équations (H), dites hyperbolique&, admettent pour caractéris-
tiques les paralléles aux bissectrices des axes (*). M. Volterra a
reconnu intuitivement que les cénes A paralléles au cone

jduent.le role de caractéristiques pour I'équation
A(u) = f,

et cela plusieurs années avant que M. J. Beudon, au point de vue du
probléme de Cauchy, ait étendu la définition des caractéristiques au
cas des équations a plus de deux variables indépendantes.

Pour I'équation de Laplace, 'analogue de A est un point, et il
existe des différences profondes entre les équations a caractéristiques

(') Acta mathematica, t. XVIl1, 18g4.

(® Ex. Picaro, Bulletin des Sciences mathemattques, 1899 et Cours de la
Sorbonne, 1899, a insisté sur la disposition nécessaire des données par rapport
a ces droites.
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réelles, dites hyperboliques, et les équations & caractéristiques ima-
Zinaires, dites elliptiques ().

Nous traitons donc ici du Probléme réel pour des équations a
caracléristiques réelles. .

Tout d'abord j’ai mis en relief la notion de conormale (*), et I'idée
et le mot ont été adoptés, de suite, par MM. Hadamard (*) et Cou-
lon (*).

Par 14 j’dvite les longs calculs de M. Volterra et, en second lieu,
je détermine les surfaces privilégiées, c'est-a-dire celles qui sont
susceptibles de déterminer une intégrale avec moins de données que -
les surfaces ordinaires, et cela tout infuitivement.

Ces surfaces sont les plans 4 45° sur le plan 20y, ou les cénes A,
pour (A), comme pour (H) les bissectrices sont les droites privilégie’es

Ce Mémoire se divise tout naturellement en trois Parties dont je
résume ici le contepu :

Premiire Parrie : Etude du probléme intérieur pour A(u) = f.

Soit une surface S découpée intérieurement par un céne A°.
M. Volterra obtient la valeur de » au sommet du céne A° en fonction
des valeurs de u et des dérivées premiéres sur S. J'ai repris ceci : il
faut donner, sur S, 'intégrale et sa dérivée conormale. Jai étudié
quelles sont les formes acceptables pour les surfaces S.

Jai établi la réciprogue difficile et d’un haut intérét : si le point A,
sommet de A°, s’approche indéfiniment de S, la valeur de u en A tend
vers la valeur donnée sur S au point (1), point limite des positions
de A.

Dans le cas ol la surface S est une surface pricilégiée, un cone A',
Jat commencé Uétude de cette réciprogue. Il se présente les plus
grandes difficultés et, & cette heure, 'étude n'est pas encore comple-
tement terminée. Elle devra étre 'objet d’un Mémoire ultérieur.

(*) R. p’Apneyar, Bulletin de la Société mathématique de France, 19o1.

(*) R. 0’Avnkwar, Comptes rendus de U’Acad. des Sciences, 11 février 1gor.

(*) Legons sur la propagation des ondes (Hermann), 1903, et Bulletin de
la Société mathématique de France, 1903. ‘

(*) Thése (Hermann), 1goa.
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Dxvxiine Parne : Etude du probléme extérieur pdur
A(u)=f(z,y,3).

Ici la surface S, qui porte les données, a la forme d’un cylindre
d'axe Oz au point de vue de I'dralysis situs et I'on considére sa
section extérieure & un cone A°.

M. Volterra a donné la formule de P'intégrale et, ici encore, jlai
simplifi¢. Mais cette formule ne r epresente la solution quesi la solu-
tion existe!

En effet, M. Volterra a trouvé une condition fonctionnelle trés
complexe i laquelle doivent satisfaire les données sur S.

Jai trouvé de nouvelles conditions fonctionnelles et j’ai montré que
le probléme, en général, est zmposszblc Sil'on a une solution, cette
solution véritable satisfera a des identités remarquables. 1l semble
difficile de préciser davantage, & cette heure.

TroisikMe Parmie : Extensions diverses.

Plusieurs problémes, extensions de celui de M. Volterra, ont été
étudiés et résolus récemment. Considérons d’abord les équations :

P
otu Adu
AP"(U)=2M — 5;; =f($, t).
1

Pour ces équations M. Tedone (') a résolu, sans peine, le probléme
intérieur et aussi le probléme exlérieur pour p =2n. Personne
n’avait réussi pour le probléme extérieur lorsque p est impair.
J'y suis arrivé pour p=3(*®). Bien entendu, l'on retrouve une
accumulation de conditions pour les données dont il ne semble

pas que I'on puisse dire grand’chose. En général, le probléme est
impossible.

(1) Annali di Matematica, 1898.
(*) Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, 16 décembre 1902.
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Considérons maintenant les équations étudiées par M. J. Coulon (')

Ara(u) = 2,,,,. —251 =/ @)

I’on connait les beaux résultats de M. Picard, par les approxzima-

" tions successives dans le cas de deux variables indépendantes, pour

les types elliptiques et hyperboliques (et dansle cas de deux variables,

tous les types se raménent a ces deux-1a ou au type parabolique).
J’ai tenté d’intégrer :

AP (u) = za,, +2bk -+ hu + f.

Mais, aprés ma Note (*), a paru la Thése de M. Coulon. Pour p
et ¢ supérieurs a un, I'on n’a plus affaire qu'au probléme extérieuret
on retrouve les conditions. Ma solution était formelle, par suite.
Mais, pour ¢ =1, j’ai intégré I'équation dont le second membre
est linéaire par rapport aux dérivées premieres,

Ainsi donc la méthode d’approximation de M. Picard, aussi bonne
pour le probléme réel que pour le probléme de Cauchy, est encore
féconde pour certaines équations, du type hyperbolique, & plus de
deux variables indépendantes. '

Je n’ai pas abordé I'étude des systémes d’équations du type hyper
bolique. M. Hadamard a fait I'extension aux systémes de la notion
de caractéristique (*), introduite par M. Beudon. Mais il n’y a plus
Yanalogue de la conormale et je n’aurais pu querépéter MM. Volterra
et Tedone.

L'on peut, pour les systémes de M. Volterra, mettre un second
membre linéaire par rapport aux dérivées premiéres et intégrer en
usant des approximations comme je le fais pour A ().

Je dois citer, relativement aux équations du type hyperbolique, les

(*) Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, 19 mars 1goo.

(*) Comptes rendus de U Académie des Sciences, 16 février 1902, et Bulletin
" de la Société mathématique de France, 19o1. '
(®) J. Beupon, Bulletin de la Société mathématique de France, 1897, et

J. Havamaro, Legons sur la propagation des ondes et les équations de U Hydro-
dynamique. Hermann, 1go3.
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travaux de Cauchy, Poisson ('), M. Boussinesq, M. Poincaré,
Riemann (*), M. Darboux (*), M. Picard (*), M. Le Roux (®),
Kirchhoff (¢), M. Hadamard ("), etc.

Pour les approximations, on doit citer d’abord les mémorables écrits
de M. Picard (*), puis M. Zaremba (°), M. E. Le Roy ("*), M. De-
lassus ("), ete.

Il y ala une méthode fondamentale également feconde dans la
théorie ('?) des équations fonctionnelles et dans la théorie des équa-
tions différentielles, et qui permet de ne pas rester exclusivement
dans le domaine analytique qui est un domaine restreint.

C’est sous I'influence de 'enseignement de M. Picard que j'ai entre-
pris ce travail et je dois beaucoup a ses conseils trés bienveillants et &
ses encouragements pour les quelques résultats que je donne ici, et
que j’ai eu I'’honneur de présenter 4 I'Académie des Sciences les 11 fé-
vrier 1gor, 16 février 19o2, 16 décembre 1go2 ('*).

(1) Voir le Cours de M. P. Duren, Sur I’Hydrodynamique. Hermann.

(%) GEuvres, traduction frangaise, Gauthier-Villars,

(®) Legons sur la Théorie des surfaces, t. 11,

(*) Bulletin des Sciences mathématiques, 1899, et Cours professé a la Sor-
bonne, printemps 1899.

(%) Journal de Mathématiques, 1900, et Thése (Annales de I’Ecole Nor-
male, 1897 ).

(%) Zur Theorie der Lichstrahlen (Katserlzche Akademie, 1882).

(") Legons, Hermann, 1go3.

(%) Journal de Mathématiques, 1890 et 1893. Traité d’Analyse, t. 111, et
supplément au Tome 1V des Legons de M. Darboux.

(*) Jourralde Mathématiques, 1895.

(1) Thése (Annales de I’Ecole Normale, 1898).

) Thése (Annales de I’ Ecole Normale, 18g8).
© {1*) Mémoires de M. Picard (Acta mathematica, t. XVIII et XXIII), etc.

(*3) Pour les renseignements bnbhographlques détaillés, voir la Thése de
M. J. Coulon. , :

On pourra étre étonné que je ne cite pas avec plus de détails les travaux de
Kirchhoff, par exemple, si importants; mais c’est que M. Volterra est le seul
géométre qui ait étudié les équations (A) au point de vue qui est celui de ce
Mémoire,
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INTRODUCTION.

UNE FORMULE FONDAMENTALE. LA NOTION DE CONORMALE.

4. Soit une surface fermée I, soit W le volume intérieur, soient
%, B, y les cosinus de la normale extérieure en un point, soient u et ¢
des fonctions de x, y, 5, admettant des dérivées des deux premiers
ordres ; représentons, d’autre part, par le symbole A 'opération

d% . o! d!
(o= + 3~ )
et par le symbole D, I’opération

J d d

La méme méthode qui donne la célébre formule de Green, fonda—
mentale dans la Physique mathématique, donnera ‘

- SJJA© A= [ [ludn(e) = oD ()] do

(W)

Mais ceci, on peut le dire, est banal. C’est la forme employée par
M. Vito Volterra dans son Mémoire (') et par M. Joseph Coulon
dans sa premiére Note (*) du 19 mars 1goo. Jai indiqué, dans ma
Note (*) du 11 février 1go1, que D, n’est pas un pur symbole schéma-
tique, mais une dérivée véritable suivant la direction qui a pour
cosinus : &, B, —y. Cette direction, symétrique de la normale exté-

‘(*) Sur les vibrations des corps élastiques zsotropes (Acta mathematwa,
t. XVIII, 18g4). :

(2) Comptes rendus de I’ Académie des Sciences.

(3) Ibid.



138 . : R. D’ADHEMAR.

rieure par rapport au plan aqy, Je l’al désignée sous le nom de conos-
MALE.

Ainsi D,, s’écrira ';N' et 'on aura la formule fondamentale :

fff[uA(v)—“A(u)]df;_ff[ do du]dw..

(W) ()

2. Considérons un plan & 45° sur I'horizon (%y) ou une surface
polyédrale de plans de cette espéce, ou une surface enveloppe de tels
plans, par exemple un céne dont les génératrices soient a 45°. Pour
toutes ces surfaces I'on voit que la direction conormale est située sur
la surface méme, d’ou ce théoréme :

TutoriMe. — Pour ces surfaces privilégiées, le fait de donner
sur elles la valeur d’une fonction détermine la valeur de la dérivée
conormale de cette fonction; en particulier, si une fonction est
nulle sur une surface privilégiée, il en est de méme de sa dérivée
conormale.

Dans sa Note (') du 15 juillet 1go1, M. J. Coulon a étendu ce
théoréme & I'équation générale du type hyperbolique & trois variables.
Dans sa Thése (%), 1l a fait un usage constant de mon théoréme en
voulant bien adopter aussi la désignation de conormale.

Les surfaces que j'appelle privilégiées, d’aprés ce théoréme tout
intuitif, font partie des Multiplicités caractéristiques de M. J. Beu-
don (?), dont I'étude a été poursunivie par M. J. Hadamard (*).

Ces préliminaires posés, nous pouvons aborder l'étude de la mé-
thode de M. Volterra.

(1) Comptes rendus de l' Académie des Sciences.
(?) Sur Uintégration des équations aux dérivées partielles du second ordre,
Paris, Hermann.
- (*) Bulletin de la Société mathématique de France, t. XXV,
(%) Legons professées au Collége de France en decembre 1goo et Lecons pu-
bhées chez Hermann, déja citées.
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PREMIERE PARTIE.

- PROBLEME INTERIEUR.

CHAPITRE 1.

INTEGRATION DR A(u#)=F (2, y,5), LORSQUE LA SURFACE QUI PORTE LFS DONNEES
EST DECOUPEF INTERIRUREMENT D'UNE MANIRRE UNIQUE PAR TOUT CONE A AXE VER-
TICAL ET DONT LES GRNERATRICES SONT INCLINEES A 45°.

Principe de la méthode d’intégration.

1. Considérons la formule (G) et cherchons une fonction V(z, y, z)

telle que :
A(V)=o,

telle que V soit nulle sur un céne A 4 45°, de sommet A.

Fig. 1.

Nous sommes alors certain que, sur A, I'on a

av _ .
aN "
d’aprés notre théoréme. '

Journ. de Math. (5 série), tome X, — Fasc. 11, 1904. 19
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(MM. Volterra et Coulon étaient obligés de faire un calcul pour

-s'en assurer.)
En plus, V(z, y, 2) sera infinie sur 1’axe vertical Az
Dans ces conditions, si 1'on applique la formule (G) au volume

marqué par des hachures, si » et ZN sont donnés sur Z, la formule (G)

se réduira & une intégrale simple étendue de A en P égalée a un terme

connu.
Une inversion donnera u(A).

Intégration.

Soit A : (%4, ¥ey 50, soient

=3 — z,, r'=x—1x, Y=Y =Y
r=g?4+y?;
soit .
51
==>1I.
;

Cherchons une fonction V= ¢(6). L'ona

A(V)E'—f;[(m 0%+ ]—_—o,

V=9¢= log[z,—,' + (37')'— 1],

V est bien nulle sur le céne A, qui a pour équation

<&

=I.

Soit 7= ¢ 'équation du cylindre vertical I', de rayon infiniment
petit. La formule (G) donne

~[[[VF, ,»)d'r—ff( wqm + Vi) do-

(W) B4+

fde“d -—-fdeusdad.,

(T

Or
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(« étant I'angle polaire) et comme
lim(V x¢)=o,
g=0

ce terme est nul a la limite.
Puis, sur T, I'on a

et « est fonction de z seul. On a donc

i [ o= [t o e
(r :

= 21rfs.=‘u(wo,yo,z) ds.
D’ou
_fffVFd;;_ff@% —V%)dw:_—‘]‘;: 21c~£51u(z)dz.
(W) 2 * .
Par inversion,

aJ
2““(-’”01 Yo 50)= a'z'f'

Et c'est, établie plus rapidement, la formule donnée par M. Volterra
[formule (2) de la page 183)].

2. L’énoncé du théoréme (p. 184) manque de clarté en ce qu'il y
est question de dérivée normale. Nous énoncerons ainsi le THEOREME
pE M. VOLTERRA @

Si un cone a 45°, ayant un point A pour sommet, découpe d’une
maniére unique el intérieurement une surface X, sur laquelle sont
donndées les valeurs de Uintégrale et de sa dérivée conormale, U'on
peut obtenir la valeur de I’intégrale en ce point A.

Ce qui a été dit dans I'Introduction (n° 2) donne le complément
suivant :

TukoriME coMPLEMENTAIRE. — Pour toute portion de la surface =



142 o R. D'ADHEMAR,

quia le caractére de surface privilégiée, le fait de donner la valeur
de U'intégrale est nécessaire et suffisant.

Ces surfaces privilégiées jouent, dans I'intégration de A(u)=F, le
role que jouent les droites caractéristiques z == y = const. dans l'in-
tégration de

du  Pu d'u

réle mis en lumiége, d’une maniére immédiate et sans aucune hypo-
thése sur la nature, analytique ou non, des fonctions, par M. E.
Picard, dans une courte Note (').

La forme du terme connu

JA-:f;[fVFdr—f-ff(u%—V%)dw
cd

(W)

montre que l'intégrale u(z,, y,,3,) peut étre regardée comme la
somme de deux intégrales, la premiére satisfaisant a

A( ll) =o,
avec les conditions imposées sur Z; la deuxiéme satisfaisant &
A(u)=F(x,y, 5),

avec des données nulles sur X. Mais lorsque nous connaissons ainsi la
forme analytique de u(®,,y,,3,), il nous reste encore un travail
important & faire.

L’on ne peut, en effet, affirmer a priori la réciprogue du théo-
réme qui vient d’étre énoncé. M. Volterra n’a pas étudié l'intégrale
et ses dérivées, et c'est ce que nous devons faire maintenant afin

i

(1) Bulletin des Sciences mathématiques, 1899. Voir aussi les Legons sur la
théorie générale des surfaces, t. 11, par G. Darboux.,
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de reconnallre si Pintégrale trouvée est une solution du probléme,
C'est-a-dire si sa valeur au point (,, ¥, 2,) tend vers la valeur
donnée u,, lorsque le point (x,, ¥, 3,) tend & se confondre avec le
point (1) de Z (ot la valeur donnée est u,).

CHAPITRE 1I.

RTUDE DE L'INTEGRALE ET DE snspkmvtss,
LES DONNEES A LA FRONTIRRE RTANT NULLES.

L’on peut faire cette étude directement en partant de la définition
méme de la dérivée; c’est ce que je montrerai tout d’abord en obtenant
une forme explicite de u(=,, Y, 5,).- L’on pourrait faire de méme
pour les dérivées, et I'on rencontre des études intéressantes d’infini-
ment petits; mais c'est long et, pour 'étude compléte, je prendrai un
autre point de départ.

1. Etude directe (*) de Uintégrale. — L'on a :

aJ

si I'on convient d’écrire

)= f f f F(,y, z) V.dr.

(Abe) :

J’affecte la lettre V de I'indice A pour bien montrer que la fonction
auxiliaire V varie avec le point A (x,, ¥ 5o)-
Nous devons évaluer la dérivée %{—‘
“0 .
Donnons pour cela & 5, un accroissement infiniment petit dz,.
Avienten A'etl'ona

J,= f f f F(z,y,5)Vadk.

(A’

(') Communiqué & la Société mathématique de France, juin 1goi.
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La dérivée cherchée est

Je—1s,

dz,
Evaluons
Jy—J,=—H.
On a évidemment

J‘=fffFVAd¢+fffFVAd~:.
(:A'lo'c') . (AA'Db'ec’)
Fig. 2.

8 B - l(z) c ¢

Considérons d'abord la deuxiéme intégrale; V, ayant un signe
constant, 'on peut faire sortir F' de 1'élément différentiel (théoréme de
la moyenne); nous avons donc a calculer

1 v

le volume d'intégration étant le volume compris entre les deux cones.
Comme, d'ailleurs, on a

Vi,>o,

nous augmenterons l'intégrale en augmentant le volume, ¢'est-a-dire
en remplacant S par le plan horizontal le plus élevé qui ait un point
commun avec S (il peut &tre tangent 4 S, il peut ne I’étre pas).

Application systématique du théoréme de la moyenne, emploi de
ce plan horizontal majorant, voila d'ailleurs la marche constamment
suivie dans ces recherches. ‘
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fffVAdm.

(AA'BBR'CCY)

Calculons done

Le volume se décompose naturellement en deux parties : APQ
et BB'PA’QCC’, mais la fonction V, jouit d’une propriété remar-
quable. Pour tout volume conique régulier 'on a

ffris=f ] fa

' ——
Donc notre intégrale relative au volume APQ est égale & gAA’ et,

comme AA' = d3,, elle est du troisiéme ordre.
Evaluons I'intégrale relative 4 BB'PA’QCC'. Soit

[oafaf m—dﬂlog 222\ |

3

(Z est la cote du plan majorant).
Or

flog[p—"" \/ :' ——l]rdi

B N = e TR

Ici, en prenant pour r les limites voulues : 5 — z, et z — 5, — dz,,

I'on a
—dzo)’log[ - ..d,o-*-V( j"":ods ’-—I]

2= % \a(5 — 3, )d3, — dz-.

+

|-
|

L'intégrale relative a I'angle polaire @ donne ax (constante sans
importance). Il reste & intégrer cette derniére expression par rapport

azs. .
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Intégrons, par parties, le premier terme. L’on obtient (')

N Y Z—z T T—z \
(2= daylog (T ]
. .7. (3—50—1150-)8 ’ ""dso dz

6, (53— 29— d5y) Y2 (s — 3,) dz,— d5} ’

Zy+ds,

il faut ajouter l'intégrale du deuxiéme terme

%

-|—f ";”°\f'2(z—z.,)dz,, - dz; dz.
e+ ds, . :

Laissons le terme tout intégré et réunissons les deux intégrales précé-
dentes; cela donne, pour.élément différentiel,

6\/2(5_50)‘150__({:3{3@— s)[2(5 — zu)dzo_l dz’:] ;.<z;_ 3, — dz,)dz, |.

Les termes en dz et dz; dans le crochet donnent naissance a des

termes en olz.2 et dz2 qui ne jouent aucun réle puisque, pour a avoir la
derlvee, on d1v1sera par ds,, et il reste & considérer

7 I3 - A
b (53— 30)%d5, —— (53— 5,)ds
= dz = —\Jdz 2% 7,
/ :.6 V2(5 — 5) dsy— d5? \/26\/ o

/ \/ ds,
f 53— 59—
a4z 2

‘/—\'d"o5(z"ﬂo) ’

Ici encore nous n’avons A conserver que

3 .
le reste étant d’ordre > au moins en dz,.

(') En effet, le terme soustractif de la partie intégrée est nul, car, si I'on
pose

53— z,—dz,—¢,
0 0

Pon doit avoir
D’
' lim

oe=(%
, 55
e log
B
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Nous obtenons en somme
8
\dz?

LZ— 3, Z—s !
{ - %(Z — %0 dzo) log[z—~o""d~"o + \/(Z— 50_0‘{30) - ']
-+ %(Z“zo)‘a\/a‘—z;’

Développons en série, en posant « = Z — z,,

[]

() oSz

u

1 1 2 '2__ d,,o dz,, 3\/2( dzo
_d5°+g(:~75—;) —I; ——l+\/; +— + ‘

u

ds)\* | Va.33( /Jdz, \'
+(7‘—)+——32—‘( —;—) e

x x?

log(1+2)=5——+....

D’ou, pour le logarithme, ce développement :

dzo dzy,  3V2 [, [dz,\’ ds, - ds, \*
¢2 +—— '—4—( TS Feie— —”—-l-\/Z o +...1].

Si 'on multiplie par — —(u —d3z,)! et que 'on tienne compte du

troisiéme terme en ydz,, 'on voit que I'on a en facteur (dzo)= dans
la somme des deuxiéme et troisitme termes. Tenant compte du pre-

mier A(dz,)?, 'on obtient en somme, p. étant fini quel que soit dz,,

J=p(dz, )i+ [ [ [FV.dwdy da.

(A'd'e)

Lie second terme est seul 4 conserver et I'on a

H =fffF(a:, ¥, 2)[Va(z, ¥, 3) — Vi(®, y, 2)] d1.
(Abe) )
Journ. de Math. (5¢ série), tome X. — Fasc. II, 1gof. 20
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Remarquons maintenant que I'on peut écrire :

L) VA(w’ y,Z)=VA.(:I}, Yz +dzo)s
d’ot

Vi(z,y,5) — V(@) ¥, 3) Al
=Vu(®, y,5+dwe) — V(, y,3) = dg, ——3== A:(-Z‘,J’,.-) ( ).

Lorsque dz, s'approche de zéro, A’ vient en A, V, devient V,, et

'on a
setrony = [ [P = [ [

{Abe) {Abe)

résultat assez surprenant par sa simplicité.

\/
D'ailleurs (—)—— ayant un signe constant, on peut écrire

27 U(Lyy Yoy o) = — F(E,v],t)fff%yz—‘dfc

(Abey

=~ F(En,00, [ [ [528,

(ABC)
ou enfin

u(wo?y730)=~F(Ean7‘<)0‘\%(z—:o)z (0<0’\<l).

Q. Eitude de Uintégrale d’aprés une formule d’Ostrogradski.
— Comme nous le disions, il serait assez long d’étudier directement

les dérivées de
u(Zo; Yoy 30)-

(*) Pour &tre rigoureux on ne peut appliquer cette formule que dans une ré-
. oV . .
gion ol1 V, et —-—d: soient finis.

Or la premiére fonction est infinie sur la verticale passant par A’ et la deuxiéme
est infinie surle cone A’B’C’. On isolera donc la verticale par un petit cylindre
vertical et le cone A'B'C' par un cdne ou un hyperboloide intérieur a ce cone.
Dans les petits volumes ainsi isolés, on remplacera (V,— V) par 2V, et l'on
verra que 'influence de ces volumes infiniment petits est nulle.
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Nous allons donc reprendre tout ceci en faisant usage d'une for-
mule, convenablement interprétée ('), d'Ostrogradski.

Etablissons, d’aprés M. C. Jordan (?), la formule d’Ostrogradskl,
simplifiée pour notre usage. Soit

I=fffcp(w,y, z)dzdy ds;

W{r

le champ d’intégration W, comme ¢, dépend d’'un paramétre A.

T+ al= [ [ [ (p+89) dudy ds.

(W+AW)

Nous voulons calculer

Jl
ox =lim

Pour cela, amenons les deux intégrales 4 avoir méme champ d'in-
tégration. Nous y arriverons en faisant correspondre & tout point

(%, y,2) de (W + AW) un point (X, Y,Z) de W par les formules:

e =X+,
y=Y+n,
Z=Z+C,

avec la condition que la transformation vaille pour passer d’une fron-
tiére & 'autre. &, v, { sont des fonctions infiniment petites assujetties
a cette seule condition.

Alors

I+Al=fff‘P‘JdXdeZ,'

(W)

(') Note de I'auteur dans les Annales de la Société scientifique de Bruxzelles,
19oa.

(*) Cours d’Analyse, ¢ édition, t. IlI, p. 530, Paris, Gauthier-Villars,
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J étant le jacobien, '
(i3 &% 0k

T+ X oY a |

dr on o

d—x- 1+ ()_Y. d—z- ’

oy /14 0%

X n T

W étant la fonction ¢ + Ag exprimée en X, Y, Z.
Ona : R
— g o S .
J_l+0—x+d—Y+ﬁ+mf. petit.

Or

#(@ 7,5 =¢(X, Y, ) + kgt + 0 3f + UG +...
et ¥
89(z, ,5) = M9(X, Y, Z) +...= JMN+....
Donc

¥I=9(X,Y,Z)+ .g;;m [,,ix(q‘»i) + ;"?(?n)+ %(?ﬁ] e

Enfin, I'on a
(1) A= [ [ {500+ 52 (g)+ 53 (en)+ 7(0) | dX dY dZ;

c'est la formule cherchée. Appliquons-la. Soit
W= Abec.

Pour avoir la dérivée par rapport a z,, faisons

A =3, AN = Az, =AA'.
Alors
W+AW=A'bc.

Soient 8" et 5’ les surfaces obtenues en abaissant S respectivement
de Az} et Az} + Az,

vol. A’b’c = vol. A’b) ¢, + vol. (b' ¢, b, c}),
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nous ferons correspondre A’b| ¢, 4 Ay de W par les formules |

E=o,

i

o, {==Az,= const.

Puis nous ferons correspondre (b'¢’, b\c,) & (be,y) de W ou, aux

Fig. 3.

A (”o,ym K’O)

infiniment petits d’ordre supérieur prés: (b”c’, b, c,) a (b’¢”, y) par
les formules

' . Az,
o w=o, (=(Z-I)im

Fay

Z, étant la cote d'intersection de la verticale du point lavec S.
La formule (1) donne ainsi

AI:fff—do—%Az.d':+fffAzog—vz-d¢

(Abe) LABY)
/] Az,
+fff¢_ﬁ [?(Z' —17) Az Asz] dr.
(be, BY)

La deuxiéme intégrale donne une intégrale de surface

Az, ff qadXdY

(cOne ABY -+surt. By)

La troisiéme intégrale donne, de méme, une intégrale de surface
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étendue & be qui est nulle, puisque alors Z, — Z = o et une iniégrale

étendue 4 By ff ey
- ¢ Az, ’

(surt. By)
puisque, sur fy, 'on a

Z, — Z=Az, + Az’

Nous obtenons, en somme, en rempla¢ant maintenant X, Y, Z par
T Yy 3,
AI_ iff d'c+ ff q:dwdyz
{Abe) (cone Adc)

formule fondamentale dont nous allons poursuivre I'application.

3. Expression de u(x,, v, 3,). — Posons ¢ =FV,, ¢ étant nul
sur le cone, nous avons de suite

2R U(Tyy Vay Bo) = ffdeV‘d

(Abe)

expression obtenue directement (n° 11).

. 9 C v
4. Expression de ng(‘”” Yo zo)t. — Soit posé ici ¢ = F‘:’z:,

ona

21:Au(w,, Yoy Bo) = Azoi f f f dz»( "":)d + f f F"“dwdyg

(Adc) (cone A bc)

La formule ne doit pas éire appliquée brutalement, mais, I'élément
différentiel devenant infini sur le cone Abe,

(83— 35)*—r*—o,
je regarderai ce cone comme la limite, pour ¢ = o, de I'hyperboloide

(3—=53,)—p*=7¢%
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.. D’ailleurs, %% et ——* d V“ ayant toujours le méme signe dans-le do-
(]

maine intérieur au c@ne, nous pouvons d’abord faire sortir F' de I'inté-
grale; ensuite majorer en remplacant S par H, le plan horizontal le
plus haut, de coté Z, ayant un point commun avec S. On a

ALLN<ILTE

(Abc) (ABC)
v/ P — 3 Y
fffd’vdn;—- LdZ[-[(z (:)z )’]er"
=2ﬂfz“ ("'_z")lzl%_[(z—-zol)°~P"]%]dz

7 7
-_—.n-.:f dz-—?;:—:f (3 —3z,)d3.
i 30

Pour le cone, nous avons encore

LSS

(Abe) (ABC)

Nous considérerons le cone comme la limite de I’hyperboloide

(=2 ==,

So=lim(~3) e ffdody=—n(Z—zy

(puisque la normale extérieure fait, avec Oz, un angle obtus).
En somme

amhu =4, {,F (5, O [25(2 —5,) — 2(Z - 5,)]
+ 0,F (&, v, {')E(Z —3,)* E’

d’ou

avec 0 <0, <1, 0 < 0, <1 (puisque I'on a remplacé A be par ABC),
(&, 1, {) étant un certain point moyen du volume Abc et (¥, v, (')
un point moyen de la surface du cdne A be.
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~ Choisissons ¢ et ¢' tels que les deux infinis se détruisent et il reste
T S AU
o Eu(‘”ov Yoy 50) = OF & 0, O[Z—35,]

(Z est la cote du plan majorant H). Mais le fait de prendre ainsi les
deux infiniment petits ¢ et ¢’ tels que les deux termes infinis se détrui-
sent peut paraitre artificiel et laisse subsister un doute. Je vais donc
montrer autrement que le coefficient de Az, est bien fini.

Ona
' 0 (20V\_OVJF 9 [rdV
wmFm)=m s —a(F5)

car, évidemment,
N __ v O
9z~ 93, d3,

d'ou f f f » premier terme du coefficient de Az, est égale a

[ m&e=f[[5FER)

{Abc) (Abe)

=[[[REe- [] Fraa

{Abc) (coneAbc +surf.bc)

=o0,

Le coefficient de Az, est done

[ &5 [[Frdd

(Abc) (be)

et 'on voit bien que les deux intégrales infinies sur le cone Abc se
détruisent.

On peut, d'ailleurs, en majorant les deux intégrales ci-dessus, .
retrouver la forme de la dérivée relative a z,.

8. Expression de u(wo, Yoy 50)- — Pour obtenir la dérivée

en ,, ou en ¥,, nous emploxerons la méme formule d'Ostrogradski,
adaptée d'une maniére un peu différente. S étant la surface qui porte
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les données (nulles), S’ et S” seront les surfaces résultant d’une trans-
lation paralléle & ox et égale respectivement & (Az,—+ Az} ) et & Ax;.
Il est inutile de tout répéter, soit ~

J= /; Afb; 'f ¢ dr.
L’on trouve |

AY = Axotfffd? i+ [ [ q;dydzz,

(cOne A be)

AJ=Aw0§f(A/h;)[a;; M)d + ffF dyd‘,i

(cdne A bc)

L’on verrait, comme au n° 4, que le coefficient de Ax, est la
partie finie de I'intégrale de volume, car il y a deux termes infinis sur
le cone A be qui se détruisent exactement. Mais, si I'on remarque que
Pona _

av. — rcosa

07405, [(5 — 30)*— r*]

3
)

I’on constate que cette fonction est négative a droite du plan paralléle
4 zoy passant par A, positive & gauche de ce plav. Il faut donc appli-
quer séparément le thépréme de la moyenne dans chaque région, en

méme temps que I'on majorera par le plan H de cote Z.
Donc

[ Fa(5)

{ Abe)

-—F(En”lncf)/ffoz( )dfc+F(E,,m,§,)fffd,< )

(Age) {Agd)

en majorant, nous prendrons les intégrales dans les volumes AGC

et AGB qui, par la formule de Green, donnent des intégrales de sur-
face : ‘

1° Dans le plan AG, ona 5’5! =o0;
ax

Journ. de Math. (5* série), tomeX. — Fasc. II, 1go4. 21
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~ 2° Sur le céne ABC, on a des termes infinis dont, on I'a vu, il n’y a
pas A tenir compte; : :

3° Nous avons enfin des intégrales étendues au cercle BC :

Fig. 4.
x'l
H i
) ) t
\ I b
b -+
A(,o’%xv) .

Pour la premiére

'n
*3

= (L—3
f cosada (Z—3) rdr
= 0 rV(Z— 5 —rt

wlsy

=f cosa da(Z — z,)[arcsin(o) — arcsin(1)] = — n[Z — 5,],
- '

' ! « . Te 3n )
et pour la seconde, les limites pour « seront et —, d’ot

+n[Z — z,];
en somme

2TAU(Tyy Vo3 5o) = Az,.w[Z — Zo][eA,zF(Eﬁ’ N2y L) — 00, F (6, §)]

(les deux coefficients O sont compris entre o et 1, égaux & 1 lorsque be
se confond avec BC) Enfin

040.F3—0,,.F .
A2 22 AL '[Z—zo].

d -~ —

oz, u(Zoy Yoy 50) =

I1 est bien assuré que nous avons une expression analogue.pour
d o

‘7.;’;”(_%’ Yos 30)y Par symétrie.
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Remarque. — 1.’on peut calculer les trois dérivées secondes ; 'on
trouve, pour chacune,
o'b (E’ 7}7 Z)v

0 ayant une limite supérieure facile & évaluer.

6. Coxcrusion. — Il résulte de tout ce qui précéde que I'intégrale
et ses dérivées premiéres prennent les valeurs données zéro lorsque
(@9, Y05 3,) vient sur S si (Z — z,) tend vers zéro, lorsque A se rap-
proche indéfiniment de S. Ceci a lieu s'il y a unicité de section de S

par tout cone A et si les plans tangents de S sont inclinés & moins
de 45° sur le plan zoy.

CHAPITRE 111

ETUDE DE L'INTEGRALE, LES DONNEES N’ETANT PAS NULLES A LA FRONTIERE.

Nous devons maintenant prendre A (#) = o avec des données non
nulles sur S.

L'on peut faire d’abord une remarque du plus haut intérét.

Comme dans le cas de I'équation hyperholique & deux variables,
cas traité par M. Picard (*), il faut d’abord qu'il y ait unicité de sec-
tion de S par tout cone A. »

Ceci exclut les surfaces S présentant certaines ondulations dans
leur forme. Mais, en plus, 'on constate immédiatement ceci, c'est que
les surfaces S ne doivent avoir aucun plan tangent incliné a plus
de 45° sur le plan zoy. Sinon, en effet, soit un point A infiniment
voisin d'un point (1) de S, le céne A du point A découperait dans S
une aire finie et donc, certainement, la valeur de u en A ne dépen-
drait pas seulement de la valeur #, ().

Réservons donc, pour l'instant, le cas ou les données seraient

(1) Bulletin des Sciences mathématiques, 18gg. Voir aussi
Note sur Uintégrale résiduelle (Soc. math. de France, 1901.
(*) Par exemple 'on ne peut prendre pour S la surface étudiée par M. Vol-

terra (p. 217), savoir : une portion de cylindre vertical limitée supérieurement
par un plan horizontal.

: J . Hmumm,
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portées par un cone A' et étudionsl'intégrale & la frontiére. Cette étude
étant difficile nous prendrons d’abord pour S un plar P.

1. Etude de Uintégrale a la frontiére pour des données quelcon-
ques portées par un plan. — Par rapport & des axes passant par A,
soit

' F=ax'+by+¢q

I'équation du plan P portant les données. L'on sait que I'on a
a4+ b <,

parce que le plan P doit avoir une inclinaison sur le plan horizontal
moindre que 45°.

Fig. 5.

A

Ao, yo,%0)

4

Nous étudierons donc u(%,, ¥,, 5,) lorsque le point A (xy, ¥,, 3,)
vient sur P.

L’on voit que lorsque A s’approche d’un point (1) de P, ¢ tend vers
zéro. Ceci est fondamental 4 remarquer.

Reprenons la formule qui donne I'intégrale

ara(ag v 7y = | [ [(uly —V )ds]s

le champ d’intégration étant I'aire de P intérieure a A.
Soit, en général,

(= [ [ dady.
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L'on verra (II* Partie, Chapitre I, n° 3) que I'on a

d d
Al = f f [A? + 7z (#8) +gy-(?n)] dz dy.
Comme les deux derniers termes donnent une intégrale étendue au

bord de I'aire
[ e,

I'on voit que si ¢ s'annule sur le bord, I'on obtient la dérivée de I en
dérivant la fonction @ sous le signe; mais si la fonction ¢ ne s'annule
pas sur le bord, en particulier si elle devient infinie, il n'y a aucun
intérét a scinder en deux parties Uintégrale Al

Donc

\J
2TU(Loy Yoy Bp) =Ja+J,
en posant

J_'f iti dﬂ'
2= de’

Vo= gl [ [ uindel= 5| [ fu ando + [ f (- w) G5 del,

u, désignant la constante, valeur donnée de u en (1) sur P. Mais la
formule de M. Volterra représente I'intégrale du probléme, si elle
existe. .

Ceci nous donne aussitdt une identité importante :

MUy = 5~ lffu,——dcg

Nous allons donc prouver que J, d’une part, et d’autre part

el fam e,

tendent vers zéro, lorsque A tend vers (1).
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Etude de J,.

2. En désignant par (¢ )y une valeur moyenne dela fbnction ¢ dans

un champ, 'on a . , o A
N R

ou l'on a posé, pour simplifier,

| R= \/(z%zo)“—.r'2.

Or l'intégrale f f %‘- est facile & évaluer ('); elle contient ¢ en
facteur. v

Donc J, sannule avec g.
Voici un premier résultat obtenu.

Etude de J,.
3. Ona
% = TE'- [cos(n, 5)+ 2 —~ % cos(n, r)J. '

Ici cos(n, 3) = K = const. et dz dy = K do.
Représentons par% la quantité

av
ZN.

J; est, & une constante multiplicative pres, J,

J.=£;3ff(uf“-)§dwdy§' o

11 faut voir que J, tend vers zéro lorsque A tend vers (1).

(*) L'on se sert des hyperboloides (5 — 5,)*— 7*= p* et I'on a une intégrale
simple en p. R S
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. D’aprés la forme trouvée pour AL, en remarquant que . . .

d? dp - dy

=0z %%
dqa __0O¢ g
o=yt

nous avons

dp
az, _ff[ozo E;E( %%

+ (050 + 9 (5 + ) |do

Ieip=(u— u.)%, d’ot

_ Jd r du
o = (e —u)5 (R)+R oz
et deux expressions semblables pour <X LiNUS
oy’ 0z
Ecrivons J, = J,+ J,

hffe-olb@eEE0
-3+ S R Piles
e [T 2 e S

4. Considérons.;] 89

r
R

13

+ R

K —3 ‘
=R —cos(n, 1),

Le premier terme K donne une partie de J,, qui tend vers zéro avec q.

En effet les quantltes v _ '

LI N
Az.,’ Az,
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sont finies et les dérivées de u sont supposées finies sur la surface P,
et1'on a vu que '
ds
I

Considérons le deuxiéme terme de —I‘E et ne gardons sous le signe
d’intégration que

tend vers zéro avec q.

1]

—_—
!

| -

qui a un signe constant.
Sur le plan P on a

53

= kA 4
= _m+r<1+r

(m = acosw + bsinw et |m| <1 parce que a* + b*< ).
Il reste donc & considérer

[f(1+4)grdrdo.

Ceci comprend d’abord
de
/1%

qui tend vers zéro avec ¢; puis

qffdr:w.

Il faut montrer que l'intégrale placée devant ¢ reste finie.

Ecrivons
— — e~ Y2 __ J— q — 2
R=y(3—3,) r”_.m\/l u?,
en posant
u= ra—m!) —mg
q
ou

: —m?
du=l qm dr.
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Laissantd’abord & CQnstant(c est-d-dire m = acosw + bsinw = const.),
nous avons une intégration en «

mf\/l—u’

entre les limites « = 1, u = — m. Cette intégrale est finie.
Puis il faut intégrer en © et, comme on a J — m?*=% o, cette inté-
gration donne encore un nombre fini.

Donc J, tend vers z€ro lorsque A tend vers le point (1).

B. Considérons ;.
Prenons d’abord le dernier terme

o
(u —u,) dy : rclrdw.

Jusqu'ici nous n’avons nullement fixé les variations de & et v, qui

Fig. 6.

.’

¥

sont simplement astreints & coincider 4 la frontiére avec les variations
del'z et de I'y dela frontiére.
Nous pouvons poser

f=pcosw, y==psinw

et prendre p identiqguement nul dans V'aire, sauf dans une couronne .
touchant le bord de 'aire et intérieure 4 'aire, comme cela a été
indiqué déja.
'4
p contient, en tous cas, Az, en facteur, de sorte que — : (gx + g—;—)
E
est fini comme - et »A:-o-

Journ, de Math. (5¢ série), tome X, — Fase. II, 1904, 22
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Dans ces conditions, le dernier terme de J; donne zéro lorsque ¢
tend vers zéro; et ceci résulte de 1'étude de J,. Prenons ce qui reste
de J;, soit

‘z‘ —
COS0) =

Jd [T\ __ _Q_ r ____I,——(s—-zo)_Lcos(n,r).
R)™ ~ 0 - R3 R r

D’ailleurs
01 5—3 . 1 3—5, 0 )
oz [ﬁ - cos(n, =g gzlcos(n, r)]
4 d (5—353 5— 3 9 /1
+ geos(n, ")7‘; ( s °) + — 2cos(n, r)—o; (ﬁ)

cos(n, 1) -Rr—,‘cosw + %cos(n, r):(:"_',;z"zcosw

5— 3

r

5—35, 0 :
-f-fl{ ~ °d—x-[cos(n, ).

: . - "t M f
- Daprés la forme de cos(n, ') ses dérivées z et y contiennent - en

facteur.
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L'ona
—_1

cos(n, 1) = \/-—;!—_—{____b__!—_*__;(a cosw + bsinw), |

acosw + bsinw = a(z— ) ',*' b(y— .7'0)’

d 0
&5z [eos(n, )] + (P [cos(n, r)]
/] d1 _m m __
—P[COS(\)d +Sln0)o)’]-——,j—-—r-—-—0

Le coefficient de (z — u,) dans J, est donc
5—3 1 cos(n, r) ¢
[P =] o )

£ [9 (K 2 in?
+ 1% [dr(R)(cos ® +sin’w)

..).‘—

2 cos(n, 1) —"—(cos‘-'w + sin*w)

3 os(n,

—

. )(cos ® + sin*w)

- 1 5—5)m—m
koY -_— ]
R r r

R

c'est-a-dire

[K + 2 cos(n,l)“(e—»o)" _-m(.»— ‘°)]
* cos(n, /)]

_lcos(n r) __L 1 cos(n,r) 2 L
r 2 (. m) = i 2 - =)

+Ra[l\+

ou bien

[K-{-"—‘ cos(n, r)][‘:.——z(,)—- %m(z — 3,) + A%_r]
1 cos(n, r) 1
- _——I_’—<1—»£-om) + R 370 7-’(" — 35y)[— cos(n, 1)].

Représentons les trois termes ci-dessus par H,, H,, H, et reportons-
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nous aux valeurs de J, et J; dont J, est la somme. Posons
ot

o arr
A7 Az R

D’aprés ce qui a €té dit, nous avons l'identité

=gl [ [l

const. =ff(H,+H,+H3+ H,) do,

d'ot

puisque, si 'on fait = 1, tous les termes de J, disparaissent.

Or les parties de cette intégrale relatives aH,, H,, H, ont un sens,
cest-a-dire que les portions d’intégrales voisines de I'axe r=o et
voisines du céne 5 — 5,= 7 donnent s¢70 & la limite quand on fait
¢évanouir l'aire entourant la ligne singuliére.

Donc il en est de méme pour

ffH,dc.

6. Ayant constaté ce fait fondamental qu'il ne serait pas facile de
mettre directement en évidence, il nous sera aisé de montrer que

ff(u-- u)(H, +H,+ H,+ H,) do

tend vers séro lorsque A vient vers (1) [oulorsque (u — «,) lend vers
séro, puisque la fonction est continue].

En effet, si « admet des dérivées premiéres finies, ce qui a éLé sup-
posé, le théoréme des accroissements finis permet d’écrire

u—u,=ryg,

¢ étant une fonction finie.
Il résulte des études précédentes que

ff.,l,,,,.(l-l2 +H,+H,)rdrdo

tend vers éro avec ¢.
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ff(u — u,)H, do.

Décomposons le champ en trois parties :

1° D, petite aire autour de l'axe : 7 = o0}

2° D, petlte aire autour du cbne, 5 — 5,=1r};
3° Dy, aire restante ot H, reste fini.

Dans D, écrivons u — u,=7.¢ et nous trouvons 5¢ro pour linté-
grale lorsque D, s’évanouit.

Il reste a étudier

1=
et. |cos(n, r)| <K = cos(n, 3),
Z“lsque (ny 3) < 45°,
‘ot
d'ou B—f< &?’
K+ 222 (s, ) >0

d’ailleurs on a

1— m>o,
d’ou .

i [P —m(z=3)] >0,
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d’ott

5—3°+K%;["— m(s — 3,)] > o.

~ L’6lément de H, est positif. Donc nous pouvons mettre (& — u, )y
hors du signe d'intégration et nous avons encore une intégrale qui
tend vers zéro loréque D, s’évanouit.

Enfin, dans D,, il y a une partie ot I'élément est négatif, mais cette
partie n’atteint pas le bord, d’aprés ce qui a été vu.

La partie négative, ombrée sur la figure, est tout entiére a droite de
la ligne pp du plan horizontal et & angle droit avec la normale.

Pour chaque région on peut faire sortir (z — u, )y du signe d'in-
tégration et a la limite, puisqu’on aura

im(u —u,)y=o.

On trouvera en somme, & la limite, la valeur zéro pour

ff(u —u,)H, ds.

7. ConcLusion. — La convergence est élablie pour des données
quelconques portées par un plan incliné de moins de 45°. :

1L suffit de modifier trés pew tout ce qui précéde pour établir la con-
vergence lorsque la surface S portant les données est quelconque avec
plan tangent toujours incliné de moins de 45° et unicité de section par
tout cone A. ’

L’on pourrait, de la méme maniére, étudier la dérivée conormale.

Pour la convergence de « & la frontiéve, il fallait que la fonction
donnée u admette des dérivées premiéres finies; pour la convergence

du . . e . . .
de -y il faudra que u admette des dérivées secondes finies.

Tout est changé si la surface S est un cdne A a 45°. Abordons
I’étude de ce cas relativement auquel nous avons un théoréme inté-
ressant. .



SUR UNE CLASSE D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 16

CHAPITRE 1V,

ETUDE DE L'INTEGRALE A LA FRONTIERE LORSQUE LA FRONTIERE
BST UN CONE CARACTERISTIQUE.

Ici, on I'a vu, si la surface des données est le céne A', de sommet Q,
. :’.2 _+_y2 — :2’

le fait de donner u sur le céne détermine la valeur de % N sur le cone.

PREMIERE SECTION.

Or donne v non nul sur le céne,

Fig. 8.

Il faut, comme précédemment, examiner l’expt'ession

fdev(ﬂ—z,,)ﬂ—n dnon(u u) 5

et voir si elle tend vers zéro lorsque le point A(x,, y,, 5,) se rap-
proche du point (1) situé sur le cone Q, u, étant la valeur donnée
de u au point (I).

1. Eerivons encore V(s — 3,)*— r* =R et étudions V'intégrale

=%
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étendue a I'aire découpée sur le céne Q par le cone ayant son sommet
en A.

Grice 4 la symétrie, nous pouvons transformer I'intégrale de surface
en intégrale simple avec la variable . qui définit I'hyperboloide

(z - zo)z__ 1= P_‘z.
L’hyperboloide de paramétre b et le cone L se coupent suivant
Pellipse
(53— @)@+ (2= y3)y* = 2208y
— 2UX X — 2uy,y — u’

L’on a pos¢
2 2
A — pt=2u,

2__ .2 2 2
A= 3y Ty — Vo
L’aire de Dellipse, & un facteur constant prés, est

A
9

:olw‘
.

Al =u?z),
3
88| = 122},

D’ol, & une constante multiplicative prés,

- Ainsi, I'on a

o, -—z(,[f -l '*"’"] a(i—3)

Or ce qui marque que le point A vient sur le céne Q, c'est que A tend
vers zéro. Puisque A n'intervient pas dans l'intégrale J,, celle-ci ne
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tend pas vers séro lorsque le point A se rapproche de la surface
des données. : '

Clest 'inverse de ce qui arrivait avec une surface quelconque. Nous
prévoyons que le probléme de la convergence va se présenter avec
une surface privilégiée, d’une maniére toute nouvelle.

L'on a donc ce résultat, par le théoréme de la moyenne :

du ds
L=[[%%

du
(W)M Gz,

lorsque A vient en (1); 3, étant la cote de A, C, une constante et

du une valeur moyenne de du sur la génératrice du céne Q qui
dN )y )y yenne aN 42 q

tend vers

passe par (1).
2. Etudions maintenant .
0 ay ) =0 [[ r
5= 5] f(u-u.)mdcg_d—:on(u —w)ds|,
ot 'on a posé

- »
I— 235

I3

I' =cos(n, 3) + cos(n, r).

Suivons pas & pas 'étude analogue faite avec une surface quelconque.
L’équation du cone Q est

s=r,

(nous conservons la lettre 7 pour la distance polaire au point A),
d’out

03 _—=Z_ cosh
T J
05 —y .

— == — — . sinf.
d) I‘,

— cosf et — sin remplaceront @ et b dans les dérivées % , -(—15;; Le

d
Journ. de Math. (3¢ série), tome X. — Fasc, IT, 190]. . 23



172 R. D'ADHEMAR.

terme (af + by) devient

— (cos0.8 + sinf.q).
Or
E=pcosw; 7 =psino,
donc
(ak + bn)
devient

— pcos(w — 0)=pm,.

Nous aurons m, & la place de m, mais m, étant un cosinus, I'on a tou-
jours

|m, | <1y
inégalité importante & noter.
J, donne donc d’abord un terme J, qui contient lﬁ en facteur dans
I'élément différentiel

¢ Ju 1, Ju
“"*’ff[*sza +

0:  Jn
pmy du _ dr " dy r
MR Gk e Jﬂd°'

La partie entre crochets est finie si la fonction donnée u et ses pre-
miéres dérivées sont finies. L'on a donc

<emnf 5

Or ceci tend vers zéro.lorsque A vient sur le cone, car I devient nul,
comme on le voit sur la figure,

cos(n, z) = cos}:,

5—3,

r

=1,

kg T (]
cos(n, I') = cos (5 -+ :,;) = — cos
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Or

5_50

r

I'=cos(n, ) + cos(n, r).

Donce
J;.: J4+ Js

et J, devient nul quand A vient sur le cone.

Fig. 9.

e, S

3. Etudions J; :

L’on a, sur tout le cone,

la dérivée est nulle.
'3
Evaluons

Les cosinus de n sont

—_—

z y 1
= 3 - — =
VY rwa a2

cos(n, r) = ;/'—; (cosw cosh + sinw sin§)

=1 __2E—=2)+y(r—2) .
Va V&t + y V(z — 2 )+ (r — 7o)}

="

Les dérivées en z ou én z, sont nulles et il est inutile de calculer les
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dérivées en x ou en y parce que ’on a p en facteur. Or p ¢tant nul sur
I’axe vertical de A, les puissances négatives de 7 ne peuvent cmpécher
la convergence.

En somme nous avons, pour coefficient de (« — u,),

-

ﬁ; [cos(n, 5)+——cos(n, 1)] [(: —5,) — {__—um,(z —3,) + {3—0 r] ,
1 cos(n, 1) e
R <1-— A:],"")’

+ 7 4= (5 — 3,)[Acosw + Aysinw — cos(n, 11)].

Par le méme raisonnement qui a été fait pour le cas d’une surface

\ . . y 1
quelconque, I'on voit que les intégrales contenant o> comme celles

1
contenant —, ont un sens. L'on a

R
|m, | <1,
d'olt
(3 —30) — AL;(,’"'(: —3,) + Z%’ >o0
cl ~
cos(n, 1) = m, ‘—/93,
d’ou |

8 —

- 0 cos(n, 1) >0

cos(n, 3) +
sur le bord du céne A°, puisque, sur tout le cone Q, 'on a :
cos(n, 3) = V2
2

et, sur le bord du cone A® de sommet A :

D'ailleurs p cst identiquement nul, sauf au voisinage de ce bord,
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Done — J; se réduit & deux termes, celui en

1[Ve  s—3
W[T_'— . 2cos(n, r)]

et celul en
1 cos(n,r)
=

Le premier terme donne une intégrale J; quise réduit & zéro lorsque A
vient sur le cone Q en (1), car on a, & la limite,

cos(n, r) =— %3

Fig. 10,

r/
X
@

b

U]

Donc enfin J; se réduit &
)= [ (v—u )L cos(m 1) g
= DR %

4. Coxcruston. — Il faut, pour la convergence, que I'on ait,

lorsque A vient en (1),
limJ,=o0

du  u-—u \de
JS:ff[W + —— cos(n, 7)] "

Je ne saurais dire si ceci est vérifié quelle que soit la fonction donnée

avec

(continue).
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J’abandonne cette question pour I'instant, car I'on voit & quel point
le maniement de J, est difficile :

Le champ d'intégration devient nu! (étant infiniment petit du pre-
mier ordre); '

L’élément d'intégration devient infini, d’'une maniére particuliére-
ment difficile & manier.

L’on peut esquisser une vérification pour le cas oi la donnde serait

u=3zs,

mais 'on ne voit pas bien, sur ce cas particulier, quel est le mécanisme
général.

La vérification serait immédiate pour le cas suivant : donnée con-
stante le long d’une génératrice du cone. Mais alors, la continuité de
la donnée exigerait que la région du sommet du céne soit remplacée
par une portion de surface autre et se raccordant avec le cdne.

DEUXIEME SECTION.
w est nul sur le cone, F(z, y, s) n'est pas nul.
Nous devons revenir sur le cas de l'équation A(u)=TF avec la
donnée u nulle pour le cas de la surface privilégiée.
Ici (Z — z,) ne tend pas vers zéro quand (2, y,, 5,) vient sur le
cone de sommet €.
D’aprés le théoréme de la moyenne il suffit d’examiner I'intégrale

S

(vol. Abhe)

J=f Vds.

aive be)

ou

L’on avu que
airebec = K.z,.,

si 'on a posé
N e S |
A=z — @ — ;e

Isolons la verticale de A par un cylindre de rayon ¢. Dans la portion
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- restante de I'aire (bc), I'on a, si|3,| < H,

V<iog(24y /T 1),
3 <log (244 /B ~1)HK.

Coxcruston. — L’on voit que J tend vers zéro, c'est-a-dire que
u( %o, ¥qy 50) tend vers zéro, valeur donnée, lorsque A vient surle
cone : il suffit de faire décroitre convenablement A lorsque I'on fait
décroitre ¢ ; par exemple, I'on peut prendre A = .

DEUXIEME PARTIE.

. PROBLEME EXTERIEUR.

CHAPITRE 1.

. Les conclusions de la premiére Partie montrent clairement que
le probléme intérieur n’est résoluble que pour certaines formes de la
surface des données. Imaginons, par exemple, que cette surface soit
une sphére.

Menons par le centre un cdne & 45°. Dans la région intérieure au
cOne, inférieure ou supérieure, I'on se trouve dans les conditions exi-
gées par le probléme intérieur; il n’en va plus de méme pour les points
intérieurs a la sphére et extérieurs au cone.

Nous devons donc étudier lintégration de A(u)=TF(x,y,s),
lorsque la surface qui porte les doanées est analogue, au point
de vue de U’Analysis situs, & un cylindre ¢ axe vertical et est
découpée extérieurement par le cdne d 45° et & axe vertical.

D’ol cette désignation de « Probléme extérieur ».
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2. Principe de la méthode d’intégration. — L'idée de M. Vol- -
terra ne_ consiste plus, comme pour le probléme intérieur, & trouver
une sorte de fonction de Green et & faire une inversion d’intégrale,
mais bien & revenir & une sorte de probléme de Divichlet dans le plan
horizontal T passant par le point A(z,, ¥, 5, ).

Pour cela, 'on appliquera la formule (G) au volume limité par S
ct par le cone A (extérieurement) avec une fonction auxiliaire V dis-
continue au passage par le plan T, c’est-d-dire 1'on appliquera deux
fois la formule (G) : 1° au volume W” limité par le plan T” de cote
(5o+€); 2° au volume W’ limité par le plan T’ de cote (z, — ¢).

Fig. 11
%’ \<
\
5%, A" su
S" 2 N
/ >, \\ w"\\
T 17 / ¢ \Q\
N ) ) _A\\\\\ N\ x’
N < .
§ /’// //
AN 2 s’
D A’

Comme nous aurons & faire plusieurs dérivations d’inlégrales (dé-
rivations que M. Volterra semble faire intuitivement), je vais donner,
de suite, la théorie rigoureuse de ces dérivations.

3. Adaptations diverses de la formule d’Ostrogradshki. —
I. Nous aurons d’abord & dériver, par rapport & z,, une intégrale
de surface étendue & V'aire du plan T limitée par S

I=ff¢‘ndxcly=ff?rdrdz.

(aire T,S) (T,S)

Soient donc C la courbe d'intersection de S avec le plan T': z = z,,
et C, la courbe d'intersection de S avec le plan : 5 = 5, + Az,.

Soit C! la projection de C,, nous allons prendre un contour C voi-
sin de C et & une distance BD infiniment petite par rapport & DD’ et
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nous aurons & établir une correspondance sur un rayon vecteur fixe,

entre les points de BD’ et les points de BD.
Pour cela, nous donnerons & rla variation p (I** Partie, Chap.I,n°2)

e=o, enB,
{ p = DD'= 4z,.cot(N, z), enD;
ce qui donne, pour x :
£ =pcosa;
pour y :
7 = psina;
[ d
Al =fqua.dxdy + ff %5;(?5) + E}(M) dz dy.
(aire C) (aire C—C")
Fige 12,

La seconde intégrale se réduit &

f?.Azo.cot(N,z).(dycosa — dzsina)
C

=Azofq>.cot(N,z)dl,
[

[ étant I’élément de longueur de C.
Finalement,

| oﬂo—ffa?dxd)’-i-f?cOt(N z)dl.

airo C

4. 1I. Nous avons ensuite 4 dériver, par rapport & z,, une intégrale

de surface étendue, par exemple, & la surface BC découpée extérieu-
rement dans S par le cone A.

Journ. de Math. (5 série), tome X. — Fasc. II, 1go}. ) 2‘-’%
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Soit AA’ = Az,. L'aire découpée BC devient B'C'.

Par une surface de révolution «fBy située & une distance d’ordre
supérieur & 1 en Az, des deux nappes coniques, nous isolons une sur-
face By dont tous les points se correspondent & eux-mémes. Puis, il
faut faire correspondre les points de B'( & ceux de B et ceux de C'y
a ceux de Cy.

Soient mn =dl, mp =d\, (mnpq)=dld\ et d\ =K.dz.

Pour (m'n'p'q"), dl estle méme et A éprouve une variation p :

p=o enP, p=KAz, enB;

Fig. 13.

ce qui donne, pour la deuxiéme intégrale et pour la partie supé-

rieure BB,, )
d (]
dl | = dh = dl . KAz,.
. L . fB 57 (90) f(m?
r

. 1
= sin(N,3)’

I
AZOLB’)? E-II—(N,—B) dlo

Pour la courbe CC,, I'on trouve, de la méme maniére,

d’ou

— Az,

(CCy)

I
?sin(N,z)dl’
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en tout :

AI=Az.,[ ff g;iodwf (m?i"(c&_’z)dl'fmc,.ﬁ??)dl]’

- (aire BB, CCy)
et la partie entre crochets donne donc

a,
03,

5. ITI. Pour la méme translation de CAB en C’'A’B’ nous aurons
a dériver une intégrale de volume.
Toujours de méme l’on trouve

Al=Azo[ff:pdwdy-—fqudxdy+fffg—3;d¢].

(surl, AB) (surf. AG) (vol, ABC)

Cela fait, nous pouvons intégrer, d’aprés M. Volterra.
6. Intégration. — Cherchons une solution V” de 'équation
A(V)=o0
qui soit nulle sur le céne supérieur A” et de la forme
S (0) + [logr] g(b),
=2 — % <1.

r

ol I'on a posé

L’on trouve

0
[ — B2 db 3 /
Vv .._c+/°‘ log(s 0)\/___—:0—;+logr(arcsm0+c),

il faut prendre

! db -
c=—flog(l—0’) ____.e’_=—-q, c’=—;.

1

[Nous trouverons (II* Partie, Chap. II, n° 3) la valeur numérique ¢
qui n'est pas utile en ce moment. ]
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La formule (G) donne alors, puisque 'on a A(z) =F,
"R e — av' _ de
-_f(w'f)fVch ff( — V) de
+ff<u-—a—z— -—V”%)d&). '

()

De méme, soit V' nulle sur A’;

o
=++q +f log(x — 6*) \/}d_&ﬁ + [10gr](arc sin0 + ;)’

fffvr= [l

(W) (8)

[V = a o,

(T)

Pon a

Ajoutons les membres de ces deux égalités :

Lol dm ffoevias
— 3 f(q+ logr) 32do.
(T)

Cette derniére intégrale est donc connue en fonction de z, et des
données.
Nous avons donc

f/(g +§logr)§§dm =

(T)

11 suffit de dériver par rapport & z = z, pour arriver au but.
D’aprés le n° 3, I'on a

) g:‘, ff(q+ logr) dw+f (q+ log’)cot(N z)dudl
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u et ses dérivées étant donnés sur S, I'intégrale de surface est connue :

L/(q -+ glogr)‘;—;‘;‘-dm =J,.

0tu Jtu
= T oy =

Or
2

Au = %?l:- + F,

d’ou

Tf(q-l— glogr>Audw=J,+ mf<q+3;-‘logr)Fdo)= Js.

{

Mais v étant la normale extérieure a la courbe plane C, 'on a
(probléme de Dirichlet)

ffAudw—f%dl:o,
C

(T)

fflogrAudw +[[u %(logr) - lqgrfl—:‘] dl=omu(z,, ¥, 3,).

Ty

Ceci donne :

du w d du
J,= qLE dl+ - [21tu(wo,yo,zo) ——/(:(u Zlogr — logr E) dl],
d’ou .
du w d du
T2 u(Ly, Yoy Z0) =J5 — qj“:chl + ;L(uzlogr'— logr;t-;)dl= Ji

J. est connu, donc u aussi, si 'on donne, sur S, les valeurs de u et
de toutes ses dérivées.

Lintégration est achevée, en principe, mais nous devons tout

. . du . .
exprimer plus explicitement pour montrer que < intervient seul.

7. Calculons donc %’-
Or

e
? we wr S S
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Pour alléger I'exposition, supposons # = o sur S, ce que 'on peut
toujours obtenir par une différence d'intégrales.

1° Expression de ;,— f - — D’aprés le n° B, c'est
ﬂo wu

ff F‘;Y:dm—ffv~de_fff+ff(g+ Tlog ) F do.

(T) (T}

2° Ezpression de dd / — Clest le méme résultat, car il y a
Sodw

double changement de signe pour I'intégrale de surface.
3° Expression de 3%, f; f —~ V”%dw. — D’aprésle n° 4 c'est

oV" du v I
‘/;" ~ 0z, d_Ndm—L \ dN sin(N, ~)dl

4° Expression de _d% f — De méme on obtient
0J g

ff 3:0’ Zl: £ V/dN sm(ll‘l, a)dl
- Finalement
o=
+ 2f(q + ;logr)de
f(q + - logr) Z; = (;\] z)dl

alors, posant W=W'+ W" et S =5+ 5",

=90 _ (q+ logr)cot(N 2) 2% 4y

_iiL’FgZ)d T o] fT(g+glogr)de

(S)

+£(9 +;logr) [sm(ll‘l 3) % - %?:E—ﬁgg_:]dl
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Le crochet se réduit, dans I'intégrale curviligne, & (')

du
_d_v"
enfin, donc
= if_/‘; Z fj; z‘:dw‘+fc(q+§10gr)%dl,
==L

(*) Soit M un point de la courbe G, Mv la normale a C, Mz la normale & la
surface S. Soit MP =1, on a

«=MQ, 3=0QR, y=FP

(2, B, y sont les cosinus de

z

Soient a, b les cosinus de Mv, on a

a=MQ, b»=QR (MR'=1),

d’olt
_ & e B
~sin(n, 5)  sin(N, z) ~ sin(N, 2)

Or cos(N, 2) =—y, d'ot

1 du oJu ou du du
m-,—z—)' [E—N"——COS(N, u);-z] _ad—x -+ b-a; frmsend 7;..
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c'est-a-dire .
1

U(Tgy Yoy Bo) = — 703 f “f%
= 4 g‘lt’./ff r’-—(z-—zo)’ g[’.z—(;l'— 50)2]Fd1

C’est la formule donnée par M. Volterra (p. 193), sauf que, si nous
n'avions pas choisi la donnée u rulle sur S, nous aurions, en plus, un
terme

daoszuf(x? Y3y Toy Voo bo)dwz

que U'on ne peut metire sous une forme simple parce qu’il se présen-
terait des intégrales curvilignes dont I’élément différentiel est infini.

8. Concrusiox. — Cette intégration exige donc la donnée de u et

ZN et Uunicité de la section extéricure de S par A.

I1 est encore des surfaces pricilégiées.

Mais l’intégrale prend-elle la valeur donnée & la frontiére? Ceci
entraine des conditions de possibilité et M. Volterra a montré la
présence d’autres conditions encore.

L'intégration précédente appelle donc quelques remarques fonda-
mentales. .

Jusqu'ici elle n’est que formelle :

Si Uintégrale existe, elle est représentée par la formule obtenue,
mais la formule peut ne pas représenter une veritable intégrale du
probléme extérieur.
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CHAPITRE II.

CONDITIONS D’RXISTENCE DE L'INTEGRALE DANS LE PROBLEME EXTERIRUR.
KTUDE D'UN CAS PARTICULIER,

Soit donc A (u) =F(z, y, 5) avec des données extéricures.
En prenant des différences d’intégrales, nous pouvons supposer

u=osur$,
F=o.

A. La condition de M. Volterra. — Pour obtenir l'intégrale,
M. Volterra emploie une fonction V qui se réduit &

K-+Klogr
dans le plan horizontal T.
Dans l'aire découpée par ce plan dans le volume W il a alors &
appliquer la formule ordinaire de Green. '
De méme, soit une fonction V, nulle sur le céne, se réduisant &

K = const.
dans le plan T.

L’application 4 la méme aire de la formule ordinaire de Green
donpera zéro d'un c4té et une fonction des données de I'autre, d'oit
une condition imposée aux données.

La fonction V, intégrale de A(V) = o, sera, dans W,

. B =23 T
- V'=arcsin—= — -,
r 2
dans W' _
o B—5 T
V' =arcsin=¥—= + 3

et alors la méme marche exactement que celle suivie pour intégrer
donne

o=/ [r== %d”‘fﬂ‘::f}md”

(Mémoire de M. Volterra, p. 188). :
Journ. de Math, (5¢ série), tome X. — Fasc. I, 1gof. - 25
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Cette condition de M. Volterra, qu’il ne commente aucunement,
se simplifie si nous prenons F = o et devient

du

(G) o=j(’s)fmzmdm.

Je Pappellerai une condition mobile puisquelle doit é&tre réalisée
pour toute aire (S) découpée par un cdne A ayant son sommet en un
point quelconque du volume W, en particulier pour toute aire (S,)
relative 4 un céne A ayant son sommet en un point & de S.

2. La condition de I'auieur. — Au moment ou j'abordai cette
étude, je proposai (') une autre maniére de trouver une condition
mobile. Toute intégrale de A(u)=o, soit Y(=, y, 5, %y, ¥, 5,)
nulle sur le cone A et exempie de singularités i 'extérieur de ce cone
donne, par I'application de la formule fondamentale de I'Introduction,
une condition.

Mais j’ai été amené & reconnaitre que la fonction ¢, que j'ai donnée,
avait une dérivée discontinue, en sorte qu’elle n’est pas utilisable, et,
a défaut de recherches plus profondes sur une équation de Laplace,
je me borne & signaler cette idée : on pressent que ¢ peut exister et
qu'une condition peut donc exister (?).

Mais il y a encore autre chose, dont M. Volterra ne s’est point
préoccupé.

1l faut que Uintégrale prenne la valeur donnée a la frontiére, et
ceci me donne, dans les conditions ol je me suis placé, et ou il faut
se placer pour pouvoir faire une. discussion, (S,) étant l'aire relative
a un point frontiére o,

(G,) 0=ffmlog[£:—(—%:—z—°—):] Z—%dw,

(So)

() Comptes rendus, 11 février 1gox.

. (*) L'existence effective de ¢ parait résulter d'une remarque énoncéé dans la
Thése de M. Le Roux. '
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c’est encore une condition mobile, mais rvelative seulement aux
points &, et non, comme la précédente, aux points A et .
Avant d’aborder la comparaison des deux conditions, je vais mon-

Fig. 4.

MR
RN

trer, sur un exemple simple, qu'elles peuvent parfois tre compa-
tibles.

3. Sur un cas particulier du probléme extérieur. — Supposons
les données portées par un cylindre & axe vertical et invariables pour
une méme génératrice. Soit « l'angle polaire qui caractérise une
génératrice, 'on donne :

u=o0
sur le cylindre,

% = f(a) = dérivée normale extérieure.

Il est clair alors qu'il suffit d'examiner les conditions C, et C, dans
une section droite.

La condition (C,) donne

|
’ = f(a)Rdad(s - 3,) =o0;
r étant le rayon vecteur, par rapport & A, d'un point de la circon-
férence de la section droite, I'on voit que, pour une méme généra-

~
.,—-30

trice, =uvariede — 14 +1.
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Donc (C,) devient

fo'“/(a)daf_:'\/,—“}?a

ou
(%) | f " f(aydn=o,

ceci quel que soit le point A dans I'aire de la section droite. Donc ici
la condition mobile (C,) se résout en la seule condition fonclionnelle
qui précéde (*).

Fig. 15,

. Envisageons la condition (C,) et supposons d’abord 4 dans le pro-
longement de wz' ( fig. 15), alors on a

: 2
r=asM= 2Rcosga

et M doit parcourir successivement les demi-circonférences abo., al’ ...
D'ailleurs

log['————gi'———”ﬁJ log2R + log cosg + log(1 — u®).
Donc G, () donne :

ffllong + logcos = +log(1 — uu)J

Rf(a)dac-— o.

(1) Et qui a une signification physique : « étant un potentiel des vitesses, elle
exprimerait que le flux total a travers la circonférence est nul.
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11 y a trois termes; le premier et le troisiéme nous donnent I'équa-
tion (). . '
[L'on a d'ailleurs, en faisant ‘

du

Vie

= dv,

filog(l ) g - 2f;10g(cosv)dv= 2Zlog-  (EuLka)
s Vi—ut ° 2 2 !

et .
+ 1 1
f =2[ =arlog--
—1 o 2

mais cette valeur numérique est sans importance. |
Le second terme, au contraire, donne du nouveau, savoir :

[ﬂf(a)logcosgda +fo.f(21:- a)logcos%du:o

ou

fo“[f(a) +f(27 — a)] log cos%du =o.

Supposons maintenant que le point & ait une position quelconque &/,
caractérisée par l'angle & (fig. 99), la condition devient, quel que
soit & entre o et 2,

f [f(a&+h)+ f(2rn — &'+ h)]log cos%d«’: 0.
[]
En un mot, la condition mobile C, se réduit a ceci : Vintégrale

@ o= ey +fam—o+y)logeos 2do

doit étre nulle quel que soit y entre o et 2.
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4. Je vais montrer, par lintuition géométrique, que ceci est pos-
sible.

Soit, d’une maniére plus générale,

b
z =£ o(x, y) de.

L’on veut que z soit nul quel que soit y.
Soit ®(x, y) une fonction telle que

a®

P=0z
On s'imposera en plus que la surface
C=2(=,y),

contienne deux droites paralléles & Oy de méme cote, d'ailleurs
quelconque, dans les plans

z=a, x=b;

z sera bien nul, quel que soit y.

Il faut, bien entendu, que ® renferme y, c’est-4-dire que la surface
ne soit pas un cylindre. ® renferme un trés grand arbitraire, donc ¢
aussi, et il reste 4 résoudre I'équation fonctionnelle

f@+y)+f(an—ary)=Holl,
logcos;

Jf contient une part d’arbitraire comme ¢ et 'on imposera, en plus, a f
la condition :

[ " f(a)du=o.

L'on voit, sur ce cas simple, que les conditions de M. Volterra et de
l'auteur peuvent bien étre remplies en méme temps, et méme ici la
condition (G, ) contient la condition (C, ).
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8. Sur un cas particulier (suite). Etude de la dérivée conor-
male. — Nous allons étudier la dérivée conormale dans le cas _du
cylindre portant des données-constantes sur une méme génératrice.
Pour s1mphﬁer, prenons seulement un point particulier, le point &
sur wz’. En ce point 'on a

a4 __ 9,
CIN—_ dwo

Le point & peut &tre regardé comme la limite vers laquelle tend un
point A.

Etudions la dérivée de I'intégrale

1 T rt—(s—z,) du
;—‘R;ff re_(s_so)zlog r ‘ ZN'dm

pour un déplacement AA’.

L’on trouve, comme toujours, d’abord la méme intégrale avec,
sous le signe, la fonction dérivée, puis deux intégrales curvilignes.
Ces deux derniéres 'se détruisent lorsque la donnée est la méme sur

une méme génératrice; cela est facile & reconnaitre et je 'y insisterai
pas- A
Il reste donc

-

“,ffd? dadz'.

dy __ dp da da {d? do dr]

L'ona

o e — T e

dwo da 0@'0 dwo

o« * or aa

) Oz or
Pour évaluer (%:)Jo et ( da> 5, Tous prendrons les hmztes respec-
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CANENEIR

L’équation de la circonférence en a et r = AM s’obtient ainsi :

tives de

rcosow = x, + Rcosa,

rsinew = Rsina,

d’'ou _
r*=uax;+ R*+ 22,Rcosa,
d'otl
or\ __ _ zRsina
d! A— - r ’
]
(gg\) = Risine __ Rsin Z
" aRcos -
de méme
de\ _ xo+ Rcosa
dz,), x,Rsina
da R(1+ cosa)
(dwo),&, Risina ﬁ cm 2
alors on a

il
dwo )e‘q R COt

@
- Rsingf(a)[ 2 !

r(1— u')% r’(l——ll‘)%

_ 1 ,,]08' r‘-’—(z-——z‘o)’]z

(l’on pose toujours 5—-—53 = u);

T A () e
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d’ol les 4 intégrales, & 2—;—, prés,

,_.ffcot f(a)[logr + log(1 — u?)] de de

Vi—u?
I,= 2 L -
ff S el
: a I du
I,_ffcos;f(a)2ncos§dam,

L= [ [ sr/(@)logr+log(1 — ut)] da s

(\/ 1—u? )a

Mais, ¢ variant de — 1 & + 1, les intégrales en u, dans I, et I,
n’ont pas de sens.

La présence des conditions () et (() les élimine, fort heureuse-
ment.

Les conditions étaient donc bien nécessaires pour la convergence
de la dérivée conormale. Comme, d’ailleurs, I; est nul en vertu aussi

des conditions, il resterait 4 étudier la premiére intégrale et & montrer
que 'on a bien

=1 = f(z).
Or

logr =log2R + log cosg,

C At +1
du log(1 — ) du 1
0 _‘ZL___l__ = 2‘rtlog_-. .
o, V1= _ 1— u® 2

1

On devrait avoir

f@= S [f(0) = £ (a5 - a)]ootdn

]ov.l..

()

~+-

f /() — f(mr—-oz)]cot logcos du.

Journ. de Math. (o' série), tome X. — IFasc. IT, 1904. 26
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6. Concrusion. — En général, I'on peut dive que les deux con-
ditions, celle de M. Volterra, celle de l'auteur, peuvent ou non étre
compatibles.

Peut-étre, méme, la convergence de la dérivée conormale & la fron-
tiére conduit-elle & une nouvelle condition mobile qui serait(sc) pour
le point particulier choisi et, pour embrasser tous les points frontiére,
plus complexe encore.

Le Probléme extérieur appellerait donc des recherches excessive-
ment difficiles.

—— O CE———

TROISIEME PARTIE.

EXTENSIONS DIVERSES.

CHAPITRE 1.
EXTENSION DU PROBLEME EXTERIEUR. — INTEGRATION DE L’EQUATION DIFFERENTIELLE
e APu  Pu Fu
B()=5=+ 55 +55 — -5 =F(2, 9,5, ¢).

T dx*  dy* 03t di

1. Si 'on passe de I'équation 4 trois variables A () & I'équation
analogue & quatre variables B(z), la belle méthode de M. Volterra
pour le probléme intéricur s’étend immédiatement, sans aucune dif-
ficulté, comme I'a montré M. Orazio Tedone (*). '

Mais, pour le probléme extérieur, il se présente une particularité
trés remarquable.

Posons

X u.
, '(U) —Zdw, o

(') Anrali di Matematica, série 111, t. 1, 18g8. Milan.
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Dans le Mémoire que nous venons de citer, M. Tedone montre que
la méthode de M. Volterra s'étend facilement aux équations

A (u) =F (probléme extérieur).
Il west pas question des équations
A" (u) = I (probléme extérieur).

Or nous avons exposé, dans la deuxiéme Partie, la méthode de M. Vol-
terra pour le probléme extéricur relatif &

A(uz) ou AY(u).
Ayant essayé de généraliser banalement cetle méthode au cas
B(z) ou A*(u),

nous avons reconnu une tmpossibilité absolue.
Il estinutile de transcrire ici les calculs : Yon ne peut aboutir.
M. Coulon m’a dit I'avoir reconnu de son coté.

Par une vote trés sensiblement différente I'on arrive, au contraire,
a intégrer I'équation (')

B(u) =F(x,y, 3, t) (probléme extérieur).

Il faudra prendre des fonctions auxiliaires V autres que celles de

M. Volterra, les combiner d'une maniére différente, enfin effectuer
deux dérivations au lieu d’une.

2. Afin de faciliter 'intuition des choses nous parlerons le langage
géométrique dans I'espace & quatre dimensions :

a, 8,7, 0 seront les cosinus d’une normale extéricure ; nous écri-
rons

dr = dx. dy.dz._dt,
0.do = dx.dy.dz; ,

- (') Jai annoncé ce résultat a I'Académie des Sciences le 15 décembre 1goa.



198 : R. D ADHEMAR.
cenfin quand nous écrirons dl, par analogie avec le cas de l'espace
ordinaire, ce dl représentera un élément de variété & deux dimen-
sions (*).

Il est bien évident que la formule fondameniale (G) dans 'Intro-
duction s'étend immédiatement. L

Nous appellerons encore T le plan horizontal de A, t=1,, et A le
cénede A, r=t—1,

[P = (@ — 20+ (¥ — 7Y+ (5 = 5]

Nous affecterons de deux accents les éléments supéricurs a T, d’un
seul les éléments inférieurs.

Fig. 17.

(X0,Y0. %)

Les fonctions auxiliaires, solutions de B(V) == o et nulles sur A”

et A, seront
V7 = r—(¢t—ty)
=+ (E—t)
. V - -——_—r———'
Dans le plan T on a

(1) (V= (Vo= +1.

() Voir le calcul élégant de d=, d'une variété a p dimensions dans un espace
a n dimensions dans.le Mémoire de M. Poincaré (Acte mathematica, t. XXII),
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Enfin ’'on a constamment

avV" —1 av’
(2) e TH

3. Intégration. — Appliquons &4 W” et & W' la formule (G) et
ajoutons membre & membre, il vient

[ VRt [V [ (uG — V) do

aN
(1) + ( udy — V') do
| = sz; udzdy dz.
C’est cette équation (1) qui, dérivée deux fois en to, donnera ?;‘, et,

par suite, :
Fu  0u  Ju
Au = (ﬁ —+ d? + ‘(’,:_;)

et I'on appliquera alors la formule classique de Green.

Les dérivations se font conformément aux formules démontrées
dans la deuxiéme Partie. L’on a

(2) oeo[f‘,."'f.] f iFdi— [ IFdr,

dJ // /du
o:.,[f Vritdo + [ - V& de

(3) rdud +ftdu

(certains termes se détruisent. D’autres sont nuls car V” s’annule
sur A” et V' s’annule sur A”).
Nous appelons encore C” la variété & deux dimensions, inter-

scction de A” par S, C’ l'intersection de A’par S, enfin C I'intersection
deSetT.
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L’on a encore

d V! ‘
Ft:[ deo)+s, dem]

={u -—cos(n, l')dm +fucos(n.l')dw

s
(4) + (t— tn)cos n,r) + reos(n,t) dl
C"+C' r Sll’l(N,t)
di.
— 2/Lu 008( 1y L) = S N.D)
(car cela résulte de
N _ 1oV
o —  r— o’
V' t—t, oV
R B F
gi_\z _ d__\g __(t—¢t))cos(n, 1)+ rcos(n. t)
dN — T aN' T Iz ’

n étant la normale extérieure, N la conormale).
D’autre part, la dérivée par rapport a ¢, du deuxiéme membre
de (1) est
f' "“dxdydz+zf wcot(N, 1) dl.

De :
cos(n, 1) = — cos(N, z),

il résulte que I'intégrale relative & C, que I'on vicnt d’écrire, est égale
a la derniére intégrale qui figure dans (4).
Il reste donc, aprés une premicre dérivation,

[ de——f 'Fds L"’“
(D +f1du w—tLa&%fldw+Lu%ﬂdm

av’ dl 1 du
+ c"+c,u7W sin(N, ¢) — f ¥ Tk d‘y(L’
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Dérivons (I) comme nous avons dérivé (1);1'on a

w([=[)=/.  sFdsdyds—a [iFdadyds.
o W Al

Puis, pour les quatre intégrales de surface, 'on a

0 f ’ )
—(—1f +
) dto( s s
1de dl 1du dl
= — = e 2 ==
(6) { £v+r,r' dN sin(N, ¢) + fcvr dN sin(N, ¢)

cos(n,r) di ' cos(n,r) dl
+ 2[ r sin(N, ¢) ——/c:'-»c'u re sin(N, ¢)

9 f AL
T 6, AN SN, 0

ct le second membre de (I) donne

- et 1l reste

f‘ 0L dar dy ds + f' % cot(N, £) L,

Or, nous avons quelques groupements intéressants :

: d*u
1 du du du
(8) mN_,l—)[d COS(N t) ] E)

en appelant v la normale a G situé dans le plan T (car C posséde
une variélé a deux dimensions de normales, tout comme une courbe
gauche dans I'espace ordinaire).

De méme nous avons

v . 1 cos(n,r) r
(9) sin(N,¢) r* v

Or, ces combinaisons (7), (8), (9) se présentent naturellement et
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nous avons enfin
L ' 1 du dl
JiFdedyds— [ LR awg

cos(n, ) dl P} AL dil
Ay ! Tl TP sm(w, ¢)+a':;[fc,+c,“;z'ﬁ‘s———;n(1w,n]

e
= f Audxdydz— 2f( . >dl

Or, sur G, dl est I'élément de surface dans I'espace ordinaire.
Donc, le second membre de (II'), d’apres la formule de Green, est

— 8xu(®y, ¥os 5o by )-
L’intégration est effectuée.

4. La valeur de uaupoint A(x,, y,, 3,,1,) estobtenue en fonc-
tion des valeurs de u et ZN sur les deux variétés & deux dimen-

sions C” et €' sections de la surface S qui est donnée par le cdne A
relatif au point A.

Ainsi la valeur de l'intégrale n’est pas du tout la méme fonction
des données dans le probléme extéricur pour A(u) et dans le pro-
bléme extéricur pour B(u), Il n’est pas surprenant, par conséquent,
que nous ayons dit prendre une méthode d'intégration différente de
celle de M. Volterra.

Remarque. — Par la méme voie que M. Volterra, I'on trouve ici la
méme condition que dans le cas de trois variables.

11 existe encore d’autres conditions de possibilité du probléme,
comme je I'ai montré dans le cas de trois variables.

La conclusion est la méme : il est extrémement difficile de recon-
naitre si la solution obtenue est une véritable solution.
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.~

CHAPITRE 1I.

INTEGRATION DE . -

: Pu  Pu  Pu _ Jdu du du
(F) W+W——-(-)—s-2-_a5;+ bdy+cd +/1u+f

(PROBLEME INTERIEUR), PAR LA METHODR DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES.

1. Etant réalisées quelques hypotheses, trés larges relatlvement aux
données, nous savons que l'intégrale de

0%t o0t s
(1) A(u) 0&': ayl.t d.‘.t = F(.’L‘, y, z)

existe et prend les valeurs données (ainsi que sa dérivée conormale) &
la frontiére.

Nous pouvons essayer, par suite, de passer de I’équation (1) a
I'équation (E) par cette méthode d’approximations successives, qui a
donné des résultats si importants & M. Picard (') pour l’équatlon.
linéaire du deuxiéme ordre & deux variables.

Le principe est le suivant :

Ecrivons (E) sous la forme

(E) A(u)=0(v) + f(%, ¥, 5)

(@, b, ¢, h, fsont fonctions de x, y, 5 finies).
On forme d’abord I'intégrale «, de

(Eo) Auy) =f(2,y, 5),

u ] '
u, el < prenant les valeurs données sur la surface des données S.

Connaissant u,, on forme I'intégrale u, de

(E)) A =9(uw), o

u, et ‘;‘&‘ étant nuls sur S

) Voir Préface.

Journ. de Math. (5¢ série), tome X. — Fasc. II, 1gof. - 27
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Puis on intégre
(E.) A(u;) = ;p@,),'

u, et ‘fm’ étant nuls sur S, et ainsi de suite.

- Les équations (E,), (E,), ... sont toutes du type (1) et I'on a pour
Pintégrale cherchée
. o U=Ugt+ Uyt Uyt.o oy
& condition que

du,, < 0, du,
Z“m Oy’ 0

solent convergentes.

2. Ktudions donc les séries considérées. Puisque f(x, y, 5) resle
Jint dansla région considérée de I’espace (enveloppe des cones A tou-
chant le bord de S), u,(x,y, z) et ses dérivées premiéres restent
Jinis. On peut donc connaitre, en fonction des données, un nombre
M > o'tel que, dans tout le champ, on ait ‘

|, ] = |a % +b% +e% 4 hu, [ <M.

Appelons Z la cote du point le plus élevé de I'aire de S découpée
par un céne quelconque A -ayant pour sommet un point (z, y, 5) du
champ d’intégrabilité déterminé par la forme et 1'étendue de S.

On a (I Partie, Chapitre I, n° 1)

Z—:
|, (=, y, 5)|<M(T)’
(@, y, ) | <M(Z—3)

(I'accent désigne I'une quelcbnque des trois dérivées partielles).
D’ot

[0,y < KM(Z— 2 (Z‘" 3),

K -étant supérieur au plus grand des modules des fonctions a, b, ¢, h,
dans le champ. . :
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Or, dans ce champ total, nous pouvons fixer encore un nombre H
tel que

(1 —
K(2=* 4 )< H,
ce qui donne .4 _ K
[®(2,)| < HM(Z — 3).

Voici Lessentiel oblenu : le facteur (Z — z) que Pon fera passer sous’
le signe de quadrature. Avec cela nous obtenons le mode de conver-
gence de {*; sans cela, nous avons le mode de convergence de la pro-
gression geomemque . e

3. Reportons-nous, en effet, aux valears de

()ll» d.u duo ‘
u, (xoa}’o’w), oz, d—‘y:’ 35;'

On a (Ire Pame, Lhapltre I,n% 4 et o), parl’ emp101 du plan majo;
rant BC de cote Z,

?.T:ug(xo,)’orso)l<HM'lf f(z,_govx\da;'

(ARG}
Z -3 rdr

Vs ==
< HMo2= f '(Z —2)(5—3,)ds.

<HM27:[ (Z - z)ds

- (4 — 5y)®
< HN[?. ) ——;3——’-

enfin

| 4(@ay Yor 50)| < HMEZ Y
2(Zoy Yos 50) | 3T
Pour les dérivées premiéres u, il se présente une intégrale

‘, j:f(-l‘m,)’m z)dsz,
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qui-donne .
2
) dzs = HM L—=2)
HMfz.(z—,,)a;._‘_HM AL,

, Z — 5,
uy (24, Yor 3,)| <HM (———2——)»

en sorte que nous pouvons former une limite supérieure de

|2 (a.);

|0y, y, )| < HMEZ K(3+252) <Mz

Et alors le méme mécanisme donne

Z—"'o
lu.z(xo’)’m ‘o)|<H2M( X s

Z—»o
“a(wm Yoy 50)| < H? M( Y

b

\ (Z—5)
| ®[uy(x, ¥, 3)]| <HM 3T
Ainsi les séries 2 Uy, 2 u, convergent comme

?lllz—sul;
on peut donc écrire

A(u.+u+ )_a —(uy+u+.. )+b (u0+u+ D)

+ca(u°+ 4.+ h(uy+u +.00),

et comme

~A(uo) =_f:

on a bien

Aty +. ) =ag, (2un)+bd( u,,)

+ C"‘(Z“)+I‘Z“"+ S(x, ¥, 3)
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4. CoxcrLusion. — Comme Z peut étre aussi grand que l'on veut,
on peut donc intégrer I'équation (E) dans le méme champ ol I'on
peut intégrer I'équation (1).

L’on peut intégrer de méme, pour le probléme intérieur

P
ou du
APy =2a,,m -+ b?}' + cu + f(z, t),

1
ainsi que je I'ai dit dans la Préface de ce Mémoire, ou j’ai résumé les
résultats obtenus sans dissimuler ceux qui restent a obtenir.



