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SUR LES EQUATIONS AUX DEHIVEES DPARTIELLES. 403

Recherches sur lés équations aux dérivees partielles;

Par M. J. LE ROUX.

CHAPITRE 1.

LES FONCTIONS D'UNE INFINITE DE VARIABLES,

i. Utiliie de la considération des fonctions d’une infinité de va-
riables. — Les intégrales d’un systéme d'équations aux dérivées par-
tielles dépendent, en général, d’une infinité dénombrable de constantes
arbitraires; ce sont, par exemple, les valeurs de certaines dérivées, ou
de certaines fonctions des dérivées, en un point déterminé. Sans doute,
dans 'étude des conditions de détermination et de convergence, il est
d'usage de grouper les constantes de maniére & constituer des en-
sembles finis de fonctions et de constantes arbitraires. Il ne faut pas
se dissimuler cependant que le groupement des constantes sous forme
de fonctions initiales est purement artificiel dans la plupart des cas.
Cetle méthode a 'avantage d’éviter la considération directe des en-
sembles infinis ; elle donne une image simple du degré d'indétermina-
tion et se préte avec facilité & la définition des conditions de conver-
gence. Mais quand on cherche & constituer, dans ’ensemble des
intégrales, des groupes naturels, il est indispensable de considérer la
totalité des paramétres introduits, sans se préoccuper de les rapporter

a telle ou telle fonction initiale. _

On est amené ainsi 4 considérer les fonctions d'une infinité de va-

riables indépendantes. Les fonctions qui s’introduisent dans la théorie
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des équations aux dérivées partielles appartiennent d'ailleurs & un type
simple, jouissant de propriétés remarquables, que nous allons d’abord
définir.

2. Eléments variables dont ‘dépendent les intégrales d’un sys-
téme d’équations aux dérivées partielles. — Soit b un systéme com-
plétement intégrable d’équations aux dérivées partielles définissant
m fonctions inconnues z,, 3,, ..., 5, de n variables indépendantes z,,

Zyy ...y X,. Posons
et Gyt Oy z

pi»“:: Agye o dz‘al 0z, . ‘()‘”%u.

On sail qu’en adjoignant aux équations du systéme S celles que 'on
obtient en les différentiant indéfiniment on peut calculer quelques-unes
des fonctions z et certaines dérivées p en fonction des autres quan-
tités z et p qui restent arbitraires. Les premiéres sont les dérivées
principales de MM. Méray et Riquier, les secondes les dérivées para-
métriques. Ou bien encore, sous une forme plus symétrique, on
peut, comme le propose M. Tresse, exprimer les z et leurs dérivées en
fonction de certains parameétres et des variables indépendantes, de la
maniére que nous allonsindiquer : les quantités z,, 5,, ..., 5, seront
exprimées & V'aide des z et de ¢, paramétres: u,, 11 Yoy Uo,e,s appelés
paraméires d’ordre zéro; les dérivées du premier ordre s’exprime-
ront & l'aide des x, des paramétres d'ordre zéro et de ¢, nouveaux
paramétres appelés paraméires du premier ordre, etc.

En général, les dérivées d’un ordre donné v seront des fonctions
des z et des paramétres d’ordre égal ou inférieur a v.

Nous appellerons paramétres fondamentaua les paramétres w ainsi
introduits, et nous les rangerons en série linéaire, par ordre croissant,
les paramétres d’'un méme ordre ¢tant placés suivant une loi quel-
conque. Nous affecterons chacun d’'un seul indice égala son rang:
Uyy Uy Usy -. - »

- Les paramétres u sont des fonctions des z, des z et de leurs dérivées,
telles que les paramétres d'un ordre déterminé v ne contiennent
pas les dérivées d’ordre supérieur a v, mais dépendent nécessairement
de quelques-unes des dérivées d’ordre v. Elles sont d’ailleurs suscep-
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tibles d’une infinité d’expressions, équivalentes entre elles en vertu
des équations du systéme S.

3. Propriéiés fondamenlales des solutions. — Sinous donnons aux
variables z, u, des valeurs initiales z?, u;, les dérivées Pia, 4y ... 0, PTED-
dront des valeurs Pliauss...a, €t T'on aura, pourreprésenter lesfonctions
inconnues, les séries de Taylor

(wn—w‘i)“* (xi—‘@g)% (2, — 28
(I) Z Plpaha:y--.y a1! K G,! e g'n!
Ry Lgy o0y Ky

Ces séries jouissent des propriétés suivantes, fondamentales pour la
suite :

I. Les différents termes sont des fonctions analytiques de lous
leurs éléments x, x°, u®; les termes d’ordre v ne dependent pas des
paraméires d’ordre superwur av.

Chaque terme est donc une fonction d'un nombre fini d'éléments
variables x, °, u°, mais ce nombre croit en général indéfiniment avec
le rang du terme considéré.

II. Dans le domaine des quantités complexes on peut assigner
pour chacun de ces élémenis variables une aire simple de varia-

tion
‘ 4 0
Az,, Az, ..., Az, ..., Ad], ...,

telle que pour tous les systémes de valeurs de ces variables qui sont
intérieures aux aires correspondanies, lesséries considérées soient
uniformeément convergentes.

Cette propriété est une conséquence immeédiate dela démonstration
qu'on donne habituellement de I'existence des intégrales par la mé-
‘thode des fonctions majorantes, pourvu que I'on prenne comme para-
métres fondamentaux les dérivées paramétriques de MM. Méray et
Riquier. Dans le cas général, nous supposerons les paramétres choisis
de telle facon que la propriété subsiste. Nous appellerons domaine A
celul qui esi constitué par 'ensemble des valeurs des éléments variables
intérieures aux aires considérées.



406 J. LE ROUX.

Il importe de remarquer que le domaine A n’est.pas le domaine
d’existence des fonctions z; mais un domaine restreint ot ces fonc-
tions existent certainement et ol I'on peut les soumettre & des opéra-
tions déterminées.

1I1. Etant donné un nombre positif <, on peut déterminer un
nombre p.tel gu'en négligeant dans les séries (1) les termes qui con-
tiennent les paramétres d’indice supérieur & p. le module du reste
négligé soit infeérieur & ¢, pour toules les valeurs des variables
intérieures av domaine A.

Cette propriété est une conséquence de la précédente, puisque le
rang des termes qui contiennent les paramétres d'indice supérieur & .
croit indéfiniment avec le nombre ..

IV. Les séries (1) représentent des fonctions analytiques de
chacune des variables «,z°, u®, et méme de tout ensemble conte-
nant un nombre fini de ces variables.

4. Domaine resireint dans un champ d’une infinité de variables.
— Nous allons maintenant entreprendre directement ’étude des
fonctions d’une infinité de variables qui présentenl en tout ou cn
partie les caractéres que nous venons de définir.

Soient x,, %4, ..., &, ... des variables formant un ensemble infini
dénombrable. 1l faut d’abord définir pour cet ensemble un domaine
restreint de variation. S'il s'agit de quantités réelles nous ferons
correspondre & chaque variable z, un intervalle (a,, 0,), (a,<0,);
'ensemble des inégalités

al]- ";IL < bll

définira le domaine. S'il sagit de quantités complexes oun représentera
chaque variable %, par un point d'un plan et on lui fera correspondre
dans son plan une aire simple A, dans laquelle le point considéré devra
rester enfermé. Nous supposerons dans tous les cas, pour le domaine
restreint, que les limites relatives 4 chaque variable z, (solent les
nombres a,, b,; soit le contour de I'aire A,) sont indépendantes des
valeurs attribuées aux autres variables dans leurs limites respectives.
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Ici se présente une considération qui n’a pas d’analogie dams la
théorie des fonctions d’un nombre limité de variables; lorsque » croit
indéfiniment, il peut exister une infinité de différences b, — a, infé-
rieures & tout nombre positif ¢ sans étre rigoureusement nulles. Un
fait analogue cst également possible pour les variables complexes. Si
cette circonstance se présente, nous dirons que le domaine est éva-
nouissant.

En général, les résultals qui vont suivre sont applicables aussi bien
aux domaines dvanouissants qu'aux domaines non évanouissanis.
Cependant, certains énoncés, certains procédés de raisonnement
demanderaient quelquefois une légére modification. C'est pourquoi
nous supposerons en général le domaine non édvanouissant. On peut
toujours évidemment, par un changement de variables, rendre le
domaine considéré non évanouissant.

Nous appelons A le domaine défini par les limites considérées et
nous regardons tout ensemble de valeurs z,, «,, ..., z,, ..., comme
les coordonnées d'un point x.

Le point z appartient au domaine A si toutes ses coordonnées sont
enfermées dans les limites correspondantes.

5. Fonctions d’une infinité de variables. Fonctions convergentes.
— Une fonction f(&)= f( &y ++oyLy, ...) est définie dans le
domaine A si 4 tout point « du domaine correspond une valeur bien
déterminée pour la fonction.

La définition de la continuité, dans un domaine non évanouissant,
est J]a méme que pour les fonctions d'un nombre limité de variables.

La fonction f() est conlinue dans le domaine non évanouissant A
si, étant donné un nombre positif arbitraire e, on peut trouver un
nombre v tel que les inégalités

[ Ae| < 1

entrainent la suivante :

|f(z+h)— f(z)| <e.

[Onaposé f(z,+ by, @y hyy ooy Xn+ Dy o) = f(2 -+ R)).
Ces définitions sont indépendantes de la maniére dont on établira
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la correspondance entre la valeur de f(x) et le systéme de valeurs des
variables z,, £,y ..., @py + o ..

Il y a lieu maintenant d'introduire une notion nouvelle, celle de
Jonction convergente.

Soit z°, (3, 2y, ..., z,, ...) un point déterminé du domaine A ;
x° + h, (%} + h,, %y + hy, ...) un autre point arbitraire du domaine.
Désignons par

O\ e ) L0 0 A 0
Jm(B®+ly )= f(@]+ by wy+ by o ooy Ty 4 Ty 0y Ty o)

la fonction qu'on obtient en négligeant dans f(x*+ %) les accroisse-
ments Ay, Mgy, - - - de toutes les variables dont l'indice est supérieur
a m. Nous dirons que la fonction f(x) est convergenie, si, a tout
nombre positif €, on peut faire correspondre un nombre n, tel que
l'inégalité

'

(2) m > m’
entratne pour conséquence
3) @+ 1) = fula 4+l )| <.

Lorsqu’on regarde le point 2° comme fixe et les /i comme des quan-
tités variables, la limite trouvée m’ dépendra en général des &. Nous
dirons que la fonction est uniformément convergente sil'on peut
choisir m’ de telle facon que l'inégalité (2) entraine I'inégalité (3),
quels que soient les &, sous la seule condition que le point 2°+ / soit
intérieur a A.

Sila limite ' peut étre prise indépendante des %, on peut aussi la
prendre indépendante des z°. La démonstration est immédiate, en
remarquant que l'on a identiquement

' FC Doy w34 gy ooy = Dy L+ Py <2 )
— f(& Py, @y By oy B A oy L Pty ooy Ty By 20)
= [f() 4+ iy By + Dy ooy T Loy Ty Py )
( ' — fu(2'+h, 2°)]
—[f(x}+ by, 2+ by ery @ Frmy Tops =+ Fipaty ooy T+ Kooy )
— fulz'+ h, z°)].
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I1 est visible que la définition que nous donnons des fonctions con-
vergentes ou uniformément convergentes comprend celle des séries,
des produits infinis, etc. Dans une série z, + &, +... + @, +..., la
somme S est la limite de la somme S, obtenue en attribuant la valeur
zéro & tous les termes dont I'indice surpasse n; dans un produit infini,
c’est par l'unité qu’on remplace les facteurs dont le rang surpasse une
certaine limite. Le choix de la valeur de comparaison x° est suggéré
par la nature de la question dans ces exemples simples; cependant, on
pourrait aussi dans une certaine mesure la regarder comme arbitraire. -

Une fonction peut évidemment &tre convergente et méme unifor-
mément convergente sans étre continue. De méme elle peut exister et
méme étre continue sans étre convergente. L’exemple le plus simple
nous en est fourni par le prolongement d'une série de Taylor en dehors
de son cercle de convergence.

Soit f(z) une fonction analythue de z dans une aire simple G
contenant l'origine; en désignant par x,, @, ..., les valeurs des
dérivées pour z = o, on a donc & I'intérieur du cercle de convergence

(5) f(z):aco-i—?z-i—l—‘%z’—i-....

Regardons cette valeur comme une fonctionde z,, z,, ..., %, ..., 3,
et désignons-la par ¢(z, z). Les variables «,, x,, ..., 2,, ... pourront
parcourir le champ entier des valeurs des & pour lesquels la fonction
J (%) reste analytique dans I’aire C.

Soit « un point de 'aire C extérieur au cercle de convergence de la
série (5). La fonction ¢(z,«), dans laquelle on regarde « comme une
constante numérique, est bien déterminée et méme continue, mais elle
n’est pas convergente. On a en effet

Zm _m

(z,0,0)=2 + 32 Dy Iy
P Oy 0 I 1.2 Ut m! T

et cette expression ne tend pas vers ¢(«, ) quand  croit indéfiniment.

Ilya donclieu d’établir une distinction entre le domaine d’existence
et le domaine de convergence d'une fonction d'upe infinité de variables.
On peut rapprocher ces réflexions des con51derat10ns de M. Borel sur
les séries divergentes.

Journ. de Math. (5° série}, tome 1X. — Fasc, IV, 1go3. 53
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6. Séries normales. — Une fonction convergente peut &tre repré-
sentée par une série convergente dont chaque terme de rang fini ne
contient qu'un nombre limité de variables.

En effet, la série

6 (@@ R ) — f(o)
| + [fo(2®+ Ay 5°) — f1(2°+ Ay 2°)] + . ..

satisfait aux conditions énoncées et a pour limite f(x°+ 4). _

De plus, si cette fonction est uniformément convergente, la série
V'est également.

La série (6) n’est qu’un cas particulier des séries que nous appelons
normales et qui sont caractérisées par les propriétés suivantes :

1° Elles sont uniformément convergentes dans le domaine con-
sidéré;

2° Chaque terme de rang fini ne contient qu'un nombre fini de
variables.

Toute série normale représente une fonction uniformément con-
vergente.

Les séries qui représentent les intégrales analytiques des équations
aux dérivées partielles sont des séries normales.

7. Calculs sur les fonctions uniformément convergentes. Séries
dont les termes sont des fonctions uniformément convergentes. —
On peut effectuer, sur les fonctions uniformément convergentes, les
opérations ordinaires de I’Algébre : les résultats sont encore des fonc-
tions uniformément convergentes.

La somme ou le produit d'un nombre limité de fonctions unifor-
mément convergentes est une fonction uniformément convergente.

Le quotient de deux fonctions uniformément convergentes est une
fonction uniformément convergente, pourvu que le dénominateur soit
différent de zéro dans le domaine considéré. Considérons maintenant
une série

' U+ Us oo+ U e,

dont les termes sont des fonctions uniformément convergentes dans le
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domaine A. Supposons, d’autre part, que cette série soit unifor-
mément convergente dans A. Je dis qu’elle y représente une fonction
uniformément convergente. ’

Désignons par S¥(x) la somme des ; premiers termes et par
S®(x*+ h, "), ce que devient S?(z° + %) quand on y néglige les
accroissements des variables dont l'indice est supérieur & m. Soit de
méme S(z) la somme de la série considérée, S,(x°+ h,z°) ayant
la signification ordinaire.

Il s’agit de démontrer que

S0+ hya0) — Sp(2° + b, 20)

v 1
tend vers zéro avec —

Clest 14 une conséquence immédiate de I'identité

S S(x®+h)—S,(x°+ h,z°)
(7) 1 =[S +h)—8O(a+ k) +[S(a*+h) — S}, (2" + ki, 2°)]
’ —[Sn(@®+h,z*) — 8% (x*+ A, 2)].

Ayant choisi un nombre positif ¢, on peut, en vertu de la conver-
gence uniforme, trouver un nombre ¢’ tel que l'inégalité

>0
entraine
|S (x°+4) . —S“"(a,c"-i—k)|<-3E

(8)
|Sm(@°+ h,z°) — S (20 + ) | < 5+

quel que soit I'indice m. Le nombre ¢ étant fixé et choisi de maniére &
satisfaire a cette condition, la fonction S¥(z) est uniformément con-
vergente ; on peut donc trouver un nombre m’ tel que I'inégalité m > mr
ait pour conséquence

(9) 18O (0 + h) — S (0 + hya*) | < 5-

En réunissant les résultats (7), (8), (9) on arrive donc & cette
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conclusion qu'il est possible de déterminer un nombre m’ tel que
l'inégalité m > m’ entratne

[S(x*+ h) —Su(2*+ h,2°) | <e.

La proposition suivante se démontrerait comme pour un nombre
limité de variables :

Une série uniformément convergente dans un domaine A et dont
les termes sont des fonctions continues dans ce domaine y repre-
sente une fonction continue.

8. Fonctions analytiques. — Les propriétés des fonctions analy-
tiques peuvent s'étendre aux fonctions f(x) d’une infinité de va-
riables, uniformément convergentes dans un domaine A, et telles que
JSm(x®+ h, x°) soit une fonction analytique de A, A,, . .., ki, quelque
grand que soit m. Nous dirons que toute fonction f(x) possédant ces
caractéres est une fonction analytique de l'ensemble infini z,, ,, ...,
%y « .., dans le domaine considéré.

La fonction £ () étant uniformément convergente est développable
en série normale :

S(@)=u,(z)+u(x)+...+ uy(x)+....

Remplacons-y « par x°+ th et supposons les h assez petits pour
que les points x® + ¢k restent intérieurs au domaine A pour toutes les
valeurs de ¢ de module inférieur ou égal & un. La série

f(@®+th)=u(x°+ th)+ u,(2°+th) + ... + u,(x° + th)+...

a pour termes des fonctions analytiques de 7 et, en y regardant  comme
la seule variable, elle est uniformément convergente & l'intérieur du
cercle de rayon un, ayant pour centre l'origine. Cette série repré-
sente donc une fonction analytique de Z qu’on peut développer en série
de Mac-Laurin. Le coefficient de #” dans le développement est égal a
l'intégrale de Cauchy

Uy(%h) = ff(“’ +5h) gz,

zll+1
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évaluée suivant la circonférence de rayon un ayant pour centre
Porigine ou suivant tout autre countour équivalent. :
Nous allons faire voir que U,(«° k) est une fonction uniformé-
ment convergente des h dans un domaine restreint. Soit en effet
U;"(«° h,0) I'expression obtenue en remplagant par des zéros tous
les & dont Pindice surpasse m. On a

fm w('-{— all,u”o) d
b1

m a. k)

Up(xoyh) —U;, ’(x“,h,o) — ;}r-tff(x + 3zh)
Le module de la différence

S (@ + zh) — frn(x® + zh,2")

reste inférieur 4 un nombre positif, e,, et 'intégration est effectuée
suivant une circonférence de rayon un.
1l en résulte donc, d’aprés un théoréme de M. Darboux :

mod [U,(«° A) — U;’”’(m",/l, 0)]<eme

Le nombre ¢, tend vers zéro avec ;'; Notre proposition est donc
démontrée.

La fonction U;’”’(x", h,0) est dérivée d'une fonction de m variables
indépendantes, les variables dont l'indice est supérieur & m étant
regardées comme des constantes.

On a denc

U (2, By 0) = (o ggg -+ s gz + -+ i 50 ) ? 1),

La fonction U,(2°, &) étant la limite de U, (az,, &, 0), lorsque m
croit indéfiniment, nous poserons aussi

(10) U,(z° k)= <Z hy dxo>wf(x0).

En réunissant ces résultats, nous avons le théoréme suivant :

La fonction analytique f(x°+ h) est développable dans un
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domaine resireint en série uniformément convergente par la for-
mule

J(@+h)=Uy(2°)+U,(«°h)+Uy(2°, ) +...+ U, (2, h) +...,

le terme général U,(x,,h) de la série étant une fonction unifor-
mément convergente des h, définie par I'égalité

U h=(Zhd) e,

Je ne m’arréte pas & énumérer toutes les conséquences intéressantes
que I'on pourrait déduire de ce théoréme concernant les expressions
infinies. Je me borne 4 signaler la suivante que I'on obtient par la con-
sidération du premier terme dépendant des A :

U, (@, ) = Dihi5k-
0
Sotent A un domaine restreint, A’ un domaine contenu dans A ;
solent d’autre part 9, (), 92(), ..., ¢.(@), - .., des fonctions exis-
tant dans A’ et jouissant de la propriéié suivante : a tout point x
de A’ on peut faire correspondre un nombre positif t, tel que le
poinz (z + t9) ayant pour coordonnées

Tyl LoH+1Qsy ooy Tnt1p ...,

sott contenu dans A pour toutes les valeurs de t dont le module est
inférieur a t,. La série

of af of
?'0_‘731—}-?2_0;'—2-'—“'4-?”55”‘-”.

est alors convergente dans le domaine A', si f(x) désigne une
fonction quelconque analytique dans A.

9. Propriétés des dérivées. — On est conduit & d'intéressantes
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propriétés des dérivées par la considération de la différence

S (@)= fu@,2°) = f(®,, @2, g5 « + s Ty Ty -+ +)

*f(wi’ croy Ty w?lt-’-l’xgH—Z’ . ")

dont le module reste inférieur & une limite ¢, qui tend vers zéro
I

avec — -
m

Prenons la dérivée de cette différence par rapport & l'une des
variables z;, et distinguons deux cas:

1° iSm,.

2° Lt >m.

Soitd’abord ¢ = m — «. Supposons que dans son plan la variable z;
soit représentée par un point situé i une distance supérieure ou égale
a 0; du contour de I'aire A;.

Nous avons alors
df(a") _ ()fm(w:xo) < _Em_,

03’/’m—¢ ()Jl',,,..a = am—a

D’ou I'on déduit cette proposition :

Les dérivées d’une fonction analylique uniformément conver-
gente sont elles-mémes des fonctions analytiques uniformément
convergentes.

0fm

9z m+o
I'on se trouve conduit a P'expression d’une limite supérieure de la

dérivée de la fonction f ()

Si ’on a, en second lieu, { = m + «, la dérivée est nulle, et

df (z)

d Z 4ol

€ n

WA

8 m-4-o

La méme méthode s’appliquerait évidemment aux dérivées d’ordre
supérieur, et 'on trouverait

gpctptetr f(2) o pydpal ... piley,

1)} =
Pt o, Oy, O = Sty o St iy

'modd
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CHAPITRE IL

LES FONCTIONS QUI DEPENDENT D'UNE INPINITE DE CONSTANTES ARBITRAIRES,

10. Définition des ensembles de fonctions. — Je considere des
fonctions z,,3,,...,5,, dépendant de n variables indépendantes =,
Zyy...y&,, €t de constantes arbitraires a,,a,,.... ..., en nombre
illimité :

Z, = ‘P«(wnwz’ ooy opy By gy evey Ay oen) = 94 (x,a),

| B2 = 0x(x,a),

(12)

s s et 0 a0 e )

z,=¢,(x,a).

Je suppose que toutes ces fonctions sont analytiques par rapport a
la totalité des arguments z, @, dont elles dépendent, et uniformément
convergentes dans un domaine restreint des a.

Les séries

(13) 0z, = %Z%Sa, d?‘ 3a +. +%oak+

admettent alors un domaine de convergence uniforme sans que les 8a;
soient astreints & aucune condition exprimable par des égalités. Elles
définissent donc de nouvelles fonctions analytiques uniformément
convergentes des z, a, ¢a.

J’appelle ensemble de fonctions la totalité des fonctions du sys-
téme (12) quand les constantes a parcourent les systémes de valeurs
dout elles sont susceptibles.

En attribuant aux constantes des valeurs déterminées, lon a un
systéme de p fonctions particuliéres constituant un élément de l’en-
semble.

Un ensemble est linéaire quand les constantes y figurent linéaire-
ment. A tout élément de I'ensemble général (12) on peut faire corres-
pondre un ensemble linéaire par les formules (13 ), dans lesquelles on
regarde lesSa comme arbitraires, les constantes @ ayantregu des valeurs
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numériques déterminées. Nous dirons que cet ensemble linéaire et
homogéne est associé & I'élément considéré de 'ensemble (12).

Un ensemble linéaire et homogéne est associé & tous ses éléments.

Nous allons nous occuper principalement des ensembles dont chaque
élément est composé d’une seule fonction et nous commencerons par
les ensembles linéaires et homogénes.

A1. Ensembles linéaires. Fonctions primaires. — Considérons
'ensemble
(14) B=Q U Qolly oo+ QplUp ...
“dans lequel on supposeque ,, U, ..., ty, ... sont des fonctions ana-

lytiques déterminées des variables z,, 2, ..., x,. Nouslesappellerons
les éléments fondamentauz del'ensemble.

Donnons aux constantes des valeurs telles que z et ses dérivées
jusqu'a l'ordre m — 1 inclusivement s’annulent au point de situation
généralet,, ,, ..., §,. Aupointde vue formel il existe toujours pour les
constantes une infinité de valeurs satisfaisant 4 ces conditions; nous
supposerons que les valeurs choisies conservent la convergence de
'expression (14). Nous dirons que I’élément considéré est un élément
d’ordre m au point &. En le développant par la formule de Taylor
suivant les puissances de z,—&,, z,—&,, ..., z,— &, on trouve pour
I’ensemble des termes du moindre degré un polynome homogéne
d’ordre m par rapport aux différences  — &. Nous appellerons ce
polynome la fonction primaire de I'élément.

Il existe en général une infinité d’¢léments d’ordre m et aussi une
infinit¢ de fonctions primaires; mais le nombre des fonctions primaires
d’ordre m linéairement indépendantes est nécessairement limité puis-
qu'il n’est jamais supérieur au nombre total des dérivées mi¢me d’une
fonction de n variables, c’est-d-dire & %’f—:—:}%—' .

Sl est toujours égal & ce maximum, quel que soit /7, nous dirons
que I'ensemble considéré est maximum.

I sera toujours possible, dans ce cas, d’attribuer aux constantes des
valeurs telles que z et ses dérivées jusqu'a un ordre quelconque
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prennent au point &, &, ..., &, des valeurs arbitrairement données
d’avance. On pourra donc trouver, dansl’ensemble, des fonctions 5
telles que la différence

. 5—F(w, @y ...y )

s'annule au point &,, £,, ..., &,, ainsi que toutes ses dérivées jusqu'a
un ordre désigné, aussi grand qu'on voudra, F (z,, z,, ..., x,) étant
une fonction holomorphe arbitraire.

Sans rien préjuger sur la convergence nous pouvons dire que I'en-
semble considéré embrasse alors formellement la totalité des fonctions
holomorphes de » variables.

Dans ce cas il ne peut exister, entre les dérivées en nombre fini des
fonctions de I’ensemble, aucune relation indépendante des @, expri-
mable par des équations analytiques.

On peut concevoir seulement des relations ot figurent une infinité
de dérivées ou qui soient exprimables par des équations fonctionnelles.
Telles sont, par exemple, dans le champ des fonctions d'une seule
variable, les fonctions paires, les fonctions périodiques, etc.

A2. Propriétés des fonctions d’un ensemble linéaire et homo-
géne. — Les fonctions d’un ensemble linéaire et horhogéne jouissent
de quelques propriétés qui sont des conséquences immédiates de leur
définition.

I. Toute combinaison linéaire et homogéne d’un nombre fint
ou infini d'éléments de U'ensemble en est également un élément.

On suppose, bien entendu, que si le nombre des éléments de
I'expression considérée est infini, elle n'en conserve pas moins une
signification et représenle toujours une fonction analytique des
variables « dans un domaine déterminé, toujours le méme.

II. 8¢ Pon prend un élément z,, d'ordre m au point %, les

Zm

dérivées 5

font partie de Lensemble.

Ces dérivées sont en général d’ordre m — 1 au point &.
o)
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II. Toute dérivée non nulle d’une fonction primaire d’ordre m
est égale a la fonction primaire d’un élément d’ordre inférieur.

Soit en effet 3, un élément d’ordre m au point &, z,, sa fonction

. . oy 0%, . .. . . 0%,
primaire; la dérivée . a pour fonction primaire, au signe prés, T
y :
& moins que cette dérivée ne soit nulle.

IV. Toute combinaison linéaire ct homogéne a coefficients
constanis, non nulle, de fonctions primaires d'ordre m, est la

Jonction primaire d’un élément du méme ordre.

Par coefficients constants nous entendons évidemment des coef-
ficients indépendants des x, mais pouvant dépendre des variables §.

13. Equations primaires. — Supposons que, pour un certain
ordre m, le nombre des fonctions primaires linéairement indépendantes
soit inférieur au maximum. Nous pourrons, dans ce cas, former une
ou plusieurs équations linéaires aux dérivées partielles, vérifiées par
toutes les fonctions primaires de cet ordre et satisfaisant aux conditions
suivantes :

1° Chacune d’elles ne conttent que des dérivées d'un méme ordre;

2° Les coefficients sont indépendants des variables , mais peuvent
contenir les £;

3° Toute solution de ces équations, entiére et homogéne d’ordre m
en z — &, est une fonction primaire.

Pour former ce systéme il suffit d’avoir P'expression générale des
fonctions primaires d’ordre m. Calculons successivement les dérivées
premiéres, secondes, .... Siles dérivées premiéres sontindépendantes
nous passons aux dérivées secondes, et ainsi de suite, jusqu’a ce que
nous arrivions a des dérivées d’un certain ordre p quine soient plus
linéairement indépendantes. Il existe alors entre elles un certain
nombre de relations linéaires et homogénes que nous savons former.
Les dérivées d’ordre p + 1 vérifient le systéme déduit du précédent par
différentiation, mais elles peuvent en outre étre reliées par d'autres
équations linéaires qui n’en soient pas des conséquences.

En procédant ainsi de proche en proche, nous construirons les équa-
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tions que nous avons définies et auxquelles nous donnons le nom
d’équations primaires relatives a Pordre m.

A la rigueur on pourrait se contenter de former les équations
d’ordre m de ce systéme, mais il est utile, pour notre but, d’avoir un
systéme formé par les équations de I'ordre le moins élevé possible et
dont toutes les autres se déduisent par différentiation.

Les équations primaires relatives & I'ordre m sont de la forme sui-
vante

a“l-i—d,-‘{-.. .-f-anﬁ

(t5) ZA“““”“"“" 025 0z ... 9zt O (2 +ayt...+u=r)

r<m,

u désignant la fonction primaire, » 'ordre' de I’équation considérée,
les coefficients A étant des fonctions des variables &, &,, ..., &,.

14. Caractéristiques. — Prenons une équation primaire relative a
UytOletee +&n gy

I I 0z Par les produits
WS b3, ..h%» de nouvelles variables A,, h,, ..., h,. Nous obtenons
alors un polynome homogeéne d’ordre r, P(4,, /,, ..., I,) que nous
appelons un polynome caractéristique relatif aux éléments d'ordre m.
Ce nom, emprunté & la théorie des,équations aux dérivées partielles, va
se trouver justifié dans la suite.

Pour avoir une image géométrique des équations de la forme

I'ordre /m et remplagons-y les dérivées

(16) Pihyy by ooy b)) = o,

considérons, dans I'espace & » dimensions, un plan passant au point
E15 §ay -+ -y &y, €L ayant pour équation

(17)  h(z, = &)+ hy(@— )+ (2, — §,) =o.

Nous appelons élément caraciéristique relatif 4 'ordre m, au point§,
tout plan dont les coordonnées A,, 4., ..., A, vérifient 'ensemble des
équations de la forme (16).

La détermination de I'ensemble des éléments caractéristiques est un
probléme purement algébrique qui revient 4 larecherche des solutions
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communes aux équations (16). On sait que ces solutions constituent
- un ensemble complexe auquel correspondent des variétés & une ou
plusieurs dimensions tangentielles homogénes ().

Il peut y avoir par exemple : 1° une variété 4 » — 1 dimensions tan-
gentielles homogenes de classe y,_,, qui correspond & un facteur com-
mun de tous les polynomes P; 2° une variété 4 n — 2 dimensions
homogénes de classe y,_,, ...; en dernier lieu on aura un systéme de
¥, plans distincts ou confondus. Je donne & cet ensemble d’éléments le
nom de complexwe (*) caractéristique relatif 41'ordrem. Les nombres
Yr—t1s Y2y <y Y1, toujours rangés dans le méme ordre, s’appellent les
indices du complexe.

Il y a équivalence compléte, au point de vue des formes, entre les
équations primaires et les polynomes P. D’autre part le complexe
caractéristique étant connu, il est toujours possible de former un
ensemble d’équations homogénes d'un ordre désigné r vérifié par tous
les éléments caractéristiques, et tel en outre que toutes les autres
équations d’ordre r vérifiées par ces éléments soient des combinaisons
linéaires et homogenes des relations ainsi formées (®).

Il résulte immédiatement de la que la connaissance du complexe
caractéristique relatif aux éléments d’un ordre donné détermine com-
plétement les équations primaires correspondantes.

Donc :

Deux systémes d’équations primaires ayant les mémes éléments
caractéristiques sont équivalents.

Les équations primaires sont susceptibles d'une interprétation géomé-
trique. En égalant 4 zéro la fonction primaire d’un élément d’ordre m
on a I'équation d’un cone dans 'espace & n dimensions.

(*) Le nombre de dimensions d’une variété désigne ici pour nous le nombre
des variables homogeénes dont dépend chaque élément de la variéts.

(*) Nous employons ici le mot complexe parce qu'il s'agit d'une figure com-
posée.

(®) Si r est inférieur & m il n'exisle pas nécessairement d'équation d'ordre r
de la nature indiquée. Mais quand il en existe on peut toujours les former.
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Tous les cones ainsi obtenus sont apolaires par rapport au com-
plexe caractéristique correspondant.

Considérons, en particulier, les fonctions de deux variables indépen-
dantes x et y; le complexe caractéristique se compose d’unsystéme de
droites concourantes. Si la courbe représentée par I'équation z,, = o
posséde au point £, n un point multiple d’ordre m, les m tangentes de
la courbe en ce point forment un systéme apolaire par rapport aux
droites caractéristiques. Lorsqu’il y a seulement deux droites caracté-
ristiques les m tangentes considérées forment un systéme cyclo-pro-
jectif (') ayant les caractéristiques pour rayons doubles : le rapport
anharmonique du systéme formé par deux quelconques de ces tan-
gentes et les deux droites caractéristiques est égal & une racine miwe
de Iunité.

En particulier, lorsque les caractéristiques sont les droites isotropes,
les tangentes & la courbe z,=o0 forment une étoile réguliere a
m rayons.

13. Changement du complexe caractéristique quand m varie. —
Pour étudier la modification que peut éprouver le complexe caracté-
ristique quand on passe des éléments d’ordre m & ceux d’un ordre dif-
férent, nous nous appuierons sur la remarque suivante : lorsqu'une
fonction ¢ des variables z,, «,, ..., z, satisfait & un systéme d'équations

linéaires et homogénes aux dérivées partielles, dont les coefficients sont
dv
oz,

Il résulte immédiatement de 1a et des propriétés énoncées au n° 12
que :

indépendants des variables, les dérivées -— vérifientle méme systéme.

Tout polynome homogéne d’ordre m — 1 en z, — 5, x, — &,y ...,
qui satisfait au systéme des équations primaires relatives d
Pordre m, est une fonction primaire d'ordre m — 1.

Par suite, tout élément caractéristique relatif & I'ordre m est aussi
un élément caractéristique relatif & l'ordre m — 1 avec un degré de
multiplicité au moins égal.

(1) Cresscu, Legons sur la Géométrie. Trad. Benoist.
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L’inverse n’a pas nécessairement lieu. Il peut exister des éléments
caractéristiques relatifs & 'ordre m — 1, qui cessent d’appartenlr au
complexe relatif & 'ordre m,

Il résulte de 1a que les fonctions primaires relatives a1'ordre m satis-
font nécessairement aux équations primaires relatives & Pordre m — 1
et & celles qui s'en déduisent par différentiation relativement aux
variables . Mais elles peuvent vérifier en outre certaines équations
primaires additionnelles qui ne soient pas des conséquences des pré-
cédentes.

Si ces équations nouvelles n’existent pas, le complexe caractéristique
est le méme pour 'ordre m — 1 et pour l'ordre m. Si elles existent,
il y a un abaissement du complexe caractéristique, en ce sens que
certains ensembles d’éléments cessent d’en faire partie.

On arriverait au méme résultat en partant de ’expression des fonc-
tions primaires; ’expression

on=[R1 (2 = &) + by (@~ &) + .. + Ba(2 — G

représente une fonction primaire d’ordre m, pourvu que I'élément
hyy By, - .., By sOit caractéristique.

Si, de plus, les coordonnées %,, h,, ..., A, annulent non seulement
les polynomes caractéristiques P, mais encore leurs dérivées partielles
par rapport aux 4 jusqu'd un ordre donné u — 1 inclusivement, c’est-
a-dire si I'élément considéré est un élément caractéristique multiple
d’ordre ., les expressions de la forme

Wn= Qp,--q ({L'—- E) [hi (.'L‘, - Ei) -+ hz(wz - Ez)"— oot hn(‘”n“‘%n}]m—p"

ot Q,_, désigne un polynome arbitraire homogéne d’ordre p. — 1, re-
présentent encore des fonctions primaires d’ordre m. Inversement,
quand ces expressions représentent des fonctions primaires, 1'élément
hyy by, ..., by est un élément caractéristique d’ordre . ou d’ordre su-
périeur.

99y Ow
En exprimant que les dérivées —= Jar n, ) 54 sont t des fonctions primaires
l

d’ordre m — 1, on arrive encore aux conclusxons énoncées plus haut.
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16. Indices caractéristiques et complexe caractéristique de I’en-
semble. — Considérons d’aprés cela I'ensemble ¥, ,, Y7,y ..., ¥} des
indices du complexe caractéristique relatif a 'ordre m. Le nombre v},
ne peut augmenter, d'aprés ce qui précéde, quand m croit, sans quoi
il s'introduirait des éléments caractéristiques nouveaux; mais il peut
arriver que le cone caractéristique de classe v}’ ,, & (n — 1) dimensions
tangentielles homogénes, n’appartienne plus en totalité au complexe
caractéristique relatif & 'ordre m + 1.

8’1l est irréductible et que I'un de ses éléments cesse d’étre caracté-
ristique pour I'ordre m + 1, il n'y aura plus pour cet ordre, ni pour
les ordres supérieurs, de multiplicité caractéristique & » — 1 dimen-
sions ; mais certaines multiplicités & moins de n — 1 dimensions tan-
gentielles, précédemment situées sur la variété considérée, pourront
conserver la propriété d’étre caractéristiques et s'adjoindront aux sui-
vantes, ce qui aura pour effet de faire croitre lesnombres y;:,, ¥/, ...
Si la multiplicité caractéristique de classe 2 — 1 n'est pasirréductible,
une ou plusieurs des parties irréductibles qui la constituent pourront
disparaitre du complexe, et il en résultera encore 'accroissement pos-
sible des nombres v, Yi 4 .... Lie méme raisonnement s’applique
aux variétés & moins de n — 1 dimensions qui entrent dans la compo-
sition du complexe caractéristique. En résumé, nous arrivons donc au
résultat suivant :

Lorsque m croit, aucun des indices caractéristiques ne peut aug-
menter, @ moins que I’un des indices précédents ne diminue. En par-
ticulier, le premier indice )", ne peut croitre.

Comme les valeursdesindices sont essentiellement positives ou nulles,
il arrivera forcément qu’a partir d'une certaine valeur de m ils reste-
ront tous constants. '

Soient T,_,, [,_,, ..., T, les valeurs finales; il existe un complexe
caractéristique ayant ces nombres pour indices et qui est contenu dans
les complexes relatifs & tous les ordres sans exception. Nous'appelons
pour cette raison le complexe caraciéristique de Uensemble. A partir
d’une certaine valeur de m, le complexe caractéristique relatif &
l'ordre m se réduit au complexe commun et le systéme fondamental
des équations primaires reste le méme, ou plus exactement, il ne s'y
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introduit d’autres ¢quations nouvelles que celles qui se déduisent par
différentiation des équations d’ordre inférieur.

Pour les fonctions de deux variables indépendantes, il n’existe
qu’un seul indice caractéristique I', que nous appellerons la classe (')
de 'ensemble.

17. Equations aux dérivées partielles de ’ensemble. — Les fonc-
tions de I'ensemble considéré satisfont & un systéme d’équations aux
dérivées partielles que nous allons former, et dont les résultats préce-
dents indiquent des caractéres généraux.

Supposons qu'on ait disposé des constantes a,, Gy o de maniére
que la fonction

Z=a‘u‘+a2u2+...+akuk+...

s’annule au point de situation généralek,, &,, ..., §,, ainsi que toutes
ses dérivées jusqu'a I'ordre m — 1 inclusivement. Soit, d’autre part,
P,.(%) = o une équation primaire d’ordre m et relative aux éléments
du méme ordre au point §. Cette expression P,,( %) est une combinaison
linéaire quelconque des équations primaires fondamentales et de leurs
dérivées, ne contenant que les dérivées d'ordre m de la fonction .
Elle s'annule au point § quand on remplace % par un élément arbi-
traire z,, d'ordre m. ‘

D’aprés cela, le systéme suivant d'équations linéaires dans lequel on
regarde a,, @,, ..., &, ... comme les inconnues, et ot I'on a donné
aux z les valeurs £ :

[0o=@a, U+ ayUy+ ... + Qi+ .

du, du, duy,
O—Cl.de +a zdg’_{"" +ak02‘+"

(18)

R R R R N R S S S S S S S S S P

gm—1 ul dm-—lu ()"""llt/,
0-—“‘ dE”_. + )E +"'+ak ds,n_ +"‘

(') Lie. Leipz. Berichte, 1895, p. 123. L'identité de signification est déja
évidente,
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enlraine comme conséquence
(19) o=a,P,(u)+ a,P,(u,) + ... + & P,(u).

On suppose bien entendu que, dans cette derniére équation, on a éga-
lement donné aux z les valeurs §. Comme les éléments fondamentaux u
ne dépendent pas des &, il est indifférent de faire la substitution avant
ou aprés la différentiation.

Les équations (18) et (19 ) contiennent une infinité d’inconnues, mais
on peut se borner 4 en considérer un nombre limité p que I'on fera
ensuite croitre indéfiniment.

Rien ne s’oppose donc & I'application de la théorie générale des
formes linéaires.

Formons la matrice infinie

w® w® . ow@)
9%, 9%, ' 0%,

(M) e cre e v,
0" tuy 0" tey, O™y
dim— diﬁl' dEm—l
Pm(uc) Pm(uz) LI m(uk)

Comme ’équation (19) est une conséquence du systéme (18), les
¢léments de la derniére ligne de la matrice (M) sont des combinaisons
linéaires et homogeénes des éléments correspondants des lignes précé-
dentes.

11 existe donc au moins une relation linéaire de la forme.
. Q%+ Oste et O gy (£
Pm(u) -+ ch..,ocg,...,rx,,(gnga) ) 'm) T gEE L 0% =0
(oy+oy,+ ... +a,<m).

(20)

qui est vérifiée par tous les éléments fondamentaux de l'ensemble et,.
par conséquent, par tous les éléments. C'est une équation aux dérivées
partielles, linéaire et homogene, d’ordre m, dans laguelle on peut évi-
demment remplacer les & par les .
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Le nombre des équations linéairement indépendantes par rapport
aux dérivées d’ordre m que 'on obtient ainsi est égal au nombre des
équations primaires indépendantes de 'ordre considéré. Il est donc
entiérement déterminé par le complexe caractéristique correspondant.
Il n’existe pas d’autres relations d’ordre m vérifiées par toutes les fonc-
tions de I’ensemble, car en supposant nulles toutes les dérivées d’ordre
inférieur 4 m, on ne doit trouver d’autres relations que celles qui se
déduisent des équations primaires.

Nous avons donc le moyen de former progresswement pour les
valeurs croissantes de m les équations aux dérivées partielles linéaires
et homogénes auxquelles satisfont les fonctions de I'ensemble.

Supposons que nous ayons construit les équations d’ordre m et
d’ordre inférieur; passons aux équations d’ordre m + 1. Parmi les
équations primaires relatives aux éléments d’ordre m + 1, se trouve le
systéme formé par les dérivées des équations primaires relatives aux
‘éléments d’ordre m. Si le complexe caractéristique reste le méme,
toutes les équations primaires d'ordre m +1 se trouvent formées
ainsi, et, dans ce cas, toutes équations aux dérivées partielles d’ordre
m + 1 de notre systéme s’obtiendront par des combinaisons linéaires
des équations d’ordre inférieur et de leurs dérivées. Si, au contraire,
I’un des indices diminue, c’est qu'il s’est adjoint au systéme précédent
des équations nouvelles qui n’en sont pas des conséquences. A partir
du moment ou les indices caractéristiques restent constants, il ne
s'ajoute plus aucune équation étrangére, le systéme est complet.

Notre ensemble linéaire de fonctions constitue, pour le systéme
correspondant d’équations aux dérivées partielles, une intégrale géné-
rale au sens d’Ampére. D’aprés la maniére dont nous avons procédé
pour former ce systéme, il est visible, en effet, qu'il n’existe pas
d’autres équations linéaires vérifiées par toutes les fonctions de
Pensemble. Il n'y a pas non plus d’équations non linéaires distinctes
de celles que I'on pourrait former par la combinaison des équations de
notre systéme, car des formes linéaires sont absolument indépen-
dantes dés qu’elles sont linéairement indépendantes.

Nous trouvons en définitive le théoréme suivant :

A tout ensemble lindaire de Sonclions analytiques on peut faire
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correspondre un systéme complet d’équations linéaires aux dérivées
partielles dont ! ensemble consideré constitue une intégrale générale
au sens d’ Ampére.

~ A8. Solutions d'un systéme linéaire d’équations aux derivées
partielles. — Réciproquement, & tout systtme passif (au sens de
MM. Méray et Riquier) d’équations linéaires aux dérivées partielles,
on peut faire correspondre un ensemble linéaire convergent de fone-
tions, car les intégrales du systéme s'expriment linéairement a I'aide
de valeurs que prennent en un point arbitraire les dérivées paramé-
triques, et, de plus, ce sont des fonctions uniformément convergentes
de ces parameétres dans un domaine restreint.

La mesure de la généralité ou le degré d’indétermination des
solutions peut étre défini par le nombre des dérivées de chaque ordre
que I'on peut choisir arbitrairement. Or, considérons les équations
primaires relatives a I'ordre m et amenons-les toules & étre d’ordre m*
par des différentiations. Le nombre des équations distinctes que 1'on
obtient est précisément égal au nombre des relations distinctes existant
entre les dérivées d’ordre m etles dérivées d’ordre inférieur. Les deux
systémes ainsi considérés : d'une part, le systéme proposé, et, d’autre
part, le systéme des équations primaires des différents ordres, ont
entre eux la méme correspondance que deux systémes d’équations
linéaires ordinaires de méme déterminant dont le premier serait quel-
conque tandis que le second serait homogéne.

1l en résulte que, pour avoir la mesure de la généralité et méme les
caractéres principaux de I'indétermination, il est permis de remplacer
les équations du systéme proposé par les équations primaires, en ayant
soin de ramener toutes les équations primaires relatives & I'ordre m &
étre elles-mémes d'ordre ..

Les indices caractéristiques de I'’ensemble définissent le nombre et
la nature des fonctions arbitraires qui déterminent l'intégrale. Il y
aura I',_, fonctions de (n — 1) variables, T',_, fonctions de (n — 2)
variables, etc. Le complexe caractéristique donne ainsi une image
trés nette de I'indétermination du systéme.

Quant aux constantes qui achévent de déterminer la solution, leur
nombre dépend des différences successives des indices 7 relatifs aux
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différents ordres. Il y aurait peut-étre avantage a remplacer, au point
de vue de I'énumération, la considération des constantes par celle de
polynomes d'un nombre donné de variables et d'un ordre déterminé.
On pourrait dire, par exemple, que I'intégrale générale d’une équation
différentielle d'ordre m est déterminée par un polynome d’ordre m +-1
dans le voisinage d’un point z,.

Nous ne développerons pas ces considérations dont nous n'aurons
pas a faire I'application dans ce travail.

Signalons, pour terminer, cette simple remarque: lorsque le sys-
téme proposé se réduit 4 une équation unique et a celles qui s’en
déduisent par différentiation, le complexe caractéristique se réduit a
un céne & (n — 1) dimensions tangentielles homogénes et dont la classe
est égale 4 'ordre de I'équation de base. Supposons ce céne indécom-
posable algébriquement. Alors, toute autre équation linéaire ayant
en commun avec la proposée un ensemble d’intégrales dépendant
d'une fonction arbitraire de (n — 1) variables cn admet toutes les
intégrales.

19. Ensembles non linéaires. — Considérons maintenant un
ensemble non linéaire défini par Iéquation

(21) S=0(&yy Ly o ooy iy Ay Uy vy By o2 ),

la fonction o étant supposée analytique et uniformément convergente
par rapport aux a, dans un domaine restreint.

- Différentions z par rapport aux x et désignons par w,, Ug, ..., U, ...
la suite formée par z et ses dérivées rangées par ordre croissant, les
dérivées d’'un méme ordre étant d’ailleurs placées d'une maniére quel-
conque. Prenons toutes les dérivées jusqu'a un ordre déterminé p
-inclusivement et formons avec ces ¢léments la matrice suivante :

da, dag ) 0((9
(22) da, Oa, day .
de, Jda, ) day '
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Si tous les déterminants d’ordre p de cette matrice ne sont pas nuls
identiquement, on pourra trouver des valeurs des constantes donnant
aux fonctions u,, u,, ..., 4y, ... des valeurs désignées d’avance en un
point &, &,, ..., &, desituation générale, saufles relations d'inégalités
relatives a4 la limitation du domaine, qu'on pourrait étre amené &
écrire pour que la fonction £ existe.

Faisons croltre 7 ; la méme circonstance peut se présenter indéfini-
ment ; dans ce cas, nous dirons encore que I'ensemble considéré est
maximum. Sinon, nous arriverons 4 un certain ordre pour lequel tous
les déterminants d’ordre p de la matrice (22) sont nuls. Il existe alors,
entre les fonctions u,, u,, ..., u,, des relations indépendantes des
constantes @,, @,, ..., G, ...; ces relations sont des équations aux
dérivées partielles vérifiées par les fonctions de I’ensemble.

L’ensemble linéaire associé & chaque élément de I’ensemble (21)
donne lieu a la considération de la méme matrice (22). En effet, les
éléments fondamentaux de cet ensemble

dz  0ds 0z
—d—a—:’ a‘a-;’ ) 5&;}
et leurs dérivées par rapport aux « sont précisément les éléments de
la matrice. Prenons donc, dans cette matrice, ¢ lignes satisfaisant aux
conditions suivantes : 1° les déterminants d’ordre ¢ déduits de ces
g lignes sont tous nuls; 2° certains déterminants d’ordre ¢ — 1 formés
avec les (¢ ~ 1) premiéres sont différents de zéro. Il existe alors entre
les éléments correspondants des ¢ lignes considérées une relation
linéaire unique

. Jua Jita Jua
(23) A,—da—['-i—Ag-d—al—_’—i-...ﬁ-Aq?zf:o
(F=1,2, ..., %),

Ay, A,, ..., A, désignant des fonctions des z et des a.

C'est 'une des équations linéaires auxquelles satisfont les éléments
de l'ensemble linéaire associé. Mais, d’un autre cdté, les mémes con-
ditions expriment qu'il existe entre les fonctions &,y Ua,, .. ., Ua, une
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relation unique, indépendante des a,

(24) f(ua,’ Uayy « oy Uayy Tyy Tay o0y wn)=0’

d’ot1 'on déduit les relations

of Qua,  Of Oua, of Qe
(25) Oua, da; + dua, da; e +du¢q da; °

(i=1,2, ...,).

La relation (23) étant unique est équivalente & (25).
Donc:

A toute équation linéaire vérifiée par la totalité des éléments de
- Pensemble linéaire associé & un élément général de Uensemble
considéré correspond une équation aux dérivées partielles unique
a laquelle satisfont les éléments de ce dernier ensemble, et réci-
proquement. '

L’équation (25) appartient au systéme auxiliaire de M. Darboux.
On peut I’écrire

of df 9 —
mgual-i—.d[_tazaua!-i-... +d[Ta 8”a{l-—-0-

q

Ces résultats ne s’appliquent bien entendu qu’aux éléments géné-
raux de I'ensemble. Il peut exister des éléments singuliers pour
lesquels certaines équations de la forme (23) s'évanouiraient identi-
quement, et la correspondance que nous avons établie cesserait alors
d’étre compléte. '

Quand on s’en tient aux éléments généraux, la mesure de 'indéter-
mination de I'ensemble linéaire associé est donc la méme que celle de
I'ensemble non linéaire proposé, et la considération du systéme
auxiliaire de M. Darboux permet d’appliquer aux ensembles généraux
quelques-unes des propriétés des ensembles linéaires.

Nous avons en particulier le théoréme suivant :

A tout ensemble non niaximum de fonctions analytiques on peut



432 J. LE ROUX.
Jaire correspondre un sysiéme fini d’équations aux dérivées par-
tielles, dont cet ensemble constitue une intégrale générale au sens
d’ Ampére.

Le degré de généralité des solutions de ce systéme est dé fini par
les équations primaires relatives & Uensemble linéaire associé a
Pun quelconque de ses éléments générauz, ou, ce qui revient au
méme, par les complexes caractéristiques des équations du sysiéme
auzxiliaire de M. Darbouz.

La réciproque est évidente. Les solutions d'un systéme quelconque
d’équations aux dérivées partielles analytiques étant elles-mémes des
fonctions analytiques uniformément convergentes des constantes
initiales, forment des ensembles généraux de la nature de ceux que
nous venons d’étudier. '

Les propriétés générales des équations aux dérivées partielles, que
nous avons rencontrées au courant de cette étude, ne sont évidemment
pas essentiellement nouvelles, mais il nous a paru intéressant de les
retrouver en partantde la considération de nos ensembles de fonctions
dépendant d'une infinité de paraméirves variables. Il est remarquable
que des lois si simples et si réguliéres aient pu se dégager de la consi-
dération de ces expressions infinies, qui eussent semblé d’abord devoir
étre rebelles a toute régle.

20. Ensembles dont chaque élément comprend plusieurs fonc-
tions. — Il resterait maintenant & faire I'étude des ensembles dont
chaque élément comprend plusieurs fonctions. Il est évident que les
mémes méthodes sont encore applicables.

D’ailleurs, on peut toujours, avec ou sans addition d’une variable
indépendante nouvelle, exprimer tous les éléments & l'aide d’une
fonction unique et de ses dérivées en nombre limité. Considérons, par
exemple, r fonctions z,, 2,5, ..., %,.

Posons

C=5,4 8y Tpey + 53 Ty + oo + 5 X, 3

les fonctions z,, 5,, ..., 3, s’expriment immédiatement & I’aide de { et
de ses dérivées par rapport & %,.,.
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Nous nous bornons 4 ces indications, le présent travail étant spécia-
lement consacré 4 1'étude des équations qui ne contiennent qu’une
fonction inconnue.

CHAPITRE III.

LES GROUPERS GENERAUX ET LES FONCTIONS GENERATRICES,

24. Forme des systémes. — Nous allons maintenant prendre
comme point de départ un systéme donné d’équations aux dérivées
partielles, & une seule fonction inconnue z et a n variables indépen-
dantes «,, @,, . . ., #,. Nous le supposerons prolongé indéfiniment par
différentiation et lcs équations qui le composent écrites suivant I'ordre
croissant, de telle facon que toute relation entre les dérivées d’ordre m
et d’ordre inférieur qu'on pourrait en déduire par des différentiations
et par la combinaison des résultats obtenus soit une conséquence alge-
brique des équations d'ordre m et d'ordre inférieur écrites dans le
systéme. '

Nous I'appellerons le systéme S et nous en représenterons les équa-
tions par la forme condensée

(f(“” z,p) =0,
(S) e ( e QP+t Hn 5 ‘).

L P T P O P

Il y a lieu d'y adjoindre le systéme auxiliaire de M. Darboux
QU ) af s
(8) 3f=£3z+25{—73p:—_0

qui définit lesvariations infiniment petites du premier ordre de chaque
intégrale du systéme S quand on suppose égales & zéro les variations
des variables indépendantes.

Le systéme S est & proprement parler inséparable du systéme S et
doit étre regardé comme constituant avec ce dernier un systéme
unique S, & deux fonctions inconnues z et 9z.

Journ. de Math. (3¢ série), tome IX, — Fasc. IV, rqgo3. 56
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22. Le groupe G,. — Soit

(26) 5=9(x,x" u’)

la valeur de I'intégrale z exprimée en fonction des variables indépen-
dantes x, de leurs valeurs initiales z° et des valeurs initiales z° des
paramétres fondamentaux. Les paramétres fondamentaux étant des
fonctions de variables «, z, p, on peut déduire leur expression de celle
de la fonction inconnue z. Soit

(27) = u= 9,(%, 4°, u°).

Remplagons dans ces équations «; par x, + /i et considérons le sys-
téme

(28)

L= $: -+ ;l/k,

On peutle regarder comme définissant un groupe de transformations G,
4 n paramétres by, by, ..., b, dans lequel les éléments transformés
forment une suite infinie. Les transformations de ce groupe sont deux
a deux inverses, et aux valeurs ;= o correspond la transformation
identique.

Le groupe G, admet des transformations infinitésimales. En prenant
le développement de u; suivant les puissances de /4, h,, ..., A, et en
se bornant aux termes du premier ordre on a

=]+ 0} 40 g4 0) Dy

les quantités ¢} ,, o7,, . . ., ¢}, étant des fonctions des variables a° et u°.
Nous désignerons par ¢, ¢4, - - +, Vi, les fonctions analogues expri-
mées & ’aide des variables x, u. Elles jouissent de la propriété impor-
tante que voici :

Si u; est un élément d’ordre m, les fonctions ; correspondantes ne
dépendent pas des paramétres d’ordre supérieur  n + 1.

Cela posé, les transformations infinitésimales du groupe G, sont des
combinaisons linéaires et homogénes 4 coefficients constants des sui-
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vantes :

(U= "75 + X0 g{-,
(29) UH=5% +2 57

Un(f) =1 +2 i g

Ces transformations infinitésimales dépendent en général d’une infi-
nité de variables @, u; maisil n’y a & cela aucun inconvénient d’aprés
la théorie générale que nous avons esquissée au premier Chapitre.

Il est évident que les opérations U, (f), Us(f), ..., Us(f) ne
sont autre chose que des symboles de différentiation par rapport aux
variables z,, x,, . . ., %,, quand on regarde les ¥ comme des fonctions
des x définies par les équations (28). ’

On a, par conséquent, (U;, Uy) f= 0. Quand on considére les
fonctions exprimées, non plus 4 I'aide des paramétres fondamentaux,
mais & I'aide de z et de ses dérivées, il y a lieu d’envisager, au lieu des
opérations U;(f), les opérations suivantes dont la signification est
analogue :

X (f)= '+'2 Poa+1, ., =,

% OPuy g, ey
_ o
(30) ) X.(f)= dwﬂ +Zpa,,a+l N

9 of
Xu(f) = ()Tft zl’a R T
(5 zpo,o...,o)'

23. Invariants du groupe G,. — Le groupe G, est évidemment
intransitif ; nous pouvons méme dire infiniment intransitif, car il posséde
une infinité d'invariants indépendants. Il est facile d’en former un sys-
téme fondamental. :

Donnons, dans les équations (2 8), aux variables indépendantes des
valeurs numériques déterminées, 2, «,, . . ., z.. Eliminons dans cette
hypothése les paramétres /,, hyy .., A, entre les équations consi-
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dérées, et remplagons les variables initiales «*, u" par 2, u. Les valeurs
“que prennent les fonctions F :

L=F,('—z, x, u)

forment évidemment un systéme fondamental d’invariants, car la con-
naissance des valeurs des paramétres fondamentaux en un point z'
suffit pour en déterminer les valeurs en tout autre point et, par con-
séquent, tous les autres invariants contenant uniquement les 2 etles u
seront des fonctions des invariants I,. On voit que notre systéme fon-
damental est simplement constitué par les valeurs (28) des paramétres
fondamentaux dans lesquelles on donne aux variables z,, %, ..., 2,
des valeurs numériques déterminées, tandis que I'on considére comme
éléments variables les valeurs initiales z°, u®.

Ces invariants et, en général, tous ceux que 'on pourrait former de
quelque maniére que ce soit, présentent I'inconvénient de dépendre
d'une infinité d'éléments variables. Les cas ou il existe des invariants
dépendant d'un nombre limité de paramétres fondamentaux sont
exceptionnels dans le domaine des équations & plusieurs variablesindé-
pendantes. Il est d’ailleurs facile de reconnaitre s1 un systéme donné
admet des invariants contenant les dérivées jusqu'a un ordre déter-
miné m inclusivement ou de construire @ priori des exemples de pareils
systémes.

24. Le groupe G. — Les invariants 1, et ceux qui s'en déduisent
sont les seuls invariants du groupe G, qui contiennent uniquement
les - et les u; mais ils sont insuffisants pour caractériser entiérement
ce groupe; ils définissent, en eflet, un groupe plus général G, con-
tenant G, et dont les transformations infinitésimales sont de la forme

AU 42,0+, ..+ 70,0,

en désignant par A,, A, ..., A, des fonctions arbitraires des x et des u.
Le groupe G jouit de la propriété caractéristique de laisser les inté-
grales invariantes. Tout autre groupe possédant la méme propriété

admet, outre les invariants I,, des invariants différentiels obtenus en
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regardant les x et les u comme des fonctions de certaines variables, ou
méme encore d’autres invariants contenant seulement les z et les z.

25. Transformation des variables initiales. — A c6té des trans-
formations qui laissent les intégrales invariantes il y a lieu de consi-
dérer celles qui les transforment les unes dans les autres.

Soit

s=9(x, 2% u’)

V'expression de l'intégrale générale. En effectuant sur les variables
initiales une transformation quelconque

3 = Pu(a u’),

u) = 0;(x, u®),
on obtient une nouvelle intégrale, transformée de la premieére,
3 =gq(x, z'° u").
A un systéme de variations infiniment petites
Safy=E)8t,  Sul=rn’ e,
correspond une variation infiniment petite de z :

) d
82:842:2(;‘0 +E ?dl‘f}’ g;

intégrale du systéme auxiliaire de M. Darboux.
Soient T? et Tj deux transformations infinitésimales quelconques
relatives aux variables initiales, 2°, u?, et

da 'dz

‘ "“2 E;:rdxo n?rm’
Js

‘ “zglrsdxo ZYI?:;,;;?’

les variations infinitésimales correspondantes de z. On en déduit, par
la méthode de Lie, la transformation infinitésimale (T?, T; ), alaquelle
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correspond une nouvelle intégrale du systéme auxiliaire
0 PO\ ., . o o o
(T, T z2=TT¢s — T; T 3.

Supposons que I'une de ces transformations, T, par exemple, ap-
partienne au groupe G, défini au numéro précédent, et qui laisse les
intégrales invariantes. On a alors

0y
Tlz=o0
et la transformation infinitésimale précédente se réduit &

T)T, z.
D’ou ce théoréme :

Quand on effectue sur une intégrale Tz du systéme auxiliaire,
associé a Uintégrale générale du systéme S, une transformation
infinitésimale quelconque du groupe G, on obtient une nouvelle in-
tégrale du sysiéme auxiliaire.

Ce théoréme peut étre regardé comme une extension aux ensembles
généraux de la remarque si simple qui nous a servi de base pour la
théorie des ensembles linéaires.

26. Le groupe K. — A tout groupe de transformations des variables
2°, u® correspond un groupe de transformations des intégrales, mais
les propriétés afférentes 4 ces groupes ne sont pas, en général, des
propriétés intrinséques des intégrales, indépendanies du mode de
définition. Elles se rapportent plutdt & la maniére d’étre, a I'allure
des intégrales dans le voisinage du point initial z°. Pour que la trace
des variables initiales disparaisse il faut que les transformations con-
sidérées satisfassent 4 la condition suivante :

Soient z, u, ', u', deux systémes différents d’éléments apparte-
nant & la méme intégrale, les deux systémes transformés correspon-
dants, «’, &' et 2'*, ', devront aussi appartenir a4 une méme intégrale
généralement distincte de la premiére.

Supposons que les deux systémes d’éléments x, u, et ', u' soient
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infiniment voisins, posons alors
x'=x + dz, u' =u—+ du.

Pour que les deux systémes considérés appartiennent & la méme
intégrale il faut et il suffit qu’on ait les relations suivantes :

(31) duz=2"ik day,
qui devront entrainer, comme conséquences, les équations analogues
’ / !
du; =Y, v;, da}.

Nous sommes donc amenés a cette conclusion :

Les seules transformations auxquelles puissent correspondre des
propriéiés des intégrales indépendantes des variables initiales sont
celles qui conservent I’ensemble des équations (31).

L’ensemble de ces transformations forme un groupe K que nous
appellerons le groupe général des transformations des intégrales
du systéme S, ou simplement le groupe général du systéme S.

Il est indifférent d’effectuer les transformations de ce groupe sur les
variables initiales z°, u® ou sur les variables courantes , u. Le résultat
est toujours le méme.

Le groupe général K contient évidemment le groupe G déja défini,
qui laisse les intégrales invariantes.

27. Conditions ausquelles doivent satisfaire les transformations
infinitésimales du groupe K. — Soit 8z, du, un systéme de varia-
tions infiniment petites appartenant au groupe K. D’aprés la pro-
priété qui nous a servi de définition on doit avoir, pour toutes les
valeurs de 'indice 7, '

(32) S(du;—z v,.,‘dxk>=Z)xii<duj—20jkdx,,>
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les A;; désignant des fonctions infiniment petites du méme ordre que
les variations 8, Su. En calculant successivement les différents termes
du premier membre on a /

adul — dsu‘ ___2 00”1 de ) 2 dSmd
98z domk
(33) . Sdﬂk——daﬁk:z d“6b+2 d
b= B w2 ‘3‘,’;‘8
d’ou

d3u; 28z
8<dui—20ikd.’l}k)=2<duj —Ev;k —a;f)duj‘
k i &
0 du, 03z
+Z< i 1/: - Z ik dxhk)dwh’

h

(34)

En identifiant les relations (32) et (34) on trouve les relations
suivantes :

()su, daxA

(35) )\ du/ ——20,'/,0—“}-:
. dsu,' dg.’l".
(36) _;)\ij"jh—m ”"8“’ih"‘k‘20ikm‘

On peut donner & ces formules une forme élégante et simple en
introduisant I'opération Af définie par I'identité

(37) Af =8 — ZUk(f)BwFZ(f by 5 Bu;) — — XY

On a, en particulier,

Awh =0, Au;‘: Su,-—- 2 ik 8.’)7/;,
&

ce qui permet de mettre I'identité (37) sous la forme

(38) Af = 2 L,
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L’équation (35) donne alors
(39) A= 4 3 Pk gy,
k

Pour transformer I'équation (36) résolvons-la d’abord par rapport
advy,:

Portons dans cette expression la valeur de A;; donnée par I'équa-
tion (39) et tenons compte en outre de I'identité

dAu; _ ddy 2 Az, 2 091 Wik g,
— — Z4.

d-’l) n ()x I Vik ozy dw 0.1, h

Nous trouvons
()Au, ()Au, i 8 1/:8 3
(40) T +2 h g +Z. ,,,2 k+2 zr= 8.

Le coefficient de 8z dans le premier membre a pour valeur

d¢; d)l .
()fxf +2 Jh Yik __ U,,(v,-k)z Uh[Uk(u,')J.

Mais les opérations U,, Uy étant permutables, on peut écrire
Us(9i) = UpUx(u;) = U Uy (u;) = Uyop.
L’équation (/40) devient donc |
UsA(w;) + Y, Up(on) 8 = S0y
ou bhien k
(41) UrA(u;)= 80— 2 Ui(vin) dxp = Aoy
p

Journ. de Math. (5 série), tome IX. — Fasc. IV, 1903. 57
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ou encore, sous une forme plus significative :
(42) U,A(u;) = AU, (u)).

Donc :

Les opérations U, et A, appliquées auz variables u, sont permu-
lables.

Elles le sont également quand on les applique & des fonctions quel-
conques, comme on le voit immédiatement en formant 'expression

UsAf — AULS.

Ce résultat pouvait étre prévu. C'est la traduction algébrique de la
propriété caractéristique du groupe K de remplacer les intégrales les
unes par les autres. '

Dans tout ce qui précede, les & ont la signification de variations infi-
niment petites; cependant, on peut aussi les considérer comme des

‘quantités finies. Si 'on a, par exemple,

3(Lk= Ekgla 8u,'= 7],'81,

» . . ) N )
il n’y a aucun inconvénient a remplaeer &x; par &y et 8 u; par 7;, i cause
de la forme homogéne des expressions considérees. Nous conserverons

: . . Sz, Bu; . e .
les notations 8z et 8u; au lieu de —*> —; pour la simplicit¢ de I'écri-

ture, mais nous admettrons qu’on puisse leur attribuer des valeurs
d’un ordre de grandeur quelconque.

28. Fonctions générairices des transformations infinitésimales.
— La permutabilité des opérations U et A permet de calculer les dif-
férentes expressions Au; quand Az est supposé connu.

Soit en effet

% %oy Un g

Paya.0n ™ dz% oz, . Jade’

on peut écrire

— oy [T Oy
p“lluh-")an— U‘ 2 ** UII b
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les exposants «,, a,, ..., , indiquant, bien entendu, la répétition des
opérations considérées.
On tire de 13, en vertu de I'équation (42),

(43) APe vy 0= UsU%. .. U%Az.

D’autre part, les u; sont des fonctions des z, des p et des x; soit

u;=¢i(%, 5,p)-

*

On a alors

de; d
(44) Auy= Az + Z-&%Ap.

La fonction Az dépend en général d’une infinité de variables x, u;
par ailleurs, au point de vue de son réle dans la génération des trans-
formations infinitésimales, elle présente une analogie évidente avec
celle que Lie représente par le symbole W dans la théoric des trans-
formations de contact, et qu'il appelle la fonction caractéristique (*).
Nous dirons pour cette raison que Az est la fonction caractéristique
ou la fonction génératrice de la transformation infinitésimale consi-
dérce.

Le mot caractéristigue ou méme l'expression fonction caracté-
ristique a déja différentes acceptions dans la théorie des équations aux
dérivécs partielles. C'est pourquoi nous préférons employer pour la
fonction Az 'appellation de fonction génératrice, qui ne présente pas
le méme inconvénient. Il est évident, en effet, qu'il n’y a aucune con-
fusion & craindre avec les fonctions génératrices de Laplaee.

29. Transformations infinitésimales correspondant ¢ une fonc-
tion géncratrice donnée. Groupe de Darboux. — A toute transfor-
mation infinitésimale correspond une fonction génératrice

Az =W(x,u).

Cherchons, inversement, & définir les transformations infinitésimales
qui correspondent 4 une fonction caractéristique donnée.

() Liz. Transf. Gruppen, t. 11, p. 252.
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Soit Az = 8z—2%‘lk Sxp="T'(a, u).

Nous avons d’abord la solution simple

0z = W(z, u)

| 3z, = o,
puis

sp“na:w-;an: U“!: U;" v U:n'llf(w, u)‘

La transformation infinitésimale ainsi obtenue est caractérisée par
la propriété de laisser invariantes les variables indépendantes. A toute
fonction génératrice correspond une transformation infinitésimale de
cette.espéce; et V'énsemble :de- ces:transformations .correspondant aux
diverses fonctions génératrices forme un groupe contenu-dansK et que
nous appellerons le groupe de. Darbous du systéme considéré. Ce nom
est justifié par la relation qui existe entre ces transformations et les
intégrales du systéme auxiliaire de M. Darboux.

A toute fonction génératrice correspond, dans le groupe de
Darbouz, une transformation infinitésimale déterminée.

Considérons maintenant deux transformations infinitésimales cor-
respondant & une méme fonction génératrice ¥'(xz, u).

Soient
. N
8137’ Slza o U,
[\
0

S,x, 6,3, S,u
les deux transformations; on a
S,Z - ZUk(»Z>8, L= IF,
8,2 — 2Ux(2) 8= V.
D’oti l'on tire
SAZ — 822 '—2 Uk(Z) (8, Ty — 8937;() = 0.
La transformation infinitésimale

8, —8,=(8,x — 8z, 8,z — 8,3, 8,u— S, u)
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. . ' ,o":' e « o Code SN e :
laisse donc les intégrales invariantes et appartient, par conséquent, au
i )
groupe G. D’oti cette conclusion :

On obtient la transformation infinitésimale la plus générale cor-
respondamt & une fonction générairice donnée en ajoulani aux
composantes de U'une quelconque d’enire elles celles de la trans-
formation infinitésimale la plus générale du groupe G.

La proposition suivante en est un corollaire :

Toute transformation du groupe general K est le produit d’une
transformation du groupe de Darboux par une lransformatwn du

groupe G.

Ce résultat, d'ailleurs, était & peu prés évident @ priori.

Nous connaissons I'expression générale des transformations infinité-
simales du groupe G. Pour achever de déterminer le groupe général K.,
il suffit de définir Pensemble des transformations infinitésimales du
groupe de Darboux ou, ce qu1 revient au méme, I'ensemble des fonc-
tions caractéristiques.

30. Détermination de [’ensemble des fonctions génératrices. —
Soit f(x, 5, p) = o I'une quelconque des équations du systéme S. La
fonction f s’annule identiquement quand on y remplace 5 et ses
dérivées par leurs valeurs en fonction des paramétres fondamentaux.

, . of .
On a donc dans cette hypothése Ju, = © et, par suite, Af=o.

En supposant f exprimée a I'aide de z, de ses dérivées et des va-
riables indépendantes, on a par conséquent I’équation

(45) Az+z Ap =o,

qui ne différe que par la notation de 1'équation correspondante du
systéme auxiliaire de M. Darboux. Il faut cependant observer une
différence importante dans I'interprétation des équations.

Lorsqu’on veutintégrer le systeme auxiliaire ou, plus exactement, le
systeme S, formé du systéme S'et du systéme auxﬂmn‘e on cherche
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4 exprimer les valeurs des fonctions z et 8z en fonction des variables
courantes x,, T, ..., &, et de constantes z°, u°, du’. Pour la fonc-
tion Az, au contraire, nous voulons une expression contenant en
général la totalité des variables courantes x, u.

L'ensemble des équations de la forme (45) constitue pour la déter-
mination de Az un véritable systéme d’équations aux dérivées par-
tielles & une seule fonction inconnue, mais 4 une infinité de variables
indépendantes. En remplagant les Ap par leurs valeurs, on donne en
effet & I'équation (45) la forme suivante

(45') gf Az + Y d—-—p%‘z — UsUz...Urds=o.

La fonction z et ses dérivées p sont supposées remplacées dans
Péquation (45’) par leurs valeurs en fonction des # et des .

Le résultat auquel ‘nous sommes parvenus, quoique fort naturel
en soi, n'en parait pas moins, au premier abord, surprenant et inat-
tendu. Il montre bien, en tout cas, que les fonctions d'une infinité de
variables indépendantes sont appelées a jouer un rdle essenticl dans
I'étude des équations aux dérivées partielles.

Mais il semblerait que nous nous heurtons ici & un obstacle presque
infranchissable. La théorie des équations aux dérivées partielles d’une
infinit¢ de variables indépendantes n'existe pas encore, et, par suite,
elle ne peut nous renseigner ni sur l'existence, ni sur le degré de géné-
ralit¢ des solutions du systéme (45’). Devons-nous le considérer
comme un ensemble de symboles vides de sens ?

Nous allons montrer que ce systéme est réellement intégrable et dé-
terminer la forme de son intégrale générale.

31. Expression générale des fonctions génératrices. — Repre-
nons les équations (26) et (27) qui déterminent z et les u; en fonction
des z, x°, u’,

(26) 5 =¢ (z2°u),
(27) u; = ¢;(w, xz°, u®).

Nous allons regarder les #° comme des constantes numeériques et
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les u° comme des quantités variables. L’ensemble des fonctions défi-
nies par la premiére de’ces équations embrasse alors la totalité¢ des
intégrales du systéme S. La variation 8z associée & chaque intégrale
du systéme est définie par

(46) &:20% Sul.

Les quantités ¢u} ne sont pas des constantes numériques, mais des
fonctions des variables initiales

(47) ouf =¢;(x*, u).

A tout systéme de fonctions ¢; correspond une transformation fai-
sant correspondre a toute intégrale du systéme S une intégrale infini-
ment voisine déterminée.

La fonction génératrice Az n’est autre chose, d’aprés ce que nous
avons vu, que I'expression de ¢z en fonction des z et des u, lorsqu’on
suppose égales & zéro les variations des variables indépendantes. Pour
obtenir cette expression, il suffira donc de remplacer, dans le second
membre de I'équation (46), les variables u® par leurs valeurs en fonc-
tion des variables .

On obtiendrait ces valeurs en résolvant les équations (27) par rap-
port aux quantités u°. Mais on évite cette résolution par la remarque
suivante :

Si les deux systémes d’éléments [z, u], [2°, u°] appartiennent & la
méme intégrale du systtme S, on peut prendre l'un quelconque
d’entre eux pour systéme initial, les variables de I’autre systéme étant
les variables courantes. .

En prenant les 2, ° comme variables initiales, on trouve les équa-
tions (27); en les prenant, au contraire, comme variables courantes,
les z, u étant les valeurs initiales, on trouvera les équations analogues

(48) uj = ¢;(2°, z, u).

On obtiendra donc la fonction caractéristique Az correspondant &
la variation &z de I’équation (46) eny remplacant les quantités u? par
leurs valeurs (48 ) en fonction des x et des u.
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Les fonctions ¢;(° z, u), ot I'on regarde les 2° comme des con-
stantes, sont des invariants du groupe G. Il en -est donc de méme des
fonctions ¢;(x°, u’), aprés que 'on a effectué les substitutions indi-
quées.

On peut cn déduire I'expression générale des fonctions généra-

trices.
0p(z, 2% u")

Désignons par W;(x, z°, u) la transformée de la dérivée o
i

O (z, 2% ut)
T (x,z% u) =1 ;
‘( r ) du!l 1y =; (2%, @, u)

I'expression (46) de 8z devient alors
(49) AZ =ZE,-1F,~(.’£, x”, U),

les ¢; étant des invariants arbitraires du groupe G.
Telle est I'expression cherchée.

32. Expression générale des transformations infinitésimales. —
1l est facile d’en déduire celle des transformations infinitésimales.

Soit SF une transformation infinitésimale quelconque du
groupe K, admetiant la fonction génératrice W'; si ¢ désigne
un invariant arbitraire du groupe G, e.0F est une autre
transformation infinitésimale du groupe K, admettant la fonction
générairice eW.

Cette propriété est évidente pour les transformations du groupe de
M. Darboux; on en déduit facilement qu’elle est générale.
Plus généralement :

Soient 8,F, &,F, ..., 8,F des transformations infinitésimales du
groupe K, correspondant respectivement aux fonctions géne-
ratrices W, W,, ..., W,, et soient en outre ¢, ¢,, ..., ¢, des inva-
riants arbitraires du groupe G; la transformation infinitésimale

60, F +6,0,F +...4+¢,3,F
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appartient au groupe K et admet pour fonction caractéristique

e+, W, +...+¢,T,.

Le nombre p peut méme croitre indéfiniment pourvu que les expres-
sions considérées admettent alors des domaines de convergence.

Désignons par O;F une iransformation infinitésimale corres-
pondant & la fonction génératrice W;(z, u) de la formule (49); la
transformation Ln/jinueszmale la plus générale du groupe K aura
alors pour expression ‘

SF = 2 EiSiF -+ i‘)\kUﬁ«F,

les ¢; désignant comme précédemment des invariants du groupe G,
et les \ des fonctions entiérement arbitraires des x et des u.

Ce résultat est une généralisation évidente de ceux que Lie (') a
établis pour les équations différentielles ordinaires.

33. Remarques sur Uensemble des fonctions génératrices. —
L’ensemble des fonctions génératrices du groupe K est linéaire par
rapport aux éléments fondamentaux W;, mais les coefficients au lieu
d’étre des constantes sont des invariants du groupe G. Nous pour-
rions étendre 4 cet ensemble les principales propriétés des ensembles
linéaires étudiés au Chapitre II, en remplacant dans les raisonne-

TR | 3 . d - .
ments les dérivées ordinaires . par les opérations Uy. Cette corres-
k

pondance est d’ailleurs une conséquence des relations qui existent
entre les fonctions génératrices et les intégrales du systéme auxiliaire
de M. Darboux.

Soit ¢ (2, «°, ) une intégrale du systéme auxiliaire; en rem-
placant u° par sa valeur définie par I'équation (48) en fonction des z
et des » on en déduit une fonction génératrice ¥ (x, 2°, u). Indiquons

(Y) Vorl. ither Diff. Gleich., Kap. 15, p. 308 et suiv.
Journ. de Math. (5° série), tome IX. — Fasc. IV, 1903. 58
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par le symbole z u que nous considérons cette quantité comme une
fonction des x et des ,

a[;(x, x",?) =W (z, 2 u).
Ona

Ukul)(x,a; u) dxk-i-zd:’[j(—o)

-0
et comme I’on a U,»; = o, on trouve simplement

U ¥ (, 0, u) = oy (2, 2%u’).

da',,

Les fonctions W; “correspondent d’une maniére univoque aux
éléments u; par la formule
—0
de\z, 2
¥i(z,2°, u) = ACE7 )

~0
u;

On vérifie facilement, en partant de 13, que si le paramétre u;
est d'ordre m, les termes du moindre degré de la fonction ¥; or-
donnée suivant les puissances des différences # — x° sont eux-mémes
d’ordre m. Pour u = u° la fonction primaire est la méme que celle de
la fonction Q(P—(—x(;l——f?.’u’o)

34. Ensembles fondamentaux de fonctions génératrices. —
Toute fonction génératrice ¢ (x, «) est une combinaison linéaire et
homogéne des ¢léments fondamentaux W' (x, 2°, u), exprimée par la
formule (49), les coefficients arbitraires ¢; étant, comme nous I'avons
vu, des invariants du groupe G. Supposons maintenant que nous ayons
défini de quelque maniére un ensemble linéaire de fonctions généra-

trices
a Y, +aby+ .+ ap Yt

les quantités a,, as, ..., @, ... étant des constantes arbitraires.
En remplacant ces constantes par des invariants du groupe G on
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obtiendra un ensemble de fonctions génératrices qui pourra étre plus
général. Pourra-t-on reconstituer ainsi l'ensemble complet des
fonctions génératrices du groupe K?

Pour résoudre celte question nous allons examiner le développement
d'une fonction génératrice quelconque U (w, u). Considérons l'identité

Y(z,u)= Zs,-(a;, 2% u)Wi(x, x°, u).

La fonction ¢ (z, u) équivaut & une variation infinitésimale ¢z du
groupede M. Darboux, et cette méme variation 6z pourrait s'obtenir
par la variation des variables initiales u° dans la formule

=o(xz, 2 u’).

De telle sorte que 'on a, en vertu des équations (438),

SEEL) = iy, ) Wil 2, ),

do (z, z*, u')
du!
esul Sul est équivalent 4 & (z. 2° d !
résulte que ou; est équivalent & ¢;(x,2° u), en vertu des mémes
équations (48). Or on peut construire Su; a 'aide de 83,
Soit u; = 0;(z,2,p), on en tire

et comme la dérivée est équivalente & W';(w, «*, u) il en

0‘7

oe, 5 o,
4+ $o— b0 N
zdpa“ A2y vy AR Pai! ) 5 an

Si I'on considére la variation particuliére 8z qui correspond a la
fonction génératrice ¢, on trouve

__ 06 d%; o TTe T7%
8“:—03¢+2m‘— U, U e

e sy oqn

Représentons l'expression du second membre par ©;{, et écrivons

U= @,‘41.
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Faisons « = z°, et attribuons aux « les valeurs arbitraires z°; on a
alors
e(2°) 2y u°) = O] 1, e

Cette condition ne détermine pas d’ailleurs complétement les inva-
riants ¢; quand on regarde les u® comme des constantes numériques;
ces invariants sont définis par la condition de se réduire, pour x,= =3,
Ty=123, ..., %=X, 4 des fonctions arbitraires des u. Pour achever
de les déterminer il ne suffit donc pas de connaitre les valeurs numé-
riques ¢;(x,x°,u’), il faut avoir aussi I'ensemble de leurs dérivées par
rapport aux variables u, pour le méme systéme de valeurs initiales.

La fonction W';(,°, u) est caractérisée par les conditions suivantes,
qui ont lieu pour z = «* quelles que soient les valeurs des u,

| 0. W=1,
OW,=0  (j#i).

Supposons que I’ensemble considéré de fonctions posséde un degré
suffisant de généralité pour qu'on puisse choisir arbitrairement les
valeurs numériques des expressions 6,;{ quand on attribue aux x et
aux u des valeurs constantes arbitraires x°, u°. Il sera alors possible
de choisir les coefficients a; de maniére que les équations (50) aient
lieu, non pas identiquement quels que soient les », mais pour les
valeurs constantes x°, u’. Les valeurs considérées des a; sont des
fonctions des quantités x°, u®, ax(x° «°). Remplacons dans ces
fonctions les quantités u° par leurs valeurs en fonction des x et des u
données par les équations (48).

Les constantes a,(x°, u®) sont alors remplacées par des invariants
du groupe G, e (%, x°, u), satisfaisant  la relation suivante quels que
solent les u,

(50)

a2 2% u) = ar(x’, ).

La fonction génératrice correspondante

2 &1 P

satisfera donc aux équations (50) quels que soientles «, pour z = .
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Nous dirons pour cette raison que I’ensemble considéré

q/= 2a,‘40k

est fondamental s'il est possible d’attribuer aux constantes & des
valeurs telles que les expressions ®;¢ prennent des valeurs numé-
rigues arbilraires quand on donne aux variables x, u des valeurs
initiales quelconques z°, u°.

On retrouve cette notion d’ensemble fondamental dans I'étude de
la transitivité des groupes.

33. Transformations équivalentes. — Nous dirons que deux
transformations infinitésimales sont équivalentes si elles admettent la
méme fonction génératrice.

Deux transformations équivalentes appliquées successivement &
une intégrale donnée conduisent toujours & la méme intégrale trans-
formée.

Soient 8f et &, f deux transformations équivalentes. On a entre
elles une relation identique de la forme

3,f=3f+ z)kakf

Supposons que f soit un invariant du groupe G la relation précé-
dente donne alors

< 8.f =19

Réciproquement, si la relation (51) a lieu pour toute transforma-
tion &, équivalente a &, il est évident que la fonction considérée f est
un invariant du groupe G. '

36. L’accolade de Lie. — Supposons que deux transformations ¢, 3,
admettent respectivement les fonctions génératrices ¥', ¥',. Formons
la parenthése (8¢,)f. Soit

8f= Af+ ESkakf,
8‘f=A|f+28,wkka.
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On a, & cause de la permutabilité des opératidns Uy et A,

(52) (88,)f = (84 f + X (A8, z— A 8my) Uy f.

Les deux transformations (88,) et (AA,) sont donc équivalentes et
admettent par conséquent la méme fonction génératrice.
Cette fonction génératrice a pour expression

(8A)z =40,z — A Az = AW, — AW

Donc, quand on connait deux fonctions génératrices ¥ et W',, on
peut en déduire une troisiéme

_ N9, v
AW, — AW = EmAui— zmA‘ Ui,
ou encore, en introduisant les opérations @, des équations (50),

AW, — AW = 2%‘; 0, — Z%‘Z@iwi.

Nous représenterons cette fonction génératrice par le symbole
W, ¥, 1,

suivant la notation employée par Lie(') pour les transformations de
contact.

37. Pf&pl'l'élés des accolades de Lie. — Les accolades de Lie
satisfont aux relations suivantes, ou les & désignent des invariants du
groupe G :

(¥, ¥ =o,
|, eW| =AW,

(53) | W, e W | =AW, + )W, W4,

. r P

(W, 6, W, + &, W, +...+ 6, T, = DA W+ X e W, ¥,
1 1

W [0 |+ W0 W+ | W W, Wil =

(!) Transf. Grupp., t. 11, p. 320.
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Prenons la suite des éléments fondamentaux de I'ensemble des
fonctions caractéristiques (49) et formons avec deux quelconques
d’entre elles I'accolade de Lie | W', W |. :

Comme le résultat appartient encore & I’ensemble, on a nécessai-
rement

(54) {Wi, lp.kz = Esiks W:’

les coefficients ¢;, étant des invariants du groupe G, et satisfaisant
aux relations suivantes :

Eixs -+ Ehis = 0,

(55) 5

{ A elkj + A esk[ -+ Akesq + Z(Ezkv ESVJ -+ Euvekw -+ Epsy iVJ) = 0.

Nous avons défini dans ce qui précéde les éléments principaux dont
la considération s'impose quand on veut entreprendre étude
rationnelle des ensembles d’ mtcgrales.




